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FORMULES D'INTERPOLATION DE LAGRANGE ET DE NEWTON
(Fia d'ao premier article)

(voir page 317).

(3)

On peut de la formule d'interpolation de Lagrange dé-
duire celle de Newton , en supposant que les nombres x01

xt,..., #„,_!, x,n soient les termes de la progression arith-
métique x0, x0 -h h,..., xo[m — i) h, x0 -h mh.

Reprenons la première de ces formules qui est

{x~~xK)(x-X7)...(.r-xm^){œ-a:m)
(x0 — .r, ) ( .r0 — x2). . . (x9 — x,m_x ) ( x — xm)

(X — JCO)(X — 37,)...(.r

"4"* __ w ~ T r - - ry— - : "w
{•*m ~~~ **o j V m ' ; ••[•*'m «*m—i J y ^ / n um—l )

Si l'on remplace x, , x2 , . . . , xm para:04- ^> ^ 0 + a i , . . . ,
o:0 4- /7/A, le dernier terme de cette formule devient

/ / M />• I I / * » _ _ _ _ ->* - A I F /y» _____ M% ^___ ƒ »>3 _ _ - O \ A> I I 'T* >̂» . ^ _ ƒ tyi ^ . ^ ^ ï I W 1
I Ut J «^O/ \ " **'<) ~ ~ ~ / t ' . • .j^i/ ~~~ »*/() " — ^//< —— V, j fl j^<A — ,/,y — y»/* """* J 1 / *J

/ / ? / / . ( i w — i ) A . . . 9. h .h

ou, ce qui revient au même,
.r — xo\ (x — x0

m. (m — i ) . . . 2 .



L'avant-dernier terme prendra la forme

(x— x0) (x — x0 — //) . . [x— x0 — (m — 2 //] {x — #0 — m h)
(m — i)h.(m — i)h. , J X ( - / ' )

et pourra s'écrire ainsi

(m — i) [m — i). . . i . i

et, afin que le dénominateur soit encore le produit
m [m — i)... 3.2.1, on multipliera par mies deux termes
de l'expression précédente, ce qui donnera

—r I

m \in — i ) . . . 3 . 2 . i

On trouvera de même que les termes précédant Favant-
dernier de la formule (3) deviennent respectivement

x

m ( m — i ) . , . 3 . 2 . i

m(m-x)

x

m {m — i ) . . . 3 . 2 . r



( 36o )
Considérons généralement le terme

[x — x0) {x — jrt)...(x — xp„t) (x — xp+l)...(x — xm_{) ( x — xm)

{Xp—**){rp—*,)...{xp— xp.x) (xp— •*>+,)...(•*>— *—i)(a>— *«)

dans lequel le nombre p est supposé moindre que m. En
remplaçant dans ce terme x^ x2,..., xp_i, #p , ^ + 1 , . . . ƒ
^™-i, JTm par :ro-h/i, xo + 2/1,..., [x o -h(p — 1) A],
(ar.-r-pA)^ [ x o - h ( / ^ - M ) / i ] v . . , [^04-(w —1)/i] ,
(x0 H- m/*) ? on a d'abord

' '

- J-0— mh)
Pph.(p— i)h...h.(— A)X— [(m - 1 ) - ƒ » ] * x — (m — ^) A

Puis

p.{p-~\).. i ( - i ) . . . X J - [{ni— i ) — p] X — [m — f

ou bien encore

p (p— i ï. . . i X i . . ['/// —i ) — p](m — pj

vl e afin

/// (m — 1 ) . . 3 . 2 . 1

m [m — 1 ) . . . ( m — p - h i )

II faut mettre le signe -f- ou le signe — suivant que m — p
est pair ou impair.

Ainsi, lorsque les valeurs substituées à la variable x
sont:r0, x0 H- //, xo •+• ih ,..., x0 H- (m — i)/*, xo-\-mh^
cm peut donner à la formule d'interpolation de Lagrange
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la forme suivante :

! — I j . . . 3 . 2 . I

_,. I _ — f m — 2 ) I ( j — - — m )

h I [_ h _\\ à j
m (m — î) . . 3 . 2 . 1

X X„

(4) » ( ffl — I ) . . . 3 . 2 . I

.2 . p

h A—F
f JU —— CCn

/x — .r0

\—k—

m (m — i) . 3 . 2 . 1

(5)

m [m — i ) . . . 3 . 2 i

Pour en déduire la formule d'interpolation de Newton, il
faut remplacer z/m, um_l, t/m_2 ?•••} ui P a r l e s développe-
ments

m (m — i)
I .2

( /w — i ) ( m — 2 )
«• + ("1 — I ) Att0 4 - fi:;̂  A2 «,

M0 4 - (m — 2) Ai

[ . 2

f/72— 2) (m — 3)
~ A2Mo •

u0

Afin d'abréger l'écriture, posons z = —7-^— m. Il en



résultera
( 36a )

Z 4 . 2 =

2 4- W := •

2)...,

Et en représentant par f [z ) le produit des ( m 4- î) fac-
teurs consécutifs z , (z H- i ) , '(z -H 2) , . . . , ( z 4 - r a ) , la
formule (4) se transformera en celle-ci

(6):

1.2

/ ( z ) m {m-— i)...(m —^
2-f- 771

_ f{z)

1 . 2 . . . / ?

z-\- m — 1 z -+- m

Si l'on remplace dans la formule (6) i/m, wm_i, wm_2 v . . ,
Wj par les développements (5) , le résultat de la substitu-
tion sera évidemment une expression de la forme

et on aura d'abord

/W ( //2 1 ) . . • 2 . 1

- . . .-h

-f(z) f(z)
z z 4-i 1.2 z 4-1

Mais on a vu (page 317) que

1.2 z 4-2

Z-f /W I
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donc

Il viendra ensuite

m (m — I ) . . . 2 . I

Z v ' 2 + 1 1.2 Z+2

d'où

-0 (111-2) ƒ(«)
_—

1.2 Z+2

ou bien, en représentant par <p (z) le produit des m fac-
teurs consécutifs z, £-4-1, . . . , z + m — 1 , et en ayant
égard à ce que

on aura

[m — 1). . . 2 . 1

Z -\-\ 1.2 3-1-2

Or (page 317)

!) ( m — 2 ) y (g) y (g)

1.2 2 + 1 ^ Z + /W
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donc

x—.r0
a, = z + m =r

h

Le coefficient ap du terme général apA
pu0 sera déter-

miné par l'égalité
i

p m (m — i ) . . . 2 . i

m (m — i ) . . . (m — p + i ) ƒ ( z )

i . 2 . . . p z

(m — i) ( iw—2) (m — 3 ) . . . (m — p) /(z)

1 . 2 . 3 . . . / ? 2 + 1

( /7ï I (/W —- 2 ) (#2 3 ) . . . (/W p — 1 ) f ( Z )

1 . 2 1 . 2 . . . / ?

(jw—I)(JCT — a ) . . . ( m —

i . 2. 3. . . p z + m — p

d'où, en réduisant,
i

ap = = 1 . 2 . 3 . . . ( I W — p)

1 . 2 . 3 . . . (ƒ>— 1 ) 7

Cela posé, nommons *jp(̂ ) le produit des (m—p + i)
facteurs consécutifs £, 2 + 1, 2 + 2, . . . , ( z+?? /—/?) ,
il en résultera

X

et par suite

( z + /w ). • • (z + w — /> -4- i )
^ I . 2 . ~ 3 . . . (/W — ƒ?)

[ i i f i — //yg — »>) JLi f2 4. \ m ~ P > \ M — p — l ) f_[±) _ - + - — ï s l l — j
z v z + i i . 2 z+2 z-\-m — p I

I . 2 . 3 . . (p — 1 ) p J
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Mais

1.2 z -f- m — p *
donc

(z -h ni)(z + m — i)...[(z-hm— (p—i)]
a —= , , ___—?

F 1 . 2 . . . / ?

et, parce que

on aura

I . 2 . . p

En remplaçant successivement p par les nombres i , 2,
3 , . . . , m , cette dernière égali té donne

X — .:
Il

(X-

\ ><

\ l

tx-
\ >

- 1

-x.\ lx-t

l . 2

-.r,\ (,-

i 1 \ h

-.r.\ fx-

\ ) \ h

)
1 . 2 . 3

( '

» • • •
.[•

XQ

ƒ m T \

i . 2 . 3 . . . m

D'ailleurs

par conséquent l'expression

rt0 ft0 -f- a{ A UQ -4- (ii A2 J/O -f-. . , -f- <7,n A"2 HQ
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revient à

( — 7 — 7 »

X — r - - — (m — i 5-^
L h v J1 .2 .3 . . . /W

Ce qui est la formule d'interpolation de Newton.

G.


