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GEOMETRIE DE I/ESPACE.

CONSIDÉRATIONS SUR LES COURRES A DOURLE (OIUMUE

1. THÉORÈME I. Si l'on connaît
(wH-i)(/7i-f-2)(/7z-f-3)~ (/«-—/2-t-i)(w — n-\-z)(m— *-f-3)

1-2,3

groupes de trois valeurs qui satisfont en même temps
à deux équations dont Vune s'élève au degré m et Vautre
au degré n (m n est pas inférieur à n), on en déduira
une infinité de pareils groupes sans avoir recours à ces
équations (Plucker, Nouvelles Annales, •tome VII,
page 266).

THÉORÈME II. Soit

un système de n équations homogènes littérales entre
les n inconnues x4 , x8,... x„\ Fi est du degrépY, F2 du
degré p2, F„ du degré pn. Faisons

en éliminant les inconnues 9 on parvient à une équation
homogène entre les coefficients. Les coefficients de F,

Pmontent dans chaque terme au degré — ? les coefficients

> Pde F't au degré — > etc., conséquenunent le degré de

l'équation est



( 35»)
(Cayley, Nouvelles Annales > tome XII, page 396)»

Observation. Cette propriété a même lieu pour des

équations non homogènes, car on les rendra telles en rem-

plaçant x,y, z, etc., par -? --» -? etc.; cela ne change

pas les coefficients.

2. Une ligne algébrique est donnée par l'intersection
de deux surfaces algébriques \ le degré de la ligne est égal
au produit des degrés des deux surfaces : ainsi une courbe
n'est pas connue en énonçant seulement son degré, il
faut encore énoncer les deux facteurs dont le produit
donne ce degré. Représentons par Sm une surface de de-
gré m\ «lors une courbe du vingt-quatrième degré peut
résulter des intersections de ces couples de surfaces Sx

et S24, S2 et S12, S3 et S8, S4 et S6, et le nombre
de points qui déterminent cette courbe sera différent, se-
lon qu'elle est le résultat de l'intersection de l'un ou de
l'autre des quatre systèmes de couples.

3. THÉORÈME III. Une ligne rie degré mn donnée par
Vintersection des surfaces S/n, Sn est déterminée par un
nombre de points donné par l'expression

3 mn ( /» — /* 4 - 4 ) "+" (n — l)(n — 2 ) ( ̂  — 3 )

ou m nest pas injérieur à n.
Démonstration. Sm et S„ sont données respectivement

par des équations de degré m et n entre les coordonnées
x,y, z. Soit

(m-f-i) (m +-2)(m -t-3) -(/;z+i— ri)(m-*-i —n)[rn + 3 —n) —6
6

Lorsque N groupes de valeurs simultanées de x, y, z sa-
tisfont aux deux équations, on en déduit une infinité



d̂  autres groupes y satisfaisant également (théorème I ) ;
ce qui veut dire géométriquement : si les surfaces Sm, S„
ont N points en commun, elles ont encore une infinité
d'autres points en commun et la ligne d'intersection est
déterminée ; or l'expression N étant développée se réduit
à la forme indiquée. Donc, etc.

Corollaire. Si m = n,

6

4. Exemples. i°. n=. i, la courbe est plane et l'on
obtient

^_m(m-h 3)

2°. n = 2 ,

2

5. Prenons d'abord les lignes dont le degré n'est pas
mn nombre premier.

Soient

mn = 4? « = t , /ra = 4 > N = i4»

n = 2 , 772 = 2 , N = 8 ;

ZW/I = 6 , /* = I , m = 6 , N rr= 2 ^ ,

« = 2, w=3, N=i5;

/W/l = 8 , /l = I , 772 = 8 , N = 44»

7 2 = 2 , W = r / { , N = 2 4 ;

mn = 10, 7 2 = i , //i = 1 0 , N = 6 5 ,
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« « = 1 2 , /l = I , 7W = I 2 , N = CjO ,

rc = 2, / w = 6 , N==r48,

w = 3, « = 4, N = 24 ;

7W/2 = 16 , « = I , m = 16 , N = I 52 ,

« : = " ? , /72 = 8 , N = 8 o ,

zz — 4, m = 4 ? N = 42 •

6. Lorsque le degré de la ligne est un nombre pre-
mier/7, il est évident que, lorsque cette ligne est sur une
surface de degré p, elle est nécessairement plane, car

mnz=p,

on a nécessairement

m =r p, n =z 1 \

mais cette ligne devient gauche pour l'intersection de
deux surfaces réglées ayant un élément rectiligne com-
mun. Soit, par exemple, p = 3 5 l'intersection de deux
surfaces réglées du second degré ayant une droite com-
mune est une ligne gauche du troisième degré. Soit encore
p = 5 ; l'intersection d'une surface réglée du second de-
gré avec une surface réglée du troisième degré et ayant
une droite en commun donne encore en commun une
ligne gauche du cinquième degré.

7. Quand on dit qu'une ligne est déterminée par un
certain nombre de points, il s'agit de points pris au ha-
sard*, mais lorsque ces points ont une certaine position,
il peut y avoir indétermination. Par exemple, une courbe
plane du troisième degré est déterminée par neuf points 5
mais lorsque ces points sont les intersections de deux de
ces courbes , on peut y faire passer une infinité de lignes
du troisième ordre: il en est de môme pour les courbes
gauches. Ainsi une ligne gauche du quatrième ordre est



(M
déterminée par huit points. Mais lorsque ces huit points
sont les intersections de trois surfaces du second ordre,
il est évident qu'en prenant ces surfaces deux à deux, il
passe trois courbes du quatrième ordre par ces huit points $
de même pour les lignes de tout ordre.

8. Faisant
mn = / ? ,

on a

6N = 3/> ̂ J — « + 4 ) + ( * - 0 ( « - 2 ) ( I I — 3 ) ;

faisant croître n par unités, on obtient successivement

or p est plus grand que (n — i) (n — 2) 5.donc N
on démontre de même que N' ^> ]NT//, etc. Ainsi à mesure
que n croît, les ̂  aleurs de N diminuent •, plus n s'approche
donc de ni, plus le nombre de points déterminants di-
minue.

Par exemple, soit
/? = 6o;

on aura pour
Points déterminants.

I . 60 1890

2. 3o 960
3.20 660

4 - Ï S
 3 9 X

5.12 214
6 . 1 0 . . . . , . . i3o



9, Toutes les courbes de degré mn, quoique détermi-
nées par des nombres divers de points, ont en commun
la propriété d'être rencontrées par un plan en mn points.

10. THÉORÈME IV. Uenveloppe des plans oscillateurs
d'une courbe à double courbure donnée par l'intersec-
tion de deux surfaces S,rt, Sn est représentée par une
équation de degré mn [m-\- n — 2).

Démonstration. Cette enveloppe est le lieu des tan-
gentes. Soient

F = o, / = o

les équations rendues homogènes des surfaces de degrés
respectifs #1, n dont l'intersection dorme les courbes, et
Xi ,yi, z1, w, les coordonnées d'un point de la courbe:
soient encore

l'équation du plan tangent à la surface F et passant par
le point (Xijxzxui)\ et

l'équation du plan tangent à la surface ƒ passant par le
même point : alors

seront les équations de la tangente à la courbe passant
par ce même point; F = o, f = o ne contiennent que
les coordonnées fixes xt, yt, zx, u± et aux degrés m et n \
S = o, 5 = 0 contiennent les mêmes coordonnées fixes
aux degrés m — 15 n — 1 et encore les coordonnées con-
stantes au premier degré x^y, z^ u. Eliminant les coor-
données Xi )jri, zt, ux entre les quatre équations homo-
gènes, en considérant x, j \ z, u comme des coefficients



(363 )
d'après le théorème II, le degré de Péquation finale est

1 i i \
mn (m — i) (n — i) ( 1 j = mn[m -+- n — 9,)»v 'v ' \m — \ n — i / v '

On n'a pas besoin d'avoir égard aux coefficients des équa-
tions

F = o, / = o ,

car ce sont des constantes.

11. Pour qu'on puisse mener d'un point donné une
tangente à la courbe F = o, ƒ = o , ou, ce qui revient au
même, un plan tangent à la surface enveloppe, il faut
que le point soit situé sur la surface enveloppe que nous
venons de considérer. Le point étant donc pris sur cette
surface, les coordonnées des points de contact qui satis-
font à trois des quatre équations

satisfont à la quatrième. Si donc m n'est pas inférieur à
n, le plus grand nombre de points de contact sera donné
par le système d'équations

Ainsi mn [m — i) est le nombre de tangentes qu'on peut
mener parle point donné-, c'est la classe de la courbe
(S,„,S„).

Observation. Cette expression a même lieu lorsque la
couibe est plane -, alors

«== i ,

et mn [m — i) devient m (m — i).

12. Définition. L'enveloppe des plans normaux à la
courbe se nomme surface polaire de la courbe.

THÉORÈME V. Le degré de Véquation de la surface
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po faire relative à la courbe (Sml S„) est

mn ( 3/w -\- 3 n — 4)*

Démonstration. On trouve F équation de cette surface
en éliminant x t , ji y zt, coordonnées du point de la
courbe entre les quatre équations

{x — xx)dxx 4- (y — yi)dyl-t-(z — zl)dzl^±= o,
{x _*,)</'*, + (7 _ 7 l) d'y, -+- (z - Zl) d> Zl — ds\ = o ( *).

La deuxième équation est de degré m-+- n — i et la troi-
sième de degré im-\-in—3 ] donc, d'après le théorèmell,
les x , y, z montent au degré

nm{m -\-n — i ) (2 /n+2« — 3) (
v ' ' \m-Hn — i 2/72 -+- 2/2 I

= mn ( 3 m -f- 3 n ) — 4*

13. Le plan passant par la tangente au point xx,yx ,
zt et par la perpendiculaire élevée en ce point au plan
osculateur nommé axe du plan osculateur a pour équa-
tion

(A) -f- [y—yx)\_dzv (^dyld
2zi —dz{ d2yx)—dx{[dz{ dlxx—dx^Zi)]

-f- (z — zt ) [dxt (dZi dl xx — dx{ d7zt ) — dyl{dyl dl zK — dz^y^]

le degré en x^,y4, zt se monte k 3m-\- 3n — 5.
L'enveloppe de ce plan a une équation de degré

3 mn ( 2 m -}- 2 n — 3 ).

14. Le degré de la surface réglée formée par lps nor-
males principales est

2 mn (2/72-f-2/2 — 3 ) ;

tel est aussi le degré de la surface réglée formée par lo

(*) Duhamel, t. lp | , p 3Q8

= 0,
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perpendiculaires au plan osculateur passant par le point

15. Application. m~n=i.

Degré du plan oscillateur. . 8
Plan normal 3s
Plan (A) 6o
Normale principale 4°
Axes du plan osculateur.. . 4°

16. La courbe formée par les centres de courbure est
donnée par l'intersection des deux surfaces réglées for-
mées par les plans osculateurs et les plans normaux,
surfaces dont les degrés sont

mn{m+-n—2) et mn ( 3 m -f- 3 n — 4)-

Cette courbe n'est pas Farête de rebroussement de la sur-
face polaire } cette arête est sur cette surface et sur celle
que Ton obtient en éliminant x^y^ zt entre les quatre
équations

F=o, f=o,

(x—x^dxi + ty — Xt)drt -h (z — a,) dzx = o ?

l=z o ,

ce qui donne une surface de degré mn (5m-h5n — 8).


