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QUESTION.

314. Construire la courbe à équation polaire

P . — '• , .

y i — c2 sin* y

et en donner ad libitum Faire.

SOMMATION DES DEUX SUITES
n =. n n = n

(a + «_,)«*—,

n = i

PAR LE P. PEPIN, S. J.

Le P. Riccati, dans son Mémoire De seriebus summam
algebraicam vel exponentialem recipientibus, donne la
somme de la série

Je me propose d'exprimer aussi par un nombre limité de
termes algébriques ou exponeatiels la somme de la série
plus générale

n — n

2 («-+-«- i)"*--'.

(*) C'est le P. Lecointe qui m'a fait connaître cette série et qui m'a en-
gagé à enlreprendre.IVlude dont je donne ici les principaux résultats.



( )
d'où Ton pourra déduire la somme des puissances sem-
blables des termes d'une progression arithmétique, ainsi
que la somme d'une série analogue

en désignantavec Vandermonde par [a 4- n — i ] a la fac-
torielle

(a 4 - n — i)(a -h n — 2 ) . . . (a -\- n — a )

a et n sont entiers et positifs ;
a et h sont quelconques.

I. Considérons la suite

En différeutiant, nous trouverons

Si donc nous indiquons par le symbole (/TDA)P, que l'on
doit répéter/;» fois, une opération qui consiste à prendre
la dérivée par rapport à À et à multiplier le résultat par A",
nous obtiendrons successivement

X«

Et comme

Xo = ka 4- Za+I 4 - . . . -4- Aa+n-1 = ,
A" —— I



on aura

n = i

Posons enfin
#== A-f-t, .

A désignant une constante et T une variable infinimen
petite 5 nous aurons pour la série proposée

= /*- X valeur de [{h + T) DTf
L ; J

pour T = o.
2. Supposons qu'en développant la fonction

h — i + T

suivant les puissances ascendantes de r , on ait obtenu

( A - l ) - f - T

2T
2 + A 3 T 3 + . . . + AfflT

w+

Désignons par Am.wm>« la valeur que prend l'expression

I . 2 . 3 . . . /W

quand , après avoir effectué les opérations indiquées, on



( 3 ° )
pose r = o. On a évidemment

si m est plus grand que a ; l'équation obtenue précédem-
ment deviendra donc

(0 n = i

A,

3. Calcul des coefficients A t , A2, A8 , . . . , Aa .
Supposons d'abord que ft ait une valeur différente de

l'unité, nous aurons

ha

en posant, pour abréger,

i L J L J ^ f)~m

Le coefficient de t^ sera donc dans ce développement
m = fx

Si A = i , on a

[a + nf+> - [ay+'



le coefficient de r^ est donc dans ce cas

4. Calcul de la fonction crm>a définie par l'équation

[m]"i"omja = valeur de [(A -hT)DT]a.T"1, pour T = O,

En effectuant une différentiation, on trouve

On a donc, en divisant par [m]mh"%

(A) ^ a — ^ m - i , * * — i • + > / W l ï

On reconnaît aisément que

d'où Ton conclut

Cette condition jointe à l'équation (A) définit compléie-
ment la fonction tjw?a et permet d'en calculer les valeurs
successives. Pour trouver son expression générale en
fonction des nombres a e t w , nous emploierons la mé-
thode des fonctions génératrices de Laplace.

Multiplions par x* les deux membres de l'équation (A)
et faisons la somme des résultats obtenus, en donnant



( 3 a )

à OL les valeurs successives i , a, 3 ,.. . , n, nous trouvons

a = i a =
a = n

ou bien, en posant

= mx.\],n ^ ,

Si Ton convient de ne donner à m que des valeurs supé-
rieures à l'unité, on aura

™m,\ = o .

On déduira donc de l'équation précédente,

i — 7W.T i — mx

On aura ainsi successivement

i — IX i —

3 - ( i 2 ^ ) ( i

TT _ ^ü.-^g^F^)
4 ( i — 2 J ? ) ( i - * 3 . r ) ( i — 4 * ) '

' ^"-'.U, — x^zsmtn^f{x)
m ( i — 2 * ) ( i — 3^c) . . . ( i — mx)'



( 3 3 )
F ( x), Fj (x),..., j (x) désignant des fonctions entières .
de la variable x. D'ailleurs la condition ulj0C = i nous
donne

on aura donc définitivement

TT X X • * \X)

m ~ ~ ( i — x) ( i — 2a-) ( i — 3a?) . . . ( i — mx)'

F (x) étant une fonction entière de x. Cette équation
étant identique par rapport à x\ le coefficient crm>a de
xK dans Um doit être égal au ( oefficient de xK dans le se-
cond membre. Or si nous supposons n > a , ce coefficient
ne dépend que de la fraction

xm

(, — a ? ) ( i - 2 1 ) . . . ( 1 — ma?)

C\ Cp Cm
H h . H h H

i — x i — 2.x i — px i — m x

On aura donc

Pour déterminer la constante cp , multiplions par i —px
les deux membres de l'équation précédente et faisons

i

P
nous trouvons

Ânn. de Mathcmai., t. XV. (Janvier i856. )



(4)

( 3 4 )
d'où

5. Les formules ( i ) , (2) , (3) et (4) donnent la solu-
tion complète du problème proposé. Pour une valeur
quelconque de h, différente de Tunité, on aura

*"-t<"ï'•"»,<*

Si, dans le cas où h = 1, on remplace a par - et qu'on

multiplie les deux membres par r«, on aura la somme des
puissances semblables des termes d'une progression
arithmétique dont le premier terme est a et dont la rai-
son est r :



( 3 5 )

[a -f-(« — i)r]a

- 2 ^
„ * (m—\)(m—2)

X
1 . 2 . 3 . . . (/ra — 1)

Cette formule a été donnée pour la première fois par
M. Puiseux dans le XIe volume du Journal de M. Liou-
ville.

Toutefois l'expression générale (4) delà fonction zsmyCX.
est fort mal appropriée au calcul. Le plus simple, dans
les applications, sera de former pour cette fonction un
triangle arithmétique, analogue à celui de Pascal pour
les coefficients binomiaux. En voici un pour les dix pre-
mières puissances :

a = 1 2 5 4 5 G 7 8 9 I 0
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1
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( 3 6 )
Pour former et continuer ce tableau :
« Inscrivez d'abord l'unité dans toutes les cases de la

première ligne horizontale et de la diagonale -,
» Les autres termes de chaque tranche horizontale

s'obtiendront chacun en ajoutant au produit du terme
précédent multiplié par le nombre qui exprime le rang
de cette tranche, le terme situé immédiatement au-des-
sous de celui-là. »

Le nombre r7m?a sera celui qui dans ce tableau est si-
tué en même temps dans la tranche horizontale dont le
rang est m et dans la colonne verticale dont le rang est a.

La première partie de la règle résulte des deux équa-
tions

La seconde partie n'est que l'énoncé de l'équation

Veut-on, par exemple, la somme des cinquièmes puis-
sances des termes d'une progression arithmétique, on
prendra les coefficients tymj5 dans la cinquième colonne
verticale du triangle précédent et la formule ( i) don-
nera



( 3 7 )
n=.n

6. Quant à la série ^ [a -f- n — i ]« A"""1, on en ob-

n = i

tient immédiatement la somme à Taide des résultats ob-
tenus précédemment (nos 2 et 3).

Considérons la série

-f-n —i —a

En différentiant les deux membres, on obtient la rela-
tion

on a, par conséquent,

Or nous avons vu (n° 3) que Ton peut toujours poser, en
supposant T très-petit,

Am étant défini par l'équation ( i ) ou par l'équation (3)
suivant que h a une valeur différente de l'unité ou qu'il
est égal à l'unité.

On aura donc

tfa = [a]aAK4-[a-H i f + I
 A « + I T + . . .

En faisant T = o et divisant les deux membres par /ia~a,



( 3 8 )
on obtient la somme cherchée

Si / i = i , cette formule donne le résultat connu

7. On peut obtenir sous d'autres formes l'expression
de la fonction Gr,n,a- En effet, si Ton pose, pour abréger,

( i — x ) ( i — ix). . . ( i — mx )

ü7mja est le coefficient de x* dans le développement de
xm. F (x) suivant les puissances entières et positives de x:
on aura donc autant de manières de l'obtenir qu'il y a de
manières d'effectuer le développement de xm.F (x).

Or si nous désignons généralement par pn la somme
des produits // à n des nombres i , 2, 3 , . . . , ra, nous au-
rons

1̂ — x) (1—2.x) (t— 3x) . . . (1— mx)

en posant

p{ x— p3x
2-+-pzxs —. . .zf.pmxm= X.

On aura donc

Ytx)=. —!— =
" 1 — X

-+-/;»
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et, par suite,

D'ailleurs
m — m

^- w(/»+l)

m = i

rw = m

m = 3 m = 2

En appliquant la formule générale ,

on trouve
m== m

/W ( /W — 1 ) ( M — 2 )
-f- m (m — i)

m= 2

2.4

_ V i W(*»-4)

24

- 3 )

~ 48 + io + .5
(m •+- 1)' m'.(m — i)(m — 2 )

_ _ _ _ _ _ _



( 4 o )
On aura par suite

m [m -+-
&mm4i

tf?-f- 2)(WI -4- 3)

Eu comparant ces valeurs de C7m,m, tfm,m+1, nrm,m+2 5

G7m,m+3 V Î a v e c celles que fournit la formule (4) ? on ob-
tient les relations données par M. Puiseux dans le Mé-
moire déjà cité.

On reconnaît aussi que zsm)K = o si m est plus grand
que a. On a donc ce théorème :

m désignant un nombre entier et positif quelconque,
si n est un nombre entier et positif plus petit que m — i,
on a la relation

m—i v (m — i)(m—2), ,

1 v 1 . 2


