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TROISIÈME DÉMONSTRATION
De la possibilité de décomposer les fonctions algébriques entières çu

facteurs réels ;

D'APRÈS GAUSS.

(Gotting. t. III, p. I35J 1816.)

4. Soit

X = af" 4 - A xm~y 4 - B af1-2 4 - C*"- ' -f-. . . 4 - La: -f- M;

A, B , C,. . . sont des coefficients réels.
Faisons

x = r (cos<p 4- \/—1 sin<p)?



on obtient
X = f -h u sj—\i

t = r™ cosmv 4 - Ar"1"1 cos (m — i) f 4 - Br m ~ 2 cos(w — 2) y

4 - Crm~3 cos (m — 3) f 4 - . . . 4 - L r cos<p 4 - M,

u = rM sin m y 4 - Ar™"1 sin (//* — 1 )<j>4- B/*1"* sin (m — 2) y

4 - C r"l~z sin ( m — 3 ) «p 4 - . . . 4 - L r sin <p.

Faisons
'— dl

• ,, du'
u = r — 5

_ (^ H- M2) (tt" 4 - «w") 4 - [tu' 4 - a*7)2 — ( tt' -h aft' )2

il est évident que /• disparaît du dénominateur.
2. THÉORÈME. Soit R une quantité positive détermi-

née, arbitraire pourtant et plus grande que les quantités

mk \/2, \JmB\f2, s/

abstraction faite des signes ; prenant

tt ; -4- uu'^e/vz ««e quantité positive, quelque valeur
réelle qu'on donne à (f.

Démonstration. Posons
R cos45° -h AR"1"1 cos (45° 4- <p) -f- BRm~2 cos (45° 4- 2y)

-4- CRm~3 cos (45° -h 3<p) 4 - . . .

4- LR cos [ 45° 4- ( m -r-1) <p]

4-M cos (45°-H mff) = T.



Désignons par U ce que devient*T en remplaçant cosinus
par sinus,

T = ^LLI [R -f- m A y/a cos (45° +

[R34- mC y/2 cos (45° 4- 3<p)],

[R44- wD y/2 cos (45° 4- 4<p)]>

m y/2

donc, vu les inégalités ci-dessus, T est essentiellement
positif, quelque valeur qu'on donne à <p. On démontre de
la même manière que T / , U et U' sont positifs. Ainsi
TT ' -f- UU' est une quantité positive. En faisant r = R
dans t9 u9 t\ u', ces expressions deviennent

T cos(45°H- my) -+- Usin(45°

T sin (45° H- my) — U cos (45°

T' cos (45° -f- my) -f- U'sin (45° -f- /wq>),

T' sin (45° -h my) — U'cos(45°

et tt'+uu' se change en TT'-j-UU'; donc ttf -\-uu!
est une quantité positive, quelle que soit la valeur de (f,
en faisant

r = R. c. Q. F . D .

Donc aussi tf -+- u% devenant T2 -h U* est une quantité
positive en faisant



quelle que soit la valeur de <p } ainsi t et u ne peuvent
devenir simultanément nuls tant que r = R.

3. THÉORÈME. Lorsque r est compris entre o et R, et
<f est compris entre o et 36o, il existe des valeurs de
T et de (f qui rendent simultanément nuls t etu.

Démonstration. Supposons au contraire que dans ces
intervalles t et u ne peuvent jamais s'évanouir simultané-
ment. Alors dans ces mêmes intervalles y (p. i35) sera
toujours une quantité finie; cette hypothèse mène à une
absurdité. En effet, soit la double intégrale

»36o

ƒ'ƒ'
intégrant par rapport à y, on a indéfiniment

tu! — ut'
• constante.

Faisant

u et u' s'évanouissent ; donc la constante est nulle en fai-
sant commencer l'intégrale à <p = o.

Mais posant

u et uf s'évanouissent encore. Donc , dans l'intervalle,
.36of

quelle que soit la valeur de r. Donc

£1 = 0 .

On doit obtenir la même valeur en commençant l'in-
tégration par r ; alors



on n'ajoute pas non plus de constante, l'intégrale com-
mençant à

/ = o ,

et alors
t' z=z o, a' = o ;

donc l'intégrale dans l'étendue de r = o à ; = R se
TT' -4- UU'

change en —— — , quantité essentiellement positive

pour toute valeur de <p (p. i36). Donc fl n'est pas nul;
ce qui établit une contradiction; l'hypothèse est donc
inadmissible. Ainsi y ne conserve pas une valeur con-
stamment finie dans les intervalles indiqués.

4. Nous avons vu qu'en remplaçant dans X la valeur
de x par

x = r ( cos? -f- ^ i sin cp) ?

X «e change en t H- u si—i, et de même en t — u \/— i,
en faisant

x = r (cosy — s/— i sin <p ).

Si donc pour des valeurs déterminées de r e tde y, savoir
pour

t et u s'annulent simultanément (l'existence de telles va-
leurs a été démontrée), alors par la substitution de

x = g (cosG+ y7—

et

x=z g (cos G -f- v'-—! sinG/j

X devient nul et deviendra divisible par

x — g (cosG -f- V̂ —1



et par
x— g (cosG — y'—l

et toutes les fois qu'on n'a pas ni g = o, ni G = o, ces
diviseurs sont inégaux et X sera divisible par leur pro-
duit

x* — 2^ cos G x-hg,

et toutes les fois qu'on a soit cos G = dt i ou G = o, les
deux facteurs sont identiques, savoir x — g. Il est donc
certain que X a un diviseur réel, soit du second degré, soit
du premier, et comme la même conclusion subsiste pour
le quotient, X sera entièrement décomposable en de tels
facteurs.


