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METHODE DE QUADRATURE DE COTES;
D'APRÈS GAUSS (*).

i. Lemme. Soit

le signe sommatoire se rapporte à l'indice [À.
n est un nombre positif entier donné et [À prend suc-

cessivement les n H- i valeurs o, i, 2 ,. . . n 5 les A sont
des constantes données,

* f ( / g * — i ) ( / g f — 2 ) . ..(nt — n)
T( /0 = ^ - ^ ,

t une variable; de sorte que

T(/l) = nt{nt— i ) ( / i r — 2 ) . . . ( « r — / * - j - i )

( /zr— p — 1) . . . (nt— /?) .

Désignons par M(fA) la valeur numérique que prend T(y)

en y faisant nt = p, on aura

M ( i u ) = p ( p — 1 ) (f* — a ) . . . 1 . — 1 . — 2 . . . p — / ? ,

T 0 = ( / 2 r — i ) ( / i f — 2 ) . . . ( / 2 r — n ) y

M o = — 1 . — 2 . — 3 . . . — / / .

Le premier terme de Y est

A ( n t — i)(nt — 2 j . . . ( n t — n)

On met A au Heu de A ( o ) .

(*) Methodus nova integralium valores per approximalionem inveniendi,
autore Carolo Friderico Gauss, Societati regise Scientiarum cxhibita D.
iG septembris I8I/{, p. 39-7C.



( " o )
Le deuxième terme est

A, nt (nt — 2) . . . (n t — n)
—,.-,...,-«—'

le dernier terme est

knnt {nt — i) . . . ( nt — n -+- i)
n(n — i) . . . î

Faisant successivement t égal à l'un des nombres de
la suite

1 2 3 n
O , — ) — y _ , . . . , _ ,

n n n n

les n -f- i valeurs numériques correspondantes de Y sont

A , Ai , A2, A3, . . . An .

Si Yj est une autre fonction de *, ayant ces mêmes va-
leurs pour les mêmes valeurs de t, Y' — Y sera divisible
par les (n -f- 1) facteurs

1 2
t, t , t ,.••> / — 1,

n n

et, par conséquent, par le produit de ces facteurs. Il faut
donc que Yt soit d'un degré plus élevé que t, ainsi de
toutes les fonctions de t qui donnent ces valeurs A,
A l v . . , A,, pour les valeurs correspondantes de f, la
moins élevée est la fonction Y.

Corollaire. Si une fonction de t étant développée sui-
vant les puissances de t est interrompue avant le terme
qui renferme £n+1, cette fonction est identique avec la
fonction Y.

rh

2. Soit à intégrer I ydx par la méthode des rec-
Js

tangles; où y est une série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de x\



( I " )
Faisons

donnons successivement à x les n -f- i valeurs

A 2A 3 A /ZA

et supposons que les valeurs correspondantes dej^ sont

A y A | , A j , . . . A n .

Posons

où t est une nouvelle variable et y devient fonction de t.
Alors

l ydx = A I jv/r.

Remplaçons ƒ par Y et l'on aura

\ydx=zk JYdt.

Développant T(̂ ) suivant les puissances décroissantes
de t ? on a

X 1

S 7
- H £ -i h . . . = .

— i n — 2

M^ est un nombre, donc Ra est aussi un nombre. On
aura

= A(AR-h A.R.4- A,R2-h. . . +AnR„J.
Car

Celte intégrale est exacte.
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Exemple :

—3)(5* —4)(5f—5)

M 2 = 2 . I . — I . — 2 . — 3 = — 1 2 ,

a = 3125,

p=—6ia5,
7 = 7375,
^ = - 2 6 7 5 ,
e = 3oo ;

3125 2675 3oo 25

3. On peut abréger ce calcul. Posous

2f — I = K,

alors
....„ , , v . . . „ , .. _ / v — , .1—4) •'•(nu—n~{~^) [nu—n-+-i\(nu—n)

T(fi)= -H . __ >

Posons

Lorsque n est pair, le numérateur se termine par
(n2 u* — 4) nui et lorsque n est impair par

et
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est de degré n — i en u ; et

- T> du

~l ( 2 p — n)XJfj du

*/_! 2 n + l J_} 2n+l

Posons
U(y ) = a uH ~' 4- p «"-1 4- 7 uH~h 4- . . .

Si n est pair la seconde intégrale s'évanouit, et si /i
est impair la première s'évanouit.

Ainsi pour n pair,

pour rc impair,

i = f ( + + + +. .
U \n n — 2 /z — 4 n — O

lia ne change pas en remplaçant n — 2 p par 2[À — n,
c'est-à-dire en remplaçant p par « — fx, donc

Ainsi

/ T(n—f,)ftt = '±. I
Jo t/o

le signe supérieur pour n pair et le signe inférieur pour
n impair • et comme

on a donc toujours

Ainsi, dans les coefficients J\, R t , R4 , . . . , R„,

R = R,j , R, = R n _ , , R? = r R r t _ 2 , . . . .

4̂r;n. rfe Mathémat., t. XV. (Mars, i856.) 8



Table des valeurs de R, d'après Cotes.
valeurs de n.

l 2

I

•> p T» '

o n —n, = — »

4 R=R,=£,

5 R=R! = J^,

'6 R = R, = g^,

R - R '5l

î835o

89600

î 6O6T
10 598752

R,

R,

R.

R,

R.

• R,

' = T

-«.

= R.

= R.

n,

3
~8*

3577

17280' ]

2944 J

26575

149688 '

Rs = ^ .

R, = R4 = J-, ]

49
OijO

1 ' R 464 B

27 4' 7

* T 224O*

l6l75
1 • 199584*

IOD

3 »

2089

' 1728O

1 4 7 ^ '

DOOO

5675

12474 *

R 4 5 4

2835

2889
44800

¥> t 4825
§ IIO88



Soit

( I I 5 )

4. Évaluation de Terreur.

f» fit = • —- = valeur exacte.

Partageons l'intervalle de o à i en n -hi parties égales

1 2 3 n
o, - , - , - v , - ,

n n n n

les n -h i valeurs de À sont

- 3

donc

r dt = — Iƒ !

valeur approchée.
Désignons par h^m) la différence des deux valeurs, on a

A(m) = —l— — ^ [R, -+- im R2 -f- 3'« R3 -h . . . + nr RnJ,

k =z i — R, — R2 — . . . — R,t, car m = o.

Développant y suivant les puissances croissantes de £,

Y = K 4- K, f -h K21* -f- K3 û -h. . . ,

alors

X ( m )=K*-i- K, /, -+-K, h, -h K3 ̂  H-• . .-f-K„/•„.

Car pour £° la différence est /r, pour 21 la différence
est ki, etc.

Tant que le développement de y ne dépasse pas n , la
valeur approchée se confond avec la vraie valeur; ainsi

8.



(̂o)? ̂ (*) * ̂ («) v ? (̂«) s o n t ; n u ^ s e t ^a correction ne com-
mence qu'à ftn+i. En effet, tant que m est moindre querc,

y est identique avec Y et l'intégration est exacte telle
qu'elle a été donnée ci-dessus. Donc

h m = Kn 4_i / w + i -f- K.R-+-2 ^n-j-2 "+•

Exemple.

270 100

« = 4, /s = o, -±-,
^ , 1 1 ,

' 325oo i325oo i5ooo

" - ' • 6 ~ " " 7 ^ 5 8 8 4 i o ' J ~ 2352980'

3n 37
W rrr o , / 9 = O , / IO^13 ô ? > 7 "11—- — ô—7~c ô

' ' 17301004 31/P728
Pour n = 1,

/ , = 0 ,

2+ I I ' ' 3 2

Pour /i = 2,

I

I2O



On a en général pour n pair

kn+i = : O,

et

l±l k

En effet, soit lm la différence entre la valeur vraie et
la valeur approchée de

l'HÏ*-
on a

- - dt

Pour ni impair l'intégrale et la série s'évanouissent \ car

Pour m et n pairs

X

m im [m -f- i j nm

i V" /i \OT /i \ w

4- «—2 '- n—1

Pour m pair et /2 impair

Ï a J .



Développons y suivant les puissances t :

la correction sera

Car pour toute valeur de m qui ne surpasse pas n , l^nk)

s'évanouit.
Ainsi la correction sera pour n pair

pour n impair

On a

î \ m î i m (m — i)
t ] =fn fl/r-' + 7

J -tm-- -+-. . . ,
2 / 2 4 I « 2

donc
1 I W y /W 1 )

2 4 I 2

car pour trn la correction est #m, etc.
Et de même

i , i m ( m — i )

2 4 I<2

(où il faut rejeter les l d'indice impair).
B faut dans les deux séries (p. 115) ne commencer qu'à

n -h i.

7̂14-2 = «̂4-2 H ( « "h 2 ) / „ + , ,
2



car
,km = #„-M = X = o,
/. = /*_,, /==o.

Donc si n est pair,

*„_H = O ,

n-t-3 / H 2 M-+-2 j
2 2

si /î est impair,

, n -4- 2 _ « -f- 2
^•«4-2—— *n-M ^/H-i >

2 2

ce qui démontre les relations indiquées ci-dessus.
Il est toujours avantageux dans la méthode de Cotes, de

prendre n pair, parce qu'alors £n+l = o et la correction
est de Tordre n -H i.

Autre intégration par approximation.

J ydx =: à j ydt,

y devient fonction de t.
Soit

Y = A ( ' — " ' ) ( ' — **)(' —«3) - (<— a»)
(a — a{){a — a,) [a — aA)...(a — an)

{t-a){t-
1 (a, — - a ) ( a 2 — a) ( Ö 3 — o ) . . . ( « „ — a)

2 ( « 2 fl)(ff3 — o | ) ( û i - « 8 ) - . - ( < » i — « n )

A (t — a)(t — al)(t — ai)...(t—aHmml)

n (fin — a)(an — «,)(«„ — flî)...(flB — *«_t)



Supposons que pour ces valeurs de

t correspondenties valeurs de y,

a — Ay

fi{ — A | ,

te i i\2j

an — A,,.

y est identique avec Y tant que le degré de y ne dépasse
pas rc,ou lorsque des termes de degré supérieur à n peu-
vent être négligés (p. no ) .

Soit
T = (t— a ) ( t — a { ) ( t — a 7 ) . . .{t— n n )

= tn+i -f- atn - H a , t'l~K -\- a 2 f1*2 •+- . . . •+- a f t .

Désignant par M , M j , M 8 , . . . , les valeurs des numéra-
teurs dans Y en y faisant t successivement égal h a, ai?

^2, an, on aura

Y =
AT A,T A2T

a)

- 4 - ;

M, Mi , M2 , .., Mn sont les valeurs de — pour t = ar

- - - — t" -4- a
t — a

-h <ll

a a

a,

+
a

a(

«'

a?

a

. .4-

a

a,

a'

a

a

a



__ ï a

^ t-a n 4- i /* « — i « — 2

1 h . . . -4- a
/z — i n — 2

— i « — 2

a, <

4 - 7 L»""1 + ««"""* •+- a' « r t - 5 -h . . . 4 - flTB-i

- [a 4- aj

Soit

ï locj ( - \ ~ T (/-' -4- -*-- 4- ^ r^ 4- - r-« -+-. .
\I — t-'j \ 2 3 2

— 1 4 - 1 ,

où T' représente la somme des termes où l'exposant de t
est positif et T" la somme des termes où cet exposant est
négatif.

En faisant t = a dans T', on obtient la série ci-des-
sus pour
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Désignant par R, R, ,R,, R s v . . , RB les valeurs que prend
T'

en y remplaçant successivement t par a, at, ot , a 3 , . . . ,
**„, on aura

AR -h A,R,X Ydt=

vraie ou approchée.
Faisons

a = 2 / — i , b = sa — 1 ,

Z»,= 2fl,— I , buz=z 2« 2 — I . .
alors

~dt ~~^n du *

ainsi on aura M, Mi,M2 ,etc. , si Ton remplace successive-
7 1 1 1 1 1 ^ U

ment u par 0, b^, b% v . . , 6n clanë ~ — •

1 1 + a-10 1 — r-1 ö 1 — w~l

= 1 ur{ -H | «"s 4- ? «~5 -f- ~ a~7

3 5 7
Faisons

U
3 5 7

oùU' est la partie à exposants positifs, on*aura

r-4-r =i;(u'
2



donc

Ainsi on trouve les valeurs de R, R i , R2 , R8 , etc., en fai-
sant successivement u = b, bx, 6 , , ft8, etc., dans

U'

• (S)
3. Applications numériques.

« r r 5 , a = <
I 2 3

**» = g ; Ö2 — g ' ai=zg' <

T = / « _ 3 f + -g-i«-g*»-+

2 DO 2O

5 6*7 11

T' 2 ^ 3 O 2O

4

i 9 ' 3 t
7000

^—îi— / .

615"''
1O

75oo
IO

75oo

\ dt j ^ 5 5 O25 Ö25

Remplaçant t par les valeurs de a, on trouve les valeurs
deR5 mais la seconde méthode est un peu plus courte.

15 1875
16 , 277

U' __ i5 1875

/ 5 625

où Ton remplace u par les valeurs de b, savoir

3 1



On aura aussi les valeurs de R et les mêmes que par la
methode de Cotes, puisque les a forment une progression
arithmétique, et Ton a

Degré de précision.
Posons

hin est la différence entre l'intégrale exacte I ?" dt et
V o

l'intégrale approchée. Nous aurons, en développant en
séries,

R R, R, R
i !__ i t__ _ j_ _j

t—a t—<7j t— cii t — ani

Comme nous savons que h , Ât , A2 v . . , /rm sont nuls , on a
donc

0 - An„ t -(«+-) +- AH+ t-(' h3) -h An+i /-(«+•) 4 - . . ;

multipliant par T, on obtient

— f 4_ x ' — l e ( p . 1 2 1 ) .

piemirr membre est une fonction entière de t de For-



dre n \ donc le deuxième membre doit être aussi entier,
Or T' est une fonction entière, donc

Ainsi Ton trouve © en développant la fraction — , et

par là on détermine les coefficients kn+l, fcn+î, etc., et si
Ton développe y en puissance de £, savoir

y = K 4- K, t 4- K21
1 4- K3 '

3 -+• • • • ,
on aura

Seconde manière dexprimer la correction.

Soit

la correction sera

où lm est la correction de l'intégrale

jf'H)"*-
et Ton a

i , i m. m — î
- IW ̂ m_, - h 7 • • p ^

i /W./7? — i ,m — 2

@ d e v i e n t , e n r e m p l a ç a n t t p a r - u n — ,

2 * (tt-1 -f- W-2 + M"3 — tt-4 -f- . . . )

4 kx{ ur* + ?. a-3 -h 3 u-* — 4 "~5 + • . • )



ou bien

4 (/, — l \ «-*

ou
2/tt-1 -4-4^«~' -+• 8/2a~3 -f- i6 / ,« - 4 H- . ;

mais / , / , , /8 ,...,/„ sont nuls ; donc © se change en

Mais
T"

et T, T^se changent par la substitution de - u -\— au

U U"
lieu de /, en - ^ et — (voir ci-dessus, art. 2). Ainsi la

2 2

2 U'7fonction © devient -=— •

Désignant par 12 la série résultant du développement de
U"
u' o n a

Ainsi, dans l'exemple ci-dessus,

176 _ 832 _o 189856
l3l2D 2OÏ2D

La correction de la valeur approchée de l'intégrale est

. . .3 5933 .
II7ÖOO I375D20O0O II7ÖOO I375OOOOO
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Méthode d'approximation plus approchée.

. Quelles que soient les valeurs de a, a l 5 at ,>.., an ,
l'approximation est toujours exacte jusqu'à l'ordre n\
mais on peut choisir ces valeurs telles que l'approxima-'
tion soit d'un grdre plus élevé \ ainsi dans la méthode de
Cotes nous avons vu que Tordre devient n -+- i lorsque n
est pair. Généralement, si les valeurs de a sont tellement
choisies, que dans T" ou IF des termes disparaissent au

* commencement de la série, alors, la précision dépassera
Tordre n d'autant d'unités qu'il aura disparu de termes.

Supposons

T = f+l -f- a tn -H a' f1-1 -f- a" f1"2 -h . . . ;

il faut donc choisir a , a', ex.11 de manière que dans le pro-
duit

les puissances t~\ r~% f~3,..., i~(n+1) disparaissent, ou
bien posant

U = wn+l 4- p«B 4- P' ""+' -h p'7«"+a 4- .- ,

on prenne (3, (3', (3" de manière que dans le produit

/ - l * - 3 l - 5 l -'

les puissances u~\ M"1, M~%..., U- ("+ 1 ) disparaissent.
Il est éyident que cette condition ne peut être satisfaite

à moins que Ton n'ait

p = o , P" = o, pw = o,

ce qui abrège le calcul.
Soit

n — o ;
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alors

T = f •+ a,

+ V + * + . .

Pour que /~! disparaisse, on doit avoir

1 i
- = O, X— ,
2 2

donc

et
U = i r ,

(;2-{- a/-h a') (r-'-f- - f"1 —• -̂  r-1 4-
\ 2 j2

Pour que r~* disparaisse,

Pour que /~2 disparaisse

d'où

' 6 6

Pour U = f/2 -h ös.

/ / — 2 , T = *̂ •+- a^2



Pour que t~', t~%, t~* disparaissent, on a les équations

d'où

« = _ ? , «' = 2, a"=--i.
2' 5 20

Pour U on trouve
p "" 5*

Méthode générale par les f raclions continues.

Par la théorie des fractions continues, on trouve que
la fonction U qui jouit de la propriété que

donne une série qui commence par «-("+*), est

Ü = ««+• J r + v/ r^ ^
2(2/2 4- i) 2.4.(2/2 4- Ij (2/2 — i)

2 . 4 . 6 . 2 / 2 4 - I . 2 « — 1.2/2 — 3
et
T = *•+• — ^ H / \ , -, *

1.2/2 4 - 2 1.2.(2/2 4- 2) (2/2 4- i)

z 4 - . . . .

1 . 2 . 3 . 2 / 2 4 - 2 . . . 2// 4 - 1 . 2 «

Gauss donne ces valeurs par induction et dit que la dé-
monstration en est facile.

Prochainement cette méthode et une application nu-
mérique (*).

(*) Voir pour la première démonstration, Prouhet ( N. A., t. I, p. 348 )•
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