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THEORIE DES SYSTÈMES DE QUATRE POINTS HARMONIQUES
(voir t. IX, p. 1 1 8 ) ;

PAR M. G.-J. DOSTOR,
Docteur es sciences mathématiques.

I. Définitions. Désignons par A, B, A', B', quatre
points en ligne droite, qui forment un système harmo-
nique, et par a, )3 les milieux des intervalles des points
conjugués A et A', B et B'.

Nous donnerons aux segments AA', BB' le nom de

Nous publierons incessamment une série de pourquoi7
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segments conjugués, à AB, A'B' celui de segments ex-
trêmes, et enfin à AB' et A'B les noms de grand et de
moyen segment. '

Nous représenterons, en outre, par -j = a, -=- = b

les rapports dans lesquels les distances entre les points
conjugués A , A', B' et Bse trouvent divisées parles deux

, AB B'A' ,
autres points, de sorte que —,— = a, —7- = b.

A a o A.

II. Propriétés des segments conjugués. Si Ton exprime
les quatre segments AB, A'B', AB', A'B en valeur des
distances de leurs extrémités au point ce, et qu'on substi-
tue les valeurs obtenues

AB = A a + B a , A'B' = B'a —A'a,
A'B = A'a - B a , AB'= Aa -h B'a

dans l'égalité

(1) AB.A'B' = AB'.A'B

que donne la proportion harmonique AB : A'B : : AB' : A'B',
on obtient la relation
(2) Aa=Ba.B'a.

De même

La multiplication des identités A A' = AB -f- A'B,
BB' = A'B' -h A'B donne ensuite

(4) AA'.BB' = 2AB.A'B'=:2AB'.A'B;

puis on obtient, en faisant le produit des égalités
ÀA' = AB-hA'B, A A ' = AB' — A'B',

(5) AA'J= AB.AB'— A'B. A'B'.

De même

(6) T B ' 2 = B'A.B'A'- BA.BA'-
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Si l'on ajoute les formules (5) et (6), on trouve, après
réductions,

( n ) A A - + • DO = ( Ax> - + • A U ] — \ A » — A. JD j y

d'où Ton tire

(8) AÂ?*+ BB"'2= (AB -+• A'B') (AB' - A'B).

Divisant successivement les équations (5) et (6) par
les valeurs (4)> on a ensuite

AA' _ AB' A'B'_ AB A'B
( 9 j ^ ' I B ^ A 7 ! 7 l ^ ^ A ' B AB'

BB' _ B'A BA _ B'A' BA'
l I 0 ) ^AA' 1 " BA B'A~~BA' B'A''

Si nous combinons, par addition et par soustraction,
l'identité AB. AB' = AB. AB' avec la formule ( i ) , nous
obtiendrons

AB(AB'-h A'B') = AB'(AB-hA'B),
AB (AB' — A' B') = AB' (AB — A'B),

ou

AB(AB' -f- A'B') = AB'.AA', AB.AA' = AB'(AB — A'B);

d'où nous tirons , en divisant convenablement par les va-%
leurs (4),

I 1 2 2 1 1

(lï' A ' B ' ^ Â F ^ B B 7 ' BB7~Â7B~~ÂîT

On trouverait, d'une manière analogue,
. . I I 2 2 I I

La comparaison des formules ( n ) et (12) donne
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On trouve ensuite facilement

, ~* _J I _ 2 / 2 2_
( j A'B AB' ~ A'B' ~H \AA' BB'

A'B AB' ~~ AB \AA' BB' / '
I I 2 / 2 2 \

A B T ^ Â 7 ! 7 " " " A 7 ! " " VIA7"1"!!7;'

En égalant les valeurs (12), de J-TT' on a enfin la re-
AA

lation

qui est l'une des formules les plus remarquables des sys->
tèmes harmoniques. On peut encore appeler l'attention
sur la formule

(20) Aa +Bp 2 =ap\

qui se déduit de B|32 = A j3. A'jS, en y remplaçant A(3 et
A'(3 par a (3 -f- a A et a(3 — «A7.

III. Propriétés des segments non conjugués. En
élevant au carré les deux membres de l'identité

AB = A(3 — B/3, et en observant que (3) ÏÏjf = Aj3. A'jS,
nous aurons

Or

'p = (Ap--Bp) — (BJ3 — A'p)
= AB— A ;B=:

donc

(21)
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Nous obtiendrions de même

(22) A'R' = 2A'p.B'a,

(23) AB'2= 2Ap.B'a,

(24) A'B2=2A'p.Ba.

Combinant ces formules entre elles, nous trouvons

(26) AB.A'B = 2Ba.Bp, BA'.B'A' = 2A'p.A'a;

(28) AB.A'B:AB'.A'B'::Ba:B'a,
(29) AB.AB': A'B.A'B:: Ap: A'p.

IV. Propriétés des rapports de division des segments
conjugués. Les deux proportions

AB : A'B :: a : «', AB' : A'B' :: a : a'

donnent

AB -h A' B ou A A' : A' B : : û + fl':fl',
AB'—A'B' ou AA': A'B':: a — a'\ay

d'où l'on tire
A'B'

donc
a -f. a' b'

(3o) -^—, = T ouv ' a — a! b a —

On trouve ensuite facilement

a

(32)

A'B =

a + a'
a!

a-\- a'
a

• AA' = •

. AA' =

a-h 1

a
a— 1

1

a — 1

b + i

• AA',

. AA',

• AA',

• AA'.
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La combinaison de ces valeurs donne encore

(33) AB: À'B':: (j,-j

(34) AB': A'B :: (%-j) : ' ::*(«-+-*') :«'(« — «'),

( 3 5 ) A A ' : B B ' ::l+i:j

V. Relations entre les distances d'un point P de /a
droite ABA'B' aiz.r points harmoniques. En exprimant
les segments AB, A'B', AB', A'B en fonction des dis-
tances du point P aux points A, B, A', B', et en substi-
tuant les valeurs dans la relation (i), on obtient la formule

(36) (PA -f- PA') (PB + PB') = 2 (PA — PA' -f- PB. PB').

A l'aide de ce qui précède, on trouve aussi facilement
que
(37) PB.PB'.AAr = PÂ7!Ap-PÂ!A /p(*).


