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QUESTIONS PROPOSÉES AUX EXAMENS.

Des différentes manières de trouver les conditions de réalité ,

des trois racines de Véquation x 3 + p x + q = 0; les coefficients

p, q étant supposés réels.

1. La première méthode que nous allons indiquer est fondée
sur cette remarque : si m, n, sont deux nombres réels et

inégaux, la moyenne arithmétique —~- entre m et n, est

plus grande que la moyenne géométrique Vmn ; et si m, n,

sont deux imaginaires conjuguées a-j-êf/— 1, a— 6|/—1 ;

la moyenne arithmétique a, est au contraire moindre que la

moyenne géométrique i / a 2 + ê 2 .
Cela admis nous ferons observer que dans la recherche des

conditions de réalité des racines de l'équation xz-]-pa:-\-q - 0,
on peut toujours supposer q < 0 ; car, l'équation proposée
étant de degré impair, on peut, en changeant le signe des
racines, rendre le dernier terme négatif; et il est évident que
ce changement n'apporte aucune ntodification dans les con-
ditions de réalité des racines.

Pour que les trois racines de x3-f-/7x-f-^==0, soient
réelles, il faut d'abord que p soit négatif. Car, si l'on désigne
par a, b, c, les trois racines de xl-^-px-\-q = 0, on a :
(1) a+6-J-c=0, (2) ab+ac-\-bc=p, (3) abc =—q.
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La relation (1) donne

Donc, p est négatif, lorsque les trois racines a, b, c, sont
réelles.

L'équation x3-\-px-}-q=0, dont le dertrier terme est
supposé négatif, a une racine réelle positive a ; et si les deux
autres racines b, c sont, réelles, elles sont nécessairement

négatives; car les égalités (3) et (1) donnent bc = — - ,
a

b-j-c=z—a; la première montre que les racines b, c, ont
le même signe, et la seconde fait voir que ce signe commun
est le signe moins.

Or, la moyenne arithmétique des nombres positifs — b,
—c, étant plus grande que leur moyenne géométrique , on

d% g

, ou ~ > — —, d'après les relations (1 ),
4 CL

(3) ; ou bien encore a> V—bç*
De plus, on conclura, de ce que a est la se^le racine réelle

positive de l'équation, que si l'on substitue à x un nombre
positif moindre que a, dans x3-\-px-{-q, le résultat de la
substitution sera négatif, par conséquent :

1 d'où ~ 3 ? < - /

; e t e n divisant par — q, qui est un nom-
bre positif,

27# a<—kp\ ou 4/?3 + 27^a<0.

Cette condition est suffisante, car, si elle est remplie, on en
conclura que la racine positives de réquation;r3+/u?+<7=0>

satisfait à 1a condition - • > — - ; et par suite [—- ) >bc*

Et cette dernière inégalité ne pourrait avoir lieu si b, cy

étaient des imaginaires conjuguées.
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II est évident qu'on établira la condition d'égalitéÜles ra-

cines h et c en exprimant que leur moyenne proportionnelle

est égale à leur moyenne différentielle. Ce qui conduira par

des raisonnements semblables à ceux qu'on vient de faire,

à la condition 4/>3 + 27?2 = 0 .

2. En supposant toujours que q reste négatif, l'équation

x^-j-px-^-q^O (1), aura une racine réelle positive ; dési-

gnons-la par a, et divisons le premier membre xl-k-px-\-q

par (x—a), le quotient sera x*-\-ax-\-p-\»a2.
Pour que l'équation (t) ait ses trois racines réelles, il fautet

il suffîtque l'équationdu second degré x*-\-ax-\-p-\-a? ~§ (2),

formée en égalant à zéro le quotient x*-{-ax-^p-^a?, ait ses

racines réelles. On doit avoir

# ' — 4 ( / > + t f a ) > 0 ou — 4/?— 3 ^ > 0 , (2)

relation qui montre que p doit être négatif. On en tire

a < V — —. Or la forme de l'équation fait voir que des

trois racines réelles, l'une doit être positive et les deux autres

négatives, a étant la seule racine positive, tout nombte^plus

grand que a substitué dans (1) doit donner un résultat

par conséquent

élevant au carré

Cette condition est suffisante, car si elle est remplie, oifen

conclura que la racine positive a satisfait à la condition

—%p—3aa>0 ; par consequenties raciqes de l'équation (2), *

et par suite celles de l'équation (1) seront réelles. * *

3. La forme de l'équation aux carrés des différences des



racines ée l'équation x*+px + q=0 (1), laquelle est

234-6/>za+9^az4-4/?34-27^=0(2)1 établit que la condition

nécessaire et suffisante pour que les trois racines de l'équa-

tion xz+px-\-q = 0 soient réelles est 4/?34-27^2<C0. Car il

faut et il suffît que l'équation .(2) ne présente que des varia-

tions de signe ; or cette condition sera remplie, si Ton a

4 p 3 + 2 7 ^ a < ; 0 , puisque cette dernière relation ne peut

subsister sans que p soit négatif; et çq* est essentiellement

positif.

k. Lorsqu'on applique à l'équation x*-\-px-\-q = 0 , le

théorème de M. Sturm, on obtient la suite des fonctions

V 4 = — 4/»3 —

pour que les premiers termes de cette suite complète ne pré-

sentent que des permanences, il faut que Ton ait/?<;0 et

4p*-\-27qJ<0, or cette condition renferme la première; par

conséquent la condition nécessaire et suffisante pour que les

trois racines soient réelles, est

5. Lorsque les trois racines de l'équation x5-\-px-[-q=0 (1)

sont réelles, la dérivée 3 x a + ^ = 0 doit avoir aussi ses racines

réel les , l ivrés le théorème de Kolle; ce qui montre d'abord

que p ddïl être négatif.

Supposons q > 0, l'équation (1) aura une racine réelle né-

gative. La dérivée ayant pour racines -j-y — ? et —• • —^,
3 o

la racine + r — z sera comprise entre les deux racines

réelles positives de Féquation (1), si cette dernière a trois ra-

cines réelles. Par conséquent, dans ce cas, le résultat de la

substitution de + y / — ? pour x dans (1) doit être négatif.
ô
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Ainsi on aura * ,

Cette condition est suffisante, car l'équation (1) aura uno

racine réelle positive comprise entre 0 et + V —~, et une
ô

racine réelle positive comprise entre + V — - et + oo, et
à

par conséquent trois racines réelles, puisque q étant > 0 ,
elle a en outre une racine négative.

6. On peut établir cette condition par le théorème de Des-
cartes. Supposons <7>0, dans l'équation x3-\-px-\-q=0 (1).
Comme il manque un terme entre x* et px, p doit être né-
gatif lorsque l'équation a ses trois racines réelles. Remplaçant,
dans (1), x p a r ^ + A , on obtiendra l'équation

+P
faisons disparaître le terme enjr, et pour cela il faut faire

h = V — - ; la valeur de h sera réelle, puisque p est néga-

tif. L'équation résultante, en supposant qu'on prenne h po-

sitif, sera

| \ / - |+?=O. (3)

Cette équation doit avoir ses trois racines réelles, puisque h
est réel ; les coefficients de y et de^ 3 doivent donc être de
signes contraires, puisqu'il manque un terme entre ces deux
termes. Ainsi on doit avoir
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d'où ? < £ y — -, d'où enfin 4
3 3

Cette condition est suffisante, car elle établit que l'équation (3)
a une racine réelle positive. L'équation (1) aura donc aussi
une racine réelle positive, d'après la relation x=y-\-h ;
ayant déjà une racine réelle négative, puisqu'on a supposé
q > 0 , elle aura toutes ses racines réelles.

7. L'équation qui donne sin 7 a en fonction de sin a est,

en désignant sin 7 a par x et sin a par b,

4 4
En identifiant cette équation à l'équation x*-\-px-{-q=0(l),
on trouve :

— | ï l a =: /> et~Wb=:qy d'où R> = — ̂  et £ = — ?2,

ce qui montre que/? doit être négatif; en outre on a— <<l,

9<7* 4
d'où^^R^îparconséquent-^-<-~-/? d'où 4/?3+27^a«<0.

Cette dernière condition, qui comprend la condition/?<0,
est suffisante, puisqu'on sait que les racines de l'équation (a)

b*
sont toujours réelles lorsque — < 1.

On sait que pour que deux racines de l'équation {a) soient

égales, il faut et il suffit que -— = 1 . La condition nécessaire

et suffisante pour que l'équation (1) ait deux racines égales
est donc 4/?3-f 27?2=:0.

On obtient les mêmes résultats par l'équation qui donne
1 3 1

cos - a en fonction de cos a, laquelle estx3—7R
ax-— -R/^—O.

3 4 4
8. Supposons 2 > 0 dans l'équation x*-\-px-f-q=0 (1).

On peut regarder l'équation (1) comme résultant de l'élimi-
nation dc,r entre les équationsy=x*-\-px(2), e t ^=—q (3).
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Les racines de l'équation (1) seront donc les abscisses des
points de rencontre de la courbe (2) et de la droite (3). Or, si
p est positif, la courbe représentée par l'équation (2) aura la
forme indiquée (fig. 41), et ne pourra être rencontrée par la
droite (3) en plus d'un point, ce qui montre que tant que/*
sera positif, l'équation (1) ne pourra pas avoir plus d'une
racine réelle.

Supposons donc/?<0et remplaçons-le dans l'équation par
—k, la courbe y=xz—kx aura la forme indiquée (fig. 42);
AH et AH' étant égaux à + V / * e t — VFPour que la droite
y=—q, (L'L), coupe la courbe en trois points, il faudra que q
soit moindre que la valeur absolue du maximum des ordon-
nées de la branche AH. Pour déterminer ce maximum, égalons
à zéro la dérivée de xl—kx qui est Sx*—h On trouve pour x

- et pour la valeur correspondante de y -
o

= = r F ^ 3 ou enfin y= — -

On doit avoir

2 /Te 4-k*
* V 3 - , ce <Iui d o n n e <f < 27,

d'où, en mettant —p au lieu de A:,

4 p 3 + 2 7 ? 3 < 0 .

Cette condition est suffisante, car on en déduit

Pour établir que deux racines de l'équation (1) sont
égales, il faudra exprimer que les deux points d'intersection
de la droitey=—q avec la branche AH se réunissent en un
seul; il suffit pour cela que q soit égal à la valeur absolue du

A \ N . DE MATHLM I. * *
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maximum des ordonnées de la branche AH, ce qui conduit
à établir la relation

2 ./F 4
q=z~-kV — d'où ^ a=-rz * , ou enfin 4p34-27£a=0.

3 3 27

Déterminer la relation qui doit exister entre les coefficients
de Véquation x^'-j-px+q — 0, à coefficients réels, pour que
cette équation admette le plus grand nombre possible de racines
réelles.

Lorsque m est pair, cette équation ne peut pas avoir plus
de deux racines réelles, comme on peut le reconnaître par
le théorème de Descartes.

Si m est impair, l'équation aura au plus trois racines
réelles, et pour cela il est nécessaire, d'après le théorème de
Descartes, que/? soit négatif.

En appliquant le théorème de M. Sturm, à l'équation
xm-\-px-\-q=x09 on obtient la suite

" = — (m—*i) px—mq,

V m
qui montre que trois est le plus grand nombre de racines
réelles que puisse avoir l'équation xm~\-pxJ

rq^=0. Et
pour cela, il est nécessaire que m soit impair ; p < 0 et

( \ m s v nt—j

— ±-~ ) — ( —̂ — ) > 0 : ces deux dernières condi-
mj \m—i/

tions sont celles que l'on a trouvées pour l'équation
= 0, car la condition kpiJ

r 27^ 2 <0, peut être
mise sous la forme (—^ j — ( | - j > 0.

1. Trouver le lieu géométrique des sommets des hyperboles
qui ont une asymptote et un foyer communs.

Prenons pour axe des y l'asymptote donnée OY {fig. 43) r
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et pour axe des x, la perpendiculaire FO abaissée du foyer
donné F sur l'asymptote. L'équation des hyperboles, qui
auront pour foyer commun le point F , sera :

(1) y ' + (* — <*Y —{rny + nx+pf = 0,

en désignantpar a l'abscisse OF du foyer F, etpar my-{-nx-\-p9

la distance d'un point de la courbe à ce foyer.
11 reste à exprimer que l'axe ùe&y est une asymptote com-

mune à toutes ces hyperboles. On établira cette dernière
condition en faisant x = 0 dans l'équation (1), et en expri-
mant que l'équation résultante en y, laquelle est:

a ses deux racines infinies, ce qui conduit aux relations

1— /ra a=0, 2mp=z0.

Le coefficient m7 étant égal à 1, on doit avoir p = 0 ; et
en effet, on sait que la directrice passe par le pied de la
perpendiculaire abaissée du foyer sur l'asymptote.

L'équation (1) qu'on peut écrire sous la forme

deviendra par suite

(2) ( r ^ o .
m m

Cette dernière équation qui renferme un seul coefficient

non déterminé —, représente toutes les hyperboles qui ont
m

pour asymptote la droite O Y, et pour foyer le point F.

Les coordonnées x, yy des sommets de l'une de ces hyper-
boles doivent satisfaire à l'équation (2), et à l'équation de
l'axe focal, qui est :

(3) y=:nl{x — à).
n
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Par conséquent, on aura l'équation du lieu cherché, en

éliminant —, entre les équations (2) et (3). L'équation (3)
m.m

donne — = • . Substituant à —cette valeur dans
m y m y

V é q u a t i o n (2) , o n a :

y*{x—af —2xy{x—a)—(.r—tf)2.r2 = 0.
Supprimant le facteur {x—a), qui donne une solution

étrangère à la question, on trouve :

y*(x-\-a)+x* — tf.ra = 0.

Cette équation résolue par rapport à y> donne

On reconnaît immédiatement que la courbe représentée
par Téquation {k), passe par l'origine des coordonnées et pai
le foyer F ; elle est divisée en deux parties égales et symé-
triques par Taxe des x. Elle a pour asymptote la droite
x = — a , parallèle à l'axe desjs et située du côté des x né-
gatifs à une distance OF' de l'origine, égale à OF. La portior
de la courbe située à droite de l'origine, tourne sa concavité
vers l'axe des x, et celle qui est à gauche, tourne sa con-
vexité vers l'axe des x. Les tangentes menées à cette courbe
par l'origine des coordonnées, divisent en parties égales le;
angles des axes OX, OY. L'ordonnée maximum de la portior
de cette courbe située du côté des.r positifs, divise la droiLc
OF en moyenne et extrême raison , car l'abscisse correspon-
dante à l'ordonnée maximum, est la racine positive de l'é-
quation x*-\-ax—a2 = 0.

Si Ton coupe la courbe par une droite FMAM' passant pai
le foyer F , dont l'équation sera y =^ m (x—a); les abscisse;
des points de rencontre seront les racines de l'équation

m*{x+a)(x— ay + .r3 ( JT— a ) = 0 ,



qui se décompose en {x—a)=0 et (wa + 1 ) . r a—a am a=0.
La dernière équation montre que la droite coupe la courbe

en des points M, M', également distants du point A de ren-
contre de la droite avec l'asymptote des hyperboles. Ces points
sont donc les deux sommets de l'une des hyperboles dont le
centre est A. Ainsi, la branche fermée de la courbe est le
lieu des sommets voisins du foyer F , l'autre branche est le
lieu des seconds sommets. Et l'asymptote F'L' est le lieu
géométrique des seconds foyers des hyperboles, car AK=AF,
puisque OF' = OF.

2. Un cordon BMAH (fig. kk) parfaitement flexible et sans
poids , est attaché par une de ses extrémités au point fixe B,
et passe sur une poulie fixe en A, sur laquelle il peut libre-
ment glisser; on suspend en un point M du cordon, un poids
mobile, au moyen d'un anneau que le cordon traverse : quel
est le lieu géométrique du point de suspension M^ dans les
différentes positions d'équilibre du poids, lorsque le cordon
glisse sur la poulia.

Nous supposerons d'abord que la droite BA, menée du
point B au point A , auquel le cordon est tangent à la poulie,
soit inclinée à l'horizon.

Soit M, une des positions d'équilibre du poids. Le point M
devra se trouver dans un plan vertical mené par BA, et de
plus la verticale MG menée par le point Ai, sera la bissectrice
de l'angle BMA Concevons .menées par chacun des points A
et B, les verticales BL et AH. îri l'on prolonge MB jusqu'à
sa rencontre en P avec AH, le triangle AMP sera isocèle,
parce que les angles MAP et APM, égaux respectivement à
GMAetGMB, seront égaux entre eux. Par conséquent, le
point M sera sur la }*erpendiculaire élevée du milieu Q de
AP. On obtiendra donc tous les points de la courbe décrite
par le point M, en menant par le point B des transversales
telles que BP, et en élevant du milieu de AP une perpendi-



culaire dont le point de rencontre avec BP appartiendra au

lieu cherché. La courbe s'étendra à l'infini, car le point Q

pourra s'éloigner à l'infini du point A. La courbe aura pour

asymptote la verticale menée par le milieu de JA, car à me-

sure que le point P s'éloigne du point A , le point R se rap-

proche du point I; et comme le point M est sur la verticale

menée par le milieu de HA , il s'ensuit que le point F milieu

de AU se rapproche du point C milieu de AI, et par con-

séquent le point M se rapproche de CD ; et enfin quand la

droite RP se confond avec IL, le point M est situé à l'infini

et le point F se confond avec le point C, et le point M se

trouve sur la droite C l).

Pour obtenir l'équation de la courbe, prenons pour origine

le point B , pour axe des y la verticale BY qui passe en ce

point, et pour axe des x l'horizontale BX. L'équation de la

droite BP serajr=w^ (1). Désignant par a et b les coordon-

nées du point A, la longueur PS sera exprimée par ma et

ma -\b
l'équation de la droite QM sera y = •— (2). y et x étant

2
les coordonnées du point M, on éliminera m entrey=mx

ma 4-6
et yz= —-—; ce qui donnera l'équation iLxy—ay—bx=0

À

(3), équation d'une hyperbole équilatère, qui passe en A et

B, dont le centre est le point milieu de AB, et a pour
a b

coordonnées - et - ; les asymptotes sont parallèles aux axes.

La branche BN satisfait seule à la question proposée. Pour

reconnaître à quelle question appartiennent les points repré-

sentés par le reste de la courbe, observons que l'on obtient

aussi l'équation (3) lorsqu'on cherche le lieu des sommets des

triangles qui ont pour base AB, et dans lesquels la verticale

menée par le sommet opposé, divise l'angle de ce sommet ou

l'adjacent en deux parties égales.
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Or, dans l'hyperbole équiiatère, la bissectrice de l'angle for-
mé par deux cordes supplémentaires quelconques est parallèle
à Tune des asymptotes. Par conséquent les points de la bran-
che BN sont les sommets des angles intérieurs que la verticale
divise en deux parties égales, et ceux de la branche BN', les
sommets des angles extérieurs au triangle que la verticale di-
vise en deux parties égales.

On voit de même que les points de la branche AK' sont les
sommets des angles intérieurs divisés en deux parties égales
par la verticale ; et les points de la branche AK sont les som-
mets des angles extérieurs divisés en deux parties égales par
la verticale.

Lorsque la droite AB est horizontale, le lieu des points
cherchés est la verticale menée par le milieu de AB.

C. ROGUET.


