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TOTALISATION DES SERIES 
DANS LES ESPACES ABSTRAITS. 

Par M. W. J. TRJITZINSKY (•). 

1. Introduction. — Notre objet est de développer une totalisation 
des séries en rapport avec la totalisation (D) des fonctions survenant 
dans le travail (T) [1] de Vauteur. La totalisation (D) dans (T) est une 
extension dans un certain espace abstrait, sans compacticité, des totali
sations (avec compacticité) des fonctions, présentées par P. Romanovski 
dans (Ri) [2], (R2) [2]. A l'origine de toutes les totalisations sont, 
bien entendu, les totalisations de A. Denjoy; voir son livre (D) [3]. 
Dans (D; p. 343-388) se trouve une totalisation des séries dans 
l'espace euclidien 11,; cette totalisation est en rapport avec la tota
lisation simple (des fonctions), due à Denjoy et qui est maintenant 
classique; voir, par exemple (D; p. 327-343). Les indications qui 
surviennent dans (D; p. 44<>465) sont utiles quand on essaie de déve
lopper une totalisation des fonctions, ou bien des séries, dans un 
espace abstrait. Dans la suite nous ferons usage de notre 
fascicule (T*) [4]. 

Dans la section 2 on introduit l'espace 'U, une mesure <p(^o), 
une famille $ = {E j d'ensembles simplement régulière au sens 
de (2.i) , (2.i a), l'ensemble A(#), les notions de noyaux et d é v e 
loppes (Denjoy) et de la complète régularité de # au sens de (2.2). 
En admettant (2.4), on fait en sorte que F = A(5r) soit un espace 
topologique au sens de (2.3). Ainsi les enveloppes et les noyaux 
(relativement à &) sont respectivement les ensembles ouverts et les 

(1) Cet Ouvrage a été développé avec le support complet de National Science 
Foundation Grant U. S. NSF-G 19834. 
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2 W. J. TRJITZINSKY. 

ensembles fermés. On admet l'existence d'une famille dénombrable 
G ' = { 0 ' } d'enveloppes satisfaisant à (2.5); F est alors séparable. 
F est distancié au sens de Fréchet, en tant qu'on suppose qu'il existe 
une pseudo-distance p satisfaisant à (2.7), (2.7 a) (l'inégalité trian
gulaire peut être en défaut). En admettant (2.8), il suit que les 
relations (2.9) et (2.9 a) sont équivalentes. Nous supposons toujours 
que l'espace F = A(^) est complet-(G') au sens de (2.10). Alors le 
théorème de Cantor-Baire ( T ; 4 . i ) aura lieu. Avec & complètement 
régulière (2.2), F satisfait au second axiome de dénombrabilitéd'accord 
avec la propriété 2.12. DM est une famille d'ensembles fondamentaux, 
si DM satisfait à l'hypothèse 2.14. On suppose que G'c^l l . A la suite 
de l'hypothèse 2 . i4 on définit une décomposition dans DM d'un 
ensemble E; deux cas spéciaux importants sont : décomposition-f 
dans DM et décomposition-f dans DM. Les intégrales de Burkill d'une 
fonction ty9 définie et finie dans DM, sont spécifiées d'accord avec (2. i5). 
Ensuite il s'agit de notions d'un point isolé-s, d'un ensemble parfait-s, 
de la continuité intérieure. Les familles d'ensembles DM', D\l sont 
introduites dans (2.16), ce qui permet de spécifier la complète addi-
tivité dans DM. En faisant emploi de ces préliminaires, on est mené 
à la définition (2.18) de la totale (D) d'une fonction. Pour nos objets 
sont utiles les constatations (2.19), (2.20). 

Dans la section 3 nous présentons la construction effective de la 
totale (D) moyennant une suite transfinie de certaines opérations. 
La calculabilité de la totale (D) est fondée sur la relation (3.3), qui 
a lieu dans les circonstances indiquées; on fait intervenir une inté
grale de Lebesgue et une intégrale de Burkill. Le calcul dépend aussi 
du caractère de l'additivité complète dans DM de la totale. La descrip
tion sommaire de la suite de calculs se trouve en résumée à la fin 
de la section 3. 

Dans la section 4 il s'agit de fonctions F définies dans la 
famille DM' (2.16), qui ne sont pas nécessairement additives dans DM, 
telles que F(e) peut être distincte de o pour un e€(*) (4.1). Tout f 
de DM a une décomposition (4.2) dans DM'; tout r de DM possède 
une décomposition (4.2 a), aussi dans DM'. Les intégrales de F de 
Burkill modifiées sont définies selon la définition 4.4. Cette sorte 
d'intégrale jouit des propriétés spécifiées dans le théorème 4.5 . 
L'additivité complète dans JM d'une fonction F définie dans DM 
[avec F(e) possiblement ẑ£ o pour un e€ (*)] est spécifiée dans la 
définition 4.6. Dans la totalisation des séries (sections 5, 6, 7, 8) nous 
faisons usage de l'hypothèse4.7, ce qui produit une simplification (4.8), 
en tant que la complète additivité dans DM entraînera la continuité 
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intérieure dans DM. Le lemme 4.9 est analogue au lemme 7.10 
dans (T). Enfin, le lemme 4.10 est relatif à une sorte de couverture; 
cet énoncé joue un rôle fondamental dans notre totalisation des séries. 

On considère une série de nombres un (n = i, 2, . . . ) et un 
ensemble 6 = { 8„ j (n = 1, 2, . . . ) de points associés, d'accord avec 
le texte au commencement de la section 5. On admet (5. i) et l'on 

emploie la notation ( ç )VTu n (5.2) pour désigner la totale de la série 

de un sur un q de DM, </cR (de JÏi). Enfin dans la définition 5.3 nous 

présentons notre définition de la totale ̂ ST de la série de un, en faisant 

intervenir l'intégrale de Burkill modifiée et des séries absolument 
convergentes. Le premier résultat, qui est fondamental, pour la totale 
de la série de un est qu'elle est unique (théorème 5.4); on établit cet 
énoncé moyennant le lemme 4.10. On vérifie que cette totale jouit 
des propriétés (5.6)-(5.6 d). Ensuite nous démontrons (théorème 5.7) 
que, si la série de un est absolument convergente, la série est tota-
lisable et vaut la totale. 

Dans la section 6, en admettant l'hypothèse 4.7, nous introduisons 
une définition d'une totale des séries, au sens modifié (définition 6.5). 
Selon (6.6), si l'ensemble 0 = j 0„} est clairsemé, les deux définitions 
de la totale des séries sont équivalents. R désignant un ensemble 
fixe de DM, soit p parfait-s et joint à R; supposons, comme dans (6.8), 
que la totale F est connue pour tout p de DM, contenu dans R et avec 
sa fermeture disjointe de p ; alors (6.9) F(p) sera connue pour 
tout p de 311, contenu dans R et disjoint de p ; on introduit 
l'ensemble p^ (6.8 c), qui est fermé dans R et est non dense sur Rp; 
selon (6.10), la totale F sera calculable [d'accord avec (6. ioa)-(6.106)] 
pour tout r de DM contenu dans R — p , ; le calcul fait intervenir 
des séries absolument convergentes et l'intégrale de Burkill modifiée. 
Soit p* le noyau parfait-s dans R de p,. Alors en procédant trans-
finiment, comme spécifié dans le texte en rapport avec (6.11)-(6. i4), 
on résout effectivement le problème de la totalisation pour tout 
ensemble de D)l dans R — p * . Nous désignons par (*) l'opération qui 
à partir de p, ou bien à partir de p, (6.8 c) donne l'ensemble p*; 
ainsi 

P*= (P)*= (/>i>*; 

les procédés (6.8)-(6.14) constituent un calcul effectif de la totale-
série dans R — p*, quand on connaît la totale dans R — p, ou bien 
dans R — p,. R = P0 est parfait-s dans R. En rapport avec (6.16) 
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on introduit l'ensemble P0)tj fermé dans R et non dense sur P0. 
Une suite transfinie (6.17) d'ensembles est obtenue 

R = P 0 > Po, 1 ^ • • • ^ P<x, 1 ^ P a + i > • • • ; 

ici Pp+i = (Pp)* ((3 de première espèce), Pp, j = T T ^a < ^ ^ a ' * 

(|3 de seconde espèce), Pa-+-i = (Pa, 0* ; pour (3 > o de première espèce Pp, 1 

est définie comme Pp—^\P<Pp> e n rapport avec (6.17 a); Pa+i est 

le noyau parfait-s dans R de Pa , i . Les Pa>1 sont fermés dans R. Pour 
un a' (des classes I, II) Pa',o = o. Comme indiqué à la suite de (6.17 a), 
la totale-série est calculée successivement dans les R — Pa,t. Pour 
a = CL' la suite d'opérations est terminée et la totale-série est calculée dans R. 

Dans les sections 7, 8 nous admettons l'hypothèse de compacticité au 
sens que les fermetures d'ensembles de DM sont compactes. Dans ces 
sections nous entreprenons une transformation de la totale (D) d'une 
fonction f(x) (de point) en une totale-série. On désigne (7.1) par ty(r) 
la totale (D) sur r d'une fonction f(x), totalisable (D) sur un R de DM; 
r (de J ï l ) cR . L'hypothèse 4.7 est admise pour simplifier les déve
loppements qui suivent. Les ensembles (**) sont spécifiés selon la 
définition 7.2. On introduit une famille Sr

Q={q0t/\ (7.3) d'en
sembles go,/ (de DM) disjoints, tels que (60 ait lieu, P0,i étant défini 
dans (21). H vient (7.4) pour tout r (de ^Tl) c R — P0,i. L'énoncé (7.5) 
est utile ensuite. Pi désignant le noyau parfait-s de P0 |1, il en résulte 
que R — P i possède la décomposition (7.6) et ^(f) a la représen
tation (7.6 a) dans R — Pi. P t ) 1 (91) est défini en rapport avec (81). 
Moyennant les procédés (io t)-(i3i) on obtient une famille 3^ (7.8) 
d'ensembles q0f/, PiPi,*, qui interviennent dans les décompositions 
(infinies) de R — Pj,, (i3,) et de R — P2 (7.7 a). Dans le texte qui 
suit jusqu'à (7.12 b) on obtient progressivement une suite trans-
finie croissante de familles 

[(3 des classes I, II ; Papa,/ vide pour a de seconde espèce]; 

^OH-I = ^ a + i Pa-MPa-4-i,/ }• 

Les ensembles R — Pa>J, R — Pa+i sont représentables dans la 
forme S(#a)+(**) . Pour un a' (de la première espèce),'il vient 
Pa-i . i ^ P a > Pa,i , où P a , i est mince; 

R = S(Sv)-+-E', avec E' = PaSi •+- (**). 
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Les nombres à totaliser sont les fonctions y a / ( f ) = (L) f fdy [l'inté
gration lebesguienne sur f P a p a , / ; Pof/ = ?o,/]» où r (de JTt)cR et 
o - ^ a ^ a ' (a de première espèce); on considère seulement les ya,y 
pour lesquelles ? ( P a p a , / ) > o. On choisit dans chaque P apa,/ épais 
un point 6a>/ (dorénavant associé avec cet ensemble) et l'on dirige 
les développements, qui donnent éventuellement la famille 3v, de 
sorte que les propriétés (7.15)-(7. i5 d) aient lieu. La réalisation de 
celles-ci est d'accord avec ce que Denjoy exige pour toute totali
sation des séries [D; p. 447» 448] et tant que nous allons totaliser la 
série dont les termes sont les vx,/(f) = vn(r). Dans l'énoncé (7.17) 
on montre que, si E fermé est contenu dans P a - i , i— P<x,i (pour un a 
de première espèce), les p$j joints à E [avec <p(Pppp,/)> o] sont en 
nombre fini. Comme une conséquence (7.19), on déduit le fait capital 
que l'ensemble de points 0,*[= 0p,y €P(3pp,y = o>„; i ^ n < w] est 
clairsemé. Pour simplifier, nous supposons (7.20) que les 0« peuvent 
être choisis de sorte que toute frontière d'un ensemble de DM contient 
les 0« en nombre fini (ou bien est dépourvue des 0„); on peut réaliser 
cette situation au moins dans l'espace euclidien OU à k dimensions, 
lorsque DR consiste d'intervalles à k dimensions. Dans (7.21) on 
établit une propriété de tout ensemble p ( c R ) parfait-s. 

Nous posons 

F(?; A) = (so2T*»<*> P°ur A c R ' 

mesurable et q (de DM.) c R , lorsque la totale-série existe (notation 8.1). 
Les «„ ( i ^ l n < o) étant les ensembles de 3v et q (ded ï l )cR, 
définissons fg(x) = o (sur c*v avec 0„'€R — q), fq(x) = f(x) ailleurs. 

Si fq(x) est totalisable-(D) sur un r„ (de .m) c R, pour un q (de DM) C R, 
nous écrivons 

[pour tout r [deJ\l)cr0] (8.26). Selon l'énoncé (8.3), si la 
totale-(D) ty(q; f0) existe pour un f0 ( de^ ï l ) cR et pour tout q 
(de .TTt) c R, il suit que 

<K*;*o) = F(*;*o) 

e. g. fy(q; f0) est la totale-série sur q de vn(fQ), cela étant pour tout q 

(deJTt)cR. Cela se démontre en faisant usage de la définition 6.5 
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de la totale-série, qui s'applique dans les conditions de la section 7, 
en tant que les 0„ ont une disposition clairsemée. 

D'abord nous établissons (8.4) que <\>(q; r) = F(q; F) pour f 
(de DM) C R — P0, i et pour tout q (de D\i) c R; puis on montre (8.4 a) 

«que 
<\>(q;r) = F(q;r) dans R - P , . 

Ensuite, dans (8.5)-(8.7), n o u s indiquons le procédé progressif pour 
réaliser la transformation en une totale-série (dans R), en suivant 
la méthode générale formulée par Denjoy (D; p. 374) pour ses totali
sations dans l'espace euclidien 11,. 

Quelques questions restent. Il serait intéressant d'examiner si, 
dans la transformation de la totale-(D) de fonction en une totale-
série, on pourrait remplacer la compacticité des fermetures d'ensembles 
de DR (comme on l'a admise dans les sections 7, 8) par une hypo
thèse plus faible. Un autre problème, que nous n'avons pas abordé, 
est de transformer notre totale-série en la totale (D) d'une fonction. 
Pourtant, la dernière question a été résolue par A. Denjoy dans 
l'espace euclidien fcll,. Des difficultés très grandes additionnelles 
surviennent dans les espaces abstraits. 

2. Les préliminaires pour la totalisation (D). — Nous allons 
nous occuper de la totalisation (D) (T; sections 7, 8, 9, 10). Dans les 
sections 2, . . . , 6 dans (T) nous avons introduit dans l'espace IL, 
considéré, des préconditions topologiques pour qu'il soit possible de 
développer des totalisations telles que (D) [et en effet aussi la tota
lisation symétrique (S), décrite dans T; sections 11, . . . , 15]. Dans 01 
on a une famille complètement additive d'ensembles; correspon-
damment dans cette famille est donnée une mesure cp non négative 
(avec les propriétés de la complète additivité et de soustractivité). 
Si cp(E) = o et E , c E , on a cp(E)i = 0 . On envisage une famille 
<F = {E) d'ensembles E simplement régulière (T*; définition 11.5) : 

(2.i) o< ? (E)<+oc; Ç(S(5))<QO [S (* )=2 (* )EJ; 

( 2 . I a) Toute réunion, même indénombrable, d'ensembles de 5 est 
mesurable. 

A (5) est l'ensemble des points indéfiniment couverts par (5) [défi
nition T; (2.2)]. Les noyaux et les enveloppes, relativement à la 
famille simplement régulière &, sont définis selon le texte qui se 
rapporte à [T; (2.3)]. On dira que $ est complètement régulière, si & 
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est simplement régulière et si à tout X, cA(5), mesurable et à 
tout £ > o on peut associer un noyau Y, tel que 

(2.2) YcX, ç ( X - Y ) < i . 

On dira qu'un espace F est topologique, si dans F il existe une famille 
G = j O} d'ensembles O, dits « ouverts », satisfaisant aux cinq 
conditions : 

(2.3) [T; (2 .5a) , (2.5fc), (2 .5c) , (2.5rf), (2 .5e) ] 

[d'accord avec le livre de H. Hahn et A. Rosenthal, Set functions, 1948]. 
Pour qu'on puisse considérer l'ensemble F = A(#) (où & est au moins 
simplement régulière) comme un espace topologique au sens indiqué, 
avec les enveloppes (relativement à 5) jouissant du rôle d'ensembles 
ouverts, nous faisons l'hypothèse : 

(2.4) La famille G = {O} d'enveloppes possède les caractères 
[T; (2.5 d), (2.5 e)]. 

On note que les propriétés [T; (2.5 a), (2.5 b), (2.5 c)] sont satis
faites d'elles-mêmes. Maintenant on voit que les noyaux sont iden
tiques avec les ensembles fermés, situés dans F. L'hypothèse [T; (2.8)] 
se rattache à la séparabilité et elle est la suivante : 

(2.5) Il existe une famille dénombrable G ' = { 0 } d'enveloppes 
(e. g. d'ouverts) épaisses, telles que : 

1° A(G') = F ( = A(5)), et 

20 Si O est un ouvert ( C F) et un point x € O, il existe un nombre 
n = n (x, O) > o de sorte que 

O'eG', O'BX, « P ( 0 ' ) < T 4 entraînent Ô'cO. 

Comme une conséquence, on voit que 

(2.6) F est un espace séparable (e. g. tout ensemble infini H, c F , 
contient un h dénombrable tel que h = H). 

Si xi9 x2 (dans F) sont des points tels que des O de G' (2.5) 
contenant xu x2 existent, on définit le nombre 

(2.7) p(#i, a?j) = infcp(O) (O, de G', contenant xu x2); 

on suppose que 

(2.7 a) p ( # i , # 2 ) > o dès que Xi ^ x% et p(a?i, #2) existe. 
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En tant que nous ferons usage de la totalisation (D) et non pas de 
la totalisation (S) on peut laisser la condition (T;3 . i c) de conti
nuité de p(xi, x2) de côté. p(xi9 x2) en général ne satisfait pas à l'iné
galité triangulaire; c'est une pseudo-distance; l'espace F = A(#) est 
ainsi distancié au sens de Fréchet. 

Or, pour pouvoir totaliser, il faut le théorème de Cantor-Baire; 
pour achever cela on devrait faire en sorte que l'espace F soit complet 
au sens approprié (il est déjà séparable). Ayant cet objet en vue nous 
introduisons l'hypothèse (T; 3.9) : 

(2.8) A tout couple d'ensembles A, B joints de G' (2.5), il corres
pond un C de G', tel que C D A + B, de sorte que 

cp(A-hB)->o entraîne <p(C)->o. 

Si xn (n = 1, 2, . . . ) et x sont des points de F, on dira que 

(2.9) xnr^j (G') x (xn tend vers x au sens de G'), 

si des On de G; existent tels que 

0'nBx, 0'nBxn, ? (0 '„ ) ->o; 

ceci équivaut à 

(2 .ga ) p(x, xn)-+o. 

On dira que l'espace F = A(#) est complet-(G'), si 

(2.10) lim p(xn,xrn)=o entraîne xn~(G')x [(2.9), (2.9 a) ] . 

Dans la suite F = A(#) sera toujours séparable et complet-(G/) au 
sens indiqué. Comme une conséquence, on vérifie que 

¥n fermé, ^ o, F „ c F , F , D F S : > . . . , P ( F „ ) ^ O 

entraînent n F„ est un seul point [ici p(A) = s,upp(:rt, x2) (xu x2 € A)]. 

De plus, le théorème de Cantor-Baire (T; 4.1) a lieu; e. g. toute suite 
bien ordonnée non croissante d'ensembles ( c F ) fermés se stabilise 
à partir d'un nombre transfini de classe I ou de classe IL On peut 
envisager la notion d'ensembles clairsemés; pour ceux-ci les théo
rèmes (T; 4.2, 4.3) ont lieu. 

La famille & étant toujours complètement régulière (2.2), on voit 
que, si H ( c F) est mesurable et e > o est donné, il existe un 
ensemble ouvert O et un ensemble fermé Q de sorte que 

(2 .u) QcHcO, Ç ( 0 - Q ) < E . 
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PROPRIÉTÉS 2.12. — F = A(3r) satisfait au second axiome de 
dénombrabilité au sens que G' (2.5) est « une famille dénombrable 
complète de voisinages » e. g. à tout O ( c F ) ouvert il correspond une 

suite d'ensembles Oy de G' tels que O = ^ 0 , . De plus, tout ensemble 

fermé, c F , est l'intersection d'une suite non croissante d'ensembles ouverts. 
Dans la totalisation (D) survient une famille DR d'ensembles fonda

mentaux. Ces ensembles seront désignés, sauf avis contraire, par (2.12) 
R, r, p, avec ou sans indices supérieurs ou inférieurs. 

Les ensembles de DR sont ouverts, contenus dans F = A(3r), épais; 
nous admettons dans l'Ouvrage actuel que 

(2-i3) G'(2.5)cDR 

et que DR satisfait aux conditions (i°), . . . , (90) de (T; hypothèse 7.4); 
les voici : 

HYPOTHÈSE 2 . I 4 . — i° Les R sont ouverts; 
20 Si r c R, il y a une décomposition-f dans DR de R, dont r est 

un composant; 
3° Si R i R 2 ^ o , Ri R2 aura une décomposition-/' dans DR; 
4° Toute décomposition dans Jil de R est une décomposition-/* 

dans DR ; si un R et un s > o sont donnés, il y a une décomposition-/" 
dans DR de R, dont les.composants sont de mesure < s; 

5° Si {rj J est une décomposition-/* dans DR de r et r y cR, r c R ; 
6° R et s > o étant donnés, on peut trouver un r et un p de 

sorte que 
rcR, Rcp, « p ( R - r ) < E , < p ( p _ R ) < 6 ; 

70 un H ( c F) fermé et un £ > o étant donnés, on peut trouver 
un 0 ouvert et un à = ô(£, H, 0) > o, de sorte que OpH, 
9 (0 — H) < £, tandis que f H ^ o , cp (r) < ô entraînent r c O. 
Soient un r et un point y, €r, donnés; alors il existe un r03y, f0 cr , 
et un a = a(r, r0, y) > o tels que p.f0^6. o, cp(p) < a entraînent p < r; 

8° Deux constantes 1 < a < b existent de sorte que, E ( C F) 
étant fermé, les relations r (fixe) c E , p (variable) c E , f . p ^ o , 

cp (p) < a cp (r) entraînent ?e ( ^ p ) < & cp (r) ; 

90 Les relations 

?(r) ->o , p(r) = supp(^j, x2)(xu x2er)->o 

s'équivalent. 
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Une décomposition dans DR d'un E veut dire 

E = E 0 H-R, - i - . . . - f -R / „ , 9 ( E 0 ) = o , 

les ensembles au second membre étant disjoints; on dit que {R7} 
est une décomposition dans DR de E. Une telle décomposition 
s'appelle décomposition-f dans DR, si E0 est contenu dans les fron
tières des R7. Une décomposition dans DR d'un E sera dite décompo
sition-f dans DR, si E0 est contenu dans une réunion finie des frontières 
d'ensembles de JM (comprenant possiblement les frontières de 
quelques ensembles de 311 qui ne sont pas parmi les R7). Si S = j r, \ 
est un système fini d'ensembles (dans DR) disjoints, on pose 

M(S) = s u p c p ( r / ) J 9 ( 8 ) = 2 , 9 ( 0 ) , 

aussi ^ ( ^ ) = ^ ^ ( ^ / ) . si ty est définie dans DR\. Si +(r), possi
blement non additive, est définie et finie pour tout reDR, on peut 
envisager les intégrales sup, inf et exacte de +, au sens de Burkill, 
ainsi 

(2.i5) f + = ïîm + (S), f + = 11111 +(S), r + = lim + (S) 

(si lim . . . existe) pour M(S)->o, S = {ry j étant une décomposition 

variable dans DR de r et +(S) = V+(r y ) . • 

Un point x d'un ensemble E ( c F ) est dit isolé (dans E) au sens 
spécial, ou bien isolés (dans E), s'il existe un ensemble O ouvert, 
tel que O BX et EO est contenu dans la frontière d'un r. Un ensemble p 
( C F) est parfait-s, si p est fermé et dépourvu de points isolés-s dans p. 

On dira que + (définie dans DR) est intérieurement continue pour 
un r, si un rt = Y? (s) > o correspond à tout £ > o de sorte que r'cr 
et cp(r — r')<-n entraînent | vp(r) — ^(r ' ) |<£; +> est intérieurement 
continue sur un R, si + est intérieurement continue pour tout r c R . 

D'accord avec (T; définition 7.7) nous introduisons les familles DM.', DM 
comme il suit. 

(2.16) DM' est la famille de tous les ensembles r + e, où rçDR et e 
quelconque est dans r — r; DR est la famille minimale contenant DR', 
telle que, si fx et f2 sont dans DM, fY + r2, fï r.2, r± — fx r2 (sinon vides) 
seront dans DM. 

(2.17) Tout sous-ensemble de F—r est mince-cp. On dira qu'une 
fonction finie +» définie dans oTl et s'annulant pour tout sous-ensemble 
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de la frontière d'un ensemble de DR' (de DR), est complètement addi-
tive dans DR, si HeDR, HneDM, les H„ (n = i, 2, . . . ) disjoints, 

H = Ht •+- H 2H- . . . entraînent + (H) = ^ , + (H„) ; 

e. g., si rn (de <5ïl) f un r (de DM), il vient ty(?n)-+ty(T). 
La définition de la totale (D) (T; définition 7.12) est la suivante. 

(2.18) Une f(x), définie (et finie) sur une plénitude d'un R (de DM) 
est dite totalisable (D) sur R, s'il existe une +> complètement additive 
dans DM sur R (2.17), intérieurement continue dans DM sur R de sorte 
que, si p est parfait-s et r (de DM), c R, est joint à p, il existe un r' cr 
joint à p tel que pour tout ri c r' on ait 

(2.i8 a) / > , = ( L ) f f(x) d?(x), axec ^(p) = j * ( p ) ( " [P * 0)> 

Jfl J,iP ( o ( s i P / ? = o) , 

(L) / • • • désignant une intégrale de Lebesgue. Le résultat du calcul 

de ^(R) à partir de f(x) totalisable (D) sur R est la totale (D) de f(x) 
sur R 

<KR) = (D) ff(x)d?(x). 

On voit que tout ensemble r de DM possède une décomposition-f 
dans DM, e. g. 

* 
(2.19) r = \ rj-+-e<), les rt (de Jït) étant disjoints, 

où e0 est contenu dans la réunion d'un nombre fini des frontières 
d'ensembles de 011. Notons encore (T; lemme 7.10) : 

(2.20) Soient une famille âl c DM et un r dans DM, tels que r c ^ (&1) P« 

Alors des pv, disjoints, de DM et des rv de 91 (v = 1, 2, . . . ) existent 
de sorte que 

(2.20 a) ^ = ^ , ^ , , f v c r v 

I nécessairement tout pv possède une décomposition-/1! dans dît, soit 

pv = 2 . rv, 1 -+" gV, 
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ev étant le composant situé dans un nombre fini des frontières 

d'ensembles de DM et les rV|, (eDM) étant disjoints I. 

Dans les conditions qu'on vient de donner, si + est complètement 
additive dans DM, on aura 

(2.206) ^ ( ^ ) = 2 ^ ( P v ) = Z 2 + (r '̂) ' 
v v [_i = i J 

Les énoncés principaux relativement à la totale (D) sont compris 
dans (T) comme il suit : 

Théorème 7.i3; (7.i3a), (7.i3fc), (7.i3c), (7.i3d), (7.i3e); 
théorème 8.8; (9.6); (9.io); (10.3); (10.4); (10.5); théorème 10.6; 
théorème 10.8; (10.9); théorème 10. n ; théorème 10.13. 

3. Succession transfinie des calculs d'une totale (D). — 
Si 4* e s t une fonction quelconque d'ensemble de DM et p est fermé, 
posons 

( o (sirp^o), 

d'où 
^ ( r ) = < K r ) - ^ ( r ) (2.18 a), 

pour tout r de DM. Soit f(x) une fonction totalisable (D) sur un R 
particulier de Dïl. Selon la définition (2.18), à la fonction f(x) il 
correspond une fonction <\>, définie dans JM sur R, avec les propriétés y 
indiquées, de sorte que 

<KR) = (D) ff(x)d^x); 

d'après le théorème (T; 7.i3), cette d est unique. Il s'ensuit que : 

(3.2) f est totalisable-(D) sur tout r (€Jî l )cR et 

4> (r) = (D) / / ( # ) dy (x) pour tout tel r; 

4»(r) est complètement additive dans DM et intérieurement continue sur R. 

En plus, en raison de (2.18), si p est parfait-s, joint à R, à tout r 
(€3H)cR, joint à p, il correspond un r', r'p^o, r'cr, tel que 

sur r' on ait (2.18 a) /* sera sommable sur r'p et l'intégrale de 
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Burkill / <\>p sera définie sur r' ; en tenant compte de la seconde 

relation (3.i), il vient 

(3.3) <Kr,) = (L) f fdy-+- ÇtyP (pour tout ru eDM, cr ' ) . 

d'où 

L'intégrale de Burkill au second membre est calculable, si l'on sait la 
totale-(D) de f sur tout r (de DM), pour lequel r c R et rp = o 
[rappelons-nous qu'à présent f est supposée totalisable (D) sur R]. 

Il n'y a aucune perte de généralité, si l'on suppose que R est contenu 
dans un ensemble parfait-s. Par conséquent, tout r (de DM), contenu 
dans R, contient un r' (de DR) sur lequel f est sommable et 

(3 .3a) <Kr,) = (L) ffdy (tout n , eDM, cr') 

[en prenant un p parfait-s, p^R, l'énoncé en rapport avec (3.3) 
s'applique avec ^ = o ] . 

Ayant en vue la constatation relativement à (3.3), désignons par 
SU = { p, ( (i = i, 2, . . . ) la famille de tous les ensembles de G' (2.5) 
(CDM) tels que 

P*cR, ptp^o, <Mp) = (L) /" /^9-+- / typ 
(<M) < J?P

 Jp 
( (tOUt p, G DM, C p , ) . 

Si un r (de DM), cR , est joint à p, il existe un r' (de DM), c r et joint 
à p, pour lequel (3.3) a lieu; soit x un point sur r'p; on pourra trouver 
un p' de G', tel que P'BX et p'cr'; nécessairement p' est un des py 

dont il s'agit dans (3.4), e. g. p'€#t. Ainsi tout r (de DM), c R , 

joint à p contient un p' de SI; donc ^p*p est partout dense sur Rp; 
par conséquent, 

(3.4«) pi = R p — ^ ? i P est fermé dans R et non dense sur Rp. 

Ayant (3.3)-(3.4 a) en vue, supposons que 

(3.5) la totale ty (r) a été calculée pour tout r (de JM) c R, 
avec rp = o. Alors les intégrales de Burkill dans (3.3), (3.4) seront 
calculables. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 6 1 . S 
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(3.6) Si (3.5) a lieu, on pourra calculer <\>(r0) pour tout r0 (de DM) c R, 
tel que r0p = o, moyennant une opération qui traduit la propriété de 
la continuité intérieure de <]>. 

En effet, r0 étant indiquée de la sorte, d'après l'hypothèse (2. i4, 6°), 

il existe un rn de OR tel que fncr0, cp(r0—rn) < - ; <\>(rn) sera connue, 

puisque rnp = o; en vertu de la continuité intérieure de ty, il vient 

(3.6 a) •(*••)= lim + (*•„), 

ce qui vérifie (3.6). Revenons maintenant à l'ensemble p, (3.4 a). 

Si x est un point dans R — pi (ouvert), e. g. dans (R — Rp) +ZJP*P> 

deux cas peuvent se présenter : 

( i°) ^ G R — R p ; (20) ^ € R p — p , = ^ p , j o . 

Au cas (i°), d'après (3.5), (3.6), il existe un p de G' tel que : 

(i0) pBx, p c R — Rp, d'où ^(p) est connue. 

Dans le cas 2° : 

(20) un p* (de SI)BX, d'où (3.4) a lieu et (̂p*) est connue. 

Soit SI' = j p*'] (k = i, 2, . . . ) la famille de tous les ensembles 
de G' (2.5) tels que p*cR — Rp; l'ensemble p dans (i0) est un p*; 
par là (3.7) SI' couvre R — Rp; les ^(p*) sont connues [(3.5), (3.6)]. 

D'autre part, (3.4 à) &t< = f pi} couvre Rp —p, , tandis que les ^(p/) 
sont calculées moyennant (3.4). On observe que 

(3 .7a) SI-*-SI' ( c G ' c J l l ) couvre R— />,. 

Maintenant on peut établir la proposition suivante : 

(3.8) Soit p parfait-s, p R ^ o ; Rp contient un ensemble pi (3.4a) 
fermé dans R et non dense sur Rp; admettons (3.5). Comme une consé
quence la totale $ sera calculable pour tout f de 0)1 contenu dans R — p,. 

En effet, le calcul se fait d'accord avec les développements (2.20)-
(2.20 b), en y remplaçant SI par la famille SI -\-St' (3.7 a). Ainsi 
des rv (v = 1, 2, . . . ) de SI + SI' et des pv disjoints de DR existent, 
de sorte que 

00 " V 

r = = 2 ^ V ' P*C^> ?v=2^v,iH-«v [?(*v) =<K«v) = 0 ] , 
1 = 1 
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où les rVjl€.m et sont disjoints. D'après l'additivité complète 
dans DÏl, il vient 

(3.8a) + C ) = 2 2 + ^ -
V = l 1 = 1 

Or rv , i(cpv)crv (de Si + Si'). Donc pour tout rv,* il y a deux-
alternatives : 

(3°) rV)fc un p*; (4«) rV;ic un>,. 

Correspondamment <Krv,,) est déjà connue : 

au cas (3°), d'accord avec (3.7) [(3.5), (3.6)]; 

au cas (4°), selon (3.4), e. g. 

(3.86) + ( r V i i ) = ( L ) f fdv + f <|*; 

<\>P ici est déjà connue à partir de f. L'énoncé (3.8) est vérifié. 

(3.9) Si /a totale <\>(r) est connue pour un T de DR, on saura ty(¥) 
et l'on aura ty(f) = ty(r) [car la frontière § de f est contenue dans 
une réunion finie des frontières d'ensembles de DR; ^(e) = o pour 
tout ensemble e situé dans g]. 

Supposons maintenant que la situation décrite dans (3.8) a lieu. 
Continuons le calcul de la totale. On connaît <\> (r) pour tout r (de DR) 
CR — pi, même si r est joint à pt [car toujours ty(r) = ^(r)]. Si pt 

(fermé dans R) n'est pas parfait-s (dans R), px possède des points 
isolés-s dans p,. Si x0 est un tel point, il se trouve un r0 (de 01i)cR, 
qu'on peut choisir dans G', tel que r0Bx0 et r0piCg09 où g0 est la 
frontière d'un ensemble de DR. Soit SI = j pz j (î = 1, 2, . . . ) la 
famille de tous les ensembles de G', tels que 

(O P*cR, p<Pi^o, P I / > I C ^ „ 

où gt est la frontière d'un ensemble rt de OR. 
L'ensemble e1 des points isolés-s dans pt est couvert par ûl. 

Or rl + plpieDR' (2.i6); donc 

?iPi[= (ri+piPi) — rt]eDR, ty(pipi) = o; 

p,— pip, (cR) est dans ÔM et est disjoint de p4; d'après (3.8), 
^(pj—p^pj) est connue; ainsi 

(3.10) <|*(pi) = <M(p*—pi/>i) -+-pi/>i] = <Kp/— PiJ»i) 
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sera connue pour î = i, 2, . . . . Soient 

(2') p.2 = p1—el et un r (de OTt)cR — p2. 

On a remarqué que e ' c ^ p / p i î d'autre part, tout point de p/pi 

est isolé-s dans pu e. g. V p ^ c e 1 ; donc 

(3') ei = ^OfjD l5 d'où p2 est fermé dans R. 

Désignons par St'=\pk) (£ = 1,2,. , .) la famille de tous les 
ensembles de G' (cOM) contenus dans R — p t ; 91' couvre l'en
semble R — p^ On voit que 

(3.10 a ) SI-h SI' (1') couvre R— p2. 

En raison de (3.8), les <Kp*) sont connues. Ainsi (3.10) $(r) est déjà 
calculée, dès que r (de DM) est contenu dans un ensemble de SI + 51'. 
En procédant à partir de (3.10 a) [au lieu de (3.7 a)] et avec r (2') 
contenu dans R — p2 [au lieu de r c R — pi (3.8)], on obtient, comme 
à la suite de (3.8), 

00 Kv 

v = ] i = i 

les rv>* (€^ll) disjoints, tout jrv,* étant dans un ensemble 
de SI -\-St' (3.io a). On est mené à la conclusion suivante : 

(3. u ) Envisageons l'ensemble p2 fermé dans R[p2 = p t—e1 (a')], 
qui est px (3.4 à) dépourvu des points isolés-s dans px. La totale ty sera 
calculable, d'accord avec (3.10) et (3.10 b), pour tout f de DM contenu 
dans R — p2. 

Le calcul qui survient dans (3. n ) revient essentiellement à l'addi-
vité complète dans DM de ^. 
Si p2 n'est pas parfait-s dans R, on désigne par p3 l'ensemble 

p2— e2, où e2 est l'ensemble des points isolés-s dans p2; en même temps, 
la totale 41 sera effectivement calculable pour tout F (de OTl)cR — pj 
[moyennant des procédés du genre survenant dans (3. io)-(3.io b)]. 
On continue ainsi le calcul de proche en proche. En général, supposons 
que (3 est un tr ans fini (des classes I, II), tel que la totale ty a été 
calculée pour tout T (€OTt)cR — p<x, cela étant pour tout a<(3. 
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CAS I : (3 est de seconde espèce. — Alors pp est l'intersection de tous 
les p a pour a < ( 3 ; les p a et pp sont situés dans R et sont fermés 
dans R; p^Dp^+i. Désignons par SI 

(3.12) la famille Si = {pt j (i = i, 2, . . . ) de tous les ensembles 
de G' tels que p«cR — p a pour un a < (3. 

Les totales <\>(pt) sont déjà connues. Soit x un point dans R — pp 
(ouvert). Des p de G' existent tels que pBX, p c R —pp; démon
trons que 

(3.12 a) un pt (e91) contient x. 

Au cas contraire, si un p de G' contient x et p c R — pp, p n'est 
pas un pl9 e. g. il n'est pas vrai que p c R — p a pour un a < (3; ainsi p 
est joint à p a pour tout a < (3. Pour un a0, < (3, fixe, mais autrement 
quelconque, l'ensemble pao possède des points dans tout p de G, 
contenant x; d'où x ( € R ) est un point d'accumulation d'ensemble pao 

fermé dans R; par là £ € p a o ; cela étant pour tout a0<(3, il vient 
#€pp, ce qui est contraire à l'hypothèse xeB. — pp; l'énoncé (3.12 a) 
est vérifié. Cela revient à ce que la famille Si (3.12) couvre l'en
semble R — pp. On conclut comme il suit : 

(3.i3) Supposons que la, totale <\> a été calculée pour tout 
f ( € ^ ï l ) c R — p a pour tout a<(3, où (3 est un transfini de seconde 
espèce. Envisageons la famille SI = [ p4 j (3.12); les ty(pl) (1 = 1,2, . . . ) 
sont connues. ^ est calculable sur tout r (de .m)cR — pp, à partir 
de la famille Si moyennant les procédés du genre survenant dans 
(3.ioa)-(3.ioft) [avec SI (3.12) au lieu de SI + SI' (3.10 a); 
J*v,z€#l, les <Krv,0 étant ainsi connues]. 

CAS II : [3 est de première espèce. — On a 

pp = pp-i — eP-\ 

où e$-1 est l'ensemble des points isolés-s dans pp_i et l'on suppose déjà 
calculées les totales <\>(r), lorsque r (de .m)cR — pp_i (donc aussi pour 
f c R — p a , pour tout a<(3) . 

(3.i4) Au cas II le calcul de la totale ty pour f (de JÏl)cR — pp 

se fait d'accord avec le texte à la suite de (3.g) jusqu'à (3. n ) en rem

plaçant pi, e1 et p2 par pp_,, e.3~l et pp, SI = \pl] étant la famille 

des p€G' , tels que 

picR, p i p p - t ^ o , p z ^ p - i c ^ 
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(la frontière d'un ensemble de DM), sï=\pk\ étant la famille des p 

de G', tels que p*cR — pp-i; eP~] =^p<Pp-i -

On a une suite transfinie d'ensembles 

( 3 . i 5 ) j P i D j P 2 D . . o / > a 5 . . . (a des classes I, II) , 

contenus dans R et fermés dans R; pr est défini dans (3.4 a) à partir 
d'un certain ensemble p parfait-s. Cette suite se stabilise (Cantor-Baire) 
pour un a0 des classes I, II, au sens que pao = pp (tout (3 > a0). Néces
sairement : 

(3.i5 a) p* = pao ( cp iCp) est parfait-s dans R, 
car si ce n'était pas le cas, on pourrait former l'ensemble 
pao_f_1 = pao—ea°, où l'ensemble e*° des points isolés-s dans pao est 
non vide. On a établi le fait suivant : 

(3.i6) Soient un RGDM et un ensemble parfait-s p, R p ^ o . 
Supposons que la totale ty a été calculée sur tout r (de DM) c R, avec 
rp = o ; ainsi (3.6) ^ est connue sur tout r (deOll)cR — Rp et, en 
effet, sur tout T (de i l ) c R — Rp. Alors il y a une suite transfinie de 
calculs [voir les développements (3.5), . . . , (3. i5 a)], qui effectivement 
donnent la totale ^ dans R — p* (e. g. sur tout r de DM contenu 
dans R — p*), l'ensemble p * ( c R ) étant parfait-s dans R et non 
dense sur Rp. 

Il convient d'introduire 

DÉFINITION 3.17. — Ayant la situation décrite dans (3. iÇ) en vue, 
désignons par (*) l'opération qui mène de l'ensemble p, joint à R et 
parfait-s, ou bien de l'ensemble px (3.4«), cR, fermé, à l'en
semble p*, c R , parfait-s dans R et non dense sur Rp; on écrira 

(3.17 a) />*=(/>)* 

(3.17*) P*=(Pi )* 

(p* est le noyau parfaits dans R de pi). 

L'importance de l'opération (*) est due au fait que, si la totale <\> 
est connue sur tout r (de DR) c R, avec rp = o, la suite de calculs 
indiqués dans (3.16) nous donne <\> sur tout r (de ôxi) dans R — p*. 

Pour commencer le calcul de la totale <\> sur un R de DM, on note 
qu'un ensemble parfait-s P0 contient R; R = RP0 est parfait-s dans R. 
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Tout r (de DM) contenu dans R contient un r' (de DM), où f est 
sommable, de sorte que 

t ( r i ) = (L) Çfdy [tout r, (de Jîl)cr']. 

# l 0 , i={p / ) 0 = i, 2, . . . ) étant la famille de tous les ensembles 
de G', tels que 

(it) p/cR, <|*(p) = (L) / /a 'cp (pour tout p, €^11, cp,), 

l'ensemble 

(ai) PO,I = R - 2 P < 

est fermé dans R et non dense sur R ( = RP0) [voir (3.4a)]. Soit f 
un ensemble DM, FcR — Po,iî alors en tenant compte de (2.20)-
(2.20&) et en procédant comme on l'a fait à la suite de (3.8), 
on obtient 

(¾) + C) " 
v = i L i=i J 

les rVj/ (€3R) étant disjoints; 

rv>*c unp y; <KrVfi) = (L) / /^cp. 

Posons 

( 4 l ) P o , 2 = P<>, 1 ^ 0 , 1 , 

e0,i étant l'ensemble des points isolés-s dans P0,i [voir (a')]. Envi
sageons la famille 

(5,) ^ 0 j 2 = { p M } + {po,£} (,', k = i, 2, . . . ) , 

où { p0 ,t j consiste des ensembles de G' tels que 

po,/CR, po,*Po, i ^ o, po, /P0, i c la frontière d'un r* de Jîl, 

et {p0'*J est la famille des ensembles de G' contenus dans R — P0,i. 

On a e 0 | 1 = V p M P O ï l . Comme dans (3.io), on obtient 

(6i) <Kpo,f) = <Mp<M — po,*Po,i); 

l'ensemble au second membre appartient à 311 et est situé dans R—P0)1 ; 
par conséquent la totale ^(PM) est calculée d'accord avec (ï t); 
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les ty(p°>k) sont aussi calculables selon (3i). La totale est ainsi 
calculable sur tout ensemble de Sl0i2 (5i), tandis que cette famille 
dénombrable couvre l'ensemble R — P0ï2. En tenant compte de ces 
propriétés de Sl0t2, nous procédons comme à la suite de (3.8 a); 
il vient 

(7.) 'H~)=2 2* ( r v i , ) ' dèsque p(de^)cR-p°.*> 
V = 1 l = 1 

où les rV}l disjoints sont certains ensembles de DM et tout rV)/ est 
contenu dans un ensemble de Sl0r2. On résout successivement le 
problème de totalisation dans les ensembles R — P0>a, où 

(3.18) P0, i D P 0 , 2 ^ • ••• DPo,a^ • • • (a transfini des classes I, II), 

Po ,p= |^JPo,a (pour (3 de seconde espèce); P 0 l p = P o , p - i — *o,p-i 
a < 3 

(pour (3 de première espèce), e„,p-i étant l'ensemble des points isolés-s 
dans P0, [3-i. Les P0, a sont fermés dans R et pour un <x0 (des classes I, II), 
la suite (3.18) se stabilise, de sorte que P, = P0,a0 ( c R ) est parfait-s 
dans R (non dense sur R = RP0); en même temps <\>(r) sera calculée 
pour tout f ( de3 Ï i ) cR— Pi. Si (3 est de première espèce et f | est 
déjà connue dans R — P0,(3-i, <J> s'obtient dans R — P0jp d'accord 
avec les procédés qui de (2,) mènent à (7,). Au cas où (3 est de seconde 
espèce et ty est connue dans les R — P 0 j a(a<[3) , on calcule ty(r) 
pour r (de i i ) c R — P0,p d'accord avec (3. i3) [on emploie la famille 
,91 = { p, J des ensembles de G' tels que p ,cR — P0 , a pour un a < (3; 
Si couvre R — Po,p; on obtient une relation comme (7,), où les 
J*v,z (€31!) sont disjoints et tout rVji est dans un p,]. On peut écrire 

(3.18 a) P ^ P ^ a J = (P0)*= (R)* (définition 3.17), 

où P0 parfait-s contient R. 

(3.19) Dans la suite transfinie des calculs qui mènent à la réso
lution du problème totalisant dans R — P4 (3.18 a) les intégrales au 
sens de Burkill n'interviennent pas. Ces calculs procèdent à partir des 

intégrations lebesguiennes (11) (LW /*dcp (p variable, GD)1, pcpz), 

où jp*} (i = i, 2, . . . ) est la famille des ensembles p„ c R , de G7, 
sur chacun desquels f(x) est sommable; puis survient une suite 
transfinie d'opérations traduisant le caractère de l'additivité complète 
dans DM de la totale. 
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P i ( c R ) est parfait-s dans R et est non dense sur R. Posons 
p 2 = (Pj)*; P 2 ( c R ) est parfait-s dans R et non dense sur Pi. Le pro
blème de totalisation dans R — P2 est résolu moyennant une suite 
transfinie de calculs d'accord avec (3.5), . . . , (3. i5 a). Dans ces 
calculs les intégrales au sens de Burkill surviennent. Pour vérifier ce 
fait, il suffit d'examiner le calcul de ty dans R — P l t i , Pi,i désignant 
l'ensemble p t (3.4 a), lorsque Rp est P*. 

On obtient une suite transfinie d'ensembles 

(3.2o) R = R P 0 > Po.i; 

( 2 i ) ^ P , > P 1 , t ^ P 2 > P 2 , i > . . . > P a > i ^ P a - H i > • - . , 

définis comme il suit. Les Pa,i sont fermés, dans R; les P a (a > o) 
sont parfaits-s dans R (P0, D R, est parfait-s). P a + i est le noyau parfait-s 
dans R de P a , i ; Pa ri'est pas défini pour a de seconde espèce. 

(3 .20 a ) P | 3 - H I = (Pp)* [définition (3.17 a ) ] , 

si (3 est de première espèce; pour (3 de seconde espèce, 

PP>i=IIPa.i=TIPoc 
a<|3 a<|3 

et 
P3+1=(Pp f l)* [définition (3.17e)]. 

(3.20 b) Pour (3>o de première espèce Ppfl est donné d'accord 

avec (3.4 a), où Rp est Pp e. g. Pp>1 = Pp—]^PzP[3, {p*j étant la 

famille des ensembles de G' tels que 

PzCR, P*P(3^o, <KP) = ( L ) f /rf<p-4-/Vp 

(tout p, ÇLDM, p,)l. 

'p*1? 

On note que Pp,i ([3> o de première espèce) est non dense sur Pp. 
De plus, P a + i = (Pa, 1)*, .où l'opération (*) est au sens donné 
dans (3.17 b). 

Le théorème de Cantor-Baire s'applique à la suite 

Pofi> P i , i > . . - > P « f i > P « + i , i > . . . . 

Donc pour un en' (minimal) de première espèce Pa ' , 1 = o. 
Supposons que (3 est de seconde espèce et que ty a été déjà calculée 

dans R — Pa>i pour tout a < ( 3 [ou bien dans R — Pa, a<(3] . Pour 
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obtenir ty(r), un r de DM étant dans R — Pp,i, nous procédons comme 
au cas I à la suite de (3.11). Soit SI = { pt \ la famille des ensembles 
de G' tels que 

(3.?i) PzCR — Pa,i pour un a < p. 

Si x est un point dans R — Pp,,, un pt de SI contiendra x. En effet, 
au cas contraire, soit un p (de G') tel que p B x et p c R — Pp, 1 ; 
p sera étranger à SI, ainsi p P a 1 ^ o pour tout <x < (3. Pour a, < (3, 
fixe Pa>1 est joint à tout p de G contenant x; x est un point d'accumu
lation de ce P a , , fermé (dans R), d'où r r€P a , i ; cela étant vrai pour 
tout a < ( 3 , on aura (3.20 a) *x€Pp,i, ce qui est une contradiction; 
par conséquent, 

(3.2i a) SI (3.21) couvre R — Pp,, ((3 de seconde espèce). 
Dans ce cas, à partir de l'inclusion (3.21 a), on calcule <\>(r) pour 

f (de DM) dans R — Pp,! d'accord avec (3.10 a)-(3.10 b) [où SI (3.21) 
remplace SI + Si' (3.10 a), tout rv>/ est dans un ensemble de SI; 
les ^OvO sont déjà connues]. 

Dans le cas où ;3 est de première espèce et ^ a été calculée dans 
R — Pp-1,1 on note que 

Pp—1,1^ Pp (noyau parfait-s dans R de Pp—,,!), 
> Pp,i (non dense sur Pp). 

Or Pp = (Pp-i 1)* au sens de (3.17 b); correspondamment <]> se calcule 
dans R — Pp moyennant une suite transfinie d'opérations fondées 
sur l'additivité complète dans DM. Puis on calcule ty sur tout r (de ÔM) 
situé dans R — Pp,, d'accord avec (3.8)-(3.8 6) [où p est Pp 
et p, (3.4 CL) est Pp,,]. 

En résumé : Si f est totalisable (D) et R est un ensemble de DM, 
on commence le calcul d'accord avec (ii)-(3i) [à la suite de (3.17 a)], 
obtenant la totale ^ (de f) sur tout f (de D\l) situé dans R — P0,i. 
où P0>, (2,) fermé dans R est non dense sur R. On obtient une suite 
transfinie d'ensembles (3.20), formés selon (3.20 a), (3.10 b); 
Pa+i = (Pa.O* [au sens de (3.17 b)]; Pp = (Pp-0* [au sens de (3.17 a)], 
si (3 est de première espèce. De proche en proche on calcule la totale 
sur tout f (de DR) situé dans les R — Pa,i/ dès que a est un <x' 
(des classes I, II), pour lesquels Pa ' , 1 est vide, la totalisation de f dans R 
est réalisée. 

4. Préliminaires pour totalisation des séries. — Dans la suite 
nous ferons intervenir des fonctions F, définies (et finies) pour les 
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ensembles de DR' (2.16), e. g. pour les ensembles r' = r + e, où rsCfR 
et e quelconque est contenu dans f—r; F sera aussi définie pour tout e 
de la sorte indiquée, mais F(e) ne sera pas nécessairement zéro. A certaines 
reprises F sera additive dans ÔM. Soit un f dans DM; alors (2.19) 

k 

r = Vrj-h e0, -2«-
1=1 

les rt (de DM) étant disjoints et e0 étant dans un ensemble de la forme : 

(4.1) (*) = un ensemble contenu dans une somme finie de frontières 
d'ensembles de DM. 

Dans (2.19) l'ensemble e0, €(*), peut contenir des points qui ne 
sont pas dans les frontières des rt (i = i, 2, . . . ) . On conclut que 

(4.2) tout r (de DM) =Sr[-+-e\ 
1 = 1 

les r\ (de 311') et e° étant disjoints; e°€(*), tout point de e° étant 
disjoint des frontières des r\ (i = 1, . . . , k). 

En tant que [hypothèse 2.i4, (4°)] toute décomposition dans Jli 
d'un r de DM est une décomposition-/* dans DM de r, d'après (4.2) 
il vient 

(4.2 a) tout r (de DM) = ^ / - / , 
1=1 

les r\ (de OR') étant disjoints. On peut regarder les décompo
sitions (4.2), (4.2 a) comme étant dans OR'; d'après (2.i4, 4°) on 
peut faire en sorte que <p(rz)<s. Si F est additive dans DR, en 
rapport avec les décompositions (4.2), (4.2 a), on aura 

(4.3) { r 
F(~)=]£F(r;)-i-F(e») [cas (4.2)]; 

* = 1 

k 

F(r)=]^F(r;) [cas (4.2a)]. 

Une décomposition (4.2 a) aura lieu même si reDR'. Nous introduisons 
la modification suivante de l'intégrale de Burkill. 
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DÉFINITION 4.4. — Soit r un ensemble de DM (ou bien de DM') 
S = {r't\ désignant décomposition dans DM' de r, au sens de (4.2 a), 
posons 

F(S)=2F(rJ), 

si F est une fonction, possiblement non additive, définie et finie au 
moins pour tous les r' (de DM')cr. Les intégrales de Burkill modifiées 
extrêmes et unique (si celle-ci existe) sont définies ainsi : 

(4.4«) 

/ 'F = l imF(S), f F = limF(S), 
J r Jjr 

jfF-li-FW (siX=/)> 

pour 
M (S) = maxç(r$)->o. 

THÉORÈME 4.5. — Si pour un r de DM l'intégrale modifiée de 

Burkill f F existe (finie), l'intégrale / F existe pour tout 

r'(deDM')cr et T F est additive (dans DM') dans r. Si CF existe 

et s > o est donné, un 0 = n (0 > o existe de sorte que 

(4.50 F(ff) — / V < £ , dès que a = { r/} ( 7 = 1 , . . . , v ) 

est un système fini de ry de OR1 disjoints, avec 

M(<T) r=max9(r / )" |<T l ( r / c r ) . 

Notons que 

(4.5 a) fF = F(r), si F est additive dans OR'(reDR, ou rçDR'), 

ce qui s'ensuit du fait que pour toute décomposition S = {r\ \ (4.2 a) 
dans OR' de r on a 

F(S)=2F(^) = F(r)' 

d'après la seconde relation (4.3). 
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En tenant compte de l'hypothèse (2. i4, 20), on démontre la propo
sition : 

(4.5 5) Soit un r' (de DR')cr (de DR) et supposons que l'intérieur 
de r' ne coïncide pas avec r. Alors il existe une décomposition S dans DR' 
de r, dont r' est un composant. 

On a 

^ p ' + c ' , p'eJll , p'cr, c ' c p ' - p ' , e 'cr . 

D'après (2.i4, 20) il y a une décomposition-/* dans OR de r, dont p' 
est un composant : 

k 

^ = P'+2P/+-S, 

avec p', £ et les p/(eD)i) disjoints, 

? c (p' — p') - + - ^ (p,— p/) ; e' c \ c r; 
1 

e' est disjoint de la frontière de r (car e 'cr ouvert). Il vient 

K A-

r = P ' H - c'-f. V P/-H (? - e') = r ' 4 - ^ P / + (\ - e') ; 
1 1 

r', les p/ et \ — e' sont disjoints; \ — e' est contenu dans les fron-
k 

tières des p7; on peut faire une décomposition £ — e' =Ye ;- , e7 dis-
_ 1 

joints, ejCp/—py-; enfin 
k 

r' et les 77 étant disjoints, ce qui démontre (4.5 5). Procédons à la 

démonstration du théorème 4.5. Supposons que / F finie existe 

pour un r de Oïl; soit un r' (de DR')cr. Si / F n'existe pas, il y a 
Jr, 

un £ > o et deux décompositions Si, S2 dans JR' de r', 
avec M (Si), M(S2) arbitrairement petits, de sorte que 

|F (S 1 ) -F (S 2 ) |> s . 
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D'accord avec (4.5 5) envisageons des décompositions S dans 311' 
de r, pour lesquelles r' est un composant; 

S = {r', r',,^, . . . ^ v } , 

r' et les r[ étant disjoints, r'^DR'; de plus, r = r'+^Jr[. 
i 

Pour î = i, . . . , v soit Sr# une décomposition dans DR' de r',; 

Sr; = j r'ly t j (j = i, . . . , kt), les *"/,,(€ Jïl') étant disjoints et 

r ; = 2 < / . Soit 

S*= K, / S (y = i , -.., A:,; i = i , . . . , v); 
posons 

o i = o i -f- O , o 2 = o 2 -f- o ; 

SJ et SJ représentent décomposition dans DR' de r, avec les 
nombres M (S*), M(S^) arbitrairement petits. On a 

F(S;) = F(S /?) + F(S*) (p = i , 2 ) , 

donc 
| F(SÎ) — F(S5) | = | F(S.) — F(S«) | > t, 

ce qui pour M(SÎ), M(S.2) suffisamment petits présente une contra

diction à l'existence de f F finie. Ainsi. / F existe pour tout 

r' (de DR') c r. L'additivité de I F dans DR' s'ensuit sans difficulté. 
Jr, 

Démontrons maintenant (4.5'). En supposant que / F existe, il 

s'ensuit qu'un n = r\(z), > o pour £ > o , existe de sorte que, 
si S(p)(p = i, 2) sont décompositions dans OR' de r pour lesquelles 
M(S(p)<Yj, on aura 

| F ( S ( i ) ) - F ( S ( 2 ) ) | < i " . 

Soit a = {r\ \ (i = 1, . . . , v) un système fini d'ensembles disjoints 
de DR', avec r'tcr et y(r't)<r}. Soit S* une décomposition dans DR' 
de r[, telle que 

I /F-F(S«) <±. 
v 

Posons S, = y S ' . En vertu de (4.5 b) on peut trouver une décompo-
1 

sition fi' dans DR' de r, possédant les ri(i = i, . . . , v ) parmi les 
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composants (e. g. cr'oa); cr'—«7 = ( py j (j = 1, . . . , k), pj(eDM') 
étant disjoints. p, possède une décomposition Sp dans DM1, avec 

M ( S P ; ) < Y ) ; posons S 2 = V s P ; . On note que les nombres M(cr), 

M (Si), M(St + S,), M((7 + S2) sont inférieurs à n. Donc 

(10) | F ( S 1 ) - F ( a ) | = | F ( S 1 + S 2 ) - F ( 7 - + - S 2 ) | < i . 

puisque St + S2 et a + S2 sont décompositions dans JM' de r. 
De plus, 

( 2 0 ) / > - F ( S t ) | = V f f F -F(S ' ) ] < 
2 

/ F — F(<T) <£ , ce qui achève la démons-

tration du théorème 4.5. La preuve de ce théorème a été modelée sur 
celle des résultats analogues, présentés par Romanovski (Rt ; section 2); 
pourtant dans notre cas l'intégrale de Burkill est au sens modifié, 
d'accord avec la définition 4.4, tandis qu'au lieu de décompositions-/* 
dans OR on a fait usage de décompositions dans DR' au sens précis, 
ainsi que de la proposition (4.5 b), relative à de telles décompositions. 

Dans (2.17) on a défini la notion de la complète additivité dans D\l (2.16) 
d'une fonction ty, qui s'annule pour les ensembles (*) (4.1); la même 
définition s'applique à F, même si F n'est pas nécessairement nulle 
pour tous les ensembles (*). 

DÉFINITION 4.6. — Une fonction F, définie dans OR, possiblement 
distincte de zéro pour quelques ensembles (*), sera dite complètement 
additive dans JR, si 

r e J ï t , rnGDM, rn (/1 = 1, 2, . . . ) disjoints, 

r = ^ r n entraînent F (r) = " V F (rn) ; 

e. g. r^JM, rn(eÔM)ir entraînent F(r) = limF(r„). 
En développant dans la suite une totalisation des séries, il nous 

conviendra de procéder sous l'hypothèse suivante. 

HYPOTHÈSE 4.7. — Admettons que les relations 

(4 .7 a ) reDM, rn(deOM)cr, y(r—rn)->o (pour/i->•<») 

entraînent qu'il existe une suite infinie partielle rUi ( n i < n 2 < . . . ) 
telle que rni\r. 
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REMARQUE 4.7 ' . — Si cette hypothèse est remplacée par une 
condition moins restrictive, à savoir : 

(4.7' a) Les relations (4.7 a) entraînent l'existence d'une suite 
de rtli ( n , < n 2 < . . . ) tels que rni\r — e0, avec e0€(*) (4 . i ) ; 
alors dans la totalisation (D) (voir les sections précédentes) le carac
tère de continuité intérieure (le texte antérieur à 2.16) sera une consé
quence de l'hypothèse de l'additivité complète dans DM. 

En effet, soit ty [s'annulant pour les (*)] complètement additive 
dans JM; r étant dans DM, supposons que i|> n'est pas intérieurement 
continue pour r de DM. On peut alors trouver une suite de rn (de DM) 
tels que rn cr, cp (r — rn) -*• o, de sorte que 

(i0) ty(r—rn)-><x, où a est un nombre ^ o; 

les rn satisfont à (4.7 a), donc d'après (4.7 'a) il existe une Suite 
partielle { rn J de {rn j telle que rn f r — e0, avec e0 € (*) ; on aura 

(20) < K r - r „ ) - > a ^ o , 9 (r — rn)^o. 

Or r=^rn + e0; e0€DM, par là ^rns3ïi et 

• (r) = ^(2^-+-+(60) =ty(j^rn\=\\mty(rn), 

d'après l'additivité complète dans DM, e. g. ^(r — rn)->o, ce qui est 
contraire à (20). La remarque 4 .7 ' est vérifiée. 

Pourtant on ne pourrait pas en dire autant d'une F complètement 
additive dans DM, mais possiblement ne s'annulant pas pour tous 
les (*); d'autre part : 

(4.8) Si F est de la sorte qu'on vient d'indiquer, tandis que l'hypo
thèse 4.7 a lieu, F jouira de la continuité intérieure (dans DM). 

Cela se démontre en remplaçant plus haut ty par F et e0 par 
l'ensemble vide. 

Voici une modification du lemme 7.10 dans (T). 

LEMME 4.9. — Soit un f, €Ôil, couvert par une famille 

SICOVL' : rc^($l)p. Il existe une suite finie ou dénombrable 

d'ensembles rv(v = 1, 2, . . ,)eSl, de sorte qu'on peut trouver des pv 

et des gv>z (î = 1, 2, . . . , kw), tels que : 

(4.9 a) les pv(€^Tl) sont disjoints, pvcrv , f = V p v ; 
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(4.96) p v = V gv, 1 + ev, les gV| * ( € 3TI') et ev sont disj oints, 

ev€(*) (4.1) et cv es/ disjoint des frontières des q^yl. 
Pour démontrer, notons d'abord que SI contient une suite finie 

ou dénombrable d'ensembles rv (v = î, 2, . . . ) joints à f et couvrant f. 

On obtient f = V / T V , les rry étant dans Jîl; posons 

Pi = Fri , p 2 = r r 2 —-rr2pi, p 3 = r 7\j — r r 3 (p i -h p2), 

Les pv ainsi définis satisfont à (4.9 a). Les décompositions (4.9 b) 
s'ensuivent de (4.2). 

Si F est complètement additive dans DM [possiblement ẑ£o pour 
quelques (*)], dans les conditions du lemme 4.9 on aura 

(4-9') 
ao eo l ~ kv ~ 1 

V = l v = i L « = i J 

En développant la totalisation des séries, le résultat suivant, qui 
est une adaptation du lemme 7.11 dans (T), nous sera utile. 

LEMME 4.10. — Soit un R dans DM. Désignons par SI une sous-
famille de DM' (2.i6) d'ensembles contenus dans R, avec la propriété : 
(4.10 a) Si un p^Sl, tout ensemble de la forme (p)° + e0, avec e0 

dans la frontière de p [de (p)0], sera dans Si. 
Supposons que : 

(i0) Si r (de OH')cR et si rn de DM a. une décomposition (4.2) 

dont les composants sont dans Si e. g. 1 ^ = ^ 1 ^ , + e", les r'ni 

L 1=1 

r n fixe) étanl 

f'n^ (n fixe) , 

(20) Tout r (de DM'), c un R7 de SI, est dans SI ; 

(30) Si une famille Sll9 c$lDM, ne couvre pas R, il existe un R' 
de SlDM non couvert par Slt. 

Dans les conditions (4.ioa)-(30) R sera dans Si (ainsi que tout 
ensemble R + e, avec ecR— R). 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N* 1 6 1 . S 

(pour n fixe) étant disjoints, r'n te^l, ene(*) (4.i), en étant disjoint 

des f'n , (n fixe) , si rncrn+i et r = linir", alors r^Sl; 
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Désignons par p° = (p)° (p décrivant SI) les ensembles d'une famille 

particulière Siu e. g. Si, = { p° ; = SiDM. On a ^ ° c R et ^ p ° c R . 

Si R—Vp°^z£o, e. g. si Slt = SlOM ne couvre pas R, d'après (30) 

il existe un R' de Sli non couvert par Slu ce qui est impossible; 

d'où R = V p° et d'après les propriétés de 311 on aura 

Soit r un ensemble de DM' contenu dans R; selon ( i i ) r (ainsi que T) 
est couvert,par Si. En vertu du lemme 4.9 on peut trouver 

des rv(v = i, 2, . . . ) de SI, des p, disjoints de JM et des gfv,ï3, de 
sorte que 

oo kv 

( i i ) pvCrv, r = J ? p v , p , = ^ ^ - + - ev; 
V = l 1 = 1 

les çv,i (de DM') et ev [de (*)(4.i)] sont disjoints; ev est disjoint des 
frontières des qVtl. En tant que </v,j(cpv)crv (de Si), d'après (20) 
il vient q^,i^Sl. Posons 

n 

r = r*-t-p"3 /'«=2pv, ?n=^h, 
i V>/1 

On a 

r«e3Tt, p«==r— r"€Jll et rnJ[r; 

de (plus (2j), 
n kv n n 

(3i) r" = 2 i ^ I ^ ^ ^ S 6 7 ' 0v.i (disjoints)G5t, T ^ e O . 
v = i * = i 1 1 

Cv-est disjoint des çVjI (î = 1, . . . , Av) pour le même v, mais ev peut 
être joint à quelques frontières des qPjl pour p ^ v . Soit ew 

n 

l'ensemble des points de ]TVV étrangers aux frontières des q^ti 

1 
n 

(1 = 1, . . . , Av; v = 1, . . . , / 1 ) ; les points de TV '— e / z o n P e u t 

1 

ajouter aux frontières des qv,i d'une telle façon que (3i) devienne 
n ky 

(4i) ^ ' = 2 2 ^ v ' f H " e # l [en, €(*) , disjoints des ^ V j f = ^ V ) / ] , 
V = i i = l 
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où les Çv.i sont disjoints, flv./DÇv.i, q',,,— q^t (si non vide) étant 
contenu dans la frontière de qv^ [de (?v,i)

0]; d'après (4 . ioa) , les #v,< 
sont dans SI; ainsi (4i) représente une décomposition de rn de la 
forme (4.2), avec les composants dans Si. En vertu de (i0)r^Sl, 
comme une conséquence de la supposition : r (de OU') c R. C'est-
à-dire, tout r (de DM') contenu dans R est dans la famille SI ; ReOM', 
donc en particulier R e ^ ï . Enfin (4 . ioa) , R (ainsi que tout 
ensemble R + e, avec e c R — R) sera dans Si, ce qui vérifie le lemme. 

oo 

5. Totalisation des séries. — Nous envisageons une série ^ un 

i 

de nombres un et un ensemble G = { Oa j (n = î, 2, . . . ) de points 6„, 
situés dans un ensemble R de DM; de plus, on associe avec 0„ unique
ment le nombre un du même indice. On suppose que les un ont o pour 
le seul point d'accumulation. Admettons que la série 

(5.1) \ ! un est absolument convergente, dès que e est contenu dans la 

frontière d'un ensemble de DM; ici les un qui interviennent sont préci
sément ceux qui correspondent aux points On situés sur e; la série (5.1) 
sera absolument convergente pour tout ensemble ee(*) (4.i) . 

La totale (si elle existe) de la série V un sur un q (de Oïl) c R sera 
1 

désignée par 

(S.2)- ( S O ^ T I I * ; 

ce sera une fonction F (q) d'ensemble q satisfaisant à la définition 
suivante. 

DÉFINITION 5.3. — Admettons l'hypothèse 4.7. On dira que la 
00 

série Y u , est totalisable sur un R de DM, s'il existe une fonction F 
1 

complètement additive dans JM, sur R, d'accord avec la définition 4.6 
[F est donc définie pour tous les q (de OÏl)cR, en particulier pour 
les c€(*) (4.i)] avec les propriétés suivantes ; 

(I) F(e) = 2 « „ si e [de (* ) ]cR 

[d'après (5.i) , cette série est absolument convergente]; 
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(II) Si p parfait-s est joint à R et un r (de 011)cR et rp^o, 
on peut trouver un r'(de Oïl), cr, tel* que r'p^o, de sorte que 
pour tout r, (de OR)cr', on ait 

(5.3a) / > „ = V u 
Grxp 

l'intégrale au premier membre étant au sens modifié de Burkill 
(définition 4.4), la série au second membre étant absolument conver
gente; pour tout p (de DR')cr' : 

(5.3 6) F„(P) = F(p) ( s i p j ^ o ) , = o (sipp = o). 

Dans la suite nous allons établir une suite transfinie de calculs, 

qui donnent la totale F(R), sur R, à partir de la série V un : 

(5.3c) F(R) = ( R ) 2 T « W . 

REMARQUE (5.3'). — Si la totale F existe sur R, elle existe sur R 
et F(R) = F(R), en tant que 0 est inexistant sur R — R. Si la 
totale F existe sur un r (de 011), si 

r ' = r - t - e ( r ) , avec e(r)cr—r 

(donc r' € DR') et r c R, alors la totale F existe sur r' et 

(5.3'a) F(r') = F(r)+ ^ "«* 
G/.€*(r) 

en particulier la totale existe sur r. 
Notons de plus que la propriété (5.3, I) ne contredit pas à l'addi

tivité complète dans OTl de la totale. 

THÉORÈME 5.4. — La totale F(5.3 c) des séries, d'accord avec la 
définition 5.3, est unique. 

Si la totale n'est pas unique sur R (e. g. sur R), soient F' et F* 
deux fonctions distinctes complètement additives dans OTl, sur R, 
chacune satisfaisant à (5.3, I) et à (5.3, II) (pour tout p parfait-s, 
joint à R). Posons F = F'—F". F sera complètement additive 
dans OTl sur R. On aura 

(i4) F(e) = o pour tout e [de (*)]cR. 
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Désignons par SI la famille de tous les p tels que 

(2i) peOTl', pcR; F ( p 4 ) = o pour tout p! (de Oïl') c p. 

Comme une conséquence de (ia) il résulte que Si satisfait à (4.10 a). 
Pour établir (4.io, 20) envisageons un R'eSl; ainsi 

R'eOTl', R'cR; F ( R , ) = o pour tout Rt de OTl') cR'. 

Si r'eOll et rcR', on aura 

r c R ; F(rt)=o pour tout rx (de OTl') c r ( c R ' ) ; 

donc (2,) : rçSl; ce qui montre que SI satisfait à [4.io, 20)]. 
Abordons la démonstration de la propriété [4.io, (i0)]. Ainsi on 

suppose qu'un r (de Oïl')cR et rn (de Ôîl) a une décomposition 

k 

(3i) r" = 2 ^ , f H - cn; 

les r'nJ (n fixe) et en étant disjoints; r'w>z€£l; en [de (*)] disjoints 
des f'nti (n fixe); en plus, rncrn^ et r = limrw. On doit montrer 
que r^Sl, e. g. que (21) : 

(4i) F ( p ) = o pour tout p (de OU') c r ; 

à cause de (ij) il suffit d'établir (40 seulement pour les p (de 011)cr. 
Avec un tel p, il vient 

k 

(54) pr"=2pr'M-+-e«p€0ïl, *«P€(*). 
/ = 1 

Or r'nit = r*tt + eatt, où 1^,/=(1^,/)^011 et enJ est dans la fron
tière de r°}/. Ainsi 

(61) ?r'n,i=pr0n,i-^?enth p«»,i€(*). 

D'après [2.i4(30)] l'intersection pr„j de deux ensembles de on a 
une décomposition-/* dans OR : 

V 

(7i) P < 1=2^,1,/-+-^11,1, (v = vBi£), 

les ensembles au second membre étant disjoints pour n fixe; ?«,/,/€ OR; 
enj dans les frontières des qn,ij (j variant). 
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En raison de (î,), (5i), (60, (71), 

(80 F ( p r « ) = 2 F ( P ^ , , ) = 2 F ( p < ' ) = 2 2 F ( ^ ' * / ) -
1 i 1 j 

On voit que (3i) : 

qn,it/ (de Om)cr»tlcr'att (e£K). 

Par conséquent, d'après la propriété [4.10, (20)] déjà établie, qnfli/ est 
dans SI; d'où (2,) F(qnjliJ) = o et (80 F(pr") = o. Or 

p (de OTl) c r, /"»fr, d'où prn(àe DR) f p/* = p. 

En raison de l'additivité complète dans 011 de F pn obtient 

F(p) = limF(pr») = 0 . 

La propriété [4.10, (i0)] pour Si en découle, comme une conséquence 
de la remarque en rapport avec (4i). 

Supposons qu'une famille Sli = \pl\, c «91011, ne couvre pas R. 
Envisageons l'ensemble 

(9O E = R—^.pij pi décrivant SI* ; E ^ o 

[selon (2O, piCR; F(p) = o pour tout p (de 0R')cpi]. 
Les pi étant ouverts, E est fermé dans R. Si E n'est pas parfait-s, 

dans R, il s'ensuit qu'il existe dans R un point X0(GE) isolé-s. 
Pour un r0 (de OR), contenu dans R et contenant xtt, l'ensemble r0E 
sera dans la frontière d'un ensemble de OU; r0E [€(*)] est dans 011« 
aussi r0—r0E€01l; on a (9,) : 
(10,) r 0 - r 0 E c R - E = V (££,) pi. 

D'après le lemme 4.9, on peut trouver une suite finie ou dénom
brable rv (v = 1, 2, . . . ) , ainsi que des pv et des qW)l (i = 1, . . . , *v), 
tels que 

les pv ( eOTl) sont disjointes, pvCrv (GSII), 

( v 1 00 kv 

ra— r0 E = 2 J PV î Pv = 2 J tfv,*-+- «v, 
V = l t = l 

les ?v,/ (de OR') et ev étant disjoints, ev€(*); et disjoint des frontières 
des 9v> 
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En tant que qVti (deOR')crv de (Sli9 c«9l), il résulte [4.io, (a0)] 
que qv,t est dans SI. Posons 

n n kv n 

r « = r 0 E + > ? £ , = >? 2 ^ , 1 + ^ , c » = r o E H - 2 « v [€(*)] . 

Cela entraîne que r' (de OÎl) possède une décomposition de la 
forme (4.2), avec les composants dans SI ; de plus, rn f r0 (de 011 c 011'); 
du caractère J[4.io, (i0)], déjà vérifié, il en découle que r0eSl; en 
effet, r0€«9lOR; r0 contient le point x0 de E (9,), donc r0 est non 
couvert par Slu Ainsi : 

(5.5) Si c9i,s={p1}, c«91011, ne couvre pas R et si E (9.,) possède 
un point isolés, il existe un r0 de «91011 non couvert par Slu 

Considérons le cas où E (9^ est parfait-s dans R; F = F'—F", 
où F' et F" satisfont à (5.3, II). Soit un r (de 011), cR, joint à E; 
il existe un r' (de OR), cr, joint à E, tel que 

f FÉ= y un 

(la série au second membre étant absolument convergente) pour 
tout p'(deOR)cr'. Puisque F" satisfait [à (5.3,11) r' contient 
un r" (de OR), joint à E, de sorte que 

f FE= y Un 
Jï" 0„€p«L 

(la dernière série absolument convergente) pour tout p" (de-OM)cr". 
Ainsi 

(12O / F E = o pour totrt p (de OTtycr"; 
J9 

ici pour p0 (de 0R')crff on a 
F E ( P o ) = F ( p o ) ( s i p o E ^ o ) , = 0 ( s i p 0 E = o ) . 

Avec p(deOR)cr" (de OR), on considère décompositions S=jp/} 

dans OR' de p, au sens de (4.2 a) p = ^ p z , p/(de OR') étant 

disjoints ; selon la définition 4.4, la relation (i2t) entraîne 

k' 

l i m F E ( S ) = l i m y F E ( p i ) = 0 lorsque M ( S ) - > o ; 
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c'est-à-dire 

( i30 l i m 2 , (p/E^o)F(p,) = o pour max<p(p/) (i = i, . . . , k)-+o. 

Dans la décomposition S de p, soit p* un des pt qui n'interviennent 

pas dans la somme V (i3t); ainsi p*€0R' et p*E = o. D'après (9,), 

p* est contenu dans y (Slx)p. En raison du lemme 4.9 (avec p* et Sli 

au lieu de r et de Si) des rv (v = 1, 2, . . . ) , des pv et des gv,* 
(qui dépendent de k) existent, de sorte que : 

r^^Slu les pv (de OTl) sont disjoints, 

pvCr v , p* = ^ , P v ; 

V = l 

pv=yçv,* + ev, l
es qv,i(deDR') et ev sont disjoints; 

i=l 

ev€(*), ev est disjoint des frontières des qWji. 

En tant que gv. * C pv C rv et rv € «9li c SI, d'après [4.1 o, (20)] q^, «: € 01 ; 
donc (2,) : F(gv>z) = o; par là et en tenant compte de (i,), il vient 

00 00 *v 

(Ui) F ( P i ) = 2 F ( p v ) = 2 2 F ( « ' v - i ) = = 0 ' dès<Iue p*E = o. 
v = i v = i i=i 

k' 

Or p = y pt (les p/ étant disjoints); ainsi, en raison de (i4i) et (i3i), 
1=1 

k' 

(i50 F ( p ) = 2 F ^ ) = 2 ' ( ^ E 7 £ 0 ) F ( p i ) = 0 ' 

cela étant pour tout p (de OR)cr" (de OR). Soit p un ensemble 
quelconque de OR', tel que pcr"; on a p = p+e(p), où p€OR 
et e(p)cp — p et e(p)€(*); nécessairement pcr"; en raison de (ij) 
et de (i5i), 

F(p)=F(p) + F(e(p)) = F(p) = o 

pour les p de la sorte indiquée. 
Par conséquent [voir la définition (2,) de SI], r"GSl, et en effet 

r"eSlJM. Pourtant r" est joint à E (gt); donc r" est non couvert 
par Slt (c.91011). On conclut comme il suit : 

(5.5 a) Si Slt = j pj (, cSlJM, ne couvre pas R et E (91) est parfait-s 
dans R, il existe un r" de Si DM non couvert par Sllm 
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En raison de (5.5), (5.5 a) on voit que la famille SI (2l) satisfait 
à [4.io, (30)]. 91 remplit donc toutes les conditions du lemme 4. io , 
d'où R € # l ; tous les ensembles R + e , avec e c R —R, sont dans SI. 
Ainsi F = o et F' = F" pour tous les ensembles p(deOR')cR 
La totale des séries, si elle existe, est unique, ce qui vérifie le 
théorème 5.4-

De ce qui précède on conclut comme il suit. 
00 

(5.6) Si la série V un est totalisable sur un R0 de DM, cette série sera 

i 

totalisable sur tout r (de OR')cR0 et la totale (r) ^Tun sera complè

tement additive dans DM (définition 4.6) surT\0-

Démontrons maintenant la proposition suivante : 

(5.6a) Soit {^((1==1, . . . , n t ) une décomposition dans DM' d'un 
ri 

Rft (deOR)cR, e. g. R 0 = ^ r z , rt (€011') étant disjoints. Si la 
i 

série y H* est totalisable sur tout rl9 cette série sera totalisable sur R0. 

Désignons par P la totale sur rt; ainsi 

(i') Fl(q) = (gOy TM/I Pour t o u t <1 (de ^ ) d a n s Fi\ 

F1 est complètement additive dans OR sur r~; 

(2') F'(e) = \ ^ un (absolument convergente) pour tout e [de (*)]cri; 

posons r,° = (r,)°; si p parfait-s est joint à r? et un r" (de OR) est 
contenu dans r,° et est joint à p, il existe une r' (de OR)cr", aussi 
joint à p, de sorte que 

(3') / Fjp= 2_i u'i (absolument convergente) 
p e„€p'/> 

pour tout p' (de OR)cr'. Considérons un r (de O R ) C R 0 ; on a 

(4') r = R 0 r - + - e ( r ) , e(r) [de (*)] c R 0 - Ro, r = ^ ^ + e ( r ) ; 

introduisons 

(5') F(r) = y F f(r,r) -+- y un (absolument convergente). 
/=1 9* €«</•) 
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Si e [de (*)] c R0, posons e' = e—eR0 ; les ensembles r, e et e' {c R0—Ro) 
sont dans (*); d'après (5'), 

(6') F(e) = 

en vertu de (2') la série au dernier membre est absolument convergente. 
Envisageons des r* (de OTl) f r (de OTl), pour /c->oo, rcR 0 ; selon (5') 

(/) F(r*)=^F'(rlrO-+- 2 M/l> e*= e(r*) = r*-R0r*ce(r) ; 

ici e*f e(r); on obtient 

(8') lim 2 w»= 2 M«> 

en tant que les séries qui surviennent dans (8) sont absolument conver
gentes. Or rtr

k (eOÏl) f rtr (de OTl), ^rcr» tandis que F' est complè
tement additive dans OR sur rt; donc 

l imF' (r<r*) = Fl(rtr). 

Par conséquent [(7'), (8')] 

ni 

lîmF(r*) = y F ' ( r 4 r ) - + - V un*=F(r) [en raison de (5')]. 
i = \ OnGe{r) 

Ainsi F (5') es/ complètement additive dans OR sur R0. Soîf un p parfait-s 
joint à R0; considérons un Ri quelconque de OR contenu dans R0 

et joint à p. Nous allons démontrer qu'il existe un R' (de OR)cRi, 
joint à p, tel que 

(q') / Fp= V un pour tout p' (de OR)cR', 

la série au second membre étant absolument convergçjite. Or 

«1 «1 

R i p ( ^ o ) c R 0 = 2 r ' = 2 r ' 0 H ~ ^ 

les ensembles au dernier membre étant disjoints/ r£° [ = (rt)°]€ OR, 
e contenu dans les frontières des r?. Rip est joint à*un rï, car au cas 
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contraire, R i P c e [€(*)], ce qui est impossible, p étant parfait-s. 
Rtr0 ouvert est joint à p, donc R,r5 contient des ensembles de 011 
joints à p. En raison de la constatation à la suite de (2') il existe 
un R'tdeORjçRir0, tel que R ' p ^ o et tel que (3') 

(10') y F * = 2 U n p ° u r t o u t p ' ( d e ^ ) ^ ^ -

Si r (deOR')cp' [cR'cRi^cRo] , r sera disjoint de-R0—R0 et 
l'ensemble e(r) (4') sera vide; alors (5') 

« i 

F(r)=2F'<r'r>;. 
1 

rcr î cr v et les rt (i = 1, . . . , n,) sont disjoints, donc rtr = o pour 
î y£ v et 

F(r) = Fv(rvr) = Fv(r), F^(r) = F* (#•) [pour tout r (de 0R')cp']. 

En tenant compte de la définition 4.4 et de (10'), il résulte 

/ Fp = 2J un (absolument convergente) 

pour tout p' (de 011)cR'. Ici R' et p' satisfont aux conditions 

spécifiées dans (9'). Ainsi (9') est vérifiée. Nous avons déjà établi 

que F (5') est complètement additive dans oïl' sur R0, ainsi que la 

propriété (6'). 'Par conséquent, la série y un est totalisable sur R0 

et la totale y vaut F; (5.6 a) est démontrée. 

(5.6 b) La classe des séries y ^ totalisables est linéaire. 

Cela est entendu au sens que, si c. et c2 sont des constantes et si 

les séries y uun, y u2,n sont totalisables sur un r de OR', alors la 

série V (CiUitn-\-c<>u2,n) sera totalisable sur r et l'on aura 

(r)2 |T(c1wJ,n-hc2M2 „) = Ci(r)^Tu1>n-+- c^r^T uhn. 

La démonstration est assez immédiate. 

(5.6 c) Si un^o (n = 1, 2, . . . ) et la série ^ u * est totalisable sur 

un R0(deOR)cR, on aura (Ro)^T 11*^0. 
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Si (5.6 c) était établie, il s'ensuivrait que ( 0 ^ ^ ^ - ° P o u r 

tout r'(deOR')cR0, donc d'après (4.2), r^^r^ + e0, r'i^DM', 

e°€(*) 

(5.6c') •(^)2T^=2(r'>2Tw, i"+'2 ( e / i€e0)Mra-0 

1 = 1 

pour tout f(deOTl)cRo. Abordons la démonstration de (5.6c). 
Soit cfR' la sous-famille de OR', formée des ensembles p de OR', tels que 

(i0) pcR0, F ( p ' ) ^ o tout pour p' (de OR') cp, 

F désignant la totale, supposée existante, de la série. Si p€#l', on 
aura p°=(p)° dans SU'; F(p°)^o; ainsi 

F(p°-4-e0) = F(p°) " ^ y w « ^ ° P o u r t o u t eoCp°— p°. 

Si' satisfait à la condition (4. ioa), pour R0, du lemme 4. io. Comme 
une conséquence immédiate de la définition de 01' on voit que SI' 
remplit [4. io, (20)], pour R0. 

Ayant la démonstration de [4.io, (i0)] pour SI' et R0 en vue, 
supposons qu'un r (de OR') c R0 et que rn (de OTl) a une décompo
sition (4.2) 

k 

(2o) ^=2^+ ,̂ 
i = l 

les r'nyl (n fixe) et en [de (*)] disjoints, avec r'nil^Sl', tandis que r"f r; 
r sera dans SI' (i0), si 
(30) F ( p ) ^ o pour tout p (de OR') cr . 

Il suffit d'établir (30) seulement pour les p (deOR)cr 

[car p (de OR') = p° + e, où p°«=OR, ecp°—p° et ^ ( O ^ e ) u ^ o l . 

En procédant comme dans (5,)-(8i) et au-delà, mais avec Si' et R0 

au lieu de SI et de R, et avec F(qn,i / ) ^ o au lieu de F(qn}li/) = o, 
on obtient 

F(p) = l imF(pr«) ^ o, dès que p (de OR)cr. 
n 

Par là (30) est établie, r^Sl'; la propriété [4.io, (i0)] est vérifiée. 
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Supposons qu'une famille Sl\, c Sl'JM, ne couvre pas R0. Puisque R0 

et les ensembles de Sl\ sont ouverts, E = R0—y,(^R'i)pi G^°) est 

fermé dans R0. En procédant comme dans (9i)-(5.5), avec SI', Sl\ 
et Ro au lieu de SI, Slx et R, on montre que 
(4o) Si Sl\ = {pi j , c«9l'01l, ne couvre pas R0 et E n'est pas parfait-s 
dans Ro, il existe un r0 de «91'OR non couvert par Sl\. 

Si E est parfait-s dans R0, la série étant supposée totalisable sur R0, 
d'après (5.3, II) pour F on conclut ainsi. Si un r (de OR), cR 0 , est 
joint à E, il existe un r" (de OR), c r et joint à E, tel que 

(50) / F E = ^ un (absolument convergente) ^ o 
J P e„€Pt 

pour tout p (de OR)cr". Avec Slr, Sl\, R0 et (50) au lieu de SI, Sli9 R 
et (i2,) nous procédons comme dans (i2t)-(5.5 a). Ainsi désignons 
par S = j pt} décompositions dans OR' de p [p (de OM)cr"] : 

p = ^ 0 , , p/ (de OR') disjoints. 
i=l 

D'après (50), 

(60) l i m V ( p i E ^ o) F(pz) ^ o lorsque max ç(p/)->o, 

ce qui remplace (i3i). Avec les remplacements indiqués, le texte 
de (i3i) jusqu'à (i40 s'applique, où gv , i€#l ' [définition de SI' 
selon (io)]; donc F(q^tl)^o et l'on obtient 

F(pv) = ^ F ( ^ , 0 + F ( ^ ) ^ F ( e v ) = ^ un^o, 

puisque ev€(*) et H ^ O ; de plus, 

(70) F ( p O = y F ( p v ) ^ o lorsque p*E = o. 

Par là 

F(p)=2F(p0^2'(plE^o)F(p/). 

En laissant M(S)->o, en raison de (60) il vient F ( 0 ) ^ 0 pour 
tout p (deOR)cr". Si p*€OR' et p'cf, on aura 

pi=pi ,o_ f . e ' j pi,<>eOR, e ' e ( * ) , e ' p t . ^ o 
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et 

F(Pl) = F ( p i . o ) + 2 ( e « € e / ) M ^ ^ 2 l ( e n C e ' ) W n - 0 * 

Par conséquent (i0) r'eSÏ; r" (de 0R)e,9i'0R. Or r" est joint à E, 
donc r" est non couvert par Sl\ (c«9l'0R). On a établi ceci : 
(80) Si Sl\ (c<9l'0R) ne couvre pas R0 et E est parfait-s dans R0, 
il existe un r" de .91'OR non couvert par Sl\. 

En vertu de (4o), (80) $1' (io) satisfait à [4.10, (30)]; 31' satisfait 
à toutes les conditions du lemme 4.10. Donc R0€<91', ce qui vérifie 
l'énoncé (5.6 c). Une conséquence immédiate est la suivante. 

(5.6 d) Si un = o (n = 1, 2, . . . ) , ( R 0 ) ^ T u „ = o pour tout 

Ro (deOR)cR. 

THÉORÈME 5.7. — Si la série y un est absolument convergente, la 

série sera totalisable et Von aura ( R ) ^ T un = y un. 

Les 6fl étant dans un ensemble R de OR, la fonction F (r)=y (0n € r) un 

est complètement additive dans OR sur R. F possède la pro
priété (5.3, I). Pour démontrer (5.3, II) nous allons établir que, si 
un r (de OR) contenu dans R est joint à un ensemble p parfait-s, 
on a 

(«O / F/>= y un pour tout rt (He OR) c r , 

ici Fp(p) est définie pour tout p (de 01l')cr selon (5.3 b). D'après la 
définition 4.4, si l'intégrale existe, 

(a,) v = f F , = hmv', v ' = y ( p / p ^ o ) F ( p y ) J M ( S ) - > O , 

où S = {p7 j est une décomposition dans OR' de ri9 e. g. 

k 

(di) / ' i = y p ; , p; (de OR') disjoints, M(S) = maxç(pO-
/ = 1 

En tenant compte de la définition de F, il vient 

(«O v' = ^(tneh)u„, où h = 2 P/-
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Au cas f i p = o on obtient h = o, v' = î = o, de sorte que (a±) a 
lieu pour cet ensemble r,. Considérons le cas rx p ^ o; on a A p = /ip; 
np peut être vide ou non. Soi* Sv (v = i, 2, . . . ) une suite dénombra-
blement infinie de décompositions dans DM' de ru avec M(Sv)->o 
(pour v->oo) : 

kv 

(at) r ! = ^ p v „ p, } (de OR') disjoints pour v fixe, ?(pv,/) = M(S V ) . 
j = \ 

Désignons par /iv=/i(Sv) l'ensemble h [ = /i(S)] (a4) qui correspond 
à S,; ainsi 

(a{) ^ v = 2 (Pv /P^ °) Pv,/> AvCri. 

Démontrons que, comme une conséquence de M(Sv)->o et de 
f, p ^ o, on a 

(a 7 ) l i m A v = r i p , e. g. Av-+- A v + 1 -+- . . . \ rxp pour V->-QO. 
V 

Or /ÎVD/ÏVP = np, donc l i m / i o n p . Si (a7) est en défaut, limhv 
V V 

contient un point x étranger à n p ; puisque /iv c r,, on aura z € r 1 — r*p. 
Il existe une suite v, = v,(x) (i = 1, 2, . . . ) d'entiers, v<->oo, tels 
que xehWl(i = 1, 2, . . . ) . D'après (ab), 

tf^Pv,/. (quelquey,) , avec p v „ A p ^ o ; <p(pv„,,) = M (SV f). 

Posons r1 = (pvt)/l)
0; alors il vient r'cri et 

( i 0 ) rleOM, rlsœ, rlp ^ o, <p(r')->o ( p o u r i - > o o ) . 

En vertu de l'hypothèse [2.14,(90)] *a dernière relation dans (it>) 
équivaut à ce que 

(20) p(r') [ = sup(# i , r2 dans r1) p(art, # 2 ) ] - > o , 

où p(x,, x2) est définie selon (2.5); p(r) est défini à partir d'un î0 

suffisamment grand; p(rl) est une sorte de pseudo-diamètre de r1. 
Puisque f1 contient des points de p ainsi que le point x, il vient 
de (20) que x est un point d'accumulation de p; mais p est fermé 
(en effet, parfait-s), donc x ( e n ) doit être sur p, e. g. sur np. Il y a 
une contradiction; (a7) est vérifiée. [Cette démonstration reste valide 
même si rAp est vide, tandis que ^ p ^ o . ] 
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Si S est une décomposition quelconque dans OR' de ru comme 
dans (a3), on définit selon (a4) l'ensemble h = h(S) et le nombre 
v' = v'(S); on obtient 

( I ^ - 2 ( ^ ^ ) ^ 1 = 2(e*€E(s))M» 

( E(S) = A(S)-r f /> . 

On va établir que 

(a9) I imf(S)*=o pour M(S)->o, 

la signification précise étant la suivante : 

Pour tout s > o il existe un ri = "n (s) > o, de sorte que 

- Y ( S ) < £ pour toute décomposition S, avec M(S) < ^(ej. 

Ainsi si (a9) est en défaut, il existe un e' > o pour lequel aucun 
•n(s') > o n'existe; pour tout ri > o on aura 

(ii) ï ( S ) ^ s ' pour une décomposition S = S ("n), avec M ( S ) < T I . 

Posons r] = - (v = i, 2, . . . ) , S [ - j = Sv. La suite Sv (v = i, 2, . . . ) 

de décomposition dans OR' de r, est de la sorte qui intervient dans (a7) 
(on suppose toujours que f j p ^ o ; on a (a8) : 

(2O E(SV) = A(SV) —r4p, ÏÏmE(Sv)=o. 
V 

Il convient d'introduire la fonction 

(30 f x ( E ) = 2 ( 0 ^ E ) | M f t | , 

qui est une mesure finie et non négative. Alors [(a8), (ii)J : 

T(Sv) = n ( E ( S v ) ) ^ e ' (v = i , 2 , . . . ) . 

Donc, en tenant compte de (21), il résulte 

J J L ( Ï Ï ^ E ( S V ) ) = H L ( O ) ^ £ ' > O , 

ce qui est contradictoire; l'énoncé (a9) est vérifié. 
Par conséquent [(a8), (a2)] : la limite limv'= v [pour M(S)->o] 

existe et l'on a 
I=2 (e' l€^l i^M'^, 



TOTALISATION DES SÉRIES DANS LES ESPACES ABSTRAITS. 45 

e. g. la relation (ai) est prouvée. En résumé, la fonction 

?(r)=^(Ker)un 

est complètement additive dans OÎl sur R et elle jouit des pro
priétés (5.3, I), (5.3, II), ce qui vérifie le théorème 5.7. 

6. Succession transfinie des calculs d'une totale des séries. — 
L'ensemble p étant au moins fermé, introduisons la fonction 

(6.1) FP(r) = F(r) (si rp = o), = 0 (si%Fp ^ o) 

pour tout r de OR'; d'après (5.3 b), on aura 

(6.1a) FP(r)=F(r) — Fp(r), reDR'. 

Soit R un ensemble de OR; supposons qu'une série de un est totali
sable sur R (définition 5.3), F étant la fonction correspondante; 
ainsi (5.i) a lieu, tandis que : F est complètement additive dans DR 

sur R (définition 4.6); (I) F ( e ) = ^ (ftnGe)un (absolument conver
gente), si ee(*) (4.1); (5.3, II) a lieu. Soit p parfait-s et joint à R. 
D'après (5.3, II), si r de OR est contenu dans R et est joint à p, il existe 
un r' (deOR)cr, avec r'p^f o, de sorte que 

(io) / F / ^ y (ô/i € r i / 0 un pour tout ri (de 0R)cr' , 

la série au second membre étant absolument convergente. En parti* 
culier, F est additive dans OR', donc selon la proposition (4.5 a) : 

/*F = F(p) pour p (de OR')en; d'où (6.1a) 

(20) fFp= ÇF- fF/> = F ( r O - ÇFP pour rt (de OR) cr' ; 
Jrx

 Jn J'i 

ici les intégrales de Burkill existent En raison de (j0) et de (s0), 
il vient 

(6.2) F (n) =2(6 w €r 1 p) un+jFP 

pour tout ri (de 0R)cr/ (de OR), r' étant un ensemble de DR dont il 
s'agit plus haut. 

MÉMORIAL DBS SO. MATH. — K° 1 6 1 . * 
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En se rapprochant de la terminologie de Denjoy [voir, par exemple, 
(D; p. 36i, 362)], nous appelons le nombre (s'il existe) 

(6.3) V(F,p;r') = F(r')- fFP 
Jr, 

la variation de F sur p pour r' (de OR); F étant de la sorte indiquée, 
d'après le théorème 4.5 on voit que l'existence de la variation pour 
un r' (de OR) particulier entraîne l'existence de la variation pour 
tout ^ (de OR)cr'; on pourrait dire : la variation de F sur p existe, 

ou bien est définie, dans r'p. On note (6.1) que / F ^ n c r ' ) ne fait 

intervenir les valeurs de F(p) que pour p (de OR'), avec pp = o. 
On peut donc constater le fait suivant. 

(6.4) Soit F la fonction qui, d'accord avec la définition 5.3, 
correspond à la série de un, supposée totalisable sur R. Tout r de OR, 
contenu dans R et joint à p parfait-s, contient un rr (de OR) joint à p, 
tel que 

(6.4 «) V(F,p; ri) = y (G>i€rip) un (absolument convergente) 

pour tout ri (deOR)cr' [e. g. la variation de F sur p dans r'p est 
définie et vaut une série convergente, comme on l'a indiqué]. Si, en 
plus, r'p est dépourvu des points 0„, on aura 

(6.4 &) ^(F,/>; n) =0 [tout n (de 01l)cr'], 

e. g. la variation de F sur p est définie et nulle dans r'p. 
La propriété (6.4 b) correspond à ce que dans (D; p. 351) s'appelle 

le caractère B. Introduisons 

DÉFINITION 6.5. — Admettons l'hypothèse 4.7. On dira que la 

série V un est totalisable, au sens modifié, s'il existe une fonction F 

complètement additive dans OR, sur R, satisfaisant à (5.3, I), telle que : 
(II) si p parfait-s est joint à R et Rp est dépourvu des points ()„, 
tout r (de OR), contenu dans R et joint à p, contiendra un r' (de OR), 
tel que r'p ^ o et V (F, p ; ri) = o [(6.4 b), (6.3)] pour tout n (de OR) c r' 

Te. g. F(ri) =fFp (6.1), ou bien f?P = ol. 

Si la série est totalisable au sens originel (définition 5.3), elle le sera 
au sens modifié. Dans la situation analogue dans (D) les deux défi
nitions de totales des séries, qui correspondent à nos définitions, 5.3,6.5, 
s'équivalent. 
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(6.6) Si l'ensemble 6 = j 6« j est clairsemé, les deux définitions de 

la totale de ^un sont équivalentes. 

Il suffit de démontrer que la seconde définition entraîne la première, 
e. g. que (6.5, II) implique (5.3, II). L'ensemble clairsemé 0 sera non 
dense sur tout p parfait-s (ou bien simplement parfait). Si un tel p 
est joint à R et si un r (de OR) est contenu dans R et est joint à p, il 
existe un f (de OR), tel que 

Te/-, f p ^ o , (rp).8 = o, 

d'après (6.5, II) (avec f pour R) f contiendra un r ' ( c f c r c R ) 
de OR, tel que r'p^o, tandis que 

^ ( F , p ; n ) = o e g j Fp=o\ pour tout n (de OR) c r . 

Ainsi (5.3 a) aura lieu, ce qui vérifie (6.6). 
Au cas où 0 = j 0„} n'est pas clairsemé, si l'on n'avait pas établi 

l'équivalence des deux définitions, on devrait au moins démontrer 
J'unicité de la fonction F, si elle existe, dont il s'agit dans la défi
nition 6.5. Pour le présent nous laissons cette question de côté. 

Revenons à la totale des séries selon la définition 5.3. La suite 

transfinie des calculs pour réaliser la totale y Tun sera pareille à 

la suite des calculs (section 3) pour la totale (D). R est contenu dans 
un ensemble p' parfait-s. D'après (6.i) , 

F/>'(p)=o pour tout p (de OR') c R (oub ienpcR) . 

Si un r(deOR)cR, le caractère (6.2) entraîne l'existence d'un 
r' (de OR), c r, tel que 

(6.7) F (ri) = y (6/I€A*0 un (absolument conxergente) 

pour tout n (de OR) c r'. Cela constitue le commencement du calcul 
de la totale des séries. Supposons que : 

(6.8) p est parfait-s, R p ^ o , et la totale F(p) est connue pour 
tout p (de DR), c R , tel que pp = o [ainsi, d'après la remarque 5.3', 
F(p) sera connue pour tout p (de OR'), cR , tel que pp = o]. 

La condition (6.8) entraîne la connaissance de F^(p) (6.1) pour 
tout p (de OR')cR, tandis que le caractère (6.2) voudra dire : 

(6.8 a) Tout r(deOR), cR, r p ^ o , contient un r'(de OR), cr, 
r'p^o, de sorte que (6.2) a lieu pour tout r, (de OR)cr'. 
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C'est-à-dire, (6.8) implique (6.8 a) et F(n) (pour les n indiqués) 
sera calculée moyennant (6.2), où la série est absolument conver
gente et l'intégrale de Burkill existe. Soit Si = j p,} (1 = 1,2, . . . ) la 
famille des ensembles de G' (2.5), pour lesquels 

FP 

P 
(6.8 6) ?l (deOR)cR, ?lp ^ o, F (p) = ^ (6* *?p) *n+f 

[tout p (de OR)cpz]; posons 

(6.8 c) Pi^Kp-^ptP' 

En raisonnant comme à la suite de (3.4) et puisque (6.8) entraîne (6.8 a), 
il vient que pi (6.8 c) est fermé dans R et est non dense sur Rp. 

(6.9) L'hypothèse 4.7 étant admise, envisageons la situation décrite 
dans (6.8). Alors F(r0) sera connue pour tout r0 de DR, tel que r 0 c R 
et r0p = o. 

En effet, d'après l'hypothèse [2.14, (6°)], pour n = 1, 2, . . . , il se 

trouve un rn de OR tel que fn cr0, <p(r0— r„) < i-; fnp = o, d'où F(r„) 

est connue. F est complètement additive dans OR, donc d'après (4.8), 
F est intérieurement continue; il s'ensuit que F(rft) = limF(r„) 

n 

est connue. 
Encore en admettant (6.8), notons que tout point x sur R — Rp 

est contenu dans un p de G' (2.5), tel que p c R — Rp, tandis que F(p) 
est connue d'après (6.9); en outre, si rreRp— p J ='yp z p , il existe 

un pt (de Si) contenant x, F (pi) étant connue selon (6.8 6). Soit 
Sl'={pk\ (A = i, 2, . . . ) la famille des ensembles de G' contenus 
dans R — Rp. Il s'ensuit que : 

(6.8 d) SI + Si' couvre R — p„ les F(p*) étant connues d'après (6.8), 
(6.9) et 

F(Pf) =2(0»ep,/O " » + / * ' • 
"9i 

On peut maintenant démontrer : 

(6.10) Admettons (6.8) et envisageons l'ensemble )px (6.8 c), qui est 
fermé dans R et est non dense sur Rp. Alors la totale F est calculable 
pour tout f de DR, tel que 7cR — p4. 
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D'après le lemme 4.9, avec Si + si' (6.8 d) pour Si, un f (de Oïl) 
étant dans R — pu on conclut que des rv (de Si + SI') (y = 1, 2, . . . ) , 
des pv et des qVtl (i = 1, . . . , /cv) existent, tels que : 

les pv (deOÎl) sont disjoints, pvcrv, ^ = y p v ; 

P v = 2 ^ . f + Cvî l e s ?v,« (de JR') et ev étant disjoints; ev€(*). 
/ = 1 

En tant que gv,iCrv, e. g. ou bien </v,z est dans un pk ou bien qrv,z est 
dans un py, les totales F(qVtl) seront connues et l'on aura (4.9') 

<» « r~ k-
( 6 . 1 0 a ) F ( ~ ) " " 

00 « r~ kv ~1 

=2F(pv)=2 2 F ( ? v , ) + F ( e v ) ; 

V = l V = l L l = L J 

les F(ev) sont aussi connues, car ev étant dans (*), on a 

(6.10a') F (<?v) = y (6/i€ev) »n (absolument convergente); 

si îv,iCp*, F(çv,z) sera connue en raison de (6.8), (6.9). Si Çv.i-cp,, 
posons 

? ? , ! = (ârv,i)°j *v, i=£v, i—tfv. i î aiors tfî^eOR, <?v>f€(*); 

en raison de (6.8 b), 

( 6 . 1 0 6 ) F(5rVfï) = F ( c V i , ) H - F ( 5 r î l ) = ^ (6«€<?v,z -+- a ? . ^ ) W„-H f F/>, 

la série au troisième membre étant absolument convergente et l'inté
grale de Burkill étant définie (et déjà connue). On a vérifié 
l'énoncé (6.1 o). 

Si la situation décrite dans (6.10) a été réalisée et si pi (6.8 c) 
n'est pas parfait-s dans R, nous procédons comme il suit. Si r de OR 
est dans R — pi9 F(r) est connue; en plus, même si r c R — pi et 
rpi^o, F(r) sera connue : F(r) = F(r) + F(e), e = f—re(*) (4.1) et 

F (e) = y (e/i € e) un (absolument convergente). 

Soit Si = {p, j (z — 1, 2, . . . ) la famille des ensembles de G', pour 
lesquels 

(6.11) p,cR, K P i ^ o , pipcqt^n— rt (jetant un ensemble de OR). 
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51 couvre l'ensemble ex des points isolés-s dans pt; 

?i— p ,pi€07l et p,— P Ï P I C R — p i , 

donc F(p,— ptpi) est connue. Ainsi 

(6.n a) F(pz) = F(Pi—Plp1)-+-F(p,p1) = F(p,—p,p1)-t-2(e'*€P'/?')«/o 

la dernière série étant absolument convergente; par conséquent, 
on peut considérer que la totale a déjà été calculée dans tout p* de SI. 
Soient 

(6. i l b) p2 = p1—gi un r de OR contenu dans R—p 2 , 

e1 = y PiPi et p2 est fermé dans R; R — p{ est couvert par la famille 

Si' = { pk'•} (k = i, 2, . . . ) des ensembles de G' dans R — pr, 
SI + Si' couvre R—p>. La totale est connue dans chacun des ensembles 
de SI -\-Sl'. Moyennant le lemme 4.9 et en procédant comme à la 
suite de (6.10), on trouve des rv (de «9i+£R') (v = i, 2, . . . ) , 
des qfV|I (i = 1, . . . , /cv) et des ev [de (*)], tels que : 

kv 

les q, Î (de OR') et e' sont disjoints; lçs pv = y q^,i + ev sont disjoints; 
1=1 

V = l 

= 2 ^P^vO + F ^ ) ! , F(ev)=2(e«eeV)""' 
Vzzl L ^ = 1 J 

Alors il vient 

( 6 . 1 1 c ) F ( ~ ) 

de sorte que F (F) est calculée. On conclut ainsi : 

(6.12) p> étant l'ensemble px (6.8 c) dépourvu des points isolés-s 
dans pi, supposons que la totale F a été calculée pour tout 
T (deÔïl)cR — pi. Comme une conséquence, F sera connue, d'accord 
avec (6.11 5)-(6. n c) pour tout r (deOTt)cR — p2. 

En continuant ainsi transfiniment, si cela est nécessaire, nous 
allons résoudre le problème de totalisation dans R — p*, où p* est 
le noyau parfait-s dans R de p,. Soit (3 un transfini des classes I, II 
et supposons que la totale a été calculée pour tout r (de Oîl)cR — pa, 
pour tout a < (3. Si (3 est de première espèce, pp = pp_i — eP-1, où ei3-1 

est l'ensemble des points isolés-s dans pp-t; alors, F étant connue 
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pour tout F(deOÏl )cR—pp-i , on résout le problème dans R —pp 
d'accord avec le texte qui de (6. n ) mène à (6.12) [avec pp_„ e M et pp 
au ,lieu de pu e1 et p2, Si = { pz} désignant les p de G', tels que p c R , 
ppp__i^o et que ppp_i est contenu dans la frontière d'un ensemble 
de OR, tandis que SI' = {p*} consiste des p de G', contenus dans 

R — pp-i]. Si (3 est de seconde espèce, on pose pp = r T ( a <(3)p a 

et Ton introduit la famille Si = {p, j (1 = 1,2, . . . ) des ensembles 
de G', tels que 

(6. i3) p / c R — p a pour un a < §. 

Il s'ensuit que 

(6. i3 a) si 3?.«est un point de R —-/?p, un pt de SI contiendra x. 

Cela s'établit par le raisonnement qui survient à la suite de (3.12 a). 
Ainsi, avec (3 de seconde espèce, Si (6. i3) couvre R — pp et, la totale F 
étant connue dans chaque pl9 on résout le problème dans R — pp au 
sens que, pour r (deOïl)cR— pp, F(?) se calcule par une formule 
comme (6.11 c) [qui provient par les procédés survenant à la suite 
de (6.11 b), mais avec SI (6. i3) au lieu de SI + SI' (6.11); tout qV)t 

est dans un ensemble de SI; ev€ (*)]. 
Les p a (a transfmi des classes I, II) sont fermés dans R; p a3Pa+i. 

Par conséquent, pour un a0 (des classes I, II) la suite se stabilise et 

(6.14 ) p* = POL0 est parfaits dans R, 

tandis que F est connue pour tout f (deOTt)cR — p* (p*cpiCp) , 
cela étant dans la supposition (6.8). 

(6.15) Soit p, c R , parfait-s dans R; l'ensemble pt (6.8c), c p , 
sera fermé dans R et non dense sur p. L'ensemble p* = pao (6. i4), cp i , 
est le noyau parfait-s dans R de pi. Désignons par (*) l'opération qui 
de p, ou bien de pu mène à p* (6. i4) : 

( 6 . i 5 a ) (p)* = i>*; 

(6.i5 *) (/>0* = i>*. 

Les développements (6.8)-(6.14) présentent un moyen effectif pour 
calculer la totale dans R — p*, lorsque la totale est connue dans R — p, 
ou bien dans R — p4. 

Comme on a mentionné en rapport avec (6.7), un 
parfait-s contient R; ainsi R = P0 est un ensemble 
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En procédant selon (6.8)-(6.8 c), avec P0 pour p, la famille SI = { p£ j 
sera formée des pt de G' pour lesquels 

(6.16) p*cR, F(p) = \ ( 6 r t € p ) un (absolument convergente) 

[tout p (de 01l)cpi]; l'ensemble P0,i = R — y p< sera fermé dans R 
et non dense sur P 0 (= R). D'après (6.io), où p = P0 et p1 = P0>1, 
la totale obtenue pour tout f de DM contenu dans R — P0, i ; le calcul 
est réalisé moyennant (6.16), sans faire intervenir l'intégrale de 
Burkill. Tel est le commencement du calcul de la totale. Le noyau parfait-s 
dans R de P0,i est un ensemble Pi tel que 

P 1 = ( P 0 ) * = ( R ) * ( 6 . i 5 a ) , P i=(Po , i )* (6.156;. 

Corrélativement, d'après l'énoncé (6.i5), la totale est calculée dans 
R — P L On obtient une suite d'ensembles 

(6.17) R = P o > P o , i ^ P i > P i , i ^ P 2 > P 2 , i > . . . > P a , t ^ P a - H >. . ;_, 

comme dans (3.20), (3.20«); 
P«3H_1 = (Pp)* (6.15 a), si (3 est de première espèce; 

Pp, 1 = ] ^ [ ( a < P) Pa, 1 = n (a < P) Pa» si 3 est de seconde espèce; 

Pa+i=(Pa,i)* (6.i5 6); 

pour (3 > o de première espèce Ppfl = Pp—yp<Pp, où {p*} est 

la famille des ensembles de G', tels que 

(6 .17a) , p,cR, PzPp^o, F(p) = 2 , ( 6 ^ pPp)wr-+-jTFP? 

pour tout p (de OR) c pi. Les Pa, 1 (a ^ o) sont fermés dans R et 
forment une suite strictement décroissante. On a P a , i = o pour un a' 
de première espèce. Si (3 est de première espèce et F est connue dans 
R — Pp-1,1, d'accord avec (6.15) F est calculée dans R — Pp, où Pp 
est le noyau parfait-s dans R de Pp-1,1 et Pp= (Pp_,,,)* (6.15 b). 
Puis on obtient F dans R — Pp,!, Pp,i étant un certain ensemble 
fermé dans R et non dense dans Pp; cela se fait selon la consta
tation (6.10), où p = Pp et pi = Pp,,. 

Si (3 est de seconde espèce et F est connue dans R — Pa, 1 pour 
tout a < (3, introduisons la famille SI = j p,} (i = 1, 2, . . . ) des 
ensembles de G'4 chacun contenu dans R — Pa>i pour un a < (3. 
Or Pp.i est l'intersection des Pa,i (a < (3); les Pa,i sont fermés dans R. 
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Par le raisonnement qui intervient à la suite de (3,12 a) [et qui a 
été employé dans (6. i3), (6. i3 a)] on déduit que SI couvre R — Pp,! ; 
F étant connue dans chacun des pl9 F est obtenue pour tout 
r (de OR) C R — Pp i moyennant la famille (6.11 c), d'accord avec les 
développements (6. n 6)-(6. n c) [où SI (au sens présent) rem
place SI + SI' (6.11) et Pp}1 remplace p2 ; gv * sera dans un ensemble 
de SI], Ce calcul est fondé sur le lemme 4.9 et sur la propriété de 
l'additivité complète dans OR de la totale. 

De la façon indiquée on calcule la totale successivement dans les 
ensembles R —P a > 1 . La suite des calculs est terminée et la totale est 
obtenue dans R, dès que a = a' (transfini des classes I, II) minimal 
est tel que Pa ' , , = o. 

7. Transformation de la totale (D) en une totale des séries. — 
Soient R un ensemble de OR et f(x) une fonction totalisable (D) 
sur R : 

(7 . i ) (D) l f(x)dy(x) = <|/(r) (pour tous les r de OR contenus dans R). 

Les sections 2 et 3 s'appliquent; en particulier, la défini
tion (2.i8), (2.18 a) a lieu pour f et u\ Nous admettons l'hypo
thèse 4.7. Ainsi la continuité intérieure de <\>(r) sera une conséquence 
de l'additivité complète dans OR de +. De plus, dans la section présente 
et dans la suivante nous admettons la compacticité des fermetures 
d'ensembles de DM; cette propriété n'intervient qu'à partir de (7.i5). 

Envisageons le commencement de la totalisation (D) de f, comme 
on l'a indiqué à la suite de (3.17 a). Sl0 ., = {p, j (1 = 1,2, . . . ) 
étant la famille des ensembles de G' pour lesquels 

( i i ) f<cR, 4*(p) = (L) T/rf? (pour tout p, € OR, cpO, 

on introduit l'ensemble 

(2O Po.i = R — y Po fermé dans R et non dense sur R. 

On a y p f = R —P0 f i . Introduisons 

DÉFINITION 7.2. — Si un ensemble E est contenu dans la réunion 
finie ou dénombrable de frontières d'ensembles de DM, on dira que E 
est (**); E €(**) . 
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En posant 
, o x ( ?'l = ?U P2 = P2— P2pl, . - - , 

I P»=Pn— Pn(pl -+- . . . -*-Pn-l), • • - , 

il vient que les p'„€OR, les p'n sont disjoints et 

(40 R-P0 J 1=2P«-

Tout p'n possède des décompositions 

( 5 0 Pn=^qn,t-i-en; les qnJ (de OR) disjoints; ene (*). 

Il en résulte que 
» kn « 

(60 R — P 0 l i = 2 2 ^ M + E ° ' 1 = 2 y ° ' / + E ° ' 1 ' Eo,i€(**), 
n = \ i = \ / = l 

{¢0,/) étant un arrangement en une suite simple de {«?/i,iJ; les 
ç0,y€0R e/ E0ji so/irf disjoints; tout q0t/ est dans un pk de la 
famille «9l0,i (ii). 

(7.3) Désignons par &0 ta famille {qo,j\. 
On peut décomposer E0,i en une suite d'ensembles E (j) (j = i, 2,...) 

disjoints, chacun dans (*), donc dans OR; par là 
00 n 

(7,) R-Po l i=2(fifo I / -*-E(y))=lim^> q'l=^(qo,f+V(j))eDR. 

Si f (de,0Ïl)cR — P0)i, on aura rqneo\l et fqn\ f. Alors, d'après 
l'additivité complète dans OÏl de + et puisque rE( j )€ (*), 

*(r)==lim + (F^) = Iimy+(^0 l /H"^E(y)) 
n n «••• 

/ = 1 
n « 

= ^ 2 + (̂ 0̂,/) = 2+(^^0,/). 
n / = 1 ; = i 

Parce que Tq0,/ (de .OR) est dans un p* (ii), <\>(?qoj) est l'intégrale-L 
de / sur fq0,/9 e. g. pour PcR — P0,i 

00 

(7.4) H') = 2 M o ' / ( ? f ) ' °ù M»./(F) = (L>X /rf<P-
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Notons que u0, / (r) est définie pour tout f (de OR) C R. La série (7.4) 
est absolument convergente, en tant que l'ordre de termes n'importe 
pas, cet ordre dépendant du dénombrement de la suite jço,/}-

Notons le fait général suivant : 

(7.5) Soit Fi fermé. Pour a (> i) des classes 1, Il on définit F a 

comme il suit. Si a est de la première espèce, F a = F a - i—e a - i , où ea-i 
est l'ensemble des points de Fa_i isolés-s dans F a- i / si a est de la seconde 

espèce, Fa = l~l(y < a)FT . Soit a' l'indice minimal tel que F a ' est 

parfait-s, ou bien est vide. Alors Fi — F a ' € (**) (définition 7.2). 

Cela peut être démontré moyennant des méthodes du genre surve
nant dans [T; section 4; en particulier (4.2), théorème 4.3], avec les 
points isolés au sens ordinaire remplacés par des sous-ensembles des, 
frontières d'ensembles de OR. 

Envisageons la suite transfinie (3.18) de P0 ,a , ces ensembles étant 
définis à partir de P0ji d'accord avec le texte à la suite de (3.18). 
Pour un a0 (des classes I, II) minimal P1 = P0,a0 ( c R ) est parfait-s 
dans R (ou bien vide). Or ces ensembles P0 ,a ( a ^ O possèdent les 
propriétés des F a dans l'énoncé (7.5); ainsi 

P i = P o , i - E ! , E , e ( " ) ; R - P i = ( R - P o , 0 + E!. 

Selon (6,), 

(7.6) R _ P 1 = 2?o>/H-E1> E*=E0,1-hE1€(**). 
/ = 1 

Reprenons le raisonnement, qui de (71) mène à (7.4), mais avec P, 
et E1 au lieu de P0,i et de E0,i, et pour r (de OTl) dans R —Pi , plutôt 
que pour f dans R — P0fi. On obtient 

(7 .6a) ^(r)=^u0,/(r) pour tout r (de OTl) c R - Pi. 

Désignons par âtlti = {pt j (i = 1,2, . . • ) la famille des ensembles 
de G' tels que 

. ( p , c R , p,P l 5éo, +(P) = ( L ) T / * * + / > ' 
(80 < J ^ p 

( [pour tout p (de 0R)cp*]; 

il est entendu que l'intégrale de Lebesgue et l'intégrale de Burkill 
au dernier membre existent. Comme on a déjà indiqué dans la section 3, 

l'ensemble 

(QI) PI 1 == Pi— p * y P* e s t f e r m é d a n s R e t e s l n o n d e n s e s u r Pl* 
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En tenant compte de la dernière relation et de (7.6), on déduit 

(io0 R - P V i = ( R - P O - + - ( P i - P i , 0 : 2^°^E1 +Pi2pi' ; 

les ensembles Pip^ sont disjoints des q0t/ et de E1 [ € (**)]. 

Pour les pi de âlitl (81) posons 

Pi = Pi? Pii = pu — Pu (p i H- - - • •+• P/i-l ) ( " > -1 )• 

Chaque p'n (de DM) a une décomposition dans OR 

k, 

(i i i) P; = 2pi,v-+-e2 , ies p/>v(de OR) disjoints, ete (*). 
V = l 

Arrangeons les p/,t, en une suite simple pifI (i = 1, 2, . . . ) . Il vient 

00 00 

(12.) p*2p'=2Pi^,''"f"2*1'' e«'=p»«««n-
1 1 

Les Pipi.f sont disjoints entre eux et ils sont disjoints des g0,/ 
(car Ço,;CR — Pi). De plus, p M (de OR) étant dans un p* (de #l i , i ) , 
d'après (81) l'expression 

(L)T /rfç-*-/V 
*/pp1

 J? 

existe pour tout p (de OR)cpi,zî en particulier, les intégrales-L 

(7-7) vitl(r-)=(L) f fd9 

"?PiPi,i 

existent pour tout f (de .m)cR. D'après (ioi), (121) 

eo 00. 

(i3o R - P i , i = 2 g ° ' / + 2 P i j t > M ~ * ~ E i ' 1 ' E I , I = E I + 2 C I # € (**}' 
j=\ i=\ 

les ensembles au second membre étant disjoints. Moyennant 
l'énoncé (7.5), P2 désignant le noyau parfait-s de Pi,i, il vient 
P2== p l f l—E 2 , avec E2 dans (**). Par conséquent, (i3i) 

R - Ps = (R - P,,,) -t- E2 = V q0,, -H-Y PljP,,, -+• E*, 

E^=E l f l -hE î € (") . 
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(7.8) Désignons par &x la famille {q0t/ j + {P , .p M } . On note 
que froC^i. Les Pa>1, Pa+1 (a des classes ï, II) étant les ensembles 
spécifiés dans (3.20), on déduit progressivement (d'abord pour n < w) 
que 

!

oo 00 « 

R - p * = 2 ? ° ' ' H ~ 2 P i / ? i ' , " h - - - + 2 ^ - 1 p»-i>>-*-Eni 
/ = 1 7=1 / = 1 

E" € ( * * ) . 
Ici les P/i-i.y sont obtenus en rapport avec la famille SIn_iti= [pt\ 
des p, de G', tels que 

P,cR, PzP^-i^o, <Kp) = ( L ) f fdy+f*tVn-i 
[tout p (de OR)cp z ] . 

p'i = pi5 pi = ?k— PA(PIH- . . .H-PA-0 ( * > 0 

et l'on décompose tout p̂  dans OR, obtenant une formule comme (iii) , 
les p/,v (v = 1, . . . , h) étant des composants dans OR de p\; les pn-\tf 

(n fixe), 7 = 1 , 2 , . . . , constituent un arrangement en une série 
simple de la famille j pl)V\ (v = 1, . . . , fc; i = 1, 2, . . . ) . Les 
ensembles 

0 5 0 Ço,/, PJ/>>,/> •••> Pn-ip^-i,/ (y = 1 , 2 , . . . ) ' 

sont disjoints; de pZus Zes intégrales-L de f sur ces ensembles existent. 
Nous posons [pour tout T (deol l )cR] 

( 7 . 9 a ) vkii(r) = (L)f fd9 ( i ^ * < t o ) . 

En posant P 0 = R , Po,i=qo,t, on peut définir v0,i(f
t) selon (7.9 a), 

obtenant v0fi(f) = u0,i(f) (7.4). 
(7.10) On désigne par $n-\ la famille 

{qo,f 1 -+- ! ïNpi,/} -+-• • • -+- ! P/ï-iP/i-i,/ }• 

Les ensembles de $n-\ sont disjoints; S ^ c ^ - i . On peut exprimer (7.9) 
ainsi : 

( 7 . 1 0 a ) R - P » = S ( 3 V - 0 + (**); 

ici et dans la suite S ( . . . ) dénote la réunion des ensembles de la 
famille ( . . . ) qui survient. On a aussi 

(7.io6) R-P*- i , i = S ( S v _ 0 - f - r ) 
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Pn est le noyau parfait-s de P*_i,i et P«_i,i — Pn = ( * * ) ] . Nous 
[écrivons 

(7. n) 3 ^ = 2 ^ " = f?o,/}-HP«P/i,/} ( i = ^ < a) ;y=i , 2, . . . ) . 

Or 

Po,,i = J J (« < *>) Pn.i = f j ( " < w) P»> 

donc 

R - P < O , I = 2 ( R - P « . O = 2 R - V " 
/î < CD /ï < 'i) 

Il en résulte que 

(7. u a) R - P W i i = S ( * w ) - * - E W l l , E^!=(** ) . 

Pco+1 étant le noyau parfait-s de Po>,i, d'après (7.5) POJ.I—P&>+i = (**} 
et 

(7. u b) R — P w + 1 = 8 ( 3 ^ ) + E « E<*> =(**) . 

Si pour un a des classes I, II 5̂ a est connue, tandis que l'ensemble 
R — S(^a) n'est ni vide ni un (**), indiquons comment on forme la 
famille #a+i. On a 

j R - P a > i = S ( ^ a ) + Ea>l3 R-P« + 1 =S(^ a ) -hE«+S 
( 'l2) ( Ea , , et E*-" dans (**), 

Pa-M étant le noyau parfait-s de Pa,i. Envisageons la famille 
#ta+i,i= {p*} des ensembles de G', tels que 

L zcR, p,P«M^o, ^(p) = (L)T /<*p-h/V a + I 

( l 6 l ) < ^pPa+ l ^ P 

( ]tout p (de OR)cpz]. 

Moyennant les procédés survenant à la suite de (i/Ji) [pour obtenir 
une suite simple pn-it/ (n fixe)] on trouve une suite de pa-H,/ 
(j = i, 2, . . . ) , tels que 

LesjDa+i,, (a fixe) sont disjoints; />a+i,/€^>R; 

(x7i) \ toutpa-t-i,/ e$* d « ^ «« PA (dfe ^ l a + i , 0 ; 2 P * " " 2 ^ " + 1 , , = = ^ ' 

Enfin on pose 

(7 .12 a) &a+i = #«-+- { PflH-i/iflH-i,/ ). 
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D'après la seconde relation (7.12), les ensembles de ^ a sont dans 
R — Pa+i, donc les ensembles de &*+! sont disjoints, comme ceux de &a. 
On vérifie que les relations (7.12) sont remplies avec a remplacé 
par a + i . Si (3 est de la première espèce et ^p_t est connu, 
&p = 3 ^ + ( Pppp,y J ; si (3 est de la seconde espèce et les &a (a < (3) 

sont connues, on a &$ = 2 ^a. Dans tous les cas (7.12) a lieu. Pour (3 
a<|3 

quelconque des classes I, II on obtient 

(7.12 b) *p= I q0t, } - + - 2 ^ = ^ 1 3 ) I Pa/>«,/ }, 

où pour a de seconde espèce on considère Papa,/ comme vide [pour 
un tel a les Pa, pa,/ n'étaient pas définis]. 

En revenant à la suite transfinie (3.20), on note que pour un 
certain a' minimal (des classes I, II) cp(Pa/fl) = o (nécessairement a' 
est de la première espèce). On a P a ' - i , i^Pa'> Pa , i mince. 

D'après (7.12) (pour a = a') 

v * ' \ E'=Pa',i-4-Ea',i disjoint de S ( 3 v ) , ? (E') = o. 

Les ensembles de 3 v sont 

(7.136) f,,,/, Pa,/ (i = « = a';y = i , 2, . . . ) , 

où PaPa,/ est considéré comme inexistant dès que a est de seconde 
espèce. Les intégrales-L de f existent sur chacun des ensembles de ^a#. 
Si f (de OR) C R, on pose 

x / ( r ) = ( L ) / fdy (i = a _ a'; a de première espèce) ; 

(7.13c) { ' 7y>< 
"o,/(?) = ( L ) j / r f ¥ = Mo,/(r) ( P 0 = R, po , /= 0o,/). 

r«7o,; 

Dans la suite on considère seulement les pa , / , tels que <p(Papa,/)> o. 
Sous les conditions intervenant dans le texte en rapport 

avec (2.7), (2.7 a), la pseudo-distance p (xi9 x2) de deux points xu £2 
est définie; l'inégalité triangulaire peut être en défaut pour la pseudo
distance. Si A est un ensemble, son pseudo-diamètre p(A) est défini 
comme 
(7.i4) P(A) = sup p(a?, y) (pour ar, y sur A), 
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pourvu que p (x, y) soit définie pour x, y sur A. On peut étendre la 
définition de la pseudo-distance de sorte qu'elle existe pour tout couple 
de points. Il est possible de diriger les développements donnés plus 
haut dans la section actuelle en remplaçant R par R [un ensemble 
fermé (parfait-s) relativement à R devient fermé (parfait-s) au sens 
absolu], de sorte que les propriétés suivantes aient lieu. 

(7.i5) Dans chaque ensemble Papa / (épais) de 3v choisissons un 
point 6a j [ o ^ a ^ a ' ; j = i, 2, . . . ; a de première espèce] et consi
dérons que 6a,y est associé avec Papa / (épais). Arrangeons ces 
ensembles et les ôa , en deux suites simples : 

<>)n pour les ensembles (épais) de $&, 0* pour les points ôa, j (1 ^ n < o>), 
Q„ étant le point associé avec &>n. 

(7. i5 a) Les fermetures des pa , sont dans R et les pa,y jouissent 
des propriétés : (i<>) pa>7Pa>1 = o; (20) p(pa,y) est arbitrairement 
petit avec cp(pa,y) Tune conséquence de (2.i4, 90)]; (3°) pour a fixe, 
?(p a / ) tend vers zéro, lorsque 6a , tend vers Pa,i [e. g. lorsque 
p(^a/, Pa i ) ->o; si x est un point et A un ensemble, 
p(x, A) = inf p(x, y), le point y variant sur A]; de plus, 

(7 . i 5a ' ) I « , ,= (L) f | / | r f ¥ < « ( P « - P « + i ) ; 

(i8i ) Ia,/->o [a fixe et p(6 a t / , P a , i ) - > o l ; 

(7.i5 b) Pour a fixe, l'ensemble des points d'accumulation des pa>/ 

(avec Papa , / épais) est dans Pa,i. 

(7.i5 c) Les pa>y (avec Papa / épais) sont choisis de mesure suffi
samment petite de sorte qu'il existe une constante c (nécessairement 
c>cp(R)) pour laquelle 

22 < p ( / ? a » / ) < c (e=a-°Oï 
a 7=1 

conséquence : les ensembles de toute collection infinie des p a , ; (avecp^yPa 
épais) ont les mesures et les pseudo-diamètres tendant vers zéro; 

(7. i5 d) Les nombres Ia,y (7. i5 a') possèdent zéro comme le seul point 
d'accumulation [ainsi I w = I a y , n correspondant à (a,j), ->o pour 
n->oo, et le même sera vrai pour les vn(r) = v0LtJ(r) (7. i3 c)]. 

D'après (7. i3) et (7.12 b) (avec [3 = a') il vient que 

(7.16) Ô n = e a > / € R —E' . 
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Pour réaliser (7.i5c) on assujettit les py de «9la,t (a de première 
espèce) aux conditions (161), avec a pour a + 1 , et à la condition que 
les mesures des pt soient suffisamment petites de sorte que 

('9") ? / f 2 p . > \ < ( n - 0 ? ( P a - P a i i ) •(?-) 
r, noter que Pa — Pa, i = P « 2 P'c 2 P'l ' 

on a <p(Pa)>o pour a ^ a ' , donc tous les Pa—Pa>i ( « ^ a ' ) sont 
épais (a est de la première espèce); en outre [(171) pour a au lieu 
de a +1] 

2*(^a»')=*(2piV 
2 ? ( P a ~ ~ p*.*) = 2 ^ P a ~ ~ Pa+1^ = ?^R^ ^a d e Prernière espèce), 

a 

Notre objet est de vérifier [dans l'hypothèse de compacticité des 
fermetures des ensembles de 011] les constatations suivantes : 
(7.1) Pour tout f (deoll)cR la série de 

^ ( r ) = ( L ) j f /rf? ( i ^ i i<w) 
7 wn 

est totalisable sur R. 

(7.II) La totale F(R, r) = ( R ) 2 T ^ ( r ) des séries sur R vaut 

<],(/-) = (D) ffdy [la totale (D) de / s u r ~ ] . 
r 

Tout pa>/ est dans un pk de .01«, 1 [cf. (17,) et (161), avec a pour a + 1 ; 

pAPaFéo; puisque Pa,i = Pa—Po^pi, on a pAPa>1 = o. D'après 

[(7.i5a), (1°)] 

(i') pa,/CR—RPa,i. 

Si x est un point sur R et un a est donné, x peut être contenu dans 
un au plus des p a , ; [car les pa>/ sont disjoints, si a est fixe]; dans ce 
cas, x sera dans R — Pa, 1 et x sera étranger à tout Pp, i et Pp pour (3 ^ a 
(il ne s'agit pas de Pp pour (3 de seconde espèce). 

(7.17) Pour un a fixe de première espèce, soit E fermé et 
EcPa-1,1 — Pa,i. Alors les pp,y joints à E (et avec Pppp,y épais) 
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sont en nombre fini [o ^ a ̂  a' + 1 ; P_,, i = R ; P«', i mince ou 
vide, Pa'+i,i = o]. 

C'est analogue à un énoncé dans (D; p. 371). Pour démontrer 
notons d'abord que, si un pp,7 est joint à E, on aura ( 3 ^ a. En effet, 
pour (3 < a tout pp,y, étant disjoint de Pp,, (1'), sera disjoint de Pa-t,i 
et de E; car Pp, i^P a - . , i . 
(2') Les pa,/ joints à E (avec pa,yPa épais) sont en nombre fini. 

Si (2') n'était pas vrai, une infinité de pa,/Jt (k = 1, 2, . . . ) seraient 
joints à E (a fixe); d'après (7. i5 c), p(pa,y*)-> o. En raison de compac
ticité la famille d'ensembles-pa,/jt possède un point d'accumulation x 
sur E fermé. E étant dans Pa-i,i — Pa,i, x sera étranger à Pa>i, ce 
qui est contraire à (7. i5 b); (2') est vérifié. 

Il reste à considérer les pp,, tels que 

(3) ? > « , pp,/jointàE; <p(Pppp/)>o. 

Supposons, si c'est possible, que les pp,/ satisfaisant à (3') sont en 
nombre infini. Alors des (3yt>a et des j * (k = 1, 2, . . . ) existent 
[les (3* n'étant pas tous nécessairement distincts entre eux], de 
sorte que 

(4') ppA)/A est joint à E, ? ( P p * p p W i ) > o. 

Or P a , i^Pa+ i^Pp>Pp, i . On note que : 

Oo) p%/k est disjoint de P.^,, (i'); 

(2o) p%Jk (et, en effet, p$k,Jk) contient un point y / t€Pp^P a +i ; 

(30) pp*,/* contient un point za de E. D'après la compacticité, pour 
une suite croissante d'entiers Av (v = 1, 2, . . . ) les limites 

limjKx, = y, l i m ^ v = * 
V V 

existent et i/ePa+j, zeE. Or 

p(pp,/)^pOxv, **»)> o u P = Pxv, / = /*.• 

En tenant compte de (7. i5 c) et en prenant lim, il vient 
k 

o = l i m p ( ^ p , 0 ^ 1 i m p ( ^ v , ^ v ) = hmp(yAv, *k*) = p(y, *)> 
k k k 

Donc y — z, c'est-à-dire Pa+i est joint à E; mais E est disjoint de Pa,i 
et, par conséquent, de Pa+i (contenu dans Pa,i). Il y a contradiction; 
on a vérifié que les pp,7 satisfaisant à (3') sont en nombre fini. En somme, 
l'énoncé (7.17) est établi. 
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On observe que 

(7.18) R = 2 ( - l = a = «')(Pa,i-Pa-M,0, 

les ensembles au second membre étant disjoints. En effet, soit x 
un point quelconque sur R. Posons v a = Pa,i — Pa+i,i ( — i ^ a ^ a ' ) . 
Il y a un p. minimal tel que x e R — P^,, ; alors x e PT, i pour tout y < j / . 
Si JJ. est de première espèce, 

# € P ^ _ l f i et arGPjt-1,1— P ^ i = v^-i. 

Si f/. est de seconde espèce, on aura x dans les PT,i pour y < ^ , 
donc xGPy.,1, ce qui est impossible car x est dans R — P^,,. Ainsi 

R = ^ . (o = JJL _ a'-+-1) vy.—i, avec jx de première espèce; 

la conclusion (7.i8) s'ensuit. 

(7.19) Si # est un point sur R, les pp,/ contenant x (et avec Pppp,/ 
épais) son/ en nombre fini. Ainsi les 

on/ une disposition clairsemée. 
C'est une conséquence immédiate de (7.17), (7.18). 

(7.20) Désormais nous supposons que les 0 n ( = 0 a j / ) peuvent être 
choisis de sorte que toute frontière d'un ensemble de DM contient un 
nombre fini au plus de 6„. 

On peut réaliser .la propriété indiquée au moins dans les deux 
cas suivants : 

(7.20 a) Les r de DM sont en infinité dénombrable. 

(7.20 b) L'espace est euclidien Un à k dimensions et les r de DM sont 
intervalles (ouverts) à k dimensions. 

Eh effet, on observe que les w« = wa > /= Papa,/ sont intersections 
d'un ensemble parfait-s et d'un ensemble ouvert. Par conséquent, 
au cas (7.20 a), les frontières d'ensembles de OR étant en infinité 
dénombrable, on peut choisir les 8* (€w„) de sorte qu'aucun d'entre 
eux n'est sur une frontière d'un ensemble de OR. Au cas (7.20 b), 
pour k = i, la frontière d'un intervalle consiste de deux points. 
Dans le cas (7.2oft), pour k>i, nous procédons de la manière 
suivante. R est un intervalle at< xt< bt (i = 1, . . . , k); 

6 , = ( ^ , ^ , . . . , * Î ) € R . 



64 W. J. TRJITZINSKY. 

Les P0p0|y = Po,y ( = ?o,y) sont épais; les 60,y [€g0,y] sont choisis dans 
un certain ordre, soit 80,i, 80j2, . . . ; 

Vi=(*?'S*2 0 ' 1 , - . . ^ ï ' 1 ) ; ®o,2=(^î'2
5 . . . , ^ ' 2 ) 

est choisi de sorte que xy^xy (v = i, 2, ...,k). Ayant spécifié 

00,1 j G(),2j • • • j ®0,f7> 

n o u s p r e n o n s 80,.7-+-1 = ( £ Î , q r + ,
f . . . , ^ , < 7 + 1 ) de sorte q u e 

^ 0 , , 7 + 1 ^ 0 , , [p = i , 2 , . . . , ? ; v = 1,2, . . . , * ] . 

Ainsi on définit les 80l/ (j' = 1, 2, . . . ) . Soient a de première espèce 
et un s < w ; supposons que les 8p,7 ont été choisis pour tout (3 
(de première espèce) < a et pour tout o ̂  j < w (tels que 
?(PpPp,y)> o), ainsi que les 8a>/ pour tout i ^ j ^ s , pour lesquels 
?(P«P«./)>o. Alors 8«if+i = (^*+1

f . . . f xJ' ' + 1 ) [sicp(Papa,,-Hi)>o] 
est déterminé de sorte que x*'Ç_M est distinct des xl'J ([3 < a, 1 ^ j < w) 
et des xa>/ ( i ^ j ^ s ) , cela étant pour v = 1, 2, . . . , k et seulement 
pour les valeurs des indices pour lesquels les ensembles indiqués plus 
haut sont épais. Si les 0p,/ ont été définis pour tout ( 3 ^ a et pour 
tout j < co [pour les valeurs telles que ?(Pppp,y)> o], nous déter
minons le premier des 8 ^ , / , soit 8 ^ ^ (si Pa+ipa-H,i est épais), de 
sorte que, pour v = i, . . . , / c , x**1'1 est distinct des x^; pour tous 
les (3 et j que nous venons de mentionner. Éventuellement on choisit 
tous les 8„ (1 ^ n < w). D'après le choix progressif des # ; ' (v = 1,..., k) 
pour tous les a et j , pour lesquels <p(Papa,y)> o, il vient que tout 
plan Dv == {#v = Cte j est ou bien dépourvu des 8„ ou bien contient 
précisément un 8«. Par conséquent, dans la frontière d'un ensemble 
de DM (e. g. d'un intervalle à k dimensions) se trouvent au plus 2 k 
points 8,1, ce qui vérifie la constatation relativement au cas (7.20 b) 

(7.21) Si p ( c R ) est parfait-s, il y a un a ( — i ^ a ^ a ' ) tel 
qu'une portion w = wp est contenue dans Pa,i — Pa+i.i-

La démonstration se fait comme dans une situation analogue 

dans (D;p. 38o). D'après (7.18), on a p =2p(Pa, i—Pa+Li) . 

Le théorème de Baire s'applique dans la théorie actuelle, donc pour 
un a l'ensemble va = Pa 1 — FVM.I est dense sur p; va est partout 
dense sur une portion û' de p, le même étant vrai pour P«,i (Dva); 
d'où Pa 1 fermé contient w'. Or Pa-+-i, 1 est non dense sur w'. Sinon Pa+1 1 
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est dense sur w' et Pa+i,i fermé contient une portion w" de û ' (de p), 
ainsi 

Pa,i 3Pa-M,i 3 tô" et vaô>"=o, 

ce qui est contraire au fait que va est partout dense sur w" (l'étant 
sur W'DW"). Ayant établi que Pa+i,i est non dense sur û', on conclut 
que w' contient une portion w de ô>' (de p) disjointe de Pa+i,i; 
(7.2i) est vérifié. Cet énoncé est indépendant de l'hypothèse (7.20). 

8. Transformation en une totale des séries (suite). — L'ensemble 
R — RPa , 1 (o ̂  a ^ a') est ouvert. Pour a fixe, soit # l a = { p* \ 
(j = 1, 2, . . . ) la famille des ensembles de G' contenus dans R — P a , i ; 
cette famille est dénombrable comme G' l'est. On a 

j R-RP«,i=2p?=2?y' *?=P?> 
( i i ) { j ; 

l r t = p ; - p 2 ( p ï - + - - - - + p ï - i ) ( * > o , 

où les q*. sont dans oïl et ils sont disjoints pour a invariant; 
V 

(ai) ^ = 2 ^ . ( ^ e%r v = = v ; ; 

1 = 1 

p* f (de OR) disjoints pour a invariant; e*€(*). Arrangeons les p*j t 
en une suite simple {pf } (i = 1, 2, . . . ) . On obtient 

(3,) R -RPa , 1 = 2 ^ - + - ^ . ^ «a.i €(**), 
f = i 

les pa (de OR) et ea,i étant disjoints (a fixe). D'après (7.61), on peut 
choisir p° = q0,i. 

NOTATION 8 .1 . — f étant supposée totalisable (D) sur R (de OR), 
posons 

^ = (D)j7<*?î F(?;/0=(?)2T"«W 

pour h, c R, mesurable et pour q (de OR) C R, dès que la totale de 
séries existe. 

DÉFINITION 8.2. — Pour q (de OÏl)cR posons 

(8 .2a) fq(x) = ° s u r t o u t w*'> d o n t l e 6/»'€H —«7, 

fq(x) s u r R - Q ( ? ) , 0 ( ^ ) = 2 ^ ^ -
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Si fq(x) est totalisable (D) sur un r0 (de DM) c R, pour un q (de Oïl) c R, 
posons 

(S.2 b) ty(q;~)= (D) ffq(x)dy(x) pour tout r (de OR)cr0 . 
r 

(8.3) Dans les conditions de la section 7, la condition (7.20) étant 
admise, si pour un rQ (de DM), C R , la totale-(D) <\>(q; rQ) (8.2 b) existe 
pour tout q (de OR)cR, il s'ensuit que ty(q; f0) est la totale-série sur q 
de vn(f0), e. g. que 

(8.3 a) ty(q; ~0) = (q)^Tv,t(ru) = F ( ? ; ~0) pour tout q (de OTl)cR. 

En effet, on peut établir cet énoncé en remarquant que les 8„ ont 
une disposition clairsemée [voir (7.19)] de sorte qu'une série est tota
lisable, si les conditions de la définition 6.5 sont remplies (voir 6.6). 
Tout revient ainsi à la vérification du fait que la totale (D) 
de fq(x) (8.2a) sur f0 (fixe), considérée comme fonction d'ensemble 
q (de OÏl)cR, possède relativement aux p*(r0), associés avec les 0„, 
les caractères spécifiés dans la définition 6.5. 

Si f (deOR)cR — RP0,i, on déduit (7.4) 

(40 <Mr)=2"o,y(r), 

la série étant absolument convergente. Par suite, <\>(q;r) existe pour 
ce f et pour tout q (de OTl) c R et l'on a 

(50 +(£> ^) = 2 P ° » ' ' ( ^ ) (série absolument convergente), 

où la somme est étendue sur les indices tels que 0Ojj>^q. Les 0« situés 
dans P0,i sont précisément les 0a,/, avec a > o; pour un tel 8n un j =jn 

et un a = aw (> o) correspondent de sorte que 

G/i = Ga, / € Pa Pa, / C Pi p a , / C P0,ipa, y î 

le vn(f
i) qui correspond à ce 8„ est l'intégrale-L de /"sur fPapa,y (<*> o); 

mais f c R — RPo.i et P acP0 j i , d'où fPa est vide et vn(r) = o. 
Les 0̂  qui correspondent aux v0,j(r) dans (4i) sont les 0O,/ et sont 
précisément les 0„ situés dans R — RP0,1 ( c R — RPi). La série 
de vn(T) (avec f c R — RP0,i) consiste des v0}/(f), tous les autres 
termes étant nuls; donc, selon le théorème 5.7, cette série absolument 
convergente est totalisable sur R et 

F ( R ; r ) = 2 " o , / ( r ) . 
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Les 8„ qui correspondent aux v0j>(r) dans (5i) sont les 80,/> et ils sont 
les 8„ situés dans q.[R — RP0,,]; d'après le théorème 5.7, 

F(?;~)=2"o,y'(~). 

Ainsi 

(8.4) <K?;?) = F( f ;F) pour r (de OTt) C R — RP0,1 et ?(deOÏl)cR; 

en particulier [^(R; r) =] ^(f) = F(R; ~) pour les r spécifiés. 

Pour r(deOR)cR —RPj il vient (7.6 a) : 

(M +(^)=2^.^)-
Il n'y a pas de 8„ dans P0,i — Pi. Les 8„ qui correspondent aux v0}/(f) 
dans (61) sont les 80f/ et ils sont les 8„ dans R —RPi (en effet, dans 
R — RPo,i). La série de vn(r) (où f c R — RPi) est formée des v0,/(r), 
les autres termes étant nuls; d'après le théorème 5.7, cette série est 

totalisable sur R avec F (R; r) =^?v0j(r). En vertu de (61) 

ty(q; T) existe pour FcR — RPi et pour tout q (de OÏl)cR et 

(71) ty(q\ r) =-2_ivo,j'(~) (série absolument convergente), 

la somme étant sur les indices tels que 80,^6.7. Les 8„ correspondant 
aux Po, /' (r) dans (7J sont les 80, y ; ils sont les 8n situés dans q.(R—RP4) 
[dans q.(R — RP0,i)]; d'après le théorème 5.7, il vient 

F(<T, r )=2"o , / ' ( ? ) . 

Enfin 
(8.4a) ty(q\r)=F.(q;r) pour r (de OTl) c R — P4 et q (de OTl) c R, 

d'où 
• <KF) = F ( R ; r ) pouf ~ c R — RP4. 

A partir de (8.4) et de (8.4«) et en utilisant les résultats jusqu'ici 
obtenus, on peut réaliser une transformation de la totale (D) en une 
totale-série, en suivant la méthode progressive indiquée par Denjoy 
(D; p. 374) dans l'espace euclidien 01,. 

On suppose que pour un a (< a') on a établi que la série de vn(r) 
est totalisable sur R pour tout r (de 0Ïl)cR —RPa,i, que <\>(q; f ) 
existe pour f dans R —RPa,i et pour tout q (de 0Ïl)cR tandis que 

(8.5) <K?Î ?) = F(?'> r) fdonc +(*) = F ( R ; **)]; 
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il s'ensuit que, pour tout q (de OTl)cR, 

(8 .5a) < K Ï ; r) = F(q; r), ^ ( R , r) = ]*(F) = F(R; 7) 

pour tout F (de 0~l)cR — RPa+i [les 8„ dans F (g; F) (FcR—RPa-+-i) 
sont ceux situés dans q.(R — RPa+i)] ; ensuite on obtient ces relations 
pour tout q (deOR)cR et pour tout F (de OÎl) dans R — RPa+i,i. 
Puis, avec un (3 de la seconde espèce, on suppose qu'on a obtenu 

(8 6) ( * ( ? ' F ) = F ( ? > r ) p o u r t o u t F ( d e O Ï l ) c R - R P a , i , 
( tout q (de OTl) cR, pour tout a < p ; 

comme une conséquence, il vient que 

(8.6a) <K?; r) = F(q; r) [donc *(F) = F(R; r)] 

pour tout g (de OÏl)cR et tout F (de OTl)cR —RPp,,. 
Ainsi, en procédant progressivement d'accord avec une suite trans

finie d'opérations, indiquées plus haut, on conclut que, au moins dans 

les conditions de la section 7, la série de vn(f) = (L) f /*dcp est tota-

lisable sur R, pour tout F (de OR) dans R — RPa,i, e. g. dans R, et que 

(8.7) <Mr) 1"= (D)jf/rfçl = F(R, r) [= ( R ^ T ^ F ) ] 

pour tout F (de OR) C R. 
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