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INTRODUCTION ()

Ce travail concerne la construction des solutions élémentaires scalaires,
tensorielles et spinorielles, au sens de L. SCHWARTZ [1] et A. LICHNEROWICZ
[1], du laplacien (ou dalembertien généralisé) d’une varité V,, riemannienne,
analytique, de type hyperbolique et orientée. Ce probléme, déja résolu
par Mme CHOQUET-BRUHAT [1] est étudié ici par la méhode des séries de
HADAMARD [1] et des fonctions holomorphes a valeurs distributions de
GUELFAND et CHILOV [1].

Le chapitre I rappelle quelques résultats de géométrie riemannienne et
certaines propriétés des distributions (P + i 0)* d’un espace plat ainsi que
leur extension a V,,.

Le chapitre II est consacré au cas hyperbolique de signature (p +, g —)
oupetq > 1(ultra-hyperbolique). La généralisation de la méthode & 4 + Cte
et & 4 + B0, + Cte est immédiate. Sur les espaces harmoniques, le pro-
bléme se raméne 4 la résolution d’équations différentielles du type de Fuchs,
comme dans le cas plat.

Dans le chapitre III, nous envisageons le cas hyperbolique normal ou
apparaissent les propriétés de support bien connues.

Le chapitre IV généralise ces résultats aux cas tensoriels et spinoriel
(sur ¥,). Le bi-tenseur de transport de la connexion correspondante joue
un rdle fondamental.

Le chapitre V concerne d’abord I'invariance par isométrie des noyaux
élémentaires déduits des solutions élémentaires, puis la construction de ces
noyaux quand V,, est C* : nous retrouvons ici la méthode utilisée par Mme
CHOQUET-BRUHAT ; nous achevons enfin sur le cas hyperbolique normal.

A Monsieur LICHNEROWICZ et & Madame CHOQUET-BRUHAT, j’exprime ma
profonde gratitude pour leurs conseils, leurs encouragements et l'intérét
qu’ils ont bien voulu accorder A ce travail. Je remercie également Monsieur
LERAY pour ses conseils et ses remarques.

(*) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie.






CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1 Tenseurs-distributions sur une variété riemannienne.

a) Soit V,, une variété riemannienne, orientée, de classe C®, d’élément
de volume #, de métrique g,4, olt V désigne les dérivations covariantes pour
cette métrique.

Nous désignons par Da(® p) l'espace des p-tenseurs de classe C°, &
valeurs complexes, & support compact sur 'ouvert Q de ¥, et par Do(® p)
P’espace des p-tenseurs-distributions au sens de A. Lichnérowicz [1]. Si T
est un p-tenseur localement sommable sur 2, on a T € Do(® p) en posant,
dans un systéme de coordonnées locales quelconques sur  :

(LU = [ Topf0 U ) 163

pour tout U € Do(® p).

b) Dans le cas scalaire, ces espaces sont désignés par Dg et Dg. Les déri-
vations covariantes sont des applications continues Do(® p) - Do(@ p + 1):
Pour T € Dy, nous avons :

(Vo T,U*)> =—-(T,V,U*) =<4, T, U")

pour tout U € Do(® 1). Avec le laplacien scalaire (dalembertien généralisé)
défini par

A= —-VPo,=—g*V,o,
il vient :
(AT, 90> =<T, Ap >

pour toute ¢ € Dy,

Les espaces Dg et Dy peuvent encore &tre définis d’une fagon purement
scalaire & condition de définir spécialement les effets des changements de
coordonnées locales et des dérivations (M™ Choquet-Bruhat [2]).
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¢) La mesure J,- de Dirac relative au point x’ € 2 est définie par
{(d,,0 > =¢(x") pourtoute p €Dy

et une solution élémentaire de A pour le point x’ est une distribution E € Dg
solution de

AT = 3,..

Sur un espace plat, ce probléme peut étre résolu par la méthode de Guel-
fand et Chilov [1] des fonctions holomorphes & valeurs distributions que
I’on prolonge analytiquement. Ce sont ces résultats que nous commence-
rons par rappeler.

2 Distributions de Guelfand et Chilov sur R™, pour Re 4 > — m/2 — 1/2.

Dans ce paragraphe, les nombres réels x/ (j = 1, ..., m) sont les coordon-
nées d’un point quelconque de R™ ol nous considérons les distributions
g% (P+ i0)* et 6{%(P) de Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2) en donnant
exactement leurs définitions et leurs résultats pour Re 1 > — m/2 — 1.

a) Distributions §* :
Soit sur R” la forme quadratique T & coefficients complexes g, :

F=g,x'x*=P+iP'

ol P est une forme quadratique réelle quelconque non dégénérée et P’
une forme quadratique définie positive. Pour 1 € C, posons

F* = exp[A(Log |F| +iArgd)] ou O<Argf<m.

Pour Re 1 > 0, et ¢ € D, l'intégrale
(Foo>=| Toar
nm

converge et est une fonction analytique des coefficients de § et de 4. La
distribution 9% e D’ ainsi définie est donc univoquement déterminée par
ses valeurs sur I’ensemble des § = i P’ pour lesquelles P = 0.

Pour § =i P =ia,x"x, il vient :

(@) =2 jkm (a,s X" x°)* @ dx .

On peut trouver un systéme de coordonnées x'’ ol
P= (xll)z F e 4 (xnw)z - ’.2;
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alors :
ei*4/2

Ja
ol a=dé(a,) et g = dét(g,,).

em/z
J. r22. ) dxl = j r21 ) dx' ,
R™ RM

<“Tls¢> =
V=g

Passons aux coordonnées polaires x'* = ro; :
<]
I rProdx = j. P24y (r) dr
0
ol
)= [ otrapds, s, = sphire unité do R”
sm
On peut écrire
1
J. r241.¢ dxl = j r2).+m—l('l’(r) _ w(o)) dr +
0

® 2a4m- 1 ¥(0)
+ L r24t 1l[/(r)dr+§ T+ mp

oll le second membre est analytique en A dans le domaine
Rei>—m2 -4, A# —mf2

On peut ainsi définir le prolongement analytique de §* dans ce domaine,

A = — m/2 étant un pdle simple avec :
e—im/4 e—inm/4
résidu (9%, 9 ) = ——— Y(0) = ———— @(0) ds
A= =2 2V(-"g 2J(-ig e
m/2 e—inm/4
= ‘L“;—"*— ¢(0).
V(=" g I(m/2)
Finalement :
. nm/Z e-inm/nt
résidu §* = 6 (6 = distribution de Dirac 2 ’origine).

i=-m/2 I(mj2) N/ (-)"¢g

Dans le cas général o § = P + i P’, la distribution $* admet dans le
domaine Re 4 > — m/2 — % le seul pdle (il est simple) A = — m/2 ou
le résidu s’obtient en prolongeant analytiquement 1’expression précédente.
Prenons en particulier :
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P=(x")? 4+ + (x)? — (x**1)? — = — (x™)* = forme quadratique
ultra-hyperbolique de signature (p + , g—) et P’ = g[(x")® + - + (¥™?]
ou ¢ est réel positif, on obtient alors

=g =(c =% (e — D)% (e + )% .. (e + D)%

p termes q termes

avec z% = |z|%el®®2 _p<cargz<m.
Avec ces expressions de P et P’, Guelfand et Chilov posent :

(P +i0)* =limd*.

2=0

Cette distribution (P + i 0)* est réguli¢re pour Re A > — m/2 — }

sauf au point A = — m/2 (pdle simple) ol ’'on a :
m/2 _—inqg/2
résidu (P +i0) = 255,
i=-m)2 ( ) I(m/2)

En raisonnant de la méme fagon sur les formes quadratiques A partie
imaginaire définie négative, on obtient (P — i 0)* et :

2 7!:m/2 e+irrq/2 5
résidu (P —i0)' = ———
A=-m/2 ¢ ) I(m[2)
b) Distributions P} et 6{}(P) :
On suppose toujours que
|4 m=p+y
P=Y (- ¥ ()
i=1 j=p+1

est ultra-hyperbolique. Pour Re 1 > 0, considérons les distributions

<P1,¢>=L>OP‘¢dx et <P*.,<p>=fpo(—P)‘<pdx-

Passons aux coordonnées bipolaires x' = pw; et x/ = ow;:

(PLo) = j (0* = ** o(pwy, 6w)) p* 1 671 dp do dS®P dSW

p>a

- r .r (p* = a®) ¥(p,0) p" ' 6" ' dp do
[}

0
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avec

o0 = | olpw, ow)) ds® a5

SpXSq

Posons ensuite u = p%, v =02, Y,(u, v) = Y(p, o) et enfin v = ut :
© 1
(P o) = Zli j whtmiz=1 g, j (1 — O 49 D/2 (4 1) dt .
V] (1]

11 en résulte que ¢ P%, ¢ ) a la premiére série de pdles
A=—-k (k=1,2,..)

qui sont ceux de

1
DA, u) = Ho (1 = *t @212y (u, tu) dt
avec
L. (_ l)k—l ak—l —2y2
résidu @(J, u) = . 1= ,t
A=k 4 u) 4k — 1)1 o+t [ Vilw, 1] t=1

Ainsi, pour k > m/2 :

résiduq PL, o> = (D j’w T LD g, )]
am-k 4k — 1)1 Jo a1 e

(_ l)k—l J‘w ak—l
Ak - 1)1 )0 aptt

u —k+m/2—ldu

t=1

uP=232 4, .

[ yy(u, v)]

v=u

Ce résidu introduit la distribution 6‘1"_”(P) portée par le cOne P = 0,
d’un type primitivement considéré par J. Leray :

) _1(7 0 -
COPEre>=71 - [v ¥1(u, v)]

ul?=2 4y
u

o=
Ainsi :

. - l)k—l
rés1du PJ' = g————
immt>mmz | (k= 1)!

Dans les mémes conditions, on trouve :

3IP) .

1
: A (k—=1)
;,-_-r_éksid_umlz P- (k - 1) ! 62 (P)
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ol :
® ED 8 e (a-2)2
(8PP =—| S[u ¥y(u, v)] d dv .
4 o Ou u=v
De I’expression primitive de ¢ P%, ¢ il découle que le point A = — m/2
est aussi un pdle pour P (nous nous bornons toujours a

Re A > — m/2 — }).
Nous donnerons plus loin P’expression de ces résidus, que I’on trouvera

dans ’ouvrage cité de Guelfand et Chilov.
Pour Re 4 > 0, on a les relations :

(P +i0)* = PA + e*i*2 p?

qui se prolongent analytiquement pour Rel > — m/2 — %, A1 # — m/2.
Ces relations, jointes aux expressions des résidus de (P + i 0)* et de P
permettent d’obtenir :

8{(P) — 6(P) = 0 pour k <mf2 — 1
§{27I(P) — 852" D(P) =
(= P2 gmi2 s pour p et g pairs

(= 1)1z gmiz=1 [?;(pp/zz)) _ f‘((;//zz))

Nous nous proposons d’étendre ces distributions & une variété V,,. Pour
cela, nous utiliserons les coordonnées normales et, pour éviter d’introduire
sur V,, une métrique 2 coefficients complexes, nous partirons des définitions
ci-dessus des’ distributions P} et 5(1'f)2(P), nous calculerons les différences

3P(P) — 65°(P) et nous en déduirons les propriétés des

] é pour pet q impairs .

(P+i0) = Pi + etitA p* |

Pour plus de simplicité, nous commengons par le cas plat.

3 Les distributions 5{,(P) sur un espace plat.

Nous gardons les mémes notations qu’au n°® 2 : M, est un espace plat,
muni d’une métrique

p p
P=Y (x) -
i=1 j

+q=m
(f)?
=p+ 1
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de signature ultra-hyperbolique (p +, ¢ —). Pour ¢ € D, on passe aux
coordonnées bipolaires x' = pw;, x’ = ow;; on pose :

o) = [ olow, ow) as® as®
SpxSq
puis, en prenant u = p? et v = ¢2, on définit ¥ ,(u, v) = Y(p, 0).

a) Pour tout entier k > 0, Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2) définis-

sent les distributions 5(1’?2(P) par les formules :
1

{8B(P), ¢ > = 3 j-: ;:,_‘ (v(q—z)/z W, (u, v))

ylP=2)2 du
v=u

™2y |

— 1)k [0 Ak
amey =S [T 2 ey, )

Pour k < m/2 — 1, ces intégrales convergent et on a :

o1P) = 3(P)

Pour k > m/2 — 1, on pose :

= u(G‘Z)IZ—k Y’(u);

v=u

ak
P (V@22 yy(u, v))

k
T @I Y, 0) | = o a);
u

ou ¥ et @ e Dy. 1l vient alors :

{ 8¥(P), ¢ ) = valeur régularisée % jo u* Y(u) du

A=m/2-2—-k
(__ l)k ©
{8P(P), ¢ » = valeur régularisée — j v d(v) dv;
A=mj2-2—k 0
ces régularisations étant faites au sens de Guelfand et Chilov ([1],Ch. 1, § 3).
b) Proposition.
Quand m est pair :

S{M2™D(P) — 8§27 V(P) = (- 1?22 5 si p et ¢ sont pairs

(m/2=1) Dy _ s(m/2=1)py _ (_ 1\P=1)/2 ;m/2-1 I'(p/2) _ I'(q/2)
) = 5{ ) = (- 1t O T 5
si p et ¢ sont impairs (1).

r'en _

1 .
(') On sait que T2

1 1
- C—2Lo 2+z(1+—+---+-——-).
& 3 k— 2
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Démonstration.

Lorsque p et g sont pairs, les intégrales qui définissent 6‘1",'/22' 1)(P) conver-
gent réguliérement. Nous pouvons supposer que ¥,(u, v) = f(u).g(v) ob
fetge Dp.

Intégrons m/2 — 1 fois par parties :

© amlz-l

(m/2-1) _1
e,y =

=8 (P), 9 ) -

(0(4-2)/2 g(v)) f(u) u(p—Z)IZ du

0 dv""z -1 =u

m/2-2 dmiz-2-n

"i "20 (= { 5,(f(u) uP=D2) o - P (gu) u@=2'?),_, }

ol la derniére somme ne comporte que le terme en (p — 2)/2 :

o) - sy, o5 = CRT (2 1)1 (22 1)1y 0

4 2

SCDE (4 (22 1)t v,

avec

¥4(0,0) = ¥(0,0) = (p(O)j 4ds® 4s@

Sp xS,
4 g2
D@2 -1t

Lorsque p et g sont impairs, il faut régulariser ces intégrales, ce qui donne :

< 5(m/2—1)(P) ?)> =1 [Jl u'l('I’(u) - T(O)) du + j’“’ u™! ¥Y(u) du]
1 s 41), 1

CE"*(P), 9y =

_ L:I_Z"f__l U:v-l(cp(v) — ®(0) do + j

Posons encore ¥ (4, v) = f () g(v) ou fet ge Dg :
P(u) = u?’? f (u) dpjz— 1 (w7 g())

0

v d(v) dv] .

1

donc
¥(0) = u”? £(0) dpyyz—1 u?*7" g(0)
D(u) = u?? g(u) dm/2— 1 (“plz_ ! S (“))
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donc
?(0) = u? g(0) dpyj2- w271 £(0) .
Nous pouvons écrire :

48" (P), 9 ) =
= J. ' u- 1[“”2 f@w dm/2 -1 (“qlz -t 8(“)) - “plzf(o) dm/2 -1 (u 92-1 8(0))] du
o

+ j. u”'[U? f (u) dpyja -y (u”* ™ *g(u))] du
1
et intégrer m/2 — 1 fois par parties :

48P, @) = 4<5MI(P), 0 ) +
m/2—-2

+ ,.zo (= D[da(@™71 f () dpyp - -n(u¥>"" g(w)) —

- d'(up/Z- ! f(O)) dm/2 —2—n(uq/2 -t g(o))](l) +

m/2—2
+ ;o (= DA, ("7 £ W) duja— 5 (W~ g(w))] 2.
Donc:

4CBTIP) - 2T(P), 0 ) =

m/2-2

=-f@20 Y (=1'[du"*""dp, 5, u"? '], .

n=0

En développant cette derni¢re somme, on trouve :
m/2—2

Z (— 1)" [dn up/2-1 dm/2—2—n uq/2—1]“=1 =
n=0
—1y2 T(p[2) I'(q/2) ( 2 2 2 2 )
— (— 1\(P—1)/2 . —_— e ) D e =
=(=1 — —\2+3+ +7 =3 2-3 73

(= D12 I'(p/2) I'(q/2) [F ‘@2 I '(p/Z)]
n I'q2) 121"

Ainsi :

o2~ 1(P) — 8§"2=1(P), @ )=

_ V0,00 (= DP"V21(p[2) I'(q/2) (1" (N '(q/2))
4 n I(pl2)  I(q/2)
= (= )P~ 1/2 gmiz-=1 (F'(p/Z) _ I"(q/2)

(o) r(q/z)) OF
C.Q.F.D.
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4 Les distributions P’ et (P + i 0)* sur un espace plat.

a) Considérons les distributions P définies par Guelfand et Chilov sur

un espace plat (voir le n° 2, b de ce chapitre). Ils partent, pour Rel > 0,
des intégrales

(Phoy=[ Poar, <PLey=| (-Prew.
P>0 P<0
Dans le domaine Re A > — m/2 — } auquel nous nous bornons tou-
jours, ces intégrales peuvent étre prolongées analytiquement pour :
A#—mp2,—1 on 1=1,2,..,(m—1)2 lorsque m est impair
A#—-m2,—1 ot I=1,2,..,m2—1 lorsque m est pair.

Dans le domaine considéré, les points A = — m/2 et A = — [ sont des
poles. Voici les résultats de Guelfand et Chilov ([1], Ch. IIL § 2,2):

Pour m impair :
Tous les pdles sont simples et, en utilisant la proposition dun° 3 :

(= D'

rfil(_ifl P:'. = Wéﬁ'_n(l’);
.. i 1 a-vpy _ 1 (1-1)py .
rddy PX =g P =gonitt O
— 1)¥/2 g2 L .
ésidu PA = { (_—_l" (3" 7 é  (p impair, q pair)
i=-—m/2 0 (p pair, g impair)
0 (p impair, g pair)
résidu PL = | (= D" 2" Vi nmné (p pair, q impair)
A=—m/2 r(mlz) p parr, g p .

Pour m pair :

Les poles 4 = — [ sont simples avec les mémes résidus que dans le cas
ol m est impair.

Le pole A = — m/2 est simple si p et ¢ sont pairs :

.. _ l)m/2—1 _ (_ l)qIZ 7[m/2
résidu P* = (__-—5("'/2 uwpy4—2 =
i Py = 0 Ot T
residu PA = —L_gpr-npy ¢ ST L g-upy
imemz . I(m2)? I(m/2) I(mf2)

(voir proposition du n° 3).
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Le pdle A = — m/2 est double si p et g sont impairs ; au voisinage de
= —mf2ona:
£ +
rt € € + partie réguliére

TG+ m2? A+ m2
avece .

+ (—1)"'/2—1 (m/2-1) ("1)("“)/2 a2 ! I'(p/2) _ I'(q/2) .
C="Fmpy T D [r(p/z) r(q/z)] %
(___ l)(q—l)/2 nle—l

I[(mf2)

- 1 (m/2—1) (- 1)("“)/2 nm/2t I"'(q/2) _ F'(p/2) .
Cio=Fmp®% O —Fmp [I"(q/2) I'(p/2)] %

Ctz =

— 1)(?" D2 om/2-1

o
C2="TFmp) —°

et ’on déduit, de la proposition dun° 3 :

- __1 (m/2—1) (= De*I2 271 TT(p[2) _ I"(m/2)
C- =T’ B T Fmp) [r(p/z) r(m/z)] 8.

b) Dans le domaine Re A > — m/2 — %, nous posons par définition :

(P +i0)* = P +e*i** P2

lorsque A # — mf2 et A # — I

Proposition :

Le point A = — m/2 est, dans ce domaine Re 1 > — m/2 — 1, le seul
pble de (P + i 0)*. C’est un pdle simple et, quelle que soit la parité de m :
ssid 0 X e;inqlz nmlzé
résidu(P +i0)* = —————9.

a=-m/2( £10) I(m[2)

Démonstration.

Les poles &ventuels de (P + i 0)* sont ceux de P} avec un ordre au plus
égal.

lercas: poles A = — lavec I =1,2,3,... <m/2:

: TMA (—' l)l_l (-1) *in(—-1) 1 (1-1), —
ris:ci?(Pilo) = (1-1)!5* P) + e (——1_1)!51 (P) =0.

2
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2¢ cas : pOle A = — m/2.
o) m est impair :

(- l)q/z a2 _ e¥ina/2 om/2 ) ‘ .
T 0 = T(mp 0 (pimpair, g pair)

résidu (P + i())" = | eEinemi2_ qypi2 gmi2
A=z T(m]?)

e:F ing/2 ﬂm/2

= TR 0 (p pair, q impair) .
B) m est pair :

Si p et g sont pairs, la proposition se vérifie immédiatement. Pour pet ¢
impairs, on a, au voisinage de A = — m/2,
ty+etimizen,
4 + m/2)?

+ Finm/2 C. +i Fiam/2 ~—
LChite e 1me ™ Co2 4 partie régulidre,

@+iop="C

+

oul'ona:

Ci,+e*™2CZ, =0 et C¥ +e*™2Ccz =90

ce pole A = — m/2 est donc simple, et il vient :
+in e:Finm/Z(__ 1)(p-1)/2 nm/Z—l e:Finq/2 nm/2—l
résidu (P + i0)* = = é =
redi (P +10) TP T
C.Q.F.D.

A la suite de ces n° 3 et 4, nous avons défini et obtenu, pour
Re 1 > — m2 — } les propriétés de (P + i0)* sans passer par une métri-
que complexe : nous pouvons revenir maintenant 2 une variété V,,.

5 Coordonnées normales sur V,, :

V., st une variété riemannienne, orientée, de classe C*®,

a) Soit x’ un point fixé de V,,, 2 un vcz_is\inage de x’ dont chaque point x
peut étre joint & x’ par un arc géodésique x’ x unique. A tout vecteur u,. tan-
genten x’ 3 * x correspond sur % x un paramétre géodésique affine s uni-

que tel que s,- = 0. Si T (espace tangent en x’ & V,,) est rapporté a un repére
R* arbitrairement choisi, les m nombres

x* = sul
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sont bien déterminés et définissent sur €2 les coordonnées normales d’origine
x' et relatives 3 R* (A. Lichnérowicz [2], n° 26, p. 39).

Deux systémes de coordonnées normales issues de x' sont liés par des
relations :

x¥ = A5 x*;  AF =Cte; dét(45) #0.

Dans la suite nous rapportons 2 a I’'un quelconque de ces systémes ; en
reperes naturels pour ces coordonnées, le vecteur tangent en x  la géodési-

que x’ x est uz = u} et I'on a g,p(x) ulul = g,4(x) u% o dont on déduit
immédiatement :

8ap(¥) X* X7 = 5% gg(x) uT uf = gs(x') x* x°.
De plus (A. Lichnérowicz, [3], p. 6) :
@n 8ap(x) X = g,p(x) x* .
En effet : le long d’une ééodésique non isotrope,

8ap(x) dx® dx? = ds? g,5(x) u% uf = ds® g (x") u% ul. ;

ainsi :
8ap(x") ug ub. ds = g,4(x) uf dx
et:
Os N Y B 8
e 8yp(X") Ul Ul = gop(x) uy .
ox
11 vient :

0 ,
pwr (8y6(x") sul. sufl) = 2 sgp(x) ul ,

soit encore :
0 ,
2 g.4(x") xF = 5; (gyp(x ) x7 J"’) = 2 g,5(x) x?

et cette relation se prolonge par continuité aux géodésiques isotropes.
b) Nous pouvons poser
1,2) P(x) = gop(x) x* x% = gop(x) x* x" .

En particulier, si R* est orthonormé et si ¥, est de signature hyperbolique
(P 4'9q _09
m=p+q

1.3) P(x) = E &= ¥

Jj=p+1
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Le conoide caractéristique I'y- du laplacien A a pour équation
Px)=0

et cette fonction P(x) permet de définir les distributions de Guelfand et
Chilov sur cette variété V.

6 Les distributions 5{",(P), P et (P + i 0)* sur V,,

V,, est supposée de type ultra-hyperbolique, de signature (p +, g —),
pet g > 1. x’ est un point fixé de ¥,,. Nous rapportons un voisinage Q2 de x’
aux coordonnées normales relatives 3 un repére orthonormé R* de T,..
Dans ces coordonnées (x%), la m forme élément de volume s’écrit :

n(x) = 1gx)[dx' A= Adx™ ol  g(x) = dét (g,()).
a) Passons aux coordonnées bipolaires :
¥ =po;, (I1<i<p) et X¥=00; (p+1<j<m=p+9).

Pour ¢ € Dy nous pouvons prendre 'intégrale

o(pw;, 00)) \/| g(pwy, ow)) | dSP dS@
Sq

puis poser # = p?, v = 02, ¥;(u, v) = Y(p, 6) pour définir, comme au n° 3

les distributions 5‘1",)2(P). Les résultats de ce n° 3 s’étendent ici, puisque

Vo0 = |

Spx

Vige) = +1.
b) Prenons maintenant la fonction
p 1 ia m=p+q 2
(L3)  P(x).= gup(x) x* x" = gop(x) x*x* = -21 C jZ“ €9
i= =r

définie et étudiée au n® 5. Nous pouvons aussi introduire sur ¥, les distri-

butions P étudiées au n° 4 dans le cas plat (!). Les résultats restent les
mémes. Nous pouvons poser finalement, dans le domaine Re A > 0

(P +i0)* = P* 4+ eti®t p

et ces distributions ont les mémes propriétés de poles et résidus que dans le
cas plat (en remplagant partout d par d,-) quand on les prolonge dans le
domaine Re A > — m/2 — % .Nous retiendrons donc les résultats suivants :

(*) Pour Re 4 > 0, ce sont les fonctions :

Pl P% pour P> 0 . pa ={ 0 pour P=0
*1 0 pour P< 0 ’ - (— P)* pour P< 0.
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Pour les distributions Pi, les poles A= —1-2,..., > — m/2 sont
simples et :

O G ) i It fidqu pA — L
(1,4) rfs:c_t:lp =0=D 191 (P); ref-_’g? P = I=D1

Le point A = — m/2 est le seul pdle (il est simple) de (P + i 0)* dans le
domaine Re A > — m/2 — 1,

3¢~ (u) .

I ccidu (P - 2:Fi1:q/2 7zm/Z
(L,5) fgs-lm?z (Pxi0) Tm2)

¢) Rappelons quelques propriétés de la méthode du prolongement ana-
lytique des distributions : Soit D, un domaine connexe du plan complexe C.
Une application 1 € Dy — T, € Dg est analytique (ou holomorphe) si,
pour chaque ¢ € D, la fonction numérique Ae Dy - {T;, 9 >eC est
analytique sur D,. Si, pour chaque ¢ € D, cette fonction se prolonge ana-
lytiquement sur un domaine D (le méme pour toutes les ¢) contenant Dy,
P’application A — T, € D’ se prolonge analytiquement sur D (L. Schwartz [1]
Ch. III) et I'on peut étendre & T, les résultats classiques concernant les
poles, résidus... (Guelfand et Chilov, Ch. I, app. 2).

Si T, est invariante pour une isométrie L opérant sur V,, quand 1 € D,
T, est invariante pour tout A € D. Si pour 1€ Dy, ona

AT‘ = Ul

Sy .

ol U, se prolonge analytiquement sur D, on a cette relation pour tout
Ae D. Chacune de ces propriétés découle de l’unicité du prolongement
analytique.

d) Sur le domaine ReA> —mf2 — %, A# —mf2, A # — 1, -2, ..,
nous sommes en présence d’une définition précise du prolongement analyti-
que des distributions P} et (P + i 0)* pour lesquelles nous avons

{aT;, 9> ={T;,ap)  pour « fonction C® .

P'PL =P PP = (— 1P et PP 1i0)=(P+i

pour tout entier n = 0.
Enfin, si F(x) est une somme du type considéré par Hadamard

F(x) = g: F,(x) P(x) (avec des F,(x) qui sont C°)z
n=0 .

nous avons, au sens des distributions :

N N 3y, N - RS
F(x)P4L = Y (£1)"F(x) Pi'™" et F(x)(P£i0)* = Y F,(x)(P+i0)*™
n=0 n=0



CHAPITRE II

SOLUTIONS ELEMENTAIRES
DANS LE CAS ULTRA-HYPERBOLIQUE

V,, est supposée analytique (C”) de métrique C°, de type ultra-hyperbo-
lique de signature (p +, g —) avec p et ¢ > 1. Tous les calculs sont faits sur
un voisinage 2 d’un point fixé x’, rapporté a des coordonnées normales x*
relatives 3 un repére R* orthonormé de T.

1 Calculs de laplaciens.

a) Nous nous servirons souvent des formules suivantes :

{aL1) gé(x) 0 P(x) =2x"
aL2) g#(x) 0, P.o,P = 4P
a,3) AP() = —2m — — 0, [Tg@] -
lg(x) |
En effet :

8“’(") ap P= 8“(") ap(g,,;(x') x! xa) =2 gap(x) gpo(x') x*=2 8“(") gpa(x) x°.
(d’aprés I, 1)'= 2 x*
g%(x) 95 P.0, P = 4 X" g,(x") xX*=4P.

Enfin, en remarquant que x* = suy = Sux ,

1 [
P=——=—39, “(x) 05 P
NECL (V18() | g#(x) 85 P)

— 0.(g™ _ o RAVECI
0,(g%(x) 8 P) (x) 0 P JI"g'(le
g0,/ 8 2s —
EREPPINRIP VL LYAE (LG AN LI )
N Y m = g Ve

C.QF.D.
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b) Nous supposons que Re 4 > 1 et que 7 est un entier = 0:

3,P1+"“={(A+n+l)P“"a“P pour P>0,
0 pour P<O
=@A+n+1)Pi"s, P
a¢P1+n+1={0 pour P>0}_
—(A+n+1(—P>*",P pour PO
=—@A+n+1)P*"o,P
0 PLi0) "' =(A+n+1)(P+i0)*"4,P.
Vp 0P =
=@+n+1)A+nPi" 19, P.0, Pt
+@A+n+1)PY"V,0,P. |
AP =
=—@A+n+DA+nPi" 1 g¥(x)9, P.0,P +
+ (A +n+1)Pi™"AP.
Il découle de (1L, 2) :

19

APY™ Yy = —4A+n+ DA +n)PY" P+ (A +n+1)PL" AP,

Donc:

APET™Y) =F@A+n+1)Py"[- AP + 41+ n]
AP+iO)**"* = —(A4+n+1DPLi0)**"[—AP + 41+ 4n].
¢) U,(x) étant une fonction C*,

Vﬁ aa(Un P}:i:+"+1) = Pa:i:.‘-"-'.1 Vﬂ aa Uy, =

+ (1 +n+ 1) P8, U,.0, P + 8,U,.0 P) + U, V; 8, PA*"**

A(U,, P}:.t+n+1) = Pl:'!:+"+1 AU,, :F

FG+n+1)Pi™"2g%x) 8, P.d, U, + U, APA*"*1

ol
g*¥(x) 8, P.0s U, = 250, U, .
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Donc:
AU, PA" Y = PAY™ 1 AU, F (A + n + 1) Pi".450,U,
FUMA+n+ 1)PY™(—AP + 424+ 4n)
A(ULP £ i0)**"* ) = (P £i0)**""1 AU, —
—4A+n+ 1P i0)*"s0,U,
—A+n+ D@L U(— AP +44+4n).
Compte tenu de (IL, 3) :
AULP £i0)**"*!) = (P +i0)* P"*' AU, —
— 40+ n+ 1)(P £i0) P sd,U, — (A +n + 1)(P £ i0)**"U,Q2 m+41)

2s —
, .
Traw oVIe® )

—(A+n+D@Pxi0OPU, (4n +
Donc:
A(ULP £i0)**™ ) = — 4 (/1 +%) P+i0)*A+n+1)PU,

(IL4) + (P +£i0)* P AU, —

—(PLi0P(+n+ 1){4sasU,,+U,, (4"+jz|'s{|a“/m) }

d) Suivant une méthode de J. Hadamard [1], considérons une fonction
analytique

N
U(x) = ;o Un(x) P*(x)

ol N est un entier quelconque > 1 et les U,(x) des fonctions analytiques :
il découle de (11, 4) que :

A(UP +i0)**!) = % A[ULP £ i0)**"*1]
n=0
ILs5) AUP +i0)**) =
m N
= -4(/1+7).(P+i0)‘ Y@A+n+1DU,P
n=0

—(A+DE@+i0) [4sa,U., + U, (%a,\/m)]




SOLUTIONS ELEMENTAIRES DANS LE CAS ULTRA-HYPERBOLIQUE

- (P +i0} f} P [(A+n+ 1){4sasU"
n=1

+ U, (4n + isla,\/m) } - AU,,_,] + (P +i0)** ¥ AU, .
g

Vi

2 Cas oll m est impair.

a) Dans le cas ou V,, est de dimension impaire, posons,
0
Ux) = Zo U,(x) P'(x) .
Pour Re 1 > 1, il découle de (I, 5) :

(I1,6) AUP £i0)*"*) = -4 (/1 + %) (P+i0)U -

oy’ 25,
—A+DP+i0) [4saon+Uo\/lglas\/|g|]
—(PiiO)‘iP"[(l+n+l){4sasU,,
n=1
2s —
+U,,(4n+mas\/lgl)=—AU,,_l]
ou
(L,7) U'(x) = i A+ n+ 1D)Ux)P(x).
n=0

Pour des U,(x) solutions analytiques des équations différentielles (en s)

2s

Vgl

LY A +n+ 1){4s63U,,+ U, (4n +

(IL3) 450,U, + Up %+/1gl=0

2s

Jl

L’expression (I, 6) se réduit a

AUP +£i0**) = -4 (/1 + %) U'P+i0)*.

21

glam/m)}—w,..l= .
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b) Calcul des U, :

Imposons & Uy(x) d’étre solution de (II, 8) avec

Up(x') =1
nous obtenons
%Uo _ _10,lgl
U, 2 \/ gl

€t nous prenons

Uox) = | gx) I*
qui est bien analytique sur le voisinage Q de x'.
L’équation (II, 9) s’écrit

s _ AU,...I
Sa,U,,+U,, (n anon) _4().+n+ 1)
ou encore :
3 (s" U,,) _ 1 s""1AU,_,
s\ U, T4A+n+1) Vo

et nous prenons

U,,(x) = UO(x) j’ tn-l AUn—l(e) dt
4A+n+1s" o Ug®)

ol l'intégrale est prise le long de la géodésique ¥x: & = tu.

Cette solution est la seule qui soit analytique sur Q. En effet (Hadamard
[1], book II, Ch. III, § 62-63) supposons que U, () soit analytique ; ceci
entraine I’analycité de AU,_,(x) etona:

AU,_() _ +
U 2 020

i=0

ot les Q, sont des polyndmes homogenes de degré i par rapport aux coor-
données normales &*. Alors

U0 _ 1 2" s 1 20
Ugx) 4G +n+ 1):;) jot” Q4e) de 4 +n+ 1)iSon +i

ce qui prouve ’analycité de U,(x).
Ce résultat reste valable pour tout 4 %= — 2, — 3, — 4, ...
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¢) Convergence des séries U et U’ :

Les séries
-] o0
U= UP e U=Y@A+n+1)UP
n=0 n=0

définissent sur un voisinage suffisamment petit de x’ (et contenu dans ), des
fonctions analytiques en x et holomorphesen A pour A # — 2, — 3, — 4,...

Démonstration : (Hadamard, [1], book II, Ch. III, § 63).

Pour toute fonction v, posons

— 1 - v — Av

Av = ﬁ;A(vUo) , v= . donc v = U—oet :

Uy =1 U —-—1———r VAU, _ (&) dt
V] ’ n 4(”+A.+1)S” o n—1 .

La démonstration s’appuie sur la méthode des fonctions majorantes,
dont le symbole est noté <. o et r étant des constantes convenables, les coeffi-

cients de A peuvent étre majorés par la_a/r ol o= ) |x*|. Pour

- a=1
K .
toute fonction analytique v < a—~—/—); , il existe une constante o telle que
- ofr
KU < _LISn(n—-Fl) . Alors :
(1 - a,/r)n+3
o K,2h2h + 1)
(l _ 0'/7‘ 2h+3

U, < K

1 —a/r* AU <

et, g étant proportionnel a s sur chaque géodésique :

— CK,2hQh+1) 1

° th K
U j‘ dt< h+1
pr1 < 41A+2+h| oo = glr)it (1 — ofr)?®*D
ou
_ &' Kh2h(2h + 1) Kh+1 ’ (fini
K"“_4(h+l)|}.+2+h|donc K, — o (fini)quand b - + o0 .

Les _U—,, étant analytiques, _ﬁ,, = Z o™ ou les 0™ sont des polyndmes
i=0

homogénes de degré i par rapport aux coordonnées normales x*,
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Pour

2
PI< (1—5)

of r
ol k est un nombre positif quelconque inférieur a 1, on obtient :

© n K,, . Kn Kn K” 1
Z‘Q$)||P”|S m.k'l ou mI::-_n-: +1°——->
i=0 o o o Kn o

’

et la série double
_ o ©
U=Y Py o"
n=0 i=0

qui converge absolument peut se mettre sous la forme d’une série entiére
par rapport aux coordonnées normales

U=
i

R,

J

ins

ou I’on pose
R;= Y oMpP.

i+2n=j

On montre ainsi que U est analytique sur le voisinage de x’ ol

2
|P|<1,(1—‘—’)
[+ 4 r

Pour U’, nous pouvons écrire que

K _|lA+h+1]K,

Up=@A+h+ DU, < =
h=( ) h<(1—a/r2" @ - o/r*

ou Kp, /K, ‘& o' et les conclusions restent les mémes.

Pour A # — 2, — 3, — 4, la fonction ﬁl P est holomorphe en A et si
U, P* est holomorphe il en est de méme de U,,, P**!, résultat qui s’étend
alors aux séries U (et U’) qui convergent normalement sur tout compact d’un
domaine ne contenant pas les points — 2, — 3, — 4, ... Il ne reste plus alors
qu’a remarquer que U = Uy U et U’ = U, U’ pour conclure.

C.Q.F.D.

d) Les fonctions U et U’ sont invariantes sur V,, ainsi que les distributions
(P+i0):

Soit L une isométrie sur V,, laissant fixe le point x’, L' ’application linéaire
tangente de transposée L* (A. Lichnérowicz [2]). Nous avons :

(L* g(Lx))aﬂ = gaﬂ(x)
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ou encore tout u, € T, a méme longueur que (L' u);,. A la fonction P(x)
correspond par L la fonction

L* P(x) = P(Lx) = gup(x") ¥ xb, = 5% gg(x) (L u)2(L u)l.
= 5% gug(x") u% uf, = P(x)
et qui est donc invariante.

Il en est de méme des fonctions P} (x) et P2(x) pour Re A > 1 donc des
distributions (P + 10)* pour ReA > —m/2 — 3, A # — m/2 .

Sur les coordonnées normales x% P'isométrie L se traduit par la transfor-
mation orthogonale

x; = aj x{,
avec
o
gaﬁ(Lx) =a; ag gy&(x)
donc

L* g(x) = dét (g,5(Lx)) = dét (g,4(x)) = g(x)
d’ot I'on déduit que U,(x) est invariante.

Enfin, si &(f) décrit le géodésique ¥ x, L&(f) décrit la géodésique # Lx
etona

LU [ PTALU, @,
4Ah+n+Ds"do  LFUL®

par récurrence & partir de n = 0.

L'U(x) =

Ua(x)

e) Calcul des solutions élémentaires :

Pour 4 # — 2, — 3, ... nous avons construit deux fonctions invariantes
U(x) et U'(x) analytiques en x sur un voisinage de x’, holomorphes en et
telles que, pour Re A > 1:

A[U(P +i0)"*'] = — 4 (/1 + %) U'(P £ i0)*
avec
Ux)=41+1.
D’apres (I, 5) on peut prolonger analytiquement jusqu'a A = — m/2:
A[UP £i0)'™*] = — 4 iésidu U'(P+i0)

=-m/2

Fing/2 _m/2
4 (1 _ m) e 0

2] T T(mp2) Ox
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donc

e*inqlz 7tm/2

s o\1—m/2 =4 eoe- "5,
A[UP £i0) ]1=4 T2 = 1) Oy .
m étant impair, les distributions P} ~™?2 sont réguliéres et :
(P i i0)1-m/2 = P_lf—m/Z + e:tht(l—mﬂ) Pl_—m/Z
ce qui donne les solutions élémentaires complexes conjuguées et invariantes :

e*™/2 (m/2 — 1)

U(Pi—mlz + e:tin(l—m/Z) Pl_—m/Z)

4 ™2
(11,10)
U= Y UP; Uy=lgl%;
n=0
= Uo j‘ £ AU,-4(9) dt (m=12.)
T4—m2+n+ "o U®)

Si g est pair, il faut retenir :
— la solution élémentaire

(- D2 rm2 -1)
4 7™/?

P,

de A au point x’;

— 1la solution UP ™2 de I’équation homogéne A(T) = 0.
Si g est impair, il faut retenir :

— la solution élémentaire

_ (= )2 r(mj2 - 1) UpL-™/2
4 nm? -

de A au point x’;
— 1la solution UP} ™2 de I’équation homogéne.
3 (Cas oil m est pair.

a) Quand V,, est de dimension paire, la méthode du n® 2 ne s’applique
plus & cause du terme

Um/2-1 =

UO j.s tm/2—2 AUm/Z—Z dt
40 + mj2) ™t Jo Uo
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suivant Hadamard {1}, posons
m{2—-2 m/2—-2
U(x) = zo U)P'(x) e U= Y A+n+1) U.(x) P'(x)
n= n=0
avec
—— Ui = — U [* 71 AU, (@)
Uo=lgl et (%) Wtnt s j-o Uo® dr,
I<n<m2-2),.
D’apres (11, 5), il vient :

aLil)  A[UP +i0y*1] =
=—4Q+m2UPi0)* + (P £i0)**™"1AU,,,_,.

11 faut alors introduire deux nouvelles séries V et W (cette derniére étant

assez arbitraire) pour faire disparaitre le terme en (P + i 0)**™2-1 Ay, /220

b) Considérons la série
V) = 3 U P
On obtient, d’aprés (11, 4) :
aL12)  A[V(P £i0y*™?] = — (1 + %) (P £ iQ)**+m/2-1

2s

JVigl

— (P +i0)*+m2 [ni pt { (,1 + % + n) [4 0, V,

x [4sa,v'o.+ Vo (20, yTgl+4m+ 44— 4)]

+V,.(4n+4m+4}.-4+\/2|sg|65\/ﬁ—|)] —AV..-x}]-

Pour Re 4 > — m/2, introduisons les distributions

(P+i0)"Log(P +i0) = ;%(Pi—iO)".
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En dérivant Pexpression (II, 12), par rapport 4 4, nous obtenons :

A[V(P +i0)**™> Log(P £ i0) =

— @0t [4sa v +% (—2L55Jm+4m+4).—4)]

JTegl
- (A + %) [(P +i0)**m2=1 Log(P +i0) {4saar Vo

+ V, (E_

Jigl

— (P +i0)**™2 Log(P % i0) L:ilp"*( (,1 + 5+ n) (4sasV,,

O,/lgl+4m+ 42— 4) } + 4 V(P ii0)1.+m/2—1]

+K,(4n+4m+41—4+—21—a,Jm)) —AV,,_,}]

Jigl

— (P £ i0)** ™2 Lz P"'1{4sa,v,,+ v, (4n +4m+ 41
=1

_4+is—as¢|‘g"|) +4Vn(l+%"+")}]'

Jigl

Imposons aux V, d’étre solutions analytiques (en x) autour de x’ des équa-
tions :

2s

Jigl

(A+—’;-J}n) [4s6,V,,+V,,(4n+4m+4).—

4sasVo+Vo( 3,\/|—g—|_+4m+42.—4)=AU,,,,2_2

2s

_4+J—L—?a,¢m)] AV, =0,

On obtient ainsi d’aprés (11, 11) :
A[UP £ i0)**! + V(P £i0)**™? Log (P £ 10)]

=—4 (,1+—';1) U'(P +i0)*

- (,1 + -'2'1) (P +i0)**™21[4V, + Log (P + i0) AU, 5]
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- (P xi0m2 |y prt {4sasV,, +V, (8n +6m+84
=1

—4+:/2|—Z|6,Jm) }]

tandis que (II, 12) devient :
A[V(P £i0)*™?] = — (/1 + %) P £i0)**"™* 1 AUpz-3 -

La distribution (P + i 0)~! étant réguliére :

(L 13) AV =0 pour A= —mf2.
Calcul des V, :
Rappelons que
2s — 4s
—0Jlgl=—:+0,U,:
Jigl '’ Up *7°
4sa,Vo+Vo{—4—S3’O—U°+4m+4}.—4}=AU,,,,2_2;

U Vo msi- 1
(1]

V _ UO J‘s tm+l—2 AUm/Z—zdt.
07 ggmti-1 ], U,
asUO) — 1 .
sa,V,,+V,,(n+/1+m—l—s U, _4(l+m/2+n)AV"""
UO (Vn n+i.+m—1) 1
05 (L . —\ 7
sn_+m+l.--2 UO 4(;-+ m/2 + n) n—1{
UO j‘s tn+m+).—2 AVn—ld
"= 10 n+m+i-1 t.
4L 4+ m[2 + n)s 0 Uy

Une démonstration analogue 3 celle du n° 2 conduit au méme résultat :

o0
lasérie ), ¥, P" définit une fonction analytique sur un voisinage assez petit
n=0

de x'.

¢) Considérons la série

W) = i () P
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Ona:

A[W(P +i0)** ™2+ ] = — (/1 + —';3 + 1) (P £ i0)**m2 [4s o, Wo +

W (¢| )]

— (P +iQ)A*tm2+1 [Z P""{ (A+ 1 +—'§'—+n) [4s6,W,,
n=1

7] -] -

— (P £ i0)*m? [(,1 +%+ 1) (4s63 W,

+W(4n+4m+4l+\/

aan )

AW I

+ ZP"‘(A+1+§+n) (4sa,W;,+W,,(4n+4m+4}.
n=1

+ %aﬂ/m)) - AW,,_I’.

En supposant les W, solutions de

(,i+'—’2’-+1) (4sa,Wo+Wo{

2s
Jigl®

+4sasV1+V1{—£-s—— ;
Jig

et:

(A+—';‘-+n+1) (4s6,,W,,+W,,;

2s
Jigl”

-AVV,,_1= —486,1’;,4.1—1,".’.1 (8n+6m+82.+4+

Jg

).
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nous obtiendrons

(L,14) A[UP +i0)*** + V(P £i0)**™2 Log(P +i0) +
+ WP +i0)** ™21 = _ 4 (/1 + %) U'(P +i0)*
- (/1 + %) [(P£i0)**™2~1 Log (P +10) AU,,2-,

+4Vo(P £i0)y 2717,

Calcul des W, :

A+m
Yoo [s @ m/?]+ D Wo + Vl}] - - (}. ro+ 1) 2
s 0
W _ V1 _ Uo J‘s t}.+m—1 V1 dt
0 A+mi2+1 s"tAlo U,

UO 5 [s).+m+n {(ﬂ, +1+ M/Z + n) W’n + V,,+1}:| =

- s
s4‘l+m+n l. UO

AW, _ m
= 41—(A+1+E+n)1’;+,
- _ Vi1
W = A+1+m/2+n+
U stl+m+n—1 AVV,,_
+ l+n?+n - = Vasy| dt.
s o U, 4A+1+m/2+n)

La fonction W(x) est encore analytique au voisinage de x’.

d) Dans le second membre de (IL,14), les distributions (P +i0)*+m2-1
et (P +i0)**™2~1 Log (P + i0) sont réguliéres pour A = — mj/2. En pro-
longeant analytiquement, on obtient :

e’Fiuq/Z 7,Lm/2

- s n1—m/2 : =4
A[UP £i0)'™™* + VLog (P £ i0) + WP] = Tz -1

d’ol 'on déduit les solutions élémentaires invariantes :

eti™/2 r(m/2 —
4 ™2

(IL,15)

DU +10)™™2 + VLog (P % i0) + WP].
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e) Afin de séparer les parties réelle et imaginaire de (II,15), remarquons
que, pour Re il > — 1,

(P+i0)*Log(P +i0) = Eaﬁ(P +i0)* = a_aﬁ[pl_l'_ + eime pr]

= P! Log P, + e*™ P* Log P_ + inP"
etpour u =0:
Log(P +i0) = Log P, + LogP_ +inP% .
De plus, il découle de (I,4) qu’au voisinage de 4 = 1 — m/2,
(P j: l0)1. = Pi + eiiu(l—m/Z)eiit(lﬂan-l) Pi

(_ 1)»1/2—2 6(11':/2—2)(1;)
Sm2=21i+m2—-1

+ partie régulitre,

+ eir(1-m/2) [1 +in(A+mf2+1)+ ]

{ 1 &2~2 (P)

mZ =21 i+m2—1 + partie réguliére, } ,

d’olt on déduit :

— 1\1-m/2
(P j: io)l—mIZ = i s ( 1)

R T

+ P.l‘-—mlz + (_ 1)1--»/2 P.l_—'m/Z

ot PL™™?2 sont les parties réguliéres du développement des Pi autour de
A =1 — mf2, et prises pour cette valeur de A.
Avec ces expressions (IL,15), s’écrit :

e* 2 rm2 -, . [(=)'™2
47" [i ”’{ (mj2 — 2!

UsP2=2(P) + VPO } +

+ U{Py™2 4 (= 1)!™™2pL ™2} 4 V{Log P, + LogP_} + M’] .
D’apres (IL,13). on a :

A(VPY) = — A(VPY)
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et nous retiendrons les solutions élémentaires

etina/2 I(mf2 — 1) (- 1™z Sm/2=2)
(11,16) P [i‘ {(m/2 )1 - UdY (P) — } +

+ U{Py™™* + (= D'"™™2 PL"™2} + V{Log P, + LogP_} + WP]

dont les parties réelle et imaginaire se séparent sans difficulté (suivant la
parité de g) et qui donnent simultanément des solutions invariantes de ’équa-
tion homog¢ne.

4 Les opérateurs A + B 0, + C.

B*(x) étant un champ de vecteurs et C(x) un champ scalaire sur le voisi-
nage £ de x’, nous cherchons des solutions 7(x) de

(A+B°3,+C)T=5,

Complétons P’expression (II,5) du n° IL1 :
A Pexpression de A(U(P £ i0)***) il faut ajouter (on suppose d’abord
queReld > 1):

(B®0, + O)[UP +i0)*'] = (B°9, + O) Li ULP + io)“"“]
=0

(P +i0)****(B*9, + CO)U, +

Mz

E
]
(=]

(,1+n+ DEP+i0)**"U,B’9,P

uMz

= (P ilo)“‘(B"a +Q)U,
+ @A+ )P +i0*U,B9,P

+ Zl (P+i0)P*'(B?0,+O)U,

N

+ Y @A+n+1)P+i0)*PU,B9,P
n=1

=A+D@P1i0)*U,B 9, P

N
+(@+i0) Y A+n+1)P"U, B9, P

n=1
N

+(P+i0)* Y P(B*O,+OU,_,
n=1

+ P £i0)**N* (B3, + C)Uy.
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En posant
D=A+Bd,+C
on obtient :

m N
D(UP £i0)**!) = — 4 (—2-+).) P+i0 Yy A+n+1)U,P" —
n=0

BP@,,P”

Jz

— G+ (P £i0) [4saon+Uo{\/2|—s ]

- (P+io)* Z p" [(l+n+ l)=4s6 U,+ U, (4n+

- B9, P) } - DU,,_I] + (P +i0)**"*1 py,.
Dans le cas ol m est impair, nous prenons
U= io U, P".
U, étant la solution analytique de

4sa,Uo+Uol S as\/ﬁ-ﬂ—BPa,,p}=o

2s
Vgl

Uo(x ') = 1

qui vérifie
ce qui donne, en remarquant que
%Bf’ 0,P = %B”(x) 8od(X) X* = g,4(x) B°(X) uf = B’ u,
ol u, est tangent a la géodésique x"}, Pexpression :
Uy = ——exp [1 j u, B°(?) dt] ;
* el lado ’

les U, sont alors les solutions analytiques de

DUn-l
A+n+1"

4sasU,,+U,,(4n+ ?[—Bﬂapp))=

2s
Jigl”’

Cette équation s’écrit

so, U, + U, (n - sa’UO) = DU

Uy/ i+n+1
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donc:

d (m=12.)

_ U, J’ S DU,_,(®)
4A+n+Ds"Jo Uy(®)
et la série U s’étudie comme au n° II,2.
m/2—-2
Dans le cas o m est pair, nous posons U = Y. U, P"oules U,

n=0

(0 < n < mf2 — 2) sont déterminés comme dans le cas impair. On obtient :
m mj2-2

D[U(P + i0)“1] = -4 (—2- + ).) (P +i0)* Y A+n+1D)U,P +
n=0

+@P£i0)**™?*"1 DU, -, .

Comme au n° IL,3, le terme (P + i 0)**™2~! DU, ,_, disparait par I'intro-
duction de deux nouvelles séries V et W. Celles-ci ont la forme trouvée pré-
cédemment & condition de remplacer A par D.

En conclusion, nous obtenons une solution de
A+B°0,+CO)T=59,
en substituant
1 1(°
D=A+B°0,+CaA et —exp|-| u,B(§)dt| aU,
Vgl “lado

dans les formules (I1,10) et (I1,16).

Nous y reviendrons d’ailleurs dans le cas d’un espace harmonique, en
prenant B* =0 et C = Cte.

5 Cas ou ¥, est harmonique.

M. Lichnérowicz a déﬁni et étudié dans [3] et [4] les espaces harmoniques :
Pespace riemannien analytique V,, est dit harmonique si au voisinage de
chaque point x' € V,, on a

{1L,17) AP = —2m + Pf(P)

ol f(P) est une fonction analytique de P, réguliére au voisinage de P = 0
(A. Lichnérowicz [4] p. 12 et 18). Ceci implique que | g(x) | est une fonction
analytique de P :

V&P = o
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d’ou 'on déduit

AP(x) = — 2m — g*(x) 3, P.9, Log /| g(P) |
= —2m — ¢'(P) g%x) 0p P.0, P
=—-2m—-4P¢'(P).
donc:
(I1,18) f(P)=—44¢'(P).

Nous supposerons encore dans la suite que V,, est de type (p +, ¢ —) ultra-
hyperbolique.

a) Soit une fonction u(£) holomorphe de la variable complexe ¢ au voisi-
nage de 0, sauf peut-étre en ce point & = 0.

D’aprés les calculs du n° IL1, nous avons, pour Re 4 > 1:
A[(P£i0)** ' u(P+i0)] =P +i0* ' Au(P £i0) -
—(A+1)P+i0)2g¥3,P.opu(P +i0)

—A+DP+i0)*@1—-AP)u(P +i0).
ou:

Au(P +i0) = — g¥ V,0,u(P £ i0) = — g V,[8, P.u'(P + i 0)]
=—g¥V, 9, P.u'(P+i0) —g*9,P.0p P.u"(P £i0)
Au(P £i0) = — 4P £i0)u"(P £i0) +
+[P +£i0)f(P+i0) —2m]u'(P £i0).
Ainsi :
A[(P+i0)* ' u(P +i0)] =P £i0)** ' { — 4P +i0)u"(P +i0) +
+[P+i0)f(P+i0)—2m]u'(P+i0)}
—8A+ D@ +i0* (P £i0)
—A+DEPLiIV2m+44— (P Li0)f(P +i0)]u@P £i0).
A[P £i0)** (P +i0)] =
—4A+m)@A+ D@ +i0)uP +£i0)
—P+i0*" 4P £i0)u'(P £i0)
+{2m+81+8—-f(P+i0)(P+i0O)}u'(P£i0)
—A+DuP +i0)f(P +i0)]
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qui devient, avec une constante C :
A+O[P i) uP +i0)] =
=—4A+m2)A+ 1P £i0)uP +1i0)
~ (P i0* ' [4P +i0)u"(P +i0)
+{2m+8A+8—-(P+i0O)f(P + i0)}u'(P +i0)
—{C+(A+l)f(PiiO)}u(PiiO)]. |
ce qui s’écrit encore :
(1L,19)
A+O[PLi0)*'uP +i0)] =
—4A+m2)A+ 1P Li0) uP +1i0)
—A+m2)P +i0)** ' [Bu'(P+i0) —f(P+i0)u(P + i0)]
—~(PLi0)" [4P £i0)u'(P +i0)
+{8-2m—-(P+i0)f(P+i0)}u'(P +i0)
—{CH+U-mDfPLi0)}uP +i0)].

Nous sommes conduits a étudier les solutions holomorphes au voisinage de
¢ = 0, sauf peut-étre en ce point, de 1’équation

I,20) 48" +[8-2m— @]y - {C+A -m)f®O)}y=0
qui est du type de Fuchs autour de ¢ = 0. Son équation déterminante
rr —mi2+1)=0

s’obtient (voir par exemple G. Valiron [1], n°® 96) en cherchant ses solutions
de la forme

EY(), Y() holomorphe au voisinagede ¢ =0.
Cette équation admet les deux racines :
ry=0, r,=m2 -1
et, dans tous les cas, (II,20) admet la solution :

o§) =&Y (¥ holomorphe)
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pour laquelle (I1,19) s’écrit :

@+ O +i 0" y(P)] =
- 4G+ M)+ (P 10 y(p)
S+ m) (B 0[S (mf2 — D (P) + P(R)}
—f(P).P.l/I(P)] .

En prolongeant analytiquement jusqu’a A = — m/2, on obtient la solution
Y(P) de I’équation homogéne Ay = 0.

L’équation (I1,20) admet une autre solution dont la forme est plus ou moins
compliquée suivant que r, — r; = mf2 — 1 est un entier ou non.

b) Sim est impair, m/2 — 1 n’est pas un entier et (II,20) admet la solution
holomorphe

& u(@) = u(©)

que I’'on détermine par la méthode des « coefficients indéterminés » de fagon
que

u0) =1.
En prolongeant analytiquement (II,19), il vient :

4 eiF ing/2 nm/Z

A+ O[P+£i0) ™ uP)] =47(7n72"—7)*5"'

dont on déduit les solutions élémentaires complexes conjuguées :

e =™/ [(m[2 —

o D ue) @ + 10y,
T

Dans le cas particulier ol ¥, est un espace plat :

f@ =0
et (11,20) devient :
48" +B8—-2my —Cy=0.
Supposons que C = — & < 0 et prenons la variable

n =gt  ((P+i0)"aunsens)
(&) devient u,(n) solutign de

' +@-my +ny=0
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~mi2+1 4 (n) est solution de

’ _ 2
y”+y—+y[1—(——l T/z)]=0
n n
.on prend la solution (J est une fonction de Bessel) :
u,(n) = kJy_mj2 ) » us(m) = k™21 Ty _ (1)
u(€) = uy(e€?) = ke™?71 g, L 0(eE)

ol k est une constante telle que #(0) = 1, soit encore u,(0) = 1 avec

=k () )
dont on déduit :

et uy(n) =1

Q2 - mf2)
k= —szﬁ/*
u(@ = LC =MD -1 gmia=s 5 (eeh)

2ml2—1

<t les solutions élémentaires

r1yz (& m/2—-1 e:l:iuqlz . o\ f-mid . g
(_ 1)(m ("’) — (P + 10) Jl—m/Z(S(P + 10) )

2 47m2
puisque
m_ _m_ n — (— 1)m+1)/2
F(z 1) r(z 2) Y GV R T

Pour C > 0, il faut remplacer J par la fonction I de Bessel modifiée.

¢) Si V,, est de dimension paire, r, — ry = m/2 — 1 est un entier et ’on
a les deux solutions

WO = YE et u(® = E" YO Log & + YO

ol ¥ et Y sont holomorphes au voisinage de £ = 0 et ol on peut poser
¥(0) = 1. Remarquons que :

w(&) = &2 Log&[(mf2 — DY(E) + &'O] + &2 Y@ +¥'(©)

et que
(P+i0O)**1uP +i0)=(P £i0)**™? Log(P £ i0).y(P) +
+ (P £i0)* 1 y(p).
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L’équation (11,19) s’écrit :
(A+ O +i0)*  u(P £ i0)] = — 4@ + m/2) (A + 1) (P + i0)* Y(P)
— (A + m2)[(P £10)**™2~! Log (P £ i0).A(P) + (P + i0)**" B(P)]
ou A et B sont les fonctions holomorphes :
A(P) = Y(P)[4(A + m + 1) — Pf(P)] + 8 PY'(P)

B(P) = 8{P™*"* y(P) + ¥'(P)] — f(P) ¥(P) .
On peut prolonger la relation précédente jusqu’a 4 = m/2 :

4 C; ing/2 7’:rlnlz

A+ O +i0) ™ uP £10)] = Frrm—15 o

et I’on obtient les solutions élémentaires complexes conjuguées
eti®/2 [(m/2 —
4 g2

dont on séparera encore les parties réelles et imaginaires comme au'n® 3 de
ce Ch. II.

Si V,, est un espace plat, il faut trouver les solutions

w@) = & Y@ Log & + ¥(©), o) =" Y(©)
de I’équation

D (3P (P + 10"~ + y(P) Log (P £ i0)] .

48" +y@8 —m)+ety=0

ol I’'on suppose encore que C = — 2 <0.
En prenant n = e&?, u(¢) et v(¢) deviennent les solutions

w= 2 Log'zl Uil + () (¢, holomorphe)
vy = 1" Ys(n)

de P’équation
‘ nw+Q@-—-my +ny=0
et

U = ’I--mnd'.l uy(n) = ’Imlz_1 Vi,

. 2 _ e
v, = """ o) = e——n’"” A0 Log-'zl + 1" ay(n)

m—2
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sont solutions de

’

¥y
n

y+Lay [1———-————(1 _2”/2)2] =0.

n
On doit prendre

vy = kJpy2-1(n)
u, = k' ¥, 5-4(n) (fonction de Bessel modifiée, parfois écrite Ny,/;-1)-

Sachant que

2
Yu2-101) = po (C + Log 27_) Jmiz-1(n) —

2
_ }t"’:gz (m/2 —rr! -2)! (%)m/z—l-zr _ % (%)m/z—l s

ol B est holomorphe, on obtient

’

m/2~- k m/2—
u(m) =n 2= uy(n) = . [2 (C + Log Q) 2t Fmi2-100) —

2
"SEm2—r =2t ¥ n-2_B(1)
- ,,=2° rt 22r+1—m/2 - (") 2,,./2_1
D’ou ’on déduit que
k'(mj2 —2)! , 21-mi2 4
u3(0) = —"L—/Tmﬁ)—=l¢>k = —— =
2 (mi2 - 2)!

et les solutions élémentaires
m/2—-1 +inq/2
- (E) T P 0N, (P £ 10)%)

2 4 gm2-1

qui s’écrivent :
e m/2—-1 e:tinqlz
- (5) 4721
{7% (c + Log;- + %Log (P + iO)) P+i0)r ™4, ., 1(e(P £i0)%) —

_ 1 . \1-m/2 mj2-2 m/2 —r— 2)! (E) 2r-mi2+1 pr _ _8_"'/2-1 }
;(PilO) 'go = 5 P «(P)
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etoulona:

P m/2-1
(P 0P ™4 (P £ i0)%) = (5) .

[F(T:«Tz‘)' (%)zfcw%i‘)*"' i (3)“:?:7@%?:5*'"]-

Supposons de plus, pour terminer, que p et g soient impairs et cherchons.
la partie réelle de ces solutions élémentaires :

e:I:iﬂ:qlz —_ i i( — l)(q—l)/2
Log(P +i0) domne +inP° ou FinPS

(_ 1)1—m/z

s n1-m/2 .
(P+i0) donne im-—-——-———-——-—(m/z_z)!

322 P)
et la solution élémentaire s’écrit ici :

e mlz—le:l:iuqlz 4
- (E) ;—n,;,—{:{{ +iPI™* J,,-4(ePY) F

_ \t-m2 m/2-2 e 2r-m/2+1 ¥}

=0 r! 2
ou encore
Py m{2—-1 (_ 1)(q-1)/2 { (_ 1)1—m/z mi2—-2
21 - —) mi2=2)
(ar.21) (2 477271 \(mj2 —2)! o m) ,-’::o
mi2 —r —2) (g\2rm2+1 - :
m2or=Di() B P P |

ol I’on a posé :

oyt N g\ m2-1
Py Jm2-1(€PY) = 3

lrm = 6) o+ + -0 6 e .

Remarquons enfin que si C > 0, on remplacera J par I.



CHAPITRE III

CAS HYPERBOLIQUE NORMAL

V. est une variété riemannienne orientée, de classe C” et de type hyperboli-
quenormal:p = 1, ¢ = m — 1.On peut rapporter un voisinage Q de x' € V,,
aux coordonnées normales (x*) relatives & un repére orthonormé R* de
P’espace tangent T,.. Ces coordonnées normales définissent un homéomor-
phisme de Q sur un voisinage de x’ dans I’espace minkowskien T, qui
applique le conoide isotrope I',. sur le cdne isotrope C,. de T, (A. Lichné-
rowicz, [1], page 14). Ainsi I',. a deux nappes I's et partage intrinséque-
ment Q en trois régions : '

et (x) (futur de x'), e~ (x") (passé de x),
Q_(x") (ailleurs de x').
Si I’on pose
P(x) = (x')* = (¥ — = = (x")?
ces trois régions sont définies respectivement par

P(x)>0, x'>0; P(x) >0, x'1<0; P(x)<0.

1 Les solutions élémentaires.

a) Soit ¢ € D,,. Passons aux coordonnées polaires
¥=00; @<j<m
et posons
ot = [ o yTglage?
m-1

ol S, estla sphére de rayon 1 de R ! et de dQ™~1) I’élément de surface
de cette sphére.
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Avec Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2,1), nous considérons les distri-
butions

Catmne>= [ 7 (375) [ g o e

{P(P),0) = (- 1)*j+w on-2 ( 9 )kx

0 2 x! ox!

oL S - W B

Pour.Re 4 > 0, nous pouvons définir :

(Phod=|  P)ot) yTg1 s
+o ¥
= j. dx! J. [ = ¢* P ¥(x', 0) o™ 2 do
- 00 0
et, en posant ¢ = ¢ | x! | :
Proy=| Taxtpxt et [ - Ay et gt par
- o

et de la méme fagon :

~

(PiLo)= oo PY(x) ¢(x) /1 8(x) | dx
r+o +o
= o™ % da [6* — (x")*]* (x', o) dx*
Y0 -0
[+ o0 +o
= " 2 do [0 = Y] ¥(x*, o) dx* +
Jo 0
+ o0 (1]
+ j o™ 2do j [6? = (xY*]* ¥(x*, o) dx!
0 -0c
ou I'on pose respectivement x! = toget x! = — tg:

(Pt o) = jho gZitm=1 da’j1 (1 = *{y(ta, 0) + Y(— to,0)} dt .
0 0

Les résultats du chapitre I s’étendent sans difficulté ici et I’on obtient encore
dans le domaine Re A > — m/2 — % :
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Pour les distributions P} les poles A = — 1, — 2,... > — m/2 sont sim-
ples et :
(IIL,1)
-
résidu p = "D ' 5(' D(P) et résidu P* = ¢~ (p).

a=-1 - a=-1 a4- 1) !
Le point A = — mj/2 est le seul pdle (il est simple) de (P £ i 0)* = Pi +
+ exim P2
Fing/2 nm/2 e:Fiu(m—l)IZ 7‘Em/2

% =~ Tmp)

(III,2) résidu (P + io)il, _ (]

_ 5. .
=-mi2 I(m/2)

b) Les résultats du chapitre II s’étendent alors sans changement aux solu-
tions élémentaires de A :

Pour m impair, on obtient les solutions élémentaires complexes conjuguées

ang (- e LOEZ D yey piome 4 i (- oo pome]

de partie réelle

(III,4) (_ 1)(m--1)/2 r(':/z 1) U(x) Pl m/2
T

Pour m pair, il vient :

(= D" Irm2 =D [ (= D™ w2
(IL.3) 4 gm2-1 =(m/2 - 2)! U amIE) — VP } +

(— D™2 I(m[2 —

1 -m - -m
o )[U{Pi 2 4 (- pt-m2pl-m2 ) 4

+ V{Log P, + Log P_} + WP],

de partie réelle :

(=) Im2 — D[ (= D' 1 w2
(I1L6) PP {(m/2 Y U 62~ 2(P) — VPS } .

2 Les distributions P%*, P4, 6% (P) et 8~ (P).

a) Nous utiliserons dans ce n° 2 les demi-conoides Iietles régions e*(x") :
Les distributions 6{°*(P) et 6~ (P) de support I'y. et I'y> sont définies par :
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o k 1
< ¢S(1"1)-.-(1:.)’ [ > = Jo (2 0'660') [o.m—S w(xz’ a)] o=x1 dxl
ro0 k 1
<5(1k)—(P)’ (0) - ) (2 aaaa) [am-s '//(xz, 0)] . dyx!
= [+ (2 :ao.)k [am—3 'p(— ;l, 0')] dx 1
Jo a=x1

ces intégrales étant régularisées le cas échéant. On a :
()] 8P(P) = 8P*(P) + 617(P).

Pour Re A > 0, considérons les fonctions

P (x) = { P*(x) pour P(x)>0 et x'>0
0 ailleurs
2 1
PA(x) = { Pi(x) pour P(x) =20 et x <O
0 ailleurs
et définissons les distributions
<Pi+,<p>=j Plo Jlgldx et
P>0,x1>0 .
(Pi,p)= j Plo /lgldx.
P>0,x1<0

En passant aux coordonnées semi-polaires x', x/ = ow; (2 < j < m) et en
posant ¢ = #x! :

+ o

< Pi+, ¢> = J‘ (x1)21+m—1 dxl j‘l (1 _ t2)i. tm—2 'P(xl’ txl) dt
0

/]
et, en posant ¢ = — tx':

Prioy= [ (—aretant [ - e emtued, - wtyar
-0 1)

+o 1
= j (xl)21.+m—1 dxl I (1 _ t2)4’|, tm-z 'l/(— xl’ txl) dt
0 (]

que I’on peut prolonger analytiquement dans le domaine Re 4 > — m/2 — 1,
A#E—-1,-2,..,—m2
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On obtient :
P% = pA* 4 pi-,
b) Proposition.

Dans le domaine Re A > — m/2 — }, les seuls polesde P4+ — P%~ sont
les points A = — k avec

k=12,..,(m—-1)/2 pour m impair
k=1,2,..,m/2 pour m pair,

ces poles sont simples et

(I11,8) résidu (PA* —P")—Ek D™ '(5(* D+(p) — §E V().
A=-k

Démonstration.
Nous avons pour Re A > 0:
(PY —Pi,9) =
+ o0 1
— J. (x1)2}.+m—1 dxl j (l _ t2)l tm—Z['/’(xl’ txl) _ w(_ xl, txl)] dt.
(1] V]
Posons 7 = t?:

+ 1
< Pi+ _ Pﬁ._, (P> = j‘ (x1)21+m—1 dxl j (l - T)l T(m—3)/2
1} 0

[W(x', x* 1) — ¥(— %', x* )] dr.

D’apres le procédé de prolongement analytique défini par Guelfand et
Chilov, on peut poser :

N —

(), x") = j L (1= 9F Iy L, xR de

1
‘I}io-'(_xk) + &4, xV)
ou
DF(x") = résidu d*(4, x") =
A=—k
)kt
E 1)1) ! :k Y AR [C = L) I

k-t k-1
- %c——i)l_)—' ety (%6_6) [6™72 ¥(x x*, 0)]gms -
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On obtient alors :

P = P 0> = 2 [T G @86 - 95(eh) axt

+ o0
+ J (x> YD (4, x) — DT (4, x1)) dxt .
0
Pour Re 4 > — m/2, ces deux intégrales sont réguliéres et 'on obtient pour
(PYY = Pi, @) les poles simples 4 = — k ol

k
k

1,2, ..,(m - 1)2 si m est impair
1,2,...m2 -1 si m est pair

avec :

rffidf (P = Plio) =

= %J.:m: (xl)—2k+m—1 (¢(')I-(xl) . ¢(;(xl)) dxl

- _1)';‘! | :°° (2 jaa)"" [,,m-s { Ueso) Y= x0) }] !

(— ]')k_1 (k—1)+ (k—1)—
=(—k":m<51 (P) =07 7P ).
Voyons maintenant ce qui se passe pour A = — m/2 :

Pour m impair, les intégrales ®*(J, x') sont régulitres et
résidu ( PA* — PA~ 9> =
A=—-m/2

+w

= L residu j A (@ (4, xY) — @7(4, x1)) dx?
2 A=-m[2 Y 0

ol 'on pose u = (x!)? :

résidu ( PA* — P~ 9 ) =
A=—m/2

= - résidu rw w2 Y@t (2, Ju) — (A, \/u)) du

A=~-m[2 Y 0

(o (-50) =e= (-59))

¥0.0 - ¥0,0) [ (1 - 921 gr .

=

Bl

Bl=
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Pour m pair, introduisons
Fo(x') = ®5(x") — @5(x") et Fy(4, x") = &7 (4, x") — &1 (4, x")
alors au voisinage de A = — m/2 :

1

A+ A= —

+ o
j (x1)241+m—1 Fo(xl) dxl +
0
+ 00
+ Jo (x1)23,+m—1 Fl(l, xl) dxl .

En posant x! = ./u, il vient avec des notations évidentes :

<Pi+_P)'+_’(P>=

1 TR tmz-1 TR emi2—1
= 3G T m) jo u Go(u) du + jo u G4, u)du.
Mais pour toute fonction f(u) € D,, nous avons autour de v = — 1:
+o
J u’ f(u)du =
0 :

e JO _ fO)

1
= jou“(f(u) — f(0)) du + L u’ f(u)du + ——= i i + partie rég.

ce qui donne ici :

G4(0) 1
20+ m2)? (A + mf2)

(PY" —Pi,0) =

: G,(, 0)+%partie rég. pour A= —121 de (u**™271 Go(u) ) }+ partie rég.

avec

Go(0) = Fo(0) = #5(0) — $5(0) =

1
= [résidu j 1—=7)* ™32 x
0

A=—m/2

X ['I’(xls xl \/;)—.p(_xla xl \/Tc)] d‘t] x1=0 = 0
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(-3 < (-39 ot (-5 o1 (-7
cor (2o (-3

1
= [partie réguliérej (1 = D) ™32 [y(xt, x* \J1) —
o

A=-m|2

- ¥(— x', x* 7)) dr] =0.
0

xi=

Le pdle A = — m/2 est simple et

+
zrfs-ld/uz (P — P\ o) = %partie_ {ég/lilliére jo ut*tm2=l Go(u)du .

Rappelons que
+ +o
j ul+m/2—1 Go(u) du = j- (x1)23.+m-1 Fo(xl) dxl. —_
1] ]
= j+w (x1)21.+m—1 (¢3-(x1) _ ¢6(X1) dxl
0
(_ l)mlz-—l +ao m Fl m/2—-1 m—
Smz-D! j , G (2 v aa) o™ {¥', ) -
- 'l/(_ x19 0') } ]o‘=x‘ dxl

d’ol, en posant u = (x)? et v = o2

1 (_ l)m/2—1 j‘+oo rmj2=1 .12 (a)mlz—l
2mp—1D1J, * G %

x [0 32 { (s, o) = ¥(= t, \/0) ] }omue
d’olt I’on déduit I’expression de Gy(u) € D, :

1 (_ l)m/2—1 . m/2—-1
2m2 — 1)} W (‘)

+ o )
jo ut*tm2=1 Go(u) du =

GO(u) = ov

[0™22 {Y(u, ) = ¥(= /1, Y1) } Joma -

Nous avons posé

+ a
1]

( ‘S(lk)t(P)’ @ > = % j. (2 c 60') [a'm-3 U(x x!, a)]fr=x‘ dx! .
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cette intégrale doit &tre régularisée pour
k= —mJ2 (m pair) .
Pour cela, on pose encore u = (x!)? et v = ¢ :
1 + o d k . _
(0@ oy =5 u (é;) [~ 72 Y(£ i, VD) ]o-uedt,
0

ol I’on doit écrire

k
( 565 ) [0 972 Y i, D) ]oma = 4™ V2P, ), Palw)ED,
on obtient :

+ o
jo 22T WL (u) du

-

(OPEP), @) =
et notamment :
+
< 5(»-/2 VEp), @ ) pal'tle réguherej u™! ¥y(u)du

avec :

a\*. - -
w0 = ot (2) [ Y i e

d’oll 'on déduit que

1 —pm2-t o1
3 6o = o 1 (Fa0) — ¥L@)

et que

+ o0
résidu ( PA* — Pi", 0> =3 pame rég. j u**™2"t G (u) du
i=—m/2 a=-m2 Jo

(= D"t m2-n+ (m/2— 1)~
=(_m/—2——-l_§—!<51 (P) — &% @, o)

CQFD.
¢) Lorsque m est pair, nous utiliserons les distributions définies par
PM =@+ 1DA@+2..04 +m2)Pi*

pour Re A > 0 et par prolongement analytique pour Re A > — m/2 — 4.
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Ces distributions peuvent aussi étre employées dans le cas ultra-hyperbolique
sous la forme

PP=(@Q+1)@A+2 G+ m?2)P}

et nous y reviendrons au dernier chapitre pour retrouver la paramétrix de
Madame Choquet-Bruhat.

L’entier k prenant les valeurs 1, 2, ..., m/2, il découle de la proposition
précédente qu'au voisinagede A = — k,ona:

it _pa- _ 1 (- D!
Py =P =% =1 "

x (6% V*(P) — 6% V7(P)) + partie régulitre
ainsi :

PMH P =+ DA+ h+k—DUA+k+1).. (/1+-’5)x

(_ l)k_l k1-)+ (k—1)—
X &=D1 (o3 (P) — 63 (P) +

FA+D (A + k). (/1 + 1'2’-) (partie régulidre).

Ainsi, les différentes P’y ** — P/ k= sont réguliéres :
PTH — PR = (mf2 - B! (80P - 6¢07(P))
et notamment :

(111’9) Pl.:—m/2+ _ PI:—mIZ- = 5(1m/2—2)+(P) _ 5(1m/2—2)—(P) .

3 Solutions élémentaires quand m est impair.
a) Pour Re A > 1 et n = entier = 0,
P(x) P{*(x) = P{""*(x)

et nous pouvons reproduire pour ces distributions P** les calculs effectués
au chapitre II, n°s 1 et 2.

Posons encore

U(x) = "20 U,x)P'(x) et U(x)= uio A+n+ DU P(x);
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11 découle de (IL,6) :

A[U P *] = — 4 (A + %) P*Y U — (4 + 1) Pi* x

X [4sasU0 + Uo.—zias\/m] —Pii z P" x
Jigl n=1

X [(A+ n+ 1){4sasU,, + U, (4n + ~—2—sas\/m) } - AU,,_,]

Jiel
qui, pour
s ,n—1

Up=lgl™*etU,= Uo(x) j 17 AU-1(Q) 4, n=12.)

4l+n+1Ds"Jo Uy(©)

se réduit a
A[U PA*1%] = — 4m2 + ) PIE U’
et
A[UPL — PA*17)] = — 4(m[2 + HU'(PYT — PY)
b) On peut prolonger analytiquement cette relation dans le domaine
Red> —m2—3%, Ast—1—2.—m2+3,

et d’aprés la proposition du n°I1,2, la différence P7™>* — P7™?7 est régu-
liére :

A[UPY ™2+ — P2 =0.
De I’expression (II1,4) de la solution élémentaire de A et de la relation

_1|_—m/2 = P_I'_—m/2+ + Pi—m/Z-—

nous déduisons Iexistence de deux solutions élémentaires EZ de supports
respectifs e¥(x’) et d’expression :

(= D" r(mj2 = 1)

= 1-m/2+
Ey = 2 "2 U(x) P

_ )m-r2 _

(I11,10) E; =& Lmj2 = 1)y y pr-miz-
: 2"
avec
Up=1lgl™ et Ux)= Oy ___f* P AU (D) g,
’ H—mP2+n+1Ds"to Uyl
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¢) Sur un espace ¥V,, harmonique :
AP = — 2m + Pf(P)

nous obtenons les solutions élémentaires de A + C :

gt _ (= D™V Inj2 —

1 -
2 nm/z ) U(P) P.1+ mlz:l:

ol u({) est la solution holomorphe au voisinage de £ = 0 de I’équation
48y +B8-2m—=¢f©))y —{C+(U-—m2)f®}y=0.

Rappelons qu’un espace harmonique de type hyperbolique normal est a
courbure constante (A. Lichnérowicz, [4], page 22).
d) Sur un espace M, plat et pour A — &2 :

+ e\"?"t 1 $—m/4+ +
Ef = — 5 M‘TPJ{ Jx-m/z(spi )
ce qui signifie :

Pl+-m/2i [ 1

Ef=— -
¥ 2727 L@ = mf2)

- 6) st 0 Q) =

et,poure =0:

(= D™ r(mj2 — 1)

£ _
E: = 2 ™2

1-m/2%
PLm2%

4 Solutions élémentaires quand m est pair.

a) Au n° 2, nous avons défini :

pw”=u+ma+nm0+%+ﬂpfu.

Comme au n° II,3, considérons

m/2—-2

U@ =" % P U
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avec les mémes fonctions U,. On obtient pour Re 4 > 1:

A[UX) PY %] = - 4 (/1 + %) PAEU'(x) + PAT™27 1 AU, 22

d’ot nous déduisons
rA+1E m m At pye
A[U P'% ]=—-4(/1+7)(}.+2)(/1+3)...(/".+E+l)P+ U

+GA+2D@+3) .. (1 + 5+ 1) PAtmMZT1E Ay,

ol

m e _AFEm241
(A+2)(A+3)...(A+2+1)P+ =

<e qui donne :

T7 prAt1E] o _ m\A+m2+1 540
A[U P+ 4(A+2) 2t Ly y

+(A+2@A+3) (A + % + 1) P2 E AU -

Pour la fonction
[ ]
V(x) = ZOV,.(x) P'(x)
=
nous obtenons :
A[VPA*m2E) = _ (). + %) phmiz-t1E

2s

x [4s6,Vo + Ve (ﬁa“m“"’ +“'4)]

— pAvmizt Lz P"“{(A+—'22+n) [4n6,V,,+V,,(4n+4m+4).—

=1

2 )] o).
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En prenant encore

U s tm+).—2 AU
Vo = 0 j "=l dr et
0 ggmta-t ] U,
s nmt+m+Ai-2
n= P +m+ -1 j t Ao dt (n=1,2,-)
40 + mf2 + n)s"" 0 U,
il vient :

A [UP’;”“t +(A+2)(A+3).. (A+'—;-— 1) (ﬂ.+%+ I)VPT""”] =

— ml+m/2+l sAE Tor
= 4()“+2) T+1 v U

ou encore :

A [U(PI.;H.I-‘- - P,.:'+1_) +

+A+2)@A+3).. (A + 'g - 1) (/1 + g + 1) V(PA ™2+ — P‘:m/z-)] =

. m A+m/2+1 trptidt+ 14—
= 4(“2)—T+I—U<P+ - P

Nous avons établi au n° 2 (¢) que les différences
Pt — P

sont réguliéres en tous les points du domaine Reu > — mf2 — 4. On
obtient par prolongement analytique jusqu'a A = — m/2 :

A[UPL™2+ — prEemi27y 4 (= ™2 (mf2 — )1 V(PST — PS)] =0
soit encore, d’aprés (IIL,9) :

A [((m:/——zl)_l—zm)/f U D4 P) - 6 (P) - VY - )| = 0.

En remarquant que

5(1»;/2—2)(1,) = 6(1m/2—2)+(P) + 5(1m/2—2)—(p) et P} =P + P%”
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nous déduisons de la solution élémentaire (IIL,6) les solutions élémentaires
EZ de supports respectifs 2 (x’) et d’expressions :

+ (- l)mlz I'(m2—-1) (= l)l_ml2 (m/2—-2)+ 0+
1) BT g mp—a VR
(= D"*rmp2 -1 [(- 12 0
E; = — U 6™*~»~(P) — VPY
2gm2 -1 (mf2 —2)!
avec:
mj2-2
U= Y UPs Uo=lgl™;
e
_ U, j "1 AU,_, dt
" M-mR2+n+1)s"Jdo U,
_ e n. _ U, [? 22 AUppz—2 .
V—ngoV"P ’ Yo _4s"”2"jo U, dr;
v o= Uo s tn+m/2—2 AVn—ld
" 4pstmizt ] U &
V]

On trouve en particulier, sur un espace-temps ¥, analytique les solutions
€lémentaires de A :

E:= -ZL”[Uo V%P + VPS*].
b) Dans le cas d’un espace harmonique, nous avons trouvé au Ch. I, n° 5
(¢) la solution élémentaire de A + C :

tin(m—1)/2 I—(m/2 _
4 g2

IL12) < D3P (P +10)' ™2 + y(P) Log (P + i0)]

ol Y(&) et (&) sont holomorphes au voisinage de ¢ = 0 et entrent dans la
construction de la solution

u(@) = &"* 71 Y(&) Log & + Y(&)
de ’équation
4y + 8 -2m—¢f©®)y —{C+U-m2) fO}y=0
avec la condition

YO =1.
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Rappelons que :
(P + io)l—m/2 =

( 1)1 -m/2
(m)2 - 2)!

Log(P +i0)= +inP® + LogP, + LogP_

= tin 512 B(P) 4 PLME 4 (= 1yt-m2 piomiz

ot P2 peut étre remplacé dans (I11,12) par — P ce qui remplace (II1,12)
par:

_ (=)™ rmj2 — 1) [(=. D'
4 qm/2-1 (mj2 — 2)!

Y(P) 82~ P(P) — y(P) P% +

+ ;’ { Y(P) (PL™™2 4 (— 1)t~™2 pL~™2) 4 y(P) (Log P, + Log p_)' }]

ot seule intervient la partie réelle dans la contribution 4 la solution élémen-
taire. Nous en déduisons encore deux solutions élémentaires :

+ _ 1 - (mj2—2)+ _ w2 (M 0+
BF = = s (WP 80 + (= 0 (- 2) 1pemy 2]

¢) Sur un espace M,, plat, et pour A — &2, on obtient d’aprés (II,21) les
solutions élémentaires

* _ _ 1 (m/2-2) % 2m2-2-1)! r
B = = [5 (P) ,Zo (mf2 —2)!r! () P

P m/2—1
+ (— '2') Pimias Jm/l—l(epii):l -

Ainsi, sur I’espace-temps M, de la relativité restreinte on obtient les dis-
tributions connues sous le nom de D™ et D*' :

. 1 g __
ES = — 580 (P) + ;- Pi** Iy P4Y)

ou I’on pose

Pk:t

Pty (8P*i =f_§ 1y (_8)2"___
! 2.5 2/ kl(k+1D!
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5 Solutions invariantes de Péquation homogéne.

_ a) Soit L une isométrie laissant fixe le point x’ ; les fonctions U, V, W,
Y et Y sont invariantes par L. Il en est de méme des distributions P:. Les
distributions P3* (et P’**) sont invariantes ou échangées (comme c’est le
cas olt L est une symétrie par rapport & x’, ce qui exige que le tenseur dérivé
du tenseur de courbure soit nul en x’ — E. Cartan, Legons sur la géométrie
des espaces de Riemann, n° 240). Nous en déduisons que les solutions élé-
mentaires obtenues sont invariantes respectivement ou échangées.

b) Dans chaque cas, nous pouvons expliciter trois solutions invariantes
de I’équation homogene :

A-e)T=0.
Rappelons d’abord la formule (II,12) : si
o
V(x) = Zo Vu(x) P'(x),
ne
nous avons obtenu :

A[V(P £ i 0] = — (/1 + %) (P £ i0)+m2-1

[4sasVo+Vo ('ﬁ‘las\/ré—l+4m+4l—4)]

Jlg

4 condition de prendre

s ptm+i-2
Vo= Yo + +A—1j ! Aas d
44 + m/2 + n)s"T" ) U,
pourn=1,2,..
Ainsi, quel que soit V,, nous obtenons pour 4 = — m/2 la solution

T, = V() = i V() P

de AT = 0. Tl suffit de substituer A — & 3 A dans ces formules pour avoir
un solution de I’équation homogeéne (A — e)T=0.

Une deuxiéme solution de cette équation est évidemment donnée par
T, = Ef — Ex
qui correspond au propagateur de M. Lichnérowicz [1].
Enfin, la troisi*me solution s’obtient en considérant la partie imaginaire
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des solutions élémentaires que nous avons construites (en remplagant A
par A — &2 dans les calculs de U, V, W):

T; = U.PL™™2  pour m impair
T, = U{Py™* + (= D' ™2 P72}
+ V{LogP, + LogP_} + WP  pour m pair.

Explicitons ces résultats dans le cas d’un espace plat : .
Pour m impair ou pair, T} est la solution que nous avons trouvée au n° 5
(a, b, c¢) du chapitre 11 :

Ty = (P + i 0™ J, oy (6(P £ i 0)%)

= (g)m_l ,20(‘ f (3) ﬁ@

T Eev ) T
()/ (e)P"+( 1) P*
(

2

Nl om

Nl

)m/2—1kozo:o(_ 1y (-;)ka.(.r.n%:__qu.
({56 e
et on peut é&crire :

Ty = PY™* J,,_1(e(P})) + PE7™/* Iyz-4(ePY).
Pour m impair,
T; = (P2 1, —m/z(apé‘-) .

Pour m pair, 3 un coefficient prés (Ch. II, n° 5 (¢))

1
T; =% (C + Log% + %LogP+ + ELogP-)

x [pimie J,,,/z_l(aPi) + prmi4 Imlz—l(ept)]

a lmng (m/2 —r - 2)' (E)2r-m/2+1
T = r! 2

mf2=1
X [Pr++1—m/2 + (_ 1)r+1—m/2 Pr_+1—m/2] - 8__1;_“(? + ]0)
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ce qui s’écrit encore :
Jmiz2-1(eP 1) -

_ %mlziz m2-r—-2)! (?_P_i) reiomiz g (iﬁ.)mﬂ_1 B(ePt) ]

=0 r! 2 T\ 2

T3=pé:'"/4{2(c+L BP*)

+ %Pt'"'“ { (C + Log f—?—) Iy2-1(ePY)

IR mR2—r =2 i (sP*_)Z"""“‘
Zo "‘———(— 1) 2

) )

ou

. r=+ow . 1 2r
«P +i0) = 20 (-1 w(;) x

, " pr 1,...1 1. 1
x (P4 + ( l)P_)(l+2+ +2+1+2+ +n+r)

on déduit de cette expression (eP%), B(eP%) et :
-m 2 im
Ty = P24 Y, ,_,(eP%) + ;P*_ /* K2 -1(ePY) .
Notamment, pour M,

4—711*3 4—: Pt Y, (eP}) + 287 P-*K,(eP?)
est la distribution G (ou D! ou A! ...) qui intervient en théorie quantique
des champs.

Sur un espace plat, Méthée [1] a établi I'unicité de ces distributions
Ty, Ty, Ts.

Dans le cas général, Lichnérowicz [1] a montré I'unicité des solutions
élémentaires E,-.



CHAPITRE IV

CAS TENSORIEL ET SPINORIEL

¥, est riemannienne de type hyperbolique quelconque, supposée analytique.

1 Tenseur-distribution solution élémentaire de A.

a) Le laplacien de de Rham-Lichnérowicz d’un p-tenseur différentiable U
est le p-tenseur AU défini par (A. Lichnérowicz [1], p. 26) :

(Av)ul...a; =-V Vp Uau...ap + ;Raku Unu...gk...ap -

p e
- Z Rﬂkp,aw T:u...&k...&;...a,
k#1

ol interviennent le tenseur de courbure R,, s, et de Ricci R,, = R} ,, .
11 en découle, pour un champ de vecteurs :

Aav), =-Vv°VvV,U, + R, U’
pour un 2-tenseur :

(AU)yg= = V?V, Uy + R,, Us + Ry, U7 — 2R,, 4, U’
pour une p-forme (de Rham [1], § 26)

AU =(é+6d)T

ot d et & sont les opérateurs de différentiation et de codifférentiation exté-
rieure :

p+1 -1
(du)al...a,-u = Zl =DV, Ua;...&y...u,
(6U)¢1...a,-1 == Vp U:;...ap-l

Do(® p) désignant ’espace des p-tenseurs C* 4 support compact sur 1’ou-
vert 2 < V, et iD}_,(@ p) espace des p-tenseurs distributions, on a, par défi-
nition pour tout T e Da(® p)

(AT, US> = (T,AU)
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quel que soit U € Dy(® p). Avec une définition analogue pour les p-formes

distributions (qui se raménent aux courants de de Rham par application de
Popérateur*®). :

b) Soit x’ un point fixé de V,,, 2 un voisinage de x’, ,,:(x) un bitenseur

appartenant Tae ® Ty, supposé C* en x (nous le prendrons analytique
au n° 2) et astreint 3 la seule condition

(Ival) Ta,i.’(x,) = gal’(xl) .

A. Lichnérowicz ([1], page 12) appelle bitenseurs de Dirac relatifs au point
x' € V,, les p-tenseurs distributions (®P” 7) d,- & valeurs dans ®°* Ty :

(®71) 6, e[D(®P)] ® (R T) .

1l définit de la méme fagon les p-formes distributions 6% = (A?7) 6, 2
valeurs dans A? T. On peut écrire par exemple :

(®1 T) 6x’ = a.l’(x) 5:’(")
5&)233;.'”' = (Tq, 2 Tg,w — Tp,u Ta,p') 0, (%) .

Il découle de (IV,1) que

((®"1)6,,U) =U(x') pourtout UeDy(Rp)

et la définition du bitenseur de Dirac ne dépend de t que dans la mesure ol
(IV,1) est vérifiée. Nous dirons alors que

Ee[Dy®p)] ® (8" T;)
est solution élémentaire de A au point x' si

AxE = (®pr) 5::' .

¢) Le transport par parallélisme pour la connexion riemannienne, le long
de la géodésique x’x définit un isomorphisme canonique u de T, sur Ty
qui s’exprime par un bitenseur #,. (A. Lichnérowicz [1] p. 10) tel que, pour
chaque ve Ty

(m)* (x) = 1, v(x).

L’isomorphisme inverse u~' se traduit par

(o) () = 17,5 0V (X)
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et 'on a
(X)) =1 » tﬂ, ue 8ap(%)

ce qui permet d’abaisser ou d’élever les indices  ’aide du tenseur métrique et
de définir le tenseur de transport ¢, ;- = g, t# 1 €t que nous noterons #,,1(x)
puisque x’ est fixé.

On a, pour ce bi-tenseur :
ta,l.’(x,) = gaa‘l.’(x’)

et ¢ peut remplacer 7 dans la définition des bi-tenseurs de Dil_'gc.
De plus, si (u”) est le vecteur tangent en x 3 la géodésique x'x,

(IV,Z) u® Va tp,,':(x) =0.

Enfin,"Q étant rapporté & un systéme de coordonnées locales et T(Q) aux
repéres naturels associés, les composantes de ¢ sont des fonctions analytiques
de ces coordonnées.

2 Construction des solutions élémentaires dans le cas vectoriel (p = 1).

a) Le probléme que nous nous proposons de résoudre est le suivant :
pour chaque x’ € ¥, il faut trouver un voisinage Q de ce point et un vecteur
distribution E sur €, & valeurs dans T, tel que

(ALE (),  ¢%(x)) = 0 (x)
pour chaque vecteur ¢ € Dy(® 1).

Tous les calculs seront faits en coordonnées normales relatives 3 un repére
orthonormé R* de Ty

b) Généralisons les méthodes des chapitres II et III en posant :
N
Ugrl¥) = Y, US(x) P'(x) .
n=0

Nous avons, pour Re 1 > 1:

VolU, o (P £ i0)** 1] =

N
= Zo [(P + i0)3-+n+1 \ US,.Z;' + Ug’:?', V’(P + io)i.+n+1]
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V, Vp[U, P £i0)** 1 ]=
N
= Z [(P+i0)**™1y, V, UM, + UMV, Vy(P £10)*""*1 +
+ V(P £i0)**"* 1V, UM, + V, UM Vi(P £i0)**"*]
g’ V, Vy[U, (P £i10)*] =
N
= z [P+ig)*"*1g®V v, UM, — UM AP £i0)**"! +
+ 2g7" 0,(P £i0)** "1 v, UM,
Compte tenu de I’expression du laplacien sur les vecteurs :
A[U, AP £i0)**'] = Z [(P £i0)**™ 1 AUS, + UM, AP £ i0)*"F1 —
—2g"%(x)o P £i0)**" 1. v, UN].
Nous avons montré au chapitre II :
A(P + i0 Atnt+l _
—(A+n+ (P +i0)*n [2m+is— )

Jlg

g?(x)0,P £i0)**" ! =20+ n+ NP £i0)**"x.

Ainsi :
N
A[Ua,a’(P i i0)1+1] = z [(P i i0)1+n+1 AUS:Z:’ -

—A+n+DE@PLi0UN, (Zm +\/—2l—_s—_|a,\/|—§T+4}.+4n)
g

—4A+n+1DEPEiI0T"XFV U‘”’]

qui peut encore s’écrire :

. N
AU, (P£i0) )= —Qm+4 NP £i0)* Y A+n+1)UD P -
n=0

g

2
-A+DHEPxio)? [4 xf V,UD + U},‘,’}:/l—sl s
g

N
—-(P+i0* Y P [(A +n+ l){4x”VpU£'I.1'
n=1

+ U (an+ 20, TE1) | - AUgzP] + @ £ i 0+ AUED.

J
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Pour des UL, solutions de

4xPV,UD + U 255, JTgT =0
Jigl
@ ne 4w 5,08 + 02 (4n 420 JT71) | - a0tz0=0
g

le laplacien précédent se raméne 4
(IV,3)  A[U,.(P £i0)**'] =
=—-Qm+4)P+i0) U, + (P i1 AU
ol
N
U;,a‘ = 2 ()- + n + l) Ug:l,P".
n=0

Pour déterminer U,,(,?,)r rappelons que
Up=lgl™*

vérifie
R

Jizgl

20,U, + o,\/1gl=0.

Posons
Us,)a)' =U, lew
ou ¢, . est le tenseur de transport '

2s

Jigl

=Uy4x* Vptyw + tyw (4 s0, Ug +

4x* VyUR + UQ —0,Tgl =

2s

J|g|a"/m

N
]
<

puisque, d’aprés (IV,2) :
xﬂ Vﬁ ta,a’ = S.uﬁ Vﬁ ta.a’ = 0 .

Ayant ainsi déterminé US%) on peut déterminer les Uf,",), (1 < n < N) régu-
liers en x’ de fagon & obtenir (IV,3) .

¢) Quand m est impair, on pose
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et les U™ précédents conduisent 2

AU, (P £10)**] = — 4(2 + m[2) (P £ 10/ UL,
avec

Upe = Y A+n+1)US P,
n=0

U® = _tax

Vgl

et U™ solution réguliére pour x’ de

avad) (@A+n+1 [4 X’ v, UM, +

+ U (4n + 220, T7]) | - Aviz® —o.

Jigl

Nous avons :

VeUso = 9 Ul — I3 UG .
Rappelons (A. Lichnérowicz, [3], page 6) qu’en coordonnées normales,

x* o, 8ps = x* o, 8pa
ainsi le long de la géodésique X
X Ip = 3xP.g,/(0 8o + 0, 8sc — 00 8pa) =
=38 %" Gp8us = 18" 50, 8es
ce qui donne :
X VULl =50, ULk — 387" Ul s 0,84

ou encore :

xﬂ Vﬁ Ug:a)z' =S as Ug:c)z’ - % U(n)c,a‘ s as 8aa

et (IV,4) s’écrit :
(n—1)
o) ™ [, _ S _ Syme | __AU..
S as Ua,a' + Ua,a’ (n UO as UO) 2 Y 5 aa: 8ac 4(3, +n+ 1)

et 'on obtient ainsi un systéme de m équations (pour chaque indice a)
linéaires par rapport aux inconnues Uf,": .
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On peut en déterminer une solution (U{", ..., U, analytique au voisi-

nage de x'.

L’équation précédente s’écrit encore :

Sn Ugg’ sn Ufrn.)a’ 1 ap l sn— ! AUS:;: 1‘)
as = 58 s 8ap + *
U, U, 2 4L +n+1) U,
Posons
& <~ 1
Uy = 3= et AU = A(Uo U = 5 AUSY s
[} UO

on obtient I’équation :

o5 U = " U @1 AT,

1
— o%P -
(2g G g“”) 4(}. +n+1)

Nous pouvons appliquer 3 cette équation la méthode des fonctions majo-
rantes (Valiron [1], n° 47). Nous pouvons supposer que

1, G
58 P 0 8ap < T=or (G, r = constantes, ¢ =Y |x*|)
et:

Kn—l Z[—]("a-:l) < o K,,_l(2 n — 2) (2 n — l)

-1
Ua':a’ < a1 - o_/r)Z(n—l)+mGr @ a - ofr 2n+1+mGr

Alors, s étant proportionnel a ¢ le long d’une géodésique, il vient :
" ULy < ¥(0)
ol y(0) est solution de

dy mG o K,-i2n—-2)2n - 1ot
Py y+ 2n+1+mGr *
de 1-oafr 4{A+n+1|(1 —afr)

Si ’on pose

z

YT A=
z(0) est solution de

dz _ oK, ,2n—-2)(2n—-1o!
de  4|A+n+1|1 —a/r)**?!
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ce qui entraine (Hadamard [1], Book II, n° 63) :

K,o"
z K& ———
(1 - a/r)*"
donc
T €
’ (1 _ o_/r)2n+m6r
avec

2n-22n-1)
Yanii+n+1]

K,=dK,_
On a toujours

n ’
- o
K,

et ’on obtient les mémes résultats qu’au n° 2 (¢) du chapitre II ; les séries

8

um. P et Y (@+n+ 1)U P
(1]

n=0

n

définissent des tenseurs analytiques en x sur un voisinage assez petit de x’
et holomorphes en A pour 4 # — 2, — 3, ... Pour ces deux tenseurs U, ,
et U, nous avions obtenu pour Re A > 1:

A[U. (P £i0)" ] = — 4 + m2) (P £i0)' Uy
qui peut encore s’écrire
(A[Ug (%) (P £10)** (0], 9%(x) ) =
= — 4@ + m2) (P £i0)* Uy (), 9°(x) )
= — 4{(A+ m2) (P £i0)* (%), Upe(x) ¢°(x) )

pour tout @®e Do(® 1) (2 est le voisinage de x’ ol sont définis U, .
et U,x).
En prolongeant analytiquement jusqu'a A = — m/2:
e Fina/2 ;m/2
(AJUe o) (P £10)'7™2x)], () ) = = 4+ o= Uewlx) 9%
ol

Up(x) = (1 = m2) Up(x) t,,0(x") = (1 — m/[2) go 0(x")



70 SOLUTIONS ELEMENTAIRES DES DALEMBERTIENS GENERALISES

et ’on obtient :

Fing/2 _m/2

(AU P 102, 0°0) ) = & + o 040)

ce qui s’écrit encore :
. nl—m2 e¥lnq/2 nmlz
A,,[U,,,.(x) (P +1 0) (x)] =4. m tm,(x) 5,/(36) .
Conclusion (pour m impair).
Le laplacien
(AT), = - V’V,T, + R, T’
admet au point x’ les solutions élémentaires complexes conjuguées :
e*i™2 r(m/2 — 1)
4 gm/?

E = U,o(P £i0) ™2

ol

étant la solution réguliére en x’ de

(n—1)
() o (5 ) _ 5 me _ AUz
s as Ua,a‘ + Ua,a’ (n UO as UO 2 U a as 82 = 4(1 +n + 1)
~ d) Quand m est pair, on pose
m/2—-2 m{2—-2
Upwe= Y UDP et U,,= 20 A+n+1pUN P
n=0 n=

ol les Uf,",), sont donnés par les précédentes formules (cas impair) pour
0s<n<m2-2

On obtient, d’aprés (IV,3) pour Re 4 > 1:
AU, (P £ i0)*] =
= — 4L + mY U, (P £i0)* + (P £i0) ™21 AUSZD
Comme au chapitre II, on peut supprimer le terme

(P :.t io)).+m/2—1 Au(m/'2—2)

a,a
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<n introduisant les distributions

V(P +i0)**™2 Log (P + i0) et W, (P % i0)**m2+1
ou

@ ©
Vew = LVid P et Wo=3Y WOP
n=0 n=0

sont déterminés par des équations analogues 3 celles du chapitre IT, en rem-
placant s J, par x* V,. On en déduit deux solutions élémentaires complexes
conjuguées de la forme

ting/2 —
E=S 4r 2 = DUl P £50)' ™ 4V, Log(P £ §0) + Wiy P]
T

otl la séparation des parties réelles et imaginaires fait apparaitre 6{™2~2(P).

e) Le bi-tenseur V, , déterminé dans le cas m pair aussi peut étre cons-
truit dans le cas m impair, il a la forme

o0
Va.a'(x) = Z Va(,"a)' P”
n=0
et, quel que soit V,,foa), il est, pour A = — m/2, solution de I’équation
quel q ,

homogéne
' AC)=0.

f) Quand V,, est de type hyperbolique normal, on déduit de la partie
réelle de la solution E ci-dessus deux solutions élémentaires EZ de supports
respectifs §*(x’) et §~(x") qui sont uniques, d’aprés Lichnérowicz ([1]).

g) Les solutions déterminées sont invariantes pour les isométries lais-
sant fixe le point x’.

3 Construction des solutions élémentaires pour p quelconque.
11 faut construire
Eq,...0p i € Da(®P) ® (®° TY)
telle que

(A, Eal...ap.ai...a:;,’ Pt )y = (Pai...a',,(x’)
pour chaque

"7 e Do(®p) .
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Nous ne reproduirons pas intégralement des calculs qui sont semblables a
ceux du n° 2, et, pour plus de simplicité, nous poserons :

o= (0tg .o ) et o = (g ... 00p) .

Lorsque m est impair, en prenant

Ue®) = T URGPC) et Usald) = 3 (44 1+ DUL PO,

nous aurons encore, pour Re 4 > 1,

AU, (P £ i0)** 1) = — 404 + m[2) (P £ i0)* U,

avec
U®, solutionde 4x* V, U, + UQ 25 5 JTg] =0
JVigl
U™, solutionde 4x?V,U™, + UL, (4 n+ 25 9,/ m) -
JVigl
_ AT
A+n+1

avec la condition initiale :
U((x?g’(x’) = galai(x,) oo gapa_.',(xl)

et

UM(x)  analytiques autour de x’ .
Nous pouvons prendre alors :

00 = =ty

Vg1

et, pour les Uf,',?,:(x) les seules solutions réguliéres autour de x' déduites
par récurrence des équations précédentes.

On déterminera une solution élémentaire par prolongement analytique
jusqu’a A = — m/2. Lorsque m est pair, on arrive & ce résultat a I'aide de
deux tenseurs supplémentaires V, - et W, o
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4 Spineurs distributions sur V,.

Dans ce n° 4 et dans le suivant, nous suivons essentiellement la théorie
de M. Lichnérowicz ([5] et [6]) :

a) V, est un espace riemannien orienté, analytique, de type hyperbolique
normal. E(V,) est le fibré principal des repéres orthonormés de V,, de
groupe structural le groupe de Lorentz L(4). S(V,) est le fibré principal des
reperes spinoriels de V,, de groupe structural Spin (4) et déduit de E(V,)
par extension.

Un spineur contravariant {y = () est une application z — y(z) de S(V,)
dans un espace vectoriel M de matrices 2 une ligne de quatre éléments ol
opere le groupe Spin (4), avec :

Y(zA™Y) = AY(z), A = (45)eSpin(4).

Un spineur covariant ¢ = (¢,) est une application z — ¢(z) de S(V,)
dans le dual M* telle que

PzA™) = () 47"

Les indices grecs a, B, ... sont les indices tensoriels et les indices latins q, b, ...
sont les indices spinoriels.
Soient y, les matrices de Dirac qui vérifient

VaVp + V8% = — 28sp€.
La variété ¥, admet une connexion riemanienne w = (wp) de coefficients
Cj, par rapport aux repéres de E(V,) et, canoniquement associée & celle-ci,
une connexion spinorielle ¢ = } w}§ y, y* de coeflicients
a,:p =% C;p ?:r 7£r ’

ol I’on pose 7, = (Ya)-
Les tenseurs spineurs dérivées covariantes du spineur contravariant y ou
covariant ¢ sont :

Vo' =0,Y" + o, ¥
Vu Pg = au Pa — O; a;p
ol les 0, sont des dérivées pfaffiennes.

M. Lichnérowicz a défini sur les spineurs de laplacien A :

sur les spineurs contravariants : A = + y*y#V, V= = V*V, + 2R
sur les spineurs covariants tA=V,V50)7"y = —-V'V,+ %R

ol R est la courbure riemannienne scalaire.
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b) Un spineur contravariant (resp. covariant) y(z) (resp. ¢(z)) en z au-
dessus de x € V¥, définit en x un spineur contravariant Y(x) (resp. covariant
¢(x)) dont les composantes sont (Y(z)?) (resp. ¢(z),) par rapport au repére
z€ S(V,). Ces spineurs définissent les espaces vectoriels S, et St sur C,
duaux pour la forme bilinéaire :

s @)x = ¥(x) 9u(x) .

Un spineur distribution contravariant est une fonctionnelle linéaire conti~
nue 3 valeurs dans C sur I’espace Sp des spineurs covariants C® 2 support.
compact dans I'ouvert Q de V. Leur espace est noté S§'. On définit de méme-
le dual 8g de Sg,.

On a pour le spineur contravariant ¥ ou le spineur covariant @ localement.
sommables :

vesy pr (To>=| (Fohm

Ges, par <¢,¢>=[n<¢,~/z>,n(x).

Toutes ces définitions se généralisent par produits tensoriels aux tenseurs~
spineurs et aux tenseurs spineurs-distributions :

Si ¥ est un spineur contravariant différentiable et ¢ un vecteur-spineur
covariant & support compact, on montre que :

(V¥,0)=(¥,00)
ol J est 'opérateur défini par
5((ppa) = -V’ PDoa

et cette relation est prise pour définition de V¥ pour tout ¥ e Sp'. Le lapla-
cien de ¥ est alors défini par

CAY, 05 =P, Ap ).

¢) Si d,(x) est la distribution de Dirac pour le point x’, le bi-spineur de
Dirac s,/(x) = 83 6,(x) est contravariant en x, covariant en x’. Nous dirons
que E,- € 85’ @ 8= est solution &lémentaire de A — &2 pour le point x’ si,
sur ce voisinage Q de x’,

(Ax - 62) Ex’ = Sy
ou encore, pour toute @ € Sg,

< A, - 32) Ezp(x), @4(x) >n = @p(x') .
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5 Le bi-spineur de transport sur V.

a) Les chemins horizontaux 7 2de S(V,) au-dessus de la géodésique % x
de V, définissent un isomorphisme u de la fibre F,. sur la fibre F, qui se
réduit 4 I'identité pour x = x’' (A. Lichnérowicz [7], p. 58-59): si z’ est un
repére choisi en x’ de 8-, z = pz’ est un repére en x et S, eton a :

wiz' A) = zA pour tout A € Spin (4)

et 'on déduit de y un isomorphisme de S,. sur S, qui ne dépend pas de z’
choisi au-dessus de x'. Cet isomorphisme est un bi-spineur € 8, ® S, et,
des repéres spinoriels étant arbitrairement choisis sur £, on peut écrire :

t(x, x) YP(x") = (u)* (x)
£(x', x') = 8% .

b) Fixons le point x’ et désignons par #,:(x) en repéres spinoriels quel-
conques le bi-spineur de transport. D’un repére z’ choisi au-dessus de x’
on déduit par u un systéme de repéres spinoriels z au-dessus d’un voisinage
2 de x'. A tout spineur Y(x') correspond dans ces repéres le spineur

Vix) = ¥(x")
en d’autres termes :
t:'(x) == 5:' .

Soit x(¢), 0 < ¢ < 1, un chemin géodésique de V,, d’origine x’ et z(¢) le
chemin horizontal issu de z’, au-dessus de x(¢). Si & est le vecteur tangent
en x a x(t), projeté du vecteur t tangent en z 3 z(¢), nous avons :

&PV, ¥'(x) = (V) (v) = dy(dr) = dY(z) = 0.
Nous retiendrons donc les deux relations
PV, t(x) =0
av.s) t(x") = 0y

qui sont valables en repéres spinoriels quelconques sur £.
P(x) étant la fonction définie précédemment en coordonnées normales
d’origine x’ nous avons vu qu’en repéres naturels pour ces coordonnées,

g7V, P(x) = 2sE°.
11 vient ainsi en repéres quelconques :

(1v,6) 2 (x) V. P(x).V, t3(x) = 0.
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6 Solutions élémentaires du laplacien spinoriel.

a) Considérons un bi-spineur u;(x), contravariant en x, covariant en x’
et dont les composantes sont analytiques au voisinage de x".

Pour Re 4 > 1, nous avons :
V,(uy PLT1E) = 0,(up PLT1E) + P ol up,
donc
av,7n V,(upy PA*1E) = uj 0, PAY'E + PATIEY 4,
Pour un vecteur spineur ¥, la dérivée seconde s’écrit :
V¥, = dy, + 0.y, — oL,
donc:
V, V@ PA1E) = 9,[V,(uf PAT1H)] +
+ 0%, V,(uf Pi*1%) — C3, V, (uf P ).
En portant (IV,7) dans cette expression :
V.V, (up PIHE) = PIMYEV, V, ul + (V, ul) (0, PAT1E) +
+ @, P (Vou)) + uf v, 0, P E
Ainsi :
= 8"V, V,(up PLT1¥) = — PIY1E gV, V, up —
—2g"0, PYH ) (V, up) — up g"* V, 0, PAY1 %,
En ajoutant } R — &2 & cette expression, il vient :
(A — &%) (up P1'*) = PIM5(A — &) uf —
— 2M(9, PA1E) (V, uf) + uf APA*12
ol nous pouvons écrire (Ch. II, n° 1) :
0, Pi"'*=@Q+1)Pi*o, P
AP = _ (A + 1) PAE(— AP + 4))

ol nous pouvons remplacer AP par :

9,U
AP=—-2m +2g"9,pP 22
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Uo(x) étant la fonction qui, en coordonnées normales issues d’un repére
orthonormé de T, s’écrit :

1

U = .
O = ]

Il vient ainsi (m = 4) :

0,U
APV = A+ 1 PAE (2m +44-2g"4,P- ;]o°)
et le laplacien s’écrit (m = 4) :

aV.8)  (A-e)(uy Pi"'*) = — 44 + m2) A + 1) uf, PA* —

— 24 + 1) P}* g**(9, P) (v,, up — Z—fa, Uo) + PAT1EA — gyl .
En posant
uy = U, 1
ol #y est le bi-spineur de transport, il vient d’aprés (IV,6) :
av,9) (A -e’)(up Pi'*) =
= — 44 +2) (A + Dup PA* 4+ PAYIEA — g2yl
avec la condition initiale
(Iv,10) up(x") = &5 .
Nous introduisons maintenant les distributions
PP* = (u+ 1) (u + 2) PAE

étudiées aux n°s 2 et 4 du chapitre III.
Nous avons :

P'.:.'i'l:l: = (A + 2)()' + 3)Pi+li
et (IV,9) s’écrit :
@v,11) (A - &) (up PA1E) = — 44 + 2) (A + 3) ult P2
+(A+2)@A+3)PITEA - up.

b) Pour faire disparaitre le terme (1 + 2) (4 + 3) P‘},“*(A — &%) uj, nous
introduisons, comme dans le cas scalaire (Ch. III) la série :

o
= Zo Vb"(n) P’



78 SOLUTIONS ELEMENTAIRES DES DALEMBERTIENS GENERALISES
nous obtenons par un calcul identique a celui de (a) (voir le n° 4 du Ch. III) :

(IV,12)  A(Vf Pi**%) = — (A + 2) PAT1E x

a a a U
X [2g"”a,.P-V,,Vno>+ Vicoy (—2g""a,,P. "UO°+ 12+4,1)]

_ pirax LZ prt :(/1 +2+n) [2 ng"? o, PV, Vg
=1

. 0,U .
+ Vo (4n+ 12+42-2"0,P % °)] -AV,,,(,,_I)}]
0

ce qui donne :

A-)[A+3)VePi**] = —(A+2) (A +3) P+ x

. . o,U
X [2 g 0, PV, Vi + Vi (— 2¢"o,P- ’i]o" + 12 + 4/1)]

- (A +3) Pyt [2 Pt {(/1 +2+n) [2 ng* 8, P-V, Viu
n=1

. 0,U a
+ Vo (4n + 12+4A—2g"”6,‘P-—‘2—j—°)] —A -8 V},,(,,_l)}]-
0

En prenant alors pour les V', des solutions réguliéres des équations :

28" 0, P.V, Vio + Vo (— 2g"9,P - a"TUQ +12 + 4/1) =
(1]

=(A - &) uj

2ng"pa”PonV;(”) + I/ba'(n) (4" + 12+4A_2gﬂpauP. a‘i]UO) =

0

I .
G 2rm@ O Woe-o-

On obtient :
(1v,13) A-¢&d [us P (A + 312 P:'_"'Zi] -
= — 44 +2)(A + 3 u PPE

up(x") = o .
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Ou encore pour tout @ € Sp

av,149 (A -)[upPH ) + (A + 3) Ve PA2 2] (0), ) ) =
= — 4@ + 3 (A + 2 up PLE(x), (%) )

— 4 + 3) {4 + 2) PL*(x), Up(x) 0,x) ) -

Au chapitre I, n° 4 (a), nous avons rappelé qu’au voisinage de 1 = — 2
(pour m = 4)
A -7

1
=—" 5.+ ——{— 8P +
A + 2)? A+2{ 1(P)

+

+ n(Y(3)— ¥(3) 6, } + partie réguliére.

Ainsi :
Pl=QA+DU+2P = - Qv%-'-l_;_n 8, + partie réguliére.
Au chapitre III, n° 2 (¢) nous avons montré que les différences P - P'f'
sont réguliéres pour Re A > — m/2 — 1. Ainsi, au voisinage de A = — 2 :
P} = @+ 1) T 5, + partie régulidre.

T 20 +2)

Cette relation permet d’exprimer le prolongement analytique de (IV,14)
jusqu’a A = — m/2 sous la forme :

(A=A [up PE"P L VEPSEL 0,) = — 21 0p(x) -

De la relation (II1,9) qui permet d’écrire (compte tenu des résultats du cha-
pitre I, n° 4 (a)) :

P::—m/z + — 5(10) :l:(P)

nous déduisons les solutions élémentaires du laplacien spinoriel A — &% au
point x' :

| a
EZt = — ETz{ ul 50%(P) + Vg PS*}

dont les supports sont respectivement les demi-conoides 8% (x).
¢) L’équation (IV,12) permet d’écrire :
A-)(VEP +£i0) ") =-A+2) (P +i0)*"! x

8, U,
Uo

x [2 g* 3, P.V, Vi + Vo (— 28" 0,P - + 12+ 4/1)]

6*
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ol nous pouvons laisser V(o) arbitraire et prendre pour les V() les solu-
tions réguliéres de

(AV,15)  2ng" 8, PV, Vi + Vim (4 n4+ 124+ 42—

o, U 1
- 1P 2P Z0) — Y Vo .
28" 0, P UO) /1+2+n(A &) V-1

La distribution (P + i0)~! étant réguliére nous trouvons en prolongeant

analytiquement jusqu’a A = — 2 la solution V3 de I’équation homogene
@Aa-¢)()=0.

d) Dans lexpression des équations (IV,15), interviennent les coefficients
C,, de la connexion riemannienne en repéres orthonormés. Pour résoudre
effectivement ces équations, on peut supposer que le voisinage Q de x' est
rapporté aux coordonnées normales (x*) issues d’un repére orthonormé R*’
de T,.. Désignons toujours par tﬁl(x) les composantes du bi-tenseur de trans-
port pour les repéres R* naturels de ces coordonnées normales. Si e; est

un vecteur de base de R*, il se transporte en x en un vecteur e de compo-
santes

=600 (=5

par rapport & R*. L’ensemble de ces ez forme en x la base d’un repére ortho-

normé R* de T, avec, en x, la matrice §(x) de passage du repére R* au repére
R*:

e =6me  (B=p)
et pour les corepéres :
00 = t5(x) 6.

Dans ces conditions, on obtient pour les coefficients de la connexion
(A. Lichnérowicz [7] page 77) :

Ch ) =t} 1) IG5, + 1,150, 1

ol (t?) est la matrice inverse de (z5) et ol les I'j, sont exprimés pour les
coordonnées normales.

On peut ainsi ramener (IV,15) & une expression en coordonnées normales.
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€) A l'aide d’un bi-spineur de transport 7j(x) nous avons construit
les solutions élémentaires

a’ 1 ’ ’
EX() = - 5-{U, 6% (P) + 1 P*}

de A — &% au point x'.

En combinant les résultats des n° 2, 3, 6 de ce chapitre, on peut généra-
liser sans difficulté aux divers cas tenseurs-spineurs.

L’étude profonde de ces solutions élémentaires est possible en termes de
noyaux, bi-tenseurs, bi-spineurs ... (voir A. Lichnérowicz [6]).



CHAPITRE V

NOYAUX ELEMENTAIRES. PROPAGATEURS

1 Noyaux élémentaires.

V., est analytique, du type hyperbolique quelconque.

a) Pour chaque x’' € V,,, nous avons construit des fonctions
N © o
U@ = L UM P, Ve = 5 Ho) P, W) = 3 W) PO

analytiques en x sur un voisinage suffisamment petit de x'.

Soit £ un ouvert de V,, homéomorphe A une boule ouverte de R™, tel que
pour tout point x € Q et tout point x’ € Q il existe un arc géodésique et un
seul joignant x et x'.

En coordonnées normales issues d’un repére orthonormé de 7, nous
avons vu que

1
Vol = st

En coordonnées normales issues d’un repére quelconque de T, nous
aurons :

_Vigx) 1
NFo)

En coordonnées locales quelconques (y*) sur Q, cette fonction a donc pour
expression (A. Lichnérowicz [4], page 15)

Uo(x)

U3 Jx, %)
9 1 196 |

ou P(x, x') est pour chaque x’ la fonction P(x) que nous avons utilisée dans
les chapitres précédents et qui coincide avec la longueur au carré (et au signe

prés) de la géodésique % P(x, x') est une fonction symétrique de x et
de x’; les quantités y(x) et p(x') sont les déterminants des coefficients y,s de

9 P(x, x")
dy®ay’?

Uo(x) = ot J(x,x") = dét
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la métrique exprimés pour les coordonnées locales (y®). Nous pouvons alors
remplacer Uy(x) par Uy(x, x') et cette fonction symétrique en x, x’ est ana-
lytique sur 2 x Q. Si ¢,,,(x, x') est le bitenseur de transport exprimé en
coordonnées locales (%), nous avons :

)’up(x) = ta,l’(xs x') tﬁ,u’(x’ x’) J’l’"'(x')

d’olt nous déduisons que :

Uo(x, x') = /\/ dét(t,, (x, x"))

qui est la forme utilisée par M™° C. de Witt dans ’expression de AP (page 329
dans « Les théories relativistes de la gravitation » Editions C. N. R. S.
1962).

11 s’ensuit par récurrence que les fonctions U,, V,, W, qui entrent dans la
construction des séries U, V, W sont aussi analytiques en (x, x) e 2 x Q
et nous les écrirons U,(x, x'), V,(x, x), W,(x, x').

1
o
gence de ces séries U, V, W peut étre faite de fagon indépendante de x’
quand x’ décrit un compact de © puisqu’alors r a un minimum et «’ un
maximum. Les fonctions U, V, W sont donc des fonctions analytiques
U(x, x'), V(x,x'), W(x, x") sur un voisinage suffisamment petit de la
diagonale de V, x V,.

2
b) Lamajoration | P | < 1- g) utilisée dans I’étude de la conver-

¢) 11 découle de la définition que donne M™® Choquet-Bruhat [2] du chan-
gement de variables pour les distributions définies sur les multiplicités que
’on peut toujours déduire d’une distribution T(x), par un changement de
variable régulier et dépendant de fagon réguliére d’un point x’ un noyau
régulier sur V,, x V,. L’application de cette propriété aux distributions
PA(x), (P + i0)*(x) et lanalycité des fonctions U(x, x"), V(x, x'), W(x, x')
montrent que nous avons construit au voisinage de la diagonale A’ de
V, x V, des noyaux réguliers E(x’, x) qui sont des noyaux élémentaires &
gauche pour A (laplacien scalaire) (L. Schwartz [1], Ch. V, § 6): si @ x 2
appartient au voisinage considéré de la diagonale A’, il vient, pour chaque
peDgy:

(E', %), A 0(x) ) = o(x))

A étant sa propre transposée, le symétrique du noyau E(x, x') est noyau élé-
mentaire 2 droite pour A : pour toute y € Do, on a:

A, (Y, E(, %) ) = Y(x)
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ce que I'on montre d’ailleurs d’une fagon immédiate en appliquant la régle
de Fubini a

< E(JC’, X), V’(x,) Ax (p(X) >nxn .

d) Soit L une isométrie de V,,, L’ application linéaire tangente, L* la
transposée de L'. P(x, x') est, au signe prés, le carré de la longueur de la

géodésique x’ x ; c’est une fonction invariante par L sur Q x Q.

Pour chaque x’ € 2, on rapporte 2 aux coordonnées normales issues d’un
repére orthonormé de T,., pour définir la fonction

[ go(x) .= [ dét (g,p(x)) | -

Opérons maintenant dans un systéme de coordonnées locales quelconques
(%) sur Q. Cette fonction s’écrit :

ni_ 18@ [y ] N g (0% P(x, %)
| g, x) | = A P PG x) ol J(x, x") = dét ( 3y oy'" )

avec  p(x) = dét y,5(x) et p(x’) = dét y,p(x").

L’isométrie L fait passer des points x, x' de coordonnées y*, y* aux
points X, X’ de coordonnées Y?, Y’ qui sont des fonctions de y* y"* telles
que

Y" aYy’
‘yaﬂ(x) a a n‘ypd'(X)
donc:

T2y | et [vX) | = det

1900 |- |46 2 o 1

La fonction P(x, x') étant invariante par L, il en est de méme des

2 ’
a—ﬁ("’ e @ T
oy*oy'*
€t nous avons :
o P(x,x") _0Y" aY" &*P(X,X')
oy*oy*  oy* oy 9y .oY”

ainsi ¢

v r\ -1
JX, X') = (dét b Y) (dét DY ) J(x, X
Dy Dy
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D’ou nous déduisons que :
L* g(x, x') = g(x, x') = g(X, X")

et cette fonction est invariante pour L.

D’aprés leur méthode de construction, nous déduisons par récurrence de
ce qui précéde que les fonctions U(x, x'), V(x, x'), W(x, x’) sont invariantes
par L. Le prolongement analytique conserve cette invariance pour les noyaux
déduits des (P + i0)* : les noyaux élémentaires que nous avons construits
dans le cas ultra-hyperbolique sont invariants ; ceux que nous avons cons-
truits dans le cas hyperbolique normal sont invariants ou s’échangent.

Dans le cas ou V,, est un espace symétrique (A. Lichnérowicz [2]) les
noyaux élémentaires E(x’, x) sont symétriques pour un ¥, ultra-hyperboli-
que ; nous reviendrons plus loin au cas hyperbolique normal.

e) Pour les cas tensoriels et spinoriel,des considérations analogues 4 celles
de (a), (b), (c) conduisent aux bitenseurs élémentaires et bispineurs élémentai-
res des laplaciens correspondants qui sont étudiés en détail par A. Lichnéro-

wicz dans [1] et [6].
2 Paramétrix sur V,, ultra-hyperbolique de structure C*.

Nous supposons dans ce numéro que V,, n’est plus analytique mais C®,
Nous nous proposons de construire dans tous les cas une paramétrix pour
A sur Q x Q C’est-a-dire un noyau régulier N(x', x) tel que

(AN, %), (%) ) = @(x') — (F(x', x), o(x) )
ou F(x, x') est une fonction continue bornée sur 2 x Q.

a) Pour m impair :
Posons pour chaque x’ e Qet ReA > 1:

(m—1)/2 (m—1)/2

Ux)= Y U)P(x) etU(x)= Zo (A + n + 1) U,(x) P"(x)
n=0 n=
o, en coordonnées normales issues de x' :
Uox) = 1/ ex) 1,

Uo(x) S AU,_4(8) m—1
U"(x)=4(z+;+1)sjo G R (ls"S 2 )

11 vient :
AUP £i0)**) = —4A + mU'.(P £i0)* +
+ (P £i0)**™2* AU _yys -
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Et, pour A = — m/2 en prolongeant analytiquement :

4 e:Fhl:qlz nm/Z

A(U(P + iO)l_mlz) = m

6y + (P £i0)%AUG_yy .

En posant :

e*™/2 M(m[2 — 1)

— ;) —m/2
No(x) = sz V(PO
+ing/2
e I'imf2 -1 .
Fx'(x) = = 47:m/£ )(P i 10)* AU(m-l)/2

nous obtenons deux distributions qui définissent sur Q x Q deux noyaux
N(x', x) et F(x', x) vérifiant les propriétés énoncées.

b) Pour m pair :
On pose pour chaque x’ € Q (en coordonnées normales) :
mi2-2 m/2-2

U(x) = ;0 U ) P'(x); U= Y @A+n+)U(x) Px);

n=0
V(x) = Vo(x) + V1 P (x)
ol les U,(x) sont déterminés comme en (a) et ol

_ U [T AU ..
Vo(x) = YT Io U0 de;

_ Uo(x) S AL AV(8)
) = it mz s D j N

d’ou I'on déduit

4 e:F iﬂq/Zn m/2

A[UP £i0)'™™? + VLog(P +i0)] = T =Ty

o0y — [4V1 — AV,
et ’on posera ici :

e*i2 [(m/2 —

D (U +i0)' ™2 + VLog (P + i0))

N x’(x) = 4 nmlz
+ing/2 _
Fox) =° 4r 2= D@4y, - aV)  (fonctionC).
n

¢) Pour m pair, p et g impairs :

On peut dans ce cas suivre la méthode de M™° Choquet-Bruhat [1] pour
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déterminer une paramétrix plus simple ¢ ou F est remplacée par une mesure
£ portée par le conoide isotrope I'y :

Aa’=5x;—-£.

Pour cela, x’' étant fixé et les coordonnées normales de nouveau utilisées,
reprenons les distributions

P*l=(QA+2)A+3)...(A + m2 + 1) PiH

(on arrive au méme résultat avec les PA*),
Reprenons aussi

m{2-2 mf{2~2

U(x) = Z U,(x)P(x) et U'(x)= Z (A + n + 1) Uy x) P’(x)

avec les mémes U, qu’en (b) ou ().
Il vient pour Re A > 1:

Atly _ myA+m2+1 ., ..
AUP*™Y) = 4(l+2)——_——i+l U P*+

A+2DA+3)..(A+m2-2)
Grm2+2)GA+m2+3)..G+m—=1)

Nous avons déja calculé :

+

AU j2-2 Pu1.+m/2—l
m/2— .

P;l-—m/2 = 5(1m/2—2)(P)
Pl = m)2 - 1)!582(P)
et nous savons (Ch. I, n° 4) qu’au voisinage de A = — m/2:

a_(A+DA+2).. (A + mj2 — 1) (= a2 gm2

P 7+ m)2 I(m[2)

o, +
+ partie régulicre.

On obtient ainsi, par prolongement analytique jusqu’a A= —mf2 (en se
rappelant que U'(x") = A + 1)

A(UR) 6"*72(P)) =

(=m2+2D(=m2+3)..(=2) (m _ o
@~ m2 - 1) (2 1) H(AUp2-2) 317(P) -
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ou encore :
A(U 5(lm/2—2)(P)) = 4(— 1)(p+1)/2 am2-1 5. +

+ (= D71 (m)2 = 2) | (AUy2-5) 6°%P) .

On peut donc poser :

=D m2 — 21

&L = 4 g2 1 (AUm/z—z) 550)(1’)
et
u (m/2-2)
¢ = 4(— 1)@*HD2 a1 o1 (P)
ol on peut remarquer que
mf2-2
U §{"~2(P) = % U &M2=27m(p)

3 Noyau élémentaire sur V,, (ultra-hyperbolique C*).

a) Dans tous les cas, nous avons un noyau N(x’, x) et une fonction
continue F(x', x) qui vérifient :

o) = | F 0 0091609 + (NG 9, A, 09

pour chaque ¢ € Dg,.
Quelle que soit la fonction Y € D, on peut construire une fonction
continue T solution de I’équation intégrale

T(x') = L} F(x', x) T(x) n(x) + { N(x', %), ¥(x) ) .

On procéde par itération (De Rham [1] § 30 ; M™ Choquet-Bruhat [11)
sur un ouvert Q assez petit pour que '

[ 10 <k <1
2

pour tout x’ € Q.
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On pose :
B = (NG, () )
Bi) = | R, 0 )0
B:) = | R 2 b1
etlona:

B\ < kIBI; 180N < kB <K |BI;

La série

T(x") = B(x") + Bi(x) + Ba(x) + =

est bien une fonction continue solution de I’équation intégrale.

L’application :
YyeD, »TeD,

ainsi obtenue définit un noyau E(x’, x) sur Q x Q.
En particulier, pour

V= Ap ou @D,
on obtient :
T(x) = o(x") = { E(x', x), Ap(x) )

et E(x', x) est le noyau élémentaire 3 gauche de A sur 2 x Q.

89

On peut méme montrer que la fonction 7(x’) construite plus haut est,
pour chaque y € D, dérivable autant de fois que I'on veut : N(x', x) est un
noyau régulier et f(x’) est indéfiniment dérivable. De plus B, peut s’écrire :

Bi(x) = L’ F(x', y) B Jlg) [ dy = L F(x) B(y(x, x)) /I g(x) | dx

ol () est un systéme de coordonnées locales quelconques et (x*) des coor-
données normales issues de x’ dans cette expression, x’ intervient comme
paramétre par ses coordonnées (y'*) dans le systéme (y*). Ainsi, B, est déri-

vable et les séries dérivées 07/0y’* convergent uniformément sur Q.

On a, pour cette fonction différentiable :

AT = y.
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b) On peut remplacer Apar A + C(C = Cte ou fonction C*) et méme par
les opérateurs D = A + B 9, + C en distinguant les roles joués par D et
son transposé D* (voir [1] de M™ Choquet-Bruhat).

¢) En appliquant les méthodes de ces n° 2 et 3 aux résultats du chapitre IV,
on peut généraliser aux cas tensoriel et spinoriel : dans le cas tensoriel (1,1)
par exemple, nous pouvons construire un bi-tenseur distribution N, ,(x’, x)
tel que pour tout ¢* € Do(® 1) :

(AN, 000 ) = 0u6) = | ol 3) 0709 103

ol F,,(x’, x) est continu sur Q X Q. On pourra ensuite procéder comme
en (a).

4 Le cas hyperbolique-normal.

Ce cas est étudié en détail dans la théorie des propagateurs et commuta-
teurs de A. Lichnérowicz [1].

a) Lorsque V,, est C®, par application des résultats du chapitre III, nous
pouvons construire pour chaque x’ deux distributions NZ(x) et deux fonc-
tions FZ(x) continues, ayant respectivement leurs supports dans &*(x’) et
vérifiant :

AxN.SE = 5x' - F:E ’
les noyaux correspondants étant réguliers.

Suivant la construction du n° 3, de chaque ¥ € D, nous déduirons deux
fonctions différentiables

THx) = () + BEGE) + -
ol
BE(x) = (N*(x', %), 0(x) ) ..

qui sont nulles respectivement si le support de Y ne rencontre pas 8%(x"). Les
noyaux E*(x’, x) élémentaires correspondants ont donc eux-mémes les pro-
priétés de support qui caractérisent le cas hyperbolique-normal.

b) D’un théoréme d’unicité de Lichnérowicz ([1] n° 7) on déduit la rela-
tion d’échange

E*(x,x") = E¥(x', X)
et 'antisymétrie du propagateur scalaire
G(x, x) = E*(x', x) — E~(x', x)
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ce noyau intervenant dans la résolution du probléme de Cauchy sur V,, et
dans le calcul du commutateur du champ scalaire sur I’espace-temps V.

¢) De cette méme relation d’échange des solutions élémentaires par per-
mutation de x, x’, on déduit la symétrie des fonctions U(x, x’), ¥(x, x’) qui
interviennent dans leur construction quand V,, est C®. On a en effet :

Pi*(x,x') = P*¥(x', x).

d) Dans le cas hyperbolique-normal, il est fondamental, selon Leray [1],
de considérer les fonctions différentiables ¢ dont le support S(¢) est compact
vers le futur ou vers le passé. Dans le premier cas, S(p) N §*(x) est com-
pacte ou vide pour tout x € S(¢) et dans le deuxiéme cas, S(¢) N §(x) est
compacte ou vide pour tout x € S(p). Pour un ouvert Q de V,, nous désigne-
rons par J(,,f ces deux espaces de fonctions.

Supposons que m soit impair et posons sur V,, analytique :

(= D™ D2 f(mj2 — 1)
2 a™/?

E3i(x', x) = Uses(x, x) PP IE, x)

Nous avons :
(EX(x, x), o(x) Ye K] pour ¢peD, ou gpek
et les produits de Volterra
Eiri(x', y) 08 ELes(69)5 Ezni(p) 0 4, E*(x, )
sont définis dans le domaine
Red>-—-mi2 -4, A+ —-1,—-2,..., —mf2 + %, — m/2.

Pour Re 4 > 1, nous pouvons appliquer la formule de Green :

J [Ef i, ) AyEZso(x, ¥) — Efeq(x, ) A, Ef4y(x", )] n(y) = O
2

(le second membre est une intégrale de surface sur I'y,, I'; ou PA*1*(x', y),

PY*17(x, y) ainsi que leurs dérivées sont nulles). Pour ¢ et i € Dy, posons

D,.1(0) = (Efs1(x, 1), 0(x) ) et ¥,01(0) = (Efei(x, ), ¥(x) ).

Nous avons :

( EL 1%, ), o(x) A, Piia(y) > = ( E ;5 1(x, y), ¥(x) AD,.,(») )
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Par prolongement analytique jusqu’ad A = — m/2, nous obtenons les noyaux
¢élémentaires E* et nous savons que :

A, { EX(x', y), x(x') ) = x(y) pour xeDg.
Donc:
CEY(, ), o) () ) = E™(%, ), ¥(x) 9(3) Y= E~ (3, X), @(x) Y(¥) ) -
ce qui montre que
E*(x',y) = E~(y,x)

et permet de retrouver la symétrie de la fonction U(x, x’).
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