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INTRODUCTION (1) 

Ce travail concerne la construction des solutions élémentaires scalaires» 
tensorielles et spinorielles, au sens de L. SCHWARTZ [1] et A. LICHNÉROWICZ 

[1], du laplacien (ou dalembertien généralisé) d'une varité Vm riemannienne, 
analytique, de type hyperbolique et orientée. Ce problème, déjà résolu 
par Mme CHOQUET-BRUHAT [1] est étudié ici par la méhode des séries de 
HADAMARD [1] et des fonctions holomorphes à valeurs distributions de 
GUELFAND et CHILOV [1]. 

Le chapitre I rappelle quelques résultats de géométrie riemannienne et 
certaines propriétés des distributions (P ± i 0)A d'un espace plat ainsi que 
leur extension à Vm. 

Le chapitre II est consacré au cas hyperbolique de signature (p + , q — ) 
oxxpstq > 1 (ultra-hyperbolique). La généralisation de la méthode h A + Cte 
et à A + Bp dp 4- Cte est immédiate. Sur les espaces harmoniques, le pro­
blème se ramène à la résolution d'équations différentielles du type de Fuchs, 
comme dans le cas plat. 

Dans le chapitre III, nous envisageons le cas hyperbolique normal où 
apparaissent les propriétés de support bien connues. 

Le chapitre IV généralise ces résultats aux cas tensoriels et spinoriel 
(sur K4). Le bi-tenseur de transport de la connexion correspondante joue 
un rôle fondamental. 

Le chapitre V concerne d'abord l'invariance par isométrie des noyaux 
élémentaires déduits des solutions élémentaires, puis la construction de ces 
noyaux quand Vm est C00 : nous retrouvons ici la méthode utilisée par Mme 

CHOQUET-BRUHAT ; nous achevons enfin sur le cas hyperbolique normal. 

A Monsieur LICHNÉROWICZ et à Madame CHOQUET-BRUHAT, j'exprime ma 
profonde gratitude pour leurs conseils, leurs encouragements et l'intérêt 
qu'ils ont bien voulu accorder à ce travail. Je remercie également Monsieur 
LERAY pour ses conseils et ses remarques. 

(1) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie. 





CHAPITRE I 

PRÉLIMINAIRES 

1 Tenseurs-distributions sur une variété riemannienne. 

à) Soit Vm une variété riemannienne, orientée, de classe C00, d'élément 
de volume rç, de métrique gaP, où V désigne les dérivations covariantes pour 
cette métrique. 

Nous désignons par 3)fl(® p) l'espace des /Censeurs de classe C00, à 
valeurs complexes, à support compact sur l'ouvert Q de Vm et par Dfl(<g> p) 
l'espace des /7-tenseurs-distributions au sens de A. Lichnérowicz [1]. Si T 
est un /̂ -tenseur localement sommable sur t o n a l e 2>n(<g) p) en posant, 
dans un système de coordonnées locales quelconques sur Q : 

<T, t / > = f Tai^ap(x)U^'^x)ri(x) 

pour tout U e 3)fî(® p). 

b) Dans le cas scalaire, ces espaces sont désignés par 3)« et 1%. Les déri­
vations covariantes sont des applications continues %(®/?) -* 3)fl(®/? + 1) : 

Pour Te 1%, nous avons : 

<VaT, l /*>= - < T , Val/a> = <5aT, (/*> 

pour tout U e 2>fl(® 1). Avec le laplacien scalaire (dalembertien généralisé) 
défini par 

A s - V ' 3 , 3 - g * V , 3 , 

il vient : 

< AT, <p > = < T, Aç> > 

pour toute q> e 3)fl. 
Les espaces Œ)fl et 2½ peuvent encore être définis d'une façon purement 

scalaire à condition de définir spécialement les effets des changements de 
coordonnées locales et des dérivations (Mme Choquet-Bruhat [2]). 
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c) La mesure àx> de Dirac relative au point x' eQ est définie par 

< 8X., <p > = q>(x') pour toute q> e 3)fl 

et une solution élémentaire de A pour le point x est une distribution E e % 
solution de 

AT = «,.. 

Sur un espace plat, ce problème peut être résolu par la méthode de Guel-
fand et Chilov [1] des fonctions holomorphes à valeurs distributions que 
l'on prolonge analytiquement. Ce sont ces résultats que nous commence­
rons par rappeler. 

2 Distributions de Guelfand et Chilov sur Rm, pour Re k > - m/2 - 1/2. 

Dans ce paragraphe, les nombres réels x3 (J = 1,..., m) sont les coordon­
nées d'un point quelconque de Rm où nous considérons les distributions 
$\ (P± i 0)A et ô[%(P) de Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2) en donnant 
exactement leurs définitions et leurs résultats pour Re A > — m/2 — £. 

a) Distributions (TA : 
Soit sur Rm la forme quadratique (T à coefficients complexes grs : 

$ = grs x
r xs = P + i P' 

où P est une forme quadratique réelle quelconque non dégénérée et P' 
une forme quadratique définie positive. Pour X e C, posons 

<TA = exp[A(Log 14J | + i Argï)] où 0 < ArglT < n . 

Pour Re X > 0, et q> e Œ>, l'intégrale 

< <T\ cp > = f 1TA <p dx 
J Rm 

converge et est une fonction analytique des coefficients de ff et de L La 
distribution (TA e 3)' ainsi définie est donc univoquement déterminée par 
ses valeurs sur l'ensemble des (T = i P' pour lesquelles P = 0. 

Pour (T = i P ' = i ars x
r x5, il vient : 

< (TA, <p > = eircA/2 f (ars jc
r xs)A p dx . 

On peut trouver un système de coordonnées x'1 où 

p = (x'1)2 + - + (x'TO)2 = r2 ; 
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alors: 
JnXI2 r ^iirÂ/2 r 

<ffA,<p>==e_- r2*<pdx' = -L==\ r2A<pd;c', 
Va JRW V ( - i)mgJ*m 

où tf = dét(a„) et g = dét(#rs). 

Passons aux coordonnées polaires xfi = ra)f : 

[ r2A <p dx' = f °° r2^™-1 ^(r) dr 

ou 

$(r) = <p(™i) dS , Sm = sphère unité de Rm. 

On peut écrire 

J r2A <p dx' = J r2A+m-1(^(r) - tfr(O)) dr + 

2 X + m/2 

où le second membre est analytique en X dans le domaine 

Re X > - m/2 - i, X # - m/2. 

On peut ainsi définir le prolongement analytique de (TA dans ce domaine, 
X = — m/2 étant un pôle simple avec : 

- i«m/4 - mm/4- /• 

résidu < <TA, <p > = y ^(0) = t <p(0) dS 

^m/2 e - i « m / 4 

V ( - i ) m g r ( m / 2 ) 

Finalement : 

«KO). 

^m/2 -iitm/4 

résidu (TA = 5 (5 = distribution de Dirac à l'origine). 
'—m/2 r ( m / 2 ) V ( - i ) m g 

Dans le cas général où S = P + i J?', la distribution (TA admet dans le 
domaine Re X > - m/2 - i le seul pôle (il est simple) X = - m/2 où 
le résidu s'obtient en prolongeant analytiquement l'expression précédente. 
Prenons en particulier : 
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p = (je1)2 + - + (x
p)2 - (xp+i)2 - — - (xM)2 = forme quadratique 

ultra-hyperbolique de signature (p + , q-) et Pf = «[(x1)2 + - + (x1")2] 
où e est réel positif, on obtient alors 

V ( - i)" g = (a - i) , /2... (e - i)V2 (s + i),/2 ... (e + i)* 
p termes q termes 

avec z* = | z |,/2 ei(arg z)/2 , - TT < arg z < n . 
Avec ces expressions de P et P'9 Guelfand et Chilov posent : 

(P + i 0)A = lim 1TA . 
« -0 

Cette distribution (P + i 0)A est régulière pour Re X > - m/2 - \ 
sauf au point X = — m/2 (pôle simple) où l'on a : 

m/2 -inq/2 

résidu (P + i 0)A = , ô . 
A=-«/2 W 2 ) 

En raisonnant de la même façon sur les formes quadratiques à partie 
imaginaire définie négative, on obtient (P — i 0)A et : 

m/2 e + inq/2 

résidu (P - iO)A = — — — - S . 
A=-m/2 r(m/2) 

b) Distributions P± et ô[k
t2(P) : 

On suppose toujours que 

p m = p+iï 

i» = Z (**)a - Z (*')2 

est ultra-hyperbolique. Pour Re X > 0, considérons les distributions 

< P A
+ , ç > > = f PA<pdx et < P i , p > = ( ( - P ) A ç > d x . 

J P>0 J p<0 

Passons aux coordonnées bipolaires JC' = p©, et xJ* = ffcty : 

< PA
+, <p > = f (p2 - a2f <p(pœi9 (TCOJ) p * ' 1 a*'1 dp du- dS(p)dS(«> 

= T \\p2- a2f il>{p, a) p""1 «r»"1 dp d<7 
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avec 

*KP, °) = f (Pipa» GCOJ) dS(p) dS ( 4 ) . 
* Sp X Sq 

Posons ensuite u = p2, t; = <j2, ^(w, t?) = ij/fj), G) et enfin t; = ut 

< PA ,<?>> = I J" M
A +- /2- i du J 1 (1 - 0A ^" 2 ) / 2 ^I(M, fti) df. 

Il en résulte que < P i , <p > a la première série de pôles 

X = - k (k = 1, 2,...) 

qui sont ceux de 

<*>(A, M) = I f (1 - 0^ ( , " 2 ) / Vi(« , <")<*' 
4 J 0 

avec 

résidu 0(>l, M) = ( ~ 1)fc 1 • ^ 4 U«-2)l2 ilft(u, tu)] 
-a—* 4(fc- 1)! S^"1 L J 4(fe - 1) 

Ainsi, pour k > m/2 : 

4(fe-l) 

f = l 

résidu< P\, <py = LJ1 f" d [f(«-2)/2 ^ (IJ , M ) ] 
*=-* + ^ ' 4(fe- 1)! Jo 5f*- l L J 

( ~ ^ P ^ [P
(«-2)/2 ^ ( H , v)] 

4(fe- 1)! Jo a»* - l L J 

t = i 

-t + » / 2 - l d M 

u ( P - 2 ) / 2 d H 

Ce résidu introduit la distribution <5i* 1}(P) portée par le cône P = 0, 
d'un type primitivement considéré par J. Leray : 

< <5<*>(P), cp > = I f °° ^ [ ^ " 2 ) / 2 ^ ( I I , t;)] 
4 ^ 0 dvk 

u«"2»2du. 

Ainsi : 

résidu P\ = v„ \ x i 5?"U(P) . 
A=-fc>-m/2 (^ ~~ 1) f-

Dans les mêmes conditions, on trouve : 

résidu P i = r — 
A=-fc>-m/2 (fc - 1 ) ! 

<5r1}(p) 
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OÙ : 

v(q-2)lz Av . < ôf\P), 9 > = < ^ - r d~ &>-»* uu, v)] 
4 J o du 

De l'expression primitive de < P+, <p > il découle que le point X = — m/2 
est aussi un pôle pour P± (nous nous bornons toujours à 

Re X > - m/2 - i). 

Nous donnerons plus loin l'expression de ces résidus, que l'on trouvera 
dans l'ouvrage cité de Guelfand et Chilov. 

Pour Re X > 0, on a les relations : 

(P±iO)A = P i + e±î,lAPA 

qui se prolongent analytiquement pour Re X > — m/2 — £, X ^ — m/2. 
Ces relations, jointes aux expressions des résidus de (P ± i 0)A et de P± 
permettent d'obtenir : 

<5ifc)(P) - ô2
k\P) = 0 pour k < m/2 - 1 

$<«/*-i>(p) -5(
2

m/2_1)(P) = 

( - l)p/2
 TTW/2 5 pour p et q pairs 

l (_ iy,-lv, ̂  [rg| _ « ] 5 pour, et, impairs. 
Nous nous proposons d'étendre ces distributions à une variété Vm. Pour 

cela, nous utiliserons les coordonnées normales et, pour éviter d'introduire 
sur Vm une métrique à coefficients complexes, nous partirons des définitions 
ci-dessus des distributions P± et <5i*2(P), nous calculerons les différences 
S(i\p) — ô2

k\P) et nous en déduirons les propriétés des 

(P±iO)A = P+ +e±inXPi . 

Pour plus de simplicité, nous commençons par le cas plat. 

3 Les distributions 4%(P) sur un espace plat. 

Nous gardons les mêmes notations qu'au n° 2 : Mm est un espace plat, 
muni d'une métrique 

P p+q=m 

1=1 j=p+l 
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de signature ultra-hyperbolique (p + , q - ) . Pour <pe», on passe aux 
coordonnées bipolaires x1 = pœi9 xj = aœj ; on pose : 

i//(p, a) = f <p(pœi9 acoj) dS(p) dS<*> 
J SpXSq 

puis, en prenant u = p2 et v = ex2, on définit ^(w, y) = ^(p, (7). 

a) Pour tout entier k > 0, Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2) définis­
sent les distributions <5(ikt2(P) par les formules : 

0 dit 

\k foo afc 

< 5 f (P), 9 > - J J J ^ (^-avi w „ f p)) 

< 52*\P), <?> > = ^ f" f-k («(p-2)/2 *,(«, r)) 
4 J 0 du 

(p-2)/2 du 

V1 iq-2)/2 dv. 

Pour k < m/2 — 1, ces intégrales convergent et on a : 

<5f(P) = ô2
k\P). 

Pour A: ^ m/2 - 1, on pose : 

A* 
3i/ 

. (^-^Vidi .r ) ) _ u(q-2)/2-k 

ek 

du 
-k{u^2"2^x{u9v)) _ v(p-2)/2-k <Kv); 

où Y et # e BR. Il vient alors : 

< 5(
t
k)(P), ç> > = valeur régularisée \ f wA »P(M) du 

X = m/2-2-k 4 J 0 

< 5(
2
fc)(P), <p > = valeur régularisée t J 2 - f °° t;A <P(t?) dt; ; 

A = m/2-2-fc 4 J 0 

ces régularisations étant faites au sens de Guelfand et Chilov ([1], Ch. I, § 3). 

b) Proposition. 

Quand m est pair : 

SW2-l)(p) _ 5 ( m / 2 - l ) ( p ) = ( _ xyl2 ^ / 2 ô s i p e t q s Q n t p a . r s 

s(m/2-l ) r px _ . s ( m / 2 - l W _ (_ i \ (p - l ) /2 _m/2- l f^ ' (p /2 ) / ^ / 2 ) ] 

«i C) *2 W - ( D « L/XW2) " 7W2)J ô 

si p et q sont impairs (1). 

(1) On sait que ^ ^ = - C - 2 Log 2 + 2 fl + - + • + -±—\ . 
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Démonstration. 

Lorsque p et q sont pairs, les intégrales qui définissent 5 ¾ 2 - 1 ^ ) conver­
gent régulièrement. Nous pouvons supposer que ^i(u9v) =f(u).g(v) où 
/ e t g 6 ¾ . 

Intégrons m/2 — 1 fois par parties : 

i roo ; s m / 2 - l 

< ô^-'XP), P > = M f - ^ (»(«-2>'2 g(iO) /(«) «('-2)/2 du 
4 ^ 0 CV v = u 

= <ÔTI2-1\P),<P>-

i m / 2 - 2 / J H J M / 2 - 2 - B \ 

où la dernière somme ne comporte que le terme en (p — 2)/2 : 

< iT"-"m - sf"-'\P),vy - < ^ - (f - i) ! (f - i)• /<0)8<0) 

avec 

^(0,0) = ^(0, 0) = <p(0) f dS(p) dS(q 

- ^ ° ^ - ^ 0 , / 2 - 0 ^ / 2 - 1 ) 1 -
Lorsque/? et 9 sont impairs, il faut régulariser ces intégrales, ce qui donne : 

< <5(r/2_1)(P), <p > = i [J u _ 1 ( n " ) - f(0)) du + J" M - 1 !F(u) du] 

<tirtl-1XP),<P>-

= (~ ^ U p-»(#(») - ¢(0)) dt; + P u-1 (&(p)dul . 

Posons encore ^(u, p) =f(u) g(v) où/et # e 3)R : 

n«) = «p/2/(")dM/2_1(««/2-1g(«)) 
donc 

«f(0) = «' ,/2/(0)dM/2_1u«/2-1g(0) 
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donc 

0(O) = M^2g(O)d l w / 2 . l M
p /2-1 / (O). 

Nous pouvons écrire : 

4 < ô<r/2-l\p),<py = 

= J o «-V / a / (« )^2^(^- 1 ^)) - «^/Wd^.^u^^g^jdu 

•J 1 

et intégrer m/2 - 1 fois par parties : 

4 < Ô™2-»{P)9 cp > = 4 < ^ - " ( P ) , «, > + 
m / 2 - 2 

+ z ( - imK- ' /w^-^ .K- 1 ^) ) -
n = 0 

- ^(u^-V^d^., . , ,^^-^^))]^ + 

+ j f (- 1^^-7(^))^. , - , (^-1^)] .^. 
Donc: 

4 < ô(rl2-%\p) - s?'2-^), 9 > = 

= -/(o)g(o),"ï2(- î r td , / 2 - 1 ^. , .^^- ' ] ,^ . 
ii = 0 

En développant cette dernière somme, on trouve : 
m / 2 - 2 

E ( - i m u ^ d ^ . , . , , » * / 2 - 1 ] , , ^ 
ii = 0 

= ( _ nc,- D/2 r(pl2) /fr/2) / 2 ... _ ^ _ _ _ 2 2 _ \ 
T \ 3 g - 2 3 p - 2 / 

= , (p_1) /2 r(pl2) r(q!2) \r'(ql2) _ r'(pl2)] 
n Yr{ql2) r(p/2)\ • 

Ainsi : 

(ôT^-'XP) - è^l2-l\P),q>) = 

= M » Q). (-i)(p-1)/2r(p/2)r(g/2) (r'(pi2) _ r(g/2)\ 

4 n \r(pl2) r(ql2)J 

= (- DO"1"2 a»'*-1 fr(p/2) r ( g / 2 ) ^ mrm 

C.Q.F.D. 
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4 Les distributions P± et (P ± i 0)A sur un espace plat. 

a) Considérons les distributions P± définies par Guelfand et Chilov sur 
un espace plat (voir le n° 2, b de ce chapitre). Ils partent, pour Re X > 0, 
des intégrales 

< P A , ç > > = f Px<pdx9 < P i , < p > = f (-P)Aç> 
J p > 0 J P < O 

dx 

Dans le domaine Re X > - m/2 - \ auquel nous nous bornons tou­
jours, ces intégrales peuvent être prolongées analytiquement pour : 

X # - m/2 , - / où / = 1, 2,..., (m - 1)/2 lorsque m est impair 

X # - m/2 , - / où / = 1, 2,..., m/2 - 1 lorsque m est pair. 

Dans le domaine considéré, les points X = - m/2 et X = - / sont des 
pôles. Voici les résultats de Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2, 2) : 

Pour m impair : 
Tous les pôles sont simples et, en utilisant la proposition du n° 3 : 

résidu P i = ^ i ) ^ 5 ( ' - i ) ( P ) ; 

résidu Pi = —J--$"\P) = __L_5<'-»(P); 

résidu P+ = 
A=-m/2 

résidu P i = 
A=-m/2 

1
/ i \q /2 m/2 
V J m — à (p impair, q pair) 

T(m/2) 
0 (p pair, q impair) 

[ 0 (p impair, q pair) 

T(m/2) 
(p pair, g impair) 

Pour m pair : 
Les pôles X = - / sont simples avec les mêmes résidus que dans le cas 

où m est impair. 
Le pôle X = - m/2 est simple si p et q sont pairs : 

(voir proposition du n° 3). 
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Le pôle A = — m/2 est double si p et q sont impairs ; au voisinage de 
A = — m/2 on a : 

P± = —- H h partie régulière 
(A + m/2)2 A + m/2 

avec: 

( _ i r / 2 - i ( .pte+D/i ^ /2 -1 r r ( p / 2 ) r(g/2)1 

^-1 T(m/2) °* W + T(m/2) L/tp/2) r(€/2)Jd ' 

c-2 7x^21 ô 

r - - _JL_«wi-ivw + ( - D ^ 1 ^ ^ - 1 rr(g/2) _ r'(P/2)] . 
1 "/Im/2) , > 2 W + T(m/2) [^4/2) /ÏJ»/2)J** 

_ ( - l ) ( P - l ) / 2 ^ / 2 - l s 

et l'on déduit, de la proposition du n° 3 : 

c- - _I_*w*-«rm + ( - D ^ 1 " 2 ^ 2 - 1 [HP/a) _ r(m/2)] 
^-1 Am/2) ' l ' A«/2) L /Xp/2) r(m/2)J ° ' 

b) Dans le domaine Re X > — m/2 — \9 nous posons par définition : 

(P±iO)A = Pi + e±iwAPA_ 

lorsque X # — m/2 et A ^ — /. 

Proposition : 

Le point A = — m/2 est, dans ce domaine Re X > — m/2 — \9 le seul 
pôle de (P ± i 0)A. C'est un pôle simple et, quelle que soit la parité de m : 

Tiïi«/2 m/2 

Démonstration. 

Les pôles éventuels de (P ± i 0)A sont ceux de P± avec un ordre au plus 
égal. 

1er cas : pôles X = - / avec / = 1, 2, 3,... < m/2 : 

résidu (P ± iO)A = ^Jï—S^ÇP) + e± i*<-' )
7 7-!— Ô^'^P) = 0. 

A=-J l* ~ -U ! V* "" A) ! 
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2e cas : pôle X = - m/2. 

a) m est impair : 

(— 1)«/2
 n

ml2
 t*inq/2 nm}2 

r(m/2) Ô= /Xm/2) * (^ i m P a i r ^ P ^ ) 

résidu(P ± iO)A = \ c ^ 2 M ) ^ V 2 _ 
*—•»/* i r (m/2) 

QT\nq/2 %m/2 

r(m/2) 

P) m est pair : 

S (p pair, 4 impair) . 

Si p et £ sont pairs, la proposition se vérifie immédiatement. Pour p et q 
impairs, on a, au voisinage de X = — m/2, 

( p ± i 0 ) ' = c - 2 + e
 2

 c - 2 + 
(A + m/2)2 

C! t + e*'*™/2 CZt ± i * eTi,,m/2 CI , 
+ A + m^2 + P a r t i e régulière, 

où l'on a : 

C + 2 + e ± i « m / 2 c - 2 = : 0 e t Ct1+9±lm/iCIi"0 

ce pôle A = — m/2 est donc simple, et il vient : 

+ iltéri*m,2(- 1 ^ - 1 ) / 2 ^ / 2 - 1 -Ti ««/2 m/2-1 
résidu(P + iO)* = ± 1 ^ £-% * ô = e * ô. 
A = - m/2 i (m/2) r(m/2) 

C.Q.F.D. 
A la suite de ces no s 3 et 4, nous avons défini et obtenu, pour 

Re X > - m/2 - | les propriétés de (P ± i 0)A sans passer par une métri­
que complexe : nous pouvons revenir maintenant à une variété Vm. 

5 Coordonnées normales sur Vm : 

Vm est une variété riemannienne, orientée, de classe C00. 
a) Soit x' un point fixé de Vm9 Q un voisinage de x' dont chaque point x 

peut être joint à x' par un arc géodésique x' x unique. A tout vecteur uX' tan­
gent en x' h x' x correspond sur x' x un paramètre géodésique affine s uni­
que tel que sx> = 0. Si TV (espace tangent en x' à Vm) est rapporté à un repère 
Rx' arbitrairement choisi, les m nombres 
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sont bien déterminés et définissent sur Q les coordonnées normales d'origine 
x' et relatives à R*' (A. Lichnérowicz [2], n° 26, p. 39). 

Deux systèmes de coordonnées normales issues de x' sont liés par des 
relations : 

x*' = A{ xp ; A% = Cte ; dét (A*p) * 0 . 

Dans la suite nous rapportons Q à l'un quelconque de ces systèmes ; en 
repères naturels pour ces coordonnées, le vecteur tangent en x à la géodési­
que x' x est ux = i£ et l'on a gaP(x) i£ u* = gafi(x') u*x. i& dont on déduit 
immédiatement : 

gafi(x) x* xfi = s2 gafi(x) ul u* = gafi(x') x* xfi . 

De plus (A. Lichnérowicz, [3], p. 6) : 

(U) t&)3* = gJLx)j*. 

En effet : le long d'une géodésique non isotrope, 

gafi(x) dx* dxfi = ds2 gafi(x) ul ux = ds2 g^x') u%. ut, ; 
ainsi : 

g*PWux.ux'.ds = g0lP(x)ux'dx* 
et: 

ds 
^ gyfi(x')ul>Ux. = gap(x)ux. 

Il vient : 

d 
dx* M * ' ) sul' sux) = 2 sgaP(x) u*x., 

soit encore 

2 ge,(x') x" = ~ (gy/t(x') x> x') = 2 ga,(x) x* 

et cette relation se prolonge par continuité aux géodésiques isotropes. 

b) Nous pouvons poser 

(1.2) P(x) = gaP(x) x* x' = gaP{x') x* xfi . 

En particulier, si R*' est orthonormé et si Vm est de signature hyperbolique 
(P +,q-)> 

p m—p+q 

(1.3) P(x) = £ (x')2 - £ (x')2. 
»=i ; = P + I 
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Le conoïde caractéristique JV du laplacien A a pour équation 

P(x) = 0 

et cette fonction P(x) permet de définir les distributions de Guelfand et 
Chilov sur cette variété Vm. 

6 Les distributions ^ ( P ) , P± et (P ± i 0)A sur Vm. 

Vm est supposée de type ultra-hyperbolique, de signature (p +, q —), 
p et q > 1. x' est un point fixé de Vm. Nous rapportons un voisinage Q de x' 
aux coordonnées normales relatives à un repère orthonormé R*' de Tx>. 
Dans ces coordonnées (x*)9 la m forme élément de volume s'écrit : 

fl(*) = V i g(*) I dx1 A •« A dxm où g(x) = dét (ga,(x)) . 

Û) Passons aux coordonnées bipolaires : 

x1 = p(Oi (1 < i < p) et x7 = (Ta),- (p + 1 < j < m = p + #) . 

Pour q> e Œ)0 nous pouvons prendre l'intégrale 

^(p, (7) = f <p(PCOi9 GCOj) y/\g(pcoi9<rcDj)\ dS(p) dS(q) 

J SpxSq 

puis poser u = p2, t; = a2, ^(w, t?) = i/r(p, a) pour définir, comme au n° 3 
les distributions <5(ifc/2(P). Les résultats de ce n° 3 s'étendent ici, puisque 

V|g(x ' ) | = + 1. 

b) Prenons maintenant la fonction 

(1,3) P(x).= g^x1) x* xp = gafi(x) x*x'=t &f - " f ^ (*')2 

i= i j=p+i 

définie et étudiée au n° 5. Nous pouvons aussi introduire sur Vm les distri­
butions P± étudiées au n° 4 dans le cas plat (1). Les résultats restent les 
mêmes. Nous pouvons poser finalement, dans le domaine Re X > 0 

(P±iO)A = P i +e± î w APA . 

et ces distributions ont les mêmes propriétés de pôles et résidus que dans le 
cas plat (en remplaçant partout ô par ôx>) quand on les prolonge dans le 
domaine Re X > — m/2 — i .Nous retiendrons donc les résultats suivants : 

(!) Pour Re A > 0, ce sont les fonctions : 

Px\\ n Pour P 2* 0 . pA _ j 0 pour P> 0 
+ \ 0 pour P ^ 0 ' r- * \ ( - PY pour P < 0. 
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Pour les distributions P±9 les pôles X = - 1 - 2, . . . , > — m/2 sont 
simples et : 

(1.4) résidu PA = £ = - ^ *?" 1}(P) ; résidu P i = — L — tf" "(u) . 
A = - l M "" L) ' X=-l V* "~ L) ' 

Le point A = — m/2 est le seul pôle (il est simple) de (P ± i 0)A dans le 
domaine Re X > — m/2 — \9 

yç.\nq/2 m/2 

(1.5) résidu (P ± i 0)A = ^ . 
A=-m/2 I\m/L) 

c) Rappelons quelques propriétés de la méthode du prolongement ana­
lytique des distributions : Soit D0 un domaine connexe du plan complexe C. 
Une application X e D0 -> Tk e 3½ est analytique (ou holomorphe) si, 
pour chaque cp e 3)fl, la fonction numérique X e D0 -»• < TX9 cp > e C est 
analytique sur D0. Si, pour chaque cp e tDfî, cette fonction se prolonge ana-
lytiquement sur un domaine D (le même pour toutes les q>) contenant D09 

l'application X -* Txe 3)'se prolonge analytiquement sur D (L. Schwartz [1] 
Ch. III) et l'on peut étendre à Tk les résultats classiques concernant les 
pôles, résidus... (Guelfand et Chilov, Ch. I, app. 2). 

Si Tx est invariante pour une isométrie L opérant sur Vm quand X e D09 

Tx est invariante pour tout X s D. Si pour X e DQ9 on a 

ArA = Ux 

où Ux se prolonge analytiquement sur D9 on a cette relation pour tout 
XeD. Chacune de ces propriétés découle de l'unicité du prolongement 
analytique. 

d) Sur le domaine Re X > - m/2 - \9 X # - m/2, X # - 1, - 2, ..., 
nous sommes en présence d'une définition précise du prolongement analyti­
que des distributions P± et (P ± i 0)A pour lesquelles nous avons 

< OLTX9 cp} = < Tk9 <x.<p > pour a fonction C0 0 . 

pn pA = pX++n ^ pn pX_ = ( _ JJ. pA + » ^. p n ( p ± j Q)A = ( p ± j , M | [ W f J \ 

pour tout entier w > 0. / ^ / ^ ^ \ ^ 
Enfin, si F(x) est une somme du type considéré par Hadamarc^^ y S( 

N / * f '%« C ôf \ 2 
*(*) = S *".(*) H*) (avec des P„(x) qui sont et% l p

 4 % / A i S 
\ </ \ CS 

nous avons, au sens des distributions : 

F(x)P± = S (±iyFJix)Pi+m et P(x)(P±iO)* = £ FB(x)(P±i0r 
n=0 n=0 



CHAPITRE II 

SOLUTIONS ÉLÉMENTAIRES 
DANS LE CAS ULTRA-HYPERBOLIQUE 

Vm est supposée analytique (&°) de métrique G0, de type ultra-hyperbo­
lique de signature (p +, q - ) avec/? et q > 1. Tous les calculs sont faits sur 
un voisinage Q d'un point fixé x', rapporté à des coordonnées normales x* 
relatives à un repère Rx' orthonormé de r,.. 

1 Calculs de laplaciens. 

a) Nous nous servirons souvent des formules suivantes : 

(11,1) g"(x)3,P(x) =2x« 

(n,2) g«'(x)^P.2 eP = 4 P 

(11,3) AP(x) = -2m- / - - f—a ,Vlg ( x ) l -

En effet : 

g«"(x) d„ P = g"(x) 3,(g„(x') x' x') = 2 g"(x) gft(x') x> = 2 g">(*) g/»(*) *' 

(d'après 1,1)'= 2 x" 

g»'(x) 3, P.a. P = 4 x" gjx') x' = 4 P . 

Enfin, en remarquant que x" = su" = su%-, 

AP -=Â=d.UïgW\ g'\x)dfP) 
VI «(*) I 

--2ôB*--2>^^--2»-lf^=a.VrïWl 
Vi «(*) i vi g w i 

C.Q.F.D. 
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b) Nous supposons que Re A > 1 et que n est un entier > 0 : 

daPx++«+i _ ( ( * + « + l)Px+adaP pour P>0\ = 

daP 

0 pour P < 0 

= (A + n + 1)PÎ+"Ô8P 

a+.+i = ( 0 pour P > 0 | 

l - (A + n + l ) ( -P) A + B d a P pour P < o j 
jA + B = - (A + n + 1) P_ " 3„ P 

3«(P ± i 0)A+B+1 = (A + n + 1) (P ± i 0)A+B da P. 

V/,3a(Pi+"+1) = 

= (A + n + 1) (A + n) P^""1 ô, P.5. P ± 

± (A + n + 1) P*±
+B V,, Ôa P . 

A(Pi+B+1) = 

= - (A + n + I) (A + n) P^""1 ga/,(x) 0, P.5a P ± 

±(A + n + l)Pi+"AP. 

Il découle de (II, 2) : 

A(Pi+"+1) = - 4(A + n + 1) (A + n) P^" - 1 P ± (A + n + 1) PA
±
+B AP. 

Donc: 

A(Pi+B+1) = + (A + n + 1) P1/" [- AP + 4 A + n] 

A(P ± iO)A+B+1 - - (A + n + 1)(P ± iO)A+"[- AP + 4A + 4 n] . 

c) U„(x) étant une fonction C00, 

v , w . PA
±

+ B + 1) - P*±
+"+1 v , aa i/, ± 

± (A + n + 1) P^Xdf, Ua.d, P + Ôa 1/,.5, P) + U„ V, da PA
±

+"+1 

A(l/„PA
±

+B+1) = P*±
+B+1 At/„ T 

T (A + n + 1) PA
±
+B 2 g°"(x) da P.d„ Un + U„ APA

±
+B+1 

où 
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Donc: 

A(l7BPi+"+1) = PA
±

+B+1 A17„ T (A + n + l)P^nAsÔaU„ 

+ U„(X + n + 1) PA
±

+B(- AP + 4 A + 4n) 

A(l/3(P ± i 0)A+B+1) = (P ± i 0)A+B+1 Al/„ -

-4(A + n + l)(P±i0)A + Bs3 s l / , , 

- (A + n + 1)(P ± i0)*+B l/„(- AP + 4 A + 4 n). 

Compte tenu de (II, 3) : 

à(UB(P ± i 0)*+B+1) = (P ± i 0)* P"+1 At/„ -

- 4(A + n + 1)(P ± iO)1 P"aa,U,, - (A + n + 1)(P ± iO)x+nUB(2 m+4A) 

- (A + n + 1)(P ± 10)^17. Un + 11— dJ\gW\\ . 
^ VI «(*) I ' 

Donc: 

A(U„(P ± i 0)A+B+1) = - 4 (A + y ) (P ± i 0)A (A + « + 1) P" l/„ 

(11,4) + ( P ± i 0 ) a P " + 1 A l 7 , -

- (P ± iO)AP"(A + n + I)(4s5sl7„ + 17„ (4 n + -^L=3sVTil) ) • V l g l 

d) Suivant une méthode de J. Hadamard [1], considérons une fonction 
analytique 

U(x)= £ tf»(*)P"(*) 
« = 0 

où N est un entier quelconque ^ 1 et les Un(x) des fonctions analytiques : 
il découle de (II, 4) que : 

JV 

\A + n + n A(l/(P ± i0)A+1) = E A[17„(P ± i0)*+B+1] 
n = 0 

(11,5) A(l/(P + iO)*+1) = 

= - 4 (A + y ) (P + i0)A Y(X + n + 1)U.P" 

- (A + 1)(P ± i0)* [4sôsl/0 + C/0 (-^==¾>/i7ï)] 
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- (P ± iO)A £ P" [(A + n + 1)^4 sd.U. 

+ U. (4n + - ^ 3 S Vf i l ) } - AU..,] + (P ± i0)A+"+1 Al/„. 

2 Cas où m est impair. 

à) Dans le cas où Vm est de dimension impaire, posons, 

tf(*)= Z u,Wf"W. 
B=0 

Pour Re A > 1, il découle de (II, 5) : 

(11,6) A(U(P ± i 0)x+1) = - 4 (A + y ) (P ± i 0)A U' -

- (A + 1)(P ± iO)A [4s3sC/0 + C / 0 - ^ 3 s V r i l l 
L VI g I J 

- (P ± iO)A ^ [ ( l + H 1) {*sÔsUn 

+ 17„ (4 n + -j^L ds VÏÏ]) } - AI7..J 

où 

00 

(11,7) l/'(x) = X (A + n + 1) l/„(x) P"(*) • 
B = 0 

Pour des Un(x) solutions analytiques des équations différentielles (en s) 

01,8) 4s3sl70 + l / o 4 ^ r ^ V T i ^ = 0 

VI g I 

(11,9) (A + n + 1) { Asd.U. + U„ {ATI + j=Ôs VÎT])} - W,^ =0 . 

L'expression (II, 6) se réduit à 

A(l/(P ± i 0)A+1) = - 4 (A + y j l/'(P ± i 0)A . 
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b) Calcul des Un : 

Imposons à U0(x) d'être solution de (II, 8) avec 

U0(x') - 1 

nous obtenons 

et nous prenons 

d,U0 = _ 1 3sVlgl 

I/o 2 VI g I 

UoM-iswr* 
qui est bien analytique sur le voisinage Q de x'. 

L'équation (II, 9) s'écrit 

^ - + ^ ( » - ^ ^ . ) - ^ T T 5 T Î ) 
ou encore : 

/5 (S"Un\ = 1 ' ' ' 'AP. - l 
5 l l/0 / 4(A + n + 1) l/0 

et nous prenons 

4(X + n + 1) s" J o tf 0(0 

où l'intégrale est prise le long de la géodésique x' x : Ç* = ta"'. 
Cette solution est la seule qui soit analytique sur Q. En effet (Hadamard 

[1], book II, th . III, § 62-63) supposons que U^^x) soit analytique ; ceci 
entraîne l'analycité de AUn-t(x) et on a : 

où les Qt sont des polynômes homogènes de degré i par rapport aux coor­
données normales £". Alors 

^ ! ÊfV'O©* - £ ^ 
l/0(x) 4 s"(A + n + 1) i=o J o 4(A + n + 1) f=o n + i 

ce qui prouve l'analycité de U„(x). 
Ce résultat reste valable pour tout A # — 2 , - 3 , - 4 , . . . 
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c) Convergence des séries U et U' : 

Les séries 

U = £ UmF et U' = J (A + n + 1) l^P» 
«=0 n=0 

définissent sur un voisinage suffisamment petit de x1 (et contenu dans fi), des 
fonctions analytiques en x et holomorphes en X pour X ^ — 2, — 3, — 4,... 

Démonstration : (Hadamard, [1], book II, Ch. III, § 63). 

Pour toute fonction v, posons 

Au = — A(t;l/0), v = — donc Ai? = -^- et : uo UQ U0 

4(n + A + 1) s * J o 

La démonstration s'appuie sur la méthode des fonctions majorantes, 
dont le symbole est noté <̂ . a et r étant des constantes convenables, les coeffi-

*- m 

cients de A peuvent être majorés par ; r- où a = Y I x* I . Pour 
1 - a/r jfi 

toute fonction analytique v < , il existe une constante a' telle que 
(1 - a/r)" 

-r ^ a! Kn(n + 1) A1 Av ^ ^ i. Alors : 
(1 - <7/r)n+3 

* (1 - <x/r)2* * ^ ( l - a / r ) 2 * + 3 

et, a étant proportionnel à f sur chaque géodésique : 

a'Kh2h(2h + l) 1 f f * . , ^ XB+1 g «>Kh2K2h + l ) . J _ r _ ^ 
* + 1 ^ 4 | A + 2 + ft| <7B + 1Jo(l-<r/r)2 f c + 3 (1 - <r/r)2(B+1> 

où 

. , a'Kh2h(2h + l) , Kh+1 , ... .. 
* • « = 4(/, + l ) |A + 2 + / , | d ° n C ^ T ~* « ( f l M ) q U a n d h - + °° • 

00 

Les C/„ étant analytiques, C/„ = J] QJn) où les g{B) sont des polynômes 

homogènes de degré i par rapport aux coordonnées normales x*. 



24 SOLUTIONS ÉLÉMENTAIRES DES DALEMBERTIENS GÉNÉRALISÉS 

Pour 

où k est un nombre positif quelconque inférieur à 1, on obtient : 

1=0 ' a'B a'n+1 a'B X„ a' 

et la série double 

Ï / = E P " Z a00 

n=0 i=0 

qui converge absolument peut se mettre sous la forme d'une série entière 
par rapport aux coordonnées normales 

où l'on pose 
7=o 

i+2n = j 

On montre ainsi que U est analytique sur le voisinage de x' où 

Pour U', nous pouvons écrire que 

K'H | A + A + 1 | Kh U'h = (X + h + l)Uh< 
2* n ~ / . \ 2 * (1 - <7/rr (1 - air)-

où Klt+t/Kh -> a' et les conclusions restentjes mêmes. 
Pour X # - 2, - 3, — 4, la fonction l ^ P est holomorphe en A et si 

Uh Ph est holomorphe il en est de même de lïh+l P f c + 1 , résultat qui s'étend 
alors aux séries U (et U') qui convergent normalement sur tout compact d'un 
domaine ne contenant pas les points — 2, — 3, — 4 , . . . Il ne reste plus alors 
qu'à remarquer que U = U0U et U' = U0 U' pour conclure. 

C. Q. F. D . 

d) Les fonctions t /et C/' sont invariantes sur Vm ainsi que les distributions 
(P ± i 0)A : 

Soit L une isométrie sur Vm laissant fixe le point x'9 L! l'application linéaire 
tangente de transposée L* (A. Lichnérowicz [2]). Nous avons : 

(L* g(Lx)\R = gaP(x) 
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ou encore tout uxeTx SL même longueur que (Z/ u)Lx. A la fonction P(x) 
correspond par L la fonction 

L* P(x) ES P(Lx) = gaR(x') xlx x{x = s2 gaR(x') (L' u)l.{L u)x. 

= s2gJx')u*x.ux, = P(x) 

et qui est donc invariante. 

Il en est de même des fonctions Px+(x) et Pi(x) pour Re A > 1 donc des 
distributions (P ± i 0)x pour Re A > - m/2 - \9 X # - w/2 . 

Sur les coordonnées normales xa, l'isométrie L se traduit par la transfor­
mation orthogonale 

Xx = afi xLx 

avec 

ga j 8(Lx) = ay
a a

ô
R gyô(x) 

donc 

L* g(x) = dét (ga,(Lx)) = dét (gafi(x)) = g(x) 

d'où l'on déduit que U0(x) est invariante. 

Enfin, si Ç(t) décrit le géodésique x'x9 L£(t) décrit la géodésique ^Lx 
et on a 

4(A + n + l ) s B Jo L*C/0(0 A ' 

par récurrence à partir de n = 0. 

e) Calcul des solutions élémentaires : 

Pour A 9e — 2, — 3,. . . nous avons construit deux fonctions invariantes 
U(x) et U'ix) analytiques en x sur un voisinage de x'9 holomorphes en A et 
telles que, pour Re A > 1 : 

A[17(P ± i0)A + 1] = - 4 (x + y ) C7'(P ± i0)A 

avec 

£/'(*') = A + 1. 

D'après (I, 5) on peut prolonger analytiquement jusqu'à A = - m/2 : 

A[C7(P ± i O)1""""2] = - 4 résidu [7'(P ± i 0)A 

A = - m / 2 

e T inq/2nm/2 
= - 4 ( , . - ) ^ ^ . , , . 

T(m/2) 



(n =1,2, . . . ) 
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donc 
-Tinq/2 m/2 

mp±i tf—j-i.îçjji^. 

m étant impair, les distributions P± "m/2 sont régulières et : 

(P + iO)1""1'2 = pl~ml2 + e±»«(i-«/2) pl-w/2 

ce qui donne les solutions élémentaires complexes conjuguées et invariantes : 

e 1Kq JT(m/2 — 1) ^ p i - w / 2 , e±ijr(l-m/2) pl-m/2\ 

4 7rm/2 

ai,io) 

tf = J > » ^ ; tfo-l*l"*; 

4(-m/2 + n + l )s"Jo l/0(ç) 

Si g est pair, il faut retenir : 

— la solution élémentaire 

( - l ) « / 2 r ( m / 2 - l ) t . ^ 
4;cm/2 + 

de A au point x' ; 
— la solution UPi ~m/2 de l'équation homogène A(J) = 0. 

Si q est impair, il faut retenir : 

— la solution élémentaire 

_ ( - \y12 r(mj2 - i) Upi_m/2 

4nm/2 

de A au point x' ; 

— la solution UP\ ~m/2 de l'équation homogène. 

3 Cas où m est pair. 

a) Quand Vm est de dimension paire, la méthode du n° 2 ne s'applique 
plus à cause du terme 

Uml2-1-4(X + ml2)^-lh U0 
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suivant Hadamard {!], posons 

m/2-T2 m/2-2 
u&> - Z Un(x) FXx) et L/'(x) = Z W + n + 1) ttfx) P"(*) 

" = 0 «=o 

avec 

* . - I f T* et VJLx) ^ W f ^ ' A i y - t f f l 
4(A + n + l)s"Jo l/0(0 

(1 < n < m/2 - 2). 

D'après (II, 5), il vient : 

OUI) A[t/(P±iO)A+1] = 

= - 4(A + m/2) U'{P ± i 0)* + (P ± i 0 ) ^ ^ - 1 At/m/2_2 . 

Il faut alors introduire deux nouvelles séries V et W (cette dernière étant 
assez arbitraire) pour faire disparaître le terme en (P ± iO) i + m / 2 - 1 Al7m/2_2. 

6) Considérons la série 

V(x)= £ K,(x)P"(*). 
B = 0 

On obtient, d'après (II, 4) : 

(11,12) A[V(P ± i O)"»»2] = - (A + ^ ) (P ± i o)**»»-1 x 

x J4a0,Fo.+ V0 ( - ^ = ÔsVTgT + 4m + 4A - 4 ) ] 

-(p±iO)A + B"2[f; iP
B-1{(A + ^ + „) [4sas7B 

+ FB(4n + 4m + 4 A - 4 + - ^ 3 s y T i l ) ] - AK.., )] . 

Pour Re n > — m/2, introduisons les distributions 

(P ± iO)"Log(P ± iO) = j-(P ±ioy. 
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En dérivant l'expression (II, 12), par rapport à A, nous obtenons : 

A|V(P ± i 0)*+B,/2 Log (P ± i 0) = 

= - (P ± iO)^ 2 - 1 UsdsV0 + V0 ( 4 = 5
S VîiT + 4 m + 4A - 4)] 

L V I g I 

_ L + ™\ LP + i o)^""2-1 Log (P ± i 0) ( 4 s Ôs v0 

+ V0 (4?=dJ\r\ + 4m + 4A - 4) ] + 470(P ± iO)A+B"H 
VI g I ' ' J 

-(p±iO)x+m/2Log(P + iO) [ | P"_1{ (A + y + ") (4 s 5^» 

+ rB(4n + 4m + 4A-4 + ^=a s Vri l ) ) - A ^ }] 

-(P±iO)A+m/2 [ | P"-1{4s3s7n + FB(4n + 4m + 4A 

- 4 + - | | ! 5 sVrgl)+4KB(A + 5 + n ) } ] . 

Imposons aux Vn d'être solutions analytiques (en x) autour de x' des équa­
tions : 

4sdsV0 + V0 (4^=3sVrFÎ + 4m + 4A - 4) = AI7m/2_2 

VI g I ' 

(* + y + ») [4s^KB + FB(4n + 4m + 4A-

-4 + ^djTg])] -AFB_1 = 0. 
VI g I / J 

On obtient ainsi d'après (II, 11) : 

A[l/(P ± i 0)A+1 + V(P ± i 0)A+m/2 Log (P ± i 0)] 

= _ 4 ^ + y ) CT(P ± i0 ) A 

- (A + y ) (P ± i O)^""2"1 [4 70 + Log (P ± i 0) At/m/2_2] 
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- (P ± i 0)A+M/2 f £ P" - 1 J 4 s ôs V„ + Vn U n + 6 m + 8 A 

-4 + 4M.VÏ7Ï)}] 
2s 

VTFi 
tandis que (II, 12) devient : 

A [7(P ± iO)A+m/2J = - (A + ™) (P ± i O r ^ ^ . A t / ^ - , 

La distribution (P ± i O)""1 étant régulière : 

(II, 13) AK=>0 pour A = - /w/2. 

Ca/cw/ dos F„ : 

Rappelons que 

VI g I u° 

'mll-1 > 4sÔ,V0 + V0 { - i £ M o + 4 m + 4A - 4} = Al/„ 

4 s m + / - l J 0 U o 

ÎKB + FB(n + A + m - l - ^ ) = 4 ( ; i + m / 2 + H ) A 7 B . 1 ; 

*U*i J>(— S"*""-1) l- A7B_ t 

s B + m + A - 2 \U0 I 4(A + m/2 + n) 
y ^ VO ['f + m*X-2àVB.ldt 

" * 4(A + m/2 + n) 5 - + ^ - 1 J 0 U0 

Une démonstration analogue à celle du n° 2 conduit au même résultat : 

la série £ Vn P" définit une fonction analytique sur un voisinage assez petit 

dex'. 

c) Considérons la série 

W(x)= £ Wn(x)P»(x). 
/1 = 0 
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On a: 

A[W(P ± i O)^2*1] = - (A + % + l) (P ± i 0y
+m>2 [4 s ds W0 + 

* ( •)] + lTo^-==asVlgl+4m + 4A 

- (P + i 0 ) A + B " 2 + 1 [ f p - i { (A + 1 + * + „) [4sdsW„ 

+ W;(4„ + 4m + 4A + -^3 sVFgl)] - AWm.t }] = 

= - (P ± iO)A+m/2 [(A + | + l) (4sds W0 

+ ^ { 4 = ô . V l 7 î + 4ifi + 4A}) 

+ jC P" j (A + 1 + y + nj (4s5s Wn + W; (4 n + 4m + 4A 

En supposant les W„ solutions de 

(A + y + l) (4sdsWQ + ^ 0 { - ^ 5 s V î g | + 4 m + 4A}) + 

+ 4s3sF! + Vl (-JjL^VilTï + 6m + 8A + 4 ) = 0 
1VI g l J 

et: 

(A + ^ + „ + I ) ( . 

- Arç,.! = - 4ad,Vm+l - Vn+1 (s n 

2s 
4s5sW; + W ; j - ^ ô s V l g | + 4 « + 4m + 4A}) -

+ 6m + 8A + 4 + 
2s 

Vlil -Vl* i ) . 
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nous obtiendrons 

(11,14) A[C7(P ± i 0)A+x + V(P ± i 0)A+ra/2 Log (P ± i 0) + 

+ W(P + i 0)A+,B/2+1] = - 4 L + y ) U'(P ± i 0)A 

~{X + l) & ± iO^""2"1 Log(P ± iO) Al/M/2_2 

+ 4F0(P±iO)A+m/2-1]. 

Calcul des Wn : 

^ f t[ !Î^M±-a±il!!LtSl]._(1 + - + 1)K l 

* „ — s -a», r '""* * it 
A + m/2 + 1 sm + AJo U0 

Uo 3 \sX+m+n{(X + l + ml2 + n)Wn + Vn+1}] _ 
sx+m+n-i . [ ^ J -

- ^ - ( ^ + 1+5 + - ) ^ . 

W ^ B + l 

A + 1 + m/2 + n 

I/o f ' ^ ' [ AtF-t 1 
5 i + - + -J 0 [70 L4(A+l + m/2 + n) ' - " J ™ -

La fonction JF(x) est encore analytique au voisinage de x'. 

d) Dans le second membre de (11,14), les distributions (P ± i 0 ) ^ ^ 2 - 1 

et (P ± i 0)A+m/2"1 Log (P ± i 0) sont régulières pour A = - m/2. En pro­
longeant analytiquement, on obtient : 

Tinq/2 ml 2 

A[l/(P ± iO)1-™'2 + FLog(P ± iO) + WP] = A—J—-8,, 

d'où l'on déduit les solutions élémentaires invariantes : 

( I U 5 ) *±im"2rW - D [C7(P ± i0)1-B,/2 + K L o g ( p ± i 0 ) + wp^ 
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e) Afin de séparer les parties réelle et imaginaire de (11,15), remarquons 
que, pour Re A > — 1, 

(P ± iO)" Log(P ± iO) = j-{P ± iO)* = y\P% + e±iullPt] 

= PI Log P+ + e**** Pt Log P . ± i nPt 

et pour /J = 0 : 

Log (P ± i 0) = Log P+ + Log P_ ± i TIP° . 

De plus, il découle de (1,4) qu'au voisinage de A = 1 — /w/2, 

(P + iO)A = Px + e±iît(1""m/2)e±î^A+m/2"1) Pi 

/ j\m/2-2 g(m/2-2)/p\ 

= (m/2-2) !A + m / 2 - l + p a r t i e r é g u l i è r e t 

+ e
±i"<1-'B/2)[l + i7i(A + m/2 + 1) + •••] 

t i 5(m/2-2)(P) \ 
[ (m/2 - 2) ! A + m / 2 - 1 + p a r t i e r é g u l i è r e 2 ) ' 

d'où l'on déduit : 

(P ± i O)1-"'2 = ± i n K
{m£_ 2 ) , 5<r/2-2)(P) + 

• pl-m/2 , / <\l-m/2 pl-m/2 

où p\.~ml2 sont les parties régulières du développement des P± autour de 
A = 1 — m/2, et prises pour cette valeur de A. 

Avec ces expressions (11,15), s'écrit : 

e±l*«/2 r ( m / 2 _ 

4JI' m/2 L l (m/2 - 2) ! I 

+ U { Pi-"'2 + ( - 1)1_M/2 Pl-M/2 } + V{ Log P+ + Log P_ } + WP] . 

D'après (11,13). on a : 

A(W>°) = - A(FP+) 
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et nous retiendrons les solutions élémentaires 

^ i w - i i r+1,j (- D'-"wr-*, (J>)_ „ . ) + 
4 ^ / 2 L l ( m / 2 - 2 ) ! I 

+ u{ p \ ~ m l 2 + ( - i)1"1"72 p\rml2} + v{ Log p + + Log p . } + WP\ 

dont les parties réelle et imaginaire se séparent sans difficulté (suivant la 
parité de q) et qui donnent simultanément des solutions invariantes de l'équa­
tion homogène. 

4 Les opérateurs A + Bp dp + C. 

Bp(x) étant un champ de vecteurs et C(x) un champ scalaire sur le voisi­
nage Q de x'9 nous cherchons des solutions T(x) de 

(A + BpÔp + C)T=ÔX, 

Complétons l'expression (11,5) du n° 11,1 : 
A l'expression de A(U(P ± iO)A+1) il faut ajouter (on suppose d'abord 

que Re A > 1) : 

{Bp dp + C) [U(P ± i 0)A+1] = (Bp dp + C) [ Z Un{P ± i 0)A+B+1] 

= Z (P ± i0)x+n+\Bp dp + C)Un + 
w = 0 

+ Z (X + n + l)(P±iO)x+nUnB
pdpP 

«=o 

= ( P ± iO)x+\B"dp + QU0 

+ (A+l ) (P±iO) A t7 0 B p 5 p P 

+ £ (P ± i0)AP'^iB"dp + QUn 
B = l 

+ £ (A + n + l)(P + iO)APBUBB''3/,P 
B = l 

= (A+ 1)(P + i0)Al/0 B^^P 

+ (P±iO)A £ (A + n + l)P"l7BB',3/,P 
B = 1 

+ (P ± i 0)A X P"(B" 3P + C) !/._! 
B = l 

+ ( P ± i 0 ) ^ + ^ 5 , + 0)1^. 
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En posant 
D = A + B" dp + C 

on obtient : 

D(U(P ± iO)A+1) = - 4 (y + A) (P ± iO)A £ (A + n + 1) UnP" -

-(A + l)(P±iO)A [45^1/0 + ^ 0 ( 4 = 3 ^ 1 7 1 - ^ 5 ^ } ] 

- (P + iO)A X P" [(A + n + 1) ( 4s5sl/„+ 17. (4 « + -j==3, Vfgl 
B=I L l v Vlgl 

- B" dp P) } - DUB-Ï\ + (P + i 0)A+"+1 Dl/N . 

Dans le cas où m est impair, nous prenons 

u= £ uar. 
it = 0 

£/0 étant la solution analytique de 

4sdsU0 + U0[-^dsS/rf\-B"dl>p) = 0 
w l g l ' 

qui vérifie 
U0{x') = 1 

ce qui donne, en remarquant que 

-sBypP = -$ B'(x)gpa(x)x' = gpa(x)B"(x) u% = B"up 

où up est tangent à la géodésique JC' x, l'expression : 

t/0 = ï } i=exp[US u,B'(Qàt] ; 
71 g I L4J° J 

les U„ sont alors les solutions analytiques de 

Asd.U. + UmUn + -^L,diy/\T\-B'dfP)) = - ^ s = i _ . 
\ VI g I / A + n + 1 

Cette équation s'écrit 

^'•(-^•rSîi 
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donc: 

4(A + n + 1) sn J o t/0(£) 

et la série U s'étudie comme au n° 11,2. 
m/2-2 

Dans le cas où m est pair, nous posons U = Z Un ?" où les Un 
n = 0 

(0 < n < m/2 — 2) sont déterminés comme dans le cas impair. On obtient : 

lm \ m/2-2 
D[t/(P±iO)A+1]= - 4 ^ + AJ(P±iO)A Z (X + n + l)UnPn + 

+ (P±iO)x+m/2-1DUm/2.2. 

Comme au n° 11,3, le terme (P ± i 0)A+m/2"1 DUm/2-2 disparaît par l'intro­
duction de deux nouvelles séries V et W. Celles-ci ont la forme trouvée pré­
cédemment à condition de remplacer A par D. 

En conclusion, nous obtenons une solution de 

(A + BPÔP + C)T=ÔX, 

en substituant 

D =A + Bpdp + CàA et —L=exp \- f up B
P(Ç) dt] à U0 

VI g | L4 J o J 

dans les formules (11,10) et (11,16). 

Nous y reviendrons d'ailleurs dans le cas d'un espace harmonique, en 
prenant Bp = 0 et C = Cte. 

5 Cas où Vm est harmonique. 

M. Lichnérowicz a défini et étudié dans [3] et [4] les espaces harmoniques : 
l'espace riemannien analytique Vm est dit harmonique si au voisinage de 
chaque point x' e Vm9 on a 

(11,17) AP= - 2 m + Pf{P) 

où/(P) est une fonction analytique de P, régulière au voisinage de P = 0 
{A. Lichnérowicz [4] p. 12 et 18). Ceci implique que | g(x) \ est une fonction 
analytique de P : 

Vlg(P)|=e*p> 
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d'où l'on déduit 

AP(x) = - 2 m - g"'(x) dt P.da Log VÏI(P)1 

= -2m-ç>'(P)ga"W5 / (P.5aP 

= - 2 m - 4 P ç)'(P) • 
donc: 
(11,18) / ( P ) = -4<p'(P). 

Nous supposerons encore dans la suite que Vm est de type (p +, # — ) ultra­
hyperbolique. 

a) Soit une fonction u(Ç) holomorphe de la variable complexe £ au voisi­
nage de 0, sauf peut-être en ce point Ç = 0. 

D'après les calculs du n° 11,1, nous avons, pour Re A > 1 : 

A[(P ± i 0)A+1 «(P ± i 0)] = (P ± i 0)A+1 Au(P ± i 0) -

- ( A + 1)(P ± i0)x 2g"> daP.d„u(P ± iO) 

- (A + 1)(P ± iO)A(4A - AP)u(P ± iO). 

où : 

Au(P ± i 0) = - g" Va d„ u(P ± i 0) = - g"1 Va[5, P.u'(P ± i 0)] 

= " g""V« dp P.u'(P ± i 0) - g"" 5«, P.d„ P.M"(P ± i 0) 

Au(P ± i 0) = - MP ± i 0) K"(P ± i 0) + 

+ [(P ± i0)/(P ± iO) - 2 m] u'(P ± i0) . 

Ainsi : 

A[(P + i0)A+1 u(P ± iO)] = (P ± i0)A + 1{ - 4(P ± i0)u"(P ± iO) + 

+ [(P + i0)/(P + iO) - 2 m] «'(P ± iO)} 

- 8(A + 1) (P ± i 0)A+1 u'(P ± i 0) 

- (A + 1)(P ± i0)A[2 m + 4 A - (P ± i0)/(P ± i0)] w(P ± iO). 

A[ (P±i0 ) A + 1 u(P±i0) ] = 

- 4(A + m/2) (A + 1) (P ± i 0)A u(P ± i 0) 

- (P ± i 0)A+1 [4(P ± i 0) M"(P ± i 0) 

+ { 2 m + 8 A + 8 - f(P ± i 0) (P ± i 0) } u '(P ± i 0) 

- ( A + 1) u(P ± i 0)/(P ± i 0)] 
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qui devient, avec une constante C : 

(A + C) [(P ± i 0)A+1 u{P ± i 0)] = 

= - 4(A + m/2) (A + 1) (P ± i 0)A u(P ± i 0) 

- (P ± i 0)A+ x [4(P + i 0) u"(P + i 0) 

+ {2m + 8A + 8 - ( P + i 0)/(P + i 0) } u'(P + i 0) 

-{C + (À+ 1)/(P ± iO)} u(P ± iO)] . 

ce qui s'écrit encore : 

(11,19) 

(A + C) [(P ± i 0) A+1«(P ± i 0)] = 

- 4(A + m/2)(A + 1)(P ± iO)A«(P ± iO) 

- (A + m/2) (P + i 0)A+1 [8 M'(P + i 0) - / (P + i 0) u(P ± i 0)] 

- (P ± i 0)A+1 [4(P ± i 0) u"(P + i 0) 

+ { 8 - 2 m - (P ± iO)/(P ± iO)} u'(P ± iO) 

- { C + (1 - m/2)/(P + i 0)} u(P + i 0)] . 

Nous sommes conduits à étudier les solutions holomorphes au voisinage de 
Z = 0, sauf peut-être en ce point, de l'équation 

(11,20) 4 Çy" + [8 - 2 m - ¢/-(0] y' - { C + (1 - m/2)/(£) } y . 0 

qui est du type de Fuchs autour de ^ = 0. Son équation déterminante 

r(r - m/2 + 1) = 0 

s'obtient (voir par exemple G. Valiron [1], n° 96) en cherchant ses solutions 
de la forme 

? ^(O » <K£) holomorphe au voisinage de £ = 0. 

Cette équation admet les deux racines : 

ri = ° » 2̂ = "»/2 - 1 

et, dans tous les cas, (11,20) admet la solution : 

iKO = r / 2 _ ' HO (^ holomorphe) 
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pour laquelle (11,19) s'écrit : 

(A + C)[(P±iO)A+m/2^(P)] = 

= - 4(A + m/2) (A + 1)(P ± iO)A+w/2™1i^(P) 

- (A + m/2) (P ± i 0)A+m/2~1 [8 { (m/2 - 1) tfr(P) + P p{P) } -

- / (P ) .P .^ (P ) ] . 

En prolongeant analytiquement jusqu'à A = — m/2, on obtient la solution 
${P) de l'équation homogène Axj/ = 0. 
L'équation (11,20) admet une autre solution dont la forme est plus ou moins 
compliquée suivant que r2 — rx = rrt/2 — 1 est un entier ou non. 

b) Si m est impair, m/2 - 1 n'est pas un entier et (11,20) admet la solution 
holomorphe 

que l'on détermine par la méthode des « coefficients indéterminés » de façon 
que 

w(0) = 1. 

En prolongeant analytiquement (11,19), il vient : 

(A + o[(p ±ior^u(P)i=4;(m/2 _"1} sx, 

dont on déduit les solutions élémentaires complexes conjuguées : 

e ^ 2 r ( m / 2 ^ 1 ) . . . ^ 
4nm/2 

Dans le cas particulier où Vm est un espace plat : 

et (11,20) devient : 

4 € / + (8 - 2 m ) / - Cy = 0. 

Supposons que C = — s2 < 0 et prenons la variable 

rj s e{* ((P ± i 0)1/2 a un sens) 

&(£) devient w^) solution de 
nf + (3 - m ) / + iy> = 0 
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-et u2(rj) = rj"m,2+1 u^ri) est solution de 

y. + i + ,f,_ÎL^]_0 
n L f J 

•on prend la solution (J est une fonction de Bessel) : 

u2(ri) = Ui_m/2 (JJ) , «ifa) = fo/n/2_ * 7X _m/20î) 

«(£) = «!(«{*) = Are™/2-1 ^ - ^ 1 - ^ 2 ( 8 ^ ) 

•où fc est une constante telle que w(0) = 1, soit encore ^(0) = 1 avec 

" l ( " ) = fe© ' ( /X2 - m/2) " (!) 2 ! 1X3 - m/2) + - ) 

•dont on déduit : 

r(2 - m/2) 
/c = 

} l » / 2 - l 

W«) - ^ i ^ ^ 2 " 1 ^ - ^ 1 ^ / 2 ( ^ ) 
2 

•et les solutions élémentaires 
m/2-1 ±inq/2 

C 

4 ri 

puisque 

( \ m / 2 - l _±in«/2 

2) ^Sir;<J,±i»)*""'4A-/2(«(',±iO)*) 

r ( = - 1 ) 7 - ( , - = ) = ( - l ) ( W , + 1 ) / 2 7 l 
sin [(m/2 - 1) n\ 

Pour C > 0, il faut remplacer / par la fonction / de Bessel modifiée. 

c) Si Vm est de dimension paire, r2 - r± = m/2 - 1 est un entier et l'on 
a les deux solutions 

< 0 = çn,2-l ^ Q e t u(0 = ^ /2-1 ^ 0 L o g { + ^ } 

où \j/ et if sont holomorphes au voisinage de £ = 0 et où on peut poser 
^(0) = 1. Remarquons que : 

«'(o = r'2-2 Log «[(m/2 - D «KO + ^ ' © ] + c12-2 Ho+no 
et que 

(P + i 0)A + 1 u(P + i 0) = (P ± i 0)A+m/2 Log (P ± i 0).^(P) + 

+ (P± iO) A + 1 »KP) . 
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L'équation (11,19) s'écrit : 

(A + C)[(P ± i0)*+1 w(P ± iO)] = - 4(A + m/2) (A + 1)(P ± iO)A^(P) 

- (X + m/2) [(P ± i 0 ) ^ ^ 2 - 1 Log (P ± i 0). A{P) + (P ± i 0)A+1 B(P)] 

où A et B sont les fonctions holomorphes : 

A(P) = il/(P) [4(X + m + 1) - Pf(P)] + 8 P V(P) 

B(P) = 8[Pm/2-2 il/(P) + ?(P)] - f(P)!*(P). 

On peut prolonger la relation précédente jusqu'à X = m/2 : 

A Tinq/2 m/2 

(A + C) [(P ± i O)1""'2 u(P ± i 0)] = r ( m / 2 _ 1} 5X. 

et l'on obtient les solutions élémentaires complexes conjuguées 

c±inq/2 /'(m/2 - 1) ̂  ± . Q)1 _w/2 + ^ ( p ) L o g ( p ± j 0 ) ] B 

4 %ml2 

dont on séparera encore les parties réelles et imaginaires comme au n° 3[de 
ce Ch. IL 

Si Vm est un espace plat, il faut trouver les solutions 

«(o = r '2-1 m Log i + m, KO - r"2"1
 HO 

de l'équation 
4£/ ' + / ( 8 - m ) + 627 = 0 

où l'on suppose encore que C = — e2 < 0. 
En prenant rj = eÇ*9 u(g) et v(£) deviennent les solutions 

8™ 2 2 
«x = — ^ rT~2 Log - ^ ( , ) + 0^(,) («j holomorphe) 

Pi = V"2 ^ifa) 

de l'équation 

if/ + (3 -m)y' + ,j> = 0 

et 

1 1 , - , - ^ ^ ( , ) - 1 ^ 2 - 1 ^ ) . 

„2 = , - / 2 + 1 „,(,) = - ^ r,"'2-1 *M Log* + , - ^ - 1
 Bl(,) 

8 2 
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sont solutions de 

ri L n * 
On doit prendre 

v2 = W«/2-l(l) 

u2 = k' Ym/2-t(rj) (fonction de Bessel modifiée, parfois écrite #,,,/2-1). 

Sachant que 

IWa-iOl) = \ ( c + Log2) Jmf2-i(ri) -

-LT^^(r""i""-i(r'2"«'> 
où J8 est holomorphe, on obtient 

«iO0 = f""2"1 «2W = ^ [2 ( c + Log|) if2"1 Jm/2_i(,) -

_ "/2-2 (m/2 - r - 2) ! ,2f _ , r - 2 jgQl> "1 
, ¾ r! 2 2 r + 1 - M / 2 2m/2_1J ' 

D'où Ton déduit que 

„rm fc'(m/2-2)!_ 2 
«i(0) = - - „,_„,., = 1 o fc 

l - m / 2 . 

jr 2 1 -"" 2 (m/2 - 2) ! 

et les solutions élémentaires 

±—— (p + i o ) * - / 4 ym/2_i (*P ± i o)14) 
4 7T ' 

. m / 2 - 1 „±1*4/2 

qui s'écrivent 
, m / 2 - 1 -±l i t«/2 / g \ m / 2 - 1 e ± l i t 4 / 2 

{ l (c + Log | + \ Log (P ± i 0)) (P ± i O)*-"4 Jm / 2-i(s(P ± i 0)*) -

-i(p±ior^T(m/2-rr
2)!(l)2r-w/2+1-ff-r ig(p)} 
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et où l'on a : 
/ p \ m/2-1 

(P ± i0)*-M/4 Jm,2-t(s(P ± i0)½) = [ | | 

L/W2) " \2/ r(m/2 + 1) + "' + (~~ 1)fc \2/ k ! /(m/2 + fc) + J -

Supposons de plus, pour terminer, que /? et q soient impairs et cherchons, 
la partie réelle de ces solutions élémentaires : 

Q±inq/2 = 4. j / _ J\(«-l)/2 

Log (P ± i 0) donne ± i %PZ. ou T i n P% 

(P±i0)i~m/2 donne ± i n ( ~ ^ " , <S<r/2~2)(P) 

et la solution élémentaire s'écrit ici : 

/ p \ m/2-1 _±i««/2 / 

( - 1 
(m/2 * .$=££*-» (P,T ̂ -r2"©""""'.^ 

ou encore 
/ \ m/2-1 , i \ (« - l ) /2 f , n l - m / 2 m/2-2 

w 2 - r r 2 ) ! (i)!""'"'.p'+!**/«-,(**)} 
où l'on a posé : 

/ \ m/2-1 

prm/4/m/2-i(ept)=(y 

[r(m/2) \2/ T(m/2 + 1) + + *• } \2/ k ! r(m/2 + k) + J 

Remarquons enfin que si C > 0, on remplacera J par /. 



CHAPITRE III 

CAS HYPERBOLIQUE NORMAL 

Vm est une variété riemannienne orientée, déclassée*0 et de type hyperboli­
que normal:/? = 1, q = m - 1. On peut rapporter un voisinage £ de x'e Vm 

aux coordonnées normales (x") relatives à un repère orthonormé Rx' de 
l'espace tangent Tx>. Ces coordonnées normales définissent un homéomor-
phisme de Q sur un voisinage de x' dans l'espace minkowskien Tx, qui 
applique le conoïde isotrope rx, sur le cône isotrope Cx. de Tx. (A. Lichné­
rowicz, [1], page 14). Ainsi rx. a deux nappes rx> et partage intrinsèque­
ment Q en trois régions : 

e+(x') (futur de x'), e-(jt') (passé de x') , 

Q-(x') (ailleurs de x'). 

Si l'on pose 

P(x) = (x1)2 - (x2)2 (xT)2 

ces trois régions sont définies respectivement par 

P(x) > 0, x1 > 0 ; P(x) > 0 , X1 < 0 ; P(x) < 0 . 

1 Les solutions élémentaires. 

a) Soit <p e 3)fl. Passons aux coordonnées polaires 

x* = (JCty (2 < j < m) 

et posons 

<KxS<7)= f ^ V l g l d ^ " ^ 
J S m - l 

où Sm_ ! est la sphère de rayon 1 de Rm~* et de dfi(m~1} l'élément de surface 
de cette sphère. 
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Avec Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2,1), nous considérons les distri­
butions 

<«^>-i::(^),k1^]—' 
< ô?(P), v > = ( - D* f+" o""2 ( - ? — i ) * x 

J o \2 x dx / 

Ll 2xl ;*•=« l 2¾1 J*i=-J 

Pour Re A > 0, nous pouvons définir : 

< PA
+, ç> > - f PA(x) <p(x) V û ô ô l dx 

J P>Q 

r + oo r|*M 
= dx1 [(x1)2 - a2f Mx\ c) am-2 dcr 

• + oo r\xl\ 

dxl 

-oo ^ 0 

et, en posant a = t \ x1 | : 

< P i , <p > = f °° dx1 | x 1 1 2 ^ " - 1 f (1 - t2)x f1'2 M*\ t\xx\) dt 
J - co * 0 

et de la même façon : 

< P i , q> > = f ( - P)\x) <p(x) V ï l W l dx 
•I J><0 

- f + " (T-""2 d(T f + " [(T2 - (X1)2]" WX1, *> d x* 
J 0 J -a 

= f+" (T™"2 dff f+* [ff2 - (x1)2]* ^(x1, ff) dx1 + 

+ f+ " ff™"2 dff f [ff2 - (X1)2]* ^(X1, ff) dx1 

où l'on pose respectivement x1 = ta et x1 = — ta : 

< P i , ç> > = f " ff"
+»-i dff f (1 - t2)x { <Kta, ff) + *K- ta, <T)} df. 

J o J 0 

Les résultats du chapitre I s'étendent sans difficulté ici et Ton obtient encore 
dans le domaine Re X > — m/2 — i : 
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Pour les distributions P± les pôles X = - 1, - 2,... > - m/2 sont sim­
ples et : 

(111,1) 

r é s i d u P i = ^ - ^ 5 r i } ( P ) et résidu Pi = - A — ^ " ( P ) -

Le point X = - m/2 est le seul pôle (il est simple) de (P ± i 0)A = Px+ + 
+ e±i**Pi 

Txnq/2 m/2 Tin(m-l)/2 m/2 

b) Les résultats du chapitre II s'étendent alors sans changement aux solu­
tions élémentaires de A : 

Pour m impair, on obtient les solutions élémentaires complexes conjuguées 

(111.3) ( - l) (m"1)/2 r ( m / 2 ~ 1} C7(x) [P\-ml2 ± i ( - 1)(M-1)/2 Pl'm/2] 
4nm/ 

de partie réelle 

(111.4) ( - 1)(M-1)/2 n m / 2
m ~ 1} U(x) P+"M/2 • 

Pour m pair, il vient : 

( m , 5 ) ( - HT» Am/2 - 1) ( ( - D 1 ' " ' 2
 v ,(ra/2-2>(p) _vpo\ 

K } Anml2~x l C n / 2 - 2 ) ! + l + 

. ( - l)m/2r(m/2 - l ) . ^ ^ f l - m / 2 + ,_ ^l-m/2 pl-m/2 J + 

+ V{ Log P + + Log P_ } + WP], 

de partie réelle : 

( I I I 6 ) ( - D"/2 Am/2 - 1) ( ( - I )*"" „ ,(m/2-2>(p) _ ypCt\ 
K } An""2-1 l ( m / 2 - 2 ) ! J 

2 Les distributions PA
+

+, P%~, ô[k)+(P) et ô[k)-(P). 

a) Nous utiliserons dans ce n° 2 les demi-conoïdes r * et les régions e*(x') : 
Les distributions <5(i*)+(P) et 5(i*)-(P) de support r». et rï sont définies par : 
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ces intégrales étant régularisées le cas échéant. On a : 

(111,7) Ô«\P) = Ô(t)+(P) + <5(i*}~(P). 

Pour Re X > 0, considérons les fonctions 

pA+(x) = f P\*) Pour P(x) > 0 et x1 > 0 

l 0 ailleurs 

p , _ w = f PA(x) pour P(x) > 0 et x1 < 0 

l 0 ailleurs 

et définissons les distributions 

<PÎ + ,<P>= f P V V î T î d x et 

<Px
+-,cp>= f P A ç>Vi7 ïdx . 

J P>0,xl<0 

En passant aux coordonnées semi-polaires x1, x-7 = aœj (2 < y < m) et en 
posant cr = Çc1 : 

<PÎ+,<P> = f + 0°(x1)2A+m"1dx1 f (1 - f 2 ) A r 2 ^(xSfx^dr 
J o J 0 

et, en posant a = — tx1 : 

<PÎ-,P>= f° ( - x^^ -^dx 1 f ( l - r V r 2 ^ 1 , -rxJ)dr 
^ -oo ^ 0 

= f+0° ( JC 1 ) 2 """ 1 dx1 f ' (1 - *2)A r ~ 2 <K- x1, rx1) d* 
J o J 0 

que l'on peut prolonger analytiquement dans le domaine Re X > — m/2 — i , 
A # - 1, - 2,..., - m/2. 



CAS HYPERBOLIQUE NORMAL 47 

On obtient : 

P i = P i + + PA~ 

b) Proposition. 

Dans le domaine Re X > — m/2 — \9 les seuls pôles de P+ + — Px+ " sont 
les points X = — fe avec 

fc = 1, 2,.. . , (m - 1)/2 pour m impair 
k = 1, 2,.. . , m/2 pour m pair, 

ces pôles sont simples et 

(111,8) résidu (PA+ - Pi") = 7 r - \ i (*?" 1 ) + W " *f "1}"(I0) • 

Démonstration. 

Nous avons pour Re A > 0 : 

<P A + - P i - , ç > > = 

= f+°° (x1)2^"1"1 dx1 f (1 - r2)A i"" 2 ^* 1 , tx1) - tfr(- x1, rx1)] dr. 
J o J 0 

Posons T = r2 : 

< PA+ - Pi", <p > = H + °° (x1)2A+M"1 dx1 f ' (1 - T)A T(m"3)/2 

2 J o J o 

[.Kx1, x1 >/i) -H- x1, x1 V*)] d t . 

D'après le procédé de prolongement analytique défini par Guelfand et 
Chilov, on peut poser : 

4 ¾ x1) = f * ( 1 - x)x T ( M - 3 ) / 2 [ > ( ± x1, x1 V^)] dT 
•> 0 0 

X + k 

OÙ 

0>*(x1) = résidu 0±(X9x
1) = 

•^U*^*1) 

A=-fc 

xfc-1 s k - 1 
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On obtient alors : 

< PA+ - Pi", Cp > = ^ L - J*" ^1)21 + - 1 ^ + ̂ 1) _ 0-(^1)) d x l + 

+ f °° (xi)2A+w,-i(<3Pï'a ^) - &:(x9 x
1)) dx1. 

J 0 

Pour Re X > — m/2, ces deux intégrales sont régulières et l'on obtient pour 
< Pi+ — Pi" , <p > les pôles simples A = — & où 

k = 1, 2,..., (m — 1)/2 si m est impair 
k = 1, 2,..., m/2 — 1 si m est pair 

avec: 

résidu < Pi+ - Pi7 cp > = 
A=-fc 

- 5 Jo
+0° (X1)-2*-"-1 « ( x 1 ) - ^"(x1)) dx1 

- . ( - D*" 1 f+g> / 5 \*-* r 3 / ^ 1 ^ ) ^(-xSff))] , 
-(F^iyrJo l27âffj Lff l ~ 2—}\aJ

x 

- Irriyr < *r 1)+(p) - ^ _ 1 ) ~ ( p > > » > • 
Voyons maintenant ce qui se passe pour X = — m/2 : 

Pour m impair, les intégrales 0±(X9 x1) sont régulières et 

résidu < Pi+ - Pi", cp > = 
A = - m / 2 

'+00 

-m/2 

où l'on pose u = (x1)2 : 

résidu < Pi+ - Pi", cp > = 
A = - m / 2 

= \ résidu f °° (x1)2A+m"1 (0+(X9 x
1) - 0~(X9 x1)) dx1 

* 2.=-m/2 J 0 

= i résidu f+ " „*+-/a-i(tf+(^ ^ ) - <p-(A, » ) d« 
* A = - m / 2 J 0 

= 5 («Ko, 0) - <KO, o)) J (i - T)-m/2 T(m"3)/2 dt = o . 
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Pour m pair, introduisons 

FoOc1) = *£(**) - ^ôOc1) et F^X, x1) = #+(A, x1) - # r a , x1) 

alors au voisinage de X = — m/2 : 

< p - - P - . 9 > = 2^¾¾ C v?""1 ^ d x l + 

+ f 0 0(x1)2 ; l + m-1F1(A,x1)dx1 . 
J o 

En posant x1 = Ju, il vient avec des notations évidentes : 

< Pi* - Pi~, q> > = 

- wham J0
+" "A+m/2_1 Go(u) dM + CttA+m/2_1 Gl(A'M) du • 

Mais pour toute fonction/(w) e 3)M, nous avons autour de v = — 1 : 

r + oo 

wv/(w)dw = 
J 0 

- £ u'(/(«) - /(0)) du + j*°° uV(«) du + A = A + partierég. 

ce qui donne ici : 

< p i + - p i - . * > - Go(0) 

2(A + m/2)2 (A + m/2) 

j Gt(k, 0)+^partie rég.pour X= — de < u4-1"^2"1, G0(u) > J+ partie rég. 

avec 

Go(0) = Po(0) = <Po(0) - ¢0(0) -

= [résidu f (1 - t )* T (m-3) /2 x 
Ljt=-m/2 J 0 

x [^ .x^J-^-x ' .x 'VÏ)] dtj.,.0 -0 
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et 

_ , . ( _ » , . ) _ • - ( _ » . . ) 

= [partie régulière f (1 - T)A T(m"3)/2 [^(x1, x1 y/i) -
L A=-m/2 J O 

- 1K-*1 .*1 V*)ldT = 0 -
J x1 = 0 

Le pôle X = - m/2 est simple et 

résidu < Pi+ - Pi", <p > = \ partie régulière f M
A+m/2"1 G0(u) du . 

A=-m/2 L A=-m/2 J 0 

Rappelons que 

f + 0 ° w A + m / 2 - l G o ( M ) d M = f + 0°(xl)2A + m- l f o ( ; c l ) d x l ^ 

J o ^ o 

= f + 0° (x1)2A+m"1 « ( x 1 ) - (M* 1 ) dx1 

J 0 

/ iyn/2-1 f + oo / * \ m/2-1 

- iK- x1,<r)}]<raxidx1 

d'où, en posant u = (x1)2 et v = <r2 

f+oo * 1 / i \m/2 - l f+oo / ^ \ m / 2 _ 1 

„A+m/2-l r AAJ„ _ X V !J A + m/2-1 1/2 [ 0 \ x 

J0
 U G o ( w ) d M - 2 ( m / 2 - l ) ! J o " '" W 

x [*0-3>'2 { <K>, > ) - * ( - yfi, <fi) ] }—-du 

d'où l'on déduit l'expression de G0(u) e BM : 

jym-3)/2 { ^ ^-) _ ^ _ ^ y") } ̂  m 

Nous avons posé 

< *r(A 9 > = 1 j -*0 0 ^ J - ) V " * ± **. * ) ] . - dx1 • 
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cette intégrale doit être régularisée pour 

k = - m/2 (m pair) . 

Pour cela, on pose encore u = (x1)2 et v = a2 : 

< «f»*(P). «P > - J jo
+0° «"* (¾) V " * * * ± V«. V ^ U . d u , 

où l'on doit écrire 

(^)*Li^-3)/2*(± Â V ^ U - «(m-3)/2-k.^±(u), ^±00e2>« 

51 

on obtient : 

et notamment 

< <5<k)±(P), cp > = \ \+" um/2"2-fc y ± (u) du 

/ (̂m/2 -1) ± (p)> ^ y = p a r t i e réguiière u x îP±(u) du 

avec: 

ÎP±(«) = ̂  (|) V~3W2*(± V«.V^U / ^ 

d'où l'on déduit que 

et que 

résidu < P i + - F + - , ç> > = \ partie rég. f " u"""2-1 G0(«) du 
X=-ml2 L A=-m/2 J 0 

. < 6 (r / 2- i ) +(P) - 5 (r /2_1)"(p), <?> > 

CQFD. 

( - l)"72"1 

(m/2 - 1) ! 

c) Lorsque m est pair, nous utiliserons les distributions définies par 

P'** = (A + 1) (A + 2) ... (A + m/2) P i* 

pour Re A > 0 et par prolongement analytique pour Re A > - m/2 - \. 
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Ces distributions peuvent aussi être employées dans le cas ultra-hyperbolique 
sous la forme 

P'* = (A + 1)(A + 2 ) - (A + m/2)PA 

et nous y reviendrons au dernier chapitre pour retrouver la paramétrix de 
Madame Choquet-Bruhat. 

L'entier k prenant les valeurs 1, 2,..., m/2, il découle de la proposition 
précédente qu'au voisinage de A = — k9 on a : 

D A+ P A - __ 1 . (-" l ) v 
F+ ~F+ ~ TTk (fe - i) ! 

x (Ô(i*-1)+(P) - *?_1)~(P)) + partie régulière 

ainsi : 

P'+
A+ - P'+

A" = (A + 1)(A + 2) ...(A + k - 1)(A + k + 1) ... (A + y j x 

x ( F z i y 7 (sf1-^ (P) - ôf-1'-(P)) + 

('•ï) + (A + 1) ... (A + fc)... IA + - J (partie régulière) 

Ainsi, les différentes P'+k+ - P'+k~ sont régulières : 

P'+-*+ « P'+-*- = (m/2 - fc) ! (ô?-i)+(P) - ^ " ^ " ( P ) ) 

et notamment : 

(111,9) p'+ l -«/2 + - p ' + l - - /2 - = 5(m/2-2) + ( p) _ ô(m/2-2)-(p) 

3 Solutions élémentaires quand m est impair. 

a) Pour Re A > 1 et n = entier ^ 0, 

Pl,(x)Pi±(x) = Pi+n±(x) 

et nous pouvons reproduire pour ces distributions Pi* les calculs effectués 
au chapitre II, nos 1 et 2. 

Posons encore : 

U(x) = £ Un(x) P"(x) et U'(x) = f (A + n + 1) Un(x) PB(x) ; 
11=0 » = o 
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Il découle de (11,6) : 

A[C/Pi+1±] = - 4 (A + ™) Pi* U' - (A + l)Pi* x 

x |4s3 s l / 0 + U0 . - ^ 5 s V f i l l - P+* I *" x 
L VI « I J n=1 

x [(A + n + l){4sdsC7„ + l/n (4/1 + -^LdsyJ]T\) } - A^B-i] 

qui, pour 

u» - ' * ' - - u- - S T T T I P f ^ " <» - '•* •••> 
4(A + n + 1) s" J 0 l/0(ç) 

se réduit à 

A[l /Pi + 1 ± ] = - 4(m/2 + A) Pi* U' 

et 

A[l/(Pi+1+ - Pi+1")] = - 4(m/2 + A) U\PX
+

+ - PA
+") 

6) On peut prolonger analytiquement cette relation dans le domaine 

Re A > - m/2 - i , X # - 1, - 2,..., - m/2 + i , 
et d'après la proposition du n° 11,2, la différence p;m / 2 + - p;m/2~ est régu­
lière : 

A[l/(P1
+-M/2+ - P+-m/2~)] = 0. 

De l'expression (111,4) de la solution élémentaire de A et de la relation 
p l - m / 2 = pl-m/2+ , p i - m / 2 -

nous déduisons l'existence de deux solutions élémentaires Ex> de supports 
respectifs e±(x') et d'expression : 

+ = ( - l ) ( " - 1 ) / 2 n m / 2 - l ) pl+_M/2+ 

2 7tm/2 

avec 

r, i ,-* • TTf^ I70(x) f r ' A U . - . f ô . . 
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c) Sur un espace Vm harmonique : 

AP= - 2 m + Pf(P) 

nous obtenons les solutions élémentaires de A + C : 

± _ ( - 1) (-1) /2 r (m/2 - l ) L . ^ 
*' " 2n^2 {) + 

où u(g) est la solution holomorphe au voisinage de ^ = 0 de l'équation 

4 « / + (8 - 2 m - ¢ / ( 0 ) / - { C + (1 - m/2)/©} y = 0 . 

Rappelons qu'un espace harmonique de type hyperbolique normal est à 
courbure constante (A. Lichnérowicz, [4], page 22). 

d) Sur un espace Mm plat et pour A — e2 : 

ce qui signifie : 

± _ pi-'2* r i 
2 7 1 ^ 2 - 1 L/T2 -T(2 - m/2) 

s\2 P , „ » M " 
+ - + (- 1)* \2/ 2 ! T(3 - m/2) v ' \2/ k\T(k + 2- m/2) 

et, pour e = 0 : 

± _ ( - l)*"-1"2 T(m/2 - 1) t_M/2± 
£ x ' " 2 ^ P + * 

4 Solutions élémentaires quand m est pair. 

a) Au n° 2, nous avons défini : 

P'+*+1± = (A + 2) (A + 3)... (A + ^ + l) P i + 1 ± . 

Comme au n° 11,3, considérons 

U(x) = f P"(x) t/n(x) 
« = 0 
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avec les mêmes fonctions Un. On obtient pour Re A > 1 : 

A[l7(x)PA
+

+1±] = - 4 (x + ^ ) PA± U\x) + Pi*™/2-1* At7m/2.2 

•d'où nous déduisons 

^[ ï /P ' i + 1 ± ] = - 4 (A + y ) (A + 2)(A + 3)... (A + y + l) Pi* 17' 

+ (A + 2)(A + 3)... (A + ^ + l) p?*»!2-** AUM/2_2 

•où 

(A + 2)(A + 3)... (A + 5 + l) Pi* = L£«£+±ri* 

-ce qui donne : 

Atl/P'-1*] = - 4 (A + =f) i ± ^ _ M P-* 17' + 

+ (A + 2) (A + 3) ... (A + y + l) Pi^'2"1* Al/M/2_2 . 

Pour la fonction 

n*)= I r„(x)P"(*) 
n=0 

nous obtenons 

A [ F p A + + m / 2 ± J = _ ^ + WJ p i + m / 2 - l ± 

x [4S3sKo + Fo(^=<WÏ7ï + 4m + 4 A - 4 ) | 

_pi+«/2± T | p,-i J L+™ + nj ^4ndsVn + Vn (4n + 4m + 4 A -

s.VF7î)] -Ar-i}] . 
2 s 

- 4 + -== 
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En prenant encore 

K ^ ï A i ^ d f („ = 1,2,-) 

il vient : 

A [l7P'+
A+1±+(A + 2)(A + 3)... (A + y - l W A + y + lWpi+ m / 2*] = 

= - 4 (A + g ) A +^+ 1 P'/* 17-

ou encore 

A [l/(P'+
A+1+ - P'+

A+1") + 

+ (A + 2)(A + 3)... (A + ™ - l) (A + ^ + l) 7(Pi+™/2+ - Pi+""2-)] -

= - 4 ( A + ^ ) ^ L ^ ± i l / ' ( P - - P - ) . 

Nous avons établi au n° 2 (c) que les différences 

p,+,+ _ p ^ -

sont régulières en tous les points du domaine Re /À > — m/2 — £. On 
obtient par prolongement analytique jusqu'à A = — m/2 : 

A[L/(P,
+
1-m/2+ - prl'ml2-) + (_ l)""2 (m/2 - 2) ! 7(P°+ - P°~)] = 0 

soit encore, d'après (111,9) : 

A \l~pl~2)] U(ô(?l2~2)+W ~ à(?,2-2}-(P)) ~ V(P%+ - P»")] = 0 . 

En remarquant que 

ô(m/2-2) ( p ) = ^(m/2-2) + ( p ) + #fH-2)-(p) e t pO = p 0 + + p 0 -

file:///l~pl~2


CAS HYPERBOLIQUE NORMAL 57 

nous déduisons de la solution élémentaire (111,6) les solutions élémentaires 
Ex de supports respectifs i*(x') et d'expressions : 

[(~ l)1~°"2 U ô^l2-2)+(P) - VP°A 
L(m/2 - 2) ! J 

E- = (-l^Am^-J) [(- D1-" v 5Cm/2-2>-(p) _ F p 0 - 1 
2 ^ 2 - 1 L(m/2 - 2) ! * V ' J 

+ _ ( - l )m / 2 /Xm/2 - 1) 
2 7 1 ^ 2 - 1 

(111,11) 

avec: 
m/2-2 

U= E UBP"; l /0 = | g | " * ; 
» = 0 

u„ * f"1^-»* 
4 ( - m / 2 + « + l ) s " J o U0 

œ xr ps . m / 2 - 2 A I T 

n = 0 4S ' J 0 U0 

v = ^o r * w + w / 2 ~ 2 A ^ - i d , 
" 4nsn+ml2-1K L/0 

On trouve en particulier, sur un espace-temps VA. analytique les solutions 
élémentaires de A : 

* * = - ^ ^ 0 ^ ^ ) + ^ ] . 
2TC 

b) Dans le cas d'un espace harmonique, nous avons trouvé au Ch. II, n° 5 
(c) la solution élémentaire de A + C : 

±i7r(m-l)/2 r v m / 9 _ i \ _ 
(111,12) - M.\m{L L) [WP) (P±iOy ~ml2 + ^(P) Log (P ± i 0)J 

4 fl­

ou ^(£) et ^(£) sont holomorphes au voisinage de £ = 0 et entrent dans la 

construction de la solution 

11(0 = ^ ^ ^ ( 0 Log « + ^(0 

de l'équation 

4 « / + (8 - 2m - « / ( © ) / - {C + (1 - m/2) / ( Q } y = 0 

avec la condition 

ftO) - 1 . 
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Rappelons que : 

(P + iO)1"^2 = 
f__ i \ l -m/2 

= ±in{) 2
}_ 2)}Ô™2-2\P) + p\rm/2 + ( - \)l~ml2p\rmlz 

Log(P ± iO) = ± inP0.. + LogP+ + LogP_ 

où P_ peut être remplacé dans (111,12) par - P+ ce qui remplace (111,12) 
par : 

4 ^ 2 - 1 L( m /2 -2 ) ! ^ ~ 

± i { iÂ(P) iP\-m'2 + ( - I)1-™'2 Pi"""2) + W ) (Log J°+ + Log P_) }] 

où seule intervient la partie réelle dans la contribution à la solution élémen­
taire. Nous en déduisons encore deux solutions élémentaires : 

£* - - ^ 2 ^ 1 [wv (r / 2-2 ) ±(p) + ( - Dm/2 ( f - 2 ) ! mrv] • 

c) Sur un espace Mm plat, et pour A - e2, on obtient d'après (11,21) les 
solutions élémentaires 

£ * = _ J _ Lm/2-2)± **Ta ( m / 2 - 2 - r ) l /e\ 2' 
; ̂ / 2 - 1 ^ 1 <*> i,o ( m / 2 _ 2 ) ! r ! \J P + 

+ ( - | ) m / 2 " 1 n - m / 4 ± j m / 2 - 1 ( 6 P * * ) ] -

Ainsi, sur l'espace-temps M4 de la relativité restreinte on obtient les dis­
tributions connues sous le nom de Dret et Z>av : 

£* - - À*?'*(p) + £*;** Ji(8pi+±) 
Z 71 4 71 

où l'on pose 

p;**^.**) - ï £ (- i)* (i)" n ± 
2 jet, v ' \2/ fc ! (fc + 1) ! * 
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5 Solutions invariantes de l'équation homogène. 

a) Soit L une isométrie laissant fixe le point x' ; les fonctions U9 V9 W> 
ïj/etij/ sont invariantes par L. Il en est de même des distributions P i . Les 
distributions Pi* (et P+ *) sont invariantes ou échangées (comme c'est le 
cas où L est une symétrie par rapport à x', ce qui exige que le tenseur dérivé 
du tenseur de courbure soit nul en x' — E. Cartan, Leçons sur la géométrie 
des espaces de Riemann, n° 240). Nous en déduisons que les solutions élé­
mentaires obtenues sont invariantes respectivement ou échangées. 

b) Dans chaque cas, nous pouvons expliciter trois solutions invariantes 
de l'équation homogène : 

(A - s2) T = 0 . 

Rappelons d'abord la formule (11,12) : si 

V(x)= £ VJLx)F\x)9 
n=0 

nous avons obtenu : 

A[F(P ± i 0)A+W,/2] = - (x + y ) (P ± i 0)A+m/2"1 

[4sôsV0 + V0 ( - = ¾ V Ï 7 Î + 4m 4- 4A - 4 ) ] 

à condition de prendre 

„ [70 r f+m+*~2 Ar._t df 

" 4(A + m/2 + « ) s" + " + 4 - 1 Jo U0 

pour n = 1, 2, ... 
Ainsi, quel que soit V0, nous obtenons pour A = - m/2 la solution 

Tl = V(x)= J K„(x)P" 
n = 0 

de AT = 0. Il suflit de substituer A - e2 à A dans ces formules pour avoir 
un solution de l'équation homogène (A - e2) T = 0. 

Une deuxième solution de cette équation est évidemment donnée par 

T2 = Ex> - Ex> 

qui correspond au propagateur de M. Lichnérowicz [1]. 
Enfin, la troisième solution s'obtient en considérant la partie imaginaire 
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des solutions élémentaires que nous avons construites (en remplaçant A 
par A — e2 dans les calculs de U9 V, W) : 

T3 = U.Pl~mf2 pour m impair 

T3 = U{ Pi""/2 + ( - l)l'm/2 Pî._m/2} 

+ V{ Log P+ + Log P- } + JFP pour m pair. 

Explicitons ces résultats dans le cas d'un espace plat : 
Pour m impair ou pair, Tt est la solution que nous avons trouvée au n° 5 

(a9 b9 c) du chapitre II : 

Tx = (P ± i0)±-*/4 Jm/2-MP ± i0)1/2) 

\ m/2-1 oo / \ 2k pfc 

e\ £ (_ 1)t / a \ 2/ t f o \2/ fc ! r(m/2 + k) 

x m/2-1 oo / 8 \ " p » + ( - ! ) * p j 

2/ tfo W k ! T(m/2 + fe) 

' g \ m/2-1 oo /e\2k pk+ 

5/ »?0
 (~ 1}* \2/ fc ! /Xm/2 + fe) + 

U/ *=o \2/ fe ! T(m/2 + /c) 

et on peut écrire : 

Tt = P*-m/4 Jm/2_1(8(P*)) + P t - ^ / ^ . ^ e P t ) . 

Pour m impair, 

T3 = (Pt-m/2)/i_m/2(8Pt). 

Pour m pair, à un coefficient près (Ch. II, n° 5 (c)) 

T3=l(c + Log| + ̂ LogP+ + ̂ LogP_) 

X [P*"""4 Jm/2-l(6P*+) + Pt-m/4/m/2-l(8Pt)] 

l ml2f2 (m/2 - r - 2) ! /fi\ *-"</»+* 

„m/2 = l 
x r^r+l-m/2 + ( _ ^r+l-m/2 pr_+l--/2j _ i . a ( p + j Q) 
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ce qui s'écrit encore : 

T3 = Pi'"* { | (c + Log « £ ) J^.^Pt) -

+ ^Pi"""4 { (C + L o g ^ ) J ^ . ^ P i ) 

l - / | T a ( m / 2 - r - 2 ) l ( 1)P+1_m/2 /«Pt^'-*" 1 

ou 

r= + oo t / A 2 1 , 

«<r+ ,0) - I ( - , ) - - ^ - ^ (-) x 

x (1-.+(-1/1-.)(1+1 + -. +1 + 1+1 + - + ^ ) 

on déduit de cette expression j5(eP+), /J(fiPt) et : 

T3 = P*- /* Fm/2_i(8P*+) + ^ P t - ' ^ . / i - ^ e P t ) . 

Notamment, pour Af4, 

^-T3 = ^- P;* y, («P*) + - ^ P I * ^ ( a P t ) 
4 71 471 271 

est la distribution G1 {ou D1 ou A1 ...) qui intervient en théorie quantique 
des champs. 

Sur un espace plat, Méthée [1] a établi l'unicité de ces distributions 
* 1 » "*2> - * 3 * 

Dans le cas général, Lichnérowicz [1] a montré l'unicité des solutions 
élémentaires Ex>. 



CHAPITRE IV 

CAS TENSORIEL ET SPINORIEL 

Vm est riemannienne de type hyperbolique quelconque, supposée analytique. 

1 Tenseur-distribution solution élémentaire de A. 

a) Le laplacien de de Rham-Lichnérowicz d'un /^-tenseur différentiable U 
est le/7-tenseur AU défini par (A. Lichnérowicz [1], p. 26) : 

(AU).,....; = - v v ^ l l l l J f + Z^uai..ik...ap -

E n f p «r 

k*l 

où interviennent le tenseur de courbure RaPtp<t et de Ricci Rail = jR£fPM . 
Il en découle, pour un champ de vecteurs : 

(AIT). = - V Vp C/a + Kpa t / ' 

pour un 2-tenseur : 

(AU)M = - v vp i/a„ + *ap u; + *„ u; - 2 a,,,,, 1/" 
pour une /?-forme (de Rham [1], § 26) 

Al/ = (d<5 + ôd) T 

où d et S sont les opérateurs de diflërentiation et de codifférentiation exté­
rieure : 

(dU)ai...ap+1 = f Z ( - î r 1 VavC7ai...àv...ajr 
v = l 

®n(® P) désignant l'espace des p-tenseurs C00 à support compact sur l'ou­
vert Q c Vm et BQ(® />) l'espace des/?-tenseurs distributions, on a, par défi­
nition pour tout te ©a(® p) 

<Ar,C/> = <T,At/> 



CAS TENSORIEL ET SPINORIEL 63 

quel que soit U e 3)fl(® p). Avec une définition analogue pour les p-formes 
distributions (qui se ramènent aux courants de de Rham par application de 
l'opérateur*). 

b) Soit x' un point fixé de Vm9 Q un voisinage de x\ ra^(x) unbitenseur 
appartenant TXeSi ® T*9 supposé C00 en x (nous le prendrons analytique 
au n° 2) et astreint à la seule condition 

(IV,1) Ta,A<*') = gaA<*'). 

A. Lichnérowicz ([1], page 12) appelle bitenseurs de Dirac relatifs au point 
x' e Vm les ^-tenseurs distributions (®p T) 5X> à valeurs dans ®p T* : 

(®P T) ôx, G [ ^ ( ® p ) ] ® (®P T*) . 

Il définit de la même façon les /?-formes distributions ô(p) = ( A P T ) 5,' à 
valeurs dans AP T*. On peut écrire par exemple : 

( 8 1 ^ ¾ . = TatA,(x)^(x) 

^a/J,A>' = (Ta,A' T/f,/*' "" T/*,A' Ta,M') ^* ' (* ) • 

Il découle de (IV, 1) que 

< (®p T) 5*', U > = (/(s') pour tout C/ e ®fi(®p) 

et la définition du bitenseur de Dirac ne dépend de T que dans la mesure où 
(IV, 1) est vérifiée. Nous dirons alors que 

Ee\p^®p)]®(®pT*) 

est solution élémentaire de A au point x' si 

AxE = (®pr)Sx.. 

c) Le transport par parallélisme pour la connexion riemannienne, le long 
de la géodésique JFX définit un isomorphisme canonique \i de Tx sur Tx> 
qui s'exprime par un bitenseur /*' (A. Lichnérowicz [1] p. 10) tel que, pour 
chaque v e TV 

L'isomorphisme inverse fi"1 se traduit par 

(fi'1vy(x) = t\vv
xXx) 
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et l'on a 

£AV(*') = ' V 1*. !./&*(*) 

ce qui permet d'abaisser ou d'élever les indices à l'aide du tenseur métrique et 
de définir le tenseur de transport tXtx> = gap tp,x> et que nous noterons tatx'(x) 
puisque x' est fixé. 

On a, pour ce bi-tenseur : 

'«.A (*') = g*Ax') 

et t peut remplacer T dans la définition des bi-tenseurs de Dirac. 
De plus, si (u*) est le vecteur tangent en x à la géodésique x'x9 

(IV,2) u a V a r^ (x) = 0 . 

Enfin, Q étant rapporté à un système de coordonnées locales et T(Q) aux 
repères naturels associés, les composantes de t sont des fonctions analytiques 
de ces coordonnées. 

2 Construction des solutions élémentaires dans le cas vectoriel (p = 1). 

a) Le problème que nous nous proposons de résoudre est le suivant : 
pour chaque x' e Vm9 il faut trouver un voisinage Q de ce point et un vecteur 
distribution E sur Q9 à valeurs dans T*9 tel que 

(AxEuJpc)9 cp\x) > = çv(x') 

pour chaque vecteur cp e 3)«(® 1). 

Tous les calculs seront faits en coordonnées normales relatives à un repère 
orthonormé Rx' de Tx>. 

b) Généralisons les méthodes des chapitres II et III en posant : 

(1 = 0 

Nous avons, pour Re A > 1 : 

V , K ^ ± i O ) A + 1 ] = 

- E [(P ± » 0)A+"+1 V, [/<?>- + 17«, V/P ± i 0)A+n+1] 
11 = 0 
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V,Vp[l/a)(,(P±iO)A+1] = 

= Z [(P ± i 0)A+"+1 V7 V, 17« + 17« V, V/P ± i 0)A+B+1 + 
11 = 0 

+ VV(P ± iO)A+B+1 Vp 17«, + Vv l7«„Vp(P ± iO)A+B+1] 

g*V7V,[E7..^P±iO)4+1] = 

= £ [(* ± i 0)"+"+1 g"" Vy Vp 17¾ - C7« A(P ± i 0)A+B+1 + 
n = 0 

+ 2g""ôy(P±iO)A+"+1.Vpt7«]. 

Compte tenu de l'expression du laplacien sur les vecteurs : 

*[U*,AP ± iO)A+1] = £ [(P ± i 0)A+B+1 AU«. + 17« A(P ± iO)A+B+1 -

- 2 g*(x) Ôy(P ± i 0)A+B+1. Vp 17«] . 

Nous avons montré au chapitre II : 

A(P±iO)A+B+1 = 

= -(A + n+ l)(P + iO)A+B f2m + 4=5 s Vr?ï + 4A + 4nl 
L VI s I J 

gT'(x) ô,(P + i 0)A+B+1 = 2(A + n + 1) (P ± i 0)A+B x" . 

Ainsi : 

A[l/.^P ± i 0)A+1] = £ f(P ± i 0)A+B+1 A17« -

- (A + n + l)(P + iO)A+Bl/«. (2/̂ 1 + - 1 4 , 5 , 7 1 7 1 + 4^ + 4/.) 
v VIS I ' 

- 4(A + n + 1) (P ± i 0)A+B x" Vp 17« J 

qui peut encore s'écrire : 

A[l/a>a.(P + i 0) A+1] = - (2 m + 4 A) (P ± i 0)A X (A + n + 1) 17« P" -
11 = 0 

_(A+ l)(P + iO)A UjViUW + lW-j^d.y/ïTÏl 
L VI Si J 

- (P ± i0)A £ P" f(A + n + 1) J4x" Vpl7« 

+ 17« (4 n + -^=-¾ Vïiï) ) " AU&H + (* ± iO)A+N+1 AIT™. 
\ VI g l 7 ' J 



66 SOLUTIONS ÉLÉMENTAIRES DES DALEMBERTIENS GÉNÉRALISÉS 

Pour des 1/¾ solutions de 

4x> Vpl7<̂ , + l O - 4 = i W ï 7 ï = 0 
VI s I 

(A + n + l){4x"Vpl7« + t / « , (4n + j4|3sVÎ7i))-AC7<%-1>=0 

le laplacien précédent se ramène à 

(IV.3) A[[78,a.(P±iO)A+1] = 

= - (2 m + 4 A) (P ± i 0)A U^ + (P ± i 0)A+N+1 At/<^ 

où 

ÏC<= £ ( A + n + l)C7« P8 . 
n = 0 

Pour déterminer £7«°̂  rappelons que 

vérifie 

2Ôsl70 + -L=5 sVFg|=0. 

Posons 

* C = 0̂ t.x 

où fŒfa' est le tenseur de transport : 

4x»V,D» + ^ - ¾ ¾ VÎT! -
VI g I 

= 17,,-4 x" Vp t.x + <.,«, (453,170 + - | = Ô, VÎTî) = 0 
v VI81 ' 

puisque, d'après (IV,2) : 

Xe Vp ta><t. = s.u"Vf („,„, = 0 . 

Ayant ainsi déterminé Uf£ on peut déterminer les C7«, (1 < « < N) régu­
liers en x? de façon à obtenir (IV,3). 

c) Quand m est impair, on pose 

Uay= £l7«,P" 
« = 0 
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et les C/(w) précédents conduisent à 

A[U.,,(P ± i 0)A+1] = - 4(X + m/2) (P ± i 0)A l/;>ot, 

avec 

K*= IV + n + DUgr, 
« = 0 

et U(n) solution régulière pour x' de 

(IV,4) (A + n + 1) [4x*V,t t« .+ 

+ u?i (4« + - ^ ¾ VTgî)l - AI/?;;» = 0. v VI « I / J 

Nous avons : 

V , l C - 3 , U & - / £ l 7 « , . 

Rappelons (A. Lichnérowicz, [3], page 6) qu'en coordonnées normales, 

** K gf, « *" d, g* 

ainsi le long de la géodésique x' x : 

x" ri* = i xf.gp„(dt g«, + da gfa - d„ gfit) = 

= \z"°x*cfigM = \g<'°s<)agaa 

ce qui donne : 

x" Vp 17« = 5 ôs 17« - i g"' 17« s ô, g„ 

ou encore : 

x" Vp t /« = s <5S17« - i 17« V s 5» &. 

et (IV,4) s'écrit : 

s d 17«. + t/«. (n - — 8 UJ - -L7«* , d e = ****** 

et l'on obtient ainsi un système de m équations (pour chaque indice a') 
linéaires par rapport aux inconnues C7«-. 
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On peut en déterminer une solution (U("^9..., £/«,!') analytique au voisi­
nage de x\ 

L'équation précédente s'écrit encore : 

s \ U0 J U0 \28 °sg«>J + 4 ( A + n + l ) 170 

Posons 

_ T/(») 1 _ 1 

17« = - ¾ ^ et A17« = ^ A(170 17« ) = ^ A17« ; 

on obtient l'équation : 

U*n &£) = (*" % ) (\ S"" 8s g.P) + ^ ^ B + D v*""1 ^ ¾ 1 ¾ • 

Nous pouvons appliquer à cette équation la méthode des fonctions majo­
rantes (Valiron [1], n° 47). Nous pouvons supposer que 

i c 
2 Z°P ds SaP < t _ , {G, r = constantes , G = £ | xa |) 

et: 

f7(«-i) ^ g »- i ^Âr;^-» <g a / J C«-i(2 w - 2)(2 n - 1) 
a,a' (1 - o7r)2("~1)+mGr a'a' (1 - <j/r)2n+1+mGr 

Alors, 5 étant proportionnel à a le long d'une géodésique, il vient : 

*" Û?i « J<a) 

où (̂cr) est solution de 

dy mG a'K^Çln - 2)(2 n - l ) ^ " 1 

da " 1 - o\ry + 4 U + n + 1 | (1 - (7/r)2w+1+mGr ' 

Si l'on pose 

y = (1 - alr)mGr 

z(&) est solution de 

dz a' Kn.x(2 w - 2 ) ( 2 n - l ) ^ " 1 

d(7 4 | A + n + 1 | (1 - (7/r) 2 n + l 
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ce qui entraîne (Hadamard [1], Book II, n° 63) : 

Kna
n 

z < 

donc 

avec 

(1 - ajr) 

&Û « x' 

2n 

Kn = a' Kn_l 

(1 - Glr)2n+mGr 

(2 n - 2) (2 n - 1) 

4n | A + n + 1 | 
On a toujours 

KM 

et l'on obtient les mêmes résultats qu'au n° 2 (c) du chapitre II ; les séries 

Z U™pn et Z (a + n + l)U<&P" 
n=0 n=0 

définissent des tenseurs analytiques en x sur un voisinage assez petit de xr 

et holomorphes en X pour X # — 2 , - 3 , . . . Pour ces deux tenseurs Ua,a> 
et U^ nous avions obtenu pour Re X > 1 : 

A[£/a>a,(P ± i 0)A+1] = - 4(A + m/2) (P ± i 0)A U^ 

qui peut encore s'écrire 

< A j t ^ x ) (P ± i 0)A+ * (x)], ?"(*) > = 

. _ 4 < (A + m/2) (P + i 0)A U'a,Ax), <p"(x) > 

= _ 4 < (A + m/2) (P + i 0)A (x), l/J^x) <pa(x) > 

pour tout ç>" e 2)fl(® 1) (fî est le voisinage de x' où sont définis Ua,a> 
et £7;..). 

En prolongeant analytiquement jusqu'à A = — m/2 : 

Ti>t4/2 —m/2 

< A J V ^ X ) (p ± i o)1-/2(x)], <p\x) > - - 4. A m / 2 ) l C < ( * ' ) <?>"(*') 

ou 
^ . . - 00 = (1 - m/2) I70(x') fa>0,(x') = (1 - m/2) ga>a,(x') 
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et l'on obtient : 
Ti««/2 m/2 

< AJV.^*) (P ± i O)1"""^)], cp\x) > = 4 • r ( m / 2 , xf«(x') 

ce qui s'écrit encore : 
TÎK4/2 m/2 

A,[l^(x) (P ± i 0)1-M'2(x)] = 4 • r ( m / 2 _ 1 } t.J.x) ÔAx) . 

Conclusion (pour m impair). 

Le laplacien 

(AT), s - V'V P T. + J ^ T ' 

admet au point x' les solutions élémentaires complexes conjuguées : 

E-'±""]n:J2-i)u.AF± ior-
4 nm/2 

OÙ 

j(n) pn Tj{0) = t*,*' jjin) 

étant la solution régulière en x' de 

Ua,«' ~" ZJ ^a,a r > U«»a 4/1 T' a»a 

»=o V l g | 

s TT(») , TT(«) \ S j n
 S TT(»)ff a « Al/g>g' 

a. u...' + ^...- ̂  - ^ ^ i70j - - u „ es gM = ^ + B + 1} 
dsu0) -^u-'-tei.dsgair = j A U " 

d) Quand m est pair, on pose 

m/2-2 m/2-2 

V.*- I Tf&r et 17;>8,= E (A + n + l)l7«.P" 
n=0 «=0 

où les Ufy sont donnés par les précédentes formules (cas impair) pour 
0 < n < m/2 - 2. 

On obtient, d'après (IV,3) pour Re A > 1 : 

A[Ua ,a ,(P±iO)A + 1] = 

= ^ 4(A + m/2) l/a,a,(P ± i 0)A + (P ± i O)1*"72"1 AU%?~2). 

Comme au chapitre II, on peut supprimer le terme 

( p ± i 0 ) A + m /2 - l A l / (m/2 -2 ) 
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•en introduisant les distributions 

7a>a,(P ± i 0)A+m/2 Log (P ± i 0) et Wa,a(P ± i 0)A+w/2+1 

où 

v.* = Z v$r et wm, = f »2» P" 
n=0 n=0 

•sont déterminés par des équations analogues à celles du chapitre II, en rem­
plaçant s ds par xp Vp. On en déduit deux solutions élémentaires complexes 
•conjuguées de la forme 

E = e^/Xm/2-l)^^ ± i0 )i-m / 2 + Ka,Log{p + i 0 ) + „r p] 
4 71 ' 

où la séparation des parties réelles et imaginaires fait apparaître d{Fl2~2)(P). 

e) Le bi-tenseur Va^ déterminé dans le cas m pair aussi peut être cons­
truit dans le cas m impair, il a la forme 

» = 0 

et, quel que soit V^ il est, pour X = — m/2, solution de l'équation 
homogène 

A( ) = 0. 

/ ) Quand Vm est de type hyperbolique normal, on déduit de la partie 
réelle de la solution/?ci-dessus deux solutions élémentairesEx> de supports 
respectifs &+(x') et &~(x') qui sont uniques, d'après Lichnérowicz ([1]). 

g) Les solutions déterminées sont invariantes pour les isométries lais­
sant fixe le point x'. 

3 Construction des solutions élémentaires pour p quelconque. 

Il faut construire 

Eai...ap^...a'pe^(®p)®(®pT:f) 

telle que 

< A, £ . , . . ^ 1 . . ^ , cp*l~ap > = cpau..*-P(*') 

pour chaque 
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Nous ne reproduirons pas intégralement des calculs qui sont semblables à 
ceux du n° 2, et, pour plus de simplicité, nous poserons : 

a = (<*! ... 0Lp) et a' = (ai ... <x,'p) . 

Lorsque m est impair, en prenant 

UmJà = Z V%M n*) et U'^x) = £ (X + n + 1) U% P\x), 
n=0 n = 0 

nous aurons encore, pour Re X > 1, 

A(l7a,a,(P ± iO)A+1) = - 4(A + m/2)(P ± i O ) 1 ^ 

avec 

t C solution de 4 x' V, 17¾ + 17¾ - | = «. VÎT! = 0 
VI g I 

t7<">, solution de 4 x' V, 17$ + 17$ (4 n + - p = 3S Vl7ï) -
v V lg l 7 

J, + n + 1 

avec la condition initiale : 

^ ^ ) = ^ ( ^ ) . . . ^ ^ ) 

et 

U("?AX) analytiques autour de x'. 

Nous pouvons prendre alors : 

r r ( 0 ) / N _ *«!.«' — *«P,«p 
u a , a ' W — 4 / - — T - T - 7 

et, pour les U%l>(x) les seules solutions régulières autour de x' déduites 
par récurrence des équations précédentes. 

On déterminera une solution élémentaire par prolongement analytique 
jusqu'à X = — m/2. Lorsque m est pair, on arrive à ce résultat à l'aide de 
deux tenseurs supplémentaires V^ et W^. 
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4 Spineurs distributions sur V4. 

Dans ce n° 4 et dans le suivant, nous suivons essentiellement la théorie 
de M. Lichnérowicz ([5] et [6]) : 

a) VA est un espace riemannien orienté, analytique, de type hyperbolique 
normal. E(V4) est le fibre principal des repères orthonormés de V49 de 
groupe structural le groupe de Lorentz L(4). S(V4) est le fibre principal des 
repères spinoriels de F4, de groupe structural Spin (4) et déduit deE(V4) 
par extension. 

Un spineur contravariant \j/ = (^°) est une application z -> \j/(z) de S(V4) 
dans un espace vectoriel M de matrices à une ligne de quatre éléments où 
opère le groupe Spin (4), avec : 

il/izA'1) = AïKz), A = (Aa
b) e Spin (4) . 

Un spineur covariant cp = (cpa) est une application z -> cp(z) de SÇVA,) 
dans le dual M* telle que 

cp^zA'1) = <piz)A'1 . 

Les indices grecs a, /?,... sont les indices tensoriels et les indices latins a9b9... 
sont les indices spinoriels. 

Soient ya les matrices de Dirac qui vérifient 

y* y p + y fi 7« = - 2 gafi e. 

La variété K4 admet une connexion riemanienne co = (oj?) de coefficients 
Cjppar rapport aux repères de E(V4) et, canoniquement associée à celle-ci, 
une connexion spinorielle a = \ co% ya y

p de coefficients 

<ra
bp = lC*Ppy

a
ary

fi
b

r
9 

où l'on pose ya = (ya
M). 

Les tenseurs spineurs dérivées covariantes du spineur contravariant i// ou 
co variant cp sont : 

VM (pa = Ô,i<Pa- <Pr ^ap 

où les dp sont des dérivées pfaffiennes. 

M. Lichnérowicz a défini sur les spineurs de laplacien A : 

sur les spineurs contravariants : A s + f / V a V ^ = — Va Va + i R 
sur les spineurs covariants : A s Va V (̂ ) y* yfi = - Va Va + i R 

où R est la courbure riemannienne scalaire. 
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b) Un spineur contravariant (resp. covariant) \J/(z) (resp. cp(z)) en z au-
dessus de x e V4 définit en x un spineur contravariant \j/(x) (resp. covariant 
cp(x)) dont les composantes sont (^(z)fl) (resp. cp(z)b) par rapport au repère 
z e S(V4). Ces spineurs définissent les espaces vectoriels §x et Sj sur Cr 

duaux pour la forme bilinéaire : 

Ws <P)X = V&) <Pa(x) • 

Un spineur distribution contravariant est une fonctionnelle linéaire conti­
nue à valeurs dans C sur l'espace S£ des spineurs covariants C00 à support 
compact dans l'ouvert Q de VA,. Leur espace est noté S£'. On définit de même 
le dual Sa de S«. 

On a pour le spineur contravariant W ou le spineur covariant O localement 
sommables : 

Ve§Z par < «F, ç> > = f (!P, <p)x i|(x) 

^ « i Par < # , • > > = f (0,ili)xrj(x). 

Toutes ces définitions se généralisent par produits tensoriels aux tenseurs-
spineurs et aux tenseurs spineurs-distributions : 

Si îP est un spineur contravariant différentiable et cp un vecteur-spineur 
covariant à support compact, on montre que : 

<V^ç>> = <!P,<5ç>> 

où S est l'opérateur défini par 

S(<Ppa)= - V > p f l 

et cette relation est prise pour définition de VîPpour tout Ye SQ'. Le lapla-
cien de W est alors défini par 

<A^,«>> = <!P,A«>>. 

c) Si ôx>(x) est la distribution de Dirac pour le point x', le bi-spineur de 
Dirac sx>(x) = ôl> ôx>(x) est contravariant en x, covariant en x'. Nous dirons 
que Ex> e S£' (g) S£ est solution élémentaire de A - s2 pour le point x' si,, 
sur ce voisinage Q de x', 

( A ^ - e 2 ) ^ = sx, 

ou encore, pour toute cp e Sj, 

< (Ax - e2) EU(x)9 cp0(x) >0 - çv(x') . 
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5 Le bi-spineur de transport sur V4. 

a) Les chemins horizontaux z' z de S(VA) au-dessus de la géodésique x^c 
de VA. définissent un isomorphisme p de la fibre Fx. sur la fibre Fx qui se 
réduit à l'identité pour x = x' (A. Lichnérowicz [7], p. 58-59) : si z' est un 
repère choisi en x' de S,*, z = pz' est un repère en x et §x et on a : 

p{z' A) = zA pour tout A e Spin (4) 

et l'on déduit de p un isomorphisme de Sx> sur Sx qui ne dépend pas de z' 
choisi au-dessus de x'. Cet isomorphisme est un bi-spineur t e Sx <g> Sx> et, 
des repères spinoriels étant arbitrairement choisis sur Q9 on peut écrire : 

C(x9x
f)ilfbXxf) = (^)a(x) 

fb(x'9x') = ôa
b.. 

b) Fixons le point x' et désignons par f£(x) en repères spinoriels quel­
conques le bi-spineur de transport. D'un repère z' choisi au-dessus de xf 

on déduit par p un système de repères spinoriels z au-dessus d'un voisinage 
Q de x'. A tout spineur ^(x') correspond dans ces repères le spineur 

en d'autres termes : 

M*) = S* • 
Soit x(t)9 0 < t < 1, un chemin géodésique de K4, d'origine x' et z(f) le 
chemin horizontal issu de z', au-dessus de x(/). Si £ est le vecteur tangent 
en x à x(t)9 projeté du vecteur T tangent en z à z(t)9 nous avons : 

«' Vp iA
flW = (V-» (T) = d ^ t ) = d<Kr) = 0 . 

Nous retiendrons donc les deux relations 

£p Vp &(x) = 0 

(IV,5) &(X') = fc 

qui sont valables en repères spinoriels quelconques sur Q. 
P(x) étant la fonction définie précédemment en coordonnées normales 

d'origine x' nous avons vu qu'en repères naturels pour ces coordonnées, 

g'aVaP(x) = 2sÉ". 

Il vient ainsi en repères quelconques : 

(IV,6) g^(x) Va P(x). V, fb(x) = 0 . 
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6 Solutions élémentaires du laplacien spinoriel. 

a) Considérons un bi-spineur M£'(X), contravariant en x, covariant en x' 
et dont les composantes sont analytiques au voisinage de x'. 

Pour Re A > 1, nous avons : 

?p(ub' P+ ) = £pV"»' * + ) T ^ + «rp ub' VM P i + 1 ± ) = dM- PX
+

+1±) + P i + 1 ± «î- ui 

donc 

(IV,7) VP(«°. P i + * *) = «J 3P P i + 1 * + Pi+ J * V p u%,. 

Pour un vecteur spineur fâ la dérivée seconde s'écrit : 

donc: 

v„ vp(Bj. P i + 1 ± ) = 3,[Vp(«t P i + 1 ± ) ] + 

+ «% v>;. p+
+1 *) - c;, v0«. Pi+1 *) • 

En portant (IV,7) dans cette expression : 

V, Vp(u°, PA
+

+1 *) = P i + 1 * V„ Vp u?, + (V, «M (0, P i + 1 ±) + 

+ (5, P i + ' *) (Vp «£) + < V, a, Pi + J * . 

Ainsi : 

- g " V„ Vp(u?. P i + 1 *) = - P\+l± g"" V„ Vp u'b. -

- 2 §""(5, P i + 1 *) (Vp uj) - u'y g"' V„ ô, P*+ !* . 

En ajoutant i .R — s2 à cette expression, il vient : 

(A - e2) («J P i + 1 ± ) = Pi+ 1 ±(A - e2) i£ -

- 2 g"'0„ P i + » *) (Vp u?.) + BJ APi+ * * 

où nous pouvons écrire (Ch. II, n° 1) : 

a „ P i + 1 ± = ( A + i ) P i * a ^ p 

APt+ 1 ± = - (A + 1) P i ± ( - AP + 4 A) 

où nous pouvons remplacer AP par : 

AP= - 2 m + 2 g ' " , 3 ^ P . % ^ où m = 4 ; 
^ 0 
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U0(x) étant la fonction qui, en coordonnées normales issues d'un repère 
orthonormé de Tx. s'écrit : 

Uo{x) = - l 

yig(*)l 
Il vient ainsi (m = 4) : 

APi+ 1 ± = - (X + 1)PÎ* (2m + 4A - 2 g " 3 / l P • M î ) 

et le laplacien s'écrit (m = 4) : 

(IV.8) (A - e2) («J. P i + * *) = - 4(A + m/2) (A + 1) «J. P** -

- 2(A + ï)Pi±g^d„P) ( v p « t - ^ 3 P 1 7 0 ) + P i + 1 ± ( A - 82)«?,. 

En posant 

u%. = I/o £ 

où tv est le bi-spineur de transport, il vient d'après (IV,6) : 

(IV,9) (A-e 2 ) (««Pi + 1 ±) = 

= - 4(A + 2) (A + 1) «?. Pi* + Pi+1±(A - e2) u% 

avec la condition initiale 

OV.IO) u°b,(x') = # . 

Nous introduisons maintenant les distributions 

P'+"± = ( / i+ 1)(^ + 2) P ^ 

étudiées aux nos 2 et 4 du chapitre III. 
Nous avons : 

P'+
A+1± =(A + 2)(A + 3 )P i + 1 ± 

et (IV,9) s'écrit : 

(IV.l 1) (A - E2) («• P'+*
+ * *) = - 4(A + 2) (A + 3) ua

b. P ? ± 

+ (A + 2) (A + 3) P i + 1 *(A - e2) u'b.. 

b) Pour faire disparaître le terme (A + 2) (A + 3) P++1±(A - e2) wj. nous 
introduisons, comme dans le cas scalaire (Ch. III) la série : 

« = 0 
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nous obtenons par un calcul identique à celui de (a) (voir le n° 4 du Ch. III) : 

(IV.12) AflÇ Pi+2 ±) = - (A + 2) Pi+ x * x 

x \l?'d,P • Vp^ (0) + ^ ( 0 ) ( - 2g""5,P • ̂  + 12 + 4A)] 

" P?2± [ £ P"-1 { (A + 2 + n) [2 ̂  a, P-Vp rçw 

+ n-W (4 « + 12 + 4 A - 2 g"" *„ P • % ^ ) ] - A ^ ) } ] 

ce qui donne : 

(A - e2) [(A + 3) V£ Pi+ 2 ±] = - (A + 2) (A + 3) Pi+1± x 

x [2 g ^ P - V p ^ 0 , + ^(0, ( - 2 g " " 5 , P . ^ + 1 2 + 4A)] 

- (A + 3) Pi+2± [ £ P»"1 { (A + 2 + n) [2 ng" 5, P-Vp JÇW 

+ *-„) (4„ + 12 + 4A - ItTà.P- % ^ ) ] - (A - s2) ^ ) } ] . 

En prenant alors pour les VyM des solutions régulières des équations : 

2 g"" 3, P. Vp rç(0) + rç(0) ( - 2 g"" <?„ P • ^ + 12 + 4 A) = 

= ( A - s 2 ) i £ 

2 ng" 3„ P. Vp *£<„) + KM (4 n + 12 + 4 A - 2 g"" 3, P • %g°) = 

- ( ^ + 2 + , ) ^ - ^ ^ ^ -

On obtient : 

(IV,13) (A - e2) [«J P'+*
+ X * + (A + 3) Vb

a. P*+2± ] = 

= -4(A + 2)(A + 3)t/?.P'+
A± 

«£(*') = S/,. 
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Ou encore pour tout cp e S£ : 

(IV,14) < (A - 62) K(P'+
A+1±) + (A + 3) V°v P i + 2 ± ] (x), <pa(x) > = 

= - 4(A + 3) < (A + 2) ua
b, P'+

A±(x), ^(x) > 

= - 4(A + 3) < (A + 2) P'+
A±(x), l/£(x) ç>0(x) > . 

Au chapitre I, n° 4 (a), nous avons rappelé qu'au voisinage de A = — 2 
(pour m = 4) 

+ 7t(^(i)- i/r(|)) S,,} + partie régulière. 

Ainsi : 

P'+
A = (A + 1) (A + 2) PA

+ = - (À*+
l)

2
n àx. + partie régulière. 

Au chapitre III, n° 2 (c) nous avons montré que les différences P++ - P+ " 
sont régulières pour Re X > — m/2 — \. Ainsi, au voisinage de X = — 2 : 

P'+
X± = - 2 ( ^ + 2 ^ ^ + P a r t i e régulière. 

Cette relation permet d'exprimer le prolongement analytique de (IV, 14) 
jusqu'à X = — m/2 sous la forme : 

< (A - e2) K K'ml2± + K M . 9. > = - 2 7T çv(x') . 

De la relation (111,9) qui permet d'écrire (compte tenu des résultats du cha­
pitre I, n° 4 (a)) : 

pl-m/2 ± = 5 ( i 0 ) ± ( p ) 

nous déduisons les solutions élémentaires du laplacien spinoriel A — s2 au 
point x' : 

E& = - ^ {<. ÔT\P) + v°b. P°+* } 

dont les supports sont respectivement les demi-conoïdes 8±(x/). 

c) L'équation (IV, 12) permet d'écrire : 

(A - e2) (Vb%P ± i 0)A+2) = - (X + 2) (P -h i 0)A+1 x 

x [2 g " 3, P.V, nfl<(o) + *%» ( - 2 g*p ô, P • ^ 2 - + 12 + 4 A ) ] 

6* 
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où nous pouvons laisser F£(0) arbitraire et prendre pour les Vb-in) les solu­
tions régulières de 

(IV.15) 2 n g"" d,P-Wp Vb\n) + rç(ll) (4 n + 12 + 4 A -

_2^^p.^)=__i__ ( A_£ 2 ) F b V l ) . 

La distribution (P + iO)"1 étant régulière nous trouvons en prolongeant 
analytiquement jusqu'à X = — 2 la solution F£ de l'équation homogène 
( A - 8 2 ) ( ) = 0. 

d) Dans l'expression des équations (IV, 15), interviennent les coefficients 
CpP de la connexion riemannienne en repères orthonormés. Pour résoudre 
effectivement ces équations, on peut supposer que le voisinage Q de x' est 
rapporté aux coordonnées normales (xa) issues d'un repère orthonormé R*' 
de Tx>. Désignons toujours par tp(x) les composantes du bi-tenseur de trans­
port pour les repères Rx naturels de ces coordonnées normales. Si e? est 
un vecteur de base de Rx, il se transporte en x en un vecteur efi de compo­
santes 

par rapport à Rx. L'ensemble de ces ê  forme en x la base d'un repère ortho­
normé R* de Tx avec, en x, la matrice tp(x) de passage du repère Rx au repère 

et pour les corepères : 

6p = i(x)d\ 

Dans ces conditions, on obtient pour les coefficients de la connexion 
(A. Lichnérowicz [7] page 77) : 

cUx) = ttt\ t\ r% + f£ 4 da q 

où {fl) est la matrice inverse de (rj) et où les F% sont exprimés pour les 
coordonnées normales. 

On peut ainsi ramener (IV, 15) à une expression en coordonnées normales* 
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é) A l'aide d'un bi-spineur de transport tb(x) nous avons construit 
les solutions élémentaires 

EÏZÏx) =-±{u'b ô[0)± (P) + VfP**} 

de A — e2 au point x'. 

En combinant les résultats des n° 2, 3, 6 de ce chapitre, on peut généra­
liser sans difficulté aux divers cas tenseurs-spineurs. 

L'étude profonde de ces solutions élémentaires est possible en termes de 
noyaux, bi-tenseurs, bi-spineurs ... (voir A. Lichnérowicz [6]). 



CHAPITRE V 

NOYAUX ÉLÉMENTAIRES. PROPAGATEURS 

1 Noyaux élémentaires. 

Vm est analytique, du type hyperbolique quelconque. 

a) Pour chaque x' e Vm9 nous avons construit des fonctions 

u(x) = £ i / „ ( x ) H 4 v(x) = £ P;(X)PW(X), w{x) = £ w;(x)P"(x) 
« = 0 ii = 0 n = 0 

analytiques en x sur un voisinage suffisamment petit de x'. 
Soit Q un ouvert de Vm homéomorphe à une boule ouverte de R1", tel que 

pour tout point x e Q et tout point x' 6 Q il existe un arc géodésique et un 
seul joignant x et x'. 

En coordonnées normales issues d'un repère orthonormé de Tx, nous 
avons vu que 

tfo(*) = 4
 1 

yig(*)! 
En coordonnées normales issues d'un repère quelconque de Tx, nous 

aurons : 

V\ «Ml 
En coordonnées locales quelconques Q>a) sur £?, cette fonction a donc pour 

expression (A. Lichnérowicz [4], page 15) 

yijMl.ljGOl ^ - ^ 
où P(x, x') est pour chaque x' la fonction P(x) que nous avons utilisée dans 
les chapitres précédents et qui coïncide avec la longueur au carré (et au signe 
près) de la géodésique x' x : P(x, x') est une fonction symétrique de x et 
de x' ; les quantités y(x) et y(x') sont les déterminants des coefficients yafi de 
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la métrique exprimés pour les coordonnées locales (y9). Nous pouvons alors 
remplacer U0(x) par U0(x9 x') et cette fonction symétrique en x, x' est ana­
lytique sur Q x Q. Si taiy(x9 x') est le bitenseur de transport exprimé en 
coordonnées locales (y*), nous avons : 

?«/>(*) = '«,A'(X, *') tfitll(x9 x') yA'"'(x') 

d'où nous déduisons que : 

Vdét(^;..(x,x': )) 

qui est la forme utilisée par Mme C. de Witt dans l'expression de AP (page 329 
dans «Les théories relativistes de la gravitation» Editions C. N. R. S. 
1962). 

Il s'ensuit par récurrence que les fonctions Un9 Vn9 Wn qui entrent dans la 
construction des séries U9 V9 W sont aussi analytiques en (x, x') e Q x Q 
et nous les écrirons Un(x9 x')9 Vn(x9 x'), Wn(x9 x'). 

b) La majoration | P | < —Il I utilisée dans l'étude de la conver­
gence de ces séries U9 V, W peut être faite de façon indépendante de x' 
quand x' décrit un compact de Q puisqu'alors r a un minimum et a' un 
maximum. Les fonctions U9 V9 W sont donc des fonctions analytiques 
U(x9 x'), V(x9 x'), W{x9 x') sur un voisinage suffisamment petit de la 
diagonale de Vm x Vm. 

c) Il découle de la définition que donne Mme Choquet-Bruhat [2] du chan­
gement de variables pour les distributions définies sur les multiplicités que 
l'on peut toujours déduire d'une distribution T(x)9 par un changement de 
variable régulier et dépendant de façon régulière d'un point x' un noyau 
régulier sur Vm x Vm. L'application de cette propriété aux distributions 
P±(x), (P ± i 0)A(x) et l'analycité des fonctions U(x9 x'), V(x9 x'), W{x9 x') 
montrent que nous avons construit au voisinage de la diagonale A' de 
V m x y m des noyaux réguliers E(x'9 x) qui sont des noyaux élémentaires à 
gauche pour A (laplacien scalaire) (L. Schwartz [1], Ch. V, § 6) : si Q x Q 
appartient au voisinage considéré de la diagonale A', il vient, pour chaque 
cpeT>Q: 

< E(x', x), Ax cp(x) > = cp{xf) 

A étant sa propre transposée, le symétrique du noyau E(x9 x') est noyau élé­
mentaire à droite pour A : pour toute \j/ e Dn , on a : 

Ax(t(x')9E(x'9x)) = il,(x) 
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ce que l'on montre d'ailleurs d'une façon immédiate en appliquant la règle 
de Fubini à 

< £(x\ x), \j/(x') Ax cp(x) ) Q X S } . 

d) Soit L une isométrie de Vm9 V l'application linéaire tangente, L* la 
transposée de L. P(x, x') est, au signe près, le carré de la longueur de la 
géodésique x' x ; c'est une fonction invariante par L sur Q x Q. 

Pour chaque x' e Q9 on rapporte Q aux coordonnées normales issues d'un 
repère orthonormé de Tx.9 pour définir la fonction 

lg,'WL=|dét(ga/,(x))|. 

Opérons maintenant dans un système de coordonnées locales quelconques 
(y) sur Q. Cette fonction s'écrit : 

g(*,x') = 
,, , . 1 i(x) 1 1 y(x') | . 

où J(x, x') = dét 
/32P(x,x')\ 
\ dvidv" i 4 3\x, x') " ' ' \ ôyl ôy'' 

avec y(x) = dét yttf(x) et y(x') = dét yap(x'). 

L'isométrie L fait passer des points x, x' de coordonnées y", y" aux 
points X, X' de coordonnées Y", Y" qui sont des fonctions de y", y"* telles 
que 

, . dY" ÔY' ,__ 

donc: 

I iO) | = dét DY" 
Dy" 

-2 y(x) | et | y(X') \ = det 
Dy'" 

I ?(*') 

La fonction P(x, x') étant invariante par L, il en est de même des 

d2 P(x, x') ^* A „* 
, ' e T* <g> T,* 

et nous avons 

32P(x,x') 37v êYn Ô2P(X,X') 

ainsi : 

S/dy'" dyx dy'" ôy\ôYn 

jtr.r)-(aé.^)-(dé1^)-V«î. 
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D'où nous déduisons que : 

L*g(x9x') = g(x9x') = g(X9X') 

et cette fonction est invariante pour L. 
D'après leur méthode de construction, nous déduisons par récurrence de 

ce qui précède que les fonctions U(x9 x')9 V(x9 x'), W(x9 x') sont invariantes 
par L. Le prolongement analytique conserve cette invariance pour les noyaux 
déduits des (P ± i 0)A : les noyaux élémentaires que nous avons construits 
dans le cas ultra-hyperbolique sont invariants ; ceux que nous avons cons­
truits dans le cas hyperbolique normal sont invariants ou s'échangent. 

Dans le cas où Vm est un espace symétrique (A. Lichnérowicz [2]) les 
noyaux élémentaires E(x'9 x) sont symétriques pour un Vm ultra-hyperboli­
que ; nous reviendrons plus loin au cas hyperbolique normal. 

e) Pour les cas tensoriels et spinoriel,des considérations analogues à celles 
de (ûf), (6), (c) conduisent aux bitenseurs élémentaires et bispineurs élémentai­
res des laplaciens correspondants qui sont étudiés en détail par A. Lichnéro­
wicz dans [1] et [6]. 

2 Paramétrix sur Vm ultra-hyperbolique de structure C00. 

Nous supposons dans ce numéro que Vm n'est plus analytique mais C00. 
Nous nous proposons de construire dans tous les cas une paramétrix pour 
A sur Q x Q c'est-à-dire un noyau régulier N(x'9 x) tel que 

< Ax N(x'9 x), cp(x) > = cp{xf) - < F(x\ x), cp(x) > 

où F(x, x') est une fonction continue bornée sur Q x Q. 

a) Pour m impair : 
Posons pour chaque x' e Q et Re A > 1 : 

(m-1) /2 (m-1) /2 

U(x) - S U„(x) P\x) et U'(x) = E (A + n + 1) l/„(x) P"(x) 
n=0 n=0 

où, en coordonnées normales issues de x' : 

U0(x) = 1 # | g(x) | , 

T T f ^ I70(X) ( - 1 - - ^ . ^ ( 0 / 1 < H < m - 1 \ 
t7"(jc) = 4(A + » + l ) s J o U0(0

 dt V^^-j-
Il vient : 

A(t/(P ± i0)A+1) = - 4(A + m/2) 17'.(P ± i0)* + 
+ (P±iO)*+"'2+*.Al/{m_1)/2, 
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Et, pour X = — m/2 en prolongeant analytiquement : 

A Tinq/2 m/2 

A(l/(P ± iO)1-"'2) = r(ml2-l)0*' + (P± i 0 ) * ^ e - i v a • 

En posant : 

NAx) = ^ ' " ^ W 2 - 1 ) Ut(p ± i 0)i-»/2 
471 m/2 

4 71 ' 

nous obtenons deux distributions qui définissent sur Q x Q deux noyaux 
N(x'9 x) et F(xf

9 x) vérifiant les propriétés énoncées. 

b) Pour m pair : 
On pose pour chaque x' e Q (en coordonnées normales) : 

m/2 - 2 m / 2 - 2 

V(x)= £ UB(x)P"(x); t/'(x)= I ( H » + l ) P , ( x ) n x ) ; 
B = 0 11 = 0 

V(x) = 70(x) + Vt P(x) 

où les U„(x) sont déterminés comme en (a) et où 

KlW ^ +A fS r + A - l A ^ > dr 
4(A + m/2+ l)sM+AJo l/0(0 

d'où l'on déduit 
A Tiir«/2 m/2 

A[U(P ± i O)1""'2 + KLog (P ± i 0)] = ^ ( m / 2 _ 1} 5* -l4Vt- AFol 

et l'on posera ici : 

NAx) = e ±"9 / 2 ^ " f " l) (U(P ± i O)1-™72 + FLog (P ± i 0)) 
4 7C 

±i*«/2 / - / m / 2 _ n 
' v t o = " / S (4 Fi - AKo) (fonction C00). 

4 71 ' 

c) Pour m pair, /? et q impairs : 

On peut dans ce cas suivre la méthode de Mme Choquet-Bruhat [1] pour 
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déterminer une paramétrix plus simple a où Fest remplacée par une mesure 
C portée par le conoïde isotrope rx> : 

A<7 = ôx> — C. 

Pour cela, x' étant fixé et les coordonnées normales de nouveau utilisées, 
reprenons les distributions 

,A+1 P'A+1 = (A + 2) (A + 3)... (A + m/2 + 1) PA
+ 

(on arrive au même résultat avec les Pi+ *). 
Reprenons aussi 

m/2-2 m/2-2 
U(x)= £ C/„(x)PB(x) et l/'(x)= £ (A + n + l)C7„(x)P-(x) 

ii = 0 n = 0 

avec les mêmes Un qu'en (6) ou (a). 

Il vient pour Re A > 1 : 

A(l/P"+1) = - 4 (A + 5 ) A Yf i* * ^ P" + 

(A + 2) (A + 3) ... (A + m/2 - 2) p,A+»/2-i 
+ (A + m/2 + 2) (A + m/2 + 3) ... (A + m - 1) m/2_2 

Nous avons déjà calculé : 

p / l - m / 2 _ ^(m/2-2)/p\ 

P'"1 = (m/2 - 1) ! #?\P) 

et nous savons (Ch. I, n° 4) qu'au voisinage de A = - m/2 : 

„1 (A + 1) (A + 2) ... (A + m/2 - 1) ( - 1)<«-1)/2 nm'2 

P ~ Â^Tm72 T(m/2) 
+ partie régulière. 

On obtient ainsi, par prolongement analytique jusqu'à A = - m/2 (en se 
rappelant que Ï7'(x') = A + l) 

A(£/(x) ÔÏ"2-2\P)) = 

-(-ï^)(-ï^-'-'tssr^ 
( - m :I2 + 2) ( -m/2 + 3) . . . ( - 2 ) / ^ . ^ , (At/m/2_2) 5<°>(P) , 

(2) (3) . . . (m/2-1) \ 2 ) K m'2 2> l 
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ou encore : 

A(I7 5<m/2-2)(P)) = 4 ( - 1)<"+1>/2 nml2-1 5„ + 

+ ( - I)™'2"1 (m/2 - 2) ! (Al/m/2_2) Ô?\P) 

On peut donc poser : 

et 

U 
a = 

4 ( _ !)(P+D/2 %m{ 

où on peut remarquer que 

_ _ ô < r / 2 - 2 ) ( p ) 

m/2-2 

u Ô{?,2-2XP) = x un ô[ml2-2-n\p) 
«=o 

3 Noyau élémentaire sur Vm (ultra-hyperbolique C00). 

a) Dans tous les cas, nous avons un noyau N(x'9 x) et une fonction 
continue F(x', x) qui vérifient : 

ç(xf) = f F(x', x) cp{x) rj(x) + < JV(x', x), A, cp{x) > J n 

pour chaque cp e £>fî. 
Quelle que soit la fonction ^ 6 ¾ on peut construire une fonction 

continue T solution de l'équation intégrale 

T(x') = f F(x', x) T(x) rç(x) + < JV(x', x), tfr(x) > . 

On procède par itération (De Rham [1] § 30 ; Mme Choquet-Bruhat [1]) 
sur un ouvert Q assez petit pour que 

f | F(x', x) U(x) < k < 1 

pour tout x' e Q. 
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On pose : 

P(x') =<N(x',x),«Kx)> 

/*i(*')= f F(x',y)p(y)r,(y) 

Mx')= f F(x', z)^z)n{z) 

et l'on a : 

I 0iOO I < k | p | ; | p2(x') | < k | ft | ^ k2 | 0 | ; ... 

La série 

T{x') = j8(x') + jS^x') + j82(x') + -

est bien une fonction continue solution de l'équation intégrale. 

L'application : 

il/ e 0)fî -* Te 2¾ 

ainsi obtenue définit un noyau E(x'9 x) sur Q x Q. 

En particulier, pour 

\j/ = Acp où <p e 3)fl 

on obtient : 

T(x') = ç>(x') = < E(x'9 x), Aç>(x) > 

et E(x'9 x) est le noyau élémentaire à gauche de A sur Q x Q. 
On peut même montrer que la fonction T(x') construite plus haut est, 

pour chaque i// e 3>fî dérivable autant de fois que l'on veut : N(x\ x) est un 
noyau régulier et /?(x') est indéfiniment dérivable. De plus f}x peut s'écrire : 

&(*')= f F(x\y)f}(y)jTÏKy)]dy= \ F(x) f}(y(x9 x')) VilÔÔTdx 

où (y*) est un système de coordonnées locales quelconques et (x*) des coor­
données normales issues de x' dans cette expression, x' intervient comme 
paramètre par ses coordonnées (y'a) dans le système (y*). Ainsi, fit est déri­
vable et les séries dérivées dT/d/a convergent uniformément sur Q. 

On a, pour cette fonction différentiable : 

AT = ^ . 
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b) On peut remplacer A par A -f C(C = Cte ou fonction C00) et même par 
les opérateurs D = A -f- Bp dp + C en distinguant les rôles joués par D et 
son transposé D* (voir [1] de Mme Choquet-Bruhat). 

c) En appliquant les méthodes de ces n° 2 et 3 aux résultats du chapitre IV, 
on peut généraliser aux cas tensoriel et spinoriel : dans le cas tensoriel (1,1) 
par exemple, nous pouvons construire un bi-tenseur distribution JVa,a'(*', x) 
tel que pour tout cp* e tDfî(® 1) : 

< Ax N.Jx', x), cp\x) > = çv(x') - f F.Jx'9 x) cp\x) rç(x) 

où Fa^(xr
9 x) est continu sur Q x Q. On pourra ensuite procéder comme 

en (a). 

4 Le cas hyperbolique-normal. 

Ce cas est étudié en détail dans la théorie des propagateurs et commuta­
teurs de A. Lichnérowicz [1]. 

a) Lorsque Vm est C00, par application des résultats du chapitre III, nous 
pouvons construire pour chaque x' deux distributions Nx{x) et deux fonc­
tions Fx(x) continues, ayant respectivement leurs supports dans ^(x' ) et 
vérifiant : 

AXN$ = ^ - F ± , 

les noyaux correspondants étant réguliers. 

Suivant la construction du n° 3, de chaque \j/ e £)fl nous déduirons deux 
fonctions différentiables 

T V ) = JJ V ) + /*V) + -
où 

j 8 V ) = < N V , *),<?(*)>,.-

qui sont nulles respectivement si le support de \j/ ne rencontre pas 8 V ) . Les 
noyaux E±(x\ x) élémentaires correspondants ont donc eux-mêmes les pro­
priétés de support qui caractérisent le cas hyperbolique-normal. 

b) D'un théorème d'unicité de Lichnérowicz ([1] n° 7) on déduit la rela­
tion d'échange 

E±{x9x
f) = E^(xf

9x) 

et l'antisymétrie du propagateur scalaire 

G(x, x') = £ + ( x \ x) - E'{x'9 x) 
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ce noyau intervenant dans la résolution du problème de Cauchy sur Vm et 
dans le calcul du commutateur du champ scalaire sur Fespace-temps V4. 

c) De cette même relation d'échange des solutions élémentaires par per­
mutation de x, x', on déduit la symétrie des fonctions C/(x, x'), V(x9 x') qui 
interviennent dans leur construction quand Vm est &°. On a en effet : 

PA
+V*') = P + V , x ) . 

d) Dans le cas hyperbolique-normal, il est fondamental, selon Leray [1], 
de considérer les fonctions différentiables cp dont le support S(cp) est compact 
vers le futur ou vers le passé. Dans le premier cas, S(cp) n 8+(x) est com­
pacte ou vide pour tout x e S(cp) et dans le deuxième cas, S(cp) n 8"(x) est 
compacte ou vide pour tout x e S(cp). Pour un ouvert Q de Vm nous désigne­
rons par 3t« ces deux espaces de fonctions. 

Supposons que m soit impair et posons sur Vm analytique : 

( - l ) ( l f t ~ 1 ) / 2 r(m/2- 1) 

2 7T" 
*?+i(*\ x) = ^ } „ mir

l ] U,+ 1(x9 x') P*+1 V , x) . 

Nous avons : 

( E ±(x', x), cp{x') > e &* pour ç>eS^ ou cp e 3t * 

et les produits de Volterra 

EÎ+ i(x'9 y) o Ay EJ+ i(x, y) ; EJ+ ^x, y) 0 Ay £
+ ( x \ y) 

y y 

sont définis dans le domaine 

Re A > - m/2 - \9 X # - 1 , - 2 , . . . , - m/2 + i , - m/2. 

Pour Re A > 1, nous pouvons appliquer la formule de Green : 

f [EU !(x\ y) Ay EJ+ t(x, y) - EJ+ t(x, y) A, EA
+
+ t(x', y)] tfo) = 0 

(le second membre est une intégrale de surface sur rx>9 TJ où Pi+ 1 + (x' , >>)> 
P++1~(x9 .v) ainsi que leurs dérivées sont nulles). Pour <pet ^e3) f l , posons 

#A+iGO = < EU i(x', y), <p(x') > et !PA+ ,(y) = < £J+ t(x, y), ^(x) > . 

Nous avons : 

< EUi(x'9 y), cp(x) Ay Yx+1(y) > = < E^iipc, y), ftx) Ay <Px+1(y) > 
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Par prolongement analytique jusqu'à A = — m/2, nous obtenons les noyaux 
élémentaires E± et nous savons que : 

Ay ( £ V , y\ x{x') > = x{y) pour x e 2)fl . 

Donc: 

< E V , y\ <P(X') i/f(y) > = < 2T(x, y), xj,(x) cp(y) > = < E~(y9 x')9 cp{x') *(y) >. 

ce qui montre que 

E+(x'9y) = E-(y9x') 

et permet de retrouver la symétrie de la fonction L/(x, x'). 
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