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ÉTUDE DU SCHÉMA FLUIDE PARFAIT 
ET DES ÉQUATIONS DE MOUVEMENT 

DANS LES THÉORIES 
PENTADIMENSIONNELLES 

DE JORDAN-THIRY ET DE RALUZA-KLEIN 

Par Mme Aline SURIN. 

INTRODUCTION. 

Les théories de la relativité restreinte el de la relativité générale ont 
permis l'unification du champ électrique el du champ magnétique, 
en un même hyperchamp représenté par un tenseur antisymétrique. 
Mais, alors qu'en relativité restreinte, le champ gravitationnel appa
raît comme un phénomène non lié à l'espace-temps de Minkowski, 
il se trouve représenté en relativité générale par le tenseur métrique 
symétrique de composantes gij. La relativité générale apparaît 
satisfaisante en tant que théorie du champ gravitationnel pur; par 
contre, elle n'est pas une véritable théorie de l'électromagnétisme 
qui apparaît comme un phénomène superposé à la structure géo
métrique de la variété riemannienne, cadre géométrique de la rela
tivité générale. 

Deux groupes de théories tendent à l'unification du champ gravi
tationnel et du champ électromagnétique. Les premières ont pour 
cadre une variété pentadimensionnelle : ce sont les théories de 
Kaluza [29] (*), O. Klein [30] , P . Jordan [28] et Y. Thiry [35]. 

(1) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie. 
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2 A. SURIN. 

Les autres ont pour cadre une variété à connexion affine quelconque, 
quadridimensionnelle. 

Dans ce travail, nous nous intéressons au premier groupe de 
théories unitaires, les théories pentadimensionnelles. Nous utili
serons le formalisme élaboré par A. Lichnerowicz et Y. Thiry, qui a 
conduit à la théorie appelée théorie de Jordan-Thiry [35]. 

La structure géométrique de l'univers est celle d'une variété 
riemannienne à cinq dimensions V5, sur laquelle est définie une 
métrique hyperbolique normale de signature (H ). De 
même que la relativité générale généralise la relativité restreinte, la 
théorie de Jordan-Thiry doit généraliser la théorie de la relativité 
générale. Étant donnée la nécessité de mettre en évidence une 
variété riemannienne à quatre dimensions V*, qui puisse être inter
prétée comme cadre de la relativité générale, V5 est supposée 
admettre un groupe connexe à un paramètre d'isométries, satisfaisant 
des hypothèses que nous rappelons au début du premier chapitre. 
La variété V4, espace quotient de V5 par le groupe d'isométries, 
devra alors pouvoir être interprétée comme l'espace-temps de la 
relativité générale. Les équations de champ, qui permettent de 
déterminer les composantes du tenseur métrique de V5, ont été 
choisies comme une généralisation formelle de celles de la relativité 
générale. Elles seront donc 

S a J 3 = 6<x{3 

(la constante cosmologique étant supposée nulle), Sap désignant les 
composantes du tenseur d'Einstein symétrique, qui satisfait les 
identités de conservation 

DaSp = o, 

0ap sont les composantes du tenseur d'impulsion-énergie, qui doit 
représenter la distribution de masses et de charges. Les équations de 
champ s'ont linéaires par rapport aux dérivées secondes des potentiels 
et présentent le caractère hyperbolique normal. 

Les équations de champ, écrites en termes de V4, peuvent se 
séparer en trois groupes : 

le premier peut être comparé aux équations de champ de la 
relativité généraler 



SUR LES THÉORIES PENTADIMENSIONNELLES. 3 

le deuxième généralise les équations de Maxwell de l'électro-
magnétisme classique, 

et enfin une dernière équation détermine y0o. Tous les potentiels 
ont alors une interprétation physique, sauf y0o, qui malheureusement 
ne semble pas présenter une signification immédiate. Dans cette 
théorie, les équations de Maxwell se déduisent des équations de 
champ : c'est, en opposition à la théorie provisoire de l'électro-
magnétisme, que cette théorie est dite unitaire. 

Si yoo est supposé constant, les deux premiers groupes d'équations 
sont rigoureusement les équations de la théorie provisoire de 
l'éleclromagnétisme, mais la variable y0o n'est pas solution de 
l'équation susceptible de la déterminer. 

Une autre théorie, celle de Kaluza-Rlein [30], a été élaborée avant 
la théorie de Jordan-Thiry : elle peut être étudiée dans le même 
formalisme. Le groupe d'isométries se réduit à un groupe de transla
tions, ce qui entraîne y0o constant. Les équations de champ, déduites 
d'un principe variationnel, sont alors 

S«'=6a*. 

Elles comprennent les deux premiers groupes des équations de 
champ de la théorie de Jordan-Thiry signalées plus haut, équations 
dans lesquelles yoo est supposé constant. La théorie de Raluza-Klein 
constitue donc un formalisme équivalent à la théorie provisoire de 
l'électromagnétisme, et ne se présente pas exactement comme un cas 
particulier de la théorie de Jordan-Thiry. 

Au chapitre I, nous rappelons les fondements de la théorie de 
Jordan-Thiry; nous utiliserons ces bases dans la suite de ce travail. 
Les équations de champ du cas extérieur sont écrites en termes 
de V4, munie soit de la métrique quotient, soit de la métrique 
conforme introduite par F . Hennequin [27] . 

Au chapitre H, nous écrivons les équations de champ du cas 
intérieur, en termes de V4. La variété est munie successivement des 
deux métriques signalées dans le chapitre I. En premier lieu, nous 
avons écrit ces équations sans particulariser le tenseur impulsion-
énergie de V5, c'est-à-dire, sans nous placer dans un schéma déter
miné. En nous rappelant que l'idée directrice fondamentale dans 
cette théorie est l'interprétation de V4 comme la variété espace-temps 
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de la relativité générale, nous obtenons l'interprétation physique 
de 0Z

O et 0'-> (les interprétations étant différentes selon la métrique 
dont est munie V4); 0Oo n'a pas d'interprétation physique, mais dans 
le schéma fluide parfait, 0Oo se calculera à partir des éléments qui 
déterminent 0*o et ®'J. Nous essayons ensuite de définir le schéma 
fluide parfait unitaire, susceptible de généraliser le schéma fluide 
parfait de la théorie provisoire de l'électromagnétisme; nous 
obtenons ainsi la forme générale du tenseur impulsion-énergie de V5, 
puisque les composantes contravariantes du vecteur vitesse unitaire 
de Vft (relatives aux indices i, 2, 3, 4)> sont proportionnelles à celles 
du vecteur vitesse unitaire de V4 . Puis, on identifiant les deux 
premiers groupes d'équations avec celles de la théorie provisoire 
dans le schéma fluide parfait chargé, nous interprétons les éléments 
introduits dans V5 en éléments fonctions des données physiques p, 
|JL et p représentant respectivement la densité de matière, la densité 
de charge et la pression. Dans la suite, nous supposons que le fluide 

admet une équation d'état p = ç ( £ j , équation donnée par la 

physique, ce qui entraîne une relation entre des scalaires de V4. Le 
schéma matière pure a été étudié par Y. Thiry [35] : nous vérifions 
qu'il apparaît bien comme un cas particulier du schéma fluide 
parfait. Nous écrivons les conditions de conservation dans ce schéma, 
et étudions la forme sous laquelle elles se présentent. 

Après avoir rappelé les résultats obtenus par A. Lichnerowicz [9 ] , 
dans l'étude du problème de Cauchy pour les équations de champ 
du cas extérieur, nous nous proposons de résoudre le même problème 
pour les équations de champ du cas intérieur, schéma fluide parfait. 
Les résultats sont analogues à ceux obtenus en relativité générale 
dans le schéma fluide parfait non chargé, et sont indépendants de la 
métrique dont est munie V4 . D'après le théorème établi par 
Y. Choquet-Bruhat [7], la solution existe et est unique, à un change
ment de coordonnées près conservant tout point de la -surface 2 
(portant les données de Cauchy), et les données de Cauchy. 

Le tenseur impulsion-énergie étant de la forme 

eap = ™ a f p — *Yap, 

les dérivées partielles premières des composantes covariantes ca du 

vecteur vitesse unitaire v ainsi que celles de r et de l sont continues 
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à la traversée de 2 . De plus au voisinage de 2, les données de 
Cauchy satisfont aux équations de champ du cas unitaire, et le 

vecteur s? est encore unitaire. 
Les variétés exceptionnelles sont alors mises en évidence et, entre 

autres, les ondes hydrodynamiques dont la vitesse de propagation est 
celle obtenue en hydrodynamique classique par le théorème de 
Hugoniot et, en relativité générale, dans le schéma fluide parfait non 
chargé. Les calculs donnés pour l'étude du problème de Cauchy 
entraînent immédiatement l'invariance de r, l et v\ par le groupe 
d'isométries. 

Toujours dans le schéma fluide parfait, nous étudions le prolon
gement de la métrique unitaire extérieure dans la métrique intérieure 
et inversement. 

Enfin, de façon à traduire les conditions de conservation en 
termes de V4, nous calculons en repères orthonormés et en termes 
de V4, DpB0- et DpB,-, BaP étant les composantes mixtes d'un 
tenseur de V5 invariant par le groupe d'isométries. Les conditions 
de conservation de V5 auraient pu être obtenues à partir d'identités 
de V4 que nous précisons, et des équations de champ de V5 traduites 
dans V4. Après avoir écrit dans V4 les conditions de conservation 
d'un schéma quelconque, nous les écrivons dans le schéma fluide 
parfait en vérifiant que pour y0o constant, nous obtenons celles de la 
théorie provisoire de l'électromagnétisme. 

Le chapitre III a pour but de trouver une solution des équations 
de champ (cas extérieur et cas intérieur), par une méthode d'appro
ximation. Nous précisons les hypothèses faites sur le tenseur 
métrique, et faisons un calcul effectif, en première approximation et 
en coordonnées isothermes. Ces calculs sont analogues à ceux faits 
par F. Hennequin [27], mais nous avons démontré que y0A et y04 ont, 
en première approximation, un ordre différent de celui choisi 
a priori par F. Hennequin. 

Le calcul est particularisé au cas de N domaines présentant la 
symétrie sphérique. Parallèlement, nous déterminons en première 
approximation, le tenseur métrique satisfaisant les équations de 
champ du cas extérieur et les conditions d'isothermie. Nous suppo
sons dans ce calcul que les singularités du champ extérieur sont 
ponctuelles à symétrie sphérique. En dehors du fait que certaines 
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constantes peuvent être déterminées en interprétant physiquement 
le problème (c'est-à-dire en utilisant les équations de champ du cas 
intérieur), nous devons faire par rapport au calcul précédent, une 
hypothèse supplémentaire; ce sera, par exemple : 

Toi 
- ( * ) • 

La suite de ce travail a pour but d'établir les équations de mouve
ment par des méthodes généralisant celles de la relativité générale. 
Les travaux relatifs à cette dernière théorie sont très nombreux et la 
bibliographie sur ce sujet est incomplète. En théorie de Jordan-
Thiry, F. Hennequin a étudié les équations de mouvement par la 
méthode du tenseur impulsion-énergie et a fait le calcul effectif, en 
première approximation. 

Dans le chapitre IV, nous établissons en théorie de Jordan-Thiry, 
les équations de mouvement à partir des équations de champ du cas 
extérieur : c'est une généralisation de la méthode des singularités, 
établie en relativité générale par Einstein, Infeld, Hoffmann [12], 
puis approfondie par Pham Tan Hoang [23]. Nous terminons les 
calculs en première approximation, sous l'hypothèse de N singularités 
ponctuelles à symétrie sphérique. Les résultats qui sont d'ailleurs 
identiques à ceux obtenus par la méthode du tenseur impulsion-
énergie, pour N domaines présentant la symétrie sphérique, sont en 
contradiction avec les équations de mouvement en électromagnétisme 
classique. 

Ayant obtenu des résultats inacceptables inhérents à la théorie, il 
semble naturel de revoir l'interprétation physique de V4 et, entre 
autres, le choix de la métrique conforme. Il semble malheureusement, 
qu'une modification des équations de champ de la théorie de Jordan-
Thiry soit nécessaire. Nous établissons le résultat suivant : quel que 
soit le choix de la métrique conforme à la métrique quotient, il n'est 
pas possible d'obtenir les équations de champ de la relativité générale, 
en deuxième approximation, dans le cas gravitationnel pur. 

Dans le chapitre V, après avoir rappelé les fondements de la 
théorie de Raluza-Klein, nous montrons qu'en repères adaptés, les 
conditions de conservation sont celles de la théorie de Jordan-Thiry, 
avec \ = i. Tous les résultats du chapitre II se transposent immédia
tement en théorie de Kaluza-Rlein. 
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Nous démontrons alors que le résultat (établi par F. Hennequin 
en théorie de Jordan-Thiry) est valable en théorie de Raluza-Klein, 
en repères adaptés : compte tenu des équations de champ en coor
données isothermes, les équations approchées de mouvement sont 
équivalentes aux conditions approchées d'isothermie. 

La méthode du tenseur impulsion-énergie et la méthode des 
singularités, pour obtenir les équations de mouvement, s'appliquent 
à la théorie de Raluza-Rlein. Les équations de mouvement obtenues 
par la première méthode (dans l'hypothèse de N domaines intérieurs 
à symétrie sphérique), et par la deuxième méthode (dans l'hypothèse 
de N singularités du champ extérieur, ponctuelles à symétrie 
sphérique) sont identiques en première approximation : ce sont celles 
de l'électromagnétisme classique. 

Au chapitre VI, les solutions des équations de champ du cas 
extérieur sont calculées en deuxième approximation, en théorie de 
Raluza-Rlein. Des fonctions arbitraires de t, introduites dans ce 
calcul, sont déterminées on utilisant les conditions d'isothermie et 
deux des équations de mouvement. La difficulté de ce calcul réside 
dans le choix de la solution d'équations de Laplace avec second 
membre, solution qu'il est suffisant de déterminer au voisinage de 
chaque singularité. 

Au chapitre VII, de façon à faire progresser les équations de 
mouvement relativistes, nous écrivons, après de très longs calculs et 
en deuxième approximation, les équations de mouvement relatives 
aux N singularités du champ extérieur. Nous vérifions que, dans le 
cas gravitationnel pur, les équations obtenues sont celles de la 
relativité générale, déduites des équations de champ du cas 
extérieur. 

NOTATIONS. 

a, (3, X, /JL prennent les valeurs o, i, 2, 3, 4 
hj » 1, 2, 3, 4 
Ai, Bi » o, i, 2, 3 
A, B » 1, 2, 3 

xk désigne la variable temporelle, (x*) les variables spatiales. 

V5 est munie de la métrique efo2= yaa dx* dx$. 
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V4 (espace quotient de V5 par le groupe d'isométries) est munie soit 

de la métrique ds2 = gjjdx' dxJ, avec gtj = y/y— ï o / ï o / , soit de la 
Yoo 

métrique ds2 = gij dxi dxJ, avec gij= Igij (quelquefois, ds2 dési

gnera une métrique conforme quelconque et gij désignera Agij). 

W 3 , sections d'espace de V4 (définies par x^= Cte), seront munies 
de la métrique ds2 induite parcelle de V4. 

Métrique da* ds* ds* ds* 
Discriminant y g g g 

(4 ) ¥ 

Connexion riemannienne Tp^ r'y* Tl.k Tfcc 

Dérivation covariante Dp Vz- V/ V A 
ys. 

Tenseur de Ricci Ra3 ftv R/y 

» d'Einstein Sap èt/ S*/ 

on pose 
Yoo = — S 2 , 

r«p = Y«P fi. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

THÉORIE DE JORDAN-THIRY. 

CHAPITRE I. 

FONDEMENTS DE LA THÉORIE PENTADIMENSIONNELLE DE JORDAN-THIRY. 

1 . La variété riemannienne V5 . — Avant de préciser les fondements 
de la théorie de Jordan-Thiry, rappelons la définition d'une variété 
munie d'une structure différentiable de classe G''. Une variété Vn 

à n dimensions est un espace topologique, séparé, connexe, dont 
chaque point possède un voisinage homéomorphe à la boule ouverte 
euclidienne à n dimensions. Ces homéomorphismes induisent sur 
Vn des systèmes de coordonnées locales, qui définissent sur Vn une 
structure différentiable de classe C" si : 

a. les domaines de carte recouvrent V„ ; 
(3. en un point x appartenant à l'intersection des domaines de 

deux cartes locales, les coordonnées de x dans l'une des cartes sont 
des fonctions v fois continûment différentiables, à jacobien non nul, 
de ses coordonnées dans l'autre carte. 

Le cadre géométrique de la théorie de Jordan-Thiry est une variété 
différentiable V5 à cinq dimensions, de classe C2, G4 par morceaux. 
(Ce qui signifie que, dans l'intersection des domaines de deux sys
tèmes de coordonnées, les dérivées secondes continues du chan
gement de coordonnées sont encore de classe C2, excepté dans 
le voisinage d'un nombre fini de surfaces de discontinuités, les 
discontinuités étant du type de Hadamard.) 

Au point x générique de V5, de coordonnées locales (a?*), est 
définie une métrique riemannienne de type hyperbolique normal, de 
signature (H ). Rapportée à un repère naturel, elle 
s'écrit 

d<s* = yap (#*) dx* dxP 

(«, (3, tout indice grec = o, i, 2, 3, 4)« 
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Les potentiels yap sont de classe C1, G3 par morceaux, hypothèse 
compatible avec la structuré différentiable de V5. 

Nous supposons que V5 admet un groupe connexe G à un para

mètre d'isométries globales de. V5 . G définit une relation d'équiva

lence R = -£p dont les classes d'équivalence sont les trajectoires z 

relatives à G. Désignons par V4, l'espace quotient — de V5, par 

les trajectoires d'isométrie. De plus, nous faisons les hypothèses 
suivantes sur les trajectoires z : 

a, elles sont orientées de façon que da2<io et ne laissent invariant 
aucun point de V5 ; 

6. elles sont homéomorphes au cercle T1 ; 

c. V4 est une variété différentiable de classe C2, C4 par morceaux, 

et V5 peut être identifiée au produit topologique V 4 x T * . £, le 
vecteur générateur infinitésimal du groupe d'isométries, satisfait les 
équations de Killing : 

XTap=DpÇa-f-DaÇp==o, 

X étant l'opérateur de dérivation de Lie relatif au vecteur £. 

2. Repère adapté au groupe d'isométries. — Choisissons les 
coordonnées locales (x1) de V5 telles que les (x1) soient les coor
données locales d'un point de V4 (*, tout indice latin = i, 2, 3, 4). 

La donnée des (x1) détermine une trajectoire z sur laquelle x° 
varie seul. D'où 

Ç*=o, ?o^o. 

Par un changement de coordonnées conservant globalement 
chaque trajectoire, on peut toujours se ramener à £° = 1. Les variétés 
x°= Cte sont alors homéomorphes à V4 . 

Un système de coordonnées locales, satisfaisant les propriétés que 
nous venons d'énoncer, est dit adapté au groupe d'isométries. 

Dans un tel système de coordonnées locales les équations de 
Rilling s'écrivent 

XYaS=^oïap=0. 

Les yap sont indépendants de x°. 
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Les changements de repère permettant de passer d'un repère 
adapté à un autre sont de la forme 

i|/l# et ^ sont des fonctions arbitraires des xK Dans toute la suite, 
nous n'utiliserons que des systèmes do coordonnées locales adaptées. 

3. Variété riemannienne V4. Tenseur champ électromagnétique. 
— Les trajectoires z étant orientées de façon que rf<72<;o, nous 
déduisons yoo< o et nous pouvons poser 

Yoo = — E2, avec \ > o. 

En groupant les termes en dx° dans da2 : 

da*= — [Too rf*°-h Yo, <*»']*-f- ( Y « I — l2-^)dœ*dûcJ. 
Yoo \ Yoo / 

Étant donné le type de la métrique, dcr2 peut se mettre sous la 
forme 
(1.2) da* = — (o>«)2-+- ( w ± ) 2 _ ( w l ) 2 — (0)«)2— (co-)*, 

ou 
0)1= - [ Y O O ^ 0 - » - Y o i ^ 1 ] -

Les co- sont des formes de Pfafldes dxa. 

Le repère yx, eaj dual du repère (# , «-) est orthonormé; eQ est 

tangente en 57 à la trajectoire z passant par x. Le repère (x, ea j est 

appelé repère orthonormé adapté. 

Posons 

(1.3) ^ 2 = / T / / _ l ^ i I ^ ^ ^ ^ / . 

Désignons par W 4 une section de V5 par #° = Cte. Dans un chan
gement de repères adaptés sur W 4 , on vérifie que y^ définit un 
tenseur covariant d'ordre 2, y0i un vecteur covariant d'ordre i, et y0o 

un scalaire. Donc, glJ=vlJ—
To*To/? définit sur W 4 un tenseur 

' Yoo 

covariant d'ordre 2. Et d'après (I .2) : 

(1.4) ds*= (w4-)2— (w^)2— (<*>̂ )2 — («I)2. 
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Donc, ds2 est invariant dans un changement de coordonnées 
locales adaptées conservant globalement chaque trajectoire z : 

( X1' = X1. 

(L5) UoW- • • ( * ' ) • 

Ainsi, ds2 définit intrinsèquement sur V4 une métrique rieman
nienne, de type hyperbolique normal, de signature (H ). 
Dans ce qui suit, V4 et les sections W 4 seront alors munies de la 
métrique riemannienne ds2 ou d'une métrique conforme. 

F. Hennequin a montré dans sa thèse [27] qu'il était intéressant 
de munir V4 de la métrique conforme £ds2. 

Considérons maintenant le champ de vecteurs covariants <p,, défini 
sur W 4 par 

o f f i _ Yoz 

Yoo 

où (3 est une constante. 

Dans le changement de coordonnées (L5), la loi de transformation 
des <p, est 

Mais FtJ= dt cpy—dj<pt est invariant dans le même changement de 
coordonnées. Ce tenseur est donc intrinsèquement défini sur V4. 

Étant donnés les résultats obtenus dans ce paragraphe, V4, munie 
de la métrique ds2 (ou d'une métrique conforme), sera interprétée 
comme l'espace-temps de la relativité générale. 

Le champ de vecteurs cp, associé à chaque section W 4 sera inter
prété comme potentiel-vecteur électromagnétique et FtJ comme le 
champ électromagnétique. 

4. Équations de champ dans V5. — Dans la théorie de Thiry, on 
suppose que les équations de champ sont une généralisation formelle 
des équations d'Einstein de la relativité générale et s'écrivent 

Sap désigne le tenseur d'Einstein de V5. 0ap, appelé tenseur 
d'impulsion-énergie de V5, doit représenter au mieux une distribution 
de masses et de charges. 
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Le cas unitaire extérieur de V s correspond au cas champ électro
magnétique pur de la relativité générale, et les équations de champ 
sont dans ce cas : 

Sap = o. 

5. Théorie provisoire de l'électromagnétisme en relativité 
générale. — Avant de traduire dans V4 les équations de champ de 
V5 pour en déduire une interprétation physique, nous allons 
rappeler les équations de champ d'un fluide parfait chargé en relati
vité générale. Sur la variété à quatre dimensions, cadre géométrique 
de la relativité générale, se trouve définie une métrique hyperbolique 
normale ds2= gîjdx1 dxJ de signature {-\ ). Les équations 
de champ du cas intérieur sont : 

C /rr> \ 8 J C G 
SI/=X(T*/-»-•**/)> ou x=-^r> 

G étant la constante d'attraction universelle; 
c la vitesse de la lumière. 

Les sources d'énergie provenant de la matière sont représentées 
par le tenseur matériel d'impulsion-énergie T,y; pour représenter les 
phénomènes électromagnétiques, on utilise le tenseur d'impulsion-
énergie T/y. Les expressions de T/y et de T/y sont induites par celles 
de la relativité restreinte. Pour un fluide, T/y est défini en première 
approximation par 

(1-6) T « 7 = ( p + £ ) « ' » / - £ * / ' 

p et p sont des fonctions scalaires > o désignant respectivement la 
densité propre et la pression propre du.fluide, m désigne le vecteur 
vitesse unitaire de la variété. 

T/y ainsi choisi, définit le schéma fluide parfait. Si nous annulons/? 
dans la relation (1.6), T/y définit alors le schéma matière pure. Dans 
la suite de ce travail, nous nous placerons dans l'un ou l'autre de ces 
deux schémas. 

T/y se trouve défini à partir de H/y ^tenseur champ magnétique 

H-induction électrique DJ et de F/y (^tenseur champ électrique 

E-induction magnétique R/ : 
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De plus, H/y et F/y sont liés par les relations 

H v = ^ - + - ^—^ (?PiUj+- FJput) UP. 

T et d sont des scalaires désignant respectivement la perméabilité 
magnétique et le pouvoir diélectrique. 

Dans un milieu non dispersif ( r d = i), cas qui nous intéresse 
dans ce travail, nous obtenons 

Ht/=dFtJ. 

Enfin, si nous supposons que le vecteur courant se réduit à un 
courant de convection, H/y et F/y satisfont aux deux groupes suivants 
d'équations appelées équations de Maxwell : 

Vy H/* = — 47UJJL U^ 

/x désigne la densité de charge électrique et inif'kl les composantes 
contravariantes du tenseur élément de volume de la variété. 

Le deuxième groupe d'équations exprime l'existence locale d'un 
potentiel vecteur cp/, dont nous supposerons l'existence globale, tel 
que 

F / y = àt^j—dj^i 

Les équations de champ du cas intérieur d'un fluide parfait chargé 
sont alors, dans le cadre de la relativité générale : 

(l 8Ï \ Sv^X-Wv-*"*")' 
K ' } \ VyH/' = — 4*f*a', 

où F/y= d/cpy — dycp/. T/y et T/y sont respectivement définis par (1.6) 
e t ( I - 7 ) . Les équations (1.8) sont appelées équations de la théorie 
provisoire de l'électromagnétisme. 

6. Traduction dans V4 des équations de champ du cas unitaire 
extérieur de V5 . Interprétation physique. — a. Nous allons traduire 
dans V4 , munie de la métrique ds2 définie par (1.3) , les équations 
de champ du cas unitaire extérieur de V5 . Les équations obtenues 
doivent être comparables aux équations de champ de la théorie 
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provisoire, dans le schéma champ électromagnétique pur, c'est-à-dire 
aux équations (L8) dans lesquelles nous annulons T/y et /* : 

( I ' 8 N - (VyH/^O, 

c'est ce qui nous amènera à certaines interprétations physiques. 

Les composantes du tenseur d'Einstein défini dans la variété V s , 
rapportée à un repère orthonormé, peuvent s"exprimer en termes 
de V4, d'après les calculs de Y. Thiry ([35] , p. 343). En particulier, 
nous avons 

('•9) S£o = ^ V / ( S J F Z / ) > 

VJ désigne l'opérateur de dérivation covariante pour la connexion 
riemannienne de V4 . 

F/y et £ ont été définis dans le paragraphe 3. 
La notation soulignée signifie que les composantes des tenseurs 

sont prises en repères orthonormés (soit de V5, soit de V 4 ) . 
Les équations S / 0 = o, comparées au deuxième groupe des équa

tions (1.8') entraînent l'existence d'un pouvoir diélectrique d = %3. 
F/y étant interprété comme les composantes covariantes du tenseur 
champ électrique-induction magnétique de V4, le tenseur de compo
santes covariantes H/y = ^BF,-y définit le tenseur champ magnétique-
induction électrique. 

T/y étant alors défini par (I .7) à partir de F/y et H/y, les calculs de 
Y. Thiry signalés plus haut entraînent 

S, , = S, , - 2 ï*L f T, , - i (Vf rf,ç - g, , A?), 
( I . i o ) ^ - - - S - « - -

I f i+ jUipF , ,^ , 
2 

S/y et k\ij désignent respectivement les composantes covariantes du 
tenseur d'Einstein et de Ricci dans V4. 

L'opérateur A est défini par Vi(gij àj). 

Les équations S/y = o peuvent alors être comparées au premier 

groupe des équations (1.8') et définissent un facteur de gravitation 

variable ( — 2 7rc2 -̂ j • 
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La i5e équation S0 0 = o doit permettre de déterminer \. Nous 
allons mettre en évidence cette équation; pour cela nous rempla
cerons l'équation S0 0 = o par une autre, compte tenu des équa
tions Si y = O. 

Ayant posé R = yaPRa(3 et S = yaPSap, de la relation 

nous déduisons : 

Sag=Ra£— ~ Ï « £ R Î 

S — * R 
2 

( L u ) Soo = Roo — j S -

De plus, pour une solution de S/y = o, on a 

(Lia) S = - S ç o . 

De (1.11) et (1.12), on déduit pour une solution de S/y = o, 

Donc le système Sa p = o est équivalent au système 

( S«z = o, 

( R ç 0 = o. 

D'après les calculs de Y. Thiry ([35] , p. 343) : 

_AÇ B*P F F l / Ko 0 = y H 7- t 0 t J-

Les équations de champ du cas unitaire extérieur de V5 peuvent 
alors s'écrire en repères naturels adaptés : 

S v - 2*c2 Ç *«,- ï (V^7Ç - gij AÇ) = o, 

(I.i3) {VyH// = o, 

— -h— F*,F'/ = o. 

Pour £ constant, les deux premiers groupes d'équations (I. i3) 
deviennent les équations de la théorie provisoire de l'électroma-
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gnétisme, dans le schéma champ électromagnétique pur, mais £ 
constant n'est pas solution de la dernière équation (I. i3) (excepté 
dans le cas particulier F/yF'V = 0). Donc, dans la théorie de Jordan-
Thiry, on ne peut pas supposer \ constant. La théorie provisoire de 
Vélectromagnétisme dans le schéma champ électromagnétique 
pur n'apparaît donc pas comme un cas particulier de la théorie 
de Jordan-Thiry. 

b. L'introduction dans V4 d'un facteur de gravitation variable 
reste peu satisfaisante. Aussi, F. Hennequin [27] a proposé de 
munir V4 d'une métrique ds2 conforme kds2. 

Posons 
ds9- = \ds*. 

Chaque élément défini dans V4, muni de la métrique ds2, sera 
défini dans V4 muuie de la métrique ds2 et sera désigné par la même 
lettre surmontée d'un astérisque. 

De F,-y= F/y, on déduit 

d'où, d'après (I .7) : 

(I.i4) 

* F'/ * 
F'/ = -yjf Hzy = H//, 

T | ' - X 

Après des calculs directs, il vient 

r dp\ 0q\ ^ 3 ài'K à/\ 1 , 
K = 81,- W < T T + ï T T - f [ W - * / A X L 

(Ï.I5) < ^ , 0 / , = i VyH/f, 

AÇ = A? à m* àn X 

A est l'opérateur représentant gninVmdn- D'après le premier groupe 
des équations ( I . i 3 ) , écrites en termes de V4 munie de la 
métrique ds2, le facteur de gravitation sera celui de la relativité 
générale si 

27cc2p2X 8TÎG 

£ 
= - ^ - ' 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N ° 1 5 9 . 
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X doit donc être égal à Ç à une constante multiplicative près . (3 é tant 

une constante à dé terminer , nous pouvons prendre la mét r ique de 

F . Hennequin définie par X = £, ce qui entra îne 

4G 
32= z - i . 

Dans la variété V 4 munie de la métr ique ds2 = ^ds2, les équations 

de champ du cas uni ta i re extérieur, s 'écrivent alors, en coordonnées 

locales adaptées 

I +±k *nià*û-ld£*à-*?±ht-o 
Sv+^V^'j ? 2 Ç Ç ct

 T " - ° > 
(I-i6) \%Ù,t = o, 

^ 1 - J p - . - f f l ^ H- Ç b „ F O - o . 
5 ç E 4 

CHAPITRE IL 

ÉTUDE DU SCHÉMA FLUIDE PARFAIT ÉQUATIONS DE CHAMP, 

PROBLÈME DE CAUCHY, 

CONDITIONS DE CONSERVATION TRADUITES DANS LA VARIÉTÉ V 4 . 

7. Traduction dans V 4 des équations de champ du cas unitaire 
intérieur. Définition dn schéma fluide parfait pentadimensionnel. — 

Les équations de champ du cas in tér ieur ( § 4 ) peuvent s 'écrire en 

repères or thonormés adaptés : 

Si _/ = **i n 

(II. 1) / ^ ° - L = ^ 0 i > 

^ 1 1 = s ®â **" ®H o." 

Nous nous proposons d 'écrire les équations de champ de V 8 en 

termes de V 4 , munie de la métr ique ds2 puis de la mét r ique con

forme £ ds2. Tou t d 'abord, nous ne part icular iserons pas le teniseur 

d ' impulsion-énergie de V 5 , de façon à obtenir la signification phy 

sique de ce tenseur, si V 4 est la variété espace-temps de la relativité 

générale. Ensu i te , nous donnerons à 0 a g une forme par t icul ière , 

permet tan t de définir le schéma fluide parfait pentadimensionnel , 
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schéma généralisant le schéma fluide parfait champ électromagné
tique de la relativité générale. 

a. Nous allons traduire les équations (II. i ) en termes de V4 munie 
de la métrique ds2. A partir des composantes covariantes 0ap du ten
seur d'impulsion-énergie symétrique de V5, nous pouvons définir 
intrinsèquement dans V4 un tenseur symétrique de composantes 01-/, 
un vecteur de composantes 0' et un scalaire 0 : 

(il.2) ê«/=e«/, ê<=e0 , ê = e00. 

Un changement du repère naturel en repère orthonormé adapté 
(défini au paragraphe 3) s'effectue à l'aide des formules 

w- = Ç (dxO-hfiy^x'), 

(II. 3) ]w' = A7<te/, 

dx*= Al
tfùi. 

Les deux dernières expriment aussi dans V4 un changement de 
repère naturel en repère orthonormé. D'où 

®00 = ?2^£0.) 

0J est un scalaire intrinsèquement défini surV4 . Il s'exprime en 
fonction des éléments de V4 déjà signalés : 

' Yoo 

De (I.g), (1.10) et (II. i ), nous déduisons les équations de champ 
du cas unitaire intérieur en coordonnées locales adaptées, en termes 
de V* : 

, - Î = J £ T V - I < M 6 -* y A6) = Bt„ 

(II.4) ^V,H/<=6<, 

S 4 3 r 

En comparant les deux premiers systèmes d'équations à celles de 
la théorie provisoire de l'électromagnétisme (1.8), nous obtenons les 
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interprétations suivantes pour 0 '/ et 0'o : g 0*o représente le vecteur 
©'/ 

courant et -y- le tenseur matériel d'impulsion-énergie de la relativité 

générale; 0Oo n'a pas d'interprétation physique. %= —— est le fac

teur de gravitation de la relativité générale. 

b. Comme dans le cas unitaire extérieur, nous allons traduire les 

équations (II.4) dans V4 munie de la métrique ds2=%ds2. 0^ défi-
/s. 

nit alors intrinsèquement dans V4 un tenseur 0^ : 

ê'/=e</, 
d'où 

D'après (I. i4) et (I. ID) , les équations de champ du cas unitaire 
intérieur s'écrivent 

SI/H- 4 ^ / ^ - f - j - a y j - 8 ^ ^ / = p"» 

(il.5) JM/â'^oJi 

5 * S ? 4 " 3 ^ p 

Avec cette nouvelle métrique, le tenseur d'impulsion-énergie de V s 

reçoit une interprétation différente de celle donnée précédemment : 

rr= 0'o représente le vecteur courant et —^ le tenseur matériel d'im

pulsion-énergie de la relativité générale. 

c. Nous nous proposons maintenant de définir le schéma fluide 
parfait de la théorie de Jordan-Thiry, susceptible de généraliser for
mellement le schéma fluide parfait-champ électromagnétique de la 
relativité générale ( § 5 ) . 0Oo qui, d'après ce qui précède, n'a pas 
d'interprétation physique, pourra ainsi être calculé. Nous ferons une 
étude analogue à celle du schéma matière pure pentadimensionnel 
([35], p. 348-349), schéma qui doit d'ailleurs être un cas particulier 
du schéma fluide parfait pentadimensionnel^ lorsque nous négligeons 
la pression. 
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r et l étant des fonctions scalaires à déterminer, nous choisissons 
comme tenseur d'impulsion-énergie 

(II.6) e a p = rv^vp— h<xfa 

du2 peut être de signe variable. Le vecteur v contra variant, vitesse 
unitaire de V», sera alors défini par ses composantes 

dx* 
dz 

où 

<ix2>o, ÛM=SG?<J* ( £ = ± 0 , 

ce qui entraîne 
p a p a = s. 

Les trajectoires de v dans V5 sont appelées lignes de courant pen-
tadimensionnelles. 

Nous allons montrer que s?1 peut s'exprimer en fonction des com
posantes contravariantes du vecteur vitesse unitaire de V4 munie de 
la métrique ds2 = £ ds2, de \ et de v0. De la relation 

(d*y 

nous tirons 
ds f - l Po2 

Il faut ajouter la condition £ -+- ~ > o, puisque £ a été choisi positif 

et que l'interprétation de la relativité générale pose la condi

tion d î 2 > o . D'où 
, *.ds 

dzJ 

(n.60 ^ a ' v ^ / e + i r -

Signalons en passant que £ et p0 sont des scalaires intrinsèquement 
définis dans V4. 

Au paragraphe 5, nous avons vu que dans le schéma fluide parfait 
chargé de la théorie provisoire de l'électromagnétisme, le vecteur 
courant (s'il est supposé se réduire à un courant de convec-
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tion) est (—47^¾1) e t "e tenseur matériel d'impulsion-énergie 

[(p+5) **'-£*"]• 
Nous allons montrer alors que les interprétations données à 

l'alinéa b de ce paragraphe entraînent la détermination de r, l et v0. 
En effet, 0a<3 étant défini par (II.6) et exprimé en termes de V4, 
nous avons 

ce qui entraîne les relations suivantes : 

(H.6-) j x ( P + j ) ç Œ r ( , + d ) , 

Nous pouvons ainsi exprimer la densité de matière p, la pression/) 
et la densité de charge j / en fonction de r, l, va et \, 

Ces relations permettent réciproquement de déterminer r, l et v0 

en fonction de p, p, f/. et Ç. Pour simplifier l'écriture, nous posons 

A = K p W 
Nous obtenons alors 
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Notons que la condition s(Sp — A 2 ) > o est la traduction de la 
p 2 

condition e -f- ~ > o : c'est elle qui permet de déterminer les valeurs 

possibles de s. 

Le schéma fluide parfait en théorie de Jordan-Thiry est donc 

déterminé par les équations de champ du cas unitaire intérieur : 

où r, l et v0 sont déterminés par (H.8) avec la condition 
e(£J — A2) >> o. Nous verrons que r, / et v\ sont invariants par le 
groupe d'isométries, c'est-à-dire, en coordonnées adaptées, sont indé
pendants de x°. 

Si e = + i (resp. £ = — i ) , on obtient les lignes de courant telles 
que de2 > o (resp. du2 < o). Pour que les scalaires p et p puissent 
être interprétés respectivement comme la densité de matière propre 
et la pression propre, il est nécessaire qu'ils soient > o, ce qui 
entraîne les conditions suivantes pour r, l et VQ d'après (H.7) et 
(II.S) : 

(II.9) o < / < r (•*?)• 
D'après (H.9) , «ous pouvons remplacer la condition supplémen

ts2 

taire £ + -£ > o par la condition r > o. 

Les relations (II.7) entraînent immédiatement que l'hypothèse 
d'un fluide parfait, lié par une équation d'état, se traduit en théorie 

de Jordan-Thiry par £ ( £ + -p ) fonction de •= : 

<"-) ! ( • * » - • ( { ) • 
ce qui entraîne 

»-• (*£) -x j -

Dans le cas intérieur, le schéma fluide parfait avec équations d'état, 
sera supposé défini par les équations 

(II . 11) S«p = r? a op — / y a p, 
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avec les conditions 

(II .12) 

lAp A =£, 

r > o. 

De plus r, let v0 s'expriment en fonction de p,/?et j * d'après (H.8). 

8. Conditions de conservation de V5, dans le schéma fluide par
fait. — Le tenseur d'Einstein Sap étant conservatif, le tenseur d'im
pulsion-énergie de V5, 0ap doit satisfaire aux conditions de conser
vation suivantes : 

Daep = o, 

D a étant l'opérateur de dérivation covariante pour la connexion 
riemannienne de V5. 

Dans le schéma fluide partait défini par ( I I . n ) , ces conditions 
s'écrivent 

(IL i3) D a [ r ^ r p - / T p ] = 0. 

Cette équation multipliée par pP peut s'écrire 

(II . i3') Da(™«) — zv*àal = o. 

Le système (II . i3) peut alors s'écrire, compte tenu de la précé
dente équation 

(H -14) ™> aD aPp-h£Pppa<? a / - -^p/ = o. 

L'équation (II . i3') et les équations (II . i4) , écrites pour j3 = o et 
P = 4» seront utilisées dans l'élude du problème de Cauchy. Utilisant 
l'identité e a D a v 0 == vl diV0, l'équation ( I I . 14) s'écrit pour a = o : 

rvidl P0 H- £ VQ vtàt l = o . 

Le système (I I . i3) est alors équivalent au système formé parles 
équations ( H . i 3 ) , écrites pour (3 = o et (3 == A, et par l'équation 
(II . 14) écrite pour j3 = o : 

I rvtà^Q-t- e p 0 ^ / = Oj 

D a ( rpap 0 )=o , 

D a e«=o. 
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La première équation peut se traduire par la propriété suivante : 
Sur toute ligne de courant, 

(II. i5') ±± + idl = o. 
v* r 

La deuxième équation se présente comme une équation de conti
nuité. Elle a son équivalent en relativité générale dans le schéma 
fluide parfait à condition de supposer l'espace temps V4 stationnaire 
et rapporté à des coordonnées adaptées. 

Notons que dans le schéma matière pure, la première équation 
entraîne v0 = Gte le long des lignes de courant et la deuxième peut 
alors être remplacée par D a (r pa) = o, compte tenu de la première. 
Dans le schéma fluide parfait, il s'avère plus intéressant de consi
dérer la deuxième équation (II. i5) au lieu de l'équation (II. i3'). 
Les conditions de conservation se présentent sous la forme la plus 
commode à utiliser dans (II. i5), pour l'étude des équations de mou
vement par la méthode du tenseur impulsion-énergie. 

9. Rappels des principes* relatifs au problème de Cauchy dans le 
cas unitaire extérieur. — Avant d'aborder le problème de Cauchy 
dans le cas intérieur, schéma fluide parfait, rappelons les résultats 
obtenus par A. Lichnerowicz ([9], p. 207), dans le cas unitaire 
extérieur. 

Le problème est le suivant : étant donnés, sur une hyper-surface 2 
de V5 engendrée par les trajectoires du groupe d'isométries, les 
potentiels yaQ et leurs dérivées premières, on cherche à déterminer 
en dehors de 2 les valeurs de ces potentiels satisfaisant S a p = o. 

Si 2 a pour équation local # * = o, il faut déterminer sur 2 , dj^yy,^. 
en fonction des données de Cauchy, c'est-à-dire des valeurs de y ^ 
et dAyip sur 2 . Pour y u ^ o , le système S a p = o est équivalent au 
système 

(II. 16) ( R A I B I = O (A„ B „ . . . = 0 , 1, 2, 3). 

(II.17) ( S * = o . 

Nous désignerons par le signe >̂ une congruence modulo une 
fonction des donnés de Cauchy et de leurs dérivées des deux premiers 
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ordres par rapport aux xXl. D'où 

R A . B ^ — - Y ^ u y ^ B , , 

SA~ o. 

Les équations (H. 16) déterminent alors sur 2 , d44yAlBl, à la condi
tion y4* 7^ o. 

Les dérivées d*4yu n'interviennent dans aucune équation : ces 
dérivées n'ont donc par de sens physique. (Il existe en effet des chan
gements de coordonnées conservant les coordonnées de tout point 
de 2 ainsi que les données de Cauchy. Ces changements de coor
données permettent de faire disparaître éventuellement les disconti
nuités à la traversée de 2 de ces dérivées secondes.) 

Le système des équations d'Einstein est en évolution. En effet, 
les conditions suivantes vérifiées sur 2 : 

S-A=o, RA1B1=O 

entraînent sur 2 : 
Sg=o, ^Sg=o. 

Les identités de conservation 

DQSg=o 

entraînent donc sur 2 : 

On peut en déduire que S{ est nul au voisinage de 2 . 
La résolution du sytème des équations d'Einstein se ramène donc 

à deux problèmes : 

a. Problème des conditions initiales : Recherche des données de 
Cauchy satisfaisant le système S£ = o. 

(3. Problème de l'évolution : Détermination des potentiels yaa au 
voisinage de 2 , solutions du système RAiBi-= o, pour des données de 
Cauchy satisfaisant les conditions du premier problème. 

Le problème concernant l'existence et l'unicité des solutions du 
système des équations d'Einstein a été résolu par Y. Choquet-
Bruhat [7]. Sous des hypothèses de différentiabilité, le problème admet 
une solution unique. 
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L'étude précédente a mis en évidence les variétés caractéristiques 
2C, d'équation locale xfi= o, telles que y44 = o. Une variété caracté
ristique 2C, d'équation locale f(xl) = o, satisfait donc la condition 
Yot$àafdpf= o. Elle est alors tangente au cône élémentaire en chacun 
de ses points. Les caractéristiques de cette équation aux dérivées 
partielles du premier ordre sont appelées bicaractéristiques des équa
tions d'Einstein. Elles représentent les géodésiques de longueur 
nulle de la variété V5. 

Les variétés caractéristiques de V5 se projettent dans V4 selon les 
variétés caractéristiques de V4, c'est dire qu'elles sont tangentes en 
chaque point au cône élémentaire de V4. 

10. Problème de Cauchy dans le cas unitaire intérieur, schéma 
fluide parfait. — Étant donnés sur une hypersurface 2 de V5 engen
drées par des trajectoires du groupe d'isométries les potentiels yap et 
leurs dérivées premières, il faut déterminer au voisinage de 2 les 
valeurs de yap, r l et pa satisfaisant les équations de champ du cas 
intérieur, dans le schéma fluide parfait. 

Nous supposerons en outre que le fluide admet une équation d'état, 
sinon il faudrait supposer l'une des trois quantités r, l et v0 donnée 
sur 2 , ce qui ne serait pas intéressant physiquement. 

a. Rappelons les équations définissant le schéma fluide parfait 
avec équation d'état. 

( I I . i l ) S a p = r p a p p — Z^p; 

W'̂ H*(i)> 
( H ' I 2 ) / / \ 

I r>o. 

Pour y44 ^é o, le système (II. 11 ) est équivalent au système 

7.1 —rî 
3 

(II.19) [S^r^n-hl 

( I L l 8 ) I R A 1 B 1 = 3 Ï A . B ^ r ^ P B o 

Supposons que 2 ait pour équation locale x*= o, les données de 
Cauchy sont alors les valeurs sur 2 de yap et de d4yap. Si dépend 
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seulement des données de Cauchy. Par contre, le calcul de RAlBl 

modulo une fonction des données de Cauchy et de leurs dérivées par 
rapport à xki, entraîne 

(11.20) RAtB/ -YU^4tÏA1B1. 

D'après (II. 11), (H. 12) et (H. 19), nous pouvons écrire 

e (S i+ /TÎ ) (S^H-^)7^=(^*)« , 

f > * = i . 

( II .21) 

si, 

. (Si) 2 

(w*)*p 

Ayant choisi une valeur pour £, la première relation détermine 
rvk au signe près (signe que nous choisirons une fois pour toutes) en 
fonction de l et des données de Cauchy. 

D'après les deux dernières relations, / doit être solution de l'équa
tion suivante : 

(II.22) (SÀ-h / T { ) (S* H- *T*) y W ^ = ty [S"+ / T " ] , 

l étant choisi, r, p4 et vXi se trouvent alors déterminés d'après les 
quatre premières relations (H.21). 

Enfin, d'après (II. 18) et (II.20), d44yAlBl se trouve déterminé sur 
la variété 2 , à condition que ce ne soit pas une variété caractéris
tique. Il faut donc supposer y44 ^é o. 

La détermination sur 2 de r, l, vk, vAi et ^44y4lBl nécessite donc les 
conditions suivantes pour les données de Cauchy et le choix de Z : 

(11.23) 
Y** 96 o, 
S u _ h / Ï 4 4 > 0 y 

£ ï^(Si+/vi)(S*+/y l i )>o. 
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Le système de conditions que doit satisfaire l, solution de 
( H . 2 2 ) , et les données de Cauchy, peut encore s'écrire 

(11.24) ! S"-* - / T ">o , 
( £ [ / 2Y 4* -4-2/S 4* -hY>^S> kS*]>0. 

Avec ces conditions, nous pouvons conclure, comme dans le cas 
unitaire extérieur, que toutes les dérivées secondes des potentiels yap 
sont continues à la traversée de 2 (à un changement de coor
données près conservant les coordonnées de tout point de 2 ainsi que 
les donnés de Cauchy). 

b. Nous devons aussi étudier les conditions de conservation qui 

peuvent se traduire, comme nous l'avons vu, selon (II . i3') et ( II . i4)« 

Écrivons ( II . i3') modulo une fonction des données de Cauchy, 
puis (II . i 4 ) covariante pour (3 = o et contra variante pour (3 = 4 ' 

I rai. v% •+• P* (<J4 r — zdv l) ~ o, 

rv*diV0-¥- sv^Vodil ~ o, 

rv^d^ — [T4*_ g((;4)î] f)J ~ o. 

De plus, en dérivant l'équation d'état par rapport à xk : 

(II.26) 2 r ^ 4 i > o + < ^ ( e - + - | h - < ! / àJ~o 

f v|/ désignant la dérivée de ^ par rapport à •= ) • 

Si v0 et vh ne sont pas nuls, (11.25) et ( I I . 26) entraînent que âAr 

et dAl satisfont le système 

!

— (p4)M4r-h[2£p| — i"]àkl~o, 

( Ê + ^ | ) A '—(• ' •+• 2 e %) â * l ~ o. 

Donc dhr eidhl seront déterminés simultanément sur 2 seulement 

si 

(II .27) 

( ( • ' 4 ) 1 (+ ' -a ) + Y 4 4 ( e + ^ ) ^ o J 

[v* ^ o. 
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Enfin, dkv\ sera déterminé par l'équation ( H . i 4 ) , puisqu'elle 
entraîne 

rv*di v\-+- t>* vida l — à\ l ~ o. 

c. Supposons que yap, v\, r et l satisfassent sur 2 les équations 

(11.28) S5: = ei, 

( I I . 28') P V A = S . 

De plus, postulons que yap, v\, r et l satisfont partout 

(IL29) ^ B ^ e ^ B , — I Y A I B I B 5 , 
(n.29') Daeg = o. 

Pour simplifier l'écriture, nous avons posé 

avec la relation 

et les conditions 
<»î)-»(i) 
o< /<6+( | ) , 

r > o. 

Les équations (II. 28) et (II.29) entraînent sur 2 les relations 

sp-ep=o, 
<*Bl(sg-ep) = o. 

Compte tenu de ces relations, on déduit de (II. 29') : 

«>*(Sj — 6 À ) = o sur S. 

L'équation (II.28) est donc vérifiée au voisinage de 2 . De plus, 
(II.29') entraîne la condition (II. i3), qui, multipliée par pP, s'écrit 

eat>PDapp = o 

ou encore 
Pae>a(pPp(3) = o. 

Donc pPpp reste constant le long des lignes de courant et (>P, uni
taire sur 2 , l'est aussi au voisinage de 2 . e, ayant une valeur bien 
déterminée sur 2 , aura la même valeur en dehors de 2 . 
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On peut donc conclure que les équations (TI.29) et (11.29') étant 
satisfaites partout, les équations (H.28) et (11.28'), supposées satis
faites sur 2 , le seront aussi au voisinage de 2 . 

Le problème de Cauchy revient donc à la résolution de (II .29) et 
de (II .29') , les équations (II.29') se traduisent parles équations 
(II . 13). Ce système admet une seule solution, si les conditions 
(II .24) et (II .27) sont satisfaites par les données de Cauchy et si 
l est solution de l'équation (II.22). 

11. Variétés exceptionnelles mises en évidence par le problème 
de Cauchy. Ondes hydrodynamiques. Vitesse de propagation. — 
A. L'étude précédente permet de conclure qu'il peut y avoir des dis
continuités de r, l et >̂ à travers la variété 2 , cette variété ayant 
pour équation x% = o. 

a. si 2 est une variété caractéristique, c'est-à-dire telle que 
y 4 4 = o ; 

è. si elle est telle que 
s**-f-/r** = o, 

en supposant r fini, cette condition entraîne vh = o. 2 est alors tan
gente à une ligne de courant. De même la condition 

Y^(SA-*-/yA)(Sj,H-/y*)=o entraîne ^ = 0. 

B. De plus, 2 ayant toujours pour équation x*= o, dÂ r, d*l, d*v\ 
peuvent admettre des discontinuités si : 

a. p 4 = o : 2 est alors tangente à une ligne de courant. 

6. v0=o : Cette circonstance se produit, d'après (II .8) , si la 
densité de charge p. est nulle; 

c. 

(II.3o) (•>*;« W- 2) -H Y " ( « + § ) = o. 

Désignons par 2 l lles variétés satisfaisant cette relation. Notons 
que (II .3o) prend la même forme dans V4 quelle que sôit la métrique 
conforme dont est munie V4 . Si V4 est munie de la métrique ds*2, 

(H.3o) s'écrit, puisque f £ + F M est positif : 
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Si maintenant 2H (engendrée par des trajectoires du groupe d'iso
métries) se projette suivant la variété SH d'équation f(xl) = o, elle 
satisfait la relation 

(II.3l) ^ / ^ y / [ ^ W / ( ^ - 2 ) - H ^ / ] = 0 . 

D'après (H.7) et (II. 10), nous avons 

(11.32) . r f P - _ L ' 

et ( I I .3 i ) s'écrit 

(11.33) ètfài TWf'V-
Pour £ = + i? nous retrouvons l'équation obtenue en relativité 

générale ([9], p. 4 0 qui généralise l'équation des fronts d'onde de 
l'hydrodynamique classique. 

Évaluons la vitesse de propagation des fronts d'onde hydrodyna
mique. Pour cela rapportons V4 à son repère propre, c'est-à-dire 

choisissons eh tel que 

¥ ¥ 

Les vecteurs eA sont orthonormés et perpendiculaires à è4. 
Posons nt = dtf. nt sont les composantes covariantes d'un vecteur 

normal à Sn. 

(II.31 ) s'écrit alors 

(ni) ( d / - 2) -f- (At)« - S A l « ) = o, 

d'où, v désignant la vitesse de propagation de l'onde hydrodyna
mique : 

L'interprétation physique de la relativité générale imposant v ^. c, 
on doit avoir la condition 

4 ^ 2 , 
condition qui entraîne 
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Les variétés SH sont donc orientées dans le temps ou tangentes 
au cône élémentaire de V4* 

La vitesse v des ondes hydrodynamiques est ainsi, quelle que soit 
la valeur de £ : 

(11.34) 

avec la condition 

(11.35) 

VM5) 

' 5 
La valeur de s? est celle obtenue en hydrodynamique classique par 

le théorème d'Hugoniot et en relativité générale, dans le schéma 
fluide parfait non chargé ([9], p. 43). Le cas limite v = c entraîne 

P = g + Cte. 

Ce cas est le schéma fluide incompressible, qui correspond à la 
valeur limite c de la vitesse des ondes hydrodynamiques. Les derniers 
résultats, relatifs aux fronts d'ondes hydrodynamiques, sont iden
tiques à ceux obtenus en relativité générale, dans le schéma fluide 
parfait non chargé. 

Nous avons supposé V4 munie de la métrique ^ds2, mais nous 
vérifions facilement que les résultats sont indépendants de la métrique 
conforme choisie. 

12. Invariance de r, l et v\ par le groupe d'isométries. — Comme 
conséquence de l'étude du problème de Cauchy, nous allons montrer 
que 

X / = X ^ = X r = o. 

Dans un système de coordonnées locales adaptées : 

Xl = àol, Xr = à0r, 

Xt>, = PpD, ÇP-h ÇpDpP, = à0vK, 

^oYap=o. 

Nous devons donc démontrer que dans un système de coordonnées 
locales adaptées : 

à0 r = â0 l = ào v\ = o. 

MÉMORIAL DES SC. UATEL. — N» 1 5 9 . S 
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L'équation (H.22) détermine l sur une surface 2 d'équation 
# 4 = C t e . do Sx étant nul en coordonnéss adaptées, àQl sera déter
miné en dérivant ( I I . 22) par rapport à x* : 

ifc/ [ (S«+ h") (2 - 40 - ç<h"l = o, 

Équation qui peut s'écrire d'après ( I I . 19) et ( I I . 12) : 

^o/[(^)2(2-^)-(e+^)Yu]=o. 

Donc â01 est nul si 2 n'est pas un front d'onde hydrodynamique 
et, d'après (H. 21), d0v\ et à0r sont aussi nuls. 

Donc r, Z et v\ sont invariants par le groupe d'isométries. 

13. Prolongement à travers une hypersurface 2 d'un de2 intérieur 
dans le schéma fluide parfait en un dcr2 extérieur et inversement. — 
a. Considérons un du2 satisfaisant les équations de champ du cas 
unitaire intérieur du schéma fluide parfait, dans un domaine D limité 
par une hypersurface 2 engendrée par des trajectoires du groupe 
d'isométries. 

Cherchons s'il existe en dehors de D un da2 extérieur se raccor
dant sur 2 avec le du2 intérieur. 

Rappelons que les ya|3 et leurs dérivées premières doivent être 
continus à la traversée de 2 . Or, si 2 a pour équation xk = o, les 
équations de champ du cas intérieur entraînent sur 2 : 

et celles du cas extérieur ont pour conséquence : 

où Sx dépend seulement des données de Cauchy sur 2 et au plus de 
leurs dérivées secondes. 

0-A est donc nécessairement nul sur 2 . L'annulation de BAi sur 2 
entraîne dans le schéma fluide parfait : 

t>*= o. 

De l'annulation de 64 découle sur 2 : 
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D'après (H .7 ) , cette dernière condition détermine l'annulation de 
la pression sur 2 . 

En conséquence, 2 doit être engendrée par des lignes de courant 
du da2 intérieur, et l doit s'annuler sur 2 . 

S'il en est ainsi, les données de Cauchy sur 2 associées au da2 

intérieur satisfont SA = o. 
Or, le problème de Cauchy du cas extérieur admet au voisinage 

de 2 une solution unique. Dans le schéma fluide parfait, le pro
blème du prolongement à travers une hypersurface 2 de l'intérieur 
vers l'extérieur admet une solution, si 2 est engendrée par des lignes 
de courant du champ intérieur et si / s'annule sur 2 . 

b. On ne peut rien conclure pour le problème du prolongement 
de l'extérieur vers l'intérieur : en effet, 2 doit être engendrée par 
des lignes de courant du de2 intérieur, c'est donc une variété excep
tionnelle du problème de Cauchy du cas intérieur, dans le schéma 
fluide parfait. 

Les résultats obtenus dans ce paragraphe sont identiques à ceux 
obtenus en relativité générale. 

14. Lemme préliminaire. — Avant de traduire dans V4 les iden
tités et les conditions de conservation de V5 , établissons le lemme 
préliminaire suivant : 

Si sur V5 est défini un tenseur de composantes covariantes Bap, 

invariant par le groupe d^isométries, on peut calculer D p B 0 - et 

DpB/- en termes de V4 par les formules 

DgBo-=ÀV/[S2BoZ], 
( I L 3 6 ) ^ d à g 

DPB i& = v iB i i^4'B^^TB - o^"AH^(B^"+"B Z^' 
Nous supposerons V4 munie de la métrique quotient ds2. Comme 

toujours, nous nous plaçons en coordonnées locales adaptées. 
Bap étant invariant par le groupe d'isométries 

XBap=o, 

or 
XBa | 3 SÊ= gp Dp B a 3 H- Bpp D a £P •+- B a ? Dp Çp. 
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D'où, en coordonnées adaptées : 

XBap = <*oBap==o, 

Bap définit intrinsèquement dans V4 un tenseur symétrique de 
composantes contravariantes B'^, deux vecteurs de composantes 
contravariantes respectives Bo7 et B^0 et un scalaire B0o. 

Supposons d'abord provisoirement, comme intermédiaire commode 
de calcul, la métrique de V5 définie positive. 

La structure de variété riemannienne en repère orthonormé est 
définie en un point x par les formules 

dx = toa e a , 

Les repères étant orthonormés, wap est antisymétrique. Les coef

ficients de rotation de Ricci y^gx définis dans V5 par 

W a g = YagX WX 

satisfont donc la relation 

Ya(3X = — YgaX-

De plus 

l*ll= 5(G*fiî"*" G^Ë"~~GI!*«)' 

On peut alors calculer les coefficients de rotation de Ricci de V5 

en fonction de ceux de V4, y? f k {cf. [35], p. 117), du tenseur H, y. et 
du scalaire \ définis dans V4. On obtient les résultats suivants : 

Y£J> 0 = " f"» 

(H.37) { PH'Z 

Y^/*=?£/*> 

do, désigne l'opérateur de dérivation pfafienne par rapport à wa. 

(1 ) Dans ce paragraphe, tout indice répété deux fois sera sommé. 
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Nous nous proposons de calculer DpB0- en termes de V*. Pour 

cela, considérons séparément D0B0~ et D ; B 0 - : 

^2.B . °~ = ^ 0,^0.0 = — ^L£ £.B £. 2— Ti£iLB!lP 

— — 2 ^2 L- L2 — 2 ~T~ 2~m 

Par un calcul analogue, nous avons 

D / B Q - = D^BQ^ = à/Bo£— Yop / B £/— ^iP/Bop 
== L IL ^-ULL HLL— ^L2L2.2. — ^L™L 2TL 

== Z _Z ô L0L _Z— ô ZZ --— ^AULl 2.™ 

= V;BoÀ 

Donc si la métrique de V5 est définie positive, nous avons 

(H.38) D £ B i - = f 2 V / [ ï 2 V ] -

Transformons cette dernière égalité, lorsque V5 est rapportée à 
une métrique de signature hyperbolique normale : 

d<:* = - ( t o ^ ) 2 - ( t o i ) 2 - ( o , ^ ) 2 - (a>£)2-+- (u>±)2, 

do*2 se transforme en une métrique positive : 

«fo« = -h ( o ) ^ ) 2 + ( w l ' ) 2 + ( ^ ' ) 2 + ( ^ ' ) 2 + (to±')2, 

en faisant les transformations suivantes : 

a)-'1 = -+- iw- 1 (Xt s o, I, 2, 3 ) , 
4 ' 4 ' 

CD- = lu*. 

Les coefficients non nuls de la matrice de changement de coor
données sont alors 

Ai — A-1 — 
A_4_/—*î A

A J — *• 

Les composantes d'un tenseur, relatives à la métrique positive, se 
déduisent de celles relatives à la métrique de signature hyperbolique 
normale par la règle suivante : pour un indice contravariant (resp. 
covariant) o, 1,2, 3, la composante du tenseur est multipliée par i 
(resp. — i ) , pour un indice 4? la composante est inchangée. 
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De plus, w- et w- étant définis par 

1^=6 («te»-*-pçi<te')i 

il vient 

Donc pour passer d'une métrique de signature positive à une 
métrique de signature hyperbolique normale, il faudra remplacer Ç 
par i\. 

D'après ce qui précède, il est alors évident que l'égalité (11.38) 
est inchangée en métrique de signature hyperbolique normale. 
Ayant démontré la première formule (11.36), nous allons démontrer 
la deuxième par la même méthode. 

Nous allons exprimer Do B / - et D/B/ L en métrique définie positive : 

D Q B / - = D ^ B / £ = — Y ^ p o B p o — Y ^ p o B / p 

= — Yi o o B o o — Y/ m o B#« o — T o m o " i » « 

**'£ P ẐS 
= — | " B o o — jçiHjiB /o-+- - y - B i / . 

De même nous allons exprimer D/B^z en termes de V4 : 

D/B^--= D_/Bj/ = à^Bj£— IjÇ.i^fLL"' ^Iti^i^. 

==-̂ ZBiZ"~" ti!îiZB^iZ— ^iOil^L™'" 2I2 ̂ -ZB1Z 

= Vy B/_/— j p Hi.ZBoZ-

Donc, en métrique définie positive, nous avons 

(11.39) D ê B i Ê = V i B / - l 5 H l i ( B „ Z + B / i ) ^ y B r / _ ^ ! B „ , . 

D'après la règle énoncée plus haut, cette dernière égalité devient 
en métrique de signature hyperbolique normale : 

(11.40) D p B i Ê ^ V ^ B ^ - i H i ^ B o ^ H - B ^ + ^ B ^ - h ^ B ^ . . 

15. Identités et conditions de conservation de V5 traduites dans V4. 
— Les formules (11.36) vont nous permettre de traduire les identités 
de conservation en termes de V4. Les conditions de conservation de 
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V5 sont équivalentes à des conditions de conservation de V4, qu'on 
pourrait d'ailleurs obtenir directement à partir d'identités de V4 et 
des équations de champ de V4. Dans ce paragraphe, la variété V4 

sera supposée munie de la métrique ds2 et non de la métrique 
conforme %ds2. De plus, nous ne nous placerons pas dans un schéma 
particulier, c'est-à-dire nous ne préciserons pas la forme du tenseur 
impulsion-énergie. 

a. D'après (11.36) l'identité D p S a - = o se traduit en termes de V4 

par les identités 

vz s f - 1 Hi z s i + T S H + v-f sf = o. 
( I M ï ) î - 3 f M df\ j 

D'après (I .9) et ( I . i o ) , ces identités peuvent s'écrire en repères 
naturels de V4 : 

(II. 42) V /V / nH'"/=o, 

(11.43) V/tlj S/ - 2™2 P ' - T / - \tdJ$ -f- 5/ AÇ] 

L'identité (II.42) est évidente compte tenu seulement de l'anti-
symétrie de Hm7. 

(II.43) est entraînée par les identités suivantes qu'on vérifie 
immédiatement : 

(11.44) J-MW*-*Iri)+ W*I+ &** = <>> 

- 2*0* pî V , T / - ^ H v Vm H™/-h | p» J* F ^ F ™ ^5 = o. 

Les identités de conservation de V5 sont équivalentes aux identités 
de V4 précédentes. 

b. On peut employer plusieurs méthodes pour traduire en termes 
de V4 les conditions de conservation de V5. Par exemple, les iden-
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tités (11 .40 e t l e s équations de champ de V5 entraînent les condi
tions suivantes : 

K[K] = °, 
( I I - 4 5 ) / B / M d,\ , 

( V i ~ f-ULieï+ tB!Li-*- -J e f = o. 

Rappelons que 0'o et ®0o définissent intrinsèquement dans V4 un 
vecteur et un scalaire. De plus, &J définit intrinsèquement dans V4 

un tenseur &lJ tel que 
e'/=ô'/ , 

Les relations suivantes sont alors vérifiées : 

/ il 

9{=gim9m'\ 
I 

e o o — ci ®' 

«i - Ai e» 

Les conditions (11.45) deviennent alors en coordonnées locales : 

| v,[çe*] = o, 

<"-46> jv;ê/-pFve!+fe0,+ f ê / = o. 

Compte tenu des équations de champ de V5 traduites dans V4 

(H.4) et des identités (II.44)? l e s conditions (II.46) peuvent s'écrire 

l*/[t*l] = o, 

( I M 7 ) j v / [ ê / + | 2 7 : c 2 T / + I ( V ^ / Ç - - ^ A ? ) ] = o . 

Or, les conditions de conservation, écrites sous la forme (II.47), 
pourraient être obtenues directement à partir des équations de 
champ (H.4) e t des conditions entraînées par les identités de V4 : 

V/§ / = o, 
V/V m H»' /=o . 

Donc les conditions de conservation (II.46) et (II.47) sont 
équivalentes, compte tenu des équations de champ et des identités 
(11.42) et (H.44). 
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16. Conditions de conservation dans le schéma fluide parfait. — 
Nous nous proposons d'écrire les conditions de conservation du 
schéma fluide parfait, dans V4 munie de la métrique ds2 = £ ds2. 

Pour cela, transformons les conditions de conservation, écrites 
sous la forme (I I .46) , de façon à les obtenir en termes de V4, munie 
de la métrique ds2 = £ ds2. 

De simples calculs entraînent 

(11.48) { 

et le système (II .46) devient 

KrH 
(11.49) < L J 

En tenant compte de l'expression de ®'0 dans le schéma fluide parfait 
et de (H.6 ' ) et (II.6"), la première équation s'écrit 

(II.5o) *,[|A*/] = o. 

C'est l'équation de conservation de l'électricité : elle pourrait se 
déduire immédiatement des équations de champ. 

La deuxième équation du système (II .49) s'écrit dans le schéma 
fluide parfait : 

(11-51) ^/[r^^^âf-l^^^^^rçou/fi^T^ 

* 3 ['('*?) -«']*ïrWl»-* 
Cette équation, multipliée par ai, entraîne 

<n.52) ^(^^^-^-«.(i^l^^f-». 
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Le système (11,51) est alors équivalent au système formé par 
(11.52) et l'équation suivante : 

(11.53) r(t ̂ ^\\ykfut^ltydfl^rhtùlàt\i^^\ ^\ - W 

D'après (H.7) le système formé par (11.52) et (11.53) peut 
s'écrire 

(11.54) 

(11.55) 

• ' [ ( ' - S H - T M " ^ ^ ^ ? ) * ' * ' -

x (f«,-f). 
En définitive, les conditions de conservation du schéma fluide 

parfait se traduisent dans V4 par l'équation de conservation de l'élec
tricité (II. 5o), l'équation de continuité (11.54)» et les équations de 
mouvement (11.55). 

L'équation (II. 5o) est exactement celle de la théorie provisoire de 
l'électromagnétisme; pour Ç = 1, les équations (11.54) et (11.55) se 
réduisent aux conditions de conservation de la théorie provisoire de 
l'électromagnétisme. 

CHAPITRE Hl. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS APPROCHÉES DE CHAMP. 

CALCUL EFFECTIF EN PREMIÈRE APPROXIMATION. 

Ce chapitre a pour but : 

a. La détermination de la solution des équations approchées du 
champ des cas extérieur et intérieur. Nous effectuerons les calculs 
effectifs en première approximation, lorsque la variété V5 admet 
N domaines intérieurs possédant la symétrie sphérique dans W 3 . 
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b. La détermination de la solution des équations approchées du 
champ du cas extérieur et des conditions approchées d'isothermie, 
à l'extérieur de N singularités ponctuelles, à symétrie sphérique. Un 
calcul effectif sera fait en première approximation. Tout d'abord, 
nous précisons les hypothèses satisfaites par le tenseur fondamental. 

17. Hypothèses sur le tenseur métrique. — a. Le champ est sup
posé quasi galiléen : yap admet un développement limité suivant 

les puissances de — • De plus 

où 
^ , = - ¾ T U « = 3 Ï . 

b. Le champ admet un comportement asymptotique euclidien sur 
chaque section d'espace W 3 . 

Vv% est douée d'une structure de variété riemannienne sur laquelle 
est définie la métrique 

ds1 = Ç gXB dxk dxh. 

Posons 
£AB = ? £AB* 

Gomme en relativité générale, nous supposons que le système de 
coordonnées de V4 est interprétable dans l'espace et le temps, c'est-
à-dire : 

a. que les lignes le long desquelles xs varie seul sont orientées 
dans le temps. Il faut donc ghh> o; 

(3. que les hypersurfaces #*:=Cte sont orientées dans l'espace. 
D'où ghk> o. La forme quadratique ds2 est donc définie positive. 

Rappelons qu'on peut choisir comme distance d(x, xf) de deux 
points x, x! appartenant à W , : la borne inférieure des longueurs 
des chemins continûment différentiables joignant x et x'. d(x, x1) 
satisfait bien les propriétés de la distance et définit une structure 
d'espace métrique sur W 3 . 

Après ces préliminaires, nous pouvons définir sur W 3 le compor
tement asymptotique euclidien du tenseur métrique. 
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Désignons par a un point fixe de W 3 et par x un point variable. 
Posons 

r = d (a, x). 

Soit E3 l'espace euclidien à trois dimensions muni de la métrique 
— ôAB dxx dxB. 

Le champ a un comportement asymptotique euclidien sur W 3 si : 

a. W 3 admet un domaine à l'infini, c'est-à-dire s'il existe des 
points x tels que d(a, x) > R, où R est un nombre arbitrairement 
grand, positif. 

b. On peut trouver R arbitrairement grand tel que l'ensemble des 
points x satisfaisant d{a, x) >> R soit homéomorphe au complémen
taire d'une boule fermée de E3. 

c. On peut trouver un nombre M > o tel qu'on ait pour 
d(a, x) > R : 

|ïa{3— 1 « p | < —J 
r 

I r f j iTapK^f 

p désigne la distance euclidienne du point x à l'origine dans E3. 

D'après la définition précédente, dans la région de W3 définie par 
d(a, x) > R, on peut écrire 

les wiAB étant bornés en valeur absolue. En bornant supérieurement 
ds il vient, d'après cette égalité 

p<K!A- et r < K 2 p , 

K4 et K2 étant des nombres positifs fixes. Donc, les points à l'infini 
de W 3 sont les points à l'infini de E3. 

De plus, la définition précédente est indépendante du point a 
choisi dans W 3 . 

18. Solution globale des équations approchées de champ, en coor
données isothermes. — Cette recherche est amenée par l'étude des 
problèmes globaux faites par A. Lichnerowicz [32] et Y. Thiry [35]. 
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Nous supposons que V3 comprend N régions balayées par 
une distribution finie de masses et de charges, ces N régions 
étant représentées dans chaque section d'espace W 3 par N domaines. 
Nous nous proposons de déterminer, par un calcul approché, la 
métrique telle que : 

a. Dans les N régions balayées par une distribution énergétique 
de masses et de charges, limitées par des hypersurfaces 2 (engendrées 
par des trajectoires du groupe d'isométrie), elle soit régulière et 
satisfasse aux équations d'Einstein du cas intérieur. 

b. Dans la région ne contenant aucune distribution de masses et 
de charges, elle soit régulière et satisfasse aux équations de champ 
du cas extérieur. 

c. Sur les hypersurfaces frontière 2 , les yap et leurs dérivées pre
mières se raccordent. 

Le tenseur d'impulsion-énergie représentant l'état des distribu
tions énergétiques, sera celui du schéma fluide parfait. Les calculs 
seront menés en prenant comme inconnue la densité tensorielle 
r a ?=y a Pyy, où y désigne le déterminant des yap. Un système de 
coordonnées privilégiées, appelées coordonnées isothermes, permet 
de simplifier les calculs. 

Un système de coordonnées est dit isotherme si les quatre familles 
de variétés d'équation x?= Cte, sont des variétés isothermes, c'est-
à-dire si 

(III.I) F P s - Y ^ r g p s s ^ J ^ ^ O . 
fi 

F. Hennequin [27] a démontré l'existence et l'unicité des coor
données isothermes au voisinage d'un plan xh = o ainsi que la com
patibilité des coordonnées isothermes avec les coordonnées adaptées. 

Les équations de champ en coordonnées isothermes sont alors 

(in.2) s*f=eaf>, 

S(°jf désigne l'expression de Sa«Q en coordonnées isothermes. 
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Des calculs directs ( [3 ] , p. 147)9 donnent 

(ni.3) s»f fi = QI î ! _ T vr A ^r«P- r̂ rÇpTAVTW» fi 

• r<*P 

D représente l'opérateur y^dx^. 

Nous avons posé 

rx=r?p. 

Un calcul effectif de la solution des équations de champ sera fait 
en première approximation. 

Les équations de champ en coordonnées quelconques entraînent 
les conditions de conservation ou équations de mouvement : 

Une étude des méthodes d'approximation a été faite par 
F. Hennequin [27]. Elle a établi le résultat suivant que nous 
utiliserons : 

Pour une solution approchée des équations de champ (cas inté
rieur et extérieur) en coordonnées isothermes, les équations appro
chées de mouvement d'ordre / entraînent la vérification des conditions 
approchées d'isothermie d'ordre /. 

Rappelons que ce résultat a été établi en utilisant les relations 

(111.4) S'fssSaP+A*?, 

(111.5) A*?=-[Yap^pFP-hTpP^pFa--Fp^pY*P—Y«P(^pFp-f-r^Fp)], 

(111.6) 2DaA«?=Y^^^xlj.FP+2Yx^r^c?xFP--.Fp6?pY^r^. 

Donc la solution approchée des équations de champ en coordon
nées isothermes est une solution particulière approchée des équations 
de champ en coordonnées quelconques. 

Ce résultat et l'unicité physique de la solution des équations de 
champ entraînent la proposition suivante : 

Toutes les solutions approchées des équations de champ en 
coordonnées quelconques se déduisent tensoriellement de la solu
tion approchée des équations de champ en coordonnées isothermes. 
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19. Solution des équations approchées de champ du cas extérieur 
et des conditions approchées d'isothermie. — Un deuxième problème, 
introduit par les travaux d'Einstein, Infeld, Hoffmann [12], 
est celui de la résolution des équations de champ du cas extérieur 
dans un système de coordonnées isothermes, lorsque le champ exté
rieur possède N singularités ponctuelles à symétrie sphérique. Ce 
travail a pour but d'établir les équations de mouvement, sans l'intro
duction d'un tenseur impulsion-énergie particulier. 

Einstein trouvait en effet peu satisfaisant d'utiliser ce dernier. 
11 nous semble que les résultats rappelés à la fin du paragraphe 

précédent peuvent servir de justification de ce deuxième problème, 
sans faire intervenir un tenseur impulsion-énergie particulier. 

En effet, la dernière proposition entraîne qu'une solution particu
lière du champ extérieur satisfait les équations approchées : 

| S*(3=o, 
( FP = o (111.7) 

ou le système équivalent 

(111.8) 
FP = o . 

Le champ extérieur présente nécessairement des singularités à 
l'intérieur de la matière. Il sera dit singulier en un point s'il n'est 
pas régulier en ce point. En fait, les singularités devraient repré
senter la matière : dans un calcul effectif relatif à la première 
méthode, nous devons faire des hypothèses sur les domaines inté
rieurs, dans un calcul concernant la seconde nous devons faire des 
hypothèses sur les singularités. 

Nous généralisons l'hypothèse d'Einstein en relativité générale et 
supposons que le champ extérieur possède N singularités ponctuelles, 
à symétrie sphérique. 

Nous montrerons l'unicité de la solution approchée de ( I I I .8) en 
la calculant effectivement (en première approximation en théorie 
de Jordan-Thiry, en première et deuxième approximation en théorie 
de Raluza-Rlein) et en supposant que le champ extérieur admet N 
singularités ponctuelles, à symétrie sphérique. 

En nous basant toujours sur les résultats du paragraphe précédent, 
toute solution du champ extérieur doit se déduire tensoriellement de 
la solution de ( I I I .8 ) . 
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L'hypothèse sur les N singularités ponctuelles à symétrie sphé
rique revient à prendre comme solution de l'équation de Laplace, 
Aw = o : 

(HI.9) "=2S rs 

où a, est une fonction dépendant seulement de la variable temporelle. 

rs désigne la distance euclidienne, en repères orthonormés, du 
point courant de W 3 (homéomorphe à E3) à la sIème singularité G,. 

20. Calcul en première approximation des développements limités 
des yaP connaissant ceux des yap. — Posons 

7¾ ïifl 
(III. io) Yap=*lap-+- -f-h...+ -^f -4-..., 

(III.II) T . f » Œ ^ | + I ^ + . . . + J | > + . . . . 

La matrice (yaP) étant la matrice inverse de (yap)j il vient 

•napï(
Po^=Sa-

Y a P = 0 
' ( 0 ) 

Donc pour a ^é (3, 

' ( 0 ) " 

et pour a = (3, nous obtenons 

YA iAi = — ij 

Y44
 = H - I ; 

d'où 

(III.12) T(
a/,= ^ p . 

Supposons maintenant que yj/jj soit le premier coefficient du déve
loppement de yap d'ordre ^ i qui ne soit pas nul. 

De yapypP=ok, nous déduisons 

T*P = . . . = Y*£ = o . 

Donc yj'jfj est le premier coefficient du développement de yaP 
d'ordre ^ i qui ne soit pas nul. 

De plus 
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Cette dernière relation dans laquelle il n'y a pas de sommation par 
rapport à a et (3, se traduit par les relations suivantes : 

1 v A i B y(p) 

T(V) = - T ( A 
v*A t = T(/») 

hp) U A / 

Les relations (III . 12) et (III. i3) déterminent en première appro
ximation le développement limité de yaP connaissant celui de y«p et 
inversement. 

21. Expression du tenseur impulsion-énergie du schéma fluide 
parfait, en première approximation. —Dans le schéma fluide parfait, 
le tenseur impulsion-énergie est 

où r, l et t>o sont déterminés par ( I I .8 ) . 

Ayant / = 0 ( - )? en première approximation, le schéma fluide 

Darfait se réduit au schéma matière pure. En développant r et Po 
l'après ( I I .8 ) , nous obtenons 

^V'(-i^) [ ' 
Du développement de t>o, nous déduisons celui de P° : 

( I I I . i ô ) 

•^V'O-ïfi?) 
•o(i). 

D'après les notations du paragraphe 7, alinéa c : 

d<j* = — p (700 d#°+lot dx^+ds*, 

dx* 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N ° 1 5 9 . 
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d'où 

et 
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« = - p (Too«">-+- Toit")*+ ( s j ) " 

S = V/»-*- f = \/' + TÏÏG^T) + ° (?) • 
De plus 

ce qui entraîne 

/ds\* dxl dxi r A / i \ 1 

ds ~ c \ c J / 

Ces derniers résultats permettent d'écrire les développements 

limités de PA et vh, en faisant l'hypothèse que —TT- est petit vis-à-vis 

de la vitesse de la lumière : 

(III .16) 

dxk __ dxx dt ds i dfo?A 

rfx cfr ds dz~~ c dt V- H* 
s ( 4 G p ^ - ^ ) • • ( * ) • 

Les expressions de ©aP, valables en première approximation, 
s'obtiennent alors immédiatement d'après (UI .14) , (III. 15) et 
(III .16) : 

eo«= „ £ + 0 ( I ) , 

e«=4*i^^Ç + o ( i ) , 

e»* = 4^G g + o ( i ) , 

eA*=8sGP Ç -*-<>(£), 

-o( i ) . 

(III .17) 

eA B= 

e" = 
___ 8rcGp 

c* • » ( * ) • 

22. Équations du champ en première approximation, en coordon
nées isothermes et dans le schéma fluide parfait. Développements 
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limités en première approximation de r aP, yaP et yap. — Comme nous 
l'avons indiqué au paragraphe 18, nous cherchons une solution 
globale des équations approchées de champ (cas extérieur et inté
rieur), sous les hypothèses faites aux paragraphes 17 et 18. 
D'après (III. 17) : 

e«P - < > ( * ) • 

Les équations de champ du cas intérieur entraînent donc 

tfssr-o^). 

Rappelons que 

7 ( ^ = ^ , 

c* 

A désignant le laplacien ordinaire de E3 rapporté à un repère 
orthonormé, les équations de champ du cas intérieur et du cas 
extérieur entraînent partout 

A r « P - o ( i ) , 

AT«P = 0 ( i ) . 

De plus, yaP tend vers Y)ap dans le domaine à l'infini d'une section 
d'espace W-j qui a été supposée complète; donc 

On aura nécessairement 

(III .18) tfsjif- Ar«P 
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Les équations de champ du cas intérieur sont alors 

- " " - ^ - o ( i ) , 
_ A I H A = i 6 x G p ^ + 0 / i \ 

C \ c 5 / 

4 1 - . . , 0 ( 1 ) , 

87ty/Gfji 

(III.19) 

. Ar<>* = 

Ar°A = _ 8rc v ^ ^ fJL^?v 

•o(i). 

•o(i)-
Les équations de champ du cas extérieur peuvent s'écrire 

(in.20) Ar«P = o ( ^ V 

D'après la remarque déjà faite sur l'équation de Laplace, nous 
pouvons alors déduire en première approximation l'ordre de TaP 
pour a ^ ( 3 (pour a = (3 cet ordre est connu, la métrique étant sup
posée quasi euclidienne). 

D'après (III. 19) et (III. 20), nous pouvons déterminer raP en pre
mière approximation. Pour cela, précisons certaines notations. 

U est le potentiel newtonien créé par l'ensemble des N domaines 
intérieurs au point considéré. Il satisfait : 

a. AU =— 4^Gp 

à l'intérieur des N domaines ; 
b. AU = o 

à l'extérieur des N domaines. 

Désignons de même par V, W , PA, QA, les potentiels satisfaisant 
respectivement l'équation de Laplace à l'extérieur des N domaines, 
et à l'intérieur les équations 

AV = —4^v/5 , 

(III.21) / * p 

APA=— faux* \/G, 

AQA = — 4*Gpi?A. 
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Nous désignons aussi par Uj, Ys, W „ PA, QA les potentiels créés 
respectivement par le slème domaine au point considéré. 

Les développements limités des F*? en première approximation 
sont alors 

r « _ _ « i - 4 - 0 ( 1 ) 

Désignons par F le déterminant des T*!3. y s'exprime en fonction 
d e T : 

r = r2, 

d'où 

fi = T* = i-h 
4U —W 

3c2 
• < > ( * ) • 

Les développements limités en première approximation de yaP 
sont donc 

(III.23) 

/ 

4 - 0 ( 1 ) 

^ . . . ^ a a f e j Q . o ^ ) 
2W-+-4U 

v*A — 

W-+-8U 
3c2 

4QA 

vOO — T _i 
T 3c2 

2_V 
•vO-V — 

vOA _ 

•»(i) 

•°(i) 
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Et d'après (III. i3) , les développements limités de yap s'obtiennent 
immédiatement (1) : 

W-t-8U 
T** = 

Ï4A = 

3 c* 

4QA 

(III .24) 

v - s», 5g(W~4U) 
Ï A B - 5 A + — 

2 W + 4U Yoo = — i -

To* = 

ÏOA = 

•<K*) 

- (5) 3 c* 

2_V 

2P A 

Dans la suite, nous supposerons que les N domaines inté
rieurs Ss(s = i, 2, . . . , N) sont sphériques de centre Gs, de masse ms 

et de charge e6. En particulier, les sphères S* pourront avoir un 
rayon arbitrairement petit, c'estrà-dire être interprétées comme des 
particules ponctuelles de masse ms et de charge es. 

En un point quelconque extérieur aux N domaines sphériques Ss, 
et en supposant W , homéomorphe à Ej, les expressions de U„ V, 
et W , sont alors 

y/Gey 

rs 

Gmsx§ 

TT G / n v V,= 
(III .25) 

W\ = 
msr/ 

Q A = P A = 
\jGesx{ 

OÙ 

rs = v / ( ^ - ?i)2+ («•—6ï)*H- (*<- ?j)2, 

a?1, #2 , a?3 étant les coordonnées d'un point variable de W 3 et £J, £*., 
£] celles de G„ 

<afc 

Avec les notations choisies : 

P A = 2 P - QA=2QA> 

(1) Les ordres en première approximation de YOA et ^u sont différents de ceux donnés 
par F. Hennequin [27]. 
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Donc à l'extérieur des N domaines SA et en première approxi
mation, le champ est le même que celui produit par N particules 
ponctuelles de masse ms et de charge es. De plus le champ extérieur, 
prolongé à l'intérieur des N domaines, possède N singularités ponc
tuelles, à symétrie sphérique. 

23. Détermination en première approximation des développements 
limités de T*!3 satisfaisant les équations de champ du cas extérieur et 
les conditions d'isothermie. — Conformément au paragraphe 19, 
nous allons déterminer en première approximation le champ exté
rieur satisfaisant les conditions d'isothermie et possédant N singu
larités ponctuelles, à symétrie sphérique. 

Le champ étant quasi galiléen, les développements limités de T00 

et T4 s sont de la forme 

(r . .=- . -+o(i) , 
(HI.26) 

(ru- i + o U ) -
Les équations de champ du cas extérieur permettent d'écrire 

(111.27) * r * ^ o ( i ) . 

Les conditions d'isothermie 

Compte tenu de 

*r"=o( l ) , 

entraînent 

(in.28) ^ r B * = o ( ^ ) . 

Montrons que d'après (III.27) et (III.28), nous pouvons écrire 

r A a = 7 l A a + o ( i ) . 

Supposons que 

•°(i) 
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et établissons que WA a est nécessairement nul. De (III.27) "et de 
l'hypothèse de symétrie sphérique des singularités, il résulte que 
nécessairement WAOt est de la forme 

W A«=27f 

où MA peut dépendre éventuellement du temps. 

(III.28) s'écrit en première approximation 

(n l29) jMSIÇlffi.o. 
^ - rs 

Cette relation vraie en tout point distinct des singularités (xB^é£%), 
est vraie en coordonnées polaires ayant pour pôle la A"Ièino singula
rité G*, quels que soient r, 0, 9. (III.29) peut alors s'écrire 

(III.3o) - (M£ sin8cos<p -4- M| sin8 smcp -h M^cosB) 

Dans le dernier terme, x1, x2, x* sont exprimés implicitement en 
coordonnées polaires par 

#1=(-^+7- sin 0 cos cp, 

x% = \\ -+- r sin 0 sin cp, 

#3 = £ -̂4- rcosO. 

Si nous faisons tendre r vers zéro, 0 et cp étant supposés fixés : 

V " ! < - , - B > tend vers Y ^ L = M , 
*U ri AU (rqk)

i 

expression qui reste finie (rqk désignant la distance euclidienne 
de Gq et GA). 

Donc (HI.3o) entraîne 

(III. 3i) M\ sin 8 cos cp -+- Mj sin 8 sin? -4- M* cos 6 = o. 

Or (III.3o) est valable quels que soient 0 et cp, (III.31) est donc 
vraie quels que soient 0 et cp, d'où 

M£=o. 
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Le raisonnement fait en particularisant la &lème singularité peut 
évidemment se faire pour une singularité quelconque. Donc 

(in.32) rA«= ^ . + o ( i ) . 

Nous avons vu au paragraphe 22, que les équations de champ 
du cas intérieur entraînent 

ro* = o ( i ) ; 
(III.33) 1 x ' 

r o B = - ( i ) -
Nous vérifions facilement que les équations de champ du cas 

extérieur associées aux conditions d'isothermie ne peuvent entraîner 
les conditions (III.33). Il est donc nécessaire de faire une hypothèse 
supplémentaire soit 

T-O(i). 
soit 

-o(i). Ï0B = 

l'une des deux conditions entraînant l'autre. 

Supposons par exemple 

r<,= o( i . ) , 

cette condition est équivalente à 

ï « - o ( i ) ou r » - o ( J L ) . 

Les équations de champ du cas extérieur et les conditions d'iso
thermie peuvent alors s'écrire avec cette autre hypothèse : 

(III. 34) • A r « P + 0 ( - ^ ) = 0 , 

(in.35) ~ <*BrB»=o(-i) . 

D'après une démonstration déjà faite dans ce paragraphe, il vient 

(111.36) r B * = o ( i ) . 
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Nous pouvons écrire 

et (III.34) entraîne 
AW" = o, 
AWA* = o. 

Nous pouvons donc poser 

(III-37> l 4 - w ' 

où m, et (3A peuvent dépendre du temps. 

Établissons d'après les conditions d'isothermie que ms est indé
pendant du temps et que 

p A =4G/n^ . 

La condition d'isothermie 

dBrB*H-<*tr**=.o 

entraîne d'après (III.34) : 

2(PJ-4G».|f)rfBi+42^-o, 
S S 

c'est-à-dire en coordonnées polaires (r, 0, cp) ayant pour pôle 
la /rième singularité G* : 

(111.38) - 2 (PÎ-4G^??)f^i5 - l^ i 

_2(P?-4G-v«-)ï^a .rB—?g 4G/h 5 = « 

«7 7 ^ , 8 

(III.38) est valable quels que soient r, 0, cp. Quand 7' tend vers 
zéro, le troisième et le quatrième terme tend vers des quantités 

finies. Le premier terme étant un infiniment grand équivalent à — et 
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le deuxième équivalant à -? nous avons 

(EU—4GttijtÇÎt) sin8coscp 

•+• (P î — 4Gi»jfcêï) sin8 sinç -+- ( p i — ^Gmk\\) cos6 = o, 

mjfc=o. 

La première relation étant vraie quels que soient 0 et cp : 

p?—4Gm*.u = o, 
mk=o. 

Ce raisonnement peut être fait au voisinage de chaque singularité 
du champ extérieur. Comme nous le verrons plus tard, il aurait pu 
être démontré que ms est indépendant du temps à partir des 
équations de mouvement. Nous avons donc établi 

"- £2½ *o(±). 
D'après les équations de champ du cas extérieur et les conditions 

d'isothermie, nous avons 

Ar>B 

^BrBA 

d'où, d'après une démonstration déjà faite plus haut, nous pouvons 
conclure : 

r A B = _ S B + o ( i ) . 

De plus, T04 satisfaisant à 

A T » - 0 ( ± ) , 

nous pouvons écrire 

' - r te* 0 ^) ' 
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où es peut éventuellement dépendre du temps. D'après (III.36), le 
développement de F40 est de la même forme 

- ^ - 0 ) -
Or, d'après les équations de champ du cas extérieur et les condi

tions d'isothermie 

<*BWB°--2vW2gW. 
AW A 0 =o . 

Par une démonstration analogue à une déjà faite dans ce para
graphe, il vient donc 

WAo=2v/g2gSA, 

Nous montrerons que l'indépendance des es par rapport au temps 
pouvait se démontrer par les équations de mouvement. D'après les 
équations de champ du cas extérieur 

A r » » + o ( i ) = o, 

nous pouvons poser 

r<>o = —1 + 
c^^Àrs^ \ c * / 

Mais, rien ne peut prouver que fis= — > ce qui résulte des équa

tions de champ du cas intérieur. 

Donc, moyennant l'hypothèse supplémentaire 

Ï 04 
- » ( * ) 

(cette hypothèse n'a pas été utilisée au paragraphe 22), nous trou
vons les mêmes solutions [cf. (III.22) et (III.20)] pour les densités 
tensorielles, en première approximation. Toutefois, ce sont les 
équations de champ du cas intérieur qui entraînent les interpréta
tions suivantes^ nécessaires pour que le champ extérieur soit effecti
vement produit par N domaines sphériques : ms et es représentent 
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effectivement la masse et la charge du sieme domaine. 

e2 

r m, 

Comme dans le paragraphe 22, des développements limités des 
densités tensorielles, nous déduisons ceux de y*!3 et yap. Dans l'hypo
thèse de singularités ponctuelles à symétrie sphérique, le champ 
extérieur satisfaisant les conditions d'isothermie, est donc déterminé 
en première approximation, à l'interprétation physique près de 
certaines constantes. 

CHAPITRE IV. 

ÉTUDE DES ÉQUATIONS DE MOUVEMENT EN THÉORIE DE JORDAN-THIRY. 

DÉTERMINATION EFFECTIVE EN PREMIÈRE APPROXIMATION. 

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier en première 
approximation et en théorie pentadimensionnelle de Jordan-Thiry, 
les équations de mouvement obtenues à partir des équations de 
champ du cas extérieur : cette méthode généralise la méthode des 
singularités de la relativité générale, méthode établie en 1938 par 
Einstein, Infeld, Hoffmann [12], puis approfondie en 1957 par 
Pham Tan Hoang [23]; elle a permis d'établir les équations de 
mouvement de N particules matérielles neutres. Nous appliquerons 
cette méthode, dans le cas particulier où le champ extérieur possède 
N singularités ponctuelles à symétrie sphérique. Comme nous l'avons 
montré dans le paragraphe précédent, nous pouvons supposer en 
première approximation, que le champ extérieur est produit par N 
domaines asymétrie sphérique. Les équations déduites des équations 
de champ du cas extérieur seront interprétées comme les équations 
de mouvement de N domaines à symétrie sphérique. Les mêmes 
résultats sont obtenus par la méthode du tenseur impulsion-énergie, 
en utilisant les équations de champ du cas intérieur : cette méthode 
a été employée par F . Hennequin [27], mais nous obtenons des 
résultats différents provenant de divergences déjà signalées dans les 
solutions des équations de champ. 

24. Exposé de la méthode des singularités dans une théorie géné
ralisant celle de Jordan-Thiry. — Avant d'atteindre le but proposé 
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au début du chapitre, nous allons essayer de donner une méthode 
générale d'obtention des équations de mouvement, en utilisant uni
quement les équations de champ du cas extérieur, dans le cadre 
d'une variété Vu+i, à (71+1) dimensions, admettant un groupe 
connexe d'isométries à un paramètre; ce groupe d'isométries satis
fait les mêmes propriétés que celui de la variété V5 de la théorie de 
Jordan-Thiry [cf. § 1). Le problème correspondra alors au cas par
ticulier où n== 4, et où le champ extérieur présente N singularités 
ponctuelles à symétrie sphérique. Précisons alors les hypothèses 
satisfaites par V a + 1 : 

A. HYPOTHÈSES. — Vra-M est une variété différentiable à ( n + i ) 
dimensions de classe de diffèrentiabilité, C2, C4 par morceaux. 

Vn + i , admettant un groupe connexe d'isométries, il existe un 

système de coordonnées privilégié qui est dit adapté à l'isométrie Ç 
tel que £ ° = 1, £ '= o. 

On posera 
a = o, I, 2, . . . , n, 

i= 1, 2, . . . , n, 

A = 1, 2, . . . , AI — 1 , 

xn = ct. 

Soit W„ une section particulière de Vn+i par x°= Cte. 
Désignons par V„ l'espace quotient de Vw+i par le groupe d'iso

métries. Toutes les sections W„ sont homéomorphes à Vw. 
Soit W„_i une section de \ n par xn= Cte. Une telle section 

sera appelée section d'espace. Supposons que la métrique 
da2=*0tpdx*dxP, satisfasse les propriétés suivantes, à l'extérieur 
de N domaines de Vrt+i, appelés domaines de singularités. 

a. Elle est partout définie et hyperbolique normale, avec un carré 
positif et n carrés négatifs. 

Les trajectoires du groupe d'isométries sont telles que de2 soit 
négatif, c'est-à-dire y0o < o. On pose alors 

?2 = — ïoo>o, 
d**= ( w » ) i _ ( w * ) * _ . . . _ ( w 5 = i ) i . 

Les w- sont des formes locales de Pfaff : 

coi = — - (YOO dxQ •+• Yoi dxl). 
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b. Elle est régulière, c'est-à-dire C1, C3 par morceaux. 

c. Elle satisfait les équations de champ du cas extérieur, 

Sa?=o. 

Vn sera alors munie de la métrique riemannienne de type hyper
bolique normal [i carré positif et (n—i ) carrés négatifs] : 

ds*= \gi} dxldxt 

avec 

* ; - T , / ïoo ' 

xn désigne la variable qui présente le caractère temporel, ynn et ynrt 

sont des quantités positives. 

Nous munirons une section d'espace particulière Wn_4 de la 
métrique ds2=lgAB dxx dxu. Un domaine de singularité de Vn+i se 
trouve représenté dans W„_i par un domaine que nous appellerons 
domaine de singularité de W / î_4 (conformément aux hypothèses du 
paragraphe 19, dans les applications nous nous placerons dans le cas 
limite où les singularités sont ponctuelles à symétrie sphérique). 
De plus, puisque gnn=ynn> o, la forme quadratique ds2 est défi
nie négative à l'extérieur des singularités de Wn_i . 

Nous supposons que W,i__i est une variété orientée. Soit y un 
domaine de singularités particulier de Vw+4, et T, sa représentation 
dans W ; l_i. T est muni, par induction de la structure de W„_i, 
d'une structure de variété orientée : c'est une sous-variété de W„_i. 

Nous faisons les hypothèses suivantes sur la métrique da2 et sur 
un domaine de singularités quelconque T de Ww_4 : 

a. La métrique est quasi euclidienne, à comportement asympto
tique euclidien (cf. § 17). 

(3. On peut définir pour chaque domaine de singularités une 
vitesse moyenne de translation, cette vitesse étant petite devant c. 

On a alors dn= 0 ( - V C'est l'hypothèse quasi statique. 

y. T admet un bord àT qui est une variété bornée à (n — 2) 
dimensions. 



64 A. SURIN. 

La propriété y implique que âT peut être douée d'une structure 
d'espace métrique. Montrons-le. Désignons par (t1, ...,tn~2) le 
système de coordonnées locales auquel se trouve rapporté dT. 

ds2 induit sur dT une métrique rapportée au système de coordon
nées locales (t1, . . . , tn~2). La distance de deux points A4 et Aa de 
dT est alors la borne inférieure des longueurs des chemins continû
ment différentiables joignant A4 et A2. 

Nous utiliserons les notations suivantes : 

g, déterminant de la forme quadratique ds2 définie sur Wn_4 . 
gJ, déterminant de la forme quadratique fondamentale ds2 définie 

sur dT et rapportée aux variables (J1, . . ., tn~2). 

Considérons maintenant un domaine C de W«__i assujetti seule
ment aux conditions suivantes : 

Ai. G contient un seul domaine de singularité de WAÎ_i, par 
exemple T. 

A2. C admet un bord dC qui est une variété bornée à (n — 2) 
dimensions. 

A3. C — T est borné. 

Désignons par SaP le tenseur d'Einstein, r}Aitkni le tenseur 
complètement antisymétrique attaché à lu forme élément de volume 
de W ^ i : 

^,..^ = (-0^--^/171-
Le tenseur S(0C)A induit sur W„_i un vecteur S(oc), l'indice a ayant 

une valeur fixée quelconque. Considérons &(0t), forme différentielle 
extérieure d'ordre (n — 2) : 

û(âi = ^' - A "-; S(a) A«-* dx^ A . . . A dxx»~*. 

B. ÉTUDE DES PROPRIÉTÉS (1) DU FLUX DE S(al A TRAVERS dC. — Les 

hypothèses et les notations ayant été précisées dans A, nous nous 

(1) Le principe des démonstrations est celui des démonstrations faites par Einstein, 
Infeld, Hoffmann [12] dans le cadre de la variété V4 de la relativité générale, et par 
Pham Tan Hoang [23] dans le cadre d'une variété Vn généralisant celui de la rela
tivité générale. 
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proposons d'étudier les propriétés de o-a, flux de S(ot> à travers dG, 

< j » = / Q(a)# 

JdC 

Donnons une autre expression pour &*. dG est une variété bornée 
à (n — 2) dimensions recouverte par des voisinages rapportés à des 
coordonnées locales, t1, . . ., tn~2 : 

JdC ( / i - 2 ) ! U(^, . . . , /*-*) / x /N 

Posons 

p = _ ! _ _ ^..,. A—B D(^AS . . . , ^A"~') 
B ( " ~ 2 ) ! vTTT D(*S ...,*»-•) ' 

vh sont les composantes covariantes d'un vecteur v unitaire normal 
à dC et extérieur à C. dG aura l'orientation déduite de celle de C à 

l'aide du vecteur v, 

(IV.1) <i*= f S ^ V / I T T ^ B ^ A — A ^ ' 1 - 2 

= f S(«) £ s/Jg^dt1 A• • • A^71-8 

La métrique dS2 étant régulière à l'extérieur des singularités de 
W H _ I , Qw est localement intégrable sur dG. Donc d'après la condi
tion A2, <ra existe. De même, d désignant le symbole de différen-
tiâtion extérieur, d&(a) est localement intégrable dans G—T. Aussi, 

d'après la condition A3, / dQm existe. 
Je—Y 

Orientons dG et d(G—T), à partir de C et de G — T, comme 
nous avons orienté dT à partir de T. Nous avons alors 

(IV.2) f Q(*> = f QW — f Q(a) 

et d'après le théorème de Stokes : 

(IV. 3) f Q«*)= f rfûl«). 
*/d(C_r) •'c—r 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — K° 1 5 9 . * 
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Désignons par Da etVA, les opérateurs de dérivation covariante 
relativement aux connexions de V„+i et W / l_4 . Rappelons les 
expressions de &(a) et dSl{ct) : 

Û(a) = (n-2)\ ^ ' A - ' S(a> AW_1 dû°kX A ' ' " A ^ ^ 

<*û(a) = ^ T T Î f i ^ ^ K , . A „ _ 1 S W A - ) r f ^ A . . . A ^ A - A ^ A - , 

dQ{tx) peut encore s'écrire 

(IV.4) dQW = (—i)*-*(n — i)àx(\/Tf\ S a A )^ 1 A - ' - A ^ " - 1 

or, par définition 

div tw s - - 4 = àk (S<a>A fif\) = VA S<*>A. 
v\e\ 

D e ( I V . 2 ) , ( l V . 3 ) e t ( l V . 4 ) r é s u l t e : 

PREMIÈRE PROPRIÉTÉ. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que <ra soit indépendant de C, supposé satisfaire les condi-

lions énoncées, est que div S(a) soit nulle à l'extérieur des singu
larités de W,i_i. 

Supposons alors qu'il existe des développements limités des yap en 

fonction de - , jusqu'à l'ordre/?, 

Ï « P = 2 ^ + ° ( ^ T ) ' 
/ = 0 

SaP et aa admettent les développements 

Posons 

E(«) * ^A S(a>A ^ div !"(*), 
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E<a> admettant le développement 

P i E * E(*'=2^-°(c-^)< 
1=0 

c*, satisfait alors à la même propriété que <ra, 

DEUXIÈME PROPRIÉTÉ. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que cr*p) soit indépendante de G supposé satisfaire les condi
tions énoncées plus haut, est que EjJJ soit nul à Vextérieur des 
singularités de W n _ i . 

Supposons maintenant que les équations de champ du cas exté
rieur soient vérifiées jusqu'à l'ordre (p — i ) compris, et montrons 
que les identités de conservation entraînent Ej*| = o. 

Désignons par rj!L les coefficients de la connexion de Vn+l et par 
râc ceux de W n _ i . Écrivons l'expression de DpSaP : 

D3S«P = ^s«P-4-r^s«ff-i-rpffs»P 

= ^AsaA-+- à0s*» + àns*n + r ^ s « » + rpffs<»? 

= vAs(a)*-+- <j„s«»- r î B sw B + r|jffs«"-+- r^s*?, 

or nous avons 

' - * ! rSï-°(i)i F*--°(è> 
Du caractère conservatif de S*!3 résulte l'identité 

E(a) + àn s«*—r*B s*?-*- r^s^-t- rj^s^so. 

Cette identité entraîne que E[*j dépend seulement de Sjf pour 
/ ^ / ? — 1 et pas de Sjf, 

Donc si nous supposons 

S*P = o pour l^p — i, 

il vient 
bip) = °> 

d'où, il découle encore que <jfp) est indépendant de C. Nous pouvons 
donc énoncer : 

TROISIÈME PROPRIÉTÉ. — Si les équations de champ du cas exté
rieur sont vérifiées jusqu'à Vordre (p — 1 ) compris, nous pouvons 
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conclure que (jfp) est indépendant de G satisfaisant les conditions 
énoncées plus haut. 

Démontrons maintenant que dfp) ne dépend que des potentiels 
d'ordre au plus égal à (p — i ). Pour cela, mettons en évidence dans-
S(ot)M les termes linéaires qui ne comportent pas de dérivation par 
rapport à xn. Rappelons l'expression de S|a)M dans un système de 
coordonnées quelconques : 

(iv.5) saM= i _ n r a M - Ç r ) k ^ r a M - r * r?pïAvTl.p 

+ Y«H [ £ rxr,+ & w] - Ç,p F-_ Ç.PF« 
FP v a M 

+ T ^ T a " " * : V w P F p + r P F p ) ' 

Après calculs, on trouve que les termes linéaires ne comportant 
pas de dérivation par rapport à xn, sont à l'ordre/? : 

B,C 

Cette dernière expression est de la forme dB FaMB où 

paMB _ pOcBM 

Considérons l'intégrale 

1= f *F a l I B ^H/TiT* 1 A- . - .A * " ^ , 
JàC 

Elle s'écrit 

I =f dï.V. AnlsV^B F*mdx*> A . . . A dxA»-> -*- O (JL_) • 

On peut toujours trouver/AV..*„_, complètement antisymétrique 
tel que 

FaMB *! . . . *„_ , MB f 

I devient alors 

I-J^^'ii^g^.. .^^A.. .A<*^^0(5L-) 



SUR LES THÉORIES PENTADIMENSIONNELLES. 69 

ou encore 

I = f ( - ' ) " - V A , . .A„_,<**B A <***' A •• • A<***"-+ o ( ^ ) 

et d'après la formule de Stokes : 

1=(~ i)n~\Lc/A'•••*"-*rf*Al A ' ' • A ***""•-•- °(^)' 
donc 

Nous pouvons donc énoncer : 

QUATRIÈME PROPRIÉTÉ. — <jfp) ne dépend que des potentiels d'ordre 
au plus égal à (p — 1 ). 

CONCLUSION. —Le résultat des propriétés que nous venons d'énon
cer est le suivant : 

Supposons que les équations de champ du cas extérieur soient 
satisfaites jusqu'à l'ordre (p — 1 ) compris, c'est-à-dire 

Les conditions 

S*f = o, l^p-i. 

2#-°(^)=° 
l*P 

s'expriment en fonction des potentiels d'ordre au plus égal à (p—1), 
qui sont solutions des équations précédentes. Nous vérifierons dans 
les applications que les conditions 

2}~°(è*)-
ne sont pas identiquement vérifiées, car il ne semble pas qu'il soit 
possible de le montrer a priori. S'il en est ainsi, d'après la troisième 

propriété, nous pourrons dire que T J -7 + O ( —^ \ = o représente 
l~p 

à l'ordre p les équations de mouvement relatives au domaine de 
singularité T. 
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Nous appliquerons ce résultat pour établir les équations de mou
vement en première approximation, dans le cas particulier où le 
champ extérieur possède N singularités ponctuelles à spnétrie 
sphérique. 

25. Application de la méthode précédente au cas où le champ 
extérieur possède N singularités ponctuelles, à symétrie sphérique. 
— Appliquons la méthode des singulaiités définie dans le para
graphe précédent pour n = ^, c'est-à-dire en théorie de Jordan-
Thiry. Les calculs sont menés en coordonnées isothermes en choi
sissant comme inconnues les densités tensorielles 1>P. Supposons 
de plus que le champ, satisfaisant les équations de champ du cas 
extérieur, possède en projection dans W 3 , N singularités ponctuelles 
à symétrie sphérique. Nous avons montré au paragraphe 23, qu'en 
première approximation, on peut considérer le champ extérieur 
comme s'il était produit par N domaines à symétrie sphérique, ayant 
pour centres les N singularités; si le rayon de chaque domaine est 
arbitrairement petit, les N domaines recevront l'interprétation de N 
particules matérielles de masses ms et de charges es (s = i, 2 , . . ., N) . 
Gomme au paragraphe 23, nous supposerons W 3 homéomorphe à 
l'espace euclidien E3 . 

Cherchons les équations de mouvement relatives à la klème singu
larité G*. En première approximation, les développements limités 
de yap, yaP et TaP sont donnés par (III.24), (111.23) et par (III .22) , 
Uj, V, et W j ayant les valeurs (III. 25) à l'extérieur de G,. 

Désignons par £f les coordonnées de G* et par #M celles du point 
courant de W J } relativement à E3. D'après la troisième propriété 
énoncée au paragraphe 24, les équations de mouvement sont indé
pendantes en première approximation du domaine C* entourant G* : 
nous pouvons ainsi choisir pour C* une sphère de centre G* dont 
nous ferons tendre le rayon vers zéro. En première approximation, 
les équations de mouvement s'écrivent alors 

(IV..) jfe + 0(i)-o, 
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où (7* a pour expression, d'après (IV. i ) : 

a* = Ç SMvdS, 

dS désignant l'élément d'aire de dGk. 

En utilisant les coordonnées polaires (r*, 6, cp) ayant pour pôle 
G*, cxĵ j peut encore s'écrire, compte tenu de Sjjf = o avec l<.p-

'àCk 

(iv.7) a(%=r s^^-^^ s i n e r f 6^-

Nous supposons maintenant et dans la suite de ce travail que les 
indices écrits en majuscules latines et répétés dans un même 
monôme, sont sommés de 1 à 3 (même si nous avons négligé d'écrire 
le signe de sommation). 

Dans la pratique, pour simplifier les calculs, nous ferons tendre r> 
vers zéro, puisque afp) est indépendant du domaine C* entourant Gk. 
Nous utiliserons le signe ~ pour signifier que nous calculons SaM 

modulo des termes qui n'ont pas de contribution dans les équations 
de mouvement en première approximation. 

26. Calcul de certaines intégrales. — Afin d'établir les équations 
de mouvement en première approximation, nous allons calculer 
trois intégrales lorsque rk tend vers zéro. 

a. 1= lim f à^â^P — dS. 

a>o*/dCjt rk 

Nous avons posé 

X M = # M _ CM. P = = V ^ . dS=r2
ksin^dbd^ 

où P, peut dépendre du temps. 

L'indice q sera supposé différent de k. 

Décomposons dAP dMP : 

^ P ^ M P = -(2^)(2^) 
rk * rk 
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ce qui entraîne la décomposition correspondante pour I. Nous avons 
évidemment 

-£ (2^) (2* * ) s -« 
Montrons que 

lt+JâCky£t xrqJ *rk rk \A A r„ J r^oJ,^ M n r* 

où ^ - 2 est la dérivée partielle par rapport à xk de -^> prise au 

point (£ = &,**=a,^=a) . 
En effet, on peut choisir YÎ > o assez petit, pour que l'inégalité 

/><*î entraîne |dAP^— 3 A P f f | < e ; e a été choisi > o arbitrai
rement petit, quel que soit q. On a alors 

£.(2^-2^)^=-«»->•«. 
où M est borné. Or 

lim f àn——dS=-4*Pk, 

lim / f 2 
donc 

: ^ 3 = - ^ 2 ¾ ¾ 
Par une démonstration analogue : 

a > o ^ d C i rk\^émà rq j ik Ô àmà rq 

Enfin 

JôCk n n n r* -V* a r* r* 

Cette dernière intégrale est donc nulle quel que soit r*. 

En groupant les divers résultats obtenus, il vient 

IV.8) lim p A P ^ P - r f S = - ^ P * Y 3 A ? 2 . 
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Le calcul des intégrales suivantes étant analogue à celui que nous 
venons d'effectuer, nous ne donnerons que les résultats : 

b. 

(iv.9) Hm f y ^ p ) 4 ^ s = - T p ^ 3 A p ^ 
B q 

C. 

(IV. 10) hm f àXBP—dS=o. 
>k>oJdCk

 r* 

Remarquons qu'il résulte de a et b : 

( I V . I I ) ^ A P ^ M P ~ 2 5M2(<> B P)* . 

B 

Ce dernier résultat sera quelquefois utilisé pour permettre des 
simplifications dans le calcul de SaM, avant d'intégrer. 

27. Premier groupe d'équations de mouvement, en première 
approximation. — Calculons <7*3) pour obtenir la première équation 
de mouvement (IV.6) . 

D'après (IV.5) 

et d'après (III.22) et (III.25) : 

^-1^2^-0(5.) 
S 

(IV. io) entraîne alors 

CF*I) = — %TzGmk. 

Donc la première équation de mouvement s'écrit 

(IV.12) mk=o. 

Nous avons de même : 

Sf tW^A- 1 » 
K ' 2 A rk 

<!&) = — 2Kèk> 

c31 
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Donc la deuxième équation de mouvement (IV.6) s'écrit 

(IV.i3) èk=o. 

Les conditions (IV. 12) et (IV. 13) ont déjà été obtenues dans le 
paragraphe 23, à partir des conditions d'isothermie, mais il est inté
ressant qu'elles puissent se déduire des équations de mouvement, 
indépendamment des conditions d'isothermie. 

28. Calcul de Sf^ en coordonnées quelconques. — Dans ce para
graphe, quelques calculs intermédiaires seront faits afin d'écrire la 
troisième équation de mouvement (IV.6) . 

a. Calcul en première approximation de rA
p. — Par définition : 

d'où 

(IV.14) rA
p = - I [ ^ T p A + ^ T u - ^ A Ï , p ] + o ( i ) . 

Les potentiels sont déterminés en première approximation par 
(III.24) et par (III.25). Posons 

i
W+8U 1 / V e\ ~ V G / M 

\ d s / 

2W-4-4U 1 / „ v e* _ , _ / V G ' M 

« 0 0 = = .— Œ _ _ ^ — + 4 2 , — j , 
(IV. 14) entraîne alors 

r*-^-°(£)» 
* - ^ - < > ( ? > 

'•-¥-<>(*)• 
•i-°(i)' 
fc-o(i)' 

Tftc= ^ W ^ P + 8êrfcP - 8fcdA P] + o ( i ) • 

r i 
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b. Calcul des différents termes intervenant dans SA", d'après 
l'expression (IV. 5 ) : 

à,P 

donc 

et 

( IV.16) 

r> = <jx Log fi 

T * * , 

C2 •°®> 

.^r^r«=o(±) 

V ^ r ^ - ^ S M ^ p ^ o ^ ) . 

Calculons maintenant l'expression suivante : 

- r A
ï r ^ ï a P T ï S = _ r A

p r 5 ï
p - n ^ r 1 P P + o ( i ) . 

D'après l'alinéa a de ce paragraphe et en utilisant la remarque 
(IV. 11), on trouve 

(iv.17) -r£Yr]feT«PTT* 

H ~ I — 7^Aaoo^Maoo— jàxauàM<XM-h2àxYdvlV 

<£(**>-J^*p]à + o(±). 

On obtient de même les relations suivantes : 

; rAM r§Y àa TPï = _ J 8¾ rJT <*B rPï + O ( 1 ) 

B B 

(iv.,8) { - « 2 ^ ^ + ? 2 ^ i + 0 ( i ) ' 
B B J 

l^FP-^"^*rw-°(?)' 
(IV. 19) - Ç ' ^ FM = [ 5 <*AB rfô-t- 2^Q«] i + O ( £ ) , 

FP 

2 



76 A. SURIN. 

Av.*» - Ç <>PFA= [idmm+i-àm^]±+o(±y 

(IV.21) Ç rfpFP = -^[2^U+d I WQB-Hl^crpfi]H-o(i), 

(IV-22) 5=^^ = -^2^^+0(^). 
* • B 

c. Calcul de Sf^. — En groupant les résultats obtenus dans les 
relations numérotées de (IV. 16) à IV.22), nous pouvons calculer 
SA

t*5 modulo des termes qui ne donnent pas de contribution dans les 
équations de mouvement suivantes : 

D'après la quatrième propriété du paragraphe 24, les termes 
linéaires qui ne comportent pas de dérivation par rapport à xk, 
n'interviennent pas dans les équations de mouvement; d'après les 
relations (IV. 19), (IV.20), (IV.21), et (IV.22), ces termes groupés 
donnent 

Cette expression se met donc sous la forme dBFAMB avec 

FAMB = _ pABM. 

Donc, en revenant à la démonstration de la quatrième propriété : 

.X* f àB d FAMB'_^S=0. 
rk 

Compte tenu de (IV. 11 ) et des résultats ci-dessus, il vient 

3 
16 (IV.23) Sffl~a^AIQ«H-a^MIQA-28Ï^U-48ï^BiQB- 4«>À«OO<>M«OO 

3 3 3 

29. Deuxième groupe d'équations de mouvement, en première 
approximation. — Nous nous proposons d'écrire les équations de 
mouvement suivantes : 

* * < > ( * ) - -
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où 

•&)=/* sfts^rfs. 

Le calcul de <rA
} est conduit en cherchant la contribution de 

chaque terme de (IV.23). Nous utiliserons (IV.8) , (IV.9) et 
(IV. 10). De plus, (III.25) permet d'écrire 

^ Q M = 2 ^ U / ? ? - 2 ^ 5 ^ A B U „ 
s s 

Formons un tableau à deux colonnes groupant les résultats, la 
première colonne comprenant le terme de Sf* q u e nous intégrons et 
la deuxième colonne la contribution de ce terme dans les équations 
de mouvement : 

2 ^ Q M 

- 2 8M^U 

- 4 & M * Q B 

3_ 
161 

^AV^MV 

87c _ » A 

— yGmAÇA 

- 8TU G / r c ^ 

- y G m A ? A 

?[ 2Gm^- fi ]2: 2 G m^ H 2-

mk\ À* k rq 

l>G^-âl2^ 
^Gmq 
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Les équations de mouvement de la £i6me particule peuvent donc 
s'écrire, en première approximation : 

(IV.24) -mkt\+mky~dk^-ek^àK
e-± 

-M(^ + ~)2M«-*ïâ;)£-<.(i). 
équations auxquelles il faut ajouter celle du paragraphe 27 : 

mk=o, 
( IV.25) 

• ek=o. 

Si nous comparons les équations de mouvement (IV.24) à celles 
obtenues en électromagnétisme classique, nous remarquons qu'il 
apparaît un terme supplémentaire qui n'est pas négligeable : 

1 / e - hm*) V 3A ( G m 7 -+- -^- ) —• 
mk I J-U A \ ' <imq] rq 

3 \ 2 G mk 

30. Équations de mouvement, en première approximation, par la 
méthode du tenseur impulsion-énergie. — Montrons qu'en première 
approximation les équations de mouvement obtenues par la méthode 
du tenseur impulsion-énergie sont identiques à celles déduites par la 
méthode des singularités. La méthode du tenseur impulsion-énergie 
en théorie de Jordan-Thiry généralise celle de la relativité générale 
et a été étudiée par F . Hennequin dans le schéma matière pure 

([27]. P. 64). , 
On suppose qu'une région de la variété V5 est balayée par une distri

bution finie de masses et de charges, cetle région étant représentée 
dans une section d'espace W \ par N domaines SA(s = i, . . ., N). 
Dans cette région, les équations de champ sont celles du cas inté
rieur du schéma fluide parfait. Le champ est supposé quasi galiléen, 
à comportement asymptotique euclidien- De plus, il est possible de 
définir pour chaque domaine Ŝ  de W 3 une vitesse moyenne de 
translation, cette vitesse étant petite devant c. Les équations de 
mouvement se déduisent des conditions de conservation que nous 
prendrons sous la forme (II . i5) . Les calculs seront effectivement 
faits en première approximation. Rappelons que les valeurs en pre
mière approximation de r*!3, y*!3 et yap solutions des équations de 
champ sont données par (III .22) , (III.23) et ^ III.24). 
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a. L'une des conditions de conservation est 

( IV.26) D a 6 ? = D a (ro«Po) = o 

or, d'après la première relation (11.36), (IV.26) s'écrit aussi 

(IV.27) Vt[t*i]=o. 

Le premier membre de (IV.27) est un scalaire de V4 que nous 
allons intégrer sur un domaine A4 de V4, de bord dA4. Or 

On rappelle que g est le déterminant des gij. (IV.27) entraîne 
donc 

(IV.28) 1= fàf(telfi^)dx*Adx*/\dx*Adx*=o, 
J A 4 

->-
I représente le flux du vecteur P de composantes contravariantes 
P' = £tf£ à travers dA4, c'est-à-dire 

f TÎ Wi' . 5 e« dxh A dxh A dx**. 
JdA, 6 • 

En effet, un simple calcul entraîne 

I =fd[^ W.«. t*(>dxh A dxU A «&*], 

d désignant le symbole de différentiation extérieure, fiJiihU le tenseur 
élément de volume défini sur V4 munie de la métrique 

ds2 = gifdxldxi. 

(IV. 28) étant vraie quel que soit le domaine A4, on suppose qu'on 

peut choisir A4 engendré par des lignes tangentes à P, et aussi par 
deux sections sti et sft respectivement définies par t=ttett = t*. 
(IV.28) se réduit alors à 

(IV.29) f Ç6Î s/—gdxiAdx*/\dx*— f ÇBS \T^gdxi/\dx*/\ 
Je. Jstt 

dx* = o. 
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Si nous supposons t% variable et faisons tendre t2 vers £4, nous 
déduisons de (IV.29) : 

(IV,3o) Tt\Ji%h° sT^gdx^ A^ 2 A^ 3 l = o, 

où st est un domaine fonction de t, défini comme section d'espace 

d'un tube de lignes tangentes à P. 

Dans le schéma matière pure ou fluide parfait : 

B/ = r r 0 W . 

Remarquons que nous obtiendrions le même résultat (IV.3o) si 
V4 était munie d'une métrique conforme à ds2, en ne tenant pas 
compte des interprétations physiques différentes qui en résulteraient. 

Dans le schéma matière pure ou fluide parfait, (IV.3o) devient 

dt I I rv° "* Ç V/C=^ dxX A dx*A ̂ 1 = °' 
st est alors défini comme section d'espace d'un tube de lignes de 
courant et d'après (II.&) et (II.6") : 

(IV.3i) ^ T Cii.fr \/— gdxi/\dx*f\dxA = o. 

( IV .3 i ) s'écrit en première approximation, si nous choisissons 
pour St le £Ieme domaine S* de charge ek • 

(IV.32) ^ T C pdxi A dx*/\ dx*\ = o 

ou encore 
èk=o. 

b. Une deuxième condition de conservation (II. 15) se traduit par 
la propriété que sur toute ligne de courant : 

(IV.33) ^ + £ ^ = 0 . 
Va r 

Dans le schéma matière pure, (IV.33) exprime que v0 est constant 
sur toute ligne de courant. 

http://Cii.fr
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Dans le schéma fluide parfait, on obtient, en première approxima
tion, la propriété suivante vraie sur toute ligne de courant : 

P „ = C i e + 0 ( i ) , 

ce qui, d'après (III. i4) , s'écrit en première approximation : 

(IV.34) ^ = Cte. 
P 

D'où il résulte, d'après (IV.32) : 

(IV.35) -j-t CpdxiAdx*Adx-i=o, 

où st est définie comme section d'espace d'un tube de lignes de 
courant. Ceci entraîne la propriété suivante pour le kii>me domaine SA 
de masse mk : 

(IV.36) ^ [ f pdxiAdx*AdxA = o 

ou 

7 * 1 * = O. 

c. Les conditions de conservation (II.,i5) qu'il reste à utiliser sont 

(IV. 37) Da0£=o. 
En intégrant ces équations sur le kième domaine Sk d'une section 

d'espace W 3 , on obtient les équations de mouvement de ce domaine. 
y étant porportionnel au déterminant des composantes covariantes 
du tenseur métrique choisi sur W 3 , (IV.37) entraîne 

(IV.38) f DaO« fi dx* A dx* A dx* = o, 

avec 

(iv.39) Dae*^ ^ a ( y } - ie«^AT„ 
fi 2 

or, dans le schéma fluide parfait : 

e 2 = r ^ A - / y « , 

donc 
àa(elfi)^àl(ru^Afi)-àA(lfi) 

( r dx^ \ 

MÉMORIAL DES SG. MATH. — N° 1 5 9 . • 
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D'une part, 8* a la môme expression rvkvx dans le schéma 

matière pure ou le schéma fluide parfait, d'autre part - ^ - est supposé 

constant sur SA; d^yS^fi) a donc pour expression sur SA : 

(iv.40) da(elfi)^l ^ ( 6 ^ ) - ^ ( ^ ) , 

(IV.37) s'écrit alors, compte tenu de (IV.3g) et ( IV.40) : 

( Ï V-40 f ^ (eAv/ï) dxi A dx* A dxi— f àx(lfi)dxiAdx*Adx* Jsk
 at Jsk 

= - f e^fià^audx^Adx^Adxi 
2jsk 

or, d'après la formule d'Ostrogradski : 

f oA(lfi)dx>Adx>Adx>=f ifi^^p^-dt.Adt,, 

'ôktlii étant le tenseur élément de volume de W 3 , et dSk une variété 
à deux dimensions rapportée aux variables t±, t*. D'après l'étude du 
problème de Cauchy et les conditions de raccordement du para
graphe 13, Z est nul sur dS^, donc l'intégrale considérée est nulle. 

De plus, d'après l'étude du problème de Cauchy du paragraphe 10, 
8A est continu ainsi que ses dérivées partielles premières, ce qui 
entraîne 

f £t(K\ft)dxiAdx*Adx^^ fe*xfidx*Adx*Adx\ 

D'après les remarques faites, les équations de mouvement (IV.41 ) 
s'écrivent (1) 

(IV.42) ~ f exfidxlAdx*Adx"i=- f e*°âA1a<jdxiAdx*Adx\ 
a t Jsk

 2 ^Sj t 

Comme nous l'avons remarqué plus haut, le premier membre est 
le même dans le schéma matière pure ou dans le schéma fluide 
parfait. 

Le deuxième membre est bien entendu différent selon qu'on se 
place dans l'un ou l'autre des deux schémas. 

(1) C'est la forme obtenue par F. Hennequin pour les équations de mouvement 
dans le schéma matière pure ([27], p. 66). 
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Ecrivons alors en première approximation les équations de mou
vement ( IV.4^) . D'après (III. 17) et (III .24), nous obtenons 

e A = - 8 , G P ^ + o ( l ) , 

^ e * * < > A ï a C T = ^ [ - I ( ^ 

Si S^ a pour masse mk et si x\ désigne à l'instant t la valeur de 

•—r- sur SA, les équations de mouvement de SA ( IV.4a) s'écrivent 

(IV.43) ^ u ^ ^ A = J [ g ( g + G p ) ^ A ( 2 U - 4 - W ) 

H- G p àk U — v/G y. àA V1 dx • A dx* A dx ' -4- O (\ V 

Poursuivons les calculs, dans le cas particulier suivant : 

a. les N domaines S 4 ( s = i , 2 , . . . , N ) présentent la symétrie 
sphérique ; 

(3. les dimensions des domaines Ss sont petites vis-à-vis de leurs 
distances mutuelles. 

Désignons par £A les coordonnées du centre de gravité Gs de Sj et 
par R le rayon de SA. 

Posons 
rqk = s/(ti-iq)*+ ( « - # ) • + ( g j - tqy. 

Si d représente le minimum de rqix lorsque q prend lesN—1 valeurs 
R 

distinctes de k, la deuxième hypothèse entraîne que —. est très petit 

et pourra être négligé dans la pratique. 

Les densités p et p. dépendent du temps et de la distance TA de G* 
à un point variable appartenant à SA. UA est fonction de rk et du 
temps : 

J
r r àUi xx £A 

f
 9dAVkdx^Adx*Adxi=j ?-rf ——ï±dx*Adx*Ad*l=o. 

Sk J V'k rk 

En appliquant la formule des accroissements finis à dxUq, on 
obtient 

f pàxUqdxi \dx*Adx* 

^mkàxVq+ f?(x*-m[àA*Vq]rtdxiAdx*Adx*7 
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dABU9 est prise en un point de SA de coordonnées 

X Ï = E Ï - + - 6 ( ^ - B) , avec o < 6 < i . 

Or, en calculant dAB{Jq, on obtient 

f P (*B~ H) K B ^ ] X Ï d*1 A dx* A dx^ 

-Xf2<-- «>'[^ ̂  ^ ] - <-»>.?&, 
B

 (*B-??)L-?f - 7 7 ^ - ^ J ^ J ^ A ^ A ^ ' -

Cette intégrale est bornée en valeur absolue par ^—^ 2 _ . On 

* ( - * ) 

peut écrire 

(IV.45) j p ( * • - 3 ) P A U U ^ ; «£«» A dx*/\dx-> = / ( § ) ' 

/ R \ R R 

oùf(-j ) est une fonction de-^ qui tend vers zéro avec -y-
En faisant d'autres remarques analogues à (IV.44) e t (IV.45), et 

en notant que i A = £A, les équations de mouvement (IV.43) peuvent 
s'écrire en utilisant aussi (III.25) : 
(IV.46) Gmk&=^dJ Uf ^ dx* A dx* A dx* + Gmk^ 

qitk L \ s* / 

x(Gmq-h Ç^dx^Adx^AdxA^-
\ J*,2? Jr<r 

+ ç,mk^-<±?ïïl~\ 
rq rq J 

*/(3H(i> 
Dans le cas limite où les N domaines S4 se réduisent a N particules 

matérielles ponctuelles G, à symétrie sphérique de masses ms et 
charges es(s = i, . . ., N), les équations (IV.46) s'écrivent 

(IV.47) G-«ïi-2&[i(â;-- H fâ * °m*iï 
qzjtk 

GmkGmq __ Geke ql / i \ ^ 
rq rq J \c«/ 

Il faut ajouter les équations (IV.32) et (IV.36). 
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Nous retrouvons donc les mêmes équations de mouvement que par 
la méthode des singularités [cf. ( IV.24) et ( IV.25)] . 

31 . Interprétation de V4 comme variété espace-temps de la rela
tivité générale. — Nous avons montré qu'il intervient dans les 
équations de mouvement, en première approximation, un terme 
supplémentaire qui n'apparaît pas dans les équations de mouve
ment classiques. 

Or, pour interpréter, en première approximation, la variété V4 

comme cadre géométrique de la relativité générale, F . Hennequin 
avait muni V4 de la métrique \ds2. Nous vérifions facilement qu'en 
première approximation les valeurs de r et vQ données par (III . 14) 
sont indépendantes de la métrique conforme à ds2 choisie; les 
tableaux (III. 17) et (III .24) de 8aP et yap n'en dépendent pas non 
plus. Nous pouvons donc conclure que les équations de mouvement, 
en première approximation, ne sont pas influencées par le choix 
de la métrique conforme à ds2 dans V4 . 

D'autre part, nous avons été guide, dans l'interprétation physique 
de la théorie de Jordan-Thiry, par le désir d'interpréter V4 comme 
variété espace-temps de la relativité générale, ceci a permis en parti
culier de déterminer le tenseur impulsion-énergie de V s . 

Avant de poursuivre, rappelons quelques notations. V5 est munie 

de la métrique da2 = yap dxa dx$, V4 de la métrique ds2 = gs, dx1 dxJ, 
où 

fc.^.x^-lHB,). 

Étant donné le résultat physiquement inacceptable obtenu pour 
les équations de mouvement, en première approximation, il semble 
normal de chercher s'il existe une métrique conforme à ds2 telle 
que V4 puisse être interprétée, en première et en deuxième approxi
mation, comme cadre géométrique de la relativité générale. 

Pour cela, il suffira d'imposer, en première et en deuxième 
approximation, l'une des deux hypothèses suivantes : ou bien les gij 
sont les potentiels de la relativité générale, ou bien les équations de 
champ de Vô entraînent dans V4 les équations de champ de la rela
tivité générale. Nous montrerons qu'il est impossible de trouver A 
satisfaisant à cette condition : pour cela, il suffira de montrer l'impos
sibilité dans le cas de matière non chargée, c'est-à-dire pour JJL = O. 
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Nous supposerons dans toute la suite de ce paragraphe que /JL = o. 
Nous pouvons poser 

(IV.48) x _ 5 = £ + ^ 0 ( i ) . 

Comme nous l'avons déjà fait remarquer plus haut, les équations 
de champ de Vs déterminent en première approximation le tenseur 
fondamental yap par le tableau (III.24). Nous trouvons alors en 
première approximation pour gij : 

# A B = - 8 S - § ( 2 U + A0) + O ( i ) , 

(IV.49) j # « = i + ( A . - a U ) i + 0 ( - l ) , 

Donc, si nous voulons que dans le cas matière non chargée, 
ds2 représente en première approximation la métrique de la relati
vité générale, il est nécessaire et suffisant que A 0 =,o ( 1) . Donc 

(IV.5o) X = Ç H - 0 ( J L ) . 

Or, d'après (III.24) : 

(IV.5i) S a B l + g + o ( i ) . 

Maintenant, nous voulons imposer que les équations de champ 
de V5 entraînent dans V4 celles de la relativité générale, en deuxième 
approximation. 

D'après ( I . i 4 ) , ( I . i5) et (II.4)> les équations de champ, 
S a p = 8ap, s'écrivent dans V4, pour a = i et (3 =j : 

(IV.52) ^^-g^gPn-E^-^---- — -L- -*- - [ V ^ X — gtj AX] • 

- \ [V, <>, S - *„ A?] - *J^L *iy = gnigmj e««. 

(1) Pour le calcul du tenseur fondamental en première approximation, en relati
vité générale, on peut consulter par exemple : [23], p. 49- Ce résultat énoncé en 
première approximation, a été mis en évidence par F. Hennequin ([27]. p. 76). 
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Etant donnée l'interprétation de —^ comme tenseur impulsion-

énergie de la relativité générale, nous devons donc imposer, en 

deuxième approximation, la condition 

(IV.53) *e„gP,*g *£-!*£*£ 

+ J [V. à, X - g t, M ] - I [V, à, Ç - gtl b^\ - 8 - ^ % = o. 

Bien entendu, (IV.52) est vérifiée en première approximation, 
d'après (IV.5o), puisque les potentiels gtJ de V4 sont en première 
approximation ceux de la relativité générale. 

2U 
Si nous posons a = — ? d'après (IV.48) et (III.24), les condi

tions (IV.53) entraînent en deuxième approximation : 

pour i = 4 et y = 4 

(IV.54) 2 ^ B A I = | 2 ^ « ^ B « Î 
B 

pour i = 4 et y = A : 

(IV.55) - < W A « — ^ A A I = O; 

pour i = K etj = B : 

(IV.56) 8 B 2 ^ c c A i - ^ A B A i - ^ j 2 ^ a ^ a " + " ! < W B « = O. 
c c 

Or, (IV.56) entraîne 

(IV.57) 2 ^ c c A i = 4 2 ^ c a ^ c a -
c c 

Celte dernière relation entraîne, compte tenu de (IV.54) 

^£c>Ba^Ba = o. 

Nous en déduisons que a est constant, ce qui est en contradiction 
2_U 

3 
avec a = —-• Quel que soit le choix de X, la variété V4 , munie de la 



88 A. SURIN. 

métrique ds2, ne peut être identifiée au cadre de la relativité géné
rale (l'impossibilité a été établie en [l'absence de charge et en 
deuxième approximation). 

D'après ce résultat, il n'était pas possible de prévoir que nous 
retrouverions les équations de mouvement classiques en première 
approximation, par la méthode des singularités (méthode qui fait 
intervenir en première approximation le tenseur d'Einstein de V5 

en deuxième approximation). Cependant, malgré cette remarque, 
il eut été possible de retrouver les équations de mouvement classiques. 

Il semble, d'après les résultats obtenus dans ce paragraphe, qu'il 
faille modifier les hypothèses faites sur V5 et, peut-être, transformer 
les équations de champ de la théorie de Jordan-Thiry. 

Dans des travaux récents, Leutwyler [31] et P. Pigeaud [33] ont 
modifié la théorie de Jordan-Thiry et utilisé des méthodes très 
différentes. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

THÉORIE DE KALUZA-KLEIN. 

CHAPITRE V. 

THÉORIE DE KALUZA-KLEIN. ÉQUATIONS DE CHAMP. 

ÉQUATIONS DE MOUVEMENT. 

32. Théorie de Kaluza-Klein. — Le cadre géométrique est celui 
de la théorie de Jordan-Thiry, avec £ = i. Donc yoo = — i. 

Les équations de champ sont obtenues par une méthode variation-
nelle, en annulant la variation de l'intégrale 

I = /'Rap^ap v/hT dx* A • • • A dx», 
Jc 

C est une chaîne différentiable de V5 dont le bord est dG. Les 
variations des potentiels et de leurs dérivées premières s'annulent 
sur dC : 

81= r(8Rap)Y«Pv/TïT dx°A.-.Adx* 
Je 

-+- f Ra{3 8(ïaP \fh\)dx» A- • • A dx\ 
Je 

Or 
Tap 8RafJ s Dx[y«P M ^ p - T«X 8 1 ¾ 

il vient donc 

81= rD)XTa^r^-T«X8r2p]v/T7T^0A...A^* 
Je 

-H f R*p*(l*P s/~\7\) da;0 A- • - A dx*, 
Je 

$T\* s'annule sur dC. Donc, d'après la formule de Stokes, la pre
mière intégrale est nulle. Il vient 

81 = /s«p8 ïocpv/j7]"^oA . . . A ^ * = - J ^ s a p 8 T a p v / T T r ^ 0 A . . . A ^ * 
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ou encore 

81 -__ f S*/8YI7 vMïl dx»A"-Adx*—2 / S*°8YI0 v T r T ^ ° A . . . A ^ . 
Je Je 

Les équations de champ du cas extérieur s'écrivent alors 

S<** = o. 

D'après ( I I .3 ) , ce système est équivalent en repères adaptés ortho-
normés au système 

Sa / = o. 

Ce sont les 14 premières équations de la théorie de Jordan-Thiry 
avec £ = i, la 15e équation, S0 0 = o, étant supprimée. 

D'après ( I . i3) , ce sont aussi les équations de la théorie provisoire 
de l'électromagnétisme, dans le schéma champ électromagnétique 
pur. 

Les équations de champ du cas intérieur, schéma fluide parfait, 
sont 
(V.i) s«< = e*', 

où ®°" est défini par (H .6 ) et le système (H .8 ) dans lequel nous 
faisons £ = i. 

Ce système est équivalent, en repères adaptés orthonormés aux 
i4 équations suivantes de la théorie de Jordan-Thiry: 

S a i = 0 a £ , avec ? = i. 

D'après ( I .9 ) et ( I . i o ) , les équations de champ ( V . i ) sont les 
équations de la théorie provisoire de l'électromagnétisme, schéma 
fluide parfait. Si le fluide parfait admet une équation d'état, les 
relations (II . 10) et ( I I .8 ) , dans lesquelles £ = 1, entraînent que r 
est une fonction de Z. C'est donc un fluide holonome. 

33. Conditions de conservation. — Les conditions de conserva
tion sont les conditions satisfaites par 8°", conséquences des iden
tités de conservation, D a S a P = o . 

Démontrons que les conditions de conservation sont en repères 
adaptés celles de la théorie de Jordan-Thiry, avec £ = 1. L'expression 
de DaSaP est en repères adaptés : 

(V.2) DaS«PaB^S/P-hr;yS/?-+-argyS»A 
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Donc, en réalité DaSaP ne fait pas intervenir S00. 

Ce résultatest évidemment vrai pour un tenseur autre que SaP. Les 
équations de champ et les identités de conservation entraînent donc, 
en repères adaptés : 

(V.3) D a e«p= 0 . 

Les conditions de conservation de la théorie de Kaluza-Klein sont 
donc celles de la théorie de Jordan-Thiry dans lesquelles nous 
faisons £ = i. 

Dans le schéma fluide parfait, elles se traduisent par le sys
tème (II . i5) , avec £ = i. 

Signalons que la première équation (II . 15) admet une intégrale 
première, lorsque le fluide parfait admet une équation d'état 
r=/(0: 

où k est une constante. 

L'étude du problème de Cauchy et ses conséquences dans le 
schéma fluide parfait sont formellement identiques à l'étude effectuée 
en théorie de Jordan-Thiry (cf. chap. II) et aux conséquences qu'on 
peut en déduire. 

Il suffit de poser £ = i dans les résultats obtenus. 

34. Solution globale des équations approchées de champ, en coor
données isothermes. Rôle des conditions d'isothermie. — Les hypo
thèses sur le tenseur métrique, et la méthode pour résoudre les 
équations approchées de champ, en coordonnées isothermes, sont 
celles de la théorie de Jordan-Thiry (cf. § 17 et 18). Les seules 
différences sont que £ = i, et que l'équation de champ S(°0° = ®00 est 
supprimée. 

Nous devons revoir le rôle des conditions d'isothermie dans ces. 
approximations, puisque les équations de champ ne sont plus celles 
de la théorie de Jordan-Thiry. 

Les équations de champ s'écrivent en coordonnées isothermes 

(V.4) sg=e««. 
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Rappelons les relations du paragraphe 18 : 

(V.5) s"?==S*P-f-A«P, 

(V.6) A«Psi[YaP^pFP+YPP^pFa-FP^pYaP-YaK^PFPH-rpXFp)]' 

(V.7) D a A a P = I [ T V ^ l J L F P + 2 Y ^ r ^ ^ F P - F P ^ Y ^ r y . 

Les équations approchées de champ en coordonnées iso
thermes (V-4) et les équations approchées de mouvement étant 
supposées satisfaites, quelles en sont les conséquences? 

Les équations de mouvement (V .3 ) et les identités de conservation 
entraînent 

Da(S«P-e*P) = o, 

ce qui peut s'écrire 

ou encore, d'après (V-4) et (V .5) : 

<J/À/P-h r^A/Pn- 2r£yA<*/= o 

ou encore 

(V.8) DaA«P=o. 

De ( V . 8 ) , nous déduisons à chaque ordre d'approximation : 

AF(°2/+i)= ? 0 [ F ( V - D , Ffr-t,, Fjli'-s,], 

A F ( W D = ç*[F5/^,, F(i|,-„, F^_2 )] , 

AFfo = ÇA[ F°2l,__ih Fodf_lh F M , , _ 2 ) l 

où 9* est un polynôme homogène linéaire par rapport à F^r^, 
F*s/'--i)> F(2/'-2) et leurs dérivées premières, avec l'^ l. 

Nous obtenons donc en première approximation : 

( AF(o3)=o, 
(V.9) AF(*3)=o, 

( A F A 2 ) = 0 . 
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Le champ étant quasi galiléen, (V .9 ) entraîne en première appro
ximation : 

F(°*,= o, 
F(

4
3)=o, 

F A 2 ) = o . 

Par un raisonnement par approximations successives, nous pou
vons conclure que les conditions d'isothermie sont satisfaites à 
chaque ordre d'approximation. 

Nous obtenons donc le même résultat qu'en théorie de Jordan-
Thiry : 

Pour une solution approchée des équations de champ (cas inté
rieur et extérieur) en coordonnées isothermes, les équations appro
chées de mouvement d'ordre / entraînent la vérification des condi
tions approchées d'isothermie d'ordre /. 

De (V .6 ) , il résulte qu'à l'approximation d'ordre /, A("P a pour 
expressipn 

AfiP=.¥«P(Ffm)), 

où cpaP est un polynôme homogène linéaire par rapport aux Ffm) et à 
leurs dérivées premières, avec m^.1. 

Ce dernier résultat et l'unicité physique de la solution des équa
tions de champ entraînent la proposition suivante : 

Toutes les solutions approchées des équations de champ en 
coordonnées quelconques se déduisent tensoriellement de la solu
tion approchée des éqnations de champ en coordonnées isothermes. 

35. Solution des équations approchées de champ du cas exté
rieur et des conditions approchées d'isothermie. Résultats en pre
mière approximation. — Comme en théorie de Jordan-Thiry (§ 19), 
les résultats du paragraphe précédent et les travaux de relativité 
générale [12] nous conduisent à la recherche d'une solution des 
équations approchées de ehamp du cas extérieur, solution satisfai
sant les conditions approchées d'isothermie. 

Nous supposons aussi que le champ extérieur possède N singula
rités ponctuelles à symétrie sphérique. La méthode de résolution est 
la même qu'en théorie de Jordan-Thiry : il suffit de faire £ = 1 et de 
supprimer l'équation S 0 0 = B00. 
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Les calculs en première approximation sont détaillés dans le para
graphe 23, avec les différences que nous venons de signaler. 

Il nous semble inutile de les reprendre et donnons seulement les 
résultats, c'est-à-dire les tableaux déterminant le tenseur métrique 
par ses composantes covariantes yap et ses composantes contra
variantes yaP, ainsi que la densilé tensorielle de composantes raP : 

Yoo = — i, 

( V . i o ) 

(V.n) 

( V . I 2 ) 

YOA = 

Yo* = 

YA4 = 

Yu = 

«OA 

C' 

2V 

«A4 

_ _ 2 U 
C2 

7AB = - 8 J * - - , 
2U 
C2 

Y 0 A = = 

vA4 = 

Y * * = 

T A B = = _ 8 B -

r°° = 

r o A = 

r°* = 

OOA 

2_V 
C* 

«Ai 

C 

2U 

2 U 8 g 

2U 

«OA 

C3 

2V 

r*A = 

r** = 

rAB = 

«4A 

I-f-
4U 

-s? 

•«(i). 

•°(i)' 

•"(S)-

•°(i)-
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Nous avons posé 
N 

l J = yGm £ } 
- " r. 
& = i 

N 

Nous vérifions, en utilisant les résultats du paragraphe 22, que la 
résolution des équations de champ (cas extérieur et intérieur) 
conduit aux mêmes résultats, en première approximation, lorsque 
les N domaines intérieurs présentent la symétrie sphérique dans W 3 . 

36. Équations de mouvement obtenues par la méthode des singu
larités. Résultats en première approximation. — A. MÉTHODE DES 

SINGULARITÉS. — Nous allons montrer que la méthode des singularités, 
établie en théorie de Jordan-Thiry, se traduit immédiatement en 
théorie de Kaluza-Klein. 

Les hypothèses sur la variété riemannienne V5 sont celles que 
nous avons formulées dans le paragraphe 24, lorsque n = 4-

A l'extérieur de N domaines de V5 appelés domaines de singula
rités, la métrique da2 = yap dx* dx? est régulière et satisfait les 
équations de champ du cas extérieur. 

Les singularités sont représentées dans Wj par N domaines 
appelés domaines de singularités de W 3 . Soit T un tel domaine 
de W i , de bord 1̂", que nous supposons être une variété bornée à 
deux dimensions. 

Nous désignerons par G un domaine quelconque de W 3 , satis
faisant les conditions suivantes : G contient un seul domaine de 
singularité T, et admet un bord dC qui est une variété à deux dimen
sions. De plus C — T est borné. 

Le tenseur SaA induit sur W 3 , pour a fixé, un vecteur S<a). <7a est 

le flux de S(a) à travers dG, 
E(a) = VAS(«>A^divS(«). 
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Comme en théorie de Jordan-Thiry, nous avons les deux théo
rèmes suivants dont les démonstrations sont identiques : 

a. Une condition nécessaire et suffisante pour que <7a soit nulle 
quel que soit C extérieur au domaine considéré est que 

divS(a) = E(«) = o. 

b. Une condition nécessaire et suffisante pour que <7a soit indé
pendant de dC est que E<a) soit nul à l'extérieur du domaine de 
singularités considéré. 

Nous avons alors les propriétés suivantes : 

PREMIÈRE PROPRIÉTÉ. — S i S ^ = o(l^Lp — i), à l'extérieur de C, 
on conclut que E ^ = o, donc que v*p) est indépendant du domaine C 
considéré. 

[La démonstration est analogue à celle faite en théorie de Jordan-
Thiry (§24) , puisque, d'après (V .a ) , DaSaP ne fait pas inter
venir S00 .] 

DEUXIÈME PROPRIÉTÉ. — 0¾ ne dépend que des potentiels d'ordre 
au plus égal à p — i. 

(La démonstration a été faite au paragraphe 24.) 

CONCLUSION. — Supposons que les équations de champ du cas 
extérieur soient satisfaites jusqu'à l'ordre (p — i) compris, c'est-
à-dire 

S(
a/f=o {l^p-i)-

Les conditions 

s'expriment en fonction des potentiels d'ordre au plus égal à p — i. 
Nous pouvons donc espérer que cr*̂  n'est pas identiquement nul. 
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S'il en est ainsi, d'après la première propriété, nous dirons que les 
équations 

S5*o(sS»)-

sont à l'ordre p les équations de mouvement relatives au domaine de 
singularités T. 

B. DÉTERMINATION EFFECTIVE DES ÉQUATIONS DE MOUVEMENT EN PREMIÈRE 

APPROXIMATION. — Appliquons la méthode des singularités lorsque le 
champ extérieur possède dans W , N singularités ponctuelles Gs, à 
symétrie sphérique et satisfait les conditions d'isothermie. Le tenseur 
métrique et les densités tensorielles sont alors déterminés par ( V . 10), 
( V . n ) e t ( V . i a ) . 

Nous avons vu au paragraphe 35 qu'en première approximation, le 
champ extérieur peut être supposé produit par N domaines à 
symétrie sphérique, ayant pour centres les N singularités; si le rayon 
de chaque domaine est arbitrairement petit, les N domaines rece
vront l'interprélation de N particules matérielles, de masses ms et de 
charges es (s== i , 2, . . . , N ) . 

Cherchons les équations de mouvement relatives à la /rlèrae singu
larité G/,. 

W 3 est toujours supposée homéomorphe à l'espace euclidien E 3 . 
Désignons par £̂ J les coordonnées de G/, et xu celles du point courant 
de W 3 , relativement à E 3 . D'après la première propriété, les équa
tions de mouvement sont indépendantes en première approximation 
du domaine CA entouranl G* : nous pouvons choisir pour C/f, une 
sphère de centre GA dont nous ferons tendre le rayon vers zéro. 

Si /? désigne l'ordre de la première approximation, d'après (VI. 7), 
les équations s'écrivent comme en théorie de Jordan-Thiry : 

JdCk 

S « î ! î = i * r j s m e d 8 r f ç , 
n 

TA, 6, 9 sont les coordonnées polaires de pôle GA-. CA- désigne une 
boule de l'espace euclidien E 3 , de centre GA ayant pour coor
données (£M). 

En utilisant les résultats obtenus en théorie de Jordan-Thiry (§29) 
et en modifiant la solution des équations de champ (cf. § 35 ) , nous 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N ° 1 5 9 . 7 
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obtenons les équations de mouvement de l'électromagnétisme 
classique : 

( V . i 3 ) q^k q=£k 

mk=o, 

èk=zo. 

37. Équations de mouvement par la méthode du tenseur impulsion-
énergie. Résultats en première approximation. — Comme en théorie 
de Jordan-Thiry, nous supposons qu'une région de la variété V5 est 
balayée par une distribution finie de masses et de charges, cette 
région étant représentée dans une section d'espace W 3 par N 
domaines SA(s = i, . . . , N ) . Dans cette région, les équations de 
champ sont celles du cas intérieur, dans le schéma fluide parfait. 
Le champ est supposé quasi galiléen, à comportement asymptotique 
euclidien. De plus, nous supposons qu'il est possible de définir pour 
chaque domaine S, de W 3 une vitesse moyenne de translation, cette 
vitesse étant petite devant la vitesse de la lumière c. 

Les équations de mouvement se déduisent des conditions de 
conservation qui, nous l'avons vu, sont celles de la théorie de 
Jordan-Thiry, avec £ = i 

Donc, tous les résultats obtenus en théorie de Jordan-Thiry (§30) 
sont encore valables, avec la modification signalée pour £. 

En première approximation, les équations de mouvement sont 
celles obtenues par la méthode des singularités : elles coïncident 
avec les équations de l'électromagnétisme classique. 

CHAPITRE VI. 

CALCUL, EN DEUXIÈME APPROXIMATION, 

D'UNE SOLUTION DES ÉQUATIONS APPROCHÉES DE CHAMP DU CAS EXTÉRIEUR 

ET DES CONDITIONS APPROCHÉES D'ISOTHERMIE. 

Nous nous proposons de calculer, en deuxième approximation, le 
champ extérieur satisfaisant les hypothèses du paragraphe 35, dans 
lequel sont explicités les résultats de première approximation. 

38. Développements limités à la deuxième approximation de yap, 
y*P correspondant à ceux de TaP. — Tous les calculs seront menés en 
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utilisant les densités tensorielles raP. Nous posons, compte tenu des 
résultats de la première approximation (V. 12) : 

I .-—--S-Ç-ote), 
4U V** rt/i\ 

^*o(i), 
ï-o(à), 

(VI. 1) I 
r** = 

r*A = 

r°4 = 

r°A = 

r A B = 

«4A 
C* 

2V 

a0A 
C3 

y4A 

yo4 

yoA 

«s 

ï*o(i) 
0(¾ 

yAB 

Rappelons que 

(Vl.a) a u = 4 G 2 ^ ï i , - = - ^ 2 ^ -
Les équations de champ du cas extérieur, équations valables en 

deuxième approximation, permettront de calculer Vai. Posons 

y et T sont respectivement les déterminants de yap et raP, 

r = dét(YaP fi) = YT, fi = r7, 
donc 

R = I / V * _ yoo_ ^ V B B - 4V2-4U*V 

Des relations 

on déduit 

(VI. 3) 

Y°PYPO = I , 

Yoo = — 1 , 

^.._.-5+ç*o(i). 
V«° = 2 U2-i-8 V«-+-i /"2 VBB — V**Y 

R = I / V * — 2 V B B > ) — 4V2— 2U». 
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Les relations T(XP= yaP fi entraînent 

Y0A = __ Î£A 
T C3 

(VI.4) 

2V 
C2 

«4A 

2U I •+- • 

ÔB. 

C3 8 

2s;u 
C 2 

VOAH-2UaoA 
c* 

y o 4 _ 4 U y 

c* 
V A 4 _ 2 T J g A t 

V 4 4 _ R _ 4 Q 2 

C* 

VAB-+-5;(R — 4U2) 
c* 

Nous déduisons des relations yaPypp= ôp : 

2 Va 4 A — V » A 

YOA = 

Y04 = 

(VI. 5) ( y A 4 = 

Ï44 = 

gQA 

C J 

«04 

«4A 

TAB = - ^ -

2U 

C2 

2 § g U 

y o 4 _ 8 U V 

yA4_2VctoA— 2U«4 A 

R —V"—4V 2 -+8U 2 

c* 

VAB-4-aBR 

•°(i) '• 

• < • ( * ) • 

-0(S)-

Dans la suite, pour simplifier l'écriture, nous pourrons désigner 

par (3ap le coefficient de — ou — dans le développement de ya£, 

39. Équations de champ du cas extérieur en coordonnées iso
thermes, en deuxième approximation. — Elles s'écrivent en coor
données isothermes : 

S GLl 
( 1 ) = 0 -

L'expression de y/yS"(est donnée par (III.3). On calcule facile
ment les différents termes, en choisissant comme variable de champ 
les densités tensorielles 

- n r«'=— I Ar«*-+. JL^tr«'-f- ~ Ar«* 
2 2 2 C 2 C2 o(i> 

^ 1 ^ 1 ^ = i ^ u ^ r « + 0 ( i ) . 
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Le calcul des autres termes intervenant dans fi S*{ a été déjà fait 
pour obtenir les équations de mouvement en première approximation, 
en théorie de Jordan-Thiry. Les équations de champ du cas exté
rieur s'écrivent alors : 

(i) AV" = 4 ^ » U - 2 ^ M V ^ M V H - I 4 ^ M U ^ M U , 

(2) AV*A = * « u - ^ U ( r f M a t i - ^ « t I I ) , 

(3) AVAB=-4^AU^BU-+-2 8B^MU^MuH_4^Ay^Bv_28B^My^Myj 

(4) AV04= 2<̂ V-+-i2<JMV<JMU, 

(5) AV0A = - àt*«xo -+- 2<?MU (àxa0M— ^M«0A) "+" 2^V(V*A-^ a *M) 
- 4 ^ A V ^ U - 8 ^ V ^ A U . 

Il résulte de (3) : 

(3') AVBB=2^BU^BU —2^BV^BV. 

40. Calcul d'une solution des équations de champ. — a. Choix de 
la solution des équations de champ satisfaisant l'hypothèse de 
singularités ponctuelles présentant la symétrie sphérique. — Le 
champ possède N singularités ponctuelles. En première approxima
tion, nous les avions supposées à symétrie sphérique, ce qui se 

N 

traduisait par le choix u = ^ j ~ comme solution de l'équation du = o 

(ocs sont des fonctions du temps seulement). Nous conservons l'hypo
thèse précédente en deuxième approximation. Nous avons vu dans le 
paragraphe précédent que les équations de champ sont des équations 
de Laplace avec second membre. Pour les résoudre, on en cherche 
une solution particulière à laquelle on ajoute une solution de l'équa-

N 

tion sans second membre de la forme 7 — • 
+-à rs 

Les fonctions de t arbitraires a, seront déterminées dans le para
graphe 41 par les conditions d'isothermie, o"(°5)= oet o-*5)= o. 

b. Solutions particulières de certaines équations de 
avec second membre. Nous utiliserons les relations suivan 
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s'établissent immédiatement, en développant les premiers membres 

»[(?ï)(?S)]«*(?S)*(Sfe). 

&rs = — ? 

(R) 

= 6 (^-SS) (xB-ÇÎ)r f M i . , 

ot, et (3, dépendent uniquement du temps. 

En utilisant les relations précédentes, nous obtenons une solution 
particulière des équations ( i ) , (4) et (3'). Nous trouverons des solu
tions particulières des équations (2), (3) et (5) seulement au voisi
nage de la kiém° particule G*, solution qui, ainsi que nous le verrons 
plus tard, sera suffisante pour obtenir les équations de mouvement. 
Dans ces trois dernières équations, nous sommes amenés à chercher 
une solution particulière de 

(«1 ) -*(zs)*(z*y 

(««) 

En supposant l'indice q^k, nous avons 

iq rq rq z. rq 

(o < e < o. 
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En décomposant le deuxième membre de (« i ) , on est amené à 
chercher une solution particulière de 

(#3) Aw = ^M — âx — • 
rk rq 

Soit (CA) un voisinage de la £ième particule, G A ayant pour coor
données (¾). 

A partir de (a 4) et (a a ) , on doit chercher une solution particulière 
de quatre équations : 

(«*) ^u = àM^-àx-^, 
rk 'q 

(a.) Au = ^ - 1 ( ^ - 3 ) 3 ^ , rk rq 

(a.) àu = ±àM±(x*-%) (x*-^)^^, 

( ( o < e < i ) . 

D'après la deuxième relation (R), (ak) admet pour solution parti
culière 

1 j 5 1 
^ /^ 

( a» ) admet pour solution particulière 

Kl L â * *J AB^v" 

Mi et ses dérivées premières sont des fonctions bornées. Les dérivées 

secondes de u± sont de la forme—^ ' x ' x » où F(xl, x2, x*) est 

nne fonction bornée. 

u2 est bornée ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres. 

Si A (M, xh) désigne le deuxième membre de (a 7 ) (M ayant pour 
coordonnées x1, x2, x3), h (M, xh) est une fonction continue; ses 
dérivées premières sont des fonctions continues des coordonnées 



io4 A. SURIN. 

polaires d'origine le point Gk. Dans (G*), (a7) admet alors la solu
tion particulière 

JUck
 rMP 

P est le point courant de G*, dv l'élément de volume de l'espace 
euclidien à trois dimensions E3. u^ admet des dérivées des deux 
premiers ordres qui sont bornées. Une solution particulière de (aA) 
est donc 

" = \à*rkàL±-+f{x\ x*, x*, ar*), 
z rq 

f(xl, x2, xA, xh) est bornée dans un voisinage de G* ainsi que ses 
dérivées premières; ses dérivées secondes sont de la forme 
F (x^- x^ x^ x^} . /~* 
—-—-—-—-—-i où F est une fonction bornée au voisinage de G/,. 

Il reste à trouver une solution particulière de 

(as) Aw = à. — àM (q et m ?é K). 

Le deuxième membre est une fonction analytique dans un voisi
nage C/f de GA, donc l'équation admet dans CA une solution particu
lière analytique. 

On arrive donc au résultat suivant : 

(VI.6) 

où f(xl, x2, #3 , xk) est bornée dans un voisinage de G* ainsi que 
ses dérivées premières. Les dérivées secondes sont de la forme 
F (x* x^ x* • # M . . /̂ i 
—-—-—-—'—-> où F est bornée dans un voisinage de GA. 

r"k 

c. Solution effective des équations de champ en deuxième 
approximation. — En utilisant les résultats du paragraphe précé
dent, on trouve 
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N N 

v**= s2i7"h a2G i w** r j""V ï" f"7 U l» 
5 = 1 5 = 1 

N N 

•5 = 1 5 = 1 

io5 

.[(Gmk)*-Gel]àxrkàt± 
rk 

+ 2^Br4VflfAi.[çB(GcAC(|--4Gi»ftGin7)-4-3GiiiifcGi»ffê|] 

+ 2^A^y3B-^-[ÇB(G^eg--4GmjfcG/n7)-+-3Gm ifcGm<7ÇB] 

q^k 

H — - 4 - / ( a ? 1 , # 2 , a?3, # * ) , 

V A B = rGe2-(Gm*)2<V*c>B^ 

+ 2^ay3BG£ i f2-Gm iGm2 
< « • • TÛT 

•+" 2 ̂ B /• * 2L âx r 

;<^2/c % " • 2 « t A 

Y B B = U 2 - V 2 - r - y i ^ -
• « " rs 

AA« 
- + - - ^ - h ^ t e S a?2, a;', a?*), 

Les fonctions f et g n'intervenant pas dans les équations de mou
vement, il est inutile de donner leurs expressions. 

Elles satisfont les propriétés suivantes : Ce sont des fonctions 
bornées au voisinage de GA, ainsi que leurs dérivées premières. Leurs 

F te1 x* x^ x* ) -n 
dérivées secondes sont de la forme —*—2—J.—2—i, 0 ù F est une 
fonction bornée au voisinage de GA-. 

rk 
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De l'équation (5) on peut tirer V0A : nous ne donnons pas son 
expression, car elle est inutile pour obtenir les équations de mou
vement. 

Des tableaux (VI .5) et (VI .7) , nous déduisons le tableau (VI. 7') 
donnant (3ap (tableau que nous utiliserons souvent dans le cha
pitre VII) : 

p44 = 2 U 2 - 7 V 2 - «fc.(Gm,r,) - Y —*• , 
smm 2 rs 

S 

S S 

p t A = V»A_ 2 v« i A - aUa 4 A , 

t - ^ i <«n /7BB A * * T 

f £,B J 

pBB = _2^- B -4U«+ I 3V*-3^2(G/n i r J )H-2- a 5 B ~ 3 A i t 

(VI. 7') \ 

s,B 
2rs 

Nous n'avons pas remplacé effectivement V4A et VAB par leurs 
valeurs données dans (VI . 7), car nous n'en aurons pas besoin. 

41 . Détermination des fonctions de t, A*P. — Les fonctions de t, 
A*P se déterminent à partir des conditions d'isothermie, de o"(

4
5, = o, 

et de 0 ^ ) = o, écrites au voisinage de G*. 

a. FA
4) = o au voisinage de GA- : 

F A
4 ) ^ M V M A H - < M 4 A = O . 

Par un calcul direct utilisant (VI .7 ) , nous vérifions que les coef

ficients de — et -?> sont respectivement nuls. 

En annulant le coefficient de c?M — > nous obtenons 
rk 

d'où 

A£B=4Gm*&& 
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6. ff*6)= o au voisinage de G* : 

a(*5)^lim f Sfâ^dS^o, 
n+*JàCk * 

compte tenu de FM
4)= o, nous avons 

2S (
4^ = — A r ( * ^ ^ ^ a 4 M - i - 4 ^ B U ( ^ B a 4 M — c ^ M a 4 B ) -r- dBa.o>(àBaox — àM*0B) 

- I2^ A U ^ U -+- ^MpVPA-+- <*M/V4*, 

Or 
-AV4M-+-^MPVP* = ^ 1 - ^ ^ « + ^ ] . 

D'où, en utilisant la démonstration de la deuxième propriété 
(§ 36), cette dernière expression est ^ o, 

2S (
4 M ~^«a 4 M - r -4^pU(^ p a 4 M —-^ M a 4 p ) 

- 4 - 2 ^ p V ( ^ p a 0 M — 6>M«op)— I2<J„U AU-+-«>«*V**. 

En utilisant les calculs d'intégrales de l'appendice, nous obtenons 
par intégration : 

2(Tf5j=8^^M
 a 4 * A A — °> 

(Vi.8) Â^ = 2¾ G /w*Gm*~G****(#-<--%)• 

Intégrons cette équation. Étant donné que 

M r7
 M rq dt rqk 

(VI.8) s'écrit 
,"5 GmkGmq— Gekeq m _ o? G/n^G/ny— Gekeq 

A J 4 = 4 ^ M " « * - a » />* 

ou, d'après les équations de mouvement en première approximation : 

kv-*£[Gmnn-G*G*-Gek0r]+o(i), 
(VI.,) At» = a [O^ftft- < ^ < y * ^ C + 0(i), 

C est une constante d'intégration dépendant des conditions initiales. 

c. F*5)= o au voisinage de GA- : 

t>MVM4-hA V 4 4 = o . 
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Nous vérifions que les coefficients de — > -7 » - , et (#B— £*) dM — 
rk rk rk rk 

s'annulent respectivement. 

L'annulation du coefficients de dH — entraîne, compte tenu de 

(VI-9) : 

A i ^ G m i f t a a + i a S ^ ^ a + C t t . 
rqk 

dt cr°{6)=o au voisinage de G A : 

En tenant compte des conditions d'isothermie d'ordre ^ 4 ? o n a 

2S(
0M, = — AV0M — A»a0 M-+-2^BU(^Ma0 B— c>Ba0M) -+• àBot0i(àBctm— <^Ma4B) 

- 2^Ma04 àtU - 4 < W ^MU -t- àmVBo H- ^ V 4 0 . 

En vertu de la deuxième propriété (§36) : 

— A V 0 M - f - ^ M B V B 0 ^ o , 

a S f s ^ —A»a0 M-+-2^BU(^Ma0 B—c?Ba0 M) -+-^Ba0 4(^Ba4 M—^Ma4 B) 

— 2^Ma04 àtU — 4 A«04 <*MU -h <JM|V*°. 

En utilisant les calculs d'intégrales donnés dans l'appendice 

i o * _ 0 3 (&--'$) (\fc eqGmk- sfG ekGmq) A
k —2aa 

Intégrons cette équation par un procédé analogue à celui utilisé 
pour intégrer (VI.8) : 

L Ç 4 = 2 ( y/G eqGmk— y/G ekGmq) 

rqk 
A r ^ ^ ^ T / - — ^ + 0 + 0 ( 1 ) , 

D est une constante d'intégration dépendant des conditions initiales. 

e. F(°8)= o au voisinage de GA : 

Les coefficients de (x*—E?WM — > — A»— s'annulent. 

Le coefficient de — est identiquement nul, compte tenu de l'expres

sion trouvée pour A£4. L'annulation du coefficient de dB—- détermine 

Af1 dont nous ne donnons pas l'expression, puisque nous ne l'utili
serons pas. 
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En résumé : 

Ar=4Gm*É£& 

qjtk 

At* = 

(VI. 10) 

\ 

r=42G O T*^-£w7rG g*g y1 
+ 0 + 0 ( 1 ) , 

At*-2aG«»tteift+»2£iT7=rft+cet, 
B qjtfc Q 

A»4 = 2 -3- [\jGeqGmk— y/Ge*Gm7] + B + o ( i ) j 
V^A 

109 

B et C sont des constantes dépendant des conditions initiales. 

Dans le chapitre suivant où nous établirons les équations de mou
vement en deuxième approximation, nous utiliserons les tableaux de 
ce chapitre, déterminant le tenseur métrique en deuxième approxi
mation. 

CHAPITRE VII. 

DEUXIÈME APPROXIMATION DES ÉQUATIONS DE MOUVEMENT 

PAR LA MÉTHODE DES SINGULARITÉS. 

Au paragraphe 36, nous avons vu que les équations approchées de 
mouvement s'écrivent 

Ces équations ont été écrites en première approximation. 
En deuxième approximation, nous avons déjà déterminé <T° et cr*. 

Les équations 

ont permis de déterminer les fonctions de t, A4.4 et A£4 [cf. (VI. 10)]. 
Compte tenu de ces équations, des solutions des équations appro

chées de champ et des conditions approchées d'isothermie (d'ordre 
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< 6 ) , les équations de mouvement en deuxième approximation, rela
tives à la # è m e singularité GA, sont 

&i + ?bi = o(L\. 

Ce chapitre portera donc sur la détermination de cr̂ } : 

n->oJdCk rk 

42. Calcul de SA1* en coordonnées quelconques. — Nous calculons 
SAM, modulo des termes qui, après intégration, n'interviennent pas 
dans les équations de mouvement. Nous tiendrons compte des condi
tions d'isothermie d'ordre ^ 5. 

D'après (VI.5) , l'expression de 2SAM peut se mettre sous la forme 

2 S A M = - J L - T À J I 4 ^ r A M — -JL- TVrx^rAM-f-TAMp + Q 

vlTI VTÏT 

— YAP^pFM—TMp^pFA-t-Fp^p7AM-+-TAM(^pFp-+-rpFp). 

où nous avons posé 

2 

Q=-2râpr^ya ïTP5 . 

Nous allons mettre en évidence dans aSf* les termes linéaires par 
rapport aux densités tensorielles, c'est-à-dire faisant intervenir rB

6
c
} ; 

nous savons ( § 3 6 ) qu'ils doivent s'éliminer dans les équations de 
mouvement. 

Nous allons développer jusqu'à l'ordre 6 compris, certains termes 
intervenant dans 2SAM, en tenant compte des conditions d'isothermie 
d'ordre ^ 5 : 

-7== YV ^ti,rAM = - \ AVAM 

ml c 

-+- i [— AV A «H- 4U AVA*-4- <>*. VAM] - + - 0 ^ ) , 

- - ^ T ^ r x ^ r A M » A ^ B u ^ B v A M + o ( i ) , 

T
AP^FM = _ I [ ^ B V B M + ^ a 4 M ] 

- ~ K B V B M + ^ V 4 M ] + 0 ( i ) , 
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- r f p T " F P = 0 ( i ) , 

- YAM à?¥? = g [<*BCrfB, + ^, VB* ] + O ( i ) . 

_ Y A M r p F P = 0 ( i ) , 

III 

2 S A ^ _ ATftff + ^ 1 ^ - 4 - àmm- àlàBCm+ 4U AVA*-f- ^ VA* 
+ 4 ^ B U ^ B V A M + g M ( 2 U P ( 4 ) _ p ( 6 ) ) + Q ( 6 ) j 

P ( 6 ) e t Q ( 6 ) n e comportant pas de termes linéaires par rapport aux 
densités tensorielles, nous ne donnerons pas leurs expressions ici. 

L'ensemble des termes faisant intervenir les densités tensorielles 
à l'ordre 6 peut se mettre sous la forme 

Cette expression est r^j o. Après simplification, nous avons 

(VII. i) 2SA
6M^^M,V4A-f-4UAVAM-f-^.VAM-f-4^BU^BVAM 

+ 8 M [ 2 U P ( 4 ) _ P ( 6 ) ] + Q ( 6 ) . 

Nous allons calculer chaque terme de (VII. i) en fonction des den
sités tensorielles. 

a. Calcul des symboles de Christoffel. — Le calcul approché des 
symboles de Christoffel I^p, jusqu'à l'ordre 4 compris, se déduit des 
développements limités de yap (V. 10) et yaf* (V. 11) : 

/ r « . - o ( i ) , 

(VII. 2) 

r ? 4 = - v 

\ - 5 5 Vc PBD+ àD p C B - rfB PCDI + O (1;) • 
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b. Calcul de df[2W(/i) — P(6)] : 

p^r^rxiv-i-ir^a-rPï. 

Calculons séparément les deux termes, mis en évidence dans P. 

a. Calcul de - ^ 1 ^ : 

n J. i / r - T 2 ^ U ^ ( R —2U») n / i \ 
rx = rAiogv-TTl = - 3 5 - + - ^ - + 0 ( ^ Ï } ' 

d'où 

7^r>r^-4^u
 + :i[(^U)»-H^u^(3U»-R)] + o(5)-

(3. Calculons jusqu'à l'ordre 6 compris, les différents termes que 

nous mettons en évidence dans -T^da"{^ : 

or 
F(*S>= <*B«B* •+" 4<>tU î= O, 

d'où 

îrJT^TPT-.i[a(d,U)»-rfBVrf<a.1-^Urf,«4 , ] + 0 ( i ) , 

En remplaçant (344 par son expression (VI.7') : 

i„.*T 4 ^ 5 

Jn»**0*- a ^ ^ V + ^r[a^p.4+4Vrf.U-rf|gt,] + 0( - i ) 

et en remplaçant (304 par son expression (VI. 7') : 

X [ W ^ •+- V^ e, dt,rs\ - 4U dB\ - rf.a,,] -h O ( i ) , 
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rSC<*BÏ0C= ~ê2^B«0c(^C«0B—^B«0C)» 
B,C 

rïc^BT*c= £ 2 [ c W < > i U + i < W 0 W - < > c « * B ) ] - t - ° ( ^ ) ' 

c'est-à-dire, compte tenu de dB<xiB= — ^dtU : 

J l Î D ^ T » » - ^ ^ + ^ ^ ^ - 2 ^ , 0 + ^ ^ + 0 ( 1 ) . 

R étant donné par (VI.3) : 

5rgD^BYcD= * 2 > B U [ 5 , i B U * - M < 4 V * - ^ 

- ^ - ^ 1 - 0 ( ¾ . 
La condition d'isothermie F B

4 ) = o entraîne 

rfcV«» ^« 4 B . 

De plus, V c c et V 4 ' résultent de ( V I . 7 ) : 

I T B à Tm ... y^U^U 

B , x r 

s *,P J 

En portant les résultats obtenus ci-dessus dans (Vi l . 2), il vient 

(VII.3) BM[2UP(4)-P(6)] 
N 

['V— Q A 4 * « P P 1 

- 1 6 U*-16V2-+-6(^ (G/n,r,)-+- ' ^ *' 
- H - 4 ^ B U ^ « 4 B - + - - ^ B a 4 c ( ^ c a 4 B — ^ B « 4 C ) 

[ A04 r— 1 

<JB -y- + i/Ge, C*B/» r5 

-+- 8U àBY àB\ -+- - ^Ba0C[^Ba0C— àc a0B] j . 
MÉMORIAL DBS 80. MATH. — S 0 159. • 
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c. Calcul de Q (6) + 4du U dBVAM : 

Q^-2r*pr*5ir«TT8P. 

En écrivant les développements limités de Yaï et y^3 [(V. 10) et 
(V. 11)], et en tenant compte des ordres de grandeurs des symboles 
de Christoffel (VII. 2) : 

(Vil.4) Q = - 2 j r * r y 4 ( i + ^ ) - 2 n 4 r ç 4 ( i + ^ ) 

+ r^4r?4 + rt4 ^ , + 2 2 ^ 8 ¾ 
B 

•Srfcrfc+Jrfari^.-i»)}. 
B B,L ) 

— 2 

Le tableau (VII. a) nous permet de calculer les différents termes 
intervenant dans Q. 

r^( I +Ç)-*X4Y 

+ ^[^u(^«tM-^M^) 
+ ^ u ( * « 4 A - ^ ) ] + 0 ( i ) . 

En considérant les calculs d'intégrales de l'Appendice, nous 
remarquons 

<••) (*ZS)(*Z*)*(*Z*)(*Z*) 
~S««(S*S)(S*fe)' 

<••> (S5)[(*?5)(*aft)*(^S)(*?fe)] 
~S«*(25)(*Sg)(*SSi; 

(«*> P* et YJ sont des fonctions de t seulement). 
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En tenant compte de (a4) et (a2) et en remplaçant (344 par sa 
valeur déduite de (VI. 7') : 

•+• ^ [^U^^a4M-+- ±GmMàuprtJ 

-+~àM\j(dt<*ix-h-GmsàAi*rs) 

^-^àBVàB (_4U«-w4V»-»- A " ^ a S C Y | 

*°(i)' 
~ a r* 4 r ï 4 ( ,+ ^ ) : *à,YàMV 

-^MV(^po*-^a()A)-<-4UrfAVrfMv] 

En remplaçant (304 par sa valeur (VI.7') et en tenant compte 
de («a) : 

_ a r * 4 r f 4 ( i + ^ ) 

•+• S J ^ ^ B V / - 4 ^ 2 1 7 + 8 V ^U + 8U rfBv\ 1 

-à-
Ç(r*4rï4 + r*4rf4)=-4^(«»Av^u + «»Bv^U)+o(i) 
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et d'après (a2) : 

4V 
| ï (r A

4 rM 4 ^r A
4 r A

4 ) — ^ S M ^ V ^ B U - 4 - O ( 1 ) , 

2 2 T A
B r M

B = - L ^ ( ^ A a 0 B — ^ B a 0 A ) (^Ma0B~^Ba0M)-+-O/i I, 
B B 

-22r A
B rM B =±[_ 2 (^U)^M 

~ \ 2̂ Aa4B—^Ba*A)(̂ M«4B — B̂a4M)J "+" O [^J , 

2 rAc^c(i-Ç)=^r-2S52^BU)2-^U^ul 
B,C L B J 

+ -i ["- 8U(^Urf„U + 2 8«dBU^BU) 

- 2 2 ^ B U ^ B ! 3 A M 
B 

+ ^u2( r f B p B »~^ M p B B ) 

+ ^ M U 2 (à*?*K- ^ A P B B ) ! + 0 ( 1 ) . 

D'après (VI.7') : 

^BPBM-^MPBB 4,VB" 

i ^ r 2 u » - 5 v » + 2 ^ ^ ^ 2 ^ ^ 1 • 

La condition d'isothermie F{l
4) = o s'écrit 

D'où 

^ B P B M — 2 <>MPBB = < * « « « 

^ hv*- 5V»+2G^^^+2 ̂ ïf ] ' 
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En tenant compte aussi de (a4) et (a2) et en remplaçant j3AM par 
son expression (VI.7'), nous obtenons finalement 

rôcrffc(i-^) — £SA2>BU>S 

B 

"*" 7* ^AU | /̂«4M-+- l^jGm^ àuflrA 

- h ^ M U / ^ a 4 A - + - - ^GmsàAi*rs\ 

+ 8 5 2 I ^ B U ^ B ( " " I O U 2 " " I 8 V 2 - + - 2 ^ rs 

-*-iGmsài*rs — ^ r s - 2 V A M ^ l 

En portant dans (VII.4) tous les résultats de ce paragraphe, nous 

déduisons l'expression de Q(6) -f- ^^.dB\J dB VA M , modulo des. 
B 

termes qui n'ont pas de contribution dans les équations de mou
vement : 

(VII.5) Q ( 6 ) + 4^BU^BVAM 

-+- ^MU (— 4àt<zix—2Gms à\t*rs) 

-*- 4§5 [ ( ^ U ) « - 8U àB\ <JBV -t- <>BU àB 

-h2àx\f 2 s/Gesàm*rs—àta0ii\ 

H - 2 ^ M v / 2 sfGesàkprs— àta0K\ 

— ( ^ A a 0 B — ^ f l a 0 A ) (^MaOB—^Ba0M) 

•+• (^A a *B— ^Ba*A) (^Ma4B-—^Ba4M)' 
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d. Pour obtenir l'expression de aSf*, d'après (VII. i) nous 
devons encore calculer 4U AVAM. 

L'équation (3) , § 3g, entraîne 

4U AVAM== 8U[— 2àxU âu\] -h 2dAV<*MV - 5« àBY àBV -+- h*dBU àB\J], 

et d'après la remarque (a2) faite un peu plus haut : 

(VII.6) 4UAVAM-ÔX[-i2^BU^BU2-r-24U^BV^BV]. 

En groupant les résultats (VII .3) , (VII .5) et (VII .6) , nous 
obtenons 

(VII.7) SM|>UP(4) — P(6)] -+- Q(6) H- 4^BU ̂ BVAM-f- 4U AVA* 

[ / A4 4-4-ff lCC\ 

6(^U)g-4-<?BU<M2G/tt^r,-3 s ^ ) 
-h4<^BU^a4B-+- 2^Ba4c(^Ca4B— ^Ba4c) "+-2<JBV <Jta0B 

i / r— \ A 0 4 l 
-+--^Baoc(^Baoc—^caoB)—zàB \àBt*(s/Ge srA)-h6dBYâB--±-\ 

2 rs j 
^^A( a 4B~^B a 4A)(^M a 4B--^B a 4M)- - (^A a 0B-- -^B a 0A)(^M a 0B--^B a 0M) 

- * - ^ A U [ — 4<*I«*M— 2 ^ ( G w s r , ) ] + ^ U [ - 4 ^ a 4 A — 2àxfi)Gmsrs)] 

+ 2 ^ A V [ ^ ( i / G e s r , ) - ^ a 0 M ] + 2 ^ V [ - à,<x0X-¥-dAt*(\/Gesrs)]-

Nous posons le deuxième membre de cette égalité égal à EM. 
Nous avons négligé d'écrire les signes de sommation. Il est sous-
entendu que les indices B et C sont respectivement sommés de i à 3, 
et que s est sommé de i à N. 

Nous avons donc 
2 S A « ~ E M - 4 - ^ V 4 A - + - ^ V A M . 

Nous ne donnons pas les expressions de dm V4A et de ^SVAM, il 
suffit de remplacer V4A et VAM par leurs expressions tirées de (VI.7). 
A priori, il n'y a pas de simplifications entre les termes de 
àm V 4 A + <^VAM et les termes de EM. 

43. Équations de mouvement en deuxième approximation. — 
Après tous ces calculs intermédiaires, nous arrivons à la détermina
tion effective de 

•A
6)==lim C Sffl——^ résine db dy. 

rk>oJdck
 rk 
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Dans le paragraphe précédent, les termes de aSf^ susceptibles 
d'avoir une contribution dans les équations de mouvement, ont été 
mis sous la forme 

2 S A ^ ~ E M - + - ^ V 4 A - 4 - ^ . V A M . 

Nous allons calculer la contribution dans les équations de mouve
ment des différents termes du deuxième membre. 

Comme nous l'avons déjà remarqué, il est inutile d'écrire après 

intégration les termes de la forme ' œ ' x ' x ' (M est une fonc

tion bornée dans CA), puisque, d'après la première propriété énoncée 
au paragraphe 36, ces termes ne doivent pas intervenir dans le 
résultat. Nous ne donnerons pas tous les calculs intermédiaires des 
intégrales, nous nous ramenons toujours à ceux dont les résultats 
ont été donnés dans l'Appendice. 

a. Nous devons donc calculer 

lim f y ^ , V A M ^ ^ r ? s i n 6 r f 6 r f ç 
n t W ^ ^ J rk * 

modulo des termes qui tendent vers l'infini avec — • Nous donnons la 

contribution des différents termes de dltV
AVL tirés de (VI.7) , dans le 

tableau suivant à deux colonnes : 

Termes intervenant dans 
<^V A M . 

A rq 

j S A$ 
— 2dAttrkàvl-r 

r<f 

— 2àm*rkàx-Z 
r<r 

Contribution de chaque terme 
dans les équations, de mouvement. 

32 x i6rc ; 

Satt^-^aa* 
32* 

i 6 * ; 

I6JU. 

I 5 

r An 
3 ****** ly 

Pour simplifier l'écriture, nous avons posé 

\ q = GmjtGmq— G ek eq, 
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B est sommé de i à 3. éprend toutes les valeurs de i à N excepté la 
valeur k. 

Dans la suite aussi, nous supposerons que B et q sont sommés, 
sans écrire le symbole de sommation. Nous obtenons donc modulo 

des termes qui tendent vers l'infini avec — : 
rjt 

(VII.8) lim f <*,8V
AM- -±ds 

rk^oJdCi rk 

^ « ( G m A G m ^ - G ^ ^ f a â S ^ + Ç ^ ^ i ] 
L rq rÇ J q "r . 

b. De môme, nous allons chercher la contribution de 

lim f àutV"-ï^zids 
nt**J*Lk n 

dans les équations de mouvement. Les résultats seront encore 
consignés dans un tableau : V*A est exprimée dans (VI.7) , A4/ étant 
déterminée dans (VI. 10). 

Termes intervenant 
dans V4A. 

2dm* (Gmk\\rk) 

2 omu n «B 

2 <W n «A ' ; 

2àxut n àB 

[{Gmky-Ge\]dm(dxrkdB^ 

"m" 
i2GmkGmqî$ 

rqkrk 

Contribution de chaque terme 
dans les équations de mouvement. 

- l e x G m ^ ^ + î B j Ç j A ) 

^ [ î G ^ G ^ - W ^ » ] ^ 

^•[iOmkGm9^-Wllil']àBy-

d -8*Gm»J(éta«ï) 

— 48*GmAGm^ 

est 
"Mr a 

4*C'& 
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Pour simplifier l'écriture, nous avons posé 

W 7 = 4Gm.kGmq— Geteq, 

d'où 

(VII.9) lim f fa V** **""**<& 

~ °*B F [l ( 4 G m * G w i ? - G e* e i) ?$?? 

•+• bGmkGmq\>jck*+- (aGe*e,— 5Gi»*Gmv) Ç^Çjl 

+ 5A^[5(Gei^-4Gm*G/w 7 ) ï B Ç B 

+ (|G«*«»-ïGi»*Gm,)tîêï] 

(3GmkGmq C\ •,•» 

c. Il nous reste enfin à calculer 

/ • # M — CM 
lim / E M — — * * , 

où EM représente le deuxième membre de (VII .7) et les fonctions 
de t (AJ4, «5e» A-Î4) ont les valeurs tirées de (VI. 10). 

Pour simplifier l'écriture, nous poursuivrons les calculs seulement 
pour deux particules P* et P7 , de masses respectives m* et mq et de 
charges respectives ek, eq. 

Nous poserons 7* = rqk. 

Nous consignons la contribution de chacun des termes de EM 

[ c / . (VII .7)] dans les équations de mouvement, dans le tableau 
suivant que nous désignons par (VII. 10). 
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d. Nous obtenons les équations de mouvement en groupant les 
résultats obtenus en première approximation (V. 13) et en deuxième 
approximation [(VII.8), (VII.9), (VII. 10)]. 

Nous remplacerons \\ et £A par leurs expressions tirées des 

équations de mouvement en première approximation : 

Gmk\j = gA G^Gmq-Gete9 + 0(JL). 

Rappelant que 

/•=\/(?*-ïi) s+(çï-?^2+(?i-^)2 , 

nous remarquerons que 

1 l - à * d*Fq-à%F 

Les équations de mouvement de deux particules chargées Gk et Gq 

peuvent alors s'écrire en deuxième approximation : 

à 1 

d& r 
(VII.n) Gmk& — GmkGmq 

= iJ3Gm,Gm/?tÇB 

•(Ge^,-4GmAGm,)(?A?BH-çAçB_jAjB)^_ _à_l 

\(GmkGmq+ ±Gekeq^
B

kiï 

* GmkGmqfy& 
2 

•[• 

(Gekeq — 4GmkGmq) gJ^J -t- A 1 —x I 

— GmkGmQ(5Gmk-+- £Gmq) 

Gekeq(^Gmk-h 5Gmq) 

- 0 . ^ - 0 . 1 0 ^ - ¾ ^ ^ 

Les indices B et C sont sommés de 1 à 3. 
A est une constante dépendant des conditions initiales. 
Nous vérifions que pour des particules non chargées, les équations 

de mouvement (VII. 11 ) se traduisent par les équations de mouvement 
établies en relativité générale, d'après la méthode des singularités. 
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CONCLUSION. 

Rappelons les résultats essentiels établis dans ce travail. 

En théorie de Jordan-Thiry, nous avons défini le schéma fluide 
parfait, avec étude des conditions de conservation, du problème de 
Cauchy pour les équations de champ du cas intérieur; l'étude du 
problème de Cauchy à permis de mettre en évidence des variétés 
exceptionnelles et, en autres, des ondes hydrodynamiques dont 
la vitesse de propagation est celle obtenue en hydrodynamique 
classique par le théorème de Hugoniot. 

Puis, nous nous sommes proposés la résolution des équations du 
champ (cas extérieur et intérieur) par une méthode d'approximation. 
Nous avons fait un calcul effectif en première approximation, en 
coordonnées isothermes, dans le schéma fluide parfait, lorsque V5 

admet N domaines intérieurs à symétrie sphérique. En première 
approximation, nous avons démontré que YOA et T04 ont un ordre 
différent de celui choisi par F. Hennequin. 

De façon à éviter le choix du tenseur impulsion-énergie, nous 
avons déterminé en première approximation, le tenseur métrique 
satisfaisant les équations de champ du cas extérieur et les conditions 
d'isothermie, en supposant que le champ extérieur admet des 
singularités ponctuelles à symétrie sphérique. Nous avons montré 
qu'il est nécessaire de faire par rapport au premier calcul une 
hypothèse supplémentaire ; ce sera par exemple : 

Ï 04 -«(J)" 
Dans l'hypothèse de singularités ponctuelles à symétrie sphérique, 

le champ extérieur satisfaisant les conditions d'isothermie est alors 
déterminé en première approximation, à l'interprétation physique 
près de certaines constantes. En première approximation, les deux 
calculs que nous avons signalés conduisent aux mêmes solutions du 
champ. 
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Pour obtenir les équations de mouvement en théorie de Jordan-
Thiry, nous avons généralisé la méthode des singularités établie en 
relativité générale. Nous avons appliqué cette méthode, en première 
approximation, dans l'hypothèse de N singularités du champ exté
rieur, ponctuelles à symétrie sphérique. Toujours en première 
approximation, nous avons repris la méthode du tenseur impulsion-
énergie, déjà utilisée par F. Hennequin, dans l'hypothèse de N 
domaines intérieurs à symétrie sphérique. Les résultats obtenus par 
ces deux méthodes sont identiques et en contradiction avec les 
équations de mouvement de l'électromagnétisme classique. 

Ce résultat inacceptable, nous a obligé à réviser l'interprétation 
physique de V* et, entre autres, le choix d'une métrique conforme. 

En première approximation, nous avons vérifié que les solutions 
des équations du champ sont indépendantes de la métrique conforme 
introduite dans V4. Dans ce cas, les équations de mouvement sont 
alors indépendantes de la métrique conforme choisie. Nous avons 
aussi montré que, quelle que soit la métrique conforme introduite 
dans V4, il n'est pas possible d'obtenir les équations de champ de la 
relativité générale, dans le cas gravitationnel pur. 

Ces derniers résultats, surtout celui qui concerne la première 
approximation des équations de mouvement, semblent nécessiter 
une modification des équations de champ. 

Après ces résultats négatifs obtenus en théorie de Jordan-Thiry, 
nous nous sommes placés en théorie de Kaluza-Klein. Nous avons 
montré qu'en repères adaptés au groupe d'isométries, les conditions 
de conservation sont celles de la théorie de Jordan-Thiry, dans 
lesquelles il suffit de faire \ = i. 

L'étude du schéma fluide parfait, du problème de Cauchy et de 
ses conséquences sont formellement les mêmes qu'en théorie de 
Jordan-Thiry. Il suffit de poser £ = i dans les résultats obtenus. 

Enfin, nous avons démontré l'équivalence des équations approchées 
de mouvement et des conditions approchées d'isothermie, compte 
tenu des équations approchées de champ; ce résultat avait été établi 
par F. Hennequin en théorie de Jordan-Thiry. 

Les calculs effectués en première approximation, en théorie de 
Jordan-Thiry, ont été menés parallèlement en théorie de Kaluza-
Klein. En deuxième approximation, nous nous sommes limités à la 
recherche d'une solution des équations du champ du cas extérieur, 
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en coordonnées isothermes. Nous avons supposé que le champ 
extérieur admet des singularités ponctuelles à symétrie sphérique; 
en réalité, nous avons donné seulement une forme de la solution au 
voisinage de chaque singularité, forme qui a été suffisante pour 
obtenir les équations de mouvement par la méthode des singularités. 

La méthode du tenseur impulsion-énergie et la méthode des 
singularités s'étendent à la théorie de Kaluza-Klein. 

En première approximation, les équations de mouvement établies 
par les deux méthodes, (en conservant les hypothèses faites en 
théorie de Jordan-Thiry), sont celles de l'électromagnétisme 
classique. 

La première approximation n'apportant aucune amélioration aux 
résultats de la théorie classique, nous avons établi les équations de 
mouvement relalivistes, en deuxième approximation, par la méthode 
des singularités. 

Nous pourrions aussi établir les équations de mouvement en 
deuxième approximation, par la méthode du tenseur impulsion-
énergie (§ 30), en utilisant le tenseur impulsion-énergie défini dans 
le paragraphe 7. Il est évident que nous ne retrouverions pas les 
mêmes résultats que par la méthode des singularités, puisque en 
relativité générale, les résultats obtenus par les deux méthodes 
étaient déjà différents. 

Il semble nécessaire de calculer en deuxième approximation la 
solution des équations du champ (cas intérieur et extérieur) et de 
voir si les hypothèses formulées, soit sur les singularités du champ 
extérieur, soit sur les domaines intérieurs, entraînent les mêmes 
solutions des équations de champ (1) . 

(1) A notre connaissance, ce travail n'a pas. été fait en relativité générale. 



128 A. SURIN. 

APPENDICE 

Nous nous proposons de donner ici les résultats de calculs d'inté
grales dont nous avons eu besoin pour obtenir les équations de 
mouvement en première et deuxième approximations. 

Auparavant, nous allons faire quelques remarques résultant du 
fait (démontré dans les deux théories pentadimensionnelles utilisées 
dans ce travail), que les équations de mouvement de G* à chaque 
ordre d'approximation, sont indépendantes de la surface entou
rant GA-. 

a. Nous choisissons pour surface dC/, entourant GA, le bord d'un 
d'un voisinage de Gk homéomorphe à la sphère de E3 (espace 
ponctuel euclidien à trois dimensions rapporté à un repère ortho
normé); le centre de cette sphère a pour coordonnées (£M) et son 
rayon est rk que nous ferons tendre vers zéro. 

b. Dans certains calculs d'intégrales, il apparaît des termes infini

ment grands du même ordre que l'infiniment grand —; nous ne les 

écrirons pas puisque, d'après la propriété rappelée plus haut, ces 
termes n'apparaîtront pas dans le résultat. Quand il en sera ainsi, le 
signe ~ remplacera le signe ==. 

Dans ce qui suit, il sera sous entendu que toutes les intégrales 
sont prises sur la surface dGk et que nous ferons tendre vers zéro le 
rayon rA. dS désigne l'élément d'aire de dC/t. 

Nous poserons 

X M = a ? M _ Ç M j 

'-£,?• 1-2¼ *-is-
5 = 1 S = l S = l 

&s, bs, cs, dépendent seulement de t. Les indices p et q prennent 
respectivement toutes les valeurs de i à N sauf k. 
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fx*ds =yxAxBXM^s = f XAXBXCX»>X*</S = o, 

/ ^ c Q ^ S = - Ç [ 8 « 3 c ^ + 8«3Bf^], 

rRrfAPrfMQÎïrfS~ ^ cg_3 3fj*t+f5»6jf 

*/ ^ ^ fypA: rq 

fRdBPdBq^dS Ç £t3A3**î±fi*t , 

/XA<>BC ( ^ ) ^ S = - ^ [ 2 S « 8 Ê - 3 S A S & - 3 8 £ S g ] , 

/ x ^ B C D ( i - ) ^ r f S = o, 

-+- ^{aqbk^akbq)\~ $àA ^ •+• ^ ?*3M^ 

+ S^B^(|?B-JÇB)]. 
fàP(PQ)^dS= ^ïî(2akbk-+- aqbk-h akbq) 

+ ^{aqbk+akbq)^\^\l-S\q)àv^-\m\^ 

/
XM /* XM 

^ ( a a ) — r f S = / [Soi' âAi*rk-t-adAi*rk] — dS, 
rk %./ ' k 

f(àBMtrk) — ^ S = y Ç J , 

/
XM 

^ * — ^S = o, 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N« 1 6 S . 
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a X» 
J > 7 ï â r f S ~ 0 ' 

J V * ^rfs = ^2[açïêr?ï+?ïÊiêf], 
B 

/
XM 

< * B C ^ B P — rfS = o, 

fàBPàBd^b,rs\^dS ^ÔAt<bqrq) 

15 ^ * * B /> i5 ^ A ^ r / 

/
X M 

^M p ^»(6 ,r , ) —<rfS ~—faakdAp(fiqrq) rk 

J OW-^*8— Tà» Fq 
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