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LES FONCTIONS PSEUDO-
ALEATOIRES 

Par M. J. BASS. 

1. Introduction. — Il arrive fréquemment en Physique que, en partant 
de données expérimentales bien simples, on obtienne des phénomènes 
de structure compliquée. De tels phénomènes se rencontrent, par exemple, 
en Aérodynamique à propos de la turbulence, en Électricité à propos 
du bruit de fond. Le dispositif expérimental employé est construit de telle 
sorte que le phénomène reçoive une quantité d'énergie proportionelle au 
temps et soit permanent à grande échelle. Mais, à échelle fine, il n'est 
absolument pas permanent, et présente dans le détail des oscillations très 
irrégulières qui, bien que relativement petites, jouent un rôle essentiel. 
Le problème mathématique qui se pose alors est celui de l'étude de fonctions 
/(/) du temps, permanentes en moyenne, mais compliquées dans le détail. 
Comment peut-on essayer de représenter de telles fonctions? 

La méthode naturelle à laquelle on pense est celle de Y analyse harmoni­
que, dont l'objet est de représenter la fonction / (0 par superposition de 
fonctions circulaires de périodes et d'amplitudes diverses. Cette superposi­
tion consiste mathématiquement en une intégrale de Fourier-Stieltjes, qui 
peut se réduire soit à une série de Fourier, soit à une intégrale de Fourier 
ordinaire. Mais l'intégrale de Fourier-Stieltjes n'a qu'un champ d'appli­
cation limité. Comme nous le verrons plus loin, elle est valable seulement 
dans deux cas: 

phénomène amorti dans le temps; 
phénomène à forte auto-corrélation temporelle. 
Ce derniei cas est celui de la série de Fourier généralisée, dont la somme 

est une fonction presque-périodique. Les fonctions presque-périodiques 
sont trop proches des fonctions périodiques pour représenter les phéno-
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mènes à faible auto-corrélation, ceux pour lesquels ce qui se passe dans 
le détail à l'instant t n'a pratiquement pas d'influence sur ce qui se passe 
à un instant ultérieur suffisamment éloigné. L'analyse harmonique classique 
laisse donc échapper toute une classe importante de phénomènes naturels. 

Comme ces phénomènes se rencontrent fréquemment, on a souvent 
essayé d'en donner, à défaut de mieux, une représentation approximative 
par des séries de Fourier. Mais cette représentation n'est guère satisfaisante. 
C'est à peine un outil de travail provisoire. On obtiendrait une représen­
tation correcte en utilisant des transformées de Fourier de distributions, 
au sens de L. Schwartz. Encore faudrait-il connaître les types de distri­
butions à employer, et il n'est pas très sûr que cette représentation «erait 
très maniable. 

A défaut de bonnes représentations purement analytiques, on a fait 
appel au calcul des probabilités et aux fonctions aléatoires. Le rôle fon­
damental joué par diverses moyennes est une justification a priori de l'in­
térêt de ces méthodes. On considère alors la fonction/(f) comme le résultat 
d'une épreuve sur une fonction aléatoire stationnaire, et, par le jeu d'un 
principe ergodique, on interprète les moyennes temporelles comme des 
moyennes stochastiques. Ce mode de représentation est excellent en principe, 
et permet un maniement commode des moyennes. Il est aussi bien adapté 
aux phénomènes à forte auto-corrélation qu'aux phénomènes à faible auto­
corrélation. Mais il ne donne pas en général d'indications bien précises 
sur les propriétés de la fonction f(t) elle-même. Or ces propriétés sont 
essentielles lorsque f(i) est assujettie à vérifier une équation fonctionnelle, 
ce qui est le plus souvent le cas. En outre, surtout s'il s'agit d'une équation 
fonctionnelle non linéaire, la représentation de f(t) par une fonction aléa­
toire est parfois tout à fait inefficace. 

Le problème se pose donc de donner une image directe des fonctions 
f{i) ayant les propriétés qualitatives suivantes: 

Ce sont des fonctions du temps qui représentent un phénomène per­
manent et indéfini à grande échelle; 

Comme elles sont très irrégulières dans le détail, on pourrait songer à 
les représenter par des fonctions discontinues. Mais l'irrégularité n'est 
pas une propriété locale. Elle a bien un caractère global, qu'il est d'ailleurs 
difficile de spécifier d'une façon mathématique précise. Nous verrons 
qu'elle se traduit par des oscillations illimitées dans le temps. La période 
de ces oscillations définit ce qu'on peut appeler l'échelle fine du phénomène. 
Mais il faut bien distinguer cette irrégularité des propriétés mathémati-
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ques locales de f(t). En pratique, il y a presque toujours intérêt à traiter 
/(*) comme une fonction continue et dérivable. 

f(t) sera surtout caractérisée par ses propriétés moyennes. Les moyennes 
attachées à f(t) ne doivent plus présenter cette irrégularité à échelle fine, 
qui se place entre les propriétés locales et les propriétés macroscopiques. 
En particulier, la fonction de corrélation de/(r) en deux instants t et t+h 
doit être une fonction continue de A, qui s'amortit très vite lorsque h 
augmente, sans présenter d'oscillations irrégulières. 

L'ensemble de ces propriétés conduit à un type de fonctions auxquelles 
on a donné le nom de fonctions pseudo-aléatoires et dont on trouvera la 
définition précise au paragraphe 6. 

Vanalyse harmonique élémentaire de ces fonctions est encore mal connue. 
On sait peu de choses sur la structure de leurs transformées de Fourier. 
Par contre leur analyse harmonique énergétique est très simple et de structure 
classique. Leur fonction de corrélation apparaît en général comme trans­
formée de Fourier d'une fonction ordinaire (densité spectrale). Elles 
ont donc, en ce sens, un spectre continu. Mais il faut bien se rappeler 
que la notion de distribution d'énergie suivant les fréquences nous rensei­
gne fort incomplètement sur la manière dont u{i) est décomposable en 
une somme d'harmoniques. Il faut soigneusement distinguer l'analyse 
spectrale énergétique et l'analyse spectrale élémentaire. 

On trouvera dans le présent fascicule un exposé d'ensemble des pro­
priétés actuellement connues des fonctions pseudo-aléatoires. Certains des 
résultats obtenus ont fait l'objet de publications antérieures (en particulier 
[3], où sont développées les bases de la théorie). Les applications aux 
équations aux dérivées partielles sont résumées dans [4] et [8] et ont fait 
l'objet de divers exposés oraux (Faculté des Sciences de Grenoble, avril 
1960; Congrès international de Mécanique appliquée de Stresa, septembre 
1960). On a surtout développé ici la comparaison entie les fonctions pres­
que-périodiques et les fonctions pseudo-aléatoires, les techniques de trans­
formation des fonctions pseudo-aléatoires, et l'application de ces fonctions 
à la résolution de deux équations aux dérivées partielles, l'une linéaire, 
l'autre non. On a peu insisté sur l'interprétation arithmétique, et les 
applications aux méthodes de calcul numérique (méthodes de Monte-
Carlo) ont seulement été signalées (§ 10). On trouvera à leur sujet des indi­
cations plus complètes dans [7] et [12]. 

2. Fonctions de corrélation. — Soit f(t) une fonction du temps, définie 
pour des valeurs de t positives et aussi grandes qu'on le désire. / (0 reste 
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bornée et varie d'une façon irrégulière, en subissant des oscillations nom­
breuses, non périodiques, mais suggérant l'idée d'une périodicité qualita­
tive. Cette fonction représente un certain phénomène naturel, qui évolue 
en fonction du temps, et dont le procédé générateur implique l'idée de 
permanence macroscopique dans le temps. Un bon exemple d'un tel phé­
nomène est celui de la turbulence dans un écoulement fluide en régime 
permanent. La fonction/(0 peut représenter une composante, en un point 
fixé, de la vitesse du fluide. Un autre exemple est constitué par le courant 
responsable du "bruit de fond" dans un conducteur. Je me propose d'étudier 
le problème suivant: donner de f(t) une représentation mathématique 
correcte et utilisable, aussi peu empirique que possible. 

La solution de ce problème peut être envisagée sous deux aspects: 
solution détaillée, solution statistique. La solution statistique est bien 
naturelle, et elle a parfois été considérée comme la seule possible. En effet 
la fonction/(0 est très compliquée, et il semble illusoire de chercher à lui 
donner une forme mathématique précise. D'ailleurs, de faibles variations 
des causes du phénomène risquent de provoquer localement des pertur­
bations très sérieuses de /(*), et cette instabilité fondamentale semble peu 
favorable à une représentation mathématique. La méthode statistique 
remédie partiellement à ces défauts. Elle consiste à associer kf(t) certaines 
moyennes temporelles mesurables, et possédant le caractère de stabilité 
qui manque à/(f). Il est évidemment difficile de caractériser complètement 
/(*) par des moyennes. Mais certaines moyennes élémentaires fournissent 
sur f(t) des renseignements utiles, quoique partiels. La plus simple est la 

1 T 

moyenne proprement dite lim — | f(t) dt. C'est par hypothèse une constante. 
T-*oo T J 

0 

On peut toujours supposer que, par une réduction préalable, cette moyenne 
est nulle: 

T 

Hm-i- f/(0* = 0. 
T->ooT J 

Cette réduction étant faite, on introduit une moyenne du second ordre 
appelée fonction de corrélation (ou fonction d'auto-corrélation, ou cova-
riance) de /(/) . Si, comme il est commode de le supposer, f(t) est une 
fonction complexe, la fonction de corrélation y(h) est définie par 

y(h) = \im±r(f(t)f(t+h)dtf 
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où / e s t la quantité complexe conjuguée de/ . C'est une fonction de l'inter­
valle de temps h. 

Si l'on suppose que /(*) = 0 pour t < 0, c'est-à-dire que le phénomène 
considéré débute à l'instant / = 0 O, on voit tout de suite que y(h) a la 
symétrie hermitienne _ 

y(-h) = y(h). 
En particulier, y (0) est réel et non négatif. 
L'inégalité de Schwarz montre d'autre part que 

|y(*)l<y(Q> 
et que, si y(h) est continue pour h = 0, y(h) est continue pour tout h. 

Dans la plupart des applications, y(h) a des propriétés énergétiques. 
La quantité T 

y(0) = lim-lf|/(/)|2A 

est la densité d'énergie moyenne du phénomène étudié. Cette remarque 
peut être d'ailleurs bien précisée grâce au théorème suivant (cas particulier 
du théorème de Bochner): il existe une fonction <r(co), monotone non décrois­
sante, à variation totale bornée, telle que 

y(h) = 1^^0(0)). 

cf(co) s'appelle la-fonction spectrale (énergétique) relative à/(f). Lorsque 
o(œ) est continue, on dit que f(t) & un spectre continu (ou spectre de bande). 

Si, en un point cok, a(a>) subit un saut ak, nécessairement positif, on dit 
que le spectre possède une raie en cok. a(co) est la somme d'une fonction 
continue a^coi) et d'une fonction de sauts, et l'on peut écrire, en séparant 
le spectre continu et le spectre de raies, 

y(h) = f é^dox(fo)+2°***"* 
- o o k 

Le plus souvent, a^co) admet une dérivée dont elle résulte par inté­
gration, de sorte que 

doi(co) = o[(co) dœ. 

(1) Dans le cas contraire, il est plus commode d'introduire des moyennes de la forme 
T 

lim ™ f. 
T - * o o z l J 
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La formule précédente réalise l'analyse harmonique énergétique du phé­
nomène considéré. 

Bien entendu, cette analyse est loin de définir /(/). De très nombreuses 
fonctions /(/) ont la même fonction de corrélation. Malgré les difficultés 
qu'on risque de rencontrer, il y a donc intérêt à essayer de trouver une 
véritable représentation de/(f). L'analyse énergétique pourra alors se faire 
soit par des mesures expérimentales directes de moyennes, soit par des 
calculs numériques de moyennes sur la fonction fit) elle-même. Mais la 
connaissance de f(f) contiendra plus de renseignements sur le phénomène 
étudié que celle de y (h). Nous posons donc la question suivante: Quels 
sont les types de représentation qui puissent a priori être valables? C'est 
une question tout à la fois précise et un peu formelle. Elle est précise, parce 
que, comme nous allons le voir, la réponse repose sur des bases bien déli­
mitées, et qu'elle conduit à une classification utile des "fonctions oscillantes". 
11 ne s'agit pas d'interpoler au mieux f(f) sur un intervalle fini, ce qui 
serait tout à fait illusoire pour une fonction si irrégulière. Il s'agit, à partir 
de propriétés moyennes bien spécifiées, de trouver les types de fonctions 
qui sont susceptibles de représenter f(t) d'une façon aussi approfondie 
qu'il est permis de le demander. Mais cette représentation reste naturelle­
ment formelle tant qu'on n'introduit pas les causes détaillées et la nature 
particulière du phénomène. Nous allons nous limiter à l'étude générale 
de ces représentations, sans examiner de cas particuliers concrets, et mon­
trer que la structure de la fonction de corrélation y(h) permet de définir 
et de classer des types de représentation bien différents, et utilisables dans 
les applications^). 

3. Intégrales de Fourier-Stieltjes. Fonctions presque-périodiques. — Si 
/(/) est exactement périodique, on sait que, moyennant des conditions 
de régularité mathématique fort générales, f(t) est développable en série 
de Fourier. Cette affirmation n'est d'ailleurs pas tout à fait exacte, puisque 

J(i), n'ayant de signification qu'à partir d'un instant initial t = 0, ne peut 
pas être mathématiquement périodique. Mais, si l'on convient par exemple 
de prolonger fictivement/(r) aux valeurs négatives de t, on peut écrire 

/ (0=2 1 ¾^% 
fc=-oo 

(1) Nous ne nous occupons pas ici des fonctions f(t) dont la fonction de corréla­
tion n'existe pas, sauf pour A=0. 
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la série étant convergente pour tout /, et les coefficients ck tendant vers 
zéro d'autant plus vite que / ( 0 est plus régulière. On a alors (fig. 1) 

Fig. 1 

y(*)=2>*r«**" 
Le spectre ne comporte que des raies, et, avec les notations du para­

graphe précédent, 

œk = k(o, 0k = \ck\\ 

On voit bien, dans ce cas très simple, les renseignements que la connais­
sance de la fonction de corrélation y(h) fournit au sujet de f(t). On connaît 
les modules des coefficients ck, mais non leurs arguments. y(h) est, comme 
f(t), une fonction périodique. 

L'extension la plus naturelle des séries de Fourier consiste à remplacer 
les fréquences kco, multiples d'une fréquence fondamentale œ, par des 
fréquences quelconques cok. Plus généralement, il est souvent indiqué de 
représenter/(0 par une intégrale de Fourier-Stieltjes: 

oo 

f(t)= ]><*<"* #(fi>). 
— OO 

|(o>) est une fonction à variation bornée, somme d'une fonction continue 
fi(a>) et d'une fonction de sauts f2(<w) (non nécessairement monotone). 
f2(o>) subit, au point cok, la variation brusque ck, et reste constante entre 
cok et cok+1. Si, comme cela arrive le plus souvent, fx(a>) admet une dérivée 
^ (o>), on a 

oo 

/(/) = / e«™ £(») da> + £ ck **"»*<. 
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/( /) est la somme d'une intégrale de Fourier ordinaire, et d'une série de 
Fourier généralisée. La fonction £i (<*>) et les nombres ck doivent vérifier 

00 

les conditions suivantes: l'intégrale J \Ç'(co)\dœ et la série ^ \ck\ sont 
convergentes. -°° 

On sait que, dans ces conditions, l'intégrale de Fourier tend vers zéro 
lorsque t-> oo. Elle n'est donc pas susceptible, à elle seule, de représenter 
un phénomène de caractère parmanent, car la permanence s'oppose à ce 
que f(t) tende vers une limite, sauf bien entendu si f(t) est une constante. 

oo 

D'ailleurs en général l'intégrale J | ^(m) |2 dco existe, et l'énergie totale 
— 00 

du phénomène représenté par une intégrale de Fourier ordinaire est finie 
Donc son énergie moyenne est nulle. On démontre d'une façon précise 
que, si ^(co) est une fonction continue (dérivable ou non), la fonction de 
corrélation de f{t) est nulle pour tout h, y compris h = 0. (Bien entendu 
le coefficient de corrélation, fonction de corrélation normée, n'a aucune 
raison d'être identiquement nul). 

L'existence d'un spectre de raies est donc indispensable pour qu'on 
puisse représenter par une intégrale de Fourier-Stieltjes un phénomène 
de caractère permanent, auquel on fournit par unité de temps une quan­
tité finie d'énergie. C'est d'ailleurs la partie discontinue du spectre qui 
joue le rôle essentiel, et l'on peut se limiter au cas où £(a>) n'a pas de partie 
continue. On a alors 

f(f) = 2lcke™"*. 
k 

On dit que/(f) est une fonction presque-périodique^). Elle a pour fonction 
de corrélation 

(s) La définition des fonctions presque-périodiques continues ne fait pas d'habitude 
appel aux séries d'exponentielles. Elle repose sur une extension naturelle de la notion de 
période: On dit qu'un ensemble de points sur une droite est relativement dense s'il existe 
un nombre positif / tel que tout intervalle de longueur / contienne des points de l'en­
semble. 

On dit d'autre part que h est un nombre de translation défit), associé à s, si l'inégalité 
\fit+h)-fit)\<e a lieu pour tout / réel. 

On dit alors qu'une fonction continue fit) est presque-périodique si l'ensemble de ses 
nombres de translation, pour tout s donné, est relativement dense. 

Si fit) est périodique de période T, chaque période est évidemment un nombre de 
translation, associé à n'importe quel s, et il y a une période, multiple de T, dans tout 
intervalle de longueur / au moins égale à T. 

On démontre que toute série de la forme J£c* elïTODtf, où la série Z|c*| est con-
k 

vergente, a pour somme une fonction presque-périodique continue. 
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y (h) = J£|ct|V"»**. 
k 

La série £\ck\
2 est alors convergente. Réciproquement, si la série Z\ck\

2 

est convergente, la suite des sommes 

SN(0= 2***-* 
1*1 <N 

converge en moyenne quadratique, lorsque JV->oo, vers une fonction 
S(0 presque-périodique et les ck sont les coefficients de Fourier de S(f). 
S(0 n'est pas nécessairement continue. Elle l'est si la série Z\ck\ est con­
vergente. 

Cette formule généralise immédiatement la formule relative aux fonctions 
périodiques. 

On remarque surtout que y(h) est, comme fit), une fonction presque-
périodique. Sa seule particularité est d'avoir des coefficients positifs, qui 
mesurent les sauts, nécessairement positifs, de la fonction spectrale éner­
gétique a(a>). Il importe de bien distinguer Vanalyse harmonique élémentaire 
def(t) et son analyse harmonique énergétique. Nous allons voir que l'analyse 
élémentaire de Fourier n'est pas toujours valable, tout au moins à l'aide 
d'intégrales de Fourier-Stieltjes, alors que l'analyse harmonique énergé­
tique reste toujours la même: y (A) est toujours une intégrale de Fourier-
Stieltjes définie par une fonction cr(ft>) non décroissante 

oo 

y{h) = f eiimohdo{p>). 
— OO 

4. Discussion. Première extension. — La formule 

permet de représenter un phénomène dont la fonction de corrélation y(h) 
a la propriété essentielle de ne tendre vers aucune limite lorsque l'intervalle 
h augmente indéfiniment. Dans la mesure où il est permis d'employer 
le langage statistique, le coefficient de corrélation entre fit) et fit+h) 
subit des fluctuations, et il existe des valeurs de h aussi grandes qu'on le 
désire pour lesquelles il prend, sinon la valeur 1, du moins des valeurs 
aussi voisines qu'on le désire de 1./(0 représente donc alors un phéno­
mène très particulier possédant une forte hérédité, qui ne s'affaiblit pas 
au cours du temps. Ce qui se passe à l'instant t a une forte influence sur 
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ce qui se passe à certains instants ultérieurs, même très éloignés. En résumé, 
l'intégrale de Fourier-Stieltjes convient soit aux phénomènes ayant une 
énergie totale finie, soit aux phénomènes à forte hérédité (forte corrélation 
interne). 

Ces derniers phénomènes sont d'ailleurs exceptionnels. En général, 
ce qui se passe à l'instant t SL d'autant moins d'influence sur ce qui se passe 
à l'instant t+h que h est plus grand. Comment peut-on représenter les 
fonctions fit) dont la fonction de corrélation yQi) est continue, non nulle 
pour h = 0 (énergie moyenne finie) et nulle à Vinfini (affaiblissement pro­
gressif de la corrélation)? 

Dans le cas presque-périodique, fit) est une combinaison linéaire (série) 
de fonctions fondamentales de type exponentiel #in(ût. Essayons d'agir 
sur la forme de la fonction de corrélation yih) en modifiant l'exposant 
de l'exponentielle. Remplaçons la fonction linéaire eut, polynôme du pre­
mier degré, par un polynôme (pif) de degré v ^ 2. A fit) = e2in<ot corres­
pond la fonction de corrélation sinusoïdale yQi) = e2ina>h. Calculons 
la fonction de corrélation de 

Elle est évidemment égale à 1 pour h = 0. Si h ^ 0, on a 

yih) = lim ^r f e2* »«+*>-*«»dt 

T-ooT J 

T 

= lim — f e«*fr<»+«-*«i j t 
T-*oo T J 
T->oo 

* 0 

L'exposant <pit-\-K)—(pit) est un polynôme degré 1 au moins. On peut 
choisir T0 assez grand pour qu'il soit monotone dès que t>T0. Le 
changement de variable (pit+K)—q>it) = u est alors possible, et l'on 
démontre facilement que l'intégrale 

oo 

f g2i7T iq> (t + h) - ç> (t)3 ^ 

T0 

T 

çst convergente. Par suite la moyenne — j tend vers zéro. yQi) est une 
o 

fonction discontinue, égale à l s i A = 0, à O s i A ^ O (fig. 2). 
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Fig. 2 

Ce mode de représentation ne semble donc pas utilisable. On conçoit 
difficilement qu'un phénomène naturel irrégulier et non amorti puisse 
avoir une fonction de corrélation de ce type. 

5. Passage aux fonctions pseudo-aléatoires ([2], [3]). — Pour obtenir, 
un mode de représentation plus intéressant, et répondant aux conditions 
imposées: 

yih) continue, non identiquement nulle, et tendant vers zéro avec l/h, 
nous allons faire subir à la fonction fondamentale e2ni(pit) une opération 
qui présentera une certaine analogie avec celle qui a permis d'introduire en 
Physique la constante de Planck. 

En Mécanique statistique classique, l'énergie E d'un oscillateur harmoni­
que linéaire est une grandeur aléatoire, et sa valeur moyenne est donnée 
par la formule 

JEe kTdE 

oc 

/ 

oo _E_ 
"~ *T 

e dE 

= kT, 

où T est la température de l'oscillateur. La densité de probabilité, qui est 
E 

égale k e" kT (à un facteur constant près), comporte en exposant une 
fonction continue et linéaire. 

Quantifier, c'est remplacer E, moyennant un choix convenable des unités, 
par sa partie entière, que nous noterons Ê. 
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On remplace donc la fonction linéaire j-= par une fonction en escalier, 

dont la croissance générale reste linéaire (fig. 3). 

Fig. 3 

La valeur moyenne de E devient 

oo 

J' 
E oo m 

*T jm V *T 

aE > ne 
3KE = 

***** *T 
dE 2-" 

n=0 

1 
*T 

- 1 

En Physique, le „choix convenable des unités" est naturellement essen­
tiel, et l'intervalle „unité" est en réalité le produit e de la fréquence par 
la constante de Planck. En remplaçant 1 par e partout où il le faut, on 
trouve 

e 
9KE: 

e k T - l 

formule qui se réduit à 9KE = kT lorsque e-> 0. 
Revenons maintenant au problème de la représentation des fonctions 

fit) par combinaisons linéaires de fonctions fondamentales ^ ^ , fonctions 
exponentielles à exposant imaginaire pur. Si <pQ) est un polynôme du 
premier degré, la représentation obtenue est utile, mais ses applications 
sont trop restreintes; si q)Q) est un polynôme de degré > 1, les fonctions 
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correspondantes ne semblent pas bien intéressantes. Remplaçons alors t 
par sa partie entière t et étudions les fonctions^) 

/ ( / ) = e**<piî\ 

L'intérêt de cette transformation repose sur le théorème général suivant [3J: 
Si la fonction de corrélation yQi) de / Q) existe pour les valeurs entières 

de h, elle existe pour tout h, est continue et varie linéairement entre h = 
n et h = /1+1. 

En effet T 

yih) = lim±r[fit)fih + t)dt. 

On ne modifie pas la limite en choisissant pour T un entier N. Alors 
N N - l H + 1 

n=0 n 

Si l'on pose t = n+s, on a 

(8) La notation e2in*W est la plus commode. Mais on peut aussi représenter fit) 
par la série 

oo 

/(/)= ]?Zit-ri)e* 
«=0 

o t t 

Fig. 4 

où Z(/) est la fonction égale à 1 si 0 < / < 1, et à 0 pour les autres valeurs de t (fig. 4). 
On a d'ailleurs 

Z(r) = Y(0 - Y(f - 1), 

où Y(/) est la fonction d'Heaviside, nulle par / < 0, égale à 1 pour t> 0. Notons enfin 
qu'on peut représenter Z(f) par une intégrale de Fourier élémentaire: 

~ 2ÎTC tz 

Z(0= (V2 l '*' z i ~ldz. 
J 2l7TZ 
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t = n 

t + h = n + s + h = n + h si s<l— b, 
= w + A + 1 si s>l— fr, 

la notation # désignant h—h, partie fractionnaire de h. Donc 
1 N - l 

y ih) = lim -1 f * J/(«)/(" + A ) 
n=0 

N - l N - l 

= lim i-^A Y fin) fin + A) + lim A Vf(n)f{n + A + 1) 
« = 0 n=0 

= (i-#MA) + #y(A + i), 
A étant entier, cette formule exprime bien le théorème annoncé. Appli­
quons-le à la fonction/(0 = e2in<pit\ où <pQ) est un polynôme de degré v. 

Premier cas (v = 1): q>it) = œt. Pour A = A entier, on a 
N - l 

yih) = lim 4 V c " * * ^ é̂ 2,'™,, =e! 

N-*.oo N - ^ 
n=0 

,2i7ca>h 

Si donc A est entier, la fonction de corrélation de e2inm a la même 
valeur que celle de e2inm. Mais, entre les valeurs entières de A, celle 
de éima* varie linéairement, alors que celle de e2*7"0' varie d'une façon 
sinusoïdale (fig. 5). 

yQi) ne tend donc vers aucune limite lorsque A->- oo. Son comportement 
est voisin de celui de la fonction de corrélation sinusoïdale, et, comme 
fonction de base, e2ina" ne semble pas présenter un grand intérêt(4). 

(4) M. Bertrandias a fait remarquer que cette fonction est presque-périodique. 
Mais elle n'est pas continue. Ses coeffients ae Fourier Ck tendent vers zéro comme 

jr. La série E \ck\ * converge, mais non la série E |c*|. 



PASSAGE AUX FONCTIONS PSEUDO-ALÉATOIRES 19 

Deuxième cas (v > 2): <pQ) est un polynôme de la forme 

de sorte que 

<pit) = A? + A1?~1 + ... +A V . 
Si les coefficients A, A l 9 . . . , Av_! sont tous des nombres rationnels, on peut 

B B B 
les mettre sous la forme—, -^, . . . . , - ^ , où P est le plus petit commun 

multiple des dénominateurs des fractions irréductibles A, Ax,..., Av-±. 
Si l'on remplace t par f+P, c'est-à-dire t par r+P, on remplace tpQ) 

par ç?(0+entier, et l'on ne modifie pas/(f) = e2in<p(t). 
Dans ce cas,/(f) est une fonction périodique de période P. Sa fonction de 

corrélation est périodique. Ce cas n'est pas nouveau en soi. Il est cepen­
dant intéressant en ce sens qu'il fait apparaître les fonctions périodiques 
comme cas limite des fonctions pseudo-aléatoires dont il va être main­
tenant question. 

Supposons ensuite que l'un au moins des coefficients du polynôme 
<pit) — ç?(0) soit irrationnel. Si Ak est le premier coefficient irrationnel, 
on peut écrire 

Ç>(0 = 9>i(0 + 9>2(0, 
avec 

ç>1(0 = Àt' + ... +A f c_ 1r-*+ 1 , 

ç>2(0 = Afcz
v-* + . . . + A v . 

ç?x(r) est un polynôme à coefficients rationnels. On a alors 

Le premier facteur est une fonction périodique de t. Seul le second 
facteur présente des caractères nouveaux. Or ç?2(r) est un polynôme dont 
le premier coefficient (coefficient du terme de degré le plus élevé) est ir­
rationnel. On peut toujours se ramener à ce cas, comme nous le verrons 
au paragraphe 7. Nous supposerons donc dans la suite que (pQ) est un 
polynôme de degré v > 2, dans lequel le coefficient A de tv est irrationnel. 

On démontre alors les résultats suivants [3]: 
THÉORÈME. — La fonction égale à fit) = e

2m<p^ pour t>0, à 0 pour 
t< 0, a une valeur moyenne nulle. Sa fonction de corrélation y0(A) existe, 
est nulle si |A| > 1, et est égale à 1 — |A| si |A| < 1 (fig. 6). 

Pour démontrer ce théorème, on utilise trois lemmes importants, que 
nous allons d'abord examiner: 
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LEMME 1. — Si la fonction de corrélation d'une certaine fonction fit) 
existe et tend vers zéro lorsque A->oo, alors yQi) a par rapport à h une 
moyenne nulle. 

Fig. 6 

En particulier, si yQi) s'annule pour tout A > AQ, OÙ A est un nombre 
positif fixé, alors la moyenne de yQi) est nulle. 

En effet, si Hx est un nombre fixé, 
H H, H 

1 f y{h)dh = ±fy(h)dh + ±f yih) dh. 
0 0 HL 

Lorsque H tend vers l'infini, le premier terme du second membre tend 
vers zéro. 

D'autre part, on peut choisir Hx suffisamment grand pour que, si A > H l f 

on ait \yQi)\<e. La seconde intégrale est donc en module inférieure à 
H 

e±f dh<s. 
H x 

Elle est arbitrairement petite. 
A 

LEMME 2. — Si la fonction de corrélation yQi) de e2i7r^(f) s'annule pour 
les valeurs entières non nulles de h, alors yQi) est identiquement nulle pour 
h>\. 

Cela résulte immédiatement des propriétés d'interpolation linéaire de 
yih). 

LEMME 3. — La moyenne de yQi) par rapport à h est réelle, non négative, 
et au moins égale au carré du module de la moyenne défit). 

La démonstration de ce théorème se trouve dans [3]. Nous n'allons pas 
la donner en détail. Nous allons seulement en indiquer les grandes lignes. 
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Comme nous l'avons signalé à la fin du paragraphe 2, on peut mettre 
yQi) sous la forme 

oo 

y(h)= f (F^doito), 
- O O 

où <r(û>) est une fonction réelle non décroissante à variation totale bornée. 
<T(O>) n'est pas en général continue, et l'on démontre d'abord que le saut 
de yQi) à l'origine, c'est-à dire la quantité 

y ( + 0 ) - y ( - 0 ) = lim [y(e)-y(_ e)î (£>0) 
e-*0 

est égal à la valeur moyenne de yQi), c'est-à-dire à 
H 

o 

Le saut en question est d'ailleurs réel et non négatif. Par suite la moyenne 
de yQi) est elle même réelle et non négative. 

Si maintenant m désigne la moyenne de fit), on pose 

fit) = m+f'it). 
Entre les fonctions de corrélation yQi) et y'(A) de fit) et de fit), on 

a la relation 
y(A)==|m|2+/(A). 

Or la fonction y'Qi) a les mêmes propriétés que la fonction yQi). Sa 
moyenne est réelle et non négative. Par suite, la moyenne de yQi) est au 
moins égale à \m |2. C'est le résultat annoncé. 

De ces trois lemmes, ou déduit facilement la démonstration du théorème. 
Tout revient à la proposition suivante: 

La fonction de corrélation yih) de e2înifiï) est nulle pour les valeurs 
entières et positives de A. 

En effet, si d'abord v = 2, on a 
ç>(f) = A*2+B/-fC. 

A un facteur constant près, y(jp) est égale à la moyenne de 

N - l 

» = 0 

Un calcul élémentaire de progressions géométriques montre que cette 
moyenne est nulle. 

C* — l 
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Si maintenant v > 2, on procède par récurrence. On suppose que pour 
tout polynôme <p du type considéré et de degré au plus égal à v — 1, la 
moyenne 

m= lim -J- 5V f f* ( B> 
soit nulle. 

Si <p est un polynôme de degré v, la fonction de corrélation 
N - l 

y(/?) = lim — V g**[*<»+rt-»<»)3 
N-*oo N ^ - ( 

est la moyenne attachée à un polynôme q*(t+p)—q>(i) de degré v —- 1. 
Par hypothèse, elle est nulle. Par conséquent, yQi) a une moyenne nulle, 
et, d'après le lemme 3, la fonction e2inq>^ a une moyenne nulle. Toute 
fonction de la forme é*in<p{° attachée à un polynôme de degré v a donc 
une moyenne nulle, et en particulier la fonction de corrélation relative 
à un polynôme de degré v+1 est nulle. C'est bien ce qu'on voulait démontrer. 

On remarquera que la moyenne de fit) est égale à 

N - l 

lim 4 V e2m<p™ 
N-*ooN^-J 

n=0 

et que la fonction de corrélation de/(f), pour un écart A égal à un entier p, 
est égale à 

1 N~l 

lim -^ V ^ + r t - ^ ) ] , 
n=0 

Les deux moyennes ainsi écrites ont été étudiées par H. Weyl en 1916 [19]. 
Les théorèmes énoncés ci-dessus sont l'équivalent, en un langage différent, 

des théorèmes de H. Weyl, relatifs aux suites équiréparties, et dont voici 
la substance: 

Soit xn une suite de nombres compris entre 0 et 1. Considérons les N 
premiers termes *i,...,xN de la suite. Soit N' le nombre de ceux de ces 
termes qui appartiennent à un intervalle arbitraire (a, j8) intérieur à (0, 1). 

N' 
Si lorsque N->oo, le rapport — tend vers une limite égale à la longueur /S—a 

de l'intervalle, alors la suite xn est dite équirépartie ou uniformément dense 
sur le segment (0,1). Les théorèmes de H. Weyl s'énoncent de la façon 
suivante; 
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a. Pour que la suite xn = <pQi) soit équirépartie sur (0,1) modulo 1, il 
faut et il suffit que, quel soit Ventier l ^ 0, on ait 

N - l 

lim i Y e2inl*w = 0. 
N ^ O O N Z J =0 

b. Siq>it) = Afv+...+ Av est un polynôme de degré v > 1, dont le coefficient 
A est irrationnel, la suite (pin) est équirépartie modulo 1. 

Les fonctions e2m<p{f) sont donc essentiellement différentes de la 
fonction e2inœt. La dernière est périodique et a pour fonction de 
corrélation une fonction sinusoïdale. Au contraire, e2in<p(t) n'est pas 
périodique et sa fonction de corrélation y0Qi) est nulle à l'infini. 

La fonction e2in<Pit) ne donne pas la solution générale du problème 
posé, qui consistait à trouver les fonctions telles que la corrélation entre 
/ (0 et/(f+A) soit d'autant plus faible que A est plus grand. Mais elle fournit 
cependant un exemple fondamental de fonction de cette nature, qui va 
nous servir de base pour en construire d'autres plus générales. Elle va 
jouer dans la théorie un rôle analogue à celui de e2mm dans la théorie 
des fonctions presque-périodiques, avec cette différence qu'elle dépend 
d'un polynôme arbitraire (pQ). C'est une fonction en escalier, qui change 
de valeur pour chaque valeur entière de t. Les valeurs qu'elle prend sont 
des nombres complexes de module 1. Elle ne peut pas prendre toutes les 
valeurs de module 1, mais ses valeurs sont denses sur le cercle unité, et 
même uniformément denses. 

6. Fonctions pseudo-aléatoires [3]. — On appelle d'une façon générale 
fonction pseudo-aléatoire une fonction fit) complexe, bornée et nulle pour 
t<0, dont la fonction de corrélation yQi) existe, est continue, n'est pas 
nulle pour h = 0 et tend vers zéro lorsque A->oo. Dans la théorie des 
fonctions pseudo-aléatoires, e2i7lq>^ joue un rôle analogue à celui de 
e2irtat ( j a n s j a théorie des fonctions presque-périodiques et plus géné­
ralement dans celle des intégrales de Fourier-Stieltjes. 

Puisque yQi) tend vers zéro à l'infini, la fonction spectrale énergétique a 
d'une fonction pseudo-aléatoire est continue. 

En effet, d'après le lemme 1 du paragraphe 5, yQi) a une moyenne 
nulle, et, d'après la démonstration du lemme 3, est continue à l'ori­
gine. Mais on a aussi 

oo oo 

yQi) e2''*"*'* = f e*1*»*».)» da(co) = / e8*"* da(.œ-œ^. 
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Puisque yQi) tend vers zéro à l'infini, il en est de même de 
yQi)e2ma*h. La même démonstration montre que or(a>—a>0) est continue 
pour co—(oQ = 0, c'est-à-dire pour toute valeur coQ de co. 

Dire que la fonction aico) est continue, cela ne veut pas nécessai­
rement dire qu'elle possède une dérivée. Il peut arriver que aico) 
soit une mesure singulière, aico) est alors une fonction continue, non 
décroissante, dont la dérivée est nulle pour presque toutes les va­
leurs de co. On ne peut pas reconstituer aQo) par intégration de sa 
dérivée. 

Lorsque aico) est une mesure singulière, le comportement de 
l'intégrale 

y(A)= J e2m°>hdaico) 

n'est soumis à aucune règle générale. Suivant les cas, yQi) tend vers zéro, 
ou subit des oscillations comprises entre des limites finies. 

Pour construire des exemples de fonctions yQi) de cette sorte, on utilise 
un intermédiaire probabiliste [16] [18]. Lorsque la variation totale de aico) 
est égale à 1, on peut interpréter yQi) comme la fonction caractéristique 
d'une variable aléatoire co ayant aico) pour fonction de répartition, c'est-
à-dire comme la valeur moyenne, au sens stochastique, de e2in(oh, 
où A est un paramètre réel. Supposons que co soit la somme d'une infinité 
de variables aléatoires indépendantes cox, co2, ...,con ..., la variable con 

prenant les deux valeurs — et avec les probabilités — et — — . con 

a pour fonction caractéristique 

2mk 2i**-
2nh 

cos——-

La fonction caractéristique de la somme Zcon est donc représentée par 
le produit infini 

y(h) = [J 2TTA cos 
n=i * 

On démontre que la distribution ainsi construite est bien singulière, 
et que: 

a. si g est un entier supérieur à 2, \yQi) | a une limite supérieure positive; 
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b. si g est un nombre rationnel non entier supérieur à 2, yQi) tend vers 

zéro avec-r-. n 
On voit par ces exemples qu'il n'est pas absurde d'englober dans la dé­

finition des fonctions pseudo-aléatoires celles dont la fonction spectrale 
énergétique est singulière. Mais on ne connaît pas encore d'exemples de 
telles fonctions pseudo-aléatoires. Les cas où aico) est absolument continue 
sont d'ailleurs probablement les plus importants pour les applications. 
Nous rencontrerons uniquement dans la suite des fonctions pseudo-aléatoires 
dont la fonction de corrélation est de la forme 

oo oo 

y(h)= J éibtmho'(a>)da>, avec / \a'(a>)\da><oo. 
— OO — O O 

On sait que, dans ces conditions, yQi) tend vers zéro lorsque A->oo 
(théorème de Riemann-Lebesgue). 

Lorsque yih) est la fonction de corrélation y0Qi) de la fonction fonda­
mentale e2inç,(t), on vérifie facilement que 

os 

fo(*)= f 
sin2ra> , 
n2co2 

d'où 
< r » = 

sin27Tû> 

II résulte immédiatement des lemmes du paragraphe 5 que. la moyenne 
d'une fonction pseudo-aléatoire est nulle. 

Lorsque f-> oo, une fonction pseudo-aléatoire fit) ne peut tendre vers 
aucune limite. Car, si une telle limite existait, elle serait nécessairement 
nulle. Donc |/(012 tendrait vers zéro et aurait une moyenne nulle, ce qui 
est contraire à la définition. 

Une fonction pseudo-aléatoire réelle ne peut garder un signe constant. 
D'une façon précise, elle doit subir au moins un changement de signe (et 
par suite une infinité) dans tout intervalle t > t0, si grand que soit t0. En 
effet, supposons que fit) soit réelle et non négative pour t > tQ. Comme 
f(f) est bornée, il existe un nombre M tel que 

0 < / ( 0 < M . 
Il en résulte que 

T T 

0<-lJ|/(0|«^<MirJ|/(0|A, 
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fit) étant pseudo-aléatoire, sa moyenne est nulle. Donc, lorsque T-> oo, 
fit) a une moyenne quadratique nulle, et n'est pas pseudo-aléatoire. 

Comme les fonctions presque-périodiques, les fonctions pseudo-aléatoires 
présentent des oscillations non amorties, alternativement positives et 
négatives, puisque la moyenne est nulle. 

Remarque — Soient fit) et gQ) deux fonctions pseudo-aléatoires. 
La fonction FQ) qui est égale à 

f{t) si t > 0, 

g(—0 si t < 0 

est définie pour toute valeur de t, et non pas seulement pour t > 0. On 
peut considérer, par extension de la définition, que c'est une fonction 
pseudo-aléatoire définie pour — oo < t < oo et ne se réduisant pas à zéro 
pour t < 0. Cela veut dire que la fonction de corrélation de Fit) est con­
tinuée, positive à l'origine et nulle à l'infini. Calculons en effet cette fonc­
tion de corrélation. Nous la définissons par 

T 

yF (A) = lim ±- (fit)Fit + h) du 
T->oo^£T 

Si par exemple A > 0, yF(A) est la limite, lorsque T -> oo, de 

T ~fc o 

2^//«)/(' + h)dt + -Iff g(~t)g (~t-h)dt + ± J g(-t)f(t + h)dt. 
0 - T -fc 

Au facteur —près, les deux premiers termes tendent respectivement vers 

Y/(A) et Ygi—h), où yf et yg sont les fonctions de corrélation de f et g. Le 
troisième tend vers zéro. Donc 

Y*(A) = y ÏY/(*)+T.(-*)] = y W> + ï » l 

Si en particulier/et g ont même fonction de corrélation, jpa pour fonction 
de corrélation la partie réelle de y. Si y est réelle, yF = y. 

En étendant la définition des fonctions pseudo-aléatoires à l'intervalle 
— oo < t < oo, on confirme le parallélisme de structure entre ces fonctions 
et les fonctions presque-périodiques. 

7. Transformations des fonctions pseudo-aléatoires. Propriétés d'orthogo-
nalite ([5], [4\, [5], [61, [7]). — La théorie générale des fonctions pseudo-
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aléatoires n'est pas encore achevée. On connaît cependant diverses trans­
formations qui, à partir de fonctions pseudo-aléatoires particulières ou 
générales, permettent de construire de nouvelles fonctions pseudo-aléatoi­
res. Nous allons les passer en revue. 

Pour construire une fonction presque-périodique, on fait des combinaisons 
linéaires des fonctions exponentielles de base e2i7raf, pour diverses valeurs 
de a.cpit) étant un polynôme donné, de degré v > 2, et dont le coefficient 
du terme en tv est irrationnel, faisons de même une combinaison linéaire 
des fonctions e2inq>i*kt) pour diverses valeurs non nulles de ak. Nous 
obtenons la fonction 

fit) = V c k é»*«C'> 
k 

Si la série S\ck | est convergente, on démontre que/(f) est pseudo-aléatoire. 
Elle a pour fonction de corrélation 

Y(h) = 2\ck\
2y0iakh), 

y0(h) = l - | A | si | A | < 1 , 

= 0 si A > 1, 

Cette formule est tout à fait comparable à celle qui donne la fonction 
de corrélation d'une fonction presque-périodique. e2iltq>{f) correspond à 
e2inœt, et y0(A), fonction de corrélation de e2in<p$\ à e2inh, fonction de 
corrélation de e2m. Mais, pour les fonctions pseudo-aléatoires, la fonction 
de corrélation est très différente de la fonction initiale. L'opération de mo­
yenne simplifie les fonctions. A une fonction oscillante et irrégulière, elle 
fait correspondre une fonction plus régulière et qui tend vers zéro à l'infini 
Au contraire, la fonction de corrélation d'une fonction presque-périodique 
est presque-périodique. 

Les fonctions obtenues par ce procédé ont une fonction de corrélation 
convexe, car c'est une combinaison linéaire à coefficients positifs de fonc­
tions y0iakh) convexes. 

Les relations entre la fonction fit) et les coefficients ck sont les mêmes 
pour les fonctions pseudo-aléatoires et pour les fonctions presque-pério­
diques. On peut en effet démontrer que 

T 

lim 4r f ^ w w - K f t w dt = 0 si at ^ ak, 
T-*°°To , 

= 1 si at = ak. 
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Il en résulte que 
T 

ck = lim 4r (fit) e-*n«&dt. 
T^ooT J 

On notera que, bien que fit) apparaisse comme une somme discrète de 
termes analogues à des harmoniques, le spectre énergétique de fit) est 
continu, conformément à une remarque générale déjà faite. On a 

'»-/w-[2;i*r--*]*. 
- o o Jfc 

00 

= j ^«"•o'fàdco 

avec 

* * 
A 

On peut naturellement définii des transformées de e2in<p{t) analogues aux 
intégrales de Fourier-Stieltjes. Considérons la fonction 

fit) = {***&> dS(a). 

| (a) est la somme d'une fonction continue et d'une fonction de sauts. 
Nous venons d'étudier le cas où la fonction continue est identiquement 
nulle. Dans le cas général, on peut démontrer un théorème analogue au 
théorème de décomposition des intégrales de Fourier-Stieltjes: 

fit) est la somme d'une fonction nulle en moyenne quadratique Qmalogue 
à l'intégrale de Fourier ordinaire) et d'une fonction pseudo-aléatoire icor-
respondant à la fonction presque-périodique) attachée à la fonction de sauts 
de f (a). 

8. Combinaisons des fonctions pseudo-aléatoires et des fonctions presque-
périodiques — Commençons par étudier le produit d'une fonction pseudo­
aléatoire par une fonction presque-périodique. 

Considérons d'abord une fonction pseudo-aléatoire du type 

g2m«>(0 

où <p (0 est un polynôme de degré v > 2. 
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Soit gQ) une fonction de carré sommable sur (0,1), périodique de période 1. 
Le produit 

fit) = é*m*à gQ) 
est pseudo-aléatoire et a pour fonction de corrélation 

y(h)= f gis)gis+h)ds si 0 < A < 1 , 
o 

= 0 si A>1. 
En effet 

T 

yih) = lim -1 (é^n^^'^git+h)git)dt. 
T^ooT J 

N N - l n+1 

On peut remplacer T par un entier N, et f par J^ J . En posant 
0 /1 = 0 H 

t = s + n, et en tenant compte de ce que gQ) a pour période 1, on obtient 
1 N - l 

y(A) = lim ~ f Y é2inWn+s^'<p^gis+h)gis)ds. 
N-*oo N J ^J 

0 n=0 

D'après un raisonnement déjà utilisé, on a 
l - h N - l 

n+î)-*(»)] y (A) = f *(*+*)*« lim ^ V «*"W^ 

î 

+ f g(*+A) *(d lim -L 5? €«*W-+î+tt-f«i. 
N - l 

1 - * 

Or la moyenne 
N - l 

lim s ^W'+fe-^W^ 
N»oo - « 

fonction de corrélation de e2i7Up<°, est nulle, sauf pour A = 0, c'est-à-dire 
0 < A< 1. De même la moyenne 

N - l 

l i m _!_ Y 1 gtmMii+î+D-*C0]y 

N_*oo N ^J N-°° - o 
est nulle quel que soit h. Donc y (h) est nul pour h > 1, et égal à 
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1 - A 

f g(s+h)gis)ds si 0<A<1. 
0 

Exemple: git) = e2m. On trouve, pour 0 < A < 1, 

î - a 

yQi) = j «-»*•«*<•+*><& = ^ ( l - A ) . 

Si gQ) est une fonction périodique de période différente de l'unité, les 
résultats sont différents et moins généraux. 

D'une façon générale, on démontre facilement que si cpQt) est un polynôme 
de degré v > 3, la fonction f Q) produit de e2in<p^° par une fonction presque-
périodique continue de la forme 

k 

est pseudo-aléatoire. Si les différences cok—coi ne sont jamais entières, la 
fonction de corrélation défit) est égale à 

y(*) = yo(*)-2,We-""'' 
produit des fonctions de corrélation des deux facteurs. 

Si certaines différences cok—cot sont entières, y (A) a une structure plus 
compliquée, qu'on déduit des résultats précédents par des combinaisons 
convenables. 

On remarquera que ces théorèmes ne sont valables que pour des fonctions 
particulières de la forme e2inq>^, où cp est un polynôme. On peut cependant 
énoncer un théorème bien simple et valable sans ces restrictions: si fit) 
est pseudo-aléatoire et a pour fonction de corrélation y (A), f(f) e2in<ot est 
pseudo-aléatoire et a pour fonction de corrélation y (A) e2inœh. 

Etudions maintenant la somme d'une fonction pseudo-aléatoire quel­
conque fQ) et d'une fonction presque périodique 

*(/) = , £ <*€*"•*.• 2\ct\<oo. 

Formons la fonction de corrélation de 

C'est la moyenne de 

7(!)At+h)+g(t)g(t+h)+% ck***~mé*-* + ^ft/t'+A)*-"""*-
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Puisque la fonction /(/) e"8*7*0*' est pseudo-aléatoire, elle a une moyenne 
nulle. Il en est de même pour/(/+A) e-

2ina>kit+h), car une translation n'af­
fecte pas les moyennes. Donc la moyenne de fQ+h) e~2tn(°kt est nulle. 
Par suite. 

THÉORÈME, — La somme d'une fonction pseudo-aléatoire fit) et d'une 
fonction presque-périodique continue gQ) n'est ni pseudo-aléatoire ni presque-
périodique. Sa fonction de corrélation est la somme d'un terme à spectre 
continu, correspondant à fit), et d'un terme à spectre de raies, correspondant 
à gQ). Le produit fQ) gQ+h) a une moyenne nulle. 

9. Transformation par convolution des fonctions pseudo-aléatoires. — 
La convolution permet de transformer une fonction pseudo-aléatoire 
quelconque en une fonction pseudo-aléatoire. A partir de fonctions connues, 
à corrélation convexe, elle permet donc de construire des fonctions nouvelles, 
dont la fonction de corrélation n'est pas nécessairement convexe. 

THÉORÈME. — Si gQ) est une fonction pseudo-aléatoire, et si ^(a) est une 
oo 

fonction réelle, à variation totale bornée sur (0,+oo) [J lrfju(a)|<oo], alors 

Kt) = fg(t-a)dr(a) 
0 

est une fonction pseudo-aléatoire. 
Si en particulier d /*(a) = Kià)da, où Kia) est une fonction bornée et 

localement intégrable, fit) est continue. 
Démonstration. — Par définition, gQ) est nulle si t< 0, et gQ—a) est 

r oo oo 

nulle si a>t. On peut donc remplacer J par J , et même par J , en 
0 0 - o o 

convenant de prolonger ^(a) par 0 pour a < 0. 
La fonction de corrélation de/(f) est 

T 

(9.1) yih) = lim - I j dt fj git-a)git+h-P)dv.ia)dv.iP) 
~*°° o P 

T 

= ff dy.ia) d[Aip) lim -1 f gQ-a) gQ +A-0) dt. 
p ""*" o 

l'intégrale double étant étendue à tout le plan P. 
On voit apparaître la fonction de corrélation yq de g, et l'on a 

(9.2) yQi) = fJytQi+a-P)d[L(a)dVL<fi). 
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y§ tend vers zéro à l'infini. C'est d'ailleurs une fonction bornée. Soit B la 
oo 

borne supérieure de \y9 |, M la valeur de l'intégrale J \dfiia) |. 
— oo 

D'après les hypothèses faites sur /x(a), il existe un nombre A tel que 

/ |^ (a ) |<e . 
M > A 

Si l'on intègre dans la partie du plan extérieure au carré \a | < A, |/î |<A, 
on a donc une contribution inférieure à B M e. 

P 

Fig. 7 

A étant ainsi choisi, en fonction de s, il faut majorer la portion de l'inté­
grale intérieure au carré. Dans ce carré, a et /3 sont bornés. On peut disposer 
de A de telle sorte que, quels que soient a et /? dans le carré, 

\YgQi+a-P)\<e, 

car yg tend vers zéro à l'infini. 
Finalement, on peut choisir A assez grand pour que 

(9.3) \yih)\<BMe+e. 

Il en résulte bien que y (A) tend vers zéro avec —. 

La continuité de yQi) à l'origine se démontre d'une façon analogue. 

Enfin/(r) est bien nulle si / < 0. En effet, a étant positif, /—a est alors 
négatif et gQ—a) est nulle dans tout l'intervalle d'intégration. 
f(0 est donc pseudo-aléatoire. 

file:///dfiia
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Supposons maintenant que pQi) admette une dérivée K(a), bornée, 
localement intégrable et absolument intégrable entre 0 et+00. On a d'abord 

(9.4) 

d'où 

f(f) = Jg(d)K(t-a)da1 

f(t + h)-f(t) = 
t+h 

Jg(a)\£Q+h-a)-JL(t-a)]da + J g(a)K(t + A - a) da. 
0 t 

\g\ étant bornée, on voit tout de suite qu'on peut choisir A assez petit 
pour que la seconde intégrale soit rendue aussi petite qu'on le désire. 

Si G est une borne supérieure de \g (a) |, on a, pour une valeur fixée de /, 
t 

(9.5) j\g(a)\\K(t+h-a)- K(* - a)] da < G f K(t + h-a)-

K(* - a) da. 

Divisons l'intervalle (0, t) en n+1 intervalles partiels. On peut trouver 
une fonction L(a), constante dans chacun de ces intervalles, telle que, 
pour des valeurs suffisamment grandes de M, on ait 

(»•«> / K(f — a) — L(a) da < e. 

Le changement de a en a—h montre que, si h est suffisamment petit, 

(9.7) / K(f + A - a ) - L ( a - A ) da < Ah + e, 

où A est un nombre qui ne dépend ni de A ni de e. 
D'autre part, L(a)—L(a—A) est nul sauf au voisinage des n points de 

discontinuité de Lia). Il existe donc un nombre B tel que 

(9.8) 

Finalement, 

/ L(a-h)-L(a) da < B«A. 

(9.9) / K(t+h-a)-K(a-h) da<2e + Ah + Bnh. 
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Le choix de n dépend de e. n étant choisi, on détennine A de façon que 
nh < e, et par suite A < e. L'intégrale (9.9) est alors inférieure à (2+A+B) e. 
Elle est arbitrairement petite, ce qui démontre le théorème: lorsque la 
fonction /j(a) admet une dérivée KQx), localement intégrable et absolument 
intégrable sur (0, oo), la fonction 

(9.10) 
t 

fQ) = fgQ-a)Kia)da, 

où gQ) est une fonction pseudo-aléatoire quelconque, est une fonction 
pseudo-aléatoire continue. 

C'est ce qui se passe en particulier lorsque gQ) est de la forme 

gQ) = e2i7Zq>(<\ 
On a alors 

yB{h)=\-\h\ si A < 1 , 

= 0 si h > 1. 
Par suite, 

y (h) = fj [1 - \h + a - fl] K(a) K(/S) da dp, 
D 

D étant le domaine défini par (fig. 8): 

Fig. 8 

|* + a - j 8 | < l , a > 0 , P>0 
Fonction spectrale de fQ) 

oo 

Si f(t) =/sO-a)d[A(a), 
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on voit d'abord que 

Y(*) = / / Y*(A + «-?)*(«)*(», 
l'intégrale étant étendue au plan des a, p, et yg désignant la fonction de 
corrélation de gQ). Cette fonction de corrélation se met sous la forme 

si l'on pose 

on obient 

- o o 

oo 

H(<Ù) = Je-**"4i(a), 
-OO 

y(h) = J>"*|.R(<,>)|y8t(©). 
— OO 

La fonction spectrale de fit) est donc définie par: 

*(«) = /|i?(<o')|s<fô8(<o'), 
— OO 

ou, plus simplement par 
<fô(co) = \Ri<*)\2d$gitù). 

10. Relations entre les fonctions pseudo-aléatoires, le calcul des probabi­
lités et l'arithmétique. — Considérons la fonction pseudo-aléatoire fon­
damentale 

fQ) = e2**™, 

où cpQ) est un polynôme de degré v > 2 ayant au moins un coefficient 
irrationnel à partir du terme en t2. 

La moyenne temporelle de/(f) s'exprime sous les deux formes suivantes: 
T N 

lim J_ f CM"*(& dt et lim 4 Y, e2i"*n\ 
0 n=0 

De même la fonction de corrélation de fQ) a, pour les valeurs entières 
p de l'accroissement A, l'expression suivante: 

N 
l i m _ \^ e2ini<p(n+p)-<p(n)lm 

N-*oo N ^Li 
H=0 
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Les deux moyennes apparaissent comme des moyennes d'exponentielles 
complexes. Elles sont d'ailleurs nulles (sauf pour p = 0). Et ces résultats 
sont des cas particuliers d'un théorème général de H. Weyl, qui concerne 
les suites équiréparties. 

Nous avons donné au paragraphe 5 l'énoncé du théorème de H. Weyl. 
Rappelons que, pour qu'une suite xn comprise entre 0 et 1 soit équirépartie, 
il faut et il suffit que, quel que soit l'entier l, on ait 

N 

lim 4 Ye2inlx» = 0. 
11 = 0 

Ce théorème est entièrement équivalent au théorème suivant [19]: 
Pour qu'une suite x„ comprise entre 0 et 1 soit équirépartie, il faut et il 

suffit que, quelle que soit la fonction fQx), intégrable entre 0 et 1, on ait 

1 N 

J/w*=£^2>tf 
Le premier théorème exprime que, si l'on associe à xn une fonction 

égale à e2ilzlXn lorsque n<t<n+ 1, cette fonction a une moyenne nulle. 
Il permet de démontrer que la partie décimale du polynôme cpQi) est équiré­
partie, et d'en déduire les propriétés des fonctions pseudo-aléatoires. 

Le second théorème est un théorème ergodique, qu'on peut énoncer 
de la façon suivante: 

La moyenne arithmétique d'une fonction /(*„), où xn est équirépartie au 
sens arithmétique, est égale à la moyenne stochastique de la variable aléatoire 
fix), où x est une variable aléatoire uniformément distribuée entre 0 et l. 

La suite des valeurs xn joue donc, du point de vue des moyennes, le même 
rôle qu'une succession de valeurs tirées au sort entre 0 et 1. Il faut cepen­
dant noter que, par tirage au sort, on peut trouver n'importe quelle valeur, 
alors que l'ensemble des valeurs de xn, dense sur (0,1), est cependant bien 
défini à l'avance et dénombrable. En outre, l'ordre de succession de ces 
valeurs, malgré son irrégularité d'aspect statistique, est imposé et prévi­
sible. Mais par ailleurs, il existe de nombreuses manières de construire 
des suites équiréparties arithmétiques, toutes équivalentes à une variable 
aléatoire équirépartie. 

A ces quelques réserves près, la "variable pseudo-aléatoire" fixn) joue 
bien le rôle d'une variable aléatoire. En particulier, la fonction 
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N 

f e2inXf™ dx = lim ~ V e&'nA^»> 
J N-*oo N ^ - J 
0 n = 0 

est bien la fonction caractéristique de la variable aléatoire fix), fonction 
d'une variable aléatoire à distribution uniforme. 

A la notion d'indépendance stochastique entre deux variables aléatoires 
correspond la notion de distribution uniforme dans un carré, et cette notion 
s'étend sans difficulté à plus de deux dimensions. Les suites xn et yn, indi­
viduellement équiréparties, seront considérées comme indépendantes 
si la suite à deux dimensions Qxn, yn) est équirépartie dans le carré 0 < x < l , 
0<y<\, la définition du mot "équirépartie" étant la même que pour une 
dimension, à condition de remplacer "intervalle arbitraire (a, /?)" par "do­
maine quarrable arbitraire intérieur au carré". 

Pour définir une suite équirépartie sur (0,1), on a généralement intérêt 
à partir d'une suite cpQi), où cp est une fonction donnée, et à définir x0 comme 
la partie décimale de la fonction (pin) [différence entre cpQi) et sa partie 
entière], c'est-à-dire à poser 

x„ = cpQi) (mod 1), ou xn = cpQi). 

Pour caractériser une suite à deux dimensions équirépartie dans le carré, 
on utilise le théorème suivant, dû à H. Weyl: 

Pour que la suite de fonctions <pQi), rpQi) soit équirépartie modulo 1 dans 
le carré, il faut et il suffit que la suite li<piri)+l2y>iri) soit équirépartie modulo 1, 
quels que soient les entiers l± et /2 non simultanément nuls. 

Ce théorème n'a pas d'équivalent immédiat en langage probabiliste. 
Voici comment on peut l'interpréter. 

Posons 
xn = <pQi) (modl), yn = y>Qi) (mod 1), zn = cpQi) + rpQi) (mod 1). 

La suite xn+yn n'est pas équirépartie, pas plus que ne l'est la somme 
de deux variables aléatoires indépendantes équiréparties. Mais zn est une 
suite équirépartie. Un calcul élémentaire montre que la différence 

u = xn+yn — zH 

est égale à 0 si 
0<xn+yn<l 

et à 1 si 
Kxn+yn<2. 

ces deux valeurs ayant des probabilités, ou fréquences arithmétiques, 
égales. 
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Cette remarque précise la nature de la dépendance stochastique entre 
le couple ixn, yn) et la variable zn. Du point de vue arithmétique, zn est une 
fonction gixn, yn), 
égale (fig. 9)à: 

xn+y» 
à: 
x„+yn — 1 

si 0<xn+yn<l, 

si Kxn+yn<2. 

*n=*n+y„-1 

Zn=*n+yn 

Fig. 9 

Si l'on pose sn = xn+yn, et si l'on associe à s„, zn des variables aléatoires 
s et z, on voit que: 

a. s est la somme de deux variables aléatoires équiréparties; 
b. z est une variable aléatoire équirépartie non indépendante de s; 
c. la différence s — z prend, avec des probabilités égales, les valeurs 0 et 1. 
La méthode arithmétique donne un moyen de construire effectivement 

la loi de probabilité du couple (y, z). Elle a pour fonction caractéristique: 
<9(A,p) = Eei(ks+flz) (moyenne stochastique), 

égale à la quantité 
N N 

eiUlxn+yn)+?znï _ l i m J_ ^ JWx„+yn)+l>rtxn,yn-)l 

ii=0 11=0 

Le théorème de H. Weyl, qui s'adapte immédiatement au cas de deux 
dimensions, exprime cette moyenne par l'intégrale 

<9(A,{x) = J j eiW*+y)+n9(x, y)] dxdy, 

étendue au carré 0<*<1 , 0 < J > < 1 . 
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Cette intégrale s'écrit, 

ff eiU+Mx+y) dxdy + f* Jj ei(X+tlKx+y) dxdy ^ 
Dt D, 

où Dx et Z>2 sont les triangles indiqués sur la figure 10. On trouve 
ir 

39 

Fig. 10 

0(M 
eajeifl-l) ( ^ - 1 ) ( ^ + ^ - 1 ) 

I'(A + H) a + rt2 

Plus généralement, le recours à une représentation arithmétique permet 
de résoudre le problème suivant: 

On donne p+\ variables aléatoires xl9 ..., xp, z ayant même loi de pro­
babilité. xl9 ...,xp sont indépendantes. On demande de définir entre Qxx,..., 
xp) et z une dépendance stochastique telle que xx+...+xp—z ne prenne 
que des valeurs entières. On notera que, lorsque p->oo, la variable 
X 1 I y ___ yy»r\ 

——-—-:=— —, où m est la valeur moyenne commune des xh tend vers 
VP 

une variable normale. 
Remarque. — L'analogie entre les variables aléatoires équiréparties 

et les suites arithmétiques équiréparties peut avoir une utilisation pratique. 
Le théorème de H. Weyl, appliqué par exemple aux intégrales doubles, 
s'énonce de la façon suivante: 

Pour que la suite ixn,yn) soit équirépartie dans le carré C(0<x< 1,0<}>< 1), 
il faut et il suffit que, pour toute fonction fQx, y), définie dans C et intégrable 
au sens de Riemann, on ait 

N - l 

Jffi^y) dxdy=u™ N ^j^Xn^ -
C "* n=0 
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Or ce théorème fournit une méthode de calcul numérique des intégrales 
doubles, applicable si l'on connaît des suites équiréparties, ce qui est le cas. 
On peut par exemple prendre pour xn et yn deux polynômes 99(/1), \pQi), 
définis modulo 1 et indépendants. Le choix le plus simple est celui de 
polynômes du premier degré, 

cpQi) = An, y)Qi) = Bn (modl), 

A et B étant deux nombres irrationnels entre lesquels il n'existe aucune 
relation linéaire à coefficients entiers. 

On a là une transcription arithmétique de ce qu'on appelle en calcul 
des probabilités la méthode de Monte-Carlo (dans le cas très simple du 
calcul des intégrales multiples). Elle est habituellement présentée sous 
la forme suivante: 

Soit x et y deux variables aléatoires indépendantes et uniformément 
distribuées entre 0 et 1. L'intégrale 

I = f{f(*>y)dxdy 
c 

est la moyenne stochastique de la fonction /(JC, y) de ces deux variables 
aléatoires. Si l'on considère maintenant une suite de variables aléatoires 
xk> yu* indépendantes et uniformément réparties entre 0 et 1 (résultat d'une 
série d'épreuves successives sur x et y), la moyenne arithmétique des N va­
riables aléatoires/(x0, y0),fixl9 y±), . . . , / (¾.^ yN^) tend en probabilité 
(et aussi presque sûrement), vers la moyenne stochastique de fix,y), c'est-à-
dire vers l'intégrale I. Si l'on connaît une succession de valeurs numériques 
qui puissent être considérées comme résultats d'épreuves sur une variable 
aléatoire uniformément distribuée sur (0,1), c'est-à-dire une "table de 
nombres aléatoires", on peut calculer l'intégrale I avec une bonne précision. 

Malheureusement, les tables habituelles de nombres aléatoires ne présen­
tent pas toujours toutes les garanties désirables, et les tests statistiques 
employés pour vérifier leur valeur ne sont pas irréprochables. La transcrip­
tion arithmétique de la méthode de Monte-Carlo semble échapper à de 
telles objections. Son défaut actuel est que, du point de vue théorique, 
on ne connaît qu'un petit nombre de théorèmes sur les suites arithmétiques 
équiréparties. On se heurte assez vite à des difficultés non résolues dès 
qu'on se propose en particulier d'évaluer la précision de la méthode. 
Quelques indications sont données à ce sujet dans [7, 12]. 

11. Fonctions pseudo-aléatoires et fonctions aléatoires. — Lorsqu'on 
rencontre en physique une fonction du temps, définie pour tout t>0, et 
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ayant l'aspect des fonctions que nous appelons „pseudo-aléatoires", on 
la traite souvent comme une fonction aléatoire. Nous allons sommairement 
analyser les rapports entre ces deux notions. 

Une fonction aléatoire est un ensemble de fonctions, comme une variable 
(ou nombre) aléatoire est un ensemble de valeurs. Ce que fournit l'expé­
rience, c'est le résultat d'une épreuve, plus ou moins prolongée, sur la 
fonction aléatoire, c'est-à-dire l'une des fonctions de cet ensemble. On 
peut donc considérer une fonction pseudo-aléatoire comme le résultat 
d'une épreuve faite sur une fonction aléatoire. Une telle conception ne sera 
d'ailleurs utile que s'il s'agit bien de fonctions d'apparence très irrégulière, 
dont la forme suggère l'idée de statistique. Cette idée statistique est alors 
traduite en langage arithmétique, grâce aux propriétés plus ou moins 
fines des nombres irrationnels. 

Lorsqu'il s'agit de fonctions aléatoires stationnaires, on sait que, moyen­
nant quelques hypothèses générales, on peut faire état du principe ergodi-
que: toute moyenne stochastique sur la fonction (c'est-à-dire sur un ensem­
ble convenablement pondéré de fonctions) est égale à la moyenne temporelle 
équivalente prise sur un échantillon quelconque de la fonction, résultant 
d'une épreuve. 

Comme ce résultat est essentiel dans les applications, nous allons donner 
à son sujet quelques précisions. 

Soit XQ) une fonction aléatoire. On dit que c'est une fonction aléatoire 
stationnaire (du second ordre) si : 1° les moyennes stochastiques de XQ) 
et de [XQ)]2 existent et sont indépendantes de t; 2° la covariance 

yih) = EXÏi)XQ + h) 

est une fonction de A, et non de t. 

La moyenne temporelle T 

lim-
T-*oo^l s / 2 ®* 

- T 
prise sur une épreuve est en général une variable aléatoire. Si le principe 
ergodique est satisfait, cette moyenne temporelle est en réalité une constante 
non-aléatoire, qui, sur n'importe quelle épreuve, est égale à la moyenne 
stochastique EXQ), indépendante de t par hypothèse. 

On démontre que la condition de validité du principe ergodique est la 
suivante: T 

Km±;(yih)dh = 0. 
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Elle exprime que, si XQ) a une moyenne stochastique nulle, la moyenne 
T 

quadratique (ou l'écart-type) de la variable aléatoire — J XQ) dt tend 

i 
vers zéro avec—. 

Cette condition n'est pas vérifiée dans le cas où XQ) est une constante 
aléatoire, car la moyenne de la constante sur une épreuve est égale à cette 
constante elle même. Elle est aléatoire. 

Elle est vérifiée par la covariance des fonctions presque-périodiques, 
lorsque ces fonctions sont nulles en moyenne. 

Elle est aussi vérifiée lorsque lim y(A) = 0. Les fonctions aléatoires 
h-»oo 

dont la covariance est identique à celle d'une fonction pseudo-aléatoire 
satisfont donc au principe ergodique. Sur chaque épreuve, ces fonctions 
sont pseudo-aléatoires. 

On sait définir, par des procédés stochastiques, bien des fonctions alé­
atoires ayant une covariance donnée de type pseudo-aléatoire. Ces procédés 
ne permettent malheureusement pas de donner en général une définition 
mathématique précise de la fonction ordinaire qui est le résultat d'une 
épreuve sur la fonction aléatoire. 

Voici un exemple (5) de fonction aléatoire ayant pour covariance 

l—|*l s i 0 < A < 1 . 
0 si A>1, 

Partons d'un processus de Poisson XQ). X(/) est une fonction aléatoire, 
nulle pour t<0, qui prend les valeurs successives 1, 2, ..., n, .... Elle passe 
d'une valeur à la suivante en subissant un saut d'une unité, l'instant de 
ce saut étant aléatoire. Les probabilités d'accroissements sur des intervalles 
de temps disjoints sont indépendantes. Enfin la probabilité pour que 
XQ+h)—XQ) soit égal à un entier n Qi>0, n>0) est indépendante de 
t et égale à 

ni € ' 

où A est un paramètre positif que, par un changement d'unité de temps, 
nous prendrons égal à 1. 

(5) Cet exemple m'a été suggéré par M. P. Lévy. On en trouvera d'autres, un peu 
moins simples, dans [15]. 
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On vérifie que XQ) a pour moyenne (stochastique) t, et que X2(/) a pour 
moyenne t2+t. 

Posons 
x'(o = X(0-*, 

Y(0 = X'(/+l)-X'(/) = X ( / + l ) - X ( / ) - l . 

X'(/) et YQ) ont une moyenne nulle. Formons la covariance de YQ) 
On a 

Y(/)Y(/+A) = X'(7+1)X'(/+1+A) + X'(/)X'(/+A) 
-X'(/)X'(/+1+A)--X'(/ + 1)X'(/+A). 

Tout se ramène à la covariance de X'(/). Or, si />0, 

X'Q)X'it+l) = X(t)Xit+I)-Q+I)XQ)-tXit+l)+tQ+l) 
Pour calculer la moyenne de XQ) XQ+T), on remarque que 

EX(/)[X(/+0-X(/)] = EX(/)E[X(/+0-X(i)] 
= EX(/)X(/+0~E[X(/)]2, 

soit 
EX(/)X(/+0 = / / + / + /2 (/>0). 

Donc 
EX'(/)X'(/+/) = / / + / + / 2 - ( / + 0 / - / ( / + 0 + / ( / + 0 

= / . 
Pour finir le calcul, on doit distinguer deux cas: 

1°0<A<1: Alors /+A</ + 1 et 
EY(/)Y(/+A) = / + l + / - / - ( / + A ) = l - A ; 

2°A>1: Alors / + 1 < / + A , et 
E Y ( / ) Y ( / + A ) = / + l + / - / - ( / + l ) = 0. 

La covariance obtenue est bien identique à la fonction de corrélation 
fondamentale des fonctions pseudo-aléatoires e2in(p(t). 

On remarquera que Y(/) prend des valeurs entières, qui changent à des 
instants aléatoires. Les exemples fondamentaux de fonctions pseudo­
aléatoires discontinues sont d'une structure un peu différente: les instants 
des sauts sont donnés à l'avance, et régulièrement répartis. Ce sont les 
valeurs de la fonction qui sont, non pas aléatoires, mais distribuées suivant 
une loi arithmétique d'apparence irrégulière. On sait construire des fonc­
tions pseudo-aléatoires d'une structure différente. La plus simple est la 
fonction 

/(f) = e*W). 
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On démontre [3] que cette fonction est pseudo-aléatoire. Elle reste 
constante dans chaque intervalle n<t<n+l, et prend comme valeur 1 ou 
—1 suivant que la partie entière de cpQi) est paire ou impaire, c'est-à-dire 
que cpQi) est égal à 0 ou à 1 modulo 2. La distribution des valeurs de cpQi) 
modulo 2 est d'ailleurs elle même très irrégulière, quoique bien déterminée. 
La fonction /(/) reste donc égale à 1 pendant un certain nombres d'unités 
de temps, puis à —1 pendant une nouvelle durée, et ainsi de suite. Les 
instants de ces changements de valeur, tout en appartenant à la suite des 
entiers, sont répartis d'une façon très irrégulière qui, vue à une échelle 
suffisante pour que l'unité de temps puisse être considérée comme petite, 
donne une impression qualitative comparable à celle d'une distribution 
aléatoire d'instants. 

Plus généralement, la fonction 

^-iù) 
e m 

où m est un entier > 2, prend, suivant les valeurs de cpQi) modulo m, un 
nombre fini de valeurs complexes équiréparties aux sommets d'un polygone 
régulier inscrit dans le cercle unité. 
12. Analyse harmonique des fonctions pseudo-aléatoires. — Il existe une 
théorie générale de l'analyse harmonique des fonctions aléatoires station­
nâmes, suivant laquelle toute fonction aléatoire stationnaire XQ) de second 
ordre se met sous la forme 

oo 

(12.1) JT(t) = /«*" ' '« («) 
— OO 

où Ç(to), fonction spectrale aléatoire, a les propriétés suivantes: 

E 4(cô)d*(co') = 0 si co' ^ co 
(72.2) 

E\dS(co)\2 = doico), 

<r(co) étant une fonction non décroissante à variation totale bornée. L'in­
tégrale il2.\) doit être considérée comme limite en moyenne quadra­
tique de sommes de Riemann. 

On peut inverser la formule (12-1), c'est-à-dire exprimer £(co) en fonc­
tion de XQ) par le procédé suivant: 

Soit KAQ*) la transformée de Fourier de la fonction égale à 1 sur l'inter­
valle A, à 0 en dehors de A: 

(22.3) KAA = f e-**** ds. 
A 
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On pose 

(12A) &(A) = Jj&(a)/(«)*fa. 
- A 

Lorsque X-»oo, la variable aléatoire £A(A) tend en moyenne quadratique 
vers une limite Ç(A), fonction de l'intervalle A. 

On démontre que, si A et A' sont deux intervalles disjoints, les variables 
aléatoires £(A) et £(A') sont orthogonales, et que 

il2.5) £|£(A)|* = /<fe(co), 
A 

où cr(co) est la fonction spectrale énergétique correspondant à / ( / ) . 
On retrouve alors la formule (12-1) en posant formellement 

dÇico) = f (<to>). 
Cette théorie repose essentiellement sur les considérations suivantes: 

Une fonction aléatoire stationnaire de second ordre est définie sur le pro­
duit de deux espaces indépendants: 

l'espace à une dimension que décrit la variable /; 
l'espace de probabilité. 

XQ) est donc fonction de deux variables, mais en général on n'écrit pas la 
seconde, dont la présence se manifeste par la possibilité de prendre des 
moyennes stochastiques. Si XQ) est de second ordre, cela veut dire que, 
pour chaque t, XQ) est, relativement à une variable parcourant l'espace 
de probabilité, une fonction de carré sommable. Il en résulte que les fonc­
tions aléatoires de second ordre constituent un espace vectoriel et que, si 
£1^(/)12 et E\X2Q)\2 existent, EX1{f)X%{() existe sûrement, sans hypothèse 
nouvelle. 

Si l'on cherche à transposer ces propriétés à des fonctions non aléatoires, 
on rencontre quelques difficultés dues à ce que ces fonctions ne dépendent 
effectivement que d'une variable /, qui sert à la fois pour repérer le temps 
et pour prendre les moyennes. 

Désignons par M l'opérateur de moyenne temporelle, défini par 
T 

(22.6) Mi )=lim4r fi )dt. 

Considérons l'ensemble P des fonctions bornées /(/) telles que M\f\2 

existe. Ce n'est pas un espace vectoriel. Il est en effet facile de trouver deux 
fonctions appartenant à P, et dont la somme n'admette pas de carré moyen. 
En voici un exemple. 
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Considérons la fonction 
/(/) = e*10*. 

On voit, à l'aide d'un changement de variable, que 
T 

élogT cos logJ + i sin log T 
e —ui = 

o 
±l< eiloetdt 
TJ l+i 1 + i 

Lorsque T-» oo, cette expression ne tend vers aucune limite. Dons Mf 
n'existe pas. 

D'autre part |/|2 = 1. Donc M\f\2 existe et a pour valeur 1. 
Considérons alors les deux fonctions 1 et/(/). Elles ont toutes les deux 

un carré moyen. Mais 

M\ 1+/(/)12 = 2+MfQ)+MfQ) 
n'existe pas. On voit que deux fonctions peuvent appartenir à l'espace P, 
sans qu'il en soit de même de leur somme. 

Cela n'empêche pas P de contenir des sous-espaces vectoriels, par exemple 
l'espace des fonctions presque-périodiques. Si / appartient à P, on définit 
la norme de / par 

Il/Il2 = M|/ | 2 

Si / et g appartiennent à un même sous-espace vectoriel E de P, c'est-
à-dire si Mifg) existe, on pose 

II/-SII2 = M\f-g\2. 

Soit alors/ l 5/2 , . . . , /„. . . une suite de fonctions de P appartenant à un 
même espace vectoriel E. On démontre le théorème suivant [9]: 

Si la suite fn est une suite de Cauchy, c'est-à-dire si, à chaque e, on peut 
associer un nombre w0(s) tel que, pour tout couple n, k d'entiers satisfaisant 
aux inégalités 

n > «0(e), k > Wo(e), 
on ait 

alors il existe une fonction de P qui, au sens de la norme choisie, est limite 
de la suite /„: 

lim||/-/.|| = 0 
n-*oo 

Cette fonction n'est pas nécessairement contenue dans l'espace E choisi, 
mais, si g est une autre fonction de E, c'est-à-dire si les moyennes M(f„g) 
existent pour toutes les valeurs de n, la moyenne Mifg) existe aussi. On 
peut ainsi prolonger l'espace E en lui incorporant la fonction / . 
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La structure des prolongements possibles de l'espace E est d'ailleurs 
plus précise que ne laisse prévoir cet énoncé. On démontre en effet le 
théorème suivant: 

Sifi & h sont les limites de deux suites_de Cauchy distinctes formées par 
des éléments de E, la moyenne du produit fxf2 existe. 

Les différents prolongements possibles de E obtenus par ce procédé 
sont donc compatibles. Un même espace vectoriel contient E,fx et /2. Mais 
on peut naturellement prolonger E par d'autres procédés, qui ne sont 
pas nécessairement compatibles entre eux. Ajoutons à E une fonction 
gx qui admette avec les éléments de E des produits moyens. Nous obtenons 
un espace vectoriel 2¾. Faisons de même avec une seconde fonction g2. 
Nous obtenons un second espace vectoriel E2. Il est possible de choisir 
g2 de telle sorte que Mgxg2 n'existe pas. Alors Ex et E2 n'appartiennent 
pas à un même espace vectoriel. Voici un exemple de cette circonstance. 
Supposons que E contienne l'unique fonction cos /. Posons gt = 1 et prenons 
pour g2 la fonction eil08t. On voit facilement que 

M(gx cos /) = 0, Mig2 cos /) = 0 

et g2 a été choisie pour que Mgxg2 n'existe pas. 
Considérons maintenant une fonction / appartenant à P, et supposons 

que /(/) admette une fonction de corrélation 

T oo 

(22.7) yQi) = lim 4r (?Q)fQ+h)dt = f e2i™h daico) 
T-*oo 1 J J 

0 - o o 

L'ensemble des translatées f(/+A) de/constitue donc un sous-espace vec­
toriel de P. Formons la combinaison linéaire 

A 

(/2.8) Yx(t, A) = /^(a)/(a+0</oc 
- A 

C'est la convolution de/par une fonction nulle en dehors d'un intervalle. 
YxQ,A) est donc 

presque-périodique si / est presque-périodique; 
pseudo-aléatoire si / est pseudo-aléatoire. 
Posons alors 

- A A X ' 
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On vérifie facilement que, si X et X' sont deux nombres positifs, 
00 

(72.10) ||ïi(/, A)-Yi(t, A)\\* = f\Mm,X)-Ma, X')fdo(<û), 
— 00 

et qu'on peut choisir X et X' assez grands pour que cette quantité soit infé­
rieure à tout e donné. La suite YxQ, A) vérifie donc la condition de Cauchy. 
On en déduit qu'// existe une fonction YQ,A) telle que, lorsque X-> oo, 
YxQ, A) tende vers YQ, A), en ce sens que 

lim\\YQ, A)-Y,Q, A)\\2 = lim|r(/, A)-Y,Q, A)\2 = 0 
A->oo 

et que les moyennes M\YQ, A)\2, MYQ, A)YkQ+h, A) existent. 
On connaît un procédé pour construire effectivement cette limite YQ, A)9 

Elle n'est d'ailleurs pas unique. En effet, toutes les propriétés invoquées 
font intervenir seulement des moyennes. Deux fonctions / et fx telles que 
Af|/—/i|2 = 0 ne peuvent donc être considérées comme distinctes, et en 
particulier, on peut modifier arbitrairement toute fonction appartenant 
à P sur n'importe quel ensemble borné de points. Les fonctions de P sont 
définies à l'addition près d'une fonction nulle en moyenne quadratique. 

On démontre facilement que, si g appartient à l'espace vectoriel E, 
c'est-à-dire si MfnQ)gQ+h) existe pour tout n et tout A, la fonction limite 
YQ, A) admet avec g un produit moyen. On vérifie enfin les formules 
suivantes: 

MYQ, A)YQ+h,A/) = f e2intohdaico) 
An A' 

MYQ, A)fQ+h) = / e2ht<ahdoico). 
A 

On en déduit que, si / ( /) est presque-périodique, c'est-à-dire si aQo) est 
une fonction de sauts, YQ, A) est en général presque-périodique. Si/( /) 
est pseudo-aléatoire, YQ, A) est en général pseudo-aléatoire. La fonction 
spectrale énergétique correspondante est égale à aico) sur A, et est nulle 
en dehors de A. 

Le seul cas d'exception est celui où, sur l'intervalle A, 0Q0) garde une 
valeur constante. On a alors M\YQ, A)\2 = 0, de sorte que YQ, A) peut 
être considérée comme nulle, au sens de l'espace P. 

Si A et A' sont deux intervalles disjoints, on voit en particulier que 

(22.12) MYQ, A)YQ,A') = 0 

De cette propriété d'orthogonalité découle la représentation spectrale 
de/Cl). 

(22.11) 
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Plaçons sur l'axe des co une suite de n intervalles Al9..., An consécutifs. 
Supposons que, lorsque n -* oo : 

a) la longueur du plus grand des Ak tende vers 0. 
b) l'ensemble des Ak recouvre à la limite l'axe des co (Exemple: Ak est 

défini par ~= < co < 7IT— 1. 
V* Yn I 

Formons la somme 
n 

(72.13) Sm = 2è*»*Y(t,Ad, 
k = l 

où cok est un point de Ak. On démontre que, lorsque n -» oo, cette somme 
a une limite, égale à /(/+A), c'est-à-dire que 
(22.14) lim\fQ+h)-Sn\* = 0 

n->oo 

Pour représenter la forme limite de Sn, il est naturel d'employer le sym­
bolisme de l'intégrale de Stieltjes, et d'écrire 

oo 

(12.15) f(t+h) = / e2"""' Y(t, d(o). 
— OO 

La signification de cette intégrale est bien précisée par le contexte. Elle 
est tout à fait analogue à celle de l'intégrale (22.1) qui définit la représen­
tation spectrale des fonctions aléatoires stationnaires. Elle réalise donc 
l'analyse harmonique (en moyenne quadratique) des fonctions de l'espace 
P. Formellement, YQ,dco) vérifie les relations suivantes: 

MYQ, dco)YQ, dco') = 0 si co' ^ co 
M\YQ,dco)\2 = doico) 

Lorsque 0Q0) admet une dérivée non singulière a'(co), la formule (22.15) 
définit une fonction pseudo-aléatoire. 

On voit ainsi que les fonctions pseudo-aléatoires constituent un sous-
ensemble de l'espace P. Ce n'est d'ailleurs pas un sous-espace vectoriel, 
car la somme de deux fonctions pseudo-aléatoires n'est pas nécessairement 
pseudo-aléatoire. Les fonctions presque-périodiques constituent un autre 
sous-ensemble de l'espace P, qui, lui, est un espace vectoriel. Lorsque 
G est absolument continue, /(/) est pseudo-aléatoire. Lorsque G est une 
fonction de sauts, /(/) est presque-périodique. Lorsque G est singulière, 
ou ne peut rien dire de général. 

23. Problèmes spatio-temporels. — Il n'est pas difficile de définir des 
fonctions pseudo-aléatoires de plusieurs variables. Mais ces fonctions 
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ne sont pas celles qui risquent de rendre les plus grands services dans les 
applications. Il s'agit en effet le plus souvent de phénomènes permanents 
dans le temps. Mais, comme ces phénomènes sont localisés dans l'espace, 
ils ne peuvent être homogènes dans une étendue spatiale illimitée. Il n'y 
a donc pas de raison a priori de les représenter par des fonctions pseudo­
aléatoires de l'espace. Si l'on considère par exemple la turbulence dans 
une soufflerie, on s'efforce d'obtenir un régime macroscopiquement perma­
nent dans le temps. Mais la structure de la turbulence évolue beaucoup 
dans la direction longitudinale et au voisinage des parois. Il n'y a pas 
homogénéité spatiale. 

La mesure des corrélations spatiales est cependant une opération courante. 
Voici en quoi elle consiste: imaginons pour simplifier qu'il n'y ait qu'une 
dimension d'espace. Il semble très probable que, pour une valeur fixée 
du temps /, la fonction/(*, /) ait, par rapport à x, un aspect local analogue 
à celui qu'elle a comme fonction de / pour une valeur fixée de x. Mais 
il ne peut s'agir que de propriétés locales, puisque en principe x reste 
borné. Par rapport à /, la fonction/(x, /) est définie pour 0</<oo, et nous 
la supposons pseudo-aléatoire. 

Par contre, il n'est pas possible de prendre des moyennes spatiales sur 
un intervalle d'espace augmentant indéfiniment. Ce n'est d'ailleurs pas 
ce qu'on fait pour mesurer des corrélations d'espace. Ce qu'on appelle 
fonction de corrélation d'espace, en deux points, c'est encore une moyenne 
temporelle, de la forme 

T 

(13A) lim± (f&J)fix',t)dt. 
T->oo T J 

Plus généralement 
T 

(25.2) y(jc, x',h) = lim 4" f f&Ôfixf,t+ti) dt 

est la fonction de corrélation spatio-temporelle de fQx, t). Il est très remar­
quable que, dans les cas usuels connus (turbulence), cette fonction de 
corrélation, malgré sa formation dissymétrique, ait une structure spatiale 
comparable à sa structure temporelle. En particulier, ses valeurs diminuent 
très vite lorsque x9—x augmente. 

La théorie des fonctions pseudo-aléatoires permet-elle de construire 
des fonctions, pseudo-aléatoires en /, d'aspect irrégulier en x, dont la 
fonction de corrélation spatio- temporelle ait la forme voulue? 
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Pour donner une réponse à cette question, nous allons utiliser les diverses 
sortes de transformations que nous savons appliquer aux fonctions pseudo­
aléatoires de /. 

Considérons la fonction 

pseudo-aléatoire en / pour tout x, en x pour tout /. 
Formons ensuite la somme 

(23.3) /(*,/) = £ ckl e
2"^*^>, 

où les ckl sont des nombres complexes. S'il s'agit d'une série, la série double 

doit être convergente. Formons la fonction de corrélation spatio-temporelle 
de/(*, 0: 

T 

(23.4) yix,x',h)= V c ^ c ^ l i m ^ r fe
2^[ak^+^Pi^-^kt^)dt. 

- " T-*oo T J 

On sait [8] que la moyenne qui figure au second membre 
est nulle, sauf si ak, = ak. Elle est alors égale à 

roi^kh+PifX'—^x), 
où y0Qi) est égal à 1—|A| si |A|<1, à 0 si |A|>1. 
Finalement, 

(23.5) yix,x',h) = ^]cklcwy^iakh+pvx
f —fax) . 

La forme de la fonction de corrélation yix, x\ h) répond assez bien 
aux nécessités pratiques. C'est, par rapport au temps, une fonction de 
corrélation de type stationnaire (fonction de l'intervalle de temps A). Par 
rapport à l'espace, il n'y a pas homogénéité. Les deux points x et x9 inter­
viennent séparément. 

Chaque terme y0iakh+fa,x' — fax) tend vers 0 lorsque, A et x étant 
fixés, x9 augmente indéfiniment. Il en est donc de même de yix, x9, A). 
En effet, à cause de la convergence absolue de la série ckl, on peut trouver 
un nombre N(e), indépendant de x, x', t, tel que, si l'un des indices k, l, V 
est supérieur à N(e), la somme des termes correspondants de la série 
(23.5) soit inférieure à e. On peut d'autre part choisir x' assez grand ^ 
que la somme des termes subsistants, qui sont en nombre f i n y ^ ^ M y W à 

inférieure à e. Au total, \yix, x', h)\ est alors inférieur à 2eÉ 

arbitrairement petit. 
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Il est très remarquable que la fonction de corrélation spatio-temporelle 
de fQx, t), moyenne purement temporelle dans laquelle x et x' jouent le 
rôle de paramètres, ait cependant par rapport à l'espace des propriétés 
analogues à ses propriétés fondamentales par rapport au temps. 

On peut généraliser la formule (23.3) en introduisant, au moins par 
rapport à fa un symbole d'intégiale de Stieltjes contenant une composante 
continue. 

Toutes ces fonctions semblent donner une image intéressante des phéno­
mènes naturels. Il est cependant à craindre qu'elles ne soient trop symétri­
ques en x, /, quel que soit le traitement dissymétrique qu'on leur fait subir. 

Nous verrons à propos de problèmes d'équations aux dérivées partielles 
que la physique mathématique conduit à introduire des fonctions pseudo­
aléatoires par rapport au temps, mais amorties dans l'espace, ce qui n'est 
pas le cas pour la fonction (23.3). 

14. Application aux équations aux dérivées partielles. — Quand on se 
trouve en présence d'une équation aux dérivées partielles, on peut se poser 
diverses questions et essayer de résoudre des problèmes de nature très 
variée: 

a. On peut se donner certaines conditions aux limites et chercher à démon­
trer qu'elles entraînent, globalement, l'existence et l'unicité de la solution. 

b. On peut se poser le même problème Qi) et en outre chercher à obtenir 
une expression de la solution. La question ainsi posée est d'ailleurs mal 
précisée. Ce qu'on cherche, c'est un ensemble de renseignements mathéma­
tiques sur la solution, plus valables et plus sûrs que ce que fournirait une 
simple résolution numérique, supposée possible. 

c. On peut chercher à tout hasard des solutions, de quelque nature qu'elles 
soient, et sans idée préconçue. 

d. On peut chercher des solutions appartenant à une classe donnée de 
fonctions (ou de distributions), sans cependant leur imposer d'avance des 
conditions aux limites. 

On est naturellement loin de savoir résoudre de tels problèmes pour 
n'impoite quelle équation. Le théorème de Cauchy-Kovalewska fournit 
une solution locale du problème (a), dont la solution globale est en général 
difficile, même pour des équations linéaires. Sa solution pour des équations 
non linéaires a été rarement abordée. 

Le problème (c?) est plus facile à attaquer, sans que sa solution soit assurée 
d'avance. Le problème Qi), qui en est un cas particulier soumis à des restric­
tions sévères, est naturellement beaucoup plus difficile. 
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Nous allons dans ce qui suit examiner le problème QI) dans le cas d'équa­
tions simples, linéaires ou non linéaires, mais pour lesquelles les problèmes 
ia) et Qi) sont bien connus. Nous choisirons comme énoncé QI) la recherche 
de solutions presque-périodiques ou pseudo-aléatoires, et nous nous intéresse­
rons aux deux équations 

{14.ÏÏ dU l d*U' 
dt 2 dx2 

nA~>\ du du 1 d2u 
J dt dx 2 dx2 

La première est l'équation classique de propagation de la chaleur, qu'on 
rencontre aussi dans diverses questions de mécanique des fluides. La seconde 
a été étudiée par M. Burgers comme modèle maniable, en vue de défricher 
des problèmes non résolus de mécanique des fluides visqueux et turbulents. 
Son avantage est que sa solution générale se ramène à celle de la première 
équation. Si en effet on passe de u à v par la transformation non linéaire 

,im l 1 dv (24.3) u=——— - T - . 
2 v dx 

v est solution de l'équation de la chaleur. Au lieu de v, il sera parfois com­
mode dans la suite d'introduire un paramètre a et d'écrire 

a dv 
1— av dx 

Si v est bornée, on peut choisir a de telle sorte que l—a v reste positif et 
ne s'annule pas. u est alors définie pour tout x. 

15. Solutions presque-périodiques et pseudo-aléatoires de l'équation de la 
chaleur. — L'équation 

l " ' 1 } dt ~ 2 dx2 

admet la solution particulière 

(25.2) u = e-ix+Wx+m9 

où A est un paramètre réel. Comme elle est linéaire, elle admet aussi pour 
solution 

oo 

(/5.3) u = Ao + J£ A» «^+0^"+«*, 
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où les Xn constituent une suite quelconque de nombres réels, et les A. une 
suite de nombres complexes choisis de telle sorte que la série, et éventu­
ellement les séries dérivées, convergent absolument dans un intervalle 
convenable de variation de x, et pour tout / > 0 (les valeurs négatives 
de / n'ont rien de particulier, mais il est souvent commode de limiter la 
discussion aux valeurs positives), u est, en chaque point x, une fonction 
presque-périodique de t. 

Par rapport à x, sa structure est plus compliquée et dépend de celle de la 
suite Xn. Si A„ est une suite de nombres positifs et augmentant indéfiniment, 
il y a dans l'espace, pour tout x > 0, des oscillations amorties. 

Pour former des solutions pseudo-aléatoires de l'équation de la chaleur, 
on peut procéder par convolution. Considérons la fonction 

z 

(25.4) «(*,/) = (gQ-a) 
L _ JE! 
2 „ 2a 

/ 2TT 
da. 

Si gQ) est une fonction bornée et localement intégrable pour / > 0, 
on sait que uQx, t) est une solution de l'équation de la chaleur définie 
pour / > 0, x > 0. Lorsque, pour une valeur donnée de /, x tend vers 
zéro, u (x, /) a une limite égale à gQ) en tout point où gQ) est continue. 
Lorsque, pour une valeur donnée de x, t tend vers zéro, u ix, t) & pour 
limite 0. 

x 
3 *" 

Le noyau K(a) = -7=« 2 e" la est non négatif, et intégrable entre 0 
\2n 

x2 

et l'infini. En effet, le changement de variable — = s2 montre que 
a 

OO r— OO j?_ 

(25.5) fKia)da = +2 C e~
 2 ds=l. 

0 ' 0 

Le théorème du paragraphe 9 est donc applicable. Si gQ) est pseudo­
aléatoire, w(x, /) est aussi pseudo-aléatoire, en tant que fonction de f, et 
pour tout x > 0. 

L'équation de la chaleur a par conséquent des solutions pseudo-aléa­
toires. Nous venons d'en construire une qui, pour / = 0, se réduit à 0, 
et pour x = 0, a une fonction pseudo-aléatoire donnée. 

Ces conditions aux limites ne jouent pas ici un rôle essentiel. Elles ont 
été choisies sans nécessité absolue. Elles correspondent à une phénomène 
mécanique qui partirait du repos pour / = 0, et serait entretenu en un 
point x = 0 par des oscillations irrégulières de type pseudo-aléatoire. 



SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES 55 

Ce phénomène est entretenu dans le temps en tout point x, et possède 
une structure pseudo-aléatoire plus régulière pour x > 0 que pour x = 0. 
Dans l'espace, il s'amortit après quelques oscillations. 

Le résultat obtenu est valable quelle que soit la fonction gQ). Choisis­
sons plus particulièrement 

(25.6) £(/) = ^ ) , 

où (p est un polynôme du type déjà considéré à diverses reprises. On a 
alors 

r y\ î ^ 
(25.7) M ( X , 0 = J***-*—,= a~2 e ~2ada, 

J }/2n 
w(0, /) est une fonction en escalier, alors que, pour x > 0, u{x, t) est con­
tinue et dérivable. Si l'on pose a = x2fa on a 

t_ 
-r1 

3 1 

(25.8) uix,t) = f £***^> 1 , f2e~2*d$. 
J }/2n 

UQK, t) est transformée par convolution de la fonction 

e2inq>(t-0x*) ^ 

Cette fonction est pseudo-aléatoire par rapport à / pour tout x, et par 
rapport à x2 pour tout /. / étant fixé, elle reste constante dans tout inter­
valle 

t 
n — 1 < / — px2 < n, x2 < s 

ou 

\-r<x<\—r-
16. Solutions presque-périodiques de l'équation — + U^L == JL 4 ½ 

dt dx 2 dx2 

La fonction 
oo 

(2ô\l) v = 1 - 2 A„ *-<*+»*»*+»* 

est une solution complexe de l'équation de la chaleur. Sa part» réelle 
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oo 

(2ô\2) 1 - £ an e~*»* cos tf„x - ^ / + ^ ) , 
B = l 

où 
an = Anei** 

en est aussi solution, puisqu'il s'agit d'une équation linéaire. 
Il serait possible, par le procédé qui va être indiqué, de construire des 

solutions réelles de l'équation proposée. Mais leur structure est compliquée, 
et il sera suffisamment instructif d'examiner seulement les solutions com­
plexes, dont le calcul est plus rapide. 

La série (25.1) converge absolument et uniformément dans tout domaine 
x > 0 si la série | A„ | est convergente, et si Xn > 0. 

La fonction 

ri* -x 1 1 dv 

(2t5.3) « = _ - - — . 
2 v dx 

est solution de l'équation 
/IAA\ du . du 1 d2u (20.4) T - + W^— =-S"-7-Î • v ' dt dx 2 dx2 

Cette solution n'est bien définie que si v ne s'annule jamais. C'est ce 
qui arrive lorsque 

j?|A.|<l. 
n = l 

Dans ces conditions, on peut développer — = - — y suivant le schéma 

1 i + 2+...+iM-.... 
1-27 

D'autre part 

(2c5.5) IjL = (i +o J £ An K *-a+ov+«* 
n = l 

oo 

= 1/2^Ankne-il+i)'nX+iXif+C 

00 

et ce développement est valable si J^ | A„ | Xn < oo . 
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On trouve ainsi. 
oo 

(2ô\6) tt = -i±i j-i 
2 ~ 

1 — V Art e-d+^ii*+w* 
«=i 

Pour continuer, nous allons supposer que la somme qui représente 
u n'a qu'un nombre fini de termes, et nous allons examiner plus particu­
lièrement le cas de un et de deux termes. 

Dans le premier cas, on a, sous la seule condition | A | < 1, A > 0 , 

1 + î Ar\e-(1+i»x+Uit 
(2(5.7) u = 

2 1 Ae-(l+i)*x+Wt 

= ~AAe-il+i)Xx+iX*t[l + ...+Ak-1 e-*tt+o**+iu*_|_B<#] § 

soit 

(16.8) u = y^- AA[^-(1+,')A*+W,f + . . . +A*-1e-*(1+0A*+flW,i + ...] 

Pour chaque x fixé, « est une fonction périodique du temps t, de période 
2n 

Pour chaque / fixé, c'est une fonction périodique amortie de l'espace, 

de période - y . 

Dans le second cas, on a, sous la condition lAil+jAgl < 1, A ^ O , 
X2>0: 

= 1 + / AtV-ft+o*'»*"" + A2y-<1+i>A»*+i;iS' 
u ~~ 2 1 —A1e~"(1+f)Al*+Wî* — AoC"(1+l)jliX+u*f 

Si l'on pose 

on a 

l + i o ^ + c ^ a 
w = 2 l~(ai+a2) 

1 ^ ( ^ + 0 , ^ ( 1 + . . . + ^ ^ ^ 0 - + ...] 
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,_l+i[VlHU...+ & » M « + . . . ] . 
u est la somme d'une série double relativement aux variables 

Pour chaque valeur fixée de x, u est une fonction presque-périodique du 
temps t. C'est en effet la somme d'une série de la forme 

J£cfcc«W+u0» Qç,l>0). 

L'ensemble des nombres réels fcAî+Mf est dénombrable. Il constitue 

( A \2 

-y J est irrationnel, la suite kJ\+/A1 est d'ailleurs 

dense sur le demi-axe réel positif. 
On voit sur cet exemple par quelle technique une équation aux dérivées 

partielles non linéaire peut avoir des solutions appartenant à un espace 
vectoriel de fonctions. Cela résulte au fond de ce que ces fonctions consti­
tuent aussi un anneau de fonctions, c'est-à-dire une algèbre. L'opération 
non linéaire du produit de deux fonctions presque-périodiques fournit 
une fonction presque-périodique. 

Mais, en vue des applications, les fonctions presque-périodiques sont 
relativement peu intéressantes, car elles ont une trop forte corrélation interne. 
Les fonctions pseudo-aléatoires offrent probablement des ressources plus 
étendues. Nous allons voir que l'équation (24.2) admet aussi des solutions 
pseudo-aléatoires, bien que la structure algébrique de ces fonctions soit 
un peu moins simple que celle de* fonctions presque-périodiques. 

17. Solutions pseudo-aléatoires de l'équation -r- + u -r— = . a . 

— Si v est une solution de l'équation de la chaleur, 

/ 7 7 i \ a dv 

(27.1) " = 1 T ~ 
l—av dx 

est solution de l'équation 
/ 7 7 Ti du . du 1 à2u 
(27.2) -T- + W-T- = "TT-TT"» 
v ' dt dx 2 dx2 

Si l'on pose 
2 _-*! 

(27.3) Kia,x) = —=a~ 2 e 2a , 
y 2n 
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la fonction 

(27.4) V(JC,/) = fgQ-a)Kia,x)da 
o 

est solution de l'équation de la chaleur. 
Si gQ) est pseudo-aléatoire, v(x, /) est, pour chaque x, une fonction 

pseudo-aléatoire de /. 
Nous allons montrer que, si gQ) est de la forme particulière 

gQ) = <?**&, 

où <pQ) est un polynôme de degré v > 2, dont le terme en f a un coefficient 
irrationnel, la formule (27.1), où v est définie par (27.3) et (27.4), est une 
solution pseudo-aléatoire de Véquation (27.1). 

Pour démontrer ce résultat, on remarque d'abord que 

(174. *_ / ,„ -«** 
0 

est une fonction du même type que v. En effet, pour tout x > 0, 

(27.6) _ = _ _ < ! M , 
dx y2n \ a J 

est une fonction absolument sommable par rapport à a de 0 à l'infini. 
On a 

f ^ & Œ _ 2 (il-s*)e~^ds = 0, 
J dx x y 2TC J 

\e 2a 

\ 
«J v „ oo s* 

f | £ 5 L JŒ = — ^ I \l-s2\e~ 2 ds<oo. 
J I dx x y 2TZ J 
o r o 

Ces résultats ne sont naturellement valables que si x reste supérieur à 
un nombre positif fixé. 

D'autre part, la fonction gQ) ayant un module égal à 1, |v(x, /)I 
est inférieur à 1. Si donc on choisit pour a un nombre réel compris 
entre —1 et 1, on peut développer suivant la formule 

(27.7) -^— = a+a2v+...+akvk~1+.... 
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On en déduit que 

(77.8) H««*+*T*+.. .+*+v£-+.. . . 
dx dx dx 

Nous allons montrer que u est une fonction pseudo-aléatoire du temps. 
Pour cela, on forme sa fonction de corrélation. C'est la moyenne du 

produit. 
(27.9) ùix,t)uix,t+h) = 

= j j ^+ , + 2[v(^/)]Uvfe/+A)]'-^(^/) |^(^^+A). 

Il suffit alors d'étudier la moyenne de chaque terme de cette série. On 
peut poser 

t 

(77.10) ^ / r t - ^ M * . 
O 

On est ramené à démontrer la propriété suivante: 
Considérons les deux fonctions pseudo-aléatoires 

t t 

(27.11) v(r) = Jg(t-a)K(p)da, vx(/) = J g(f-a)Kx(a)da. 
o o 

où K et Kx sont des fonctions absolument intégrables de 0 à l'infini, et 
où gQ) = e2inq>(t\ Quels que soient les entiers k, l non négatifs, la moyenne 

T 

lim - I fvfc(/)v'(/+/i)ïï1(/)v1(/+/i)d/ 
T-*ooT J 

tend vers zéro lorsque h->oo. 

Si l'on fait le produit des k+2 facteurs figurant sous le signe J , on 
T 

i 
0 

obtient en effet une intégrale de la forme: 
(27.12) 

étendue aux valeurs des ai9 fa comprises entre 0 et /. et où: 

T 

(J7J3)Z=lim4-f*( ' -^- .*G^^ 
T-x» Q 
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L'intégrale (27.12) peut être considérée comme étendue au domaine 
cti > 0, fa > 0, car, gQ—a) étant nulle pour a > t, on peut, dans les inté-

t 00 

grales (27.11), remplacer J par / . 
o o 

Tout revient donc à prouver que Z tend vers zéro lorsque A-> oo. 
Or 

(27.14) Z = lim-4r ôtfB["^-«i)+--^-«*+i)+^+*-^)+-+*<ï+*-ft+i)A. 
T->oo T J 

0 

On peut faire varier T de ax à a±+N, où N est entier, et écrire 

(77.15) / = / + . . . + / + . . . + / . 
ai ax Oi+n a i + N - 1 

On pose ensuite 
t—ax = n+s, 

a i+n+l 1 

a t + B 0 

On a alors 
1 N - l 

(17.16) 2 . / j t o i ] ; 
0 n = 0 

g2m[-^(n)-...-ç>(s+a1-a ik+1+n)+ç»(s+h+a1-i81+n) + ... + ç>(s+fc+a1-/ï /+1+«)]l j 5 ^ 

La propriété à démontrer se ramène à une nouvelle propriété plus simple: 
si h est suffisamment grand, 

(27.17) 
N - l 

Um JL ^c2fr*-9(») + ...-9(*+«i-«*+i+n)+*(s+A+«i-ft 
N ^ N ^ 

Or l'exposant est le produit par 2i7u d'une somme de polynômes de degré 
v en n. Le terme de degré v de cette somme a pour coefficient 

À(J-Jfc), 

où A est un nombre irrationnel. Si l # k, ce coefficient est irrationnel, 
et, d'après les théorèmes de H. Weyl, la moyenne il 7.17) est nulle. Si 
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l = k, l'exposant est un polynôme de degré v—1 au plus. Le terme en 
«v_1 a pour coefficient le produit par v A de l'entier 

s+h+a1—p1+... +s+h+ax—pi+1—s+ax—az— ... — s+ax—ak+1. 

Si h est suffisamment grand, les premiers termes sont positifs, et suffi­
samment grands pour l'emporter sur les termes négatifs. La moyenne est 
alors nulle, ce qui démontre la propriété annoncée. 

En conclusion:! 
A 

THÉORÈME. — Soit e2in<p(t) une fonction pseudo-aléatoire définie par un 
polynôme cp. 

A cette fonction, on associe la fonction 
T 

vix,t) = je2m<*t-")Kia,x)da, 
o 

solution de Véquation de la chaleur, avec 
_2 _-*!. 

K(x,a) = -^L-a 2e 2a. 

Si alors a est un nombre compris entre —letl, la fonction 

1— av dx J£-J dx 
fc=0 

w = 

est une solution de Véquation non linéaire 

du , du 1 à2u 
->T + u-^ = dt ^ dx" 2 dx2 ' 

pseudo-aléatoire par rapport à t pour tout x > Ofixé. 
Le caractère pseudo-aléatoire de la fonction uQx, t) et le fait qu'elle soit 

solution d'une équation aux dérivées partielles non linéaire se disso­
cient partiellement. Le premier résulte d'une propriété algébrique 
des fonctions pseudo-aléatoires de la classe choisie: le produit de transla­
tées de ces fonctions est pseudo-aléatoire. 

Le caractère non linéaire de l'équation se retrouve dans la formule de 
passage de u à v, qui peut être mise sous la forme suivante: 

Introduisons les opérateurs A et B tels que 

/77IQ\ A dv 1 d*v n du . du 1 à2u 

(77.18) Av = lr—fW, B« = ^ + « ^ - T ^ . 
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Si alors on passe de v à u par la formule 

(77.19) „ = — L * 
v dx 

on passe de Av à Bu par la formule 

(77.20) Bu = -4-~' 
dx v 

En d'autres termes, il existe entre les opérateurs A et B la relation iden­
tique 

Le succès de la démonstration repose sur l'existence de la transforma­
tion (27.21), qui "linéarise" d'une façon rigoureuse l'équation Bu = 0. 

Les classes de solutions pseudo-aléatoires trouvées, tout en restant très 
générales, sont cependant plus limitées que celles de l'équation de la cha­
leur. Dans ce dernier cas, on a pu les construire par convolution à partir 
de données aux limites qui sont des fonctions pseudo-aléatoires quelcon­
ques. Au contraire, dans le cas non linéaire, la démonstration fait inter­
venir des propriétés plus fines des fonctions pseudo-aléatoires. Ces pro­
priétés sont vérifiées par les fonctions e2i7Zq>i0, où <p est un polynôme de 
Weyl. Mais on ignore si elles le sont dans des cas plus généraux. 

18. Quelques résultats numériques. — La figure 11 représente la 
fonction/(/) = sin (/)2, égale à sin n2 si n< t< n+ 1. C'est la partie ima-

A» 1 

ginaire de e2inAt , pour A = •=- . 

La figure 12 représente, un point x = 1, la solution de l'équation de la 
chaleur correspondant aux conditions aux limites du paragraphe 15, avec 
fQ) = sin (/)2. La figure 13 donne la solution de la même équation, avec 
les mêmes conditions aux limites, mais pour la valeur x = 2 de la coor­
donnée d'espace. 

La figure 14 représente, avec les même conditions aux limites et pour 
x = 1, la solution de l'équation 

~dt+U dx ~2dx2 

Enfin la figure 15 est un exemple de fonction de corrélation temporelle, 
calculée en un point donné. Elle illustre les considérations du paragraphe 9. 
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Toutes ces courbes ont été calculées par M. Guilloud sur machine I.B.M. 
704 et construites point par point. Je remercie M. Guilloud d'avoir 
bien voulu s'en charger. 

La courbe de corrélation (fig. 15) a été calculée à partir des valeurs 
de i/(l, /) dans le cas de l'équation de la chaleur. On a utilisé 12 000 valeurs 
de /, allant de 0 à 750. Mais, dans ces conditions, qui correspondent à 

rW 

0,5 1 

Fig. 15 

une bonne utilisation de la machine, les moyennes ne sont pas encore 
parfaitement stabilisées. Il subsiste une certaine incertitude, qui a été maté­
rialisée sur la figure par des petits cercles, et l'on a dû se limiter à des 
valeurs de h relativement petites. Lorsque h continue à croître, la fonction 
yih), tout en restant petite, devient nettement négative. 

19. Quelques remarques sur les solutions pseudo-aléatoires des équations 
de l'hydrodynamique. — Nous nous limiterons au cas d'un fluide incom­
pressible. Désignons par p le rapport de la pression à la densité, par \JL le 
coefficient de viscosité, par ux, w2, uz les composantes de la vitesse au 
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point xx, x2, x, et à l'instant /. Les équations des fluides visqueux, ou 
équations de Navier-Stokes, s'écrivent 

ZJ àxk
 U' 

k 

La recherche de solution de ces équations qui, en un point donné, soient 
des fonctions pseudo-aléatoires du temps, constitue un procédé pour 
attaquer directement, c'est-à-dire sans faire appel aux méthodes probabi-
listes, le problème de la turbulence. Mais ce problème est difficile, et n'a 
pas encore reçu de solution satisfaisante. Il semble d'ailleurs que la structure 
des équations de Navier-Stokes, à cause du terme grad p, soit tout à fait 
différente de celle de l'équation de M. Burgers, et que les résultats obtenus 
dans les paragraphes précédents ne puissent être extrapolés. 

On peut cependant énoncer quelques résultats dans un cas où les équa­
tions de l'hydrodynamique deviennent partiellement linéaires. C'est celui 
où il existe un potentiel des vitesses g. 

On a alors 

Comme Aut = 0, le terme en \i disparaît et le fluide devient un fluide 
parfait. Les trois équations du mouvement se réduisent à l'équation 

k 

qui sert à calculer la pression lorsque la vitesse est connue. Quant à l'équa­
tion de continuité, elle exprime que g est une fonction harmonique de 
l'espace, dont la structure temporelle n'est pas précisée a priori. On introduit 
alors une fonction pseudo-aléatoire /(/, x) de la forme 

/(*.*) = 2 ck{x)*»*&>9 
k 

où x désigne le point Qxx, x2, x3) et où les ckQc) sont des fonctions harmo­
niques. 
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/ e s t harmonique dans l'espace et pseudo-aléatoire dans le temps. Il en 
est de même de sa convolution avec une fonction K(/) suffisamment régu­
lière. Cette convolution est une fonction g possible. 

La structure spatiale de g est très arbitraire. On peut naturellement choisir 
les ck(jc) de telle sorte que les corrélations d'espace de la vitesse, c'est-à-dire 
les moyennes temporelles 

lim — ui ix, t) Uj (x+£, /) dt 
T-*oo i J 

aient une forme qui puisse se comparer avec les résultats expérimentaux. 
Mais cela n'a rien d'obligatoire. Les solutions qu'on trouve ainsi ne sont donc 

5 | . « 

9iV= Z *k 9kit) gkit)=l K(t-s) sin [Co^s)z]ds 
/r=i 

1 1 1 1 
Ak= U T ' T ' T ' Î6 

- 1 1 1 1 1 
K(t)-

1+t* 

25 50 75 100 

Fig. 16 

pas forcément "turbulentes", ce qui serait d'ailleurs inattendu, car le méca­
nisme de la turbulence implique l'existence d'un rotationnel. Il semble 
cependant qu'elles puissent décrire certains écoulements qui, sans être 



pour fonction K(/) la fonction JJ^9 pour fonction cpQ) le polynôme 
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turbulents, présentent une agitation d'aspect analogue à la turbulence. 
Ce serait le cas de l'écoulement potentiel dans l'axe d'un tuyau, lorsque 
la couche limite turbulente est établie. 

La figure 16 donne un exemple de fonction gQ) de ce type. On a choisi 

1 

l+'! 

— / 2 . On a superposé 5 solutions particulières correspondant à 5 valeurs 

différentes de ak. On s'est placé en un point donné, où l'on a choisi arbitrai­
rement les valeurs numériques Afc des fonctions ckix). La courbe obtenue 
a été calculée point par point par M. Guilloud. C'est une courbe continue 
et dont la dérivée est continue. Les pointes de la courbe ne sont pas des 
points anguleux. La dérivée y varie seulement d'une façon trop rapide pour 
qu'on puisse en dessiner le détail. 
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