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LES FONCTIONS PSEUDO-
ALEATOIRES

Par M. J. BASS.

1. Introduction. — Il arrive fréquemment en Physique que, en partant
de données expérimentales bien simples, on obtienne des phénoménes
de structure compliquée. De tels phénoménes se rencontrent, par exemple,
en Aérodynamique i propos de la turbulence, en Electricité 3 propos
du bruit de fond. Le dispositif expérimental employé est construit de telle
sorte que le phénomeéne regoive une quantité d’énergie proportionelle au
temps et soit permanent & grande échelle. Mais, & échelle fine, il n’est
absolument pas permanent, et présente dans le détail des oscillations trés
irréguliéres qui, bien que relativement petites, jouent un role essentiel.
Le probléme mathématique qui se pose alors est celui de I'étude de fonctions
S(?) du temps, permanentes en moyenne, mais compliquées dans le détail.
Comment peut-on essayer de représenter de telles fonctions?

La méthode naturelle & laquelle on pense est celle de ’analyse harmoni-
que, dont I'objet est de représenter la fonction f(f) par superposition de
fonctions circulaires de périodes et d’amplitudes diverses. Cette superposi-
tion consiste mathématiquement en une intégrale de Fourier-Stieltjes, qui
peut se réduire soit a une série de Fourier, soit & une intégrale de Fourier
ordinaire. Mais I'intégrale de Fourier-Stieltjes n’a qu’un champ d’appli-
cation limité. Comme nous le verrons plus loin, elle est valable seulement
dans deux cas:

phénoméne amorti dans le temps;

phénomeéne & forte auto-corrélation temporelle.

Ce dernier cas est celui de la série de Fourier généralisée, dont la somme
est une fonction presque-périodique. Les fonctions presque-périodiques
sont trop proches des fonctions périodiques pour représenter les phéno-
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6 LES FONCTIONS PSEUDO-ALEATOIRES

menes 2 faible auto-corrélation, ceux pour lesquels ce qui se passe dans
le détail 3 P'instant ¢ n’a pratiquement pas d’influence sur ce qui se passe
3 un instant ultérieur suffisamment éloigné. I’analyse harmonique classique
laisse donc échapper toute une classe importante de phénomeénes naturels.

Comme ces phénoménes se rencontrent fréquemment, on a souvent
essayé d’en donner, & défaut de mieux, une représentation approximative
par des séries de Fourier. Mais cette représentation n’est guére satisfaisante.
C’est 3 peine un outil de travail provisoire. On obtiendrait une représen-
tation correcte en utilisant des transformées de Fourier de distributions,
au sens de L. Schwartz. Encore faudrait-il connaitre les types de distri-
butions & employer, et il n’est pas trés sfir que cette représentation <erait
trés maniable.

A défaut de bonnes représentations purement analytiques, on a fait
appel au calcul des probabilités et aux fonctions aléatoires. Le réle fon-
damental joué par diverses moyennes est une justification a priori de I’in-
térét de ces méthodes. On considére alors la fonction f(f) comme le résultat
d’une épreuve sur une fonction aléatoire stationnaire, et, par le jeu d’un
principe ergodique, on interpréte les moyennes temporelles comme des
moyennes stochastiques. Ce mode de représentation est excellent en principe,
et permet un maniement commode des moyennes. Il est aussi bien adapté
aux phénomeénes a forte auto-corrélation qu’aux phénomeénes a faible auto-
corrélation. Mais il ne donne pas en général d’indications bien précises
sur les propriétés de la fonction f(f) elle-méme. Or ces propriétés sont
essentielles lorsque f(f) est assujettie & vérifier une équation fonctionnelle,
ce qui est le plus souvent le cas. En outre, surtout s’il s’agit d’une équation
fonctionnelle non linéaire, la représentation de f(¢) par une fonction aléa-
toire est parfois tout a fait inefficace.

Le probléme se pose donc de donner une image directe des fonctions
J(t) ayant les propriétés qualitatives suivantes:

Ce sont des fonctions du temps qui représentent un phénoméne per-
manent et indéfini & grande échelle;

Comme elles sont tres irréguliéres dans le détail, on pourrait songer a
les représenter par des fonctions discontinues. Mais D’irrégularité n’est
pas une propriété locale. Elle a bien un caractére global, qu’il est d’ailleurs
difficile de spécifier d’une fagon mathématique précise. Nous verrons
qu’elle se traduit par des oscillations illimitées dans le temps. La période
de ces oscillations définit ce qu’on peut appeler I’échelle fine du phénoméne.
Mais il faut bien distinguer cette irrégularité des propriétés mathémati-
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ques locales de f(?). En pratique, il y a presque toujours intérét a traiter
f() comme une fonction continue et dérivable.

f(®) sera surtout caractérisée par ses propriétés moyennes. Les moyennes
attachées A f(¢) ne doivent plus présenter cette irrégularité a échelle fine,
qui se place entre les propriétés locales et les propriétés macroscopiques.
En particulier, la fonction de corrélation de f(7) en deux instants ¢ et t+h
doit &tre une fonction continue de A, qui s’amortit trés vite lorsque 4
augmente, sans présenter d’oscillations irrégulitres.

L’ensemble de ces propriétés conduit a un type de fonctions auxquelles
on a donné le nom de fonctions pseudo-aléatoires et dont on trouvera la
définition précise au paragraphe 6.

L’analyse harmonique élémentaire de ces fonctions est encore mal connue,
On sait peu de choses sur la structure de leurs transformées de Fourier.
Par contre leur analyse harmonique énergétique est trés simple et de structure
classique. Leur fonction de corrélation apparait en général comme trans-
formée de Fourier d’une fonction ordinaire (densité spectrale). Elles
ont donc, en ce sens, un spectre continu. Mais il faut bien se rappeler
que la notion de distribution d’énergie suivant les fréquences nous rensei-
gne fort incomplétement sur la maniére dont u(f) est décomposable en
une somme d’harmoniques. Il faut soigneusement distinguer 1’analyse
spectrale énergétique et ’analyse spectrale élémentaire.

On trouvera dans le présent fascicule un exposé d’ensemble des pro-
priétés actuellement connues des fonctions pseudo-aléatoires. Certains des
résultats obtenus ont fait ’objet de publications antérieures (en particulier
[3], ou sont développées les bases de la théorie). Les applications aux
équations aux dérivées partielles sont résumées dans [4] et [8] et ont fait
Pobjet de divers exposés oraux (Faculté des Sciences de Grenoble, avril
1960; Congrés international de Mécanique appliquée de Stresa, septembre
1960). On a surtout développé ici la comparaison entre les fonctions pres-
que-périodiques et les fonctions pseudo-aléatoires, les techniques de trans-
formation des fonctions pseudo-aléatoires, et ’application de ces fonctions
a la résolution de deux équations aux dérivées partielles, 'une linéaire,
Pautre non. On a peu insisté sur linterprétation arithmétique, et les
applications aux méthodes de calcul numérique (méthodes de Monte-
Carlo) ont seulement été signalées (§ 10). On trouvera a leur sujet des indi-
cations plus complétes dans [7] et [12].

2. Fonctions de corrélation. — Soit f(¢) une fonction du temps, définie
pour des valeurs de ¢ positives et aussi grandes qu’on le désire. f(f) reste
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bornée et varie d’une fagon irréguliére, en subissant des oscillations nom-
breuses, non périodiques, mais suggérant 'idée d’une périodicité qualita-
tive. Cette fonction représente un certain phénomeéne naturel, qui évolue
en fonction du temps, et dont le procédé générateur implique I'idée de
permanence macroscopique dans le temps. Un bon exemple d’un tel phé-
noméne est celui de la turbulence dans un écoulement fluide en régime
permanent. La fonction f(#) peut représenter une composante, en un point
fixé, de la vitesse du fluide. Un autre exemple est constitué par le courant
responsable du *’bruit de fond” dans un conducteur. Je me propose d’étudier
le probléme suivant: donner de f(f) une représentation mathématique
correcte et utilisable, aussi peu empirique que possible.

La solution de ce probléme peut €tre envisagée sous deux aspects:
solution détaillée, solution statistique. La solution statistique est bien
naturelle, et elle a parfois été considérée comme la seule possible. En effet
la fonction f(¢) est trés compliquée, et il semble illusoire de chercher 3 lui
donner une forme mathématique précise. D’ailleurs, de faibles variations
des causes du phénoméne risquent de provoquer localement des pertur-
bations trés sérieuses de f(#), et cette instabilité fondamentale semble peu
favorable & une représentation mathématique. La méthode statistique
remédie partiellement & ces défauts. Elle consiste a associer a f(f) certaines
moyennes temporelles mesurables, et possédant le caractére de stabilité
qui manque 2 f(¢). Il est évidemment difficile de caractériser complétement
f(®) par des moyennes. Mais certaines moyennes élémentaires fournissent

sur f(¢) des renseignements utiles, quoique partiels. La plus simple est la
T

moyenne proprement dite lim Ti,— f f(t) dt. C’est par hypothése une constante.
T—o00
0

On peut toujours supposer que, par une réduction préalable, cette moyenne
est nulle:

T
lim+ [ f@)dt =0.
T—o00 T o
Cette réduction étant faite, on introduit une moyenne du second ordre
appelée fonction de corrélation (ou fonction d’auto-corrélation, ou cova-
riance) de f(¢). Si, comme il est commode de le supposer, f(f) est une
fonction complexe, la fonction de corrélation y(h) est définie par

T
yB) =lim of T fe + Ry,
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ol f est la quantité complexe conjuguée de f. C’est une fonction de Pinter-
valle de temps A.

Si I'on suppose que f(t) = 0 pour << 0, c’est-3-dire que le phénoméne
considéré débute A I'instant z = 0 (*), on voit tout de suite que y(k) a la
symétrie hermitienne _

y(—h) =y(h).
En particulier, y (0) est réel et non négatif.
L’inégalité de Schwarz montre d’autre part que

ly()| < y(0)
et que, si y(h) est continue pour & =0, y(h) est continue pour tout A.
Dans la plupart des applications, y(h) a des propriétés énergétiques.
La quantité

T
y(© =lim 1 of F@ e

est la densité d’énergie moyenne du phénoméne étudié. Cette remarque
peut étre d’ailleurs bien précisée grice au théoréme suivant (cas particulier
du théoréme de Bochner): il existe une fonction o(w), monotone non décrois-
sante, @ variation totale bornée, telle que
e 2]
y(h) = f 2™ ds(w) .
-0
o(w) s’appelle la- fonction spectrale (énergétique) relative a f(r). Lorsque
a(w) est continue, on dit que f(z) a un spectre continu (ou spectre de bande).
Si, en un point w;, o(w) subit un saut o, nécessairement positif, on dit
que le spectre posséde une raie en wy. o(w) est la somme d’une fonction
continue o,(w) et d’une fonction de sauts, et 'on peut écrire, en séparant
le spectre continu et le spectre de raies,

y#) = [ eotdoy @)+ Yoy ot
—00 k

Le plus souvent, o;(w) admet une dérivée dont elle résulte par inté-
gration, de sorte que
doy (o) = 0y(w) dw .

® DansT le cas contraire, il est plus commode d’introduire des moyennes de la forme

'rl_i?:o —z—lf_{ )
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La formule précédente réalise I’analyse harmonique énergétique du phé-
nomeéne considéré.

Bien entendu, cette analyse est loin de définir f(7). De trés nombreuses
fonctions f(f) ont la méme fonction de corrélation. Malgré les difficultés
qu’on tisque de rencontrer, il y a donc intérét a essayer de trouver une
véritable représentation de f(f). L’analyse énergétique pourra alors se faire
soit par des mesures expérimentales directes de moyennes, soit par des
calculs numériques de moyennes sur la fonction f(¢f) elle-méme. Mais la
connaissance de f(¢) contiendra plus de renseignements sur le phénoméne
étudié que celle de p(#). Nous posons donc la question suivante: Quels
sont les types de représentation qui puissent a priori étre valables? Cest
une question tout 2 1a fois précise et un peu formelle. Elle est précise, parce
que, comme nous allons le voir, la réponse repose sur des bases bien déli-
mitées, et qu’elle conduit A une classification utile des “fonctions oscillantes™.
Il ne s’agit pas d’interpoler au mieux f(#) sur un intervalle fini, ce qui
serait tout 3 fait illusoire pour une fonction si irréguliére. Il s’agit, & partir
de propriétés moyennes bien spécifiées, de trouver les types de fonctions
qui sont susceptibles de représenter f(¢) d’une fagon aussi approfondie
qu’il est permis de le demander. Mais cette représentation reste naturelle-
ment formelle tant qu’on n’introduit pas les causes détaillées et la nature
particuliére du phénomeéne. Nous allons nous limiter & I’étude générale
de ces représentations, sans examiner de cas particuliers concrets, et mon-
trer que la structure de la fonction de corrélation y(h) permet de définir
et de classer des types de représentation bien différents, et utilisables dans
les applications(*).

3. Intégrales de Fourier-Stieltjes. Fonctions presque-périodiques. — Si
S(?) est exactement périodique, on sait que, moyennant des conditions
de régularité mathématique fort générales, f(¢) est développable en série
de Fourier. Cette affirmation n’est d’ailleurs pas tout a fait exacte, puisque
J(¢), n’ayant de signification qu’a partir d’un instant initial £ = 0, ne peut

pas étre mathématiquement périodique. Mais, si I’on convient par exemple
de prolonger fictivement f(f) aux valeurs négatives de ¢, on peut écrire

<+ o0

S0 =D e,

k=—0

(*) Nous ne nous occupons pas ici des fonctions f(f) dont la fonction de corréla-
tion n’existe pas, sauf pour h=0.
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la série étant convergente pour tout ¢, et les coefficients ¢, tendant vers
zéro d’autant plus vite que f(f) est plus réguliére. On a alors (fig. 1)

ANV AN
VAV

Fig. 1

T

o

(o]

y(h) = 2 [y |2 eimbann,
k=—00
Le spectre ne comporte que des raies, et, avec les notations du para-
graphe précédent,

wk=kw, o‘,,=|ck|’.

On voit bien, dans ce cas trés simple, les renseignements que la connais-
sance de la fonction de corrélation y(h) fournit au sujet de f(¢). On connait
les modules des coefficients c;, mais non leurs arguments. y(#) est, comme
f(t), une fonction périodique.

L’extension la plus naturelle des séries de Fourier consiste & remplacer
les fréquences kw, multiples d’une fréquence fondamentale w, par des
fréquences quelconques w,. Plus généralement, il est souvent indiqué de
représenter f(¢) par une intégrale de Fourier-Stieltjes:

0= [ dew).

&(w) est une fonction 4 variation bornée, somme d’une fonction continue
£ (w) et d’une fonction de sauts &,(w) (non nécessairement monotone),
&5(w) subit, au point w;, la variation brusque ¢, et reste constante entre
oy €t wy44. Si, comme cela arrive le plus souvent, &;(w) admet une dérivée
& (w), on a

00

1= e @) do + ) e,
k
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f(?) est la somme d’une intégrale de Fourier ordinaire, et d’une série de
Fourier généralisée. La fonction &; (co) et les nombres ¢, doivent vérifier

les conditions suivantes: Iintégrale f |&'(w) |[dw et la série 2 lex] sont
convergentes.

On sait que, dans ces conditions, l'intégrale de Fourier tend vers zéro
lorsque t—> co. Elle n’est donc pas susceptible, a elle seule, de représenter
un phénoméne de caractére parmanent, car la permanence s’oppose a ce
que f(¢) tende vers une limite, sauf bien entendu si f(¢) est une constante.

[o¢]

Drailleurs en général Pintégrale f | £2(w) [ dw existe, et I’énergie fotale

du phénomeéne représenté par unog intégrale de Fourier ordinaire est finie
Donc son énergie moyenne est nulle. On démontre d’une fagon précise
que, si &;(w) est une fonction continue (dérivable ou non), la fonction de
corrélation de f{(r) est nulle pour tout 4, y compris 2 = 0. (Bien entendu
le coefficient de corrélation, fonction de corrélation normée, n’a aucune
raison d’étre identiquement nul).

L’existence d’un spectre de raies est donc indispensable pour qu’on
puisse représenter par une intégrale de Fourier-Stieltjes un phénoméne
de caractére permanent, auquel on fournit par unité de temps une quan-
tité finie d’énergie. C’est d’ailleurs la partie discontinue du spectre qui
joue le role essentiel, et 'on peut se limiter au cas ou &(w) n’a pas de partie

continue. On a alors
f@&)= Z ¢, €N,
k

On dit que f(7) est une fonction presque-périodique(?). Elle a pour fonction
de corrélation

(*) La définition des fonctions presque-périodiques continues ne fait pas d’habitude
appel aux séries d’exponentielles. Elle repose sur une extension naturelle de la notion de
période: On dit qu’un ensemble de points sur une droite est relativement dense s’il existe
un rll;lmere positif / tel que tout intervalle de longueur / contienne des points de I
semble.

On dit d’autre part que 4 est un nombre de translation de f(¢), associé A ¢, si I'inégalité
1ft+h)—f(H| < e a lieu pour tout ¢ réel.

On dit alors qu’une fonction continue f(¢) est presque-périodique si I’ensemble de ses
nombres de translation, pour tout ¢ donné, est relativement dense.

Si f(¢) est périodique de période T, chaque période est évidemment un nombre de
translation, associé & n’importe quel ¢, et il y a une période, multiple de T, dans tout
intervalle de longueur / au moins égale 4 T.

On démontre que toute série de la forme ch ei™Ok  of) la série X|ck| est con-

k
vergente, a pour somme une fonction presque-périodique continue.
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}’(h) — Z Ick[a e2imogh,
k

La série X'|c[? est alors convergente. Réciproquement, si la séric 2|c;[?
est convergente, la suite des sommes

Sx() = D) cpent
|kl <N
converge en moyenne quadratique, lorsque N—> oo, vers une fonction
S(¢) presque-périodique et les ¢, sont les coefficients de Fourier de S(¢).
S(¥) n’est pas nécessairement continue. Elle P’est si la série X'|c;| est con-
vergente.

Cette formule généralise immédiatement la formule relative aux fonctions
périodiques.

On remarque surtout que y(h) est, comme f{f), une fonction presque-
périodique. Sa seule particularité est d’avoir des coefficients positifs, qui
mesurent les sauts, nécessairement positifs, de la fonction spectrale éner-
gétigue o(w). Il importe de bien distinguer I'analyse harmonique élémentaire
de f(?) et son analyse harmonique énergétique. Nous allons voir que I’analyse
¢€lémentaire de Fourier n’est pas toujours valable, tout au moins 3 I'aide
d’intégrales de Fourier-Stieltjes, alors que I’analyse harmonique énergé-
tique reste toujours la méme: yp(h) est toujours une intégrale de Fourier-
Stieltjes définie par une fonction ¢(w) non décroissante

y(h) = [ e hdo(w).
-0
4. Discussion. Premidre extension. — La formule

f(t —_ 2 Ck eﬁimnkt

permet de représenter un phénoméne dont la fonction de corrélation (k)
a la propriété essentielle de ne tendre vers aucune limite lorsque ’intervalle
h augmente indéfiniment. Dans la mesure ou il est permis d’employer
le langage statistique, le coefficient de corrélation entre f(f) et f(t+h)
subit des fluctuations, et il existe des valeurs de k aussi grandes qu’on le
désire pour lesquelles il prend, sinon la valeur 1, du moins des valeurs
aussi voisines qu’on le désire de 1. f(¢) représente donc alors un phéno-
meéne trés particulier possédant une forte hérédité, qui ne s’affaiblit pas
au cours du temps. Ce qui se passe A l'instant ¢ a une forte influence sur
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ce qui se passe 3 certains instants ultérieurs, méme trés €loignés. En résumé,
Pintégrale de Fourier-Stieltjes convient soit aux phénoménes ayant une
énergie totale finie, soit aux phénomeénes a forte hérédité (forte corrélation
interne).

Ces derniers phénomenes sont d’ailleurs exceptionnels. En général,
ce qui se passe 4 I'instant ¢ a d’autant moins d’influence sur ce qui se passe
4 Pinstant ¢t+h que A est plus grand. Comment peut-on représenter les
fonctions f(¢) dont la fonction de corrélation y(h) est continue, non nulle
pour h = Q (énergiec moyenne finie) et nulle a infini (affaiblissement pro-
gressif de la corrélation)?

Dans le cas presque-périodique, f(¢) est une combinaison linéaire (série)
de fonctions fondamentales de type exponentiel €*™*. Essayons d’agir
sur la forme de la fonction de corrélation y(h) en modifiant ’exposant
de P’exponentielle. Remplagons la fonction linéaire w?, polynome du pre-
mier degré, par un polynome @(¢f) de degré » > 2. A f(f) = &*™ corres-
pond la fonction de corrélation sinusoidale y(k) = €¥™*, Calculons
la fonction de corrélation de

f(0) = ¥,
Elle est évidemment égale 34 1 pour s =0.Sih # 0,ona

T
y(h) = Ilim _1_. f e2i"[¢(f+h)—¢(t)] dt
T->00 T o

T
—1lim L [ eamtocsn-om1 g,
L’exposant @(t+h)—@(t) est un polynome degré 1 au moins. On peut
choisir T, assez grand pour qu’il soit monotone dés que #>T, Le

changement de variable @(t+h)—@(f) =u est alors possible, et I’on
démontre facilement que lintégrale

(o] .
f elinlo(t+h)—e M1 74
To

T
est convergente. Par suite la moyenne —,}.—f tend vers zéro. y(h) est une
0

JSonction discontinue, égale 3 1 si h =0, 3 0si h# 0 (fig. 2).
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Fig. 2

Ce mode de représentation ne semble donc pas utilisable. On congoit
difficilement qu’un phénoméne naturel irrégulier et non amorti puisse
avoir une fonction de corrélation de ce type.

5. Passage aux fonctions pseudo-aléatoires ([2], [3]). — Pour obtenir,
un mode de représentation plus intéressant, et répondant aux conditions
imposées:

y(h) continue, non identiquement nulle, et tendant vers zéro avec 1/,
nous allons faire subir a la fonction fondamentale €**®) une opération
qui présentera une certaine analogie avec celle qui a permis d’introduire en
Physique la constante de Planck.

En Mécanique statistique classique, I’énergie E d’un oscillateur harmoni-
que linéaire est une grandeur aléatoire, et sa valeur moyenne est donnée
par la formule

w _E
fEe deE
A
o _E
fe—"dE
0

ot T est la température de l'oscillateur. La densité de probabilité, qui est
B

égale 3 e~ T (3 un facteur constant prés), comporte en exposant une

fonction continue et linéaire.

Quantifier, c’est remplacer E, moyennant un choix convenable des unités,
par sa partie entiére, que nous noterons E.
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On remplace donc la fonction linéaire -k—E,i,- par une fonction en escalier,

dont la croissance générale reste linéaire (fig. 3).

£
kT

s

Fig. 3

La valeur moyenne de E devient

o B ©
fe *TdE Zne o

INE = > =0 -1
© _ B ® L
fe deE Ze *T e H—l
0 n=0

En Physique, le ,,choix convenable des unités™ est naturellement essen-
tiel, et 'intervalle ,,unité” est en réalité le produit ¢ de la fréquence par
la constante de Planck. En remplagant 1 par ¢ partout ou il le faut, on
trouve

ME=—=—,
e —1
formule qui se réduit & IME = KT lorsque ¢— 0.

Revenons maintenant au probléme de la représentation des fonctions
S{(¢) par combinaisons linéaires de fonctions fondamentales €*™®, fonctions
exponentielles 4 exposant imaginaire pur. Si ¢(f) est un polynome du
premier degré, la représentation obtenue est utile, mais ses applications
sont trop restreintes; si ¢(¢) est un polynome de degré > 1, les fonctions
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correspondantes ne Ssemblent pas bien intéressantes. Remplagons alors t
par sa partie entiére t et étudions les fonctions(®)

f(f) = et @,

L’intérét de cette transformation repose sur le théoréme général suivant [3]:
Si la fonction de corrélation y(h) de f (f) existe pour les valeurs entiéres
de h, elle existe pour tout h, est continue et varie linéairement entre h =
net h=n+l.
En effet

T
() = lim - f FO St +1)d.

On ne modifie pas la limite en choisissant pour T un entier N. Alors
-fl -1n
Iy

Si 'on pose t =n+s, on a

(® La notation e2ime() est la plus commode. Mais on peut aussi représenter f(¢)
par la série

fo = 2‘” Z(t —n) 2™ ™,

n=0
V4
1

Fig. 4

ol Z(#) est 1a fonction égale 2 1 8i 0 < #< 1, et 2 0 pour les autres valeurs de t (fig. 4).
On a dailleurs

ZO=Y® —-Y@-1),
ou Y(t) est la fonction d’Heaviside, nulle par # < 0, égale 4 1 pour 7> 0. Notons enfin
qu’on peut représenter Z(¢) par une intégrale de Founer élémentaire;

zZ@= fe_"’"‘ e

-0

lmtz_l
2itz
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f=n
N N A
t+h=n+s+h=n+{l si s<1-—4,

=n+h+1 si s>1—5,
la notation p désignant h—l;, partie fractionnaire de A. Donc

1 N-1
y () =lim & of ds Z F@) s 4R

. 1—¢§
=1
Nl_rgo N

N-1 N-1
g;f(n)f(n +h) +1£i:2°%§f(n)f(n +h+1)

. =A—By®+by G+,
h étant entier, cette formule exprime bien le théoréme annoncé. Appli-
quons-le 2 la fonction f(r) = €*™®, ol @(f) est un polynome de degré ».
Premier cas (v = 1): ¢(t) = wt. Pour h= h entier, on a
N-1 -

y(#) = lim %Z QAT +R) g-tinaon __ dinok
N—oco oy

Si donc 4 est entier, 1a fonction de corrélation de & 3 la méme
valeur que celle de ™ Mais, entre les valeurs entidres de h, celle
de &¥™* varie linéairement, alors que celle de €¥™* varie d’une fagon
sinusoidale (fig. 5).

T

% ' ’ i h
' 1(h)

Fig. 5

y(h) ne tend donc vers aucune limite lorsque A—> c0. Son comportement
est voisin de celui de lg fonction de corrélation sinusoidale, et, comme
fonction de base, €¥™* ne semble pas présenter un grand intérét(*).

(*) M. Bertrandias a fait remarquer que cette fonction est presque-périodique.
Mais elle n’est pas continue. Ses coeffients ae Fourier cx tendent vers zéro comme

1
% La série X |ck|® converge, mais non la série Zex!.



PASSAGE AUX FONCTIONS PSEUDO-ALEATOIRES 19

Deuxiéme cas (v = 2): ¢(f) est un polynome de la forme

o) =Ar"+ A "1+ ... +A,,
de sorte que . .
e@)=Ar" + A" 1+ . FA,.

Si les coefficients A, Ay, ..., A, sont tous des nombres rationnels, on peut
les mettre sous la forme g ]:,1, . Bl‘;' L ol P est le plus petit commun
multiple des dénominateurs des fractions irréductibles A, A, ..., Ay,

Si I'on remplace ¢ par t+P, c’est-3-dire 1 par t+P on remplace (p(t)
par g(?)-+-entier, et 'on ne modifie pas f(f) = ¢¥™®,

Dans ce cas, f(¢) est une fonction périodique de période P. Sa fonction de
corrélation est périodique. Ce cas n’est pas nouveau en soi. Il est cepen-
dant intéressant en ce sens qu’il fait apparaitre les fonctions périodiques
comme cas limite des fonctions pseudo-aléatoires dont il va &étre main-
tenant question.

Supposons ensuite que I'un au moins des coefficients du polynome
@(f) — ¢(0) soit irrationnel. Si A, est le premier coefficient irrationnel,
on peut écrire

¢ =@ () + 92,

avec
(21 (t) = At’ + aes + Ak_lt'_k'*l,
¢g(t) = Ale—k + ... +A,.
@,(t) est un polynome a coefficients rationnels. On a alors
) = 20, () p2ine,@

Le premier facteur est une fonction périodique de ¢ Seul le second
facteur présente des caractéres nouveaux. Or g,(f) est un polynome dont
le premier coefficient (coefficient du terme de degré le plus élevé) est ir-
rationnel. On peut toujours se ramener a ce cas, comme nous le verrons
au paragraphe 7. Nous supposerons donc dans la suite que @(f) est un
polynome de degré v = 2, dans lequel le coefficient A de t° est irrationnel.

On démontre alors les résultats suivants B1:

THEOREME. — La fonction égale a f(f) = 2%me® poyr >0, a 0 pour
t< 0, a une valeur moyenne nulle. Sa fonction de corrélation y,(h) existe,
est nulle si |h| =1, et est égale a 1 — |h| si |h| <1 (fig. 6).

Pour démontrer ce théoréme, on utilise trois lemmes importants, que
nous allons d’abord examiner:

2*
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LeMME 1. — Si la fonction de corrélation d’une certaine fonction f(t)
existe et tend vers zéro lorsque h— oo, alors y(h) a par rapport & h une
moyenne nulle.

To
1

0 1 h
Fig. 6

En particulier, si p(h) s’annule pour tout 4 > h,, ou h est un nombre
positif fixé, alors la moyenne de y(h) est nulle.
En effet, si H, est un nombre fixé,

H H, H
1 1 1
ﬁ!y(h)dh=ﬁ!y<h)dh+—ﬁI{[y(h>dh-

Lorsque H tend vers I'infini, le premier terme du second membre tend
vers zéro.

D’autre part, on peut choisir H, suffisamment grand pour que, si » > H,,
on ait |y(h)|<<e. La seconde intégrale est donc en module inférieure a

1 H
e f dh<e.
H,
Elle est arbitrairement petite,

LemMmE 2. — Si la fonction de corrélation y(h) de & O gannule pour
les valeurs entiéres non nulles de h, alors y(h) est identiquement nulle pour
h>1.

(,(l;ela résulte immédiatement des propriétés d’interpolation linéaire de
y(h).

LeMME 3. — La moyenne de y(h) par rapport a h est réelle, non négative,
et au moins égale au carré du module de la moyenne de f(t).

La démonstration de ce théoréme se trouve dans [3). Nous n’allons pas
la donner en détail. Nous allons seulement en indiquer les grandes lignes.
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Comme nous I’avons signalé a la fin du paragraphe 2, on peut mettre
y(h) sous la forme

[+
y(h) = [ ™ do(w),
ol ¢(w) est une fonction réelle non décroissante 3 variation totale bornée.
o(w) n’est pas en général continue, et 'on démontre d’abord que le saut
de y(h) a lorigine, c’est-a dire la quantité

Y(HO)—y(=0)=lim[y(e)—p(—g)]  (>0)
est égal A la valeur moyenne de y(h), c’est-3-dire a

H
lim - f V(h) dh.
Hoo0 H °

Le saut en question est d’ailleurs réel et non négatif. Par suite la moyenne
de y(h) est elle méme réelle et non négative.

Si maintenant m désigne la moyenne de f(¢), on pose

f@)=m+f'@).

Entre les fonctions de corrélation y(h) et 9’(h) de f(¢) et de f'(), on

a la relation
r(#) = |m[*+y'().

Or la fonction y'(h) a les mémes propriétés que la fonction y(h). Sa
moyenne est réelle et non négative. Par suite, la moyenne de y(h) est au
moins égale 3 |m|2. C’est le résultat annoncé.

De ces trois lemmes, ou déduit facilement la démonstration du théoréme.
Tout revient & la proposition suivante:

La fonction de corrélation y(h) de e""";) esi nulle pour les valeurs
entiéres et positives de h.
En effet, si d’abord v =2, on a
() = Ar*+Bt+-C.
A un facteur constant prés, y(p) est égale 3 1a moyenne de

: N-1
- imApn
XD, e

»=0

Un calcul élémentaire de progressions géométriques montre que cette
moyenne est nulle,
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Si maintenant » > 2, on procéde par récurrence. On suppose que pour
tout polynome ¢ du type considéré et de degré au plus égal 3 » — 1, la
moyenne

m= lim —!— e

N-ooo
soit nulle.

Si ¢ est un polynome de degré », la fonction de corrélation

N-1
y(p) = lim 1 Z 22Im[9(n+p)—0(n)]
N-ooo N s

est la moyenne attachée & un polynome @(¢+p)—¢(f) de degré » — 1.

Par hypothese, elle est nulle. Par conséquent, y(4) a une moyenne nulle,

et, d’aprés le lemme 3, la fonction %™ 3 yne moyenne nulle. Toute

fonction de la forme €™ attachée & un polynome de degré » a donc

une moyenne nulle, et en particulier la fonction de corrélation relative

a un polynome de degré »-}-1 est nulle. C’est bien ce qu’on voulait démontrer.
On remarquera que la moyenne de f(¢) est égale a

N-1
lim — ) e

N—oco e

et que la fonction de corrélation de f(¢), pour un écart h égal & un entier p,
est égale a

1 N-1
lim —2 2irle(n+p)—o@m)]
N-soo N
=0

Les deux moyennes ainsi écrites ont été étudiées par H. Weyl en 1916 [19].

Les théorémes énoncés ci-dessus sont I'équivalent, en un langage différent,
des théorémes de H. Weyl, relatifs aux suites équiréparties, et dont voici
la substance:

Soit x, une suite de nombres compris entre 0 et 1. Considérons les N
premiers termes X, ..., Xy de la suite. Soit N’ le nombre de ceux de ces
termes qui appartiennent 3 un intervalle arbitraire (a, f) intérieur a (0, 1).

4

Silorsque N—o0,le rapportl% tend vers une limite égale 3 la longueur f—a

de lintervalle, alors la suite x,, est dite équirépartie ou uniformément dense
sur le segment (0, 1). Les théorémes de H. Weyl s’énoncent de la fagon
suivante;
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a. Pour que la suite x, = @(n) soit équirépartie sur (0, 1) modulo 1, il
faut et il suffit que, quel soit I'entier | # 0, on ait

N-1
im L S g,
Nooo N =0

b. Sig() = At'+...+ A, estun polynome de degrév = 1, dont le coefficient
A est irrationnel, la suite g(n) est équirépartie modulo 1.

Les fonctions e*® sont donc essenticllement différentes de la
fonction €*"*'. La derniére est périodique et a pour fonction de
corrélation une fonction sinusoidale. Au contraire, €*™® n’est pas
périodique et sa fonction de corrélation y4(h) est nulle a P'infini.

La fonction ¢2™® ne donne pas la solution générale du probléme
posé, qui consistait & trouver les fonctions telles que la corrélation entre
JS(@) et f(t-+h) soit d’autant plus faible que A est plus grand. Mais elle fournit
cependant un exemple fondamental de fonction de cette nature, qui va
nous servir de base pour en construire d’autres plus générales. Elle va
jouer dans la théorie un role analogue a celui de ¢*™* dans la théorie
des fonctions presque-périodiques, avec cette différence qu’elle dépend
d’un polynome arbitraire ¢(f). C’est une fonction en escalier, qui change
de valeur pour chaque valeur enti¢re de 7. Les valeurs qu’elle prend sont
des nombres complexes de module 1. Elle ne peut pas prendre toutes les
valeurs de module 1, mais ses valeurs sont denses sur le cercle unité, et
méme uniformément denses.

6. Fonctions pseudo-aléatoires [3]. — On appelle d’une fagon générale
Jonction pseudo-aléatoire une fonction f(t) complexe, bornée et nulle pour
t<< 0, dont la Sonction de corrélation y(h) existe, est continue, n’est pas
nulle pour h =0 et tend vers zéro_lorsque h—>oo. Dans la théorie des
fonctions pseudo-aléatoires, €*™® joue un role analogue a celui de
e®™*  dans la théorie des fonctions presque-périodiques et plus géné-
ralement dans celle des intégrales de Fourier-Stieltjes.

Puisque (%) tend vers zéro A I'infini, la fonction spectrale énergétique a
d’une fonction pseudo-aléatoire est continue.

En effet, d’aprés le lemme I du paragraphe J5, y(h) a une moyenne
nulle, et, d’aprés la démonstration du lemme 3, est continue 3 lon-
gine. Mais on a aussi

y(h) 2Tk f e2im(@+ ook da(w) — f gZinoh da(w—wo)-

-0 - 00



24 LES FONCTIONS PSEUDO-ALEATOIRES

Puisque y(h) tend vers ziro a l’infini, il en est de méme de
p(h)e* ™, La méme démonstration montre que o(w— wy) est continue
pour w—w, = 0, c’est-d-dire pour toute valeur w, de w.

Dire que la fonction o{w) est continue, cela ne veut pas nécessai-
rement dire qu'elle posséde une dérivée. Il peut arriver que o(w)
soit une mesure singuliére. o(w) est alors une fonction continue, non
décroissante, dont la dérivée est nulle pour presque toutes les va-

leurs de w. On ne peut pas reconstituer o(w) par intégration de sa
dérivée.

Lorsque o(w) est une mesure singuliére, le comportement de
Pintégrale
o
yl) = [ & do(w)
-0a
n’est soumis & aucune régle générale. Suivant les cas, y(h) tend vers zéro,
ou subit des oscillations comprises entre des limites finies.

Pour construire des exemples de fonctions (%) de cette sorte, on utilise
un intermédiaire probabiliste [16] [18]. Lorsque la variation totale de o(w)
est égale 4 1, on peut interpréter (#) comme la fonction caractéristique
d’une variable aléatoire w ayant o(w) pour fonction de répartition, c’est-
d-dire comme la valeur moyenne, au sens stochastique, de e*™*,
ol & est un paramétre réel. Supposons que o soit la somme d’une infinité
de variables aléatoires indépendantes w,, w,, ...,w, ..., la variable ,

1
2

prenant les deux valeursgl; et -——é avec les probabilités —;— et— —. w,

a pour fonction caractéristique

1 2 - 2nth
" " T
2[e +e ]—cos 7

La fonction caractéristique de la somme Zw, est donc représentée par
le produit infini

2rth
h) = _
y(h) l lcos -

n=1
On démontre que la distribution ainsi construite est bien singuliére,
et que:
a. si g est un entier supérieur a 2, |y(h)| a une limite supérieure positive;
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b. si p est un nombre rationnel non entier supérieur a 2, y(h) tend vers

zéro avec —.
h

On voit par ces exemples qu’il n’est pas absurde d’englober dans la dé-
finition des fonctions pseudo-aléatoires celles dont la fonction spectrale
énergétique est singuliére. Mais on ne connait pas encore d’exemples de
telles fonctions pseudo-aléatoires. Les cas oil o(w) est absolument continue
sont d’ailleurs probablement les plus importants pour les applications.
Nous rencontrerons uniquement dans la suite des fonctions pseudo-aléatoires
dont la fonction de corrélation est de la forme

y(h) = f et o' (w)dw, avec f |0’ (w)| dw<<oo.

On sait que, dans ces conditions, p(#) tend vers zéro lorsque A— oo
(théoréme de Riemann-Lebesgue).

Lorsque y(h) est la fonction de corrélation yo(h) de la fonction fonda-
mentale 2™, on vérifie facilement que

. i nop SINETC
V)= [ eron DT g,
d’ott - )
o (@) = sin®rw
©) ="t

11 résulte immédiatement des lemmes du paragraphe 5 que. la moyenne
d’une fonction pseudo-aléatoire est nulle.

Lorsque t—- oo, une fonction pseudo-aléatoire f(¢) ne peut tendre vers
aucune limite. Car, si une telle limite existait, elle serait nécessairement
nulle. Donc [f(f)[? tendrait vers zéro et aurait une moyenne nulle, ce qui
est contraire & la définition.

Une fonction pseudo-aléatoire réelle ne peut garder un signe constant.
D’une fagon précise, elle doit subir au moins un changement de signe (et
par suite une infinité) dans tout intervalle t > t,, si grand que soit #,, En
effet, supposons que f(f) soit réelle et non négative pour ¢>¢,, Comme
J() est bornée, il existe un nombre M tel que

0<fO<M.
11 en résulte que

T T
1
o<+ of FOrd<Mx of £\ dt,
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J(¢) étant pseudo-aléatoire, sa moyenne est nulle. Donc, lorsque T— co,
f() a une moyenne quadratique nulle, et n’est pas pseudo-aléatoire.
Comme les fonctions presque-périodiques, les fonctions pseudo-aléatoires
présentent des oscillations non amorties, alternativement positives et
négatives, puisque la moyenne est nulle.
Remarque — Soient f(f) et g(f) deux fonctions pseudo-aléatoires.
La fonction F(f) qui est égale a

f@ sit>0,

g(—Hsit<O
est définie pour toute valeur de ¢, et non pas seulement pour ¢ > 0. On
peut considérer, par extension de la définition, que c’est une fonction
pseudo-aléatoire définie pour — oo <t < oo et ne se réduisant pas a zéro
pour ¢ < 0. Cela veut dire que la fonction de corrélation de F(f) est con-

tinuée, positive a I'origine et nulle a I'infini. Calculons en effet cette fonc-
tion de corrélation. Nous la définissons par

'I‘
v () =lim %, FQ)F( + by dr.
T—o0 r

Si par exemple A > 0, yr(h) est la limite, lorsque T'— oo, de

T ~h [\]
o [T st + Bt + . [ B—g (—1—hds + 5 [F—D @+t
2To 2T) T 2T )

1 . .
Au facteur - prés, les deux premiers termes tendent respectivement vers

vy () et v, (—h), ol v, et v, sont les fonctions de corrélation de f et g. Le
troisitme tend vers zéro. Donc

o) = = by -y = - L) + Y, (A

Si en particulier f et g ont méme fonction de corrélation, F a pour fonction
de corrélation la partie réelle de y. Si vy est réelle, yr = vy.

En étendant la définition des fonctions pseudo-aléatoires a l'intervalle
— o0 < t < o, on confirme le parallélisme de structure entre ces fonctions
et les fonctions presque-périodiques.

7. Transformations des fonctions pseudo-aléatoires. Propriétés d’orthogo-
nalite ([3), [4], [5], [6], [7]). — La théorie générale des fonctions pseudo-
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aléatoires n’est pas encore achevée. On connait cependant diverses trans-
formations qui, & partir de fonctions pseudo-aléatoires particuliéres ou
générales, permettent de construire de nouvelles fonctions pseudo-aléatoi-
res. Nous allons les passer en revue.

Pour construire une fonction presque-périodique, on fait des combinaisons
linéaires des fonctions exponentielles de base e*™, pour diverses valeurs
de a.p(?) étant un polynome donné, de degré v =2, et dont le coefficient
du terme en t” est igationnel, faisons de méme une combinaison linéaire
des fonctions e*™®@") pour diverses valeurs non nulles de a,. Nous
obtenons la fonction

f@) =¥ ¢ etivod
)

Si la série X'|c, | est convergente, on démontre que f(?) est pseudo-aléatoire.
Elle a pour fonction de corrélation

y(B) =D, | Pyo@h),
voh) =1—|n| si |B|<1,
=0 si h>1,

Cette formule est tout & fait comparable & celle qui donne la fonction
de corrélation d’une fonction presque-périodique. ¢*™® correspond 2
et et yo(h), fonction de corrélation de e¥™°®), 3 ¥™  fonction de
corrélation de ™. Mais, pour les fonctions pseudo-aléatoires, la fonction
de corrélation est trés différente de la fonction initiale. L’opération de mo-
yenne simplifie les fonctions. A une fonction oscillante et irréguliere, ellq
fait correspondre une fonction plus réguliére et qui tend vers zéro a P'infini
Au contraire, la fonction de corrélation d’une fonction presque-périodique
est presque-périodique.

Les fonctions obtenues par ce procédé ont une fonction de corrélation
convexe, car c’est une combinaison linéaire & coefficients positifs de fonc-
tions y,(axh) convexes.

Les relations entre la fonction f(f) et les coefficients ¢, sont les mémes
pour les fonctions pseudo-aléatoires et pour les fonctions presque-pério-
diques. On peut en effet démontrer que

T
1 AN ol .
lim — f eirlo(a)—e @0 gt — si o F o,
Taco T §
=1 si a=0g.
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Il en résulte que
T
¢ = lim 1 f [ ¢2me@d gy |
T—00 T 0

On notera que, bien que f(f) apparaisse comme une somme discréte de
termes analogues & des harmoniques, le spectre énergétique de f(r) est
continu, conformément 3 une remarque générale déja faite. On a

o [ [ Sapere]a

(-]
= [ & (@)do

avec

1 . g T
o"(w) = P ) ZlakI'ICkI’ Sln’—a—

On peut naturellement défini1 des transformées de etimo(d analogues aux
intégrales de Fourier-Stieltjes. Considérons la fonction

f@) = [ @ gg(a).

& (@) est la somme d’une fonction continue et d’une fonction de sauts.
Nous venons d’étudier le cas ou la fonction continue est identiquement
nulle. Dans le cas général, on peut démontrer un théoréme analogue au
théoréme de décomposition des intégrales de Fourier-Stieltjes:

J(®) est la somme d’une fonction nulle en moyenne quadratique (analogue
a lintégrale de Fourier ordinaire) et d’une fonction pseudo-aléatoire (cor-
respondant a la fonction presque-périodique) attachée a la fonction de sauts
de & (a).

8. Combinaisons des fonctions pseudo-aléatoires et des fonctions presque-
périodiques — Commengons par étudier le produit d’une fonction pseudo-
aléatoire par une fonction presque-périodique.

Considérons d’abord une fonction pseudo-aléatoire du type

etine()
oll ¢ (7) est un polynome de degré v > 2.
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Soit g(t) une fonction de carré sommable sur (0,1), périodique de période 1.
Le produit
(1) = P g (1)

est pseudo-aléatoire et a pour fonction de corrélation

y(h) = f EW@gl+mds  si 0<h<I,
0

=0 si h>1.
En effet

y() =lim f anio -0 g (11 B E(1)dt.

T—>00

N N-1 a+1

On peut remplacer T par un entier N, et f par Z f En posant
n=0
t = 5 -} n, et en tenant compte de ce que g(¢) a pour pénode 1, on obtient

1 N-1

y(h) = lim — f 2 Lot +50—0] g (54 B) Z(s) ds.
0

N—->oo N

D’aprés un raisonnement déja utilisé, on a
1=h N-1

P | B otn
v(h) =6f g(s+h) g(s)ll!ix:o ﬁz 2inle(+h)-o(m]

n=0

1 N-1
+ f g(s+h) Z(s) lim _1_2 Airle(+h+1-oMm]
1_\,'. N-»00 N 720
Or la moyenne
N-1
lim e2ir Le(n+h)—e(m)] .

N—oo 220

fonction de corrélation de e’“’G), est nulle, sauf pour h= 0, c’est-a-dire
0 < h< 1. De méme la moyenne
N-1

llm —_— E e!‘"[?(""""'l)"'(')]

N—oo N

est nulle quel que soit A. Donc y (k) est nul pour & > 1, et égal &
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1-p
[ se+nzeas s o<h<l.
0
Exemple: g(f) = *™. On trouve, pour 0 <h <1,
1-h
r(h) = f €% gUnls+h s — A™h (1),
0

Si g(?) est une fonction périodique de période différente de I'unité, les
résultats sont différents et moins généraux.

D’une fagon générale, on démontre facilement que si g(¢) est un polynéme
de degré v > 3, la fonction f (t) produit de e¥™® par une fonction presque-
périodique continue de la forme

E Ck eziﬂwkt

k

est pseudo-aléatoire. Si les différences w,—w; ne sont jamais entidres, la
fonction de corrélation de f(r) est égale a

y(B) = o) + D) |ex[* emsh,

produit des fonctions de corrélation des deux facteurs.

Si certaines différences w,—ww,; sont entiéres, y (#) a une structure plus
compliquée, qu’on déduit des résultats précédents par des combinaisons
convenables.

On remarquera que ces théorémes ne sont valables que pour des fonctions
particuliéres de la forme e"‘""‘?’, ol g est un polynome. On peut cependant
énoncer un théoréme bien simple et valable sans ces restrictions: si f(f)
est pseudo-aléatoire et a pour fonction de corrélation y (h), f (f) €¥™* est
pseudo-aléatoire et a pour fonction de corrélation y (h) X",

Etudions maintenant la somme d’une fonction pseudo-aléatoire gquel-
conque f(f) et d’une fonction presque périodique

g(t) = ch eﬂiﬂwk', . Zlckl <w_
Formons la fonction de corrélation de

J@ + D) cxetmor.

C’est la moyenne de

FOLCHR+EO 2+h)+ D, cr ¥ f@) e + )G, fle-+h) e ¥,
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Puisque la fonction f(f) e ™ est pseudo-aléatoire, elle a une moyenne
nulle. Il en est de méme pour f(t+4) e 3 °k¢+M  car une translation n’af-
fecte pas les moyennes. Donc la moyenne de f(t+4) e %™ est nulle.
Par suite.

THEOREME, — La somme d’une fonction pseudo-aléatoire f(t) et d’ume
fonction presque-périodique continue g(t) n’est ni pseudo-aléatoire ni presque-
périodique. Sa fonction de corrélation est la somme d’un terme a spectre
continu, correspondant a f(t), et d’un terme a spectre de raies, correspondant
a g(¢). Le produit f(t) g(t+h) a une moyenne nulle.

9. Transformation par convolution des fonctions pseudo-aléatoires. —
La convolution permet de transformer une fonction pseudo-aléatoire
quelcongue en une fonction pseudo-aléatoire. A partir de fonctions connues,
a corrélation convexe, elle permet donc de construire des fonctions nouvelles,
dont la fonction de corrélation n’est pas nécessairement convexe.

THEOREME. — Si g(?) est une fonction pseudo-aléatoire, et si u(a) est une

(o)

2\

fonction réelle, a variation totale bornée sur (0,4 0) [ f |dp(a)|<oo], alors
0

1) = [ gt—a) du(a)
0

est une fonction pseudo-aléatoire.
Si en particulier d p(a) = K(a)da, ou K(a) est une fonction bornée et
localement intégrable, f(t) est continue.
Démonstration. — Par définition, g(¢) est nulle si 1< 0, et g(r—a) est
t 0 [}

nulle si a>¢ On peut donc remplacei' f par f , et méme par f , €n
0 0 -0

convenant de prolonger u(a) par 0 pour a<< 0.
La fonction de corrélation de f(z) est

T
0D ye)=lim o [ & [ [ se—a) gt+h—pau@dued)

T
= [ [ du@ du@tim - [ 7e—0) s-+1—Pr
P =% "0

P'intégrale double étant étendue 2 tout le plan P.
On voit apparaitre la fonction de corrélation y, de g, et 'on a

(92) v = [ [ 7, (h-+a—p) du(a) du(B)-
P
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7, tend vers zéro A linfini. C’est d’ailleurs une fonction bornée. Soit B la
borne supérieure de |y,|, M la valeur de I'intégrale f ldu(a)|.
D’aprés les hypotheses faites sur u(a), il existe ur-lu;lombre A tel que
[ ldv@|<e.

la]>A

Si I’on intégre dans la partie du plan extérieure au carré |a| < A, |f|<<A,
on a donc une contribution inférieure 3 B M &.

p

Fig. 7

A étant ainsi choisi, en fonction de &, il faut majorer la portion de 'inté-
grale intérieure au carré. Dans ce carré, a et § sont bornés. On peut disposer
de h de telle sorte que, quels que soient a et 8 dans le carré,

|y,(h+a—ﬁ)|<e,
car y, tend vers zéro & I'infini.

Finalement, on peut choisir 4 assez grand pour que
9.3) |ly(W)| <BMe+e.

I1 en résulte bien que y(h) tend vers zéro avec %

La continuité de y(h) & lorigine se démontre d’une fagon analogue.
Enfin f(r) est bien nulle si # < 0. En effet, « étant positif, #—a est alors

négatif et g(r—a) est nulle dans tout I'intervalle d’intégration.
f() est donc pseudo-aléatoire.


file:///dfiia
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Supposons maintenant que p(a) admette une dérivée K(a), bornée,
localement intégrable et absolument intégrable entre 0 et4-c0. On a d’abord

9.4) @& = [ g(@K(@ — a)da,
0
d’ou
FE+ B —f) =

t+h

Je@ K¢ +h—a)—K(¢t—alda+ [g@K(t+k—a)da
0 t

|g| étant bornée, on voit tout de suite qu’on peut choisir h assez petit
pour que la seconde intégrale soit rendue aussi petite qu’on le désire.
Si G est une borne supérieure de |g (@)|, on a, pour une valeur fixée de ¢,

9.5)

Jle@/K @ +h — @) — Kt — a)] da K(t+h—a)—
0

<af
0

—K({ —a)|da.

Divisons I'intervalle (0, #) en n+1 intervalles partiels. On peut trouver
une fonction L(a), constante dans chacun de ces intervalles, telle que,
pour des valeurs suffisamment grandes de », on ait
K({—a)—L(a)

(9.6) f da <e.
0

Le changement de a en a—h montre que, si & est suffisamment petit,

©.7 [

0

ol A est un nombre qui ne dépend ni de A ni de e.
D’autre part, L(e)—L(a—#) est nul sauf au voisinage des n points de
discontinuité de L(a). Il existe donc un nombre B tel que

(9.8) f
0

Finalement,

K(+h—a)—L(@a—h)|da<Ah+e¢,

L(a — k) — L(d) | da < Bnh.

09

[}

K(t 4+ h—a) —K(a—h)| da < 2¢ + Ah + Bnh.
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Le choix de n dépend de &. n étant choisi, on détermine 4 de fagon que
nh < &, et par suite # < e. L’intégrale (9.9) est alors inférieure & 2+A+B) e.
Elle est arbitrairement petite, ce qui démontre le théoréme: lorsque la
fonction pu(a) admet une dérivée K(a), localement intégrable et absolument
intégrable sur (0, o), la fonction

(9-10) f0 = [ 8t — K@) da,
V]

ol g(7) est une fonction pseudo-aléatoire quelconque, est une fonction
pseudo-aléatoire continue.

C’est ce qui se passe en particulier lorsque g(z) est de la forme

g(t) — eﬁimp(?)'
On a alors

veW)=1—1[o si k<1,

=0 si h > 1.
Par suite,

» (k) _—.f! [l — |h + & — Bl K () K(B) dadp,
D étant le domaine défini par (fig. 8):

Fig. 8

lh+a—p|<l, a>0, >0
Fonction spectrale de f(?)

Si f(t) = [ glt—a) du(e),
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on voit d’abord que

18 = [ [ 1o+ a— B)du() du(B),

I'intégrale étant étendue au plan des «, B3, et v, désignant la fonction de
corrélation de g(#). Cette fonction de corrélation se met sous la forme

Yoh) = [ ¥t d3 (o).

si 'on pose

R(O)) —_ fe-ﬁimna dp.(d.),

on obient

y(B) = [emoh| R(w)d3, ().

La fonction spectrale de f(r) est donc définie par:

3(w) = [IR(@")[2d3,(w),

ou, plus simplement par
d3(0) = |R(w)|2dd,(w).
10. Relations entre les fonctions pseudo-aléatoires, le calcul des probabi-
lités et Iarithmétique. — Considérons la fonction pseudo-aléatoire fon-

damentale N
16 = exme®,

ol ¢(f) est un polynome de degré » > 2 ayant au moins un coefficient
irrationnel & partir du terme en 7%
La moyenne temporelle de f(f) s’exprime sous les deux formes suivantes:

T N
lim -l—f e ® gy et lim — 2 etire®,
T—00 T ° N-o0 N n=0

De méme la fonction de corrélation de f(¢) a, pour les valeurs entiéres
p de Paccroissement h, I’expression suivante:
N

1 § 7
lim — elitlo(n+p)—e(mM]
N

N->00
n=
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Les deux moyennes apparaissent comme des moyennes d’exponentielles
complexes. Elles sont d’ailleurs nulles (sauf pour p = 0). Et ces résultats
sont des cas particuliers d’un théoréme général de H. Weyl, qui concerne
les suites équiréparties.

Nous avons donné au paragraphe 5 ’énoncé du théoréme de H. Weyl.
Rappelons que, pour qu’une suite x, comprise entre 0 et 1 soit éguirépartie,
il faut et il suffit que, quel que soit I’entier 1, on ait

N
lim 1 et — 0,

n=0

Ce théoréme est entiérement équivalent au théoréme suivant [19]:
Pour qu’une suite x, comprise entre O et 1 soit équirépartie, il faut et il
suffit que, quelle que soit la fonction f(x), intégrable entre 0 et 1, on ait

1 N
.1
[ reas=tim ¢ X 1.

Le premier théoréme exprime que, si 'on associe 3 x, une fonction
égale A e¥™*n lorsque n<t<<n- 1, cette fonction a une moyenne nulle.
11 permet de démontrer que la partie décimale du polynome ¢(n) est équiré-
partie, et d’en déduire les propriétés des fonctions pseudo-aléatoires.

Le second théoréme est un théoréme ergodique, qu'on peut énoncer
de la fagon suivante:

La moyenne arithmétique d’une fonction f(x,), ot x, est équirépartie au
sens arithmétique, est égale a la moyenne stochastique de la variable aléatoire
J(x), oit x est une variable aléatoire uniformément distribuée entre O et 1.

La suite des valeurs x, joue donc, du point de vue des moyennes, le méme
role qu’une succession de valeurs tirées au sort entre 0 et 1. Il faut cepen-
dant noter que, par tirage au sort, on peut trouver n’importe quelle valeur,
alors que I’ensemble des valeurs de x,, dense sur (0, 1), est cependant bien
défini & Pavance et dénombrable. En outre, ’ordre de succession de ces
valeurs, malgré son irrégularité d’aspect statistique, est imposé et prévi-
sible. Mais par ailleurs, il existe de nombreuses maniéres de construire
des suites équiréparties arithmétiques, toutes équivalentes 4 une variable
aléatoire équirépartie.

A ces quelques réserves prés, la variable pseudo-aléatoire” f(x,) joue
bien le rdle d’une variable aléatoire. En particulier, la fonction
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1
f esm}lf(x) dx = lim _1__ eliﬂlf(x,,)

N-—oo
n=0

est bien la fonction caractéristique de la variable aléatoire f(x), fonction
d’une variable aléatoire a distribution uniforme.

A la notion d’indépendance stochastique entre deux variables aléatoires
correspond la notion de distribution uniforme dans un carré, et cette notion
s’étend sans difficulté & plus de deux dimensions. Les suites x, et y,, indi-
viduellement équiréparties, seront considérées comme indépendantes
si la suite & deux dimensions (x,, y,) est équirépartie dans le carré 0<x<1,
0<y<1, la définition du mot “’équirépartie’ étant la méme que pour une
dimension, & condition de remplacer “intervalle arbitraire (a, f)”’ par ’do-
maine quarrable arbitraire intérieur au carré”.

Pour définir une suite équirépartie sur (0, 1), on a généralement intérét
a partir d’une suite p(n), ol @ est une fonction donnée, et 3 définir x, comme
la partie décimale de la fonction ¢(n) [différence entre @(n) et sa partie
entiére], c’est-a-dire a poser

X, = @(n) (mod 1), ou Xy = @ .

Pour caractériser une suite & deux dimensions équirépartie dans le carré,
on utilise le théoréme suivant, di & H. Weyl:

Pour que la suite de fonctions p(n), y(n) soit équirépartie modulo 1 dans
le carré, il faut et il suffit que la suite l,p(n)+lyy(n) soit équirépartie modulo 1,
quels que soient les entiers 1, et 1, non simultanément nuls.

Ce théoréme n’a pas d’équivalent immédiat en langage probabiliste.
Voici comment on peut I'interpréter.

Posons

X =g¢@) (modl), y,=y@) (modl), z,=¢® +y@) (modl).
La suite x,+y, n’est pas équirépartie, pas plus que ne lest la somme
de deux variables aléatoires indépendantes équiréparties. Mais z, est une
suite équirépartie. Un calcul élémentaire montre que la différence
U= Xy +Vn—2n
est égale a4 0 si

0<x..+J’u<1
et alsi

1<x,+y. <2,
ces deux valeurs ayant des probabilités, ou fréquences arithmétiques,

égales.
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Cette remarque précise la nature de la dépendance stochastique entre
le couple (x,, y,) et la variable z,. Du point de vue arithmétique, z, est une
fonction g(x,, y.),
égale (fig. 9)a:

XntYa si 0<x,+ym<1,
a:
Xn+yn—1 si 1<x,+y.<2.

Zp=Xpt+Yp—1

Zp=Xpn+Yp

Fig. 9

Si I’on pose s, = x,+y,, et si on associe a s,, z, des variables aléatoires
s et z, on voit que:
a. s est la somme de deux variables aléatoires équiréparties;
b. z est une variable aléatoire équirépartic non indépendante de s;
c. la différence s — z prend, avec des probabilités égales, les valeurs O et 1.
La méthode arithmétique donne un moyen de construire effectivement
la loi de probabilité du couple (s, z). Elle a pour fonction caractéristique:
O(4, ) = B¢+ (moyenne stochastique),
égale a la quantité

N N
lim _l__ S ' ety +0zy) _ 1im L 1A+ yp) +1g(xp yp)] |
Nooo s N->oc0 N 50

Le théoréme de H. Weyl, qui s’adapte immédiatement au cas de deux
dimensions, exprime cette moyenne par lintégrale

O@.p) = f f AN +ugt M gdxgdy
étendue au carré 0<x<<1, O<<y<1.
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Cette intégrale s’écrit,
f f OGN gy gy +e_i" f f ARG dxdy |
D, D,

ot D, et D, sont les triangles indiqués sur la figure 10. On trouve
1

Fig. 10

A (ein —1) (e"' -1 (ei(i.+ll) —1)
R =TT G+

Plus généralement, le recours & une représentation arithmétique permet
de résoudre le probléme suivant:

On donne p--1 variables aléatoires x;, ..., X,, z ayant méme loi de pro-
babilité. x,, ..., x, sont indépendantes. On demande de définir entre (x;, ...,
x,) et z une dépendance stochastique telle que x;+...4+x,—z ne prenne
que des valeurs entitres. On notera que, lorsque p—>oo, la variable
x1+---+xp—mp N d
-——l/;——— , olt m est la valeur moyenne commune des x;, tend vers

une variable normale.

Remarque. — L’analogie entre les variables aléatoires équiréparties
et les suites arithmétiques équiréparties peut avoir une utilisation pratique.
Le théoréme de H. Weyl, appliqué par exemple aux intégrales doubles,
s’énonce de la fagon suivante:

Pour que la suite (x,, y,) soit équirépartie dans le carré C 0<x<1,0<y<1),
il faut et il suffit que, pour toute fonction f(x, y), définie dans C et intégrable
au sens de Riemann, on ait

N-1
J [ren sty =tim 2 1Gu2-
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Or ce théoréme fournit une méthode de calcul numérique des intégrales
doubles, applicable si ’on connait des suites équiréparties, ce qui est le cas.
On peut par exemple prendre pour x, et y, deux polynomes p(n), p(n),
définis modulo 1 et indépendants. Le choix le plus simple est celui de
polynomes du premier degré,

¢()=4n, y@m)=2Br  (modl),
A et B étant deux nombres irrationnels entre lesquels il n’existe aucune
relation linéaire 4 coefficients entiers.

On a 13 une transcription arithmétique de ce qu’on appelle en calcul
des probabilités la méthode de Monte-Carlo (dans le cas trés simple du
calcul des intégrales multiples). Elle est habituellement présentée sous
la forme suivante:

Soit x et y deux variables aléatoires indépendantes et uniformément
distribuées entre 0 et 1. L’intégrale

I=f(!f(x,y)dxdy

est la moyenne stochastique de la fonction f(x, y) de ces deux variables
aléatoires. Si ’on considére maintenant une suite de variables aléatoires
Xi, Y&, indépendantes et uniformément réparties entre 0 et 1 (résultat d’une
série d’épreuves successives sur x et y), la moyenne arithmétique des N va-
riables aléatoires f(xo, ¥o)s f(X1, Y1), ... f(Xy_1, Yx-1) tend en probabilité
(et aussi presque siirement), vers la moyenne stochastique de f(x, y), c’est-a-
dire vers I'intégrale I. Si ’on connait une succession de valeurs numériques
qui puissent &tre considérées comme résultats d’épreuves sur une variable
aléatoire uniformément distribuée sur (0,1), c’est-3-dire une '’table de
nombres aléatoires”, on peut calculer I’intégrale I avec une bonne précision.

Malheureusement, les tables habituelles de nombres aléatoires ne présen-
tent pas toujours toutes les garanties désirables, et les tests statistiques
employés pour vérifier leur valeur ne sont pas irréprochables. La transcrip-
tion arithmétique de la méthode de Monte-Carlo semble échapper a de
telles objections. Son défaut actuel est que, du point de vue théorique,
on ne connait qu’un petit nombre de théorémes sur les suites arithmétiques
équiréparties. On se heurte assez vite a4 des difficultés non résolues dés
qu’on se propose en particulier d’évaluer la précision de la méthode.
Quelques indications sont données a ce sujet dans [7, 12].

11. Fonctions pseudo-aléatoires et fonctions aléatoires. — Lorsqu’on
rencontre en physique une fonction du temps, définie pour tout ¢>0, et
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ayant P'aspect des fonctions que nous appelons ,,pseudo-aléatoires”, on
la traite souvent comme une fonction aléatoire. Nous allons sommairement
analyser les rapports entre ces deux notions.

Une fonction aléatoire est un ensemble de fonctions, comme une variable
(ou nombre) aléatoire est un ensemble de valeurs. Ce que fournit ’expé-
rience, c’est le résultat d’une épreuve, plus ou moins prolongée, sur la
fonction aléatoire, c’est-a-dire I'une des fonctions de cet ensemble. On
peut donc considérer une fonction pseudo-aléatoire comme le résultat
d’une épreuve faite sur une fonction aléatoire. Une telle conception ne sera
d’ailleurs utile que s’il s’agit bien de fonctions d’apparence trés irréguliére,
dont la forme suggere I'idée de statistique. Cette idée statistique est alors
traduite en langage arithmétique, grice aux propriétés plus ou moins
fines des nombres irrationnels,

Lorsqu’il s’agit de fonctions aléatoires stationnaires, on sait que, moyen-
nant quelques hypothéses générales, on peut faire état du principe ergodi-
que: toute moyenne stochastique sur la fonction (c’est-a-dire sur un ensem-
ble convenablement pondéré de fonctions) est égale A la moyenne temporelle
équivalente prise sur un échantillon quelconque de la fonction, résultant
d’une épreuve.

Comme ce résultat est essentiel dans les applications, nous allons donner
a son sujet quelques précisions.

Soit X(#) une fonction aléatoire. On dit que c’est une fonction aléatoire
stationnaire (du second ordre) si : 1° les moyennes stochastiques de X(z)
et de [X(£)]? existent et sont indépendantes de t; 2° la covariance

y(h) = E X(1) X(t + B)
est une fonction de A, et non de z.
La moyenne temporelle

T
.1 f
%ﬂﬁ_,r X(t)df

prise sur une épreuve est en général une variable aléatoire. Si le principe
ergodique est satisfait, cette moyenne temporelle est en réalité une constante
non-aléatoire, qui, sur n’importe quelle épreuve, est égale & la moyenne
stochastique EX(¢), indépendante de ¢ par hypothése.

On démontre que la condition de validité du principe ergodique est la
suivante:

T
limley(h)dh—_-o.
T ¢
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Elle exprime que, si X(f) a une moyenne stochastique nulle, la moyenne
T
quadratique (ou I’écart-type) de la variable aléatoire —,}— f X(t) dt tend
0

1
vers zéro avec—-f .

Cette condition n’est pas vérifiée dans le cas ol X(¢) est une constante
aléatoire, car la moyenne de la constante sur une épreuve est égale a cette
constante elle méme. Elle est aléatoire.

Elle est vérifiée par la covariance des fonctions presque-périodiques,
lorsque ces fonctions sont nulles en moyenne.

Elle est aussi vérifiée lorsque lim y(h) = 0. Les fonctions aléatoires

h—oo
dont la covariance est identique a celle d’une fonction pseudo-aléatoire
satisfont donc au principe ergodique. Sur chaque épreuve, ces fonctions
sont pseudo-aléatoires.

On sait définir, par des procédés stochastiques, bien des fonctions alé-
atoires ayant une covariance donnée de type pseudo-aléatoire. Ces procédés
ne permettent malheureusement pas de donner en général une définition
mathématique précise de la fonction ordinaire qui est le résultat d’une
épreuve sur la fonction aléatoire.

Voici un exemple (°) de fonction aléatoire ayant pour covariance

1—|h| si 0<h<l.
0 si h>1,

Partons d’un processus de Poisson X(f). X(t) est une fonction aléatoire,
nulle pour <0, qui prend les valeurs successives 1, 2, ..., n, .... Elle passe
d’une valeur a la suivante en subissant un saut d’une unité, P'instant de
ce saut étant aléatoire. Les probabilités d’accroissements sur des intervalles
de temps disjoints sont indépendantes. Enfin la probabilité pour que
X(t+h)—X(t) soit égal & un entier n (h=>0, n=>0) est indépendante de
t et égale 3

t

ol 4 est un paramétre positif que, par un changement d’unité de temps,
nous prendrons égal 4 1.

(®) Cet exemple m’a été suggéré par M. P. Lévy. On en trouvera d’autres, un peu
moins simples, dans [15].
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On vérifie que X(f) a pour moyenne (stochastique) ¢, et que X2(¢) a pour
moyenne 24-¢.

Posons

X' @) =X(@{#)—t,
YO =X(@+1D)-X'@)=X@¢t+D—-X{0)—1.
< X'(?) et Y(¢) ont une moyenne nulle. Formons la covariance de Y(f)
On a
YOY@E+h)=Xa+D)X'(t+14+m)+X )X (+h)
—X'OX' ¢+14+h) =X+ X (t+h).

Tout se raméne a la covariance de X’(?). Or, si I>0,

X'OX'(t+D =XOX@E+D—@+DX@) —t X +D +1¢+D
Pour calculer la moyenne de X(7) X(z-+I), on remarque que

EX@IX(@+D—X@O] =EXOE[X(+D—X@]
= EX@X(@+D—EX®P,
soit
EX®OX@t+D) =tl4-t+12 (>0).
Donc
EX' ()X (t+]) = tl4t4-2—(@+Dt—t ((+1) +1(t+D)
=f.

Pour finir le calcul, on doit distinguer deux cas:

1°0<hLl: Alors t-+h<t+1 et
EY®Y(@+h) =t+14t—t—(@+h) =1—h;
2°h>1: Alors ¢(+1<t+h, et
EYQ)Y(@+hH=t+1+t—t—(+1)=0.

La covariance obtenue est bien identique & la fonction de corrélation
fondamentale des fonctions pseudo-aléatoires 2imo®_

On remarquera que Y(¢) prend des valeurs entiéres, qui changent a des
instants aléatoires. Les exemples fondamentaux de fonctions pseudo-
aléatoires discontinues sont d’une structure un peu différente: les instants
des sauts sont donnés A I'avance, et régulitrement répartis. Ce sont les
valeurs de la fonction qui sont, non pas aléatoires, mais distribuées suivant
une loi arithmétique d’apparence irréguliére. On sait construire des fonc-
tions pseudo-aléatoires d’une structure différente. La plus simple est la
fonction

N\
1) = éed.
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On démontre [3] que cette fonction est pseudo-aléatoire. Elle reste
constante dans chaque intervalle n<<t<<n-1, et prend comme valeur 1 ou
—1 suivant que la partie enti¢re de @(n) est paire ou impaire, c’est-a-dire
que @(n) est égal 2 0 ou & 1 modulo 2. La distribution des valeurs de ¢(n)
modulo 2 est d’ailleurs elle méme trés irréguliére, quoique bien déterminée.
La fonction f(#) reste donc égale 3 1 pendant un certain nombres d’unités
de temps, puis & —1 pendant une nouvelle durée, et ainsi de suite. Les
instants de ces changements de valeur, tout en appartenant a la suite des
entiers, sont répartis d’une fagon trés irréguliére qui, vue & une échelle
suffisante pour que 1'unité de temps puisse &tre considérée comme petite,
donne une impression qualitative comparable i celle d’une distribution
aléatoire d’instants.

Plus généralement, la fonction

N
e—",,% 0]
ou m est un entier > 2, prend, suivant les valeurs de ¢(n) modulo m, un
nombre fini de valeurs complexes équiréparties aux sommets d’un polygone
régulier inscrit dans le cercle unité,
12. Analyse harmonique des fonctions pseudo-aléatoires. — Il existe une
théorie générale de I'analyse harmonique des fonctions aléatoires station-

naires, suivant laquelle toute fonction aléatoire stationnaire X(r) de second
ordre se met sous la forme

o0

(12.1) X(t) = [ tdt(w)

-0
ot ¢(w), fonction spectrale aléatoire, a les propriétés suivantes:
Edi(w)di(@)=0 sio #o
(12.2)
E |d&(@)]* = do(w),
o(w) étant une fonction non décroissante & variation totale bornée. L'in-
tégrale (12.1) doit étre considérée comme limite en moyenne quadra-
tique de sommes de Riemann.
On peut inverser la formule (12-1), c’est-a-dire exprimer &(w) en fonc-
tion de X{(¢) par le procédé suivant:

Soit K4(«) la transformée de Fourier de la fonction égale 4 1 sur I'inter-
valle A, 4 0 en dehors de A:

(12.3) Ka(@) = [ e~¥mds,
a4
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On pose
a
(12.4) E(D) = [ Ka(@f (@) da.
-2

Lorsque A— 00, la variable aléatoire £,(A) tend en moyenne quadratique
vers une limite {(A), fonction de lintervalle A.

On démontre que, si A et A’ sont deux intervalles disjoints, les variables
aléatoires E(A) et £(A’) sont orthogonales, et que

(12.5) ElEQ) = f do(),
a4

ol o(w) est la fonction spectrale énergétique correspondant & f(f).

On retrouve alors la formule (12-1) en posant formellement

d&(w) = &(dw).

Cette théorie repose essentiellement sur les considérations suivantes:
Une fonction aléatoire stationnaire de second ordre est définie sur le pro-
duit de deux espaces indépendants:

I’espace & une dimension que décrit la variable ¢;

I'espace de probabilité.

X(p) est donc fonction de deux variables, mais en général on n’écrit pas la
seconde, dont la présence se manifeste par la possibilité de prendre des
moyennes stochastiques. Si X(¢) est de second ordre, cela veut dire que,
pour chaque t, X(¢) est, relativement & une variable parcourant l'espace
de probabilité, une fonction de carré sommable. Il en résulte que les fonc-
tions aléatoires de second ordre constituent un espace vectoriel et que, si
E|X,(0)|? et E|X,(1)]? existent, EX,(1) X,(f) existe srement, sans hypothése
nouvelle.

Si I'on cherche & transposer ces propriétés & des fonctions non aléatoires,
on rencontre quelques difficultés dues & ce que ces fonctions ne dépendent
effectivement que d’une variable ¢, qui sert & la fois pour repérer le temps
et pour prendre les moyennes.

Désignons par M l'opérateur de moyenne temporelle, défini par

T
(12.6) M( )=Tlim—,}- f ¢ ).
=% 4

Considérons l'ensemble P des fonctions bornées f(f) telles que M|f]?
existe. Ce n’est pas un espace vectoriel. Il est en effet facile de trouver deux
fonctions appartenant & P, et dont la somme n’admette pas de carré moyen.
En voici un exemple.
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Considérons la fonction
f(@t) = é'o®,
On voit, a l’aide d’un changement de variable, que

1 f gt g, €T _ coslogT +isinlogT
v — R .

Lorsque T — oo, cette expression ne tend vers aucune limite. Dons Mf
n’existe pas.
D’autre part |f|> = 1. Donc M|f]? existe et a pour valeur 1.
Considérons alors les deux fonctions 1 et f(¢). Elles ont toutes les deux
un carré moyen. Mais

MI1-+f(D)]2 = 2+ Mf(O)+MS()
n’existe pas. On voit que deux fonctions peuvent appartenir & I'espace P,
sans qu’il en soit de méme de leur somme.

Cela n’empéche pas P de contenir des sous-espaces vectoriels, par exemple
Y’espace des fonctions presque-périodiques. Si f appartient 4 P, on définit
la norme de f par

IfI? = MIf?

Si f et g appartiennent & un méme sous-espace vectoriel E de P, c’est-

a-dire si M(fg) existe, on pose

If—&l? = M|f—gl*

Soit alors f;, fa, ..., f, ... une suite de fonctions de P appartenant 4 un
méme espace vectoriel E. On démontre le théoréme suivant [9]:

Si la suite f, est une suite de Cauchy, c’est-d-dire si, @ chaque <, on peut
associer un nombre ny(c) tel que, pour tout couple n, k d’entiers satisfaisant
aux inégalités

n> no(s), k > "o(s)s

Ifa—fell <,
alors il existe une fonction de P qui, au sens de la norme choisie, est limite
de la suite f,:

on ait

lim||f—full =0

n—»00
Cette fonction n’est pas nécessairement contenue dans Y'espace E choisi,
mais, si g est une autre fonction de E, c’est-a-dire si les moyennes M(f2)
existent pour toutes les valeurs de n, la moyenne M(fg) existe aussi. On
peut ainsi prolonger I'espace E en lui incorporant la fonction f.
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La structure des prolongements possibles de I'espace E est d’ailleurs

plus précise que ne laisse prévoir cet énoncé. On démontre en effet le
théoréme suivant :

Si fi et f, sont les limites de deux suites de Cauchy distinctes Jformées par
des éléments de E, la moyenne du produit f, f, existe.

Les différents prolongements possibles de E obtenus par ce procédé
sont donc compatibles. Un méme espace vectoriel contient E, f, et f,. Mais
on peut naturellement prolonger E par d’autres procédés, qui ne sont
pas nécessairement compatibles entre eux. Ajoutons & E une fonction
&1 qui admette avec les éléments de E des produits moyens. Nous obtenons
un espace vectoriel E;. Faisons de méme avec une seconde fonction g,.
Nous obtenons un second espace vectoriel E,. Il est possible de choisir
g, de telle sorte que Mg,g, n’existe pas. Alors E; et E, n’appartiennent
pas 2 un méme espace vectoriel. Voici un exemple de cette circonstance.
Supposons que E contienne 'unique fonction cos ¢. Posons g, = 1 et prenons
pour g, la fonction ¢'!°5’. On voit facilement que

M(g,cost) =0, M(g,cost) =0

et g, a été choisie pour que Mg,g, n’existe pas.
Considérons maintenant une fonction f appartenant 3 P, et supposons
que f(f) admette une fonction de corrélation

00

T
2.7 () = lim. —‘T—o [ Feoerna= [ e doge)

-0

L’ensemble des translatées f(¢1-#) de f constitue donc un sous-espace vec-
toriel de P. Formons la combinaison linéaire

i
a23) Yi(t, &) = [ Ky(@)f (et da
-2

Cest la convolution de f par une fonction nulle en dehors d’un intervalle.
Y;(t, 4) est donc

presque-périodique si f est presque-périodique;

pseudo-aléatoire  si f est pseudo-aléatoire.

Posons alors

1
(129) Jawh) = f €490 K (o) dx = f
4

-2

sin 27(s—w)A

7(s—w) ds.
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On vérifie facilement que, si A et A’ sont deux nombres positifs,

(12.10)  |Ya(t, =Y, (t, DIF = f a(ew, H)—Ja(w, 4)do(w),

et qu'on peut choisir A et A’ assez grands pour que cette quantité soit infé-
rieure & tout € donné. La suite Y;(¢, 4) vérifie donc la condition de Cauchy.
On en déduit qu’il existe une fonction Y(t, A) telle que, lorsque A — o,
Yi(t, A) tende vers Y(t, A), en ce sens que

lim“Y(t, A)_Yl(t3 A)“2 = }lm[Y(t: A)"_Yl(ta A)IZ =0

et que les moyennes M|Y(z, 4)[3, MY(t, A)Y(t+h, A) existent.

On connait un procédé pour construire effectivement cette limite ¥(z, A)'.
Elle n’est d’ailleurs pas unique. En effet, toutes les propriétés invoquées
font intervenir seulement des moyennes. Deux fonctions f et f; telles que
M|f—fi]* = 0 ne peuvent donc &tre considérées comme distinctes, et en
particulier, on peut modifier arbitrairement toute fonction appartenant
a P sur n’importe quel ensemble borné de points. Les fonctions de P sont
définies A I'addition prés d'une fonction nulle en moyenne quadratique.

On démontre facilement que, si g appartient & l’espace vectoriel E,
c’est-a-dire si MJ,(1)g(t-+h) existe pour tout n et tout 4, la fonction limite
Y(t, 4) admet avec g un produit moyen. On vérifie enfin les formules
suivantes:

MY(t, )Y (t+h, A7) = [ ¥t do(w)

AnA’

(2.11) B
MY(t, A)f(t+h) = f A o ().

On en déduit que, si f(f) est presque-périodique, c’est-d-dire si o(w) est
une fonction de sauts, Y(z, 4) est en général presque-pénodlque Si f(t)
est pseudo-aléatoire, Y (¢, 4) est en général pseudo-aléatoire. La fonction
spectrale énergétique correspondante est égale & o(w) sur 4, et est nulle
en dehors de A4.

Le seul cas d’exception est celui ol, sur l'intervalle 4, o(w) garde une
valeur constante. On a alors M|Y(¢, 4)|* = 0, de sorte que Y(¢, 4) peut
étre considérée comme nulle, au sens de 1’espace P.

Si 4 et 4’ sont deux intervalles disjoints, on voit en particulier que

(12.12) MY(t, A)Y(t,4) =0

De cette propriété d’orthogonalité découle la représentation spectrale
de f(2).
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Plagons sur I'axe des w une suite de n intervalles 4,, ..., 4, consécutifs.
Supposons que, lorsque n — oo:
a) la longueur du plus grand des 4, tende vers 0.
b) I'ensemble des 4, recouvre a la limite 'axe des  (Exemple: 4, est
k—nj2—1 <o<KZn2 )
1/ n 1/ n

Formons la somme

défini par

(12.13) Sy = Db ¥t 4y),
k=1
ol wy est un point de 4;. On démontre que, lorsque n — o, cette somme
a une limite, égale & f(t4-h), c’est-d-dire que
(12.14) lim|f(t+h)—S,|2 =0

Pour représenter la forme limite de S, il est naturel d’employer le sym-
bolisme de l'intégrale de Stieltjes, et d’écrire

(12.15) fa+h) = [ Emoh v, do).

La signification de cette intégrale est bien précisée par le contexte. Elle
est tout & fait analogue a celle de I'intégrale (12.1) qui définit la représen-
tation spectrale des fonctions aléatoires stationnaires. Elle réalise donc
I'analyse harmonique (en moyenne quadratique) des fonctions de I'espace
P. Formellement, Y(¢, dw) vérifie les relations suivantes:

MY(t, do)Y(t, dw’) = 0 si 0 # o
M|Y(t, dw)|* = do(w)

Lorsque ¢(w) admet une dérivée non singuliére o'(w), la formule (/2.15)
définit une fonction pseudo-aléatoire.

On voit ainsi que les fonctions pseudo-aléatoires constituent un sous-
ensemble de ’espace P. Ce n’est d’ailleurs pas un sous-espace vectoriel,
car la somme de deux fonctions pseudo-aléatoires n’est pas nécessairement
pseudo-aléatoire. Les fonctions presque-périodiques constituent un autre
sous-ensemble de l'espace P, qui, lui, est un espace vectoriel. Lorsque
o est absolument continue, f(¢) est pseudo-aléatoire. Lorsque ¢ est une
fonction de sauts, f(f) est presque-périodique. Lorsque o est singuliére,
ou ne peut rien dire de général.

13. Problemes spatio-temporels. — Il n’est pas difficile de définir des
fonctions pseudo-aléatoires de plusieurs variables. Mais ces fonctions

4
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ne sont pas celles qui risquent de rendre les plus grands services dans les
applications. I1 s’agit en effet le plus souvent de phénomeénes permanents
dans le temps. Mais, comme ces phénomeénes sont localisés dans I’espace,
ils ne peuvent étre homogeénes dans une étendue spatiale illimitée. Il n’y
a donc pas de raison a priori de les représenter par des fonctions pseudo-
aléatoires de ’espace. Si 'on considére par exemple la turbulence dans
une soufflerie, on s’efforce d’obtenir un régime macroscopiquement perma-
nent dans le temps. Mais la structure de la turbulence évolue beaucoup
dans la direction longitudinale et au voisinage des parois. Il n’y a pas
homogénéité spatiale.

La mesure des corrélations spatiales est cependant une opération courante.
Voici en quoi elle consiste: imaginons pour simplifier qu’il n’y ait qu’une
dimension d’espace. Il semble trés probable que, pour une valeur fixée
du temps ¢, la fonction f(x, t) ait, par rapport 4 x, un aspect local analogue
a celui qu’elle a comme fonction de ¢ pour une valeur fixée de x. Mais
il ne peut s’agir que de propriétés locales, puisque en principe x reste
borné. Par rapport a ¢, la fonction f(x, f) est définie pour 0<<t<Cco, et nous
la supposons pseudo-aléatoire.

Par contre, il n’est pas possible de prendre des moyennes spatiales sur
un intervalle d’espace augmentant indéfiniment. Ce n’est d’ailleurs pas
ce qu'on fait pour mesurer des corrélations d’espace. Ce qu’on appelle
Jonction de corrélation d’espace, en deux points, c’est encore une moyenne
temporelle, de la forme

T
(3.1) lim % FD S0 dt.
—00 0
Plus généralement
T
13.2) y(x,x', k) ='}~im —%— ! fx0)f(x' . t+h)dr

est la fonction de corrélation spatio-temporelle de f(x, t). Il est trés remar-
quable que, dans les cas usuels connus (turbulence), cette fonction de
corrélation, malgré sa formation dissymétrique, ait une structure spatiale
comparable 3 sa structure temporelle. En particulier, ses valeurs diminuent
trés vite lorsque x’—x augmente.

La théorie des fonctions pseudo-aléatoires permet-clle de construire
des fonctions, pseudo-aléatoires en ?, d’aspect irrégulier en x, dont la
fonction de corrélation spatio- temporelle ait la forme voulue?
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Pour donner une réponse & cette question, nous allons utiliser les diverses
sortes de transformations que nous savons appliquer aux fonctions pseudo-
aléatoires de ¢.

Considérons la fonction

ireg (41453%)
e2¢ s’

pseudo-aléatoire en ¢ pour tout x, en x pour tout ¢.
Formons ensuite la somme ’

—
(]3.3) f(x,t) — ch’ ezmcp(a,‘uﬂlx),
ol les ¢;; sont des nombres complexes. S’il sagit d’une série, la série double

D leul

doit étre convergente. Formons la fonction de corrélation spatio-temporelle

de f(x, 1):
U34) YCux' By = ) G lim 1 [ (om0 1-ofei8) gy,
T—o0 0

On sait [8] que la moyenne qui figure au second membre
est nulle, sauf si a;; = a,. Elle est alors égale 3

Yolaxh+Bux' —pix),
ol yo(h) est égal & 1—|h| si |h|<1, 2 0si [A|>1.
Finalement,

(13.9) Y X ) = D Gucu Voloxh+Bu X' —fi%)

La forme de la fonction de corrélation y(x, x°, h) répond assez bien
aux nécessités pratiques. C’est, par rapport au temps, une fonction de
corrélation de type stationnaire (fonction de I'intervalle de temps h). Par
rapport a I’espace, il n’y a pas homogénéité. Les deux points x et x’ inter-
viennent séparément.

Chaque terme ypo(axh+B1x" — Bix) tend vers O lorsque, & et x étant
fixés, x’ augmente indéfiniment. Il en est donc de méme de y(x, x°, h).
En effet, 3 cause de la convergence absolue de la série ¢y, on peut trouver
un nombre N(g), indépendant de x, x', ¢, tel que, si I'un des indices k, I, I'
est supérieur 3 N(e), la somme des termes correspondants de la série

arbitrairement petit.

K\
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Il est trés remarquable que la fonction de corrélation spatio-temporelle
de f(x, t), moyenne purement temporelle dans laquelle x et x’ jouent le
role de paramétres, ait cependant par rapport & I’espace des propriétés
analogues 3 ses propriétés fondamentales par rapport au temps.

On peut généraliser la formule (13.3) en introduisant, au moins par
rapport 4 8, un symbole d’intégiale de Stieltjes contenant une composante
continue.

Toutes ces fonctions semblent donner une image intéressante des phéno-
menes naturels. I1 est cependant a craindre qu’elles ne soient trop symétri-
ques en x, ¢, quel que soit le traitement dissymétrique qu’on leur fait subir.

Nous verrons a propos de problemes d’équations aux dérivées partielles
que la physique mathématique conduit 3 introduire des fonctions pseudo-
aléatoires par rapport au temps, mais amorties dans P’espace, ce qui n’est
pas le cas pour la fonction (13.3).

14. Application aux équations aux dérivées partielles. — Quand on se
trouve en présence d’une équation aux dérivées partielles, on peut se poser
diverses questions et essayer de résoudre des problémes de nature trés
variée:

a. On peut se donner certaines conditions aux limites et chercher & démon-
trer qu’elles entrainent, globalement, ’existence et I'unicité de la solution.

b. On peut se poser le méme probléme (a) et en outre chercher & obtenir
une expression de la solution. La question ainsi posée est d’ailleurs mal
précisée. Ce qu’on cherche, c’est un ensemble de renseignements mathéma-
tiques sur la solution, plus valables et plus siirs que ce que fournirait une
simple résolution numérique, supposée possible.

¢. On peut chercher a tout hasard des solutions, de quelque nature qu’elles
soient, et sans idée précougue.

d. On peut chercher des solutions appartenant & une classe donnée de
fonctions (ou de distributions), sans cependant leur imposer d’avance des
conditions aux limites,

On est naturellement loin de savoir résoudre de tels problemes pour
n’impoite quelle équation. Le théoréme de Cauchy-Kovalewska fournit
une solution locale du probléme (a), dont la solution globale est en général
difficile, mé&me pour des équations linéaires. Sa solution pour des équations
non linéaires a été rarement abordée.

Le probléme (c) est plus facile & attaquer, sans que sa solution soit assurée
d’avance. Le probléme (d), qui en est un cas particulier soumis a des restric-
tions sévéres, est naturellement beaucoup plus difficile.



SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES ET PSEUDO-ALEATOIRES 53

Nous allons dans ce qui suit examiner le probléme (d) dans le cas d’équa-
tions simples, linéaires ou non linéaires, mais pour lesquelles les problémes
(a) et (b) sont bien connus. Nous choisirons comme énoncé (d) la recherche
de solutions presque-périodiques ou pseudo-aléatoires, et nous nous intéresse-
rons aux deux équations

ou 1 0% .
(1401) _t = 7 axz ’
(14.2) ou ou 1 %u

o T T2

La premiére est ’équation classique de propagation de la chaleur, qu’on
rencontre aussi dans diverses questions de mécanique des fluides. La seconde
a été étudiée par M. Burgers comme modéle maniable, en vue de défricher
des problémes non résolus de mécanique des fluides visqueux et turbulents.
Son avantage est que sa solution générale se raméne 3 celle de la premiére
équation. Si en effet on passe de u 3 » par la transformation non linéaire

11

2 v ox° )
v est solution de I’équation de la chaleur. Au lieu de v, il sera parfois com-
mode dans la suite d’introduire un parameétre a et d’écrire

(I 4.3) U=

p——
T l—av ox '

Si v est bornée, on peut choisir a de telle sorte que 1—a v reste positif et
ne s’annule pas. u est alors définie pour tout x.

15. Solutions presque-périodiques et pseudo-aléatoires de I'équation de la
chaleur. — L’équation

Q.
g
|

5.1) "_‘t‘ -

N =
(%
*®
N

admet la solution particuli¢re
(15.2) u = e—(+DAx+idee

ol A est un paramétre réel. Comme elle est linéaire, elle admet aussi pour
solution

(15.3) u=Ay+ Z A, e (DI sitit
=1
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ou les 2, constituent une suite quelconque de nombres réels, et les A, une
suite de nombres complexes choisis de telle sorte que la série, et éventu-
ellement les séries dérivées, convergent absolument dans un intervalle
convenable de variation de x, et pour tout £ >0 (les valeurs négatives
de t n’ont rien de particulier, mais il est souvent commode de limiter la
discussion aux valeurs positives). u est, en chaque point x, une fonction
presque-périodique de t. ~

Par rapport a x, sa structure est plus compliquée et dépend de celle de la
suite 4,. Si 4, est une suite de nombres positifs et augmentant indéfiniment,
il y a dans I’espace, pour tout x > 0, des oscillations amorties.

Pour former des solutions pseudo-aléatoires de I’équation de la chaleur,
on peut procéder par convolution. Considérons la fonction
3 x*

x -
——a e *da.

(15.9) u(x,t) = of g(t—a) o

Si g(#) est une fonction bornée et localement intégrable pour ¢ >0,
on sait que u(x,?) est une solution de I'équation de la chaleur définie
pour ¢ >0, x >0. Lorsque, pour une valeur donnée de ¢, x tend vers
zéro, u (x, t) a une limite égale & g(#) en tout point ou g(r) est continue.
Lorsque, pour une valeur donnée de x, ¢ tend vers zéro, u (x, 7) a pour
limite 0.

x 3 X

Le noyau K(a) = Ea"z‘e' 2« est non négatif, et intégrable entre 0

et Pinfini. En effet, le changement de variable is = 52 montre que

F VIS,
(15.5) ofK(a)d _‘/Eofe ds=1.

Le théoréme du paragraphe 9 est donc applicable. Si g(¢) est pseudo-
aléatoire, u(x, f) est aussi pseudo-aléatoire, en tant que fonction de ¢, et
pour tout x = 0.

L’équation de la chaleur a par conséquent des solutions pseudo-aléa-
toires. Nous venons d’en construire une qui, pour ¢ = 0, se réduit a 0,
et pour x =0, a une fonction pseudo-aléatoire donnée.

Ces conditions aux limites ne jouent pas ici un rdle essentiel. Elles ont
été choisies sans nécessité absolue. Elles correspondent 3 une phénomeéne
mécanique qui partirait du repos pour ¢ =0, et serait entretenu en un
point x = 0 par des oscillations irréguliéres de type pseudo-aléatoire.
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Ce phénomeéne est entretenu dans le temps en tout point x, et posséde
une structure pseudo-aléatoire plus réguliére pour x > 0 que pour x = 0.
Dans ’espace, il s’amortit aprés quelques oscillations.

Le résultat obtenu est valable quelle que soit la fonction g(f). Choisis-
sons plus particuliérement

(15.6) g(t) = e¥me®,

ol @ est un polynome du type déja considéré a diverses reprises. On a
alors

: A x -3 .=
s.7 u(x,1) = f elirei-a__—_g o :gg
P 2n

u(0, £) est une fonction en escalier, alors que, pour x >0, u(x, ) est con-
tinue et dérivable. Si I'on pose a = x26, on a

t

(15.8) u(x,t) = f Ao A l/l__

S 2%

g ? e_%’ dg.

u(x,t) est transformée par convolution de la fonction
eﬁn¢(®).

Cette fonction est pseudo-aléatoire par rapport a ¢ pour tout x, et par
rapport & x2 pour tout #. ¢ étant fixé, elle reste constante dans tout inter-
valle

t
n—l<t—px*<n, B<

[

t—n t+1—n
1/ =TT B

16. Solutions presque-périodiques de I'équation %_;‘ 4 ,,"_: =% %.x";

ou

La fonction

©0
(16.1) y=1— 2 A, e~ (+Dipx+idle

n=1

est une solution complexe de I’équation de la chaleur. Sa partie réelle
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o0
(16.2) 1— D) a,en* cos (hx — 132 +v,),
n=1
ol
a, = A,e"n
en est aussi solution, puisqu’il s’agit d’une équation linéaire.

11 serait possible, par le procédé qui va étre indiqué, de construire des
solutions réelles de I’équation proposée. Mais leur structure est compliquée,
et il sera suffisamment instructif d’examiner seulement les solutions com-
plexes, dont le calcul est plus rapide.

La série (Z6.1) converge absolument et uniformément dans tout domaine
x > 0si la série |A,| est convergente, et si 4, = 0.

La fonction

(16.3) y——L1 0

est solution de I’équation
ou ou 1 0%
o THox T2
Cette solution n’est bien définie que si v ne s’annule jamais. C’est ce
qui arrive lorsque

(16.4)

Lo
DAl <1.

n=1
Dans ces conditions, on peut développer% = _1117 suivant le schéma
1 = k
oy =1t 2+ + 3+
D’autre part
o
(16.5) % = (14+i) Z A, A, e~ (HDAgx+idie
n=1

o0
— - oY) 2, 1
— 1/2 § An l,.e (L+i))px+iAnt +i 1,
n=1

et ce développement est valable siZ|A,, [As <oo.

n=1
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On trouve ainsi.
[~ ]
2 A A e~ Q+Danx+idg
1+i o
(16.6) U= ——_L n=l
2 0o
1— 2 A, e~ (L+D)Anx+idne

Pour continuer, nous allons supposer que la somme qui représente
# n’a qu'un nombre fini de termes, et nous allons examiner plus particu-
li¢rement le cas de un et de deux termes.

Dans le premier cas, on a, sous la seule condition [Al< 1, >0,

1 -I-i A de—Q+dix+ian
2 1—Ae Q+dix+ia

1+z

(16.7) U= —

A 1 e~ Q+dAx+idst 4.+ Ak—1 o= k(1+DAx+ikay +..1,
soit

(]6.8) U= — 1+l Al[ —(1+1)Ax+ii.'t_l_ +Ak—1 -—k(1+:)).x+|k/1't+ ]

Pour chaque x fixé, u est une fonction périodique du temps t, de période
2r

—jio
Pour chaque ¢ fixé, c’est une fonction périodique amortie de I’espace,

de période %’.f .

Dans le second cas, on a, sous la condition |A,[|+|A;]< 1, 4, >0,
23>0

l+i A,_ﬂle-(]‘”n‘x"'”{‘ +A212e—(1+i)l.x+ﬁ.]r
2 1—A,e" WHDAXHIR _ A, o~ (+Diax +idlt

Si I’'on pose

Ale—(1+i)?-.x+illt =a, Age-—(1+i)i..x+illt = ay,
on a
v — 14i ajditasdy —
2 1—(oy+as)
1+i (k+D!

=—— (21414 azls) [l +ot = Anl a',+]



58 LES FONCTIONS PSEUDO-ALEATOIRES

1+i k+1—D(A
= — ;-l [a111+031’+...+ ( + Iz!gllk-l-lsl) a’l‘a.',-l—...].

u est 1a somme d’une série double relativement aux variables
e~ L+ +1A)x+i(kAL+ 14D

Pour chaque valeur fixée de x, u est une fonction presque-périodique du
temps t. C'est en effet la somme d’une série de la forme

Z Ck kAt+1ape (k, l}O) .

L’ensemble des nombres réels k234142 est dénombrable. Il constitue

2
un module algébrique. Si(i‘) est irrationnel, la suite kA2 123 est d’ailleurs

2

dense sur le demi-axe réel positif.

On voit sur cet exemple par quelle technique une équation aux dérivées
partielles non linéaire peut avoir des solutions appartenant 3 un espace
vectoriel de fonctions. Cela résulte au fond de ce que ces fonctions consti-
tuent aussi un anneau de fonctions, c’est-a-dire une algébre. L’opération
non linéaire du produit de deux fonctions presque-périodiques fournit
une fonction presque-périodique.

Mais, en vue des applications, les fonctions presque-périodiques sont
relativement peu intéressantes, car elles ont une trop forte corrélation interne.
Les fonctions pseudo-aléatoires offrent probablement des ressources plus
étendues. Nous allons voir que 1’équation (14.2) admet aussi des solutions
pseudo-aléatoires, bien que la structure algébrique de ces fonctions soit
un peu moins simple que celle des fonctions presque-périodiques.

ou 1%

. . , . ou _
17. Solutions pseudo-aléatoires de I'équation > +ua =23

— Si v est une solution de ’équation de la chaleur,

a oy
(17.1) U= -1—_-a-—v—-5;

est solution de I’équation

ou ou 1 0%

(17.2) L e

Si ’on pose

(17.3) K(a,x)=l/';;a e =,
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la fonction
t
17.9) v(x,0) = fg(t—a) K(a,x)da

est solution de I’équation de la chaleur.

Si g(#) est pseudo-aléatoire, v(x,?) est, pour chaque x, une fonction
pseudo-aléatoire de z.

Nous allons montrer que, si g(¢) est de la forme particuliére
g() = &,

ots ¢(t) est un polynome de degré v = 2, dont le terme en t* a un coefficient
irrationnel, la formule (17.1), o v est définie par (17.3) et (17.4), est une
solution pseudo-aléatoire de I'équation (17.1).

Pour démontrer ce résultat, on remarque d’abord que

t
ov f oK
(17.5) -a-—o g(t—a)—a;da
est une fonction du méme type que v. En effet, pour tout x >0,

_l 2, _>
(17.6) aK 2 (1—-x—)e 2
]/211:' a
est une fonction absolument sommable par rapport 3 a de 0 3 Pinfini.
On a
aK T4
d f (1—sPe 2ds=0,

8 "‘/_

J|0K|d x]/21:

Ces résultats ne sont naturellement valables que si x reste supérieur a
un nombre positif fixé.

D’autre part, la fonction g(f) ayant un module égal a 1, [v(x, #)]
est inférieur a4 1. Si donc on choisit pour ¢ un nombre réel compris

® -2
J [1—s*le ? ds<oo.
V]

suivant la formule

a
entre —1 et 1, on peut développer T—av

a

7.7 =tttV
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On en déduit que
(17.8) u= a————l—a’v——-l— +a"+1v +

ox

Nous allons montrer que u# est une fonction pseudo-aléatoire du temps.
Pour cela, on forme sa fonction de corrélation. C’est la moyenne du
produit,

(17.9)  u(x.H)u(x,t4+h) =
= 2 Gl ORI ) (14
kl=

11 suffit alors d’étudier la moyenne de chaque terme de cette série. On
peut poser

(17.10) %= of g(t—a)Ky(a, %) da.

On est ramené 3 démontrer la propriété suivante:
Considérons les deux fonctions pseudo-aléatoires

(17.11)  v(@) = f gt—a)K(@da, w()= f g(t—a)K,(a) da,

ou K et K, sont des fonctions absolument intégrables de 0 2 I’infini, et
ot g(t) = i), Quels que soient les entiers k, 1 non négatifs, la moyenne

hm — f VOV (@ -+h) v (1) vt +h) dt
tend vers zéro lorsque h— 0.

Si ’on fait le produit des k-2 facteurs figurant sous le signe f , on
0

obtient en effet une intégrale de la forme:
(17.12)

fK(al)-"K(ak) K; (a+)K(B) ... K(B) Ky(B1+0) Zda, ... dog 41 dB;...dP1 415
étendue aux valeurs des a;, f; comprises entre 0 et ¢ et ou:

T
(17.13)z =T1im -;.—f gt—ay...g(t—ary) gt +h—pBy)...g(t+h—Piipdt.’
> "0
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L’intégrale (17.12) peut &tre considérée comme étendue au domaine
a; >0, ; >0, car, g(t—a) étant nulle pour a > ¢, on peut, dans les inté-

t -}
grales (17.11), remplacer f par f .
0 [\]
Tout revient donc & prouver que Z tend vers zéro lorsque h— co.

Or

1 . /N /N PR P
(17_14) Z = lim T 2= 0(-a) +..—p(t~ay y )+t +h—B)+. k@ +h=By ) dr |

T—o00 S

On peut faire varier T de a; @ a;-+N, ou N est entier, et écrire

a+N a+1 a+n+1 a+N
(17.15) [ =]+t [ +4 [.
a; a a,+n a;+N-1

On pose ensuite

t—a, = n-s,
a+n+1

1
( dar=[( )as.
1]

a+n
On a alors
1 ) N-1
17. =11r 2

— N —— — ——
eam[—tp(n)—...—¢(s+¢1—ak+1+n)+¢(s+h+al—ﬂ1+n)+...+¢(S+h+¢,—ﬁl+1+n)]} ds.

La propriété 3 démontrer se raméne 3 une nouvelle propriété plus simple:
si h est suffisamment grand,

(17.17)
N-1
1 —— — —
lim N E A=) +...—@(s+a1- 0 L1+ M) + (s +h+T— By )+ F @S Hh+a-F 1 4m]

N-oo =0

Or I'exposant est le produit par 2in d’une somme de polynomes de degré
v en n. Le terme de degré » de cette somme a pour coefficient

A(—h),

ou A est un nombre irrationnel. Si I # k, ce coefficient est irrationnel,
et, d’aprés les théorémes de H. Weyl, la moyenne (17.17) est nulle. Si
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1 = k, I'exposant est un polynome de degré »—1 au plus. Le terme en
n*~! a pour coefficient le produit par » A de I’entier
e T — — — T — —
s+hta—pBi+ ... +s+hta—P—s+o—oyg— ... —5+0—ap4g.
Si h est suffisamment grand, les premiers termes sont positifs, et suffi-
samment grands pour ’emporter sur les termes négatifs. La moyenne est
alors nulle, ce qui démontre la propriété annoncée.
En conclusion: ¥} .
THEOREME. — Soit €™ une fonction pseudo-aléatoire définie par un
polynome ¢.
A cette fonction, on associe la fonction
T A
y(x,1) = [ ¥i-DK (q,x) da,
0
solution de I’équation de la chaleur, avec

x
K(x,0) = a 2e ¥,

Vor

Si alors a est un nombre compris entre —1 et 1, la fonction

o0
U= _.g__. _a_v_. f— ak+1 vk__al
l—av ox Z ox
k=0
est une solution de I’équation non linéaire

ou Lo 12
o " Hox T2 o

pseudo-aléatoire par rapport a t pour tout x > 0 fixé.

Le caractére pseudo-aléatoire de la fonction u(x, f) et le fait qu’elle soit
solution d’une équation aux dérivées partielles non linéaire se disso-
cient partiellement. Le premier résulte d’une propriété algébrique
des fonctions pseudo-aléatoires de la classe choisie: le produit de transla-
tées de ces fonctions est pseudo-aléatoire.

Le caractére non linéaire de I’équation se retrouve dans la formule de
passage de u & v, qui peut étre mise sous la forme suivante:

Introduisons les opérateurs A et B tels que
(17.18) Ay o 1 o ou ou 1 0%

o T aoR BTy T T
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Si alors on passe de v & u par la formule

(17.19) 1o

U= ———,

v ox’
on passe de Av 3 Bu par la formule

(17.20) Bu— _ 0 AV

En d’autres termes, il existe entre les opérateurs A et B la relation iden-
tique

(17.21) B (—-1—3”-) -2 (—l Av)

vy oy ox y

Le succes de la démonstration repose sur I’existence de la transforma-
tion (17.21), qui “linéarise’” d’une fagon rigoureuse I’équation Bu=0.

Les classes de solutions pseudo-aléatoires trouvées, tout en restant trés
générales, sont cependant plus limitées que celles de I’équation de la cha-
leur. Dans ce dernier cas, on a pu les construire par convolution & partir
de données aux limites qui sont des fonctions pseudo-aléatoires quelcon-
ques. Au contraire, dans le cas non linéaire, 1a démonstration fait inter-
venir des propriétés plus fines des fonctlons pseudo-aléatoires. Ces pro-
priétés sont vérifiées par les fonctions e¥™®, oil @ est un polynome de
Weyl. Mais on ignore si elles le sont dans des cas plus généraux.

18. Quelques resultats numériques. — La figure 11 représente la
fonction f(¢) =sin (t)2 égale a sin n? si n<< t< n+ 1. Clest la partie ima-

1
H 1 ziﬂAt —_—
ginaire de e , pour A = "

La figure 12 représente, un point x =1, la solution de I’équation de la
chaleur correspondant aux conditions aux limites du paragraphe 15, avec
J@®) = sin (t)2 La figure 13 donne la solution de la méme équation, avec
les mémes conditions aux limites, mais pour la valeur x = 2 de la coor-
donnée d’espace.

La figure 14 représente, avec les méme conditions aux limites et pour
x = 1, la solution de 1’équation

ou 1 d%u
o TEx T2

Enfin la figure 15 est un exemple de fonction de corrélation temporelle,
calculée en un point donné. Elle illustre les considérations du paragraphe 9.



f(t)=sinn? si n<t<n+i




o r B
u(x,t)=-'7‘z_;‘—ff(t-s) s—;‘h—e * ds
o

x=2

oA A /V\A/W\/\ AA

IAYAEAY

Y

00 3

10 50
Fig. 13

—ﬁds

t
v(xt)=51; J4 u(nt)= = f f(t-s) Sz e
0

Fig. 14
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Toutes ces courbes ont été calculées par M. Guilloud sur machine I.B.M.
704 et construites point par point. Je remercie M. Guilloud d’avoir
bien voulu s’en charger.

La courbe de corrélation (fig. 15) a été calculée i partir des valeurs
de u(l1, ¢) dans le cas de I’équation de la chaleur. On a utilisé 12 000 valeurs
de ¢, allant de 0 a 750. Mais, dans ces conditions, qui correspondent a

Fig. 15

une bonne utilisation de la machine, les moyennes ne sont pas encore
parfaitement stabilisées. Il subsiste une certaine incertitude, qui a été maté-
rialisée sur la figure par des petits cercles, et ’on a di se limiter a des
valeurs de A relativement petites. Lorsque 4 continue 3 croitre, la fonction
y(h), tout en restant petite, devient nettement négative.

19. Quelques remarques sur les solutions pseudo-aléatoires des équations
de 'hydrodynamique. — Nous nous limiterons au cas d’un fluide incom-
pressible. Désignons par p le rapport de la pression a la densité, par u le
coefficient de viscosité, par u;, u,, us les composantes de la vitesse au
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point X, X,, X; et & I'instant 7. Les équations des fluides visqueux, ou
équations de Navier-Stokes, s’écrivent

ou ou .
'+Zkax' +L —utn (=123,

Ouy

P
La recherche de solution de ces équations qui, en un point donné, soient
des fonctions pseudo-aléatoires du temps, constitue un procédé pour
attaquer directement, c’est-3-dire sans faire appel aux méthodes probabi-
listes, le probléme de la turbulence. Mais ce probléme est difficile, et n’a
pas encore regu de solution satisfaisante. Il semble d’ailleurs que la structure
des équations de Navier-Stokes, & cause du terme grad p, soit tout a fait
différente de celle de I’équation de M. Burgers, et que les résultats obtenus
dans les paragraphes précédents ne puissent &tre extrapolés.

On peut cependant énoncer quelques résultats dans un cas ou les équa-
tions de ’hydrodynamique deviennent partiellement linéaires. C’est celui
ou il existe un potentiel des vitesses g.

On a alors

U= —EBCT , A g = 0.
Comme Au; = 0, le terme en p disparait et le fluide devient un fluide
parfait. Les trois équations du mouvement se réduisent a I’équation

Jr2 Z(ax,,) tr=0,

qui sert 3 calculer la pression lorsque la vitesse est connue. Quant a I’équa-
tion de continuité, elle exprime que g est une fonction harmonique de
’espace, dont la structure temporelle n’est pas précisée a priori. On introduit
alors une fonction pseudo-aléatoire f(t, x) de la forme

Ftx) = ca(x)eteted,
k

ol x désigne le point (x,, x5, X;) et ol les ¢;(x) sont des fonctions harmo-
niques.
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f est harmonique dans I’espace et pseudo-aléatoire dans le temps. Il en
est de méme de sa convolution avec une fonction K(7) suffisamment régu-
liére. Cette convolution est une fonction g possible.

La structure spatiale de g est trés arbitraire. On peut naturellement choisir
les ¢, (x) de telle sorte que les corrélations d’espace de la vitesse, c’est-a-dire
les moyennes temporelles

T—o00 T

T
lim Lf w(x,Du; (x+& 0 dt
o

aient une forme qui puisse se comparer avec les résultats expérimentaux.
Mais cela n’a rien d’obligatoire. Les solutions qu’on trouve ainsi ne sont donc

-

pas

5 t
0= 3 40 ®  g®=[K-9) sn (@G ]as
k=1 0
Rt ,
K(t)=—>
et oo
1 4 1 1 -
25 50 75 100 t
Fig. 16

forcément ““turbulentes”, ce qui serait d’ailleurs inattendu, car le méca-

nisme de la turbulence implique I’existence d’un rotationnel. Il semble
cependant qu’elles puissent décrire certains écoulements qui, sans étre
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turbulents, présentent une agitation d’aspect analogue a la turbulence.
Ce serait le cas de I’écoulement potentiel dans ’axe d’un tuyau, lorsque
la couche limite turbulente est établie.

La figure 16 donne un exemple de fonction g(f) de ce type. On a choisi

pour fonction K(f) la fonction pour fonction ¢(f) le polynome

L
14¢®
51—1% 2. On a superposé 5 solutions particuliéres correspondant 4 5 valeurs

différentes de a;. On s’est placé en un point donné, ol I’on a choisi arbitrai-
rement les valeurs numériques A, des fonctions ¢x(x). La courbe obtenue
a été calculée point par point par M. Guilloud. C’est une courbe continue
et dont la dérivée est continue. Les pointes de la courbe ne sont pas des
points anguleux. La dérivée y varie seulement d’une fagon trop rapide pour
qu’on puisse en dessiner le détail.



BIBLIOGRAPHIE

Bass (J.):
[1] On the mathematical structure of turbulence (Rev. Mod. Phys. vol. 30, 1958,
p. 1084).
[2] Contribution @ I’étude de certaines fonctions susceptibles de représenter la
vitesse d’un fluide turbulent (J. Math. pures et appl. t. 37, 1958, p. 1217).
[3]1 Suites uniformément denses, moyennes trigonométriques, fonctions pseudo-
aléatoires (Bull. Soc. Math. Fr., t. 78, 1959, p. 1 A 64).
[4] Solutions turbulentes de certaines équations aux dérivées partielles (C.R. Acad.
Sc., t. 249, 1959, p. 1456).
[5]1 Quelques propriétés linéaires des fonctions pseudo-aléatoires (C.R. Acad.
Sc., t. 250, 1960, p. 266).
[6] Fonctions presque-périodiques, fonctions pseudo-aléatoires, moyennes de fonc-
tions (C. R. Acad. Sc., t. 250, 1960, p. 2501).
[7] Nombres aléatoires. Suites arithmétiques. Méthode de Monte-Carlo (Publi-
cations de IInstitut de Statistique de I’ Université de Paris IX, 1960, p. 289).
[8] Sur Pexistence des solutions turbulentes des équations de I’hydrodynamique
(C.R. Acad. Sc., t. 252, 1961, p. 3392).
[91 Transformées de Fourier des fonctions pseudo-aléatoires (C. R. Acad. Sc.
t. 254, 1962, p. 3072).
BERTRANDIAS (J. P.):
[10] Sur le produit de deux fonctions pseudo-aléatoires (C.R. Acad. Sc., t. 250,
1960, p. 263).
[11] Sur le produit de plusieurs fonctions pseudo-aléatoires. Applications a la
répartition modulo 1 (C.R. Acad. Sc., t. 250, 1960, p. 2498).
[12] Calcul d’une intégrale au moyen de la suite X,.=i\’,.. Evaluation de
Perreur (Publications de IInstitut de Statistique de I’Université de Paris,
IX, 1960, p. 335).
[13] Sur ’analyse harmonique généralisée des fonctions pseudo-aléatoires (C. R.
Acad. Sc., 253, 1961. p. 2829).
BLANC-LAPIERRE (A) et ForTET (R)
[14] Théorie des fonctions aléatoires (Masson, 1953).
KaMPE DE FEREET (J.):
[15] Les fonctions aléatoires stationnaires et la théorie statistique de la turbulence
homogéne (Ann. Soc. scient. de Bruxelles, t. 59, 1936, p. 145).

70



BIBLIOGRAPHIE n

GirauvLt (M.):
[16) Les fonctions caractéristiques et leurs transformations (thése, 1954).
MarciNkEwICZ (J.)
[17] Une remarque sur les espaces de M. Besikowitch (C. R. Acad. Sc., t. 208,
1939, p. 157).
Scawartz (L.):
[18] Sur le module de la fonction caractéristique du calcul des probabilités (C. R.
Acad. Sc., t. 212, 1941, p. 418).
WEeyL (H.):
[19] Uber die Gleichverteilung von Zahlen modulo Eins (Math. Ann., t. 71, 1916,
p. 313 a 352).
WmENER (N.):
[20] Generalized harmonic analysis (Acta Math., t. 55, 1930, p. 117).
[21] The Fourier integral and certain of its applications, Cambridge, 1933.



Table des matieres

Pages
I.Introduction . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e e e 5
2. Fonctions de corrélation . . . . . . . . . . i i e e 7
3. Intégrales de Fourier-Stieltjes. Fonctions presque-périodiques . . . . . . 10
4. Discussion. Premiére extension . . . . . . . . . . 4 4 . e v 0. 13
5. Passage aux fonctions pseudo-aléatoires . . . . . . . . . . . ... .. 15
6. Fonctions pseudo-aléatoires . . . . . . . . . . . v 0t e v 23
7. Transformations des fonctions pseudo-aléatoires. Propriétés d’orthogo-
nalité . . . . ... e e e e e e e e e e e e e e e 26
8. Combinaisons des fonctions pseudo-aléatoires et des fonctions presque-pério-
dIQUES . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 28
9. Transformation par convolution des fonctions pseudo-aléatoires . . . . . 31
10. Relations entre les fonctions pseudo-aléatoires, le calcul des probabilités et
Parithmétique . . . . . . . . . . . . . . i i e . 35
11. Fonctions pseudo-aléatoires et fonctions aléatoires . . . . . . . . . .. 40
12. Analyse harmonique des fonctions pseudo-aléatoires . . . . . . . . . . 44
13. Problémes spatio-temporels . . . . . . . . . ... .0 49
14. Application aux équations aux dérivées partielles . . . . . . . .. .. 52
15. Solutions presque-périodiques et pseudo-aléatoires de 1’équation de la chaleur 53
16. Solutions presque-périodiques de I’équation
ou ou 1 0%
_07+u3;=7-0—x7 ............ e e e e e e e e 55
17. Solutions pseudo-aléatoires de 1’équation
u ou 1 0%
‘c)—t'+"‘o—;=—2—57; ........ 58
18. Quelques résultats numériques . . . . . . . . . . 0 e e e e e e . 63
19. Quelques remarques sur les solutions pseudo-aléatoires des équations de
Phydrodynamique . . . . . . . . . . . v i vttt e 66
Bibliographie . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e 70

Dépét 1égal No. 1086 No. de Code: 518. 38



