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MINKOWSKISCHE SUMMEN 

UND INTEGRALE 

SUPERADDITIVE MENGENFUNKTIONALE. 

ISOPERIMETRISCIIE UNGLEICHUNGEN 

Von Dr. Alexander DINGHAS, 
o. Prof. a. d. Freien Universitat Berlin. 

VORWORT 

Der géniale Gedanke von Brunn ûber die Abbildung zweier 
konvexer Punktmengen aufeinander durch gleiche Volumen-
verhaltnisse und die darauf von Minkowski aufgebaute Théorie der 
konvexen Rôrper hat in den letzten zwanzig Jahren beachtliche 
Fortschritte erfahren, die nicht nur zur Verschàrfung und Vertiefung 
alter Resultate, sondern daruber hinaus zu neuen Ergebnissen 
gefiïhrt haben. 

Der Plan, einige wesenlliche und charakieristische Fortschritte 
auf diesem Gebiet in einem Berrcht zusammenzufassen, tauchte 
zuerst auf bei einem Besuch von mir bei Herrn Valiron in Paris im 
Jahre 1953. Spàter, nach dessen Erkranjumg, besprach ich den Plan 
konkreter mit Hôrrn Fréchet in Berlin, der auch die Liebens-
wiirdigkeit hatte, Herrn Villat daftir zu interessieren. 
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Die Darstellung eines so umfangreichen und so alten Gebieles, 
wie das hier zur Sprache kommende, zwingt den Verfasser zur 
Auswahl und gelegentlichen Betonung dessen, was er (mit mehr 
oder weniger Recht) fur wichtig hait. Das gibt dem Buch den Reiz 
des persônlichen Geschmacks. Ich versuche hier, eine Linie zu 
halten, die bei Brunn und Minkowski anfàngt und uber Lusternik 
zu den neuesten Arbeiten fuhrt. Auf dem Wege zeige ich dem 
interessierten Léser, was der mir zur Verfiïgung stehende beschrânkte 
Raum zu zeigen gestattet. Herrn Prof. Villal gebuhrt mein Dank 
daftir, dass er den Druck des Manuskripts in deutscher Sprache 
genehmigte, ein sonst nicht iïblicher Vorgang in dieser vorwiegend 
franzôsisch sprachigen Sammlung. 

Herr Privatdozent Dr. H. Pachale und die Herren J. Tippe und 
B. Watzek haben mir bei der Durchsicht der Rorrekturen Hilfe 
geleistet. Frâulein Hertha Schleiffhat sich viel Miihe gegeben, das 
druckfertige Manuskript in die Schreibmaschine zu ubertragcn. 
Ihnen gebuhrt mein Dank. 

Zuletzt gilt mein nicht minderer Dank dem Verlag Gauthier-Villars 
in Paris fur das Eingehen auf jeglichen Wunsch und fur die rasche 
Drncklegung. 

EINLEITUNG 

Der gesamteFragenkomplex, worûber hier berichlet wird, beginnt 
mit der Dissertation von Brunn [1 , 2] und den kurz darauf einset-
zenden wichtigen Arbeiten von Hermann Minkowski [1], Von hier 
aus ftihrt ein mehr oder weniger gerader Weg zum Begriffdes super-
additiven Mengenfunklionals, der, soweit er mit den klassischen 
Sàtzen von Brunn-Minkowski und Lusternik zusammenhângt, den 
Hauptgegenstand dièses Mémorials bildet. 

Das allgemeinste und zugleich einfachsle Problem, dem die Brunn-
Minkowskische Théorie der konvexen Kôrper untergeordnet werden 
kann, lâsst sich durch folgende Begriffsbildung abgrenzen : 

Es sei H0 eine additiv geschriebene, kommutative Halbgruppe 
(kurz : ein Halbmodul) mit den Elementen #, y .*. ., und es bedeu-
ten A, B , . . . nichtleere Teilmengen von H0. 
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Man definiere die Menge A + B durch die Gleichung 

(1) A-t-B = {x-hy\xeA,yeB }. 

Bezeichnet dann 2H° die Gesamtheit aller nichtleeren Teilmengen 
von H0, so bildet dièse (Hille [1]) wegenderErftillbarkeitder beiden 
Bedingungen 

1. A- f -B€2 H o 

und 
2. (A + B) + G = A,"-f-(B-t-G) ( A , B , G 6 2 H o ) 

eine additive Halbgruppe, die H0 (#«->{ x} !) als Teilhalbmodul 
enthàlt. W i r bezeichnen sie als den durch H0 erzeugten Min-
kowskischen Halbmodul. 

Liegt nun ein bestimmter Teilhalbmodul X von 2H° vor, und ist <D 
ein darauf definiertes, endlichwertiges, nichtnegatives Mengenfunk-
tional, so erhebt sich die wichtige Frage, inwieweit O superadditiv 
ist, d.h. die Eigenschaft besitzt, dass fur je zwei Elemenle A, B vonX 

(2 ) <*>(A - + - B ) ^ Min { F , $ ( A ) + 4>(B)} 

mit 

(3) F = sup{$(M)|M€X) 

ist. Gilt anstelle (2) die Ungleichung 

(4) $(À + B ) z $ ( A ) + $(B), 

so soll 4> subadditiv heissen. 
Die Ungleichung (2) kann, je nachdem F endlich oder unendlich 

ist, auf die beiden Normalformen 

(5) $ (A+-B)^Min{ 1, 0>(A)-h*(B)} 

bzw. 

(6) $(A + B ) ^ $ ( A ) + 0(B) 

gebracht werden. Superadditive Mengenfunklionale vom Typus (5) 
kommen beispielsweise in der Schnirelmanschen additiven Zahlen-
theorie und beim Satz von Cauchy-Davenport vor. Auch die klas-
sische isoperimetrische Aufgabe in einem Riemannschen Raum R" 
von positiver Krûmmung fuhrt zu einer Ungleichung von der 
Form (5) . 
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Ist Ho ein reeller Vektorraum und enthâlt X mit Aauch die Menge 

(7) *A = {À3r|*eA, Xreell}, 

so heisst O ein lineares Mengenfunklional, falls 

$(XA) = | X | $ ( A ) 

gilt. Jedes nichttriviale, lineare, superadditive Mengenfunktional 
ist ofFenbar vom Typus ( 6 ) . Ist O ein solches Mengenfunktional 
und schreibt man ( 6 ) in der Form 

(8) $ ( A + X B ) ^ $ ( A ) + X$(B) ( * > o ) , 

so folgt daraus durch Grenzubergang 

(9) Q ( A | B ) ^ $ ( B ) 

mit 

(«•) 0 ( A | B ) - l i f f i * ( A + ^ ) - » < A ) . 

Die Ungleichung (9 ) bzw. eine Potenz von (9 ) bezeichnen wir als die 
zu ( 6 ) gehôrende Ungleichung fur die Relativoberflâche. Geht man 
enlsprechend von der Ungleichung 

(11) $ ( A + X B ) z $ ( A ) + X $ ( B ) ( * > o ) 

aus, so erhàlt man 

(12) 0 ( A | B ) ^ $ ( B ) . 

Das àlteste und zugleich grundlegendsle Résultat in der Richtung, 
innerhalb spezieller Halbmoduln lineare, superadditive Mengenfunk-
tionale anzugeben, stammt von Brunn [1] und Minkowski [ I ] , und 
lautet : 

Der Minkowskische Halbmodul 2M, dessen Elemente die nichtlee-
ren, abgeschlossenen, konvexen Teilmengen von E" sind, besitzt 
ein nichttriviales, superadditives Mengenfunktional ¢ , nâmlich 
die n-le Wurzel des Jordanschen Inhalts der betreffenden Menge. 

Dièses Ergebnis wurde von Lusternik [1] im Jahre ig36 erheblich 
vertieft und verallgemeinert. Lusternik zeigte im wesentlichen : 

Die Ungleichung (6 ) gilt auch dann, wenn A, B beliebige, 
nichlleere Teilmengen von E" sind, sobald ®n das innere Lebes-
guesche Mass L+ bedeutet. 
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Die Mengen, fur die in (6) und (9) das Gleichheitszeichen steht, 
sind im Falle des Brunn-Minkowskischen Falles relativ leicht zu 
ermitteln. Dagegen stôsst man bei der entsprcchenden Frage im 
Lusternikschen Fall auf erhebliche Schwierigkeiten analylischer 
Natur, die erst in der neueren Zeit zum Teil behoben werden konn-
ten. Manches schwierige Problem [z. B. der Fall L(A) = L(B) = o] 
bleibtnoch ungelôst. MitRucksicht auf den ausgedchnten Stoff des 
Brunn-Minkowski-Lusternikschen Fragenkomplexes und die damit 
zusammenhângenden isoperimetrischen Ungleichungen musste oft 
klassisches Material enlweder unberucksichtigt bleiben oder neu 
geformt wer.den. Dieser Entschluss fiel mir zum Teil umso leichter, 
als die inzwischen erschienenen ausgezeichneten Bûcher von Herrn 
Hadwiger in Bern mich der Muhe enthoben haben, manches, wie z. B. 
den klassischen Fall konvexer Rôrper, in aller Ausfûhrlichkeit zu 
behandeln. Dort fîndet der Léser auch ein vollstândiges Literatur-
verzeichnis. Was vorliegendes Mémorial anbelriflt, so habe ich 
mich hier bemuht, den Begriff des superaddiliven Mengenfunk-
tionals im abstrakten. Raum aller nichtleeren Teilmengen von E" 
besonders herauszustellen und das Hauptgewicht der Darstellung 
darauf zu legen. Die dazu notwendige Vorarbeit war lang und 
konnte erst vor kurzem durch die Publikation meiner Arbeilen [9], 
[10] und [ H ] zum Abschluss (soweit ein solcher in der Mathematik 
môglich ist) gebracht werden. Das Warten auf das Erscheinen 
dieser Arbeiten erklârt auch zum Teil die verspâteteDrucklcgungdes 
Manuskripts. 

ERSTES KAPITEL 

MINKOWSKISCHE MENGENSUMMEN UND SUPERADDITIVE MENGENFUNKTIONALE 

1. Minkowskische Halbmoduln und Minkowskische Vektorf âurne. 
— Es bedeute im folgenden E'1 den gewôhnlichen Zahlenraum, 
beschrieben durch die (euklidischen) Roordinaten t^, . . ., vn seiner 
Punkte. Der entsprechende Punkt soll kurz durch t> bezeichnet 
werden. Fur ein réelles a soll ferner xv den Punkt mit den Roor
dinaten apA(A: = i, 2, . . . , n) bezeichnen. Sind x(x±, . . . , xn), 
y{yi) • • •> Xn) zwei beliebige Punkte von E", so stellt définitions 
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gemàss x-f-y den Punkt mit den Roordinaten œi-+-yi, • • . , 
Xn-\-yn dar. 

Folgende Teilmengen von En erzeugen wichtige Minkowskische 
Halbmoduln : 

A. Die Menge N aller Punkte x vonE" miïx/i>o(k = i, 2 , . . . , n). 

Die Teilmenge von E/z, deren Punkte x durch die Bedingungen 
# A ^ O charakterisiert sind, soll mit N bezeichnet werden. Sowohl 
N als auch N sind Halbvektorràume, d. h. sie genûgen den Axiomen 
(Banach [1]) : 

1. x-^-y =y + x; 
2. x + {y^rz) = {x+y) + z\ 
3. Aus# -\-y = x-+- z folgty = z\ 
ht, a(x-\-y) = <xx-\-ay ( o c > o ) ; 
5. (oc-]-^)x = ocx^-^x ( « > o , $>o) 

und 

6. a((3a?)==(aP)ar. 

B. Die nichtleeren, kompakten, konvexen Punktmengen von E". 
Der daraus entstehende Minkowskische Halbmodul wird mit 2M° 
bezeichnet. Beschrânkt man sich auf solche konvexen Rôrper, die 
mindestens einen inneren Punkt aufweisen, so erhâlt man den 
wichtigen Teilmodul 2M. 

Der Halbmodul 2M° stellt unter Zugrundelegung der Operationen 
( 1 ) und (7) einen Vektorraum im Banachschen Sinne dar. Sind in 
der Tat A, B zwei Elemente von 2M°, so sieht man leicht, dass die 
ersten zwei undletzten drei Axiome in A erfullt sind. Dass auch 3. 
erfullt ist, sieht man am leichleslen, wenn man A, B und A -f- B als 
Durchschnitt ihrer Stiitzhalbraume auffasst. 

C. Die nichtleeren, kompakten Mengen von E71. Der dadurch 
erzeugte Minkowskische Halbmodul wird mit 2H bezeichnet werden. 

D. Die nichtleeren Teilmengen von En . Der dadurch erzeugte 
Minkowskische Halbmodul wird mit 2.H° bezeichnet werden. 

Es gilt offenbar 
N C 2 M C 2Mo C 2 H C 2Ho. 
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Fur die geschichtlichen Zusammenhànge dieser Nummer, insbeson-
dere fur den Halbmodul 2M sind neben Minkowski [1] noch Bonnesen-
Fenchel [1] und Fenchel [1] zu erwàhnen. Die Bezeichnung 
Minkowskische Addition tritt, sovielich weiss, zuerst bei Hadwiger 
[4] auf. 

2. Stetige und bewegungsinvariante Mengenfunktionale. — 
BeoSeutet wie ublich | x—y\ die gewôhnliche Entfernung von x 
und y, so soll | 4 , B | bei gegebenen, nichtleeren A, B c E r t die 
durch die Gleichung 

(2. i ) I A, B I = Max ( sup ( inf \x—y\\ snp finf \oo — y \\ \ 
U ' € A \ » 6 B ) J 6 D U 6 A )S 

definierte Grosse darstellen. Man stellt leicht fest, dass | A, B | die 
Eigenschaflen 

1. | A , B | ^ o ; 
2. | A , A | = o; 
3. | A , B | = | B , A | 

und 

4. | A , B | ^ | A , C | + | B , C | (CCE- ) 

aufweist. Da noch fur A, B € 2H a us | A, B | = o stets A = B folgt, 
so melrisiert (2 . i) den Minkowskischen Halbmodul 2". 

Neben der Définition ( 2 . i ) ist folgende gleichwertige Définition 
von A, B von Nutzen : 

Es sei allgemein M eine nichtleere Teilmenge von E". Man lege um 
jeden Punkt x von M eine offene Rugel S£ mit dem Radius h(h>6) 
und dem Mitlelpunkt x und bilde die Menge (Cantor [1]) 

(2.2) M/'=u {S5|tf€=M}. 

Dann gilt 
(2.3) |A, B | = inf { A | A'oB, B b À ) . 

Die Menge Mh heisst oft die Cantor-Minkowskische Menge von M in 
der Entfernung h oder auch die Aussenmenge von M. 

Es bedeute nun X einen Teilmodul von 2H. Dann heisst bekannt-^ 
lich X vollstândig, wenn jede Cauchysche Fôlge ein Grenzelement 
hat, das in X enthalten ist. Dabei wird unter einer Gauchyschen 
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Folge eine Folge (An)(n = i, 2, . . . ) verstanden mit der Eigen-
schaft, dass zu jedem s > o eine natiirliche Zahl JÏQ= W0(Ê) existiert 
derart, dass fur aile m, n^n0 

(2-4) \km,An\<e 

gilt. 
Nach Définition existiert fur eine Cauchysche Folge (A„) ein Elé

ment A von X mit der Eigenschaft 

(2.5) lira |A„, A | = o. 

Umgekehrt ist jede Folge (A n ) , fur die ein A e X existiert derart, 
dass (2 .5) gilt, eine Cauchysche Folge. 

Liegt der Halbmodul 2"° vor, so kann dieser durch die Entfernung 
( 2 . i ) nicht metrisiert werden, da aus | A, B | = o nicht ohne wei-
teres A = B folgt. ïn diesem Falle wird (2 .5) durch die Gleichung 

(2.6) lim A„= A 

ersetzt. Fur den Teilmodul 2H von 2H° fallen bekanntlich die Defi-
nitionen (2 .5) und (2 .6) zusammen (Ruratowski [1]). 

Es sei X ein Minkowskischer Halbmodul und O ein auf X defi-
niertes Mengenfunktional. Dann ist O endlichwertig, wenn fur jedes 
beschrânkte, nichtleere A e X <&(A) endlich ausfàllt. 

Ist X vollstàndig, so heisst O stetig, wenn aus (2 .5 ) bzw. (2 .6) 

(2.7) Jim 4>(A„) = $(A) 

folgt. 
Mengenfunktionale, die in den nachfolgenden Entwicklungen eine 

Rolle spielen, weisen im allgemeinen neben der Endlichwertigkeit 
und der Stetigkeit noch folgende Eigenschaflen auf : 

1. Gilt A, B € X ( A C B ) , soist 

(2.8) $ ( A ) ^ $ ( B ) ; 

2. Fur jedes A € X gilt 

(2-9) 4>(A)^o> 

3. <&(A) ist translationsinvariant. 
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Spâter werden weitere wichtige Rlassen von superadditiven Men-
genfunktionalen besprochen werden. Fur die hier entwickelten 
Zusammenhange vgl. man an erster Stelle Hadwiger [9] und [10], 
sowie Dinghas [10]. 

3. Das Hôlder-Minkowskische Funktional <t>r- — Ist # e N und 
sind r/,(k = i, . . ., n; / i > i ) positive Zahlen mit i\ + . . .-f- rn= i, so 
setze man fur r ^ o , —oo < r <[ -f- oo 

1 

( 3 . i ) 4V {oc) = ( n ^ - f - r±x\ -t- . . . •+• rn x'nY 

und definiere <b_„(x), <Ê0(#) und ®M(x) durch die Gleichungen 

(3.¾) ¢ - ^ ( ^ ) = lim <ï>r(#) = Minfa;, , x2, . . . , xn\. 

( 3 . 3 ) %(x)=\\m<br(x) =xr>xr*...xr„n 

und 

(3.4) <J>«(.r)=:lim <br(x) = Max { xu x2, . . . , xn J. 

Die Funktion <br hat bemerkenswerte Eigenschaften und bildet die 
Quelle einer Reihe wichtiger Ungleichungen der Analysis. 

SATZ 1. — Bei f estent x € N, x ^ 1. i (1) ist <br(oc) eine eigentlich 
monoton wachsende stelige Funktion von r , also 

( 3 . 5 ) $ _ . ( * ) < ¢,.(^:) < ¢ ^ ( ¢ ) < <&.(*) ( — o o < r < r '<oo) . 

Ferner gilt fiir x, y € N 

( 3 . 6 ) ¢ , . (^ -4-7) > $ r (a : ) H- ¢ , (y) ( — *>< r < i) 

(3-7) *r(a? -+-J) < fcrO») "H * r O ' ) (l < T < -+-*>) 

sobald x, y linear unabhàngig sind. 

Wir beweisen elemcntar zunàchst den 

HlLFSSATZ 1. Ist X^él.l, SO ist 

( 3 . 8 ) <P2(x)>$i(x). 

( *) Solange i aïs Punkt von N gedacht wird, versteht man darunler dén Vektor mit 
den Koordinaten i. 
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Beweis. — Man setze fur k = i, 2, . . . , n 

F*= (n-+-... H- rk) (rxx\ -+-... -+-r*#|) - ( ^ ^ + . . . + ^ 2 

und bi ldeF, + J — Fz (z^l<n). Man findet dann 

F/+i — F/ = 2H-+-1 *\ (**+i — #x)2. 
A = i 

Daraus folgt wegen F 2 = r , r 2 ( # i — x2)
2 und r4-{- . . . + rn= 1 

(3-9) * ï ( * 0 - * ï ( * ) = * ( * * | a ) 

mit 

(3.10) # ( ^ | a ) = ] j^ /"ia(arj—3?A)*^O. 

Wir bewcisen jetzt den Satz 1. Man setze fur o ^ A ^ 1 

(3.11) Fr(X) = ¢, ((1 - X) x -f- \y) - S (1 - X) $r(x) -f- X $ r ( j ) j 

und bilde F" (A). Man findet dann 

(8 .» ) F;'(X) = ( , - . ) ^ ( « ) ^ ^ i ^ | ^ 1 ) 

mit UK={\ — X ) ^ A + XJA. Daraus folgt, dass Fr(X) fur r > 1 
konvex [F, (X) < o] und fur r < 1 konkav [F, (X) > o] ist. Setzt 

man dann X = ^, so erhàlt man den Beweis von (3 .6) und (3 .7 ) . 

Das Gleichheitszeichen dort kann offenbar dann und nur dann eintre-
ten, wenn g verschwindet, d. h. wenn x und y linear abhangig sind. 

Bildet man F' r(o) und F" (o) , so findet man leicht 

(3.i3) F'r (0) = 0 ( ^ ) - 4 ^ ) 

und 

(3.,4) I * ( o ) - < , - 0 » r ( , > , ( ^ | ^ ) . 

Hierbei ist 
n 

< 3 . i 5 ) Q(*\y) ^^nx^y^ !(*). 
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Somit gilt 
n 

(3.16) J / n r j - 1 ^ * ? " " 1 0 0 ^ 0 0 
1 

oder 
n 

(3.17) S 1 - ***" 1 ^*- * ; _ 1 ias) * r ^ ' 
i 

je nachdem r < i oder r > i ist. In beiden Ungleichungen trittdas 
Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn g=o ist, d. h. 
fur linear abhàngige x und y. 

Zum Beweis der Monotonie von O r (#) bei festem # € N verfahre 
man so : Es sei zunàchst r > o und 

(3.18) ^(x)^^r(x) (r<r'). 

Man setzeyk =xr
k'(k = 1 , . . . ,71) . Dann folgt aus (3 .18) 

(3.19) *iO0 ^ ¢(7(7) (o < * = p < 1) • 

Nun gilt fur kleine e >> o 

K(i -+- £ r ) = 1 -*-£(T¢1 00-*- ^ »(» — 0 ^ ï ( r ) -+- (£3), 

wobei allgemein (ea) (a > o) eine Grosse bedeutet, die fur kleine s 
absolut genommen kleiner als Re a mit einem endlichen von e un-
abhàngigen R bleibt. Andererseits ist mit Rûcksicht auf (3 .6) 

^ ( i + E / J ^ i + e ^ j ) 

und somit durch Vergleich 

(3.20) a « i W - ( i - « ) « $ ; W + ( i « ) ^ 2 ^ ) - ( i - a ) i ^ ) . 

Làsst man hier s -v o konvergieren so folgt daraus in Verbindung 
mit (3.19) <&i(y) = &a(y). Da nun dièse Bedingung dann und nur 
dann erfullt ist, wenn J- = X . I ist, so ist hiermit (fur r > o ) die 
Monotonie von $>r(%) bewiesen. 

Ist r < o , so bezeichne allgemein - den Punkt von N mit denRoor-

dinaten ( —, . . . , — V Dann gilt 

(3-21) *r(*) = fcj(j)» 

MÉMORIAL DBS SG. MATH. — N. 140. 



18 A. DINGHAS 

und somit ist Or(^) fiir r < o mit abnehmendem r abnehmend. 
Das beweist vollstândig den Satz 1 ( 1 ) . 

Die Superadditivitât von 
n 

(3.22) * , (0 )=JJ«? 
1 

làsst sich ohne Differentiationsprozesse folgendermassen begrtinden : 

HILFSSATZ 2. — Es sei 

o < ai ^L a2 ^ . . . ^ ai < -+- oo, 

und es bedeute allgemein Gi(k= i, 2, . . .*, /) rfa^ geometrische 
Mittel von ai , . . . , aA. «Setel maTi rfaTiTi 

P A _ 2 ( # , a) = i # * - 2 + 2 # * - 3 a + . . . + (A: — 1) a*-2 

[ £ > 2 , P0(a?, a) = i], 
so gilt 

(3.23) a i + . . . + a , - / ^ , = ^ ( 4 - G l ) PA-2(a], G*). 
2 

Beweis. — Man setze 

F* = a t H- . . . + a* — kG* (2 ^ A: ^ / ) . 

Dann ist 
Fk - FA_, = a* - #GA + ( / : - 1 ) G*-!, 

und es genugt, wegen 

F2 =(v/^~v/^)2 

die Gleichung 

^ - ^ + ( ^ - 1 ) 6 ^ = ( 4 - 0 ^ ) P ,_ 2 (4 ,G^_ i ) 

zu beweisen. Das folgt aber leicht aus der Identitat 

x*-kxy*-i+(k-i)yk=(x-y)*Pk-2(x,y). 

(l) Die Monotonie von ®r(x) kann auch aus der Ungleichung 

- ^ 1 0 6 4 . ^ ) = i**r(*>* (««*** | JVJ.) ^ 0 

geschlossen werden, welche die logarithmische Konvexitat von 4>£(a?) als Funktion 
von r zum Ausdruck biingt. Denn letztcre Eigenschaft hat die Tatsache zur Folge, 
dass \o%&Ç.(x)/r= log<ï>r(#) nicht abnimmt. 
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Aus (3.23) folgt leicht, wenn man dort die ersten /?4 Zahlen a* 
gleich \fx[ setzt, die darauf folgenden p2 a* gleich ^xl, usw., die 
Ungleichung 

mit ralionalen 
n = ^f ^ = I ' 2 ' • •• ' ^ ; / ? i - + - . . . + - / ? „ = / ) . 

Somit wird in Verbindung mit (3-9) 
n n 

(3.24) ^rkxk-J^x'k*^g(s/x~fc\rk). 
i i 

Das Uebrige folgt durch Grenzubergang der ralionalen r/x gegen 
beliebige solche unter Beibehaltung der Bedingungen 7 > > o und 
1̂ + . . . + 7 ^ = 1 . Dass man nun aus (3.24) durch Addition die 

Ungleichung 

(3 .25) &o(x + j ) ^ $o(a?) H- ®o(y) 

gewinnen kann, ist wohl trivial und bedarf keiner weiteren 
Erlauterung. 

Der Uebergang zu der Integralform des Funktionals ®r(&) 
geschieht ohne Schwierigkeit. Es bedeute z. B. J das Intervall 
o^Lx^\ und Nc die Gesamtheit aller in J stetigen, positiven 
Funktionen/(#). Es sei ferner p(x) ein Mass auf J mit 

(3.26) fdp(x) = i. 

Dann existiert fiir jedes / € N C das Funktional 

i 

(3.27) *r(/) = {jf/(*)--rff»(*)JP. 
Sind/ , £-€N c , so gilt z. B. 

(3.28) *r(f-t-*)^*r(f)-i-*rte). 

Das Analogon von (3 .28) fur r = o, d.h. das Analogonvon (3 .a5) , 
fûhrt zu der klassischen Hôlderschen Ungleichung 

(3.29) JJ j f M*)d(x(*) \n^£ jJJ/*(*)»»(«<!*(*)• 



20 A. DINGHAS 

Der Fall T*A = — fûhrt zu den klassischen Minkowskischen Unglei 6* n 
chungen 

Mr(# -hy) ^ Mr(ar) + Mr(y) (o < r ^ i) 
bzw. 

Mr(a? -hy) ^ Mr(x) + M r ( j ) (i ^ r < + » ) 
mit 

Mr(a?) = #J + . . . + x%. 

Als eine gute Orientierung fur den Léser kann, was die hier 
(mit zum Teil neuen Methoden) entwickelten Ungleichungen und 
Zusammenhànge betrifft, das klassische Buch von Hardy-Littlewood-
Pôlya [1] dienen. Fur den Beweis des Hilfssatzes 2 und die damit 
zusammenhângenden Gesichtspunkte vgl. man auch Dinghas [3] . 

4. Die Minkowskischen Funktionale V*. — Liegt ein Minkows-
kischer Halbmodul X vor, und ist (^A) (k = i, 2, . . . , n) eine 
endliche Menge von superadditiven Mengenfunktionalen iiber X, so 
ist <&r( + ) ebenfalls ein superadditives oder subadditives Mengen
funktional. Hierbei bedeulet <J/ den Punkt in E/l mit den Koor-
dinaten <Lt, . . . , ^ . Genauer gesagt, gilt der 

SATZ 3. — Ist o^.r^.i,so ist ¢,(^) ein superadditives Mengen
funktional. 

Beweis. — Es seien A, B € X. Dann gilt 

<h(A + B ) ^ A ( A ) + <h(B) (* = i, 2, . . . , n) 

und somit wegen 

^r( + (A) + ^(B))^a> r(^(A)) + $,(^(B)) 
*r( + (A + B ) ) ^ * r ( + (A)) + *r(<KB)). 

Entsprechendes gilt, wenn man anstelle von Summen Intégrale 
verwendet. 

Eine wichtige Rlasse superadditiver Mengenfunktionale ûber dem 
Halbmodul 2M liefern die sogenannten Sleinerschen Koeffîzienten. 

Es bedeute S die Einheitskugel von E" und A eine beschrankte 
konvexe Punktmenge. Dann gilt nach Steiner [1] 

n 
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Die (Steinerschen) Koeffizienten V*(A) sind nicht negativ und in 
Bezug auf die Transformation A - > X A ( X > o ) jedes Mal homogen 
vom Grad k. Es zeigt sich, dass Vra(A) gleich dem Jordanschen 
Inhalt | A | von A und 7iV/l_1(A) gleich der Oberflâche von A ist. 
Ist A von der Dimension m<n, so sind samtliche Koeffizienten 
V*(A) mit k > m gleich Null. Bildet man die Mengen 

(A + XS) + AS (X, h>o) 
und 

A + (A + À ) S , 

so erhàlt man durch Vergleich der Koeffizienten in den entspre-
chenden Steinerschen Formeln (4 . i) die Gleichungen 

k 

(4.2) V,(A + X S ) = V ( ^ V ^ ( A ) > ^ . 
0 

Hierbei ist k -= o, i, 2, . . ., n — i. 
Fenchel [2 ] , [3] und A. Alexandrofffl], [2]habenu. a. bewiesen, 

dass innerhalb der Minkowskischen Halbgruppe 2M samtliche Funk-
i 

tionale VA(M)* (k = i, . . ., n) superadditiv sind, d. h. die Eigen-
schaft 

t i i 

(4.3) V*(A + B)*^V*(A)* + V*(B)* 

fur je zwei A, B € aM aufweisen. Wie in den angefûhrten Arbeiten 
von Fenchel noch gezeigt wird, tritt hier das Gleichheitszeichen 
dann und nur dann ein, wenn A, B homothetisch sind (also falls sie 
durch Translation und Ahnlichkeit ineinander iibergehen). 

Als Spezialfall dieser tiefgreifenden Untersuchungen von Fenchel 
und AlexandrofF hat man den 

SATZ 4. — Es sei a? € N und o < X < + oo. Man setze 

n n 

1 0 

Dann gilt fiir x, j € N 
î i i 

(4.5) S A ( ic - t - r )*^Si(^-f .St ( j )* (* = i ) 2 ) . . . i » ) , 
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und das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn die 
Punkte x und y linear abhàngig sind. 

Satz 4 kann mit Hilfe von (4 .3 ) folgendermassen bewiesen 
werden : Es bedeute Q den Einheitswurfel 
(4.6) o^tk^i (A = i, 2, . . . , n ) 

und II ein achsenparalleles Parallelotop, von dem angenommen 
wird, dass zwei diagonal gegenûberliegende Ecken in den Punkten 
(o, . . . , o) und (#4 , . . . , xn) liegen. Bildet man dann 11 + A S 
und II + AQ, so stellt man leicht fest, dass 

S*(#) = a*V*(n) (* = o, i, . . . , n) 

mit n + i von x unabhàngigen Konstanten ak gilt. Das genûgt zum 
Beweis von (4 .5) und zur Erledigung der dazugehôrigen Einzig-
keitsfrage. Die Steinerschen Koeffizienten VA weisen intéressante 
Eigenschaften auf, die in zwei Sàtzen von Hadwiger [9] ihren 
Niederschlag finden. Der interessierte Léser findet sowohl dort 
als auch bei Hadwiger [2] , [6] , [8] und [12] eine ausgezeichnete 
Darstellung der Théorie der additiven bzw. konkaven Eikôrperfunk-
tionale. Wir kommen am Schluss des nâchsten Kapitels darauf 
zuruck. 

5. Die Brunn-Minkowskische Abbildung und der Brunn-Minkows-
kische Satz. — Brunns fundamentales Ergebnis iiber die Superad-
ditivitàt der 7i-ten Wurzel des Inhalts einer konvexen Punktmenge 
innerhalb des Halbmoduls 2M kann am einfachsten durch eine (der 
Brunnschen verwandte) Méthode erhalten werden, welche die 
Superadditivitàt des Funktionals ®o(x) benutzt. 

Es bedeute zunâchst M einen konvexen Kôrper von E / l, der 
mindestens einen inneren Punkt enthàlt, und es sei 

die charakteristische Funktion von M. Man schreibe g%(%) 
fur <pM(#) und definiere fiir k = i, . . ., n die Funktionen 

tfï-i(*)=*?-i(*i> •••> **) 
durch die Gleichungen 

(5.i) £-?-i(^> •••> #*-i) = y <ri?(*i, •••> **-ii v) dv. 
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Es bezeichne jetzt M# den offenen Kern von M. Man nehme x €M 4 

und bilde M̂  mit Hilfe der Gleichungen 

g^(xu . . . , xk-u v)dv = g*_ï(xu . . . , xk-x)tk 

auf die Punktmenge 

(5 .3 ) T \ : O < T * < I (/: = 1 , 2 , . . . , / 1 ) 

ab. 
Die Abbildung M# <•> T¥ ist ein-eindeutig und stetig. Ferner sind, 

wie man leicht sieht, sowohl Tk = zix (xiy . . . , # / , ) ( & = i, . . . , n) als 
auch ihre Umkehrungen x^= X/^Zi, . . ., TA) in Bezug auf die jeweils 
letzte Veranderliche monoton wachsend. Fur die Jacobische Funk-
tionaldeterminante 

in M findet man leicht 
dxk 

'(•L'-ns-n^1-* 
mit 

(8.4) gt= f g%dxl...dxn=\lA\. 

Die Abbildung M^ o T # soll im folgenden als die Brunn-Minko wskische 
Abbildung bezeichnet werden. Es seien jetzt A, B zwei konvexe 
Punktmengen mit inneren Punkten. Man bilde beide Punkk-
mengen A¥, B^ mit Hilfe der Transformation (5 .2) auf T^ ab und 
schreibe kurz # A ( T ) bzw. # B ( T ) fiir die Vektoren mit den Kompo-
nenten xk bzw. x\ (k = i, . . ., n). Es sei 

(5.5) G = { x | x = ar(T) = a*(x) + # B ( T ) J T eTJ. 

Dann gilt G Ç A + B, und somit wird 

| A + B | = / dxx... dxn ^ / J (x | T) d-z± ... a\n. 

Nun ist 

'<•!.>-ns-nlfc* If} 
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und mit Rucksicht auf (3 .25) 

JO*|T) ^ l (^r+(^r) = (i A 1̂ +. IB iv*. 
Somit wird 

1 1 l 

(S-6) | A + B | n ^ | A | n + |B |». 

Dièse Ungleichung druckt den berûhmten Brunn-Minkowskischen 
Satz aus. Soll hier das Gleichheitszeichen eintreten, so muss 
fur k = i, 2, . . ., n urid r e T ^ 

gelten. 

Aus (5 .7 ) folgt (durch Multiplikation der Gleichungen miteinander) 

i i 

|A|» = ? |B |» 
und mithin insbesondere 

| A | ^ = | B I » ^ t . 
a-zi ' ' a\i 

Legt man den Schwerpunkt von A und B in den Nullpunkt, so 
erhàlt man leicht durch Intégration das Ergebnis : Die Entfernungen 
der Stùtzebenen von A und B gleicher Normalrichtung vom Nullpunkt 

1 1 

haben das konstante Verhaltnis | A \n : | B | \ Das hat die Homothetie 
von A und B zur Folge. Die Ungleichung (5 .6) gilt auch dann, 
wenn A, B in linearên Unterràumen L"'* bzw. L/WB von der Dimen
sion mx^ln, m^^Ln liegen. 

Die vorhin eingefuhrte Brunn-Minkowskische Abbildung gestattet, 
den Brunn-Minkowskischen Satz leicht auf allgemeinere Punkt-
mengen zu ubertragen. 

Es bezeichne X den Minkowskischen Halbmodul, dessen Elemente 
sich als Vereinigung von endlich vielen /z-dimensionalen, abge-
schlossenen, achsenparallelen Wûrfeln von E" darstellen lassen. 
Hierbei kann ohne weiteres angenommen werden, dass die ver-
schiedenen Wùrfel keine inneren Punkte gemeinsam haben. 

Smd NA, NB zwei Elemente von X, die entsprechend die (nicht
leeren) abgeschlossenen Punktmengen A, B von En enthalten, so 
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kann mit Hilfe der Brunn-Minkowskischen Abbildung ihrer offenen 
Kerne auf T^ und Wiederholungdes vorhin entwickelten Verfahrens 
ohne zusâtzliche Schwierigkeit die Ungleichung 

1 1 1 
(5.8) | N A + N B r ^ | N A | " + |NB|» 
bewiesen werden. 

Man definiere jetzt den àusseren Jordanschen Inhalt J (M) einer 
Punktmenge M von E" durch die Gleichung 

(5.9) J(M) = inf | |N M | | NM2M}. 

Dann wird wegen 

J(A + B ) ^ i n f { | N A + N B | | NA2A, NB2BJ 
1 1 1 

(5.io) J(A + B)7 l^J(A) / l + J(B)n . 

Liegt nun eine nichtleere Punktmenge M von E" vor und bedeutet 
allgemein F eine abgeschlossene Menge von E", so wird bekanntlich 
das innere Lebesguesche Mass L+(M) von M durch die Gleichung 

(5. n) L+(M) = sup i J (F ) |FçM} 

definiert. Beachtet man dann, dass mit zwei nichtleeren, abge-
schlossenen Mengen F4 und F2 die Minkowskische Summe F* + F2 

ebenfalls abgeschlossen ist, so erhalt man leicht aus ( 5 . i o ) die in 
ihren wesentlichen Zugen erstmalig von Lusternik [1] bewiesene 
Ungleichung 

± i i 
(5.12) L,( A + B)n ^ L,(A)" + L,(B)". 

Das eingehende Studium dieser Ungleichung wird den Gegenstand 
des nâchsten Kapitels bilden. 

Als letztes soll noch fiir eine Klasse von nichlkonvexen A und ein 
konvexes B die Ungleichung (5 .6) verschârft werden. 

Es seien A € X und B konvex. Man projiziere A und B auf die 
Hyperebene xn=o und bezeichne mit A', B' die Projektionen 
von A, B auf xn=o. Man bilde jetzt A* und B'* mit Hilfe des 
Brunn-Minkowskischen Verfahrens auf den (offenen) Einheits-
wùrfcl T7* von xn=o ab, indem man lediglich die n — i ersten 
Gleichungen (5 .2) verwendet. Es bedeuten allgemein 

V = ( f i , Vi, . . . , Vn-l, o) 
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einen Punkt von xn= o und dv eine zur #,à-Achse parallèle Gerade 
durch v. Dann gilt offenbar 

(5.i3) A + B = u {a*+br\xek',yGB') 

mit 

Nun ist 

| A + B | ̂  f | c* | dxx... </*„_!= J, 

wobei G' àhnlich wie C definiert wird und xeC ist. Durch eine 
leichte Ueberlegung ergibt sich dann die Ungleichung 

^X|n(1f~?T)j'^--rf-" 
Hierbei bedeulet | cjf(T) | die (Jordansche) Lange von 

c jm=âWn(A + B). 

Der Rcst dieser Nummer beschàftigt sich nun mit der Aufgabe, fur 
die Grosse | <(T) | eine schàrfere Abschâtzung als die triviale 

abzuleiten. 

At3 

DÉFINITION. — Es bedeute a eine f este Richtung. Ist dann A 
eine nichtleere Punktmenge von En, so soll [ A ] a die kleinste 
abgeschlossene Menge mit folgender Eigenschaft bezeichnen : 
Sind x, y zwei Punkte von A und ist die Strecke xy parallel 
zu a, so ist dièse in [A] a enthalten. 

Die Punktmenge [A]* (Dinghas [4]) heisst die konvexe Huile 
von A in der Richtung a. Ist A konvex, so gilt fiir jede Rich
tung a [ A ] a = A . 

Es seienjetztAGXundnichtnotwendigerweisekonvexundB konvex 
mit inneren Punkten. Dann enthàlt [ A] a —A(a = xn) bei passender 
Wahl der a^-Achse eine Menge R0, deren abgeschlossene Huile R0 

eine zusammenhângende wiirfelfôrmige Menge aus X ist. Wàhlt 
man A 0 ( A 0 > o ) hinreichend klein, so kann man ein R e X finden 
derart, dass R + AB in R0 enthalten ist. 
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Man beziehe jetzt B auf seinen Schwerpunkt und bezeichne bei 
der Abbildung Â*<+T* mit T\ diejenige Teilmenge von T7*, deren 
Bildpunkte auf die Projektion R7 von R auf die Ebene xn= o fallen. 

Dann gilt offenbar 

mit einer nur von der Beschaffenheit von B abhàngigen, positiven 
Konstante <r. Wendet man nun das vorherige Verfahren an, so 
erhàlt man leicht 

| A + AB | ̂  ( | A I" + h | B |V + AcrJo 

mit 

-dix... d-Zn-i. 
v T / ^ - 1 ' 

Geht man jetzt zu den Koordinaten #4 , . . . , xn_i zurûck, so findet 
man 

J0 = / dx\ ... dxn—i = | R' | 

und somit 

(5.i4) |A + A B | ^ ( | A | » + A|B|") +Aor|R'|. 

Die Verallgemeinerung dieser Ungleichung auf bestimmte Klassen 
kompakter Punktmengen A kann folgendermassen geschehen : 

Man bilde mit einem hinreichend kleinen s > o die Aussen-
menge Ae in der Entfernung s und wàhle N ( N e X ) so, dass N c A e 

gilt. Die spàter ausfûhrlicher zu definierende Punktmenge A8 

(Gantor-Minkowskische Konstruktion) wird bekanntlich durch die 
Gleichung A £ = A + eS erklàrt, wobei der Mittelpunkt der Einheits-
kugel S im Nullpunkt des Koordinatensystems liegen soll. 

Wir verwenden die Hilfssàtze : 

HILFSSATZ 1 (Behrend [1]) . — Ist M beschrànkt, so hat die 
Menge M/l(o < A < + oo) einen Jordanschen Inhalt. 

HILFSSATZ 2 (Behrend [1]) . — Ist A beschrànkt und B konvex, so 
hat A + A B ( o < A < + oo) einen Jordanschen Inhalt |A + AB]. 
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HILFSSATZ 3. — Es bezeichne kurz Ae die Aussenmenge 
À + eS(E > o) in der Entfernung s. Dann gilt 

(5. i5) l i m | A « | = T ( A ) . 

Mit Hilfe dieser Sàtze, deren Beweis in 12 nachgeholl wird, làsst 
sich aus (5.14) folgende Verschàrfung der Brunn-Minkowskischen 
Ungleichung ableiten : 

Es seien A kompakt und B konvex. Enthâlt [A]«—A fiir eine 
Richtung a einen inneren Punkt, so gilt fur kleine A > o 

(5.i6) J(A + A B ) \ ( j ( A ) " + H ( B ) " j + M 

mit einem k >> o. 

Die Bedingung, dass [ A ] « \ A einen inneren Punkt enthalten soll, 
kann hier durch eine wesentlich schwàchere ersetzt werden. Wie 
der Leseraber selbst merken wird, lasst sich der allgemeine Fall 
zweier beliebiger nichtleerer Punktmengen auf diesem Wege schwer 
lôsen. Somit wird das Ziel des nachsten Kapitels vorerst sein, die 
Brunn-Minkowskische Méthode geeignet zu vertiefen und zu verall-
gemeinern. 

Die Literatur uber den Brunn-Minkowskischen Satz (5 .6) istsehr 
gross. Nachdem Brunn in [1] und [2] die entscheidende Idée der 
Abbildung von A auf B durch gleiche Inhaltsverhâlmisse geliefert 
und die Ungleichung (5 .6 ) (fur n = 2 und 3) bewiesen hat, hat 
Minkowski [1] die allgemeine Théorie der konvexen Kôrper in E3 

in einer Reihe gross angelegter Abhandlungen aufgebaut. Der 
allgemeine Fall von (5 .6) fur ein beliebiges n wurde zugleich mit 
methodischen Vereinfachungen des Minkowskischen Verfahrens von 
H. Kneser und Sûss [1] behandelt. Die grosse Abhandlung von 
Favard [1] bringt eine allgemeine Théorie der konvexen Kôrper 
von E". Aile Beweise von (5 .6 ) , welche den Brunn'schen Gedanken 
als Ausgangspunkt nehmen, verwenden mit Ausnahme des sich auf 
einen Gedanken von Erhard Schmidt stutzenden Beweises von 
Dinghas [2] die vollstàndige Induktion. Den ersten Schritt, die 
Brunn-Minkowskische Méthode auf nichtkonvexe A zu iibertragen, 
machte Dinghas [1] , indem er (5 .6) fur kompakte A und kon-
vexe B ( [1] , Fussn. 13) bewies. Einen in manchenPunkten verein-
fachten Beweis des Hauptresultates von Dinghas [1] bringt die 
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Arbeit von Dinghas und Erhard Schmidt [1 ] . Dort werden die 
Rechnungen der Einfachheit halber wieder fiir B = Kugel durch-
gefûhrt. Eine explizite Darstellung des Falles B-konvex gibt 
u.a. Buseman[l] . Der (schwierige) Uebergang zu nichtkonvexem B 
unter Verwendung Minkowskischer Methoden gliickte zuerst Hen-
stock und Macbeath [1] . Eine ausfûhrliche Literaturangabe iiber 
den klassischen Brunn-Minkowskischen Satz bringen Bonnesen [1] 
und Bonnesen-Fenchel [1] sowie Blaschke [1 ] . Ueber neuere 
Arbeiten berichten ausfiihrlich die Monographien [9] und [12] von 
Hadwiger. 

ZWEITES KAPITEL 

DER BRUNN-MINKOWSKI-LUSTERNIKSCHE SATZ UND SEINE VERALLGEMEINERUNKEN 

6, Allgemeine Begriffsbildungen. — Es sei M eine nichtleere 
Punktmenge von E'1. Man setze fur ein # e M 

(6.i) ato(*|M) = L,(MnS")/|Si| . 

Dann heisst x ein innerer Dichtepunkt von M, falls 

\\m<sz(x | M ) = c r ( # | M ) = i 
£->0 

gilt. Die ausseren Dichtepunkte werden analog definiert. 

DÉFINITION. — Die Menge 

( 6 . 2 ) M , = j # | # € M , 2 ( a ? | M ) = i ( 

wird der (innere) Dichtekern von M genannt. 

SATZ 5 (Henstock-Macbeath [1]) . — Die Menge M ist messbary 

und es gilt 

(6.3) L(MJ = L,(M). 

Ueber die gegenseitigen Beziehungen zwischen den (inneren) 
Dichtekernen von A, B und A + B haben Henstock und Macbeath [ 1 ] 
u. a. folgenden Satz bewiesen : 
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SATZ 6. — Es gilt s têts 

(6.4) (A + B ) , 2 A , + B. 

Dièse Sàtze bleiben auch dann richtig, wenn man L# durch das 
àussere Mass L* und M# durch die Menge 

M*={#|tf€=M, 5(a? | M) = i | 
ersetzt. 

W i r skizzieren hier den Beweis von Henstock und Macbeath. 
Es bedeute V den Mengenverband aller Borelschen Mengen von E". 

Bekanntlich (Halmos [1]) fallt V mit den (j-Ringen zusammen, 
welche entwedcr durch die Klasse (fi) aller offenen Punktmengen 
von En oder durch die Klasse jf aller abgeschlossenen Punktmengen 
von En erzeugt werden. Bedeutet L das Borelsche Mass in E'*, so 
ist 

(6.5) L,(M) = s u p { L ( F ) | F ç M , Fej }, 

und 

(6.6) L*(M) = inf { L(G) | G 2 M, Ge<& J. 

Eine Borelsche Punktmenge K heisst ein massgleicher Kern von M 
(Halmos [1]) , wenn : 

1. K C M gilt und 
2. fiir jede Borelsche Teilmenge G von M — K, L(G) = o ist. 

Aus der Définition des massgleichen Kerns folgt ohne Schwie-
rigkeit : Ist E messbar, so ist K n E ein massgleicher Kern fiir M n E. 

Nun beweist man (Halmos [1] , S.5g) : 

1. Ist K ein massgleicher Kern von M, dann ist L (K) = L # (M); 
2. Sind Ki , K2 zwei massgleiche Kerne von M und 

(K„ K2) = K 1 uK,-K,nK 2 , 

so gilt L(K 4 , .K 2 ) = o. 

Ist E wie vorhin messbar, so folgt daraus 

L(KnE) = L,(MnE) 
und somit auch 

L(KnSÎ) = L,(MnS*). 
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Letzteres Résultat hat die Gleichung K+ = M# zur Folge. Der weitere 
Verlauf des Beweises stûlzt sich auf den klassischen Salz von 
Lebesgue (vgl. z. B. Saks [1] , S. 129), wonach K — K^ das Mass Null 
hat (1) . Da nun L(K) == L,(M) ist, so folgt daraus L,(M) = L ( M J 
und somit auch der Beweis von (6.3). Die Gleichung L(M*) = L*(M) 
làsst sich analog beweisen. 

Zum Beweis von (6 .4 ) nehme man z € A ^ + B an. Dann gilt 

z = lim \yk-+- x\x& k„ ykç.B, £ = 1, 2, . . . j . 

Daraus folgt 

L,(Sïn(A + B ) ) = l i m L ¥ ( 7 ^ + S i n ( A + B)) 

^ lim 1,,0¾ + SjnO-i-f- A)) = L,(SJn A). 
A->- 00 

Lâsst man jetzt e + o konvergieren, so erhàlt man z € ( A + B)^. 
An dieser Stelle sei noch hervorgehoben, dass Henstock und 

Macbeath den Satz 5 sowie auch den Satz 6 fiir lokal kompakte 
Gruppen formuliert und bewiesen haben, lelzteren fiir solche, fiir 
die der Vitalische Ueberdeckungssalz gilt. Dabei ist L^ durch das 
entsprechende Haarsche Mass zu ersetzen. 

7. Der Satz von Brunn-Minkowski und Lusternik. — Wie schon 
erwàhnt, hat Lusternik die Ungleichung (5 .8) als erster unter 
Zugrundelegung des Lebesgueschen Integralbegriffs fur beliebige 
nichtleere messbare Punktmengen von E" verallgemeinert und mit 
Hilfe von Symmetrisierungsmethoden, die auf Steiner und Schwarz 
zuriickgehen, bewiesen. Unter Symmetrisierung versleht man im 
allgemeinen eine bestimmle (geomelrische) Opération co, die einer 
Punktmenge A die Punktmenge co A zuordnet, die gewisse Symmetrie-
eigenschaften aufvveist und dasselbe (Lebesgue'sche) Mass besitzt. 
Der durchschlagende Erfolg eines solchen Verfahrens ist allerdings 
darin zu erblicken, dass ein zweites Funktional (etwa die Oberllàche) 
bei der Abbildung A + w A nicht vergrôssert wird. Es gelingt 
dann durch Anwendung abzàhlbar vieler Symmetrisierungen 
(*)n(n = 1, 2, . . . ) und Heranziehung von Methoden der Funktional-

(1) Bei den Beweisen von Saks sind die dort verwendeten Wûrfel durch Kugeln 
zu ersetzen. 
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analysis, eine konvergente Teilfolge von (wwA) zu konstruieren, 
deren Grenzmenge die gesuchten Extremaleigenschaften hat. Auf 
eine ausfûhrlichere Darstellung der wichtigsten Symmetrisierungs-
verfahren kommen wir im nàchslen Kapilel zuruck. 

Henstock und Macbeath [1] haben dem Lusternikschen Satz 
folgende scharfe Formulierung gegeben : 

SATZ 7. — Sind A, B zwei nicht leere messbar e Punktmengen 
vonE, so gilt 

1 i 1 
(7 . i ) L,(A + B)"^LJ,(A)* + L(B)'1. 

Ist insbesondere L¥(A) > o, so gilt sogar 

i i i 

(7.2) L^(A + B)^^L(A) W + L(B)". 

Entsprechend gilt, falls nur L*(A) > o ist, 

i ^ 1 
(7.3) L*(A + B) 7 I ^L*(Ay i + L(ÏÏ)rt. 

Fragt man nach der Struktur der Punktmengen A und B, fiir die 
in den Ungleichungcn (7 . i), (7 .2 ) und (7 .3) das Gleichheitszeichen 
eintritt (Einzigkeitsfrage), so kann man beweisen : 

SATZ 8 (Henstock-Macbeath). — Es bedeute allgemein [M] die 
konvexe Huile von M und M' die Menge E " \ M . Ist dann 
o < L ( A ) L ( B ) < < o o , so tritt in ( 7 . i ) das Gleichheitszeichen 
dann und nur dann ein, wenn : 

1. L([A]n A') = L([B]nBf) = o ist und 
2. [A] und [B] homothetisch sind. 

Ist L(A) = o, o < L ( B ) < + oo und gilt in ( 7 . i ) das Gleich
heitszeichen, so besteht A lediglich aus einem Punkt. Dièse 
Bedingungen sind auch hinreichend. 

Ueber den Fall L(A) = L(B) = o ist nichts bekannt. Die dafûr 
von Lusternik gestellte Forderung L ( A + B) = o (zumal die 
Messbarkeit von A + B aus der Messbarkeit von A und B nicht folgt) 
ist insofern unbefriedigend, als sie iiber die Beschaffenheit von A, B 
keine Aussage liefert. 
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Der Beweis, den Henstock und Macbeath lûr diesen Satz gegeben 
haben, vcrwendet die aile Méthode von Brunn iiber die Zuordnung 
von Parallelschnilten mit Hilfe gleicher Volumenverhaltnisse. Wic 
dièse géniale Idée von Brunn allgemeinen Punktmengen angepasst 
wird, soll der Léser in der nâchsten Nummer erfahren. 

8. Der Henstock-Macbeath'sche Beweis des Lusternikschen Satzes. 
— Ist E" durch die (euklidischen) Koordinaten ^ , . . ., r„ gegeben, 
so soll E/, (/: = 1, 2, . . . , n — i) den Teilraum PA+I = . . . = vn = o 
bedeuten. Ferner soll En_k(xi, . . ., xfi) (ki'irzer E*_A) bei vorge-
gcbenem (#i , . . ., xn) den lincaren Unterraum von E" darstellen, 
dessen Punkte ( r i , . . . , vH) den Gleichungen 

P, = J?,, v,= x>, . . . , vk=xk 

genugen. Die Indizes n — h bzw. /r, welche hier die Dimension 
des betreffenden Untcrraumes bedeuten, sollen zugleich auch die 
Dimension des vervvendelcn Inhalts bzw. Lebesgueschen Masses 
bestimmen. Danach soll z. B. L / ( ( M ) ( / r = i , . . . , n) zum Aus-
druck bringen, dass 1 ) M in EA bzw . E/t liegt und 2) dass M Lebesgue-
messbar mit dem Lebesgue'schen Mass L/,(M) in Bezug auf EA ist. 
Entsprcchendes soll fur die Schnitte M,,_A = MnE'N_k gellen. 
Versteht man unter E0 den Punkt ( # t , . . . , xn ) , so soll L 0 ( M n E J ) 
die charakterislische Funktion cpM(j?i, . . ., xn) bedeuten. 

Es bedeuten n u n / 1 ( ^ ) , f*{x) z w e* auf E1 definierte, eindeutige, 
nichtnegalive, endlichwertige Borel-messbare Funktionen, die aus-
serhalb eines bestimmten Intervalls verschwinden. Man setze im 
Einklang mit dem klassischen Brunn-Minkowskischen Kunstgriff 

(«•O j?*(T) = infj J j " / « ( O ^ ^ t F J , 

mit 

(8.2) ¥*=f f*(x)d* ( * = i , a) 

und o -^ T ^L i. 
Man bestàtigt leicht : 

1. Die Funktionen #A(T) sind im Jntervall To = \0> i) eigentîïch 
monolon ; 

MÉMORIAL DES SC. MATH.,— N« 149. 3 
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2. Setzt man 

( 8 -3 ) # O ( T ) = # I ( T ) + a?2'(T), 

so gibt es fur jedes w0 € X0 = X(T0) einen und nur einen Punkt T0 € T0 

derart, dass #O(T 0 ) = uQ wird, 
Nachfolgender fundaraentaler Satz geht auf Henstock und Macbeath 

zurùck : 

SATZ 9. — Man setze allgemein 

(8 4) H U }) = [fl(x)-*-Mrt\M*)fi(y)>°, 

l o l / t (*)/«O0 = o 

und definiere die Funktion f0(u)(ueX0) durch die Gleichung 

/ o (« ) = H(j? l(x),ar,(T)). 

Dànn gilt fur jedes o < a < + oo 

-1— i a-+-*> \ a-+-i • ^ 4 - « \ a - + - i 

Mu)*du\ ^( j /,(*)« *to) 
1 a+io \ a + i 

/*(*)•«**] 
Der Beweis stutzt sich auf folgende Hilfssàtze : 

HILFSSATZ 1. — Fur j'ede Borelsche Teilmenge E von T0 gilt 
(8.6) LtOro(E)) = L X (^(E)) + L t (* t (E) ) . 

HILFSSATZ 2. — Es gilt 

(8-7) U(E) = ± f fk(x)*dx (* = i , 2 ) 

sofern Fj > o, F 2 > o ist. 

Damit der Léser nicht auf die Arbeit von Henstock und Macbeath 
zurùckzugreifen braucht, gebe ich hier kurz die Beweise dieser 
beiden Hilfssàtze vvieder und ziehe daraus den Schluss (8.5). Dabei 
nehme ich Fi , F 2 > o an, da ja (8 .5 ) trivial ausfëllt, sobald rnin-
destens eine dieser Grôssen verschwindet. 
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Der Beweis des Hilfssatzes 1 wird so gefuhrt : 

Es sei zunàchst ^ 0 ( T 4 ) ein beliebiger Punkt von x0(E) und A ein 
offenes Intervall, das diesen Punkt enthàlt. Man bilde die Grossen 

T = inf j x | J ? 0 ( T ) € A J 

und 

T = sup { T | # 0 ( T ) € A } 

und bezeichne die abgeschlossenen Intervalle [T, T] bzw. [x0(z + o), 
x0(r— o] durch N° bzw. J°. Die entsprechenden Intervalle fur 
ein A, das einen Punkt von xi (E) bzw. von x2 (E) enthàlt, bezeichnen 
wir mit N1 bzw. N2 und J1 bzw. J2. 

Es sei jetzt G0 eine offene Ueberdeckung von x0(E), die aus den 
offenen punktfremden Intervallen A°k (k = i, 2, . . . ) bestehen môge. 
Man konstruiere die Intervallfolgen (J*) (/: = o, 1,255 = 1,2, . . . ) 
und betrachte die Vereinigungen 

h=\jH (* = 0,I ,2) . 

Dann erhâlt man nacheinander 

*• L1(JS) = L1(JJ) + L1(Jï), 

2. ^0(E)nÂ; =^r0(E)nJ; 

und 

3. Lt(Go) ^ Lt(I0) = U(U) + Li(It). 

Somit wird wegen 

Li(o?1(I1)) + Lx(xt(U)) ^ L!(^(E)) + L!(^2(E)), 

L1(a?0(E))^L1(a?1(E)) + L1(a?t(E)). 

Es seien jetzt G4 bzw. G2 zwei (offene) Ueberdeckungen von x±(E) 
bzw. #2(E). Man ersetze jedes Intervall àk

s(k = 1, 2 ; s = 1, 2, . . . ) 
durch die Intervalle J* und beachte, dass 

M* = \JJÎ (*-!,*) 
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die Menge # A ( E ) uberdeckt. Bildet man die entsprechenden Inter
valle NJ, so ûberdecken 

die Menge E, und somit gilt E C N£ n Na. 

Geht man nun von den (abzàhlbar vielen) Intervallen von N4 n N 2 

aus, so erhalt man durch Ruckverfolgung des Prozesses abge
schlossene Intervalle, deren Vereinigung die Mengen P 1 , P2 und P<> 
erzeugen, welche xi(E)J x2(E) und x0(E) ûberdecken. Wegen 
H O P * ( i = i, 2) gilt 

Li(^o(E))^L1(Po) = L1(Pi) + L1(P») ï=L1(M') + L1(M*), 

und somit wegen 

Li(M«) + L,(M*) = L1(G*)+L,(G*) 

durch. Grenzùbergang 

L i ( ^ o ( E ) ) ^ L 1 ( o ? 1 ( E ) ) + L 1 (ar î (E) ) . 

Das beweist den Hilfssatz 1. Der Beweis des Hilfssatzes 2 kann 
offenbar als erbracht angesehen werden, wenn man (8 .7) fur k = 1 
und E = (T0 , TI) beweist. Nun ist 

L 1 ( E ) = T 1 - T O = ^ - ^ ' *Mx)*dx 

1 rVl(z) ^ 1 r 

wobei Jv die hôchstens abzàhlbar vielen Intervalle bedeuten, welche 
die Punkte von Xi(ro) ^x^Xtfa) enthalten, die bei der Abbil
dung (8 .1 ) nicht erfasst werden. Da fiir jedes solche Intervall das 
zugehôrige Intégral verschwindet, so gilt 

(8.8) L , ( E ) = T , - T O = i f Mx)*dx. 
1 ^ ( E ) 

Nach dem Beweis der beiden Hilfssàtze von Henstock und Macbeath 
ist der Beweis des Salzes 9 relativ einfach. Zunàchst folgt aus dem 
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Hilfssatz 2, dass die Punktmengen 

E * = { T | / * ( * A ( T ) ) = O} , (* = ! , » ) 

das Mass Null haben. 

Es bedeute nun bei gegebenen y 4 > o, y 2 > o E die r-Menge mit 
der Eigenschaft 

(8.9) 7 / ^ / ^ ( - 0 ) ^ ( 1 + 5 ^ (=>o, A = I , 2 ) . 

Dann gilt fiir / : = 1 , 2 

L l ( E ) = F7 f ftW^^ w;(l + *)*yLU(*k(E)), 

und somit wird 

L, (*o(E)) = U (oc, (E)) + Lt(j?,(E)) ^ ( 1 + E ) - * ( F l T 7 a + F2y7a) L,(E). 

Berucksichtigt man nun die Tatsache, dass wegen ( 8 . 9 ) 

/o(a?o(,c))^Y1+ y, (~eE) 

ist, so erhàlt man 

'ar.(E) 
also 

(8.10) f f«(x) dx ^ (1 + £)-« (Tl -4- T f )« ( F , YTa-+- F , T - a ) L , 
'*.(£) 

(E). 

Um den Ausdruck rechts nach unten abzuschàtzen, setze man in der 
Ungleichung ( 3 . 25) n = 2 voraus und nehme 

*i = Yi, r i = Ï 2 j ^-=F 1 v T a 5 r , = F2yi-a. 

Dann wird 

(ïi+Ï2)a+l(F l773 ' + F 2 v 7 a ) a + 1 ^ F ^ 1 + F ^ 1 , 

also 

1 «J 

2 

}a-+-i 

M E ) . f / ? (^)^^( i + £)-
a(F1

a"1 + F? + 1 i 

Es bezeiçhne j e tz tE r i , , . , (^ , r 2 = o, ± 1, + 2. . . . ) die Mengen (8 .8 ) 
mit 

Y l = ( l + £)rS Ï 2 = ( l + !)'•--
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Dann ist wegen L1(E1) = L4(E2) = o und 

T0 = ^jEr i | r2uE1uE. 
' i . ' i 

2 M E r , l ^ ) = L, (T. )= i , 

und infolgedessen gilt 
( l 1 }« + * 

f /*dx^y f / - ^ ^ 1 + 0 - ^ ^ +F?-1 i 

Lâsst man hier s -+ o konvergieren, so erhàlt man 

f /s(*)^^!Fr+ i+Ff+ i | , 
d. h. den Beweis des Satzes 9". 

Man nehme jetzt an : 

1. Die Mengen A, B sind F^-Mengen und (also auch A + B) 
sowohl selbst als auch jeder ihrer Schnitte durch eine Hyperebene 
Borel-messbar. [Bekanntlich enthàlt jede messbare Punktmenge M 
eine FCT-Menge mit dem (Borelschen) Mass L̂  (M).] 

2. Es bezeichne E£_, die Hyperebene xn—x. Wir nehmen 
a = n — i an und setzen A n E,7/_, = Aa und 

(8.n) f?-\x) = ^ ( A - ) , / ? - ! (x) = L ^ B - ) . 

Dann wird 

Ln^(k*)dx, L ( B ) = / Ln^(B^)dx 

und 

L¥(A + B ) ^ / f0(x)dx. 

Es sei nun angehommen, dass der Lusterniksche Satz fiir die Dimen
sion n — i gilt. Dann folgt aus 

L„_! ( A*W + B*(*> ) ~ ' ^ | Ln_, ( A*M ) 7 ^ + Lw_! ( B*(T) ) ^ } 
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durch Anwendung des Satzes 9 die Ungleichung 

j I l)ri 

(8 .12) M A + B ) ^ ( L ( A ) " + L ( B ) " \ 

Auf diesselbe Weise lassen sich aile ûbrigen Aussagen des Satzes 7 
beweisen. 

Henstock und Macbeath haben aus ihrem Satz 9 noch folgenden 
Schluss gezogen : Man definiere die Funktion go(x) durch die 
Gleichung 

(8 . i'i) g0(x) = sup { H ( J ? I , x,) | j?| + x,= x j . 

Dann gilt der Satz : 

SATZ 10. — Ist fo(x) eine Borel-messbare Funktion, die der 
Ungleichung 

(8.i'0 Mx)^gQ(x) 

genilgt, so ist 

f%(x)dx\ ^ (j f*(x)dx\ 

u: 1 

\a-+-
f*(x)dx\ 

Wie wir in 10 zeigen werden, lassen sich aus den Sàtzen von 
Henstock und Macbeath allgemeinere Folgerungen ziehen. 

9. Der Henstock-Macbeath'sche Einzigkeitssatz. — Der Ein-
zigkeitssatz 8 lùr den Fall linearer Punktmengen lâsst sich leicht 
beweisen. Dabei genugt es, lediglich Punktmengen A, B mit 
L 4 ( A ) > o , L i ( B ) > o z u betrachten. Ferner sieht man ohne 
weiteres ein, dass L4(A + B ) = o o wird, sofern eine der beiden 
Punktmengen nicht beschrànkt ist. Es seien jetzt A, B beschrânkt 
und es sei [B] n ( § ) ' ^ 0 ( 1 ) . Dann enthàlt dièse Menge ein 
Intervall( t, t + u) mit t € B . 

Man setze 
a = inf { x I x € A- i 

(1) [B] ist, wie bereits erwahnt, die konvexe Huile von B. 
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und betrachte das Intervall J = [ a , a + s] mit einem s > o und 
wahle XGA^ derart, dass x < y-\-s ausfdllt. Es bedeute A4 den 
Teil von A,, der im Intervall J = (a, a + u) enthalten ist. Nun 
bilde man die Summe A ^ + B . Ist d a n n . r 0 € J , so zeigt eine ein-
fache Ueberlegung, dass dièse Menge folgende Punktmengen enthàlt, 
von denen je zwei einen Durchschnitt hôchstens von der Lange e 
haben : 

1. Die Menge x-±- B vom Mass Li (B) ; 

2. Die Menge t + A4 vom Mass L t (A t ) > o und 

3 . Die Menge (3 + A, vom Mass L l ( A J = L 1 ( A ) . Hierbei 
wird (3 durch die Gleichung 

p = *up { x\xe B j 
definiert. 

Daraus folgt 

L, ( A ¥ + b ) ^ L, (A J + 1.,(6) + U { k) - 3 e, 

also durch Grenziibergang s -+ o 

<9-0 ^ » ( A , + B ) ^ L 1 ( A J + L 1 (5) + L1(A). 

Somit haben wir das Ergebnis : Es kann n u r dann 

(9-2) L, ( A¥ + B) = L, (A J + U(H) 

gelten, wenn [ B ] n ( S ) ' leer ausfallt, d. h . wenn B eine Strecke ist. 

Jetzt zeigt aber eine leichte Analyse der Bildung von A ¥ + B, dass (9.2) 

im Fal le , w o B eine Strecke ist, nu r dann gelten kann , w enn [ A ] n ( A ) ' 

leer ist. Somit sind die Bedingungen 

<W-3) [ A ] n ( Â ) ' = L B J n ( B ) ' = 0 

fiir die Giiltigkeit von ( 9 . 2 ) nolwendig. Dass sie aber auch h inre i -

chend sind, ist trivial und bedarf keiner weiteren Erk la rung . 

De r Uebergang von ( 9 . 3 ) zu den Bedingungen i ) von Satz 8 
wird durch Heranziehung der Satzes 6 bewerkstelligt. 

Fi ir n > i ist der Einzigkeitsbeweis komplizierter . Man zeigt 

zunàchst (Henstock-Macbeath [ 1 ] ) : Ist A eine F^-Menge, B abge-

schlossen und gilt o < L(A) L(B) < + oo, so ist B* fur jedes 
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xexnÇFt) (1) nicht leer. Es bezeichne in der Tat JA(ZT = I , 2, . . .)die 
(abgeschlossene) Teilmenge von B, derenPunkte éïne n-le Koordinate 

xn € \x — j y x + -M haben. Dann gilt 

1 
X + j 

L ( J x ) = r 1*^(3') dt>o, 
J 1 

und somit kann die Menge Bx=C\Sk nicht leer sein. 
1 

Wir fuhren jetzt mit Henstock und Macbeath folgenden Begriff 
ein : Es sei v= (o, *>2, . . . , vn) ein Punkt der Ebene xi = o und U 
die Gerade #a =*>:•, . . . , a?,,= ^ . Ist dann P eine (beschrànkte) 
Teilmenge auf /„, so soll P+ die Menge der inneren Dichtepunkte von 
P in Bezug auf /t, bedeuten. 

Wir betrachten jetzt eine beliebige (beschrànkte) Punktmenge A 
von E" und sagen, A habe die Eigenschaft K (in E"), falls auf einer 
Menge V von xv = o vom positiven Mass die Mengen (A n /,.), (v € V) 
nicht konvex sind. Die Bedeutung dieser Begriffsbildung gehtaus 
folgender Tatsache hervor (Henstock-Macbeath [1]) : 

Hat A die Eigenschaft K, so kann in den Ungleichungen des Satzes 7 
das Gleichheitszeichen nicht eintreten. Die Behauptung ist fiir n = 1 
offenbar richtig. Ist rc> 1, so folgt zunàchst aus dêr Gleichung 

f L„_i ( A-*") dx = f L„_, ( A*) rf.r, 

dass, falls A in E" die Eigenschaft R hat, A1 die Eigenschaft K auf 
einer Punktmenge von E1 von positivem (linearen) Mass hat. Es 
bedeute T4 die Teilmenge von T, fiir die Krv(tà) die Eigenschaft K 
hat. Dann gilt 

L 1 ( j r 0 ( T t ) ) ^ L 1 ( a r A ( T , ) ) > o J 

und somit geniigt es zu zeigen, dass fiir T € T4 

L , i _ J ( C - o ( t ) ) > / ? - i ( X o ( T ) ) ( T € T l ) 

ausfàllt, sofern m a n / i u n d / 2 durch die Gleichungen (8.11) definiert 
hat. 

(1) xR (T0) ubernimmt hier die Rolle von x2(T9). 
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Hat B*B(T) ein positives Mass, so folgt die Behauptung durch 
Induktion unter Berucksichtigung der Ungleichung 

O+o 2 A* + G> (C = A + B). 

Ist L„_i (B*B (T)) = o, dann folgt wegen H ( # ^ ( T ) , XB(T)) = O die 
Ungleichung 

L I ( 0 « ( T > ) ^ L I ( A * A I * > ) > O . 

Jetzt beweist man mit Henstock und Macbeath : Hat die Punkt
menge A bei jeder Wahl des Koordinatensystems die Eigenschaft R 
nicht, so muss sie konvex sein. Es seien in der Tat x, y zwTei 
Punkte von A+ und es sei o < / <; i. Man setze z = ly + ( i — 1) x 
und nehme an (was keine Einschrankungder Allgemeinheitbedeutet), 
dass x im Nullpunkt liegt und y den Punkt ( i, o, . . . , o) darstellt. 
Es bedeute M den /i-dimensionalen achsenparallelen Wiirfel mit dem 
Mittelpunkt x und der Seitenlange £ >• o. Man setze 

Mx= MnA, M> = (M-hy)nk und M,= (M + : ) n A 

und vvahle o < £ < A < i — £. Dann sind M, M + y, M + zpunkt-
fremd. Es bedeute cvi die Projektion von M auf xt= o und o eine 

positive Zahl ( o < ô < - j - Wahlt man £0 genugend klein, so gilt 

fur s < £0 

L ( M J C ) > ( i - 8 ) e » , L ( M j ) > ( i - 5 ) t « , 

und somit hat mindestens eine der Teilmengen 

{ v | L, (/„n M*) > o }, { v | L, (/„ n M; ) > o } 

e i n M a s s ^ ( i — è)e"-1. Somit hat die Menge L Ç (v4, aufderbeide 
Ungleichungen gelten, ein Mass ^ ( i — 2 à)en~i. Hat also A die 
Eigenschaft R nicht, so ist (An/,.)* konvex fiir fast aile t>eL 
und somit L ^ / ^ n M ^ s fiir fast aile *>€L. Es gilt daher 
L ( M a ) ^ ( i — 2<5)£", a l s o ^ e A , . 

Man nehme jetzt an, es gelte fiir zwei beschrànkte F^-Mengen A, B 
m i t o < L ( A ) L ( B ) 

1 1 L 
(9.3) L(C)' î = L(A) ' l + L(B)'1 (G = A + B). 



MINKOWSKISCHE SUMMEN UND INTEGRALE 43 

Dann kann man der Reihe nach zeîgen : 

1. A# ist konvex; 

2. A C Â und 

3. ( A J , ( B J sind zueinander homothelisch. Denn ist 1 falsch, 
so muss mit Rucksicht auf die vorherigen Entwicklungen 

i 

L(A + B ) " ^ L , ( A , + B)W > L ( A J " + L(B)11 = L(A)" + L(B)'Î 

gelten, was (9 .3) widerspricht. Es sei jetzt 2 falsch. Dann gibt 
es ein y € A und eine Hyperebene En~x (die man ohne weiteres als 
die Ebene xv = o annehmen kann), die y von (A*) trennt, und zwar 
so, dass yx < o und Xi ^ o fiir aile x € A+ gilt. Es sei 

Y = inf j xl | xeB„ x =(xu . . ., xn) j 

und Bt der Teil von B mit 

ï O i < y — JKI. 

Dann enthàlt A + B^ die (punktfremden) Mengen y + B1? A # + Bv. 
Somit wird wegen L(Bi) > o 

i 

L(C)"1 ^ L( A + B j w > L( A,+ BJl 

i 

^ L ( A J " + L(BJ* = L(A)* + L(B)' i. 

Der Beweis, dass die Gleichung (9 .3) fur konvexe A, B dann und 
nur dann gilt, wenn A, B homothetisch sind, ist klassisch (Man vgl. 
z. B. Minkowski [1 ] , H. Rneserund Suss[ l ] , Bonnesen-Fenchel [1]) 
und wird hier nicht ausfiihrlich wiedergegeben werden. 

Den letzten Teil des Satzes 8 beweist man folgendermassen : Man 
nehme gegen die Behauptung an, A enthalte zwei Punkte x,y(x^é y) 
etwa (o, o, . . . , o) und (o, o, . . ., o, i ). Dann gilt 

Cx2 B*uB*-i, 

L ( B ) -£ Ln_,(B*)€&c 

und somit wegen 

L ( A + B) ^ f Max { Ln^ (B*), Ln.t(B*-i) | dx 
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stetsL(A + B ) > L ( B ) , sofern nicht L ^ B - * ) = L„-l(BJ>-1) fur fast 
aile x ist. Ware nun dies der Fall, so miissle 

/ Ln-x(B*)dx= f L#I_,(B*)</J? (#»>o) 

gelten, was nur die Moglichkeiten L (B)= o oder L(B)=oo zulàsst. Die 
Arbeit von Henstock und Macbeath stellt eine wesentliche Verallgemei-
nerung und Vertiefung Brunn-Minkowskischer Methoden dar. Von 
den unmittelbar vorangehenden Arbeiten, die mit Hilfe dieser Metho
den ûber den Fall A, B = konvex hinausgingen, sind hier die Arbeit von 
Dinghas [1] und Dinghas und Erhard Schmidt [1] wie auch die 
Arbeit von Buseman [1] zu erwàhnen. Die beiden zuersterwàhnten 
\rbeiten erledigen das Problern : A kompakt und B Kugel, die dort 
angewandten Methoden (Man vgl. Dinghas [1] , Fussn. 13) und 
Buseman [1]) gelten unverandert auch fiir : A = kompakt und B 
konvex. Von den spàteren Arbeiten sind hier noch die Arbeiten von 
Ohman [1] zu erwàhnen. Auf die Arbeit von Hadwiger [4] , der 
ahnlich wie Lusternik die Ungleichung (8 . 11 ) mit Hilfe wiederholter 
Symmetrisierungen beweist, komme ich im nàchstenRapitelzuruck. 

10. Relativmass von Punktmengen und allgemeine super ad di 
tive Mengenfunktionale. Verallgemeinerung des Lusternikschen 
Satzes. — Es sei X ein Minkowskischer Halbmodul, erzeugt durch 
eine bestimmte Rlasse von nichtleeren, beschrànkten Teilmengen 
von E". Man nehme an, dass zu jedem A e X eine Punktfunk-
tiongx(x) mit folgenden Eigenschaften existiert : 

1. o ^ £ ^ ( . r ) < + o o ; 

2. Die Funktion g^(x) ist translationsinvariant. Das soll 
bedeuten : Geht AT durch die Translation T aus A hervor, so gilt 

(10. i) gk,{^)=-g^) (x- = x-hz). 

Allgemeiner kann man anstelle der Translationsinvarianz die Bewe-
gungsinvarianz von g^(x) fordern. 

3. Die Funktion g^{oc) ist homogen von endlichem Grade r ^ o 
in Bezug auf A, d. h. sie geniigt der Bedingung 

(10.2) ghA(hx) = hrg^(x). 

file:///rbeiten
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4. Die Funktion gx(x) ist monoton in Bezug auf A, d. h. sie 
geniigt der Bedingung 

( , 0 - 3 ) * A ( * ) ^ * B ( - * ) ( * € A ) , 

sofern A Ç B ist. 

o. Die Funktion gx(x) ist im folgenden Sinne superadditiv : Sind 
A, B € X, so gilt fiir jedes Paar (x, y), x e A, y € B 

i i i 

Mit Hilfe der Funktion gx(x) kann auf X ein superadditives Mengen
funktional definiert werden, das wir hier im Anschluss an Dinghas 
(Dinghas [8] und [10]) allgemein entwickeln. 

Es sei f(x)=f(xl, . . ., xn) eine auf einer Menge M e X defi-
nierle positive beschrànkte Funktion der Roordinaten x^ ..., xtl des 
Punktes x und es sei F eine kompakte Teilmenge von M. Unter 
einer Ueberdeckung durch eine W-Menge von F wird eine Ueber-
deckung durch die Vereinigung \on endlich vielen abgeschlossenen, 
achsenparallelen Parallelotopen verstanden. Liegt eine solche 
Ueberdeckungsmenge vor, so wird sie wie iiblich durch W bezeichnet. 

Man betrachte jetzt endlich viele kompakte punktfremde Teil
mengen F , , . . . , F m von M und wàhle die Ueberdeckungen W t , . . . , W„, 
( W A D F A ) SO, dass WtnWk = 0(i?£k) wird. Man setze 

(10 .5 ) W = i n f { / ( a ? ) | * € F*} ( * = I , 2, . . . , m) 

und 
/ m \ m 

Dann definiert die Gleichung 

(10.6) J ( / |M) = sup{S UF^ M' 

ein Mengenfunktional auf X, 
Das Mengenfunktional, das man mi t / (# ) = g^(x) verkniipft, wobei 

letztere Funktion die Eigenschaften 1-5 aufweist, soll das Relatiymass 
von M [in Bezug auf die Funktion g^{x)] heissen und mit J(g-U | M) 
[kurz J ( # M ) ] bqzeichnet vyerden. 
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SATZ 10'. — Besteht X aus allen beschrdnkten Teilmengen von 
Ew, so gilt 

i i i 

no.7) J(*°x+B)/H- ,z^J(^Ay + " + J(^By-+-". 

Satz 10' folgt leicht aus einem allgemeineren Satz, der wieder aus 
Satz 10 dûrch Induktion folgt. 

Man bezeichne die Funktion f(x) bei gegebenem M ^ X als 
zulàssig, wenn sie fiir jedes xeM der Ungleichung 

(»0.8) o < / ( * ) < C M < + o o 

mit einer von M abhàngigen Ronstanten GM geniigt. Es seien 
je tz t / i (#) , /2 (x) zwei auf A4 bzw. A2 definierte, zulàssige Funktionen. 
Man definiere auf A0 = Ai + A2 die Funktion fo(x) durch die 
Gleichung 

(IO.9) / o ( ^ ) = sup| ( / 1 ( ^ / + / 2 ( ^ ) 7 ) U ' e A „ x"ek»: x = x'+ x*\ 

mit 
x'=(x\, . . . , ^ ) , ^ = (a?ï, . . . , a £ ) . 

Wegen 

O < / ( ^ ) < ( G / + C B " 0 

ist d a n n / 0 (a?) ebenfalls zulàssig. 
Es gilt nun der 

S A T Z . 1 L — Zwischen3(f1\Al),J(f2\A2)undJ(f0\Ao) besteht 
die Ungleichung 

1 

(10.10) J(/o | Ao)*"-1-» ^ J (/11 A ty+» H- J ( / . I AO r*"• 

Beweis. — Es seie-n F;, . . . , Fm, bzw. F;, . . . , F;,,, paarweise 
punktfremde, abgeschlossene Teilmengen von A4 bzw. A2. W i r 
ûberdecken jedes F^ bzw. F* durch W-Mengen W ; bzw. W* und 
nehmen an, dass W; n W* = 0 und WJ n WJ = 0 (i^é A ) gilt. Es 
bedeuten nun W* bzw. WJ* die offenen Rerne von W* bzw, WJ. 
Man definiere /^, p) durch die Vorschrift (10.5) und setze 

(10.11) gl{x)z=v:k ( . rewi , * = i ,2, . . . , m') 

und 

(10 .12) gt(x)=:^ ( 0 7 € W i , , / = I , 2 , . . . , W"). 

http://Satz.1L�
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Hierbei kann ohne Einschrànkung der AUgemeinheit angenommen 
m' 

werden, dass ^ bzw . ^ positiv sind. Liegt x in W — \ l Wk bzw. 
1 

ni" 

in W"— \ ^J WJ , so soll gi{x) bzw. gz(x) gleich der zugehôrigen 
1 

unteren Limesfunktion genommen werden. 
Setzt man nun 

und definiert man entsprechend gn\x), so liefert das Abbildungsver-
fahren von 5 unter Zugrundelegung des Brunnschen Gedankens, wie 
dieser dort entwickelt wird, die Ungleichung 

( l 1 \r-hn 

(lO.TJj / g^ dxY.. .dxn^[ (gW+H + (g^)r+H\ 

» 1 = I g\{x)dxx... dxn, g£*= f g2(x)dxir..dxn 

mit 

und 

&«w(^) = M a x ' ( ( ^ ( / y + ^ ( / ) ; ' ) 
(x = x'-hx\ #'€\V'? x"eW). 

Làsst man nun WA bzw. W} gegen F^ bzw F" konvergieren, so 
konvergieren die Intégrale g£> und ^ g e g e n J ( / 4 | A t) bzw. J( / 21 A2). 

m' m" 

Jetzt betrachte man zwei monoton gegen F' = M F ^ b z w . F " = l JF] 

konvergierende Folgen (W), bzw. W"n) von W-Ueberdeckungen 
von F bzw. F" und setze F = F ' + F» und 

S( I IV) 
g(x) = Max (V^J ' + t 4 ' 7 f (x=zx'-+-x\ x'eF't, x*e¥'k). 

Beachtet man dann, dass g(x) ^fo(x) (a?6 F) gilt, so wird bei vor-
gegebenem £ > o die linke Seite von (10. i3) kleiner als 

f #w dxt... dxn + Ms (W„ = W'„ + WJ), 

sofern man n hinreichend gross |nimmt. Dabei ist M eine endliche 
Ronstante. 

file:///r-hn
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Beim Grenziibergang /i-+oo hat man nun folgende Tatsachen zu 
beachten : 

1. Mit wachsendem n konvergiert gWn(x) gegen g(x). 

2. Es gilt 

I ( / o | F ) ^ I ( / 0 | A o ) . 

Làsst man dann nachtràglich £-> o konvergieren, so erhàlt man die 
Ungleichung (10. io) . Somit diirfte zugleîch auch Satz 10 als 
bewiesen angesehen werden. 

Sind A4, Aa offene konvexe Punktmengen und allgemein g^(x) 
stetig in M, so kann die Einzigkeitsfrage von (10.8) (Dinghas [10]) 
folgendermassen beantwortet werden : 

Das Gleichheitszeichen in (10.8) tritt dann und nur dann ein, 
wenn A1? A2 homothetisch sind. 

Rnothe [2] , [3] konnte fiir X = 2M die Bedingung (10-4) durch 
die logarithmische Superadditivitàt von gM(x) ersetzen. Genauer 
hat er gezeigt : Gilt fiir o ^ S" ^ i 

mit 

l o 8 ^ ( ^ ) ^ 0 - ¾ ) log^Al("i) •+• ^ log*A (f/S), 

A<5 = (i —S) Ai + 2rAj, ^ = (i — 2r) t t l i+ Su2 

r 

u n d ' M i e A i , M 2 € A 2 , so gilt (10.8) , sofern die iïbrigen Voraus-
setzungen fiir gx(x) erfullt sind. 

Hadwiger (Hadwiger [10] und [11]) gibt eine Reihe interessanter 
superadditiver Mengenfunktionale verschiedener, ganzzahligc 
Dimension, von denen die einfachsten mit einigen von Rnothe [1] 
betrachteten Sehnenpotenzenintegralen zusammenfallen. Solche 
Intégrale wurden spàter von Bol [1] Gegenstand eingehender 
Untersuchung. 

Fur eine ausfiihrliche Darstellung des hier kurz skizzierten 
Beweises der Sâtze 10 und 11 vgl. man Dinghas [10]. Sowohl dièse 
Arbeit als auch die Note [8] enthalten einen zweiten Beweis des 
Satzes 11, der induktiv vorgeht und den Satz 9 und 8 von Henstock 
und Macbeath verwendet. 
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DRITTES kAPITEL 

SYMMETRISIERUNGEN VON PUNKTMENGEN. WEITERE BEWEISE DER SATZE 

VON BRUNN-MINKOWSKI UND LDSTERNIK. KLASSISCHE UND NICHTKLASSISCHE 

JSOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNGEN 

11. Elementare Symmetrisierungen von Punktmengen. — Es 
seien A , B zwei beliebige, nichtleere beschrànkte Punktmengen 
von E". Man setze 

( l l . i ) (A, B) = A u B \ A n B = ( A \ B ) u ( B \ A ) 

und 

(11.2) rf(A, B) = L*(A, B). 

Der Ausdruck d(A, B) hat die Eigenschaften : 

1. Es gilt d ( A , A ) = o . 

2. Fiir je zwei Punktmengen A, B von En ist d (A, B) = d(B, A ) ^ o . 

3 . Fur je drei Punktmengen A, B, G von E" gilt 

rf(A, B)^d(k, C)+r f (B , G). 

Die Eigenschaften 1 und 2 folgen aus den selbstverstàndlichen 
Relationen (A, B) = (B, A) und (A, A) = 0 . Fiir die Eigenschaft 3 
hat man lediglich die Relation 

(A, B ) C ( A , C ) u ( B , C) 

zu berûcksichtigen. 

Es sei nun allgemein M eine F0-Menge, und es sei v € Ek(k<n, fest). 
Man betrachte den linearen Unterraum E^_k und stelle zunàchst M 
durch die Gleichung 

(1L3) M = U |MnES_ 4 |P€E 4 } 

dar. 

DÉFINITION. — Unter der elementaren Transformation T* wird 
folgender Prozess verstanden : Es bedeute S£ {bei nicht-
leerem M„_*) die [(n — k)-dimensionale] abgeschlossene Kugel 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — 14° 149. 4 



> 0 A. DINGHAS 

aufK-k u>™> den Punkt veEk vom Radius r, wobei letzterer 
durch die Gleichung 

111-4) „_*/•«-*= f dn w n ^ / • « - * = / dn+x ...dvH 

definiert wird. Hierbei bedeutet allgemein *q den Inhalt der 
Einheitskugel in E'/. Ist M„_A leer, so schreiben wir 0 anstelle 
tyon s;;. 

Man setze jetzt 

t"- 5 ) M = ( J i S f | « - € E * j . 

Dann soll M die (in Bezug auf E*) elementar-symmetrisierte Menge M 
heissen. 

Ist A•= i, so fàllt bekannllich die .Opération M-*-M mit dem 
zuerst von Schwarz [1] eingefûhrten klassischen Abrundungsver-' 
fahren zusammen. Dagegen stellt (11.5) fur k = n—i die berùhmte 
Steinersche Symmetrisierung (Steiner [ l ] ) von M in Bezug auf die 
Ebene x„=o dar. 

Zwei wichtige Eigenschaften der elementaren Symmetrisierungen 
werden durch folgende Satze zum Ausdruck gebracht : 

SATZ ii._— Ist M kompakt, so ist M ebenfalls kompakt, und 
es gilt L (M) = L(M). 

SATZ 13. — Gehen die beiden F^Mengen A, B durch eine ele-

mentare Symmetrisierung in die Mengen À, B tiber, so gilt 

' ' I L 6 ) rf(Â, B')^rf(A, B). 

Dass M kompakt ist, kann leicht bewiesen werden. Die Gleichung 
L(M) = L(M) ist eine Folge des klassischen Fubinischen Satzes 
und von (11.4) . Sie gilt auch fur jede F,-Menge und somit auch fur 
jedes messbare M. 

Der Beweis des Satzes 13 kann folgendermassen erbraclit werden : 
Man setze allgemein 

( i l . io) F* = f dxk+1...dxn (PeEk) 
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und beriicksichtige die Gleichungen 

(11.n) L ( X U B ) = f Max ; F*, Fg } dxx . . . dxk 

und 

(U.12) L ( 5 n B ) = / MinjFi, F^\dxt ...dxk. 

Nun ist, wie man leicht sieht, 

Max { F i F* } = F A U B - Min { F*_B, F*_A } 

und 
Min { FJ, F* } = F*nB + Min { F^ B , F*_A |. 

Somit wird durch Einsetzen in (11.11) bzw. (11.12) 

(H.i3) L(ÂuB) = L ( A U B ) - L ( A —BnB — A ) 

und 

(H.i4) L(ÂnB) = L ( A n B ) - h L ( A - B n B —A). 

Daraus folgt durch Subtraktion 

(H.i5) rf(Â, B) = rf(A, B) —2L(A —BnB —A) 

und somit auch (11.6) . 
Satz 13 stellt ein wertvolles Hilfsmittel fur die Behandlung isope-

rimetrischer Problème durch Symmetrisierungsprozesse dar. (Fur 
die Gleichung (11.14) und k = n — 1 siehc Hadwiger [4] und [9] 
und Dinghas [4]). Fur die hier gegebenen allgemeinen Satze vgl. 
man auch Dinghas [12]. Die ( moderneren ) Bûcher von Hadwiger 
(Hadwiger [9] und [12]) ziehen lediglich die Steinersche Symmetri
sierung in Betracht. Eine ausfiihrlichere Darstellung beider klassi
schen Symmetrisierungen findet man fiir n = 3 bei Bonnesen [1] 
und fiir ein beliebiges n bei Bonnesen-Fenchel [1]. 

12. Vorbereitende Tatsachen zur isoperimetrischen Aufgabe fur 
Cantor-Minkowskische Aussenmengen. Problemstellung. — Wi r 
holen zunàchst den Beweis der Hilfssàtze 1-3 von Nr. 5 nach und 
beweisen zuerst, dass die Menge (2.2) einen Jordanschen Inhaltjha 
W i r schreiben S'* anstelle von S£ und nehmen zunàchst 
jedes S£ offen ist. 
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Man betrachte wie in 5 ein Netz w-dimensionaler, achsenparalleler 

Wûrfel W von der Seitenlànge a < A - Es sei M beschrànkt und 
sjn 

es bezeichne m die Anzahl der Wûrfel W, die nur aus Punkten 
von M bestehen. Ist dann entsprechend ne die Anzahl der 
Wûrfel W, die mindestens einen Punkt von M enthalten, so gilt 

(12.1) o ^ J ( M / 0 - J ( M A ) t / l / i e - / j l ) « « =ran. 

Hierbei bedeutet / d e n inneren Jordanschen Inhalt. Man verfeinere 
das Wûrfelnetz, indem man jeden Wûrfel W in u11 achsenpa-
rallele, kongruente Teilwûrfel zerlegt, wo u die erste ungerade 
Zahl > 2 v/w + i ist. Es sei W ein bestimmter Randwûrfel. Dann 
kann nicht jeder der un Teilwûrfel wieder Randwûrfel sein. Ist 
nun der mittlere Teilwûrfel von W kein Randwûrfel, so ist die 
Behauptung erwiesen. Andernfalls muss W einen Punkt x* von Sh 

enthalten. Somit gibt es einen Punkt x von M mit \x x*\ < A , 

der (wegen h>a\/n) ausserhalb W liegt. Die Strecke xx~* môge 
nun den Rand yon W in x0 schneiden. Es sei W 4 ein Teilwûrfel 
von W, zu dem x0 gehôrt. Ist dann xt ein beliebiger Punkt 
von W i , so ist 

~a i _ * i . u — i a (12 .2) \xi-x0\^i'n^, | * o - * * | ^ 

und 

(12.3) \œ-Xx\<h-l(<L=l-fr)<h. 

Somit wird 

o ^ J ( M A ) - J ( M / 0 ^ ( ^ ^ ) r a « = = j x r ^ 

und nach Awnaliger Wiederholung 

(12-4) o^J(M/<) — J(M'*)^^*m«. 

Das beweist den Hilfssatz 1 von 5. Der Fall, wo' SJ abgeschlossene 
Rugeln sind, lâsst sich âhnlich beweisen und wird hier in den 
Beweis des Hilfssatzes 2 einbezogen. 

Es bedeute r8 den Radius der maximalen Kugel, die. in B Platz 

findet. Man nehme a < -^- und betrachte einen Randwûrfel W 
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von A-f- B. Jetzt teile man wieder W in utl kongruenle Teilwûrfel, 
wobei wieder u ungerade gewàhlt wird. Ist nun der minière 
Teilwûrfel von W wieder Randwûrfel, so enthàlt er einen Punkt x^ 
von A 4- B. Da nun x¥ in einem geeignet verschobenen B, etwa BT 

liegt, so gibt es einen Punkt x in A derart, dass Sj» Ç BT gilt. Der 
Punkt x liegt wieder ausserhalb W . Wegen der Ronvexitàt 
von B gehôrt somit die um den wie vorhin definierten Punkt #0 

gelegte Kugel SXo vom Radius \x0 — XA TJZT^T d e m K o r P e r B 

an. Es bedeute jatzt d0 den Durchmesser von B. Wegen 

|*o — t f J ^ ( w — 0 ^ wird 

1 x0 — x„ | u —-i a r^ 
r° | X — X+ | ~~ 2 u d0 

Wàhlt man also - (u — i ) > T° \//ï, so wird 

I ^o — x * \ . ^ \/!n 

und somit kann der Teilwûrfel W (um XQ) kein Randwûrfel sein. 
Das beweist den Hilfssatz 2 fur h = i. 

Die hier gegebenen Bevveise der Hilfssàtze 1 und 2 gehen (wie 
auch die Hilfssàtze selbst) auf Behrend [1] zurûck. Der Beweis des 
Hilfssatzes 3 kann auf Grund diesbezûglicher Ausfûhrungen von Nr. 5 
leicht vom Léser erbracht werden. 

Die Ausbildung eines kurzen Verfahrens mit Hilfe wiederholter 
elementarer Symmetrisierungen unter Zugrundelegung einer breiten 
Klasse von Ausgangsmengen beginnt, wenn rnan von den Arbeiten 
von Tonelli [1] absieht, mit der fundamentalen Arbeit von Gross [1]. 
Dièse Arbeit enthàlt vieles, was in manchen spàteren Arbeiten 
(z. B. Hadwiger [3], Dinghas [4]) in vereinfachter Form verwendet 
wird. Die Verwendung von Gantor-Minkowskischen Aussenmengen 
fur das isoperimetrische Problem unter Heranziehung allgemeinerer 
Punktmengen beginnt systematisch mit der wichtigen Arbeit von 
Estermann [1]. 

Die klassische isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in En kann 
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am deutlichsten durch folgende Problemstellung zum Ausdruck 
gebracht werden : 

PROBLEM A. — Es sei V > o. Eine Menge A soll der Klasse Cv 

angehôren, wenn : 

1. A kompakt ist und 

2. J(A) = Vgilt. 

Dann soll bewiesen werden : 

(12 .5 ) | S A | = inf } | A * | | A € C V } . 

Hierbei soll S die in C* enthaltene Kugel bedeuten. 

PROBLEM B (Einzigkeitsfrage). — Fiir welche Teilklasse Gv 

von Cv gilt 

(12 .6) | A M = | S * | 

nur fiir das Elément A = S? 

Problem A und Problem B kônnen nach Minkowski folgender-
massen verallgemeinert werden. 

Es sei K0 eine kompakte konvexe Punktmenge mit mindeslens 
einem inneren Punkt. Man beziehe K0 auf ihren Schwerpunkt und 
schreibe allgemein MhK° fiir M + //K0. Dann lautet das verallge-
meinerte Problem A : 

PROBLEM A'. — Man definiere K durch die Bedingungen 

a. K = / K 0 (t>o) 
b. | K | = V. 

Dann gilt bei vorgegebenem h >> o : 

(12.7) | R'<Ko | ̂  inf 11 A"*o | | A€CV) . 

Problem B lâsst sich entsprechend formulieren. 
In der nàchsten Nummer soll mit Hilfe von Symmetrisierungsme-

thoden lediglich das Problem A behandelt werden. 

13. Beweis der Extremaleigenschaft der Kugel mittels wieder-
holter Steinerscher Symmetrisierungen. — Es sei A0 G Gv. Dann 
soll K^ die Klasse derjenigen Punktmengen bedeuten, die man 
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aus A0 durch endlich viele Symmetrisierungen erhàlt. Sind A, 
B eKAo, so gehen sie offenbar durch endlich viele Steiner-Symmetri-
sierungen auseinander hervor. Es bedeute nun wieder S die 
Kugel, die in Cx enthalten ist. Dann gilt der 

HILFSSATZ 1. — Es ist 

(13.i) A = inf \d(k< S ) | A € k A o i = o . 

Beweis. — Man nehme A > o an. Dann gibt es bei vorgege-
benem s >> o ein \ 4 6 K^o mit 

(13.2) A ^ < / ( \ , , S ) ^ A + £. 

Man symmetrisiere jetzt A4 in Bezug auf die n Koordinatenebenen 
und bezeichne mit A{ die so entstandene Punktmenge. Dann gilt 
fur At ebenfalls die Doppelungleichung (13.2) . Wegen der 
Beschaflenheit von Ai und der Tatsache A > o existiert eine 
Kugel So vpn festem positivem (nur von A abhàngigem) Radius 
derart, dass dièse in S\Af Platz findet. Es sei jetzt N ein achsen-
paralleles f\etz von E". Man wàhle die Seitenlànge der Wûrfel 
von N so klein, dass S0 in jeder môglichen Lage in S mindestens 
einen Wûrfel enthàlt. Es, sei m die Anzahl der Wûrfel von N, die 
Punkte von AL enthalten. Da d (Ai, S ) ^ A > o ist, so gibt es 
mindestens einen Wûrfel, etwa W , von N mit der Eigenschaft 

L ( (A l — S) n W ) ^ -—• Symmetrisiert man nun S und A t in 

Bezug auf eine Ebene, die senkrecht zu der Strecke steht, welche 
den Mittelpunkt von S0 mit dem Mittelpunkt von W verbindet, so 
erhàlt man mit Rûcksichl auf die Gleichung (11.15) 

^ ( \ l 5 s ) ^ r f (A„ S) — A 

was fur g < •— offenbar falsch ist. Es muss also A = o sein und 4 m 
somit (13. i) gehen. 

HILFSSATZ 2. — Fur jedes A € Gv gilt 

(13.3) | A * | ^ i X * | . 
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Beweis. — W i r zeigen zunàchst : Es gilt 

(13.4) (A*) 2 (k)h. 

Es bedeute in der Tat a eine zur Symmetrisierungsebene senkrechte 
Gerade und da den Durchschnitt an A. Ist da nicht leer, so gilt 
offenbar 

Da noch 

a 

ist und 

\J(ffî)£(M) 
a 

gilt, so ist (13.4) richtig. 
Was jetzt folgt, kann kurz folgendermassen zusammengefasst 

werden. Es sei o<k<h. Wegen A = o gibt es ein AeK A o 

derart, dass jeder Punkt x von S eine Entfernung von A n S hat, die° 
hôchstens A' ist. Daraus folgt Sh~h C ( A n S)*, und somit wird 

| AJ | ^ | A* | ^ | S*-* | 

und durch Grenzûbergang k -+ o 

(13-5) | A { | ^ | S * | . 

Fur das hier entvvickelte kurze Verfahren vgl. man neben der àlleren 
Arbeit von Gross [1] die Arbeiten von Hadwiger (Hadwiger [3], 
[7] und [9]) und Dinghas [4]. 

Will man die Einzigkeitsfrage (Problem B) beantworten, so muss 
man von der Eigenschaft 

(13.6) (A;'.y'*= (A/'i)*i= khi+h* 

der Cantor-Minkowskischen Konstruktion ausgehen. 
Es bedeute Sn die w-dimensionale Einheitskugel. Es sei fur 

ein h0 > o 

(13-7) |AA0| = |SA0| (A€CV) 

und 

(13.8) l A | = lim | A« | ( t > o ) . 
£->0 
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Dann wird mit Rûcksicht auf (13.6) 

|A><.| = | (A") ' | = I(S'<)' I (A0=A + /, / > o ) , 

und somit 

| Â o |"= [ S* |" + / [S„ |"^ [ A* |" + /1 S„ |». 

Gilt in (13.5) fiir ein h = A0 das Gleichheitszeichen, so ist dies 
fur jedes A < A o der Fall. Ein entsprechender Schluss gilt auch 
fur die Minkowskische Bildung AhK% sofern K0 konvex ist. 

Dièse Ueberlegungen zeigen, dass man sich fur Einzigkeitsfragen 
sehr wohl auf Aussenmengen Aà mit einem hinreichend kleinen h >> o 
beschrànken kann. Die Entwicklungen von 5 zeigen dann, dass fur 
nicht konvexe A bei geeigneter Wahl der Symmetrisierungsebene 
die Ungleichung 

(13.9) | A ' ' | ^ | Â ' ' | + kh, 

mit einem konslanten (von h unabhàngigen) A' gilt, sofern h hinrei
chend klein ist. Das fûhrt dann zu der Ungleichung 

(13.io) | A ' ' | ^ | S ' ' | + Ah 

welche die Einzigkeitsfrage auf die Betrachtung konvexer Kôrper 
beschrànkt. 

Ist (13.9) gezeigl worden, so kann (Dinghas [4]) Problem B fol-
gendermassen schnell erledigt werden : 

Es sei A konvex und es bedeute Tdie Gesamtheit aller Parallelver-
schiebungen von A. 

Man bilde die Grosse 

Jo=Max{|A'nS[ | T € T J 

und betrachte ein T0 mit 
| AT»nS | = J0. 

Ist nun A ^é. S, so ist J 0 <C|S | , und man kann mit Rûcksicht auf 
( U .3) durch eine geeignete Symmetrisierung erreichen, dass 

| À 0 n S | > | A 0 nS | (A0= k^) 

wird, was unmôglich ist. 
Der ausfûhrliche Beweis von (13.9) fur die allgemeinsten kompak

ten Punktmengen steht noch aus. Dinghas' Behauptung in dieser 
Richtung (Dinghas [4]) bedarf einer nachtràglichen Bestatigung. 
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14.' Uebertragung auf den Lusternikschen Fall. Vergleiche mit 
der Brunn-Minkowskischen Méthode. — Hadwiger [4] hat mit Hilfe 
von Methoden, die sich in der Richtung der in der vorigcn Nummer 
entwickelten Methoden bewegen, vor dem Erscheinen der Arbeit 
von Henstock und Macbeath einen wichtigen Fall des Luster
nikschen Satzes aufgegriffen und ihn mit Symmetrisierungsme-
thoden zu Ende gefûhrt, ohne jedoch auf die Frage des Eintretens 
des Gleichheitszeichens in den fraglichen Ungleichungen einzu-
gehen. Dabei verwendet er an entscheidender Stelle (àhnlich wie 
Lusternik) den schon vorhin erwàhnten Auswahlsatz, der die Exi-
stenz von zwei Grenzelementen in KA bzwT. KB im Sinne des Hilfs-
satzes 1 \on Nr. 13 sichert. Hadwiger legt kompakte Punktmengen 
zugrunde und fûhrt den Beweis von (5 . i4) in drei Schritten durch, 
die wir hier kurz andeuten : 

1. Es bedeute fur ein kompaktes M € E" [KM] denjenigen abstraklen 
Raum, den man aus KM durch Hinzufûgung aller Punktmengen 
erhàlt, die als Grenzmengen von Cauchyschen Folgen von KA dar-
stellbar sind (Hilfssatz 5, Nr. 1*7). Es seien jetzt A, B zwei 
kompakte Punktmengen ^ n E". Man bilde A H-B und anschlies-
send A, B und \ -f- B. Dann gilt 

(14.i) A + B^A + B 

und somit zunàchst 

(14.2) J(A + B ) ^ J ( Â + B). 

Eine àhnliche Ungleichung findet sich bei Lusternik. 
Jetzt bilde man (unter Beibehaltung der Bezeichnungen von 

Nr. 13. und mit Sv anstelle von S) 

(14.3) J* = *up{|AAnSA | |A€[KA]}. 

Nun zeigt man mit Hilfe des Auswahlsatzes : 

Es existiert ein A0 € [Kx] mit der Eigenschaft 

(14.4) |A jnS A | = | S À | = J*. 

2. Der zweite Schritt des Hadwigerschen Beweises besteht darin, 
die Existenz von zwei Punktmengen A t € [Kv] und B t € [KB] nachzu-



MINKOWSKISCHE SUMMEN UND INTEGRALE 09 

weisen mit A7; 2 A0 bzw. Bj 2 Bo, also [mit Rûcksicht auf (14-4)] 

mit A;'' 2 SA, BJ* 2 S„. 
Ist dies bewiesen, so verfàhrt man weiter so : 

3. Man kann durch endlich viele Steinersche Symmetrisierungen 

zeigen : 

(14.5) ( A t + 5 7 ) ^ 2 ^ + B J * 

und somit 
(A, + B,)*A2SA+SB. 

Daraus folgt 
K A ^ B ^ I ^ I S ^ + S B I , 

also auch (durch Grenzûbergang h ->o) 

Ï(A + B)^ |S A +S B | . 

Das beweist (5. i4). 

Einen weiteren Beweis von Hadwiger findet der Léser in Hadwi

ger [5]. Der Léser wird jedoch selbst gemerkt haben, dass aile mit 

Hilfe von Symmetrisierungen erbrachten Bewreise, soweit dièse die 

Fragen des Eintretens des Gleichheitszeichens nicht entscheiden 

(und das tun sie bisher nicht) von der Einfachheit des auf den 

Brunn-Minkowskischen Ideen fussenden Beweises von 5 stark 

zurûckbleiben. Gerade aber die Einzigkeilsfrage (Problem B im 

allgemeinen Sinne) zwingt uns, zu den Methoden von Brunn und 

Minkowrski zurûckzukehren. 

15. Das Problem der klassischen und der Relativoberflàche. — 

Das allgemeine Verfahren, wodurch aus (8) die isoperimetrische 

Ungleichung (9) abgeleitet wird, fûhrt, angewandt auf die Unglei

chung (10.7), direkl zur Ungleichung fur die Relativoberflàche. 

Man ersetze in (10.7) B durch /*B und berûcksichtige (10.2). 

Dann wird 
1 i 1 

( lo . i ) J (A + A B | ^ A + A B) r + , ,^J(A|^A) '-+" + J(B|^ l l)
r+» 

und nach leichtem Grenzûbergang h | o 

(15.2) M r( A I B)"+r^ J ( A | ̂ A ) » + ^ J (B I gB)' 

mit 

/4K Q\ / ^_ \ M / A i m " ~ J / > ( A + k B ! ̂  + / f B) — J / ' ( A 1 *A> 
(15.3) {n + /-) M,-(A I B) =JLL01 r ' 
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Is t^A (ar) = i ( a r € A ) , also i(gA) = L, (A) , so definiert (18 .3) die 
klassische Minkowskische Relativoberflàche M ( A | B ) . Im folgen-
den setzen wir 

(15.4) n M ( A l B ) = = l i m
L - ( A + A B ) - L ^ A ) . 

h^o h 

Fur B = S„ geht M(A | B) in das (untere) Minkowskische Flàchen-
mass M (A) = M(A | S„) iiber. 

Neben den durch (15.3) bzw. (15-4) eingefûhrten Massen 
M,.(A|B) und M ( A | B ) kann man durch Betrachtung von Innen-
punktmengen nach dem Vorbild der Gantor-Minkowskischen Aus-
senpunktmengen A £ ( e > o ) weitere Oberflàchenmasse einfûhren. 
Das Konstruktionsprinzip findet der Léser am klarsten in dem Buch 
von Hadwiger (Hadwiger [12]) dargestellt. Dort findet er auch die 
(oft komplizierten) Beziehungen von M (A) zu den andercn klassis
chen Oberflàchenmassen, insbesondere zum Lebesgueschen bzw. 
zum Gross'schen Flàchenmass. 

Seizt man in (15. i) die Belegfunktion gM{x) gleich Eins voraus, 
so erhàlt man die klassische Minkow skische Ungleichung fur die 
Rela ti voberflàc h e 

i 

( 1 5 - 5 ) M ( A [ B ) ^ L 4 ( A ) "L^B)". 

Das Einzigkeitsproblem dieser isoperimetrischen Ungleichung besteht 
nun darin, innerhalb einer môglichst breiten Klasse von Punktmen
gen A, B von En diejenigen Punktmengenpaare (A, B) zu bestimmen, 
fur die in (15.5) das Gleichheitszeichen steht. Das Problemwurde 
von Buseman [1], Hadwiger-Ohman [1] und Dinghas [ I I ] in Angriff 
genommen, der auch die bisher breiteste Klasse von zulàssigen 
Mengen betrachtete. In den nachfolgenden Entwicklungen wird 
letztere Arbeit zugrunde gelegt. 

Der Behandlung der Einzigkeitsfrage schicken wir folgende Hilfs
sàtze voraus : 

HILFSSATZ 1. — Sind A, B Extremalpuriktmengen, so trifft dies 
auch fiir A A, JJLB mit À, \k > o zu. 

HILFSSATZ 2. — Ist (A, B) ein Extremalpaar von (15.5) , so sind 

die Punktmengenpaare (A,, Ë), ( ( F ) , B * ) , (X, B j , (Â , ( B j ) , 
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(A, B+) und (A#, B) ebenfalls Extremalpaare, und es gilt 

(15.6) L¥(A) = L(Â) = L(ÂJ = L((ÂJ) 

und 

(15.7) 1%(B) = L(B) = L(Bj = L((BJ). 

Es bedeute jetzt A eine Teilmenge von E" mit einem nichtleeren 
Dichtekern A .̂ Man setze 

(15.8) a w = \nt\xn\xek,,}] pA, = sup { xa\ xek, j . 

Bildet man dann die Schnitt AI"=AnE*_1(a? = a?n), so gilt der 

HILFSSATZ 3. — Es sei (A, B) ein Extremalpaar von (15. i) . 

Man schreibe der Kurze wegen wieder A, B fiir die Extre-
malpunktmengen (A+) B^ und bezeichne mit A r den Schnitt 
Ar\E*_x(x = xn). Dann gilt fiir jeden Punkt x des offenen 
Intervalls J v *= (av*, (3A*) L / l_i(AT) >• o. 

Der Beweis des Hilfssatzes 1 folgt leicht aus den Gleichungen 

M(<rA|B) = < j " - i M ( A | B ) 
und 

M(A|pB) = PM(A|B) (*,f>>o), 

wenn man dièse mit der Extremalgleichung 

M(A|B) = L,(A)1"";?L,(Br 

verbindet und die Transformationsformeln 

L,(aA) = cr«L,(A), L,(pB) = p»L,(B) 

heranzieht. 
Will man den Hilfssatz 2 beweisen, so muss man die Satze 5 und 

6 der Nr. 6 heranziehen. Bildet man nàmlich A -j- AB, so wird 

( A + hB),2 (A,+ h B)2TK) -+" hB, 

und durch Vertauschung von A und B 

(A + AB)42(Â + ABj3Â ¥ +A(BJ. 

file:///nt/xn/xek,,}
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Da nun allgemein 

L ( Â ) ^ L ( ( Â J ) ^ L ( A J = L¥(A) 
und 

L ( B ) ^ L ( C B J ) ^ L ( B J = L¥(B) 

ist, so gilt zunàchst fur jedes Extremalpaar (A, B) 

M(A|B) = M ( A J B J = M ( Â j ( B j ) 
und 

M(A|B) = M ( Â | B J = M ( A J ( B J ) , 

Der gemeinsame Wer t dieser Ausdrûcke ist gleich L¥(A) " L* (B)" 
Nun ist offenbar noch 

M(A|B) = M(A|BJ = M(AJB) = L4 l(A) i""L¥(B)", 

und somit ist der Hilfssatz 2 richtig. 
Ich skizziere nun noch den Beweis des Hilfssatzes 3. Es sei 

zunàchst n = \ und (A, B) ein Extremalpaar auf E1 . Dann ist 
nach dem vorhin Gesagten (Â, B J ebenfalls ein Extremalpaar. Ist 
dann [ A ] n (A;) nicht leer, so gilt fur kleine h 

M Â + A B j ^ L ( A ) + 2AL¥(B) 

und somit wird wegen L(B) > o 

M ( X | B J ^ 2 L , ( B ) > L , ( B ) . 

Das beweist den Hilfssatz 3 fur n = i. Fiir n > i verfahre man nun 
so : Zunàchst kann mit Rûcksicht auf den Hilfssatz 1 L( A) ^ L(B) 
vorausgesetzt werden. Ist dies gelan, so bezeichne S eine oftene 
Kugel von E", die 2B enthàlt. Da es auf eine Parallelverschiebung 
von B nicht ankommt, so kann noch angenommen werden, dass der 
Mittelpunkt von S im Koordinatenursprung liegt. Es sei x € JA und 
es bezeichnen A1? A2 die Teilmengen von A mit xn^x und xn^x. 
Dann gilt 

(15.9) L(A) = L(A4u A2) = L(At) + L(A2) 

und fur jedes h >> o 

(15.10) L(A + ^B) = L(AA+ABuA2+AB) 
= L(A1 + AB) + L(A2+AB) — L(A1 + ABnA8 + AB). 

J 
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Es bezeichne jetzt G eine offene Punktmenge auf E1
n_l (etwa die 

Vereinigung von endlich vielen offenen Kugeln von E£ _ 1 ) , die 
A 1 n A 2 = A r ûberdeckt. Dann gibt es ein h0> o derart, dass fur 
o < h < A0 

(15.11 ) A L + h B n A 2 + h B c G + h S 

ist. Wàre nàmlich dies nicht der Fall, so gàbe es eine Nullfolge 
( / / A ) ^ = i, 2, . . . ) und eine Punktfolge (P/,) mit P / t € A i - f hkB 
und P A € A 2 - T - A A B derart, dass P ^ G + AiS gilt.. Da A t und A2 

nichtleere, kompakte Punktmengen sind, so enthàlt (P/,) eine 
konvergente Teilfolge, die, wie man leicht sieht, gegen einen 
Punkt P 0 von Ai n V2 konvergieren muss. Andererseits kann P0 

nicht in G liegen. Er darf also hôchstens in der (in Bezug auf die 
Ebene E*_t) komplementàren Punktmenge G' von G liegen, was 
auch unmôglich ist. Somit ist (15. 10) richtig. 

Es sei jetzt r der Radius von S und es ibezeichne G'"" die Aussen-
menge von G (auf E j - , ) in der Entfernung hr. Dann gilt fur 
hinreichend kleines h 

L(G + AS) ^ 2 Ln_i (G*'") hr 

und somit wird nach einfacheri Grenzûbergàngen (G-* A t n A2 = A r , 

A-+o) 

M(A |.B) ^ M(A, | B) + M(A21 B) - '^ Ln-X (A*1). 

Wird nun 

M(A|B) = L(A)1 "L(B)" 

vorausgesetzt, so folgt daraus in Verbindung mit den Ungleichungen 

M(A 1 |B)^L(A 1 ) 1 *L(B)" 

und 

M(A 2 |B)^L(A 2 ) 1 »L(B)n 

sowie der Gleichung (15.9) die Ungleichung 

(L(A t) + L(AO)t--^L(At)
,-^L(A,r= - % L " ^ • 

L(B)-
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die fur 'Ly,_i(A,r) = o falsch ist. Es muss also L / l_i(A-r) > o sein. 
Ich -schliesse dièse Ueberlegungen mit der Erledigung der Ein-
zigkeitsfrage fur » - = i . Aus der Tatsache, dass [AJ eine Strecke 
ist, folgt leicht, dass A eine Strecke sein muss. Man nehme jetzt 
an, [B] n (B') enthalte ein offenes Intervall J. Dann gilt fur kleine h 

L ( A ^ + A B ) ^ A | J | + L+<A) + JL(B), 

und somit kann M^A^ J B) = L(B) dann und nur dann gelten, wenn 
| J j = o ist. Das hat wiederum zur Folge, dass B eine Strecke sein 
muss. Der Léser môge nun die vveiteren Einzelheiten der Ein-
zigkeilsaussagen selbst zu Ende fûhren. 

Es sei jetzt / i>- i. Der nàchste Schritt des Beweises besteht in 
dem Nachweis, dass die Differentialgleichung 

rfg_L(A) U-,(B*) 
{™'l2) dx-L(B) Ln-^At) 

im Intervall [XB] eine (to tais te tige) Lôsung \ = %(x) besitzt. Dabei 
bedeutet XB die (messbare) Punktmenge {;r | L„_i(BA) ^ o j . Zu 
diesem Zweckbilden wir fiir die Punktmengen A, B[d. h . ( \ J u n d B j 
die Funktionen xx(z), XB(T) und bezeichnen mit E £ ( r > o ) die 
(lineare) Punktmenge { x | L„_i(A r ) < r } und durch* vr(x) ihre 
charakteristische Funktion. 

Dann istE£ mit Rûcksicht auf den klassischen Fubinischen Satz 
messbar, und es gilt 

L i ( E £ ) = / 9r(x)dx. 

Es bezeichne nun Eç die Punktmenge 

{T |U- , (A*W)<r} [ * < T ) = * A < * ) ] 

und 9r(T) * n r e charakteristische Funktion. Beachtet man, dass 
y*(r(x)) = cpr(^) gilt, so folgt daraus, dass <p*(r(#)) messbar ist und 
mithin [wegen der Messbarkeit von L/t_i (Ax)] auch cp,-(#) L,?_i (Ax). 

Nun gilt nach klassischen Sâtzen der Lebesgueschen Intégrations-
théorie 

J y*(-z)dx=J yr(x)-^dx, 
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sobald eins der beiden Intégrale existiert. Das hat die Messbarkeit 
von E? und somit die Existenz des Intégrais 

< 1 8 - l 3 ) J™=£idv&r)> 
fur jedes T, O < T < I zur Folge. Transformiert man dièses Inté
gral mit Hilfe der totalstetigen Funktion T = T ( # ) (X = xx\), so 
erhàlt man mit Rûcksicht auf die Gleichung 

d-.= L„-i(A*) 
dx L(A) 

fast ûberall auf der j*-\chse (bei geeigneter Translation von A) 

Daraus folgt : 

1. Die Funktion xx(z) ist totalstetig; 
2. Die Funktion # A ( T ( # B ) ) ist wegen der Totalstetigkeit von r(xB) 

eine tolalstelige Funktion von xB. Schreibt man jetzt kurz x fur 
# B ( # € [ X B ] ) und \ fiir xx(7(x")) als Funktion von x, so erhàlt man 
ohne weiteres (15.12). 

Es bezeichne jetzt Xi die (messbare) Teilmenge von [XB], auf der 
L / l_i(B ;c) > o ist. Dann ist die Menge 

(15.14) X0 = j -n | r, = x + 5(*), xeXt} 

ebenfalls messbar und die Zuordnung der Punkte von X0 und X4 

durch die (totalstetige) Funktion y = y(x) eineindeutig. Man 
schreibe G fur A -f- B und bezeichne die Schnitte von G mit der 
Hyperebene xn=r} durch Gr'(yj = *}(#)). Dann bestàtigt man leicht 
die Ungleichung 

(15.15) L ( G ) ^ rL n _ i (Cl )d7 i . 

Wendet man dieselben Betrachtungen auf die SummeA + AB(A>o) 
an, so erhàlt man analog 

(15.16) L(A + A B ) ^ f 1 ^ - , ( 0 ^ ) ^ + ^jpjdx 
[X4] 

mit -nh= hx + %(x) (x = xB). 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 149 . 
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Nun verwende man die Identitat 

' X i 

und bilde fur n > i die Ausdrûcke 

M^(AlB) = i L ( A + A B ) - L ( A > 1 n h 
und 

M*. t ( At |B») L - L"~' <C T t W) ~ L"< **) ; 
1 ' /i — i A > 

wegen L/i_1(C
r»A(r)) ^ ^ ^ ( A ^ ) wird dann 

M * ( A | B ) ^ { ( i - l ) H S _ 1 ( A M B * ) g + l L ^ ( A ^ ) j ^ 

Man verwende nun hier den Zwischenausdruck 

( , - l ) L M ( A ^ L M ( B - ) ^ g 

und setze 
i _ l i 

D^(A|B) = MA(A|B) —L(A) nL(B)n 

und 
/1 — 2 1 

D* (x)=M/<(^)-L„_1( Aï)"-1 L ^ B * ) " - 1 

mit 
M*_1(^) = M*_,(A5|B^). 

Man setze jetzt 

J(^) = ( i - l ) ^ L / l _ 1 ( A 5 ) " ^ L ^ 1 ( B - ) ^ + i L / t _ 1 ( A Ç ) . 

Dann gilt 
« — i 

und somit wird 

D ^ A I B ^ - ^ j f D i U ^ g ^ . 

Hierbei ist der Integrand rechts mit Rûcksicht auf die Ungleichung 

u - i W ^ „"37 Â 
nicht negativ. 
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Man wàhle jetzt eine monotone Nullfolge (hk)(h = i, a, . . . . , ) , 
fur die 

lim M><*(A| B) = M(A|B) 

gilt und wende beim Grenzûbergang rechts das klassische Fatousche 
Lemma (Saks [1] , S. 29) an und setze voraus, dass 

D(A|B) = M ( A | B ) - L ( A ) nL(B)* 

verschwindet. Dann erhàlt man wegen 

n—2 1 

lim D**(-*) ^ M„_,(A*| B*) - L„-, (A*) "-^«^(B*)"- 1 ^ o 
* • -

die Bedingung : Ist (A, B) ein Extremalpaar der vorausgesetzten 
Struktur, so gilt 

(15.17) fûn-x(*)^dx=£v^(x)£ = o. 

Hierbei bedeutet Dn_l(x) das (n — i)-dimensionale Defizit 

w — a 1 

M„-t( A* | B*) - Ln-^kt)»-1 L ^ B * ) — * . 

In den nachfolgenden Zeilen zeige ich nun kurz, wie die notwendige 
Bedingung (15.17) die Einzigkeitsfrage fur eine breite Mengenklasse 
erledigt. 

Ist 71 = 1 und sind A, B kompakte Mengen von E1, so stôsst der 
Beweis der Einzigkeitsfrage mit Rûcksicht auf die bisherigen 
Entwicklungen auf keine Schwierigkeiten. Man erhàlt leicht das 
Ergebnis : Die Gleichung 

(15.18) D1(A|B) = M ( A | B ) - L ( B ) = o 

fur L(A) > o, L(B) > o kann dann und nur dann gelten, wenn A 
und B zwei Strecken sind. Wir zeigen nun allgemein : Bilden A, B 
(A = (ÂJ, B = B j ein Extremalpaar, so mûssen A, B konvex und 
homothetisch sein. 

Dièse Behauptung ist fur n = 1 richtig. Man nehme nun fur die 
Dimension n — 1 ( ^ ^ 2 ) folgende Aussage als richtig an : Ist 
x(xeXi) ein Punkt, fur den D^. t (^) = o gilt, so sind (A*)¥ und 
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(B^)^ zwei kompakte (homolhçtische), konvexe Punktmengen. 
Dabei soll allgemein (M*)^ den inneren Dichtekern von M^ in bezug 
auf die Hyperebene E*_v bedeuten. 

Die aufgestellte Behauptung ist offenbar fur n = 2 richtig. Man 
nehme jetzt an, die Punktmenge A(A = (A¥)) sei nicht konvex. 
Ist dies der Fall, so gibt es zwei Punkte Q4 , Q2 von A derart, dass 

ein Punkt Q ( Q p ^ Q i , Q ^ Q a ) der Strecke QTQâ der Menge A 
nicht angehôrt. Wegen der Abgeschlossenheit von A kônnen nun 
in der Nàhe von Q4 bzw. Q2 zwei Punkte P4 bzw. P2 von A+ so 
gefunden werden, dass die Strecke P 4 P 2 einen Punkt P enthàlt, 
derart, dass eine (offene) Kugel Sp vom Radius 8 >> o um P keinen 
Punkt von A enthàlt. Man kann im folgenden ohne weiteres 
annehmen, dass P4 , P2 auf der #4-Achse liegen. Jetzt wàhle 
man o < r < 0 und so, dass 

M A n S f c î M i - O l S f J , M A n S f J ^ O - O l S f J 

mit einem o < s < - wird. Wi r behaupten : Die Gesamtheit 

aller x(— r <C oc <C r ) , fur die (A^)^ nicht konvex ist, hat ein inneres 
(lineares Lebesguesches) Mass m >> o. In der Tat wird wegen 

Ln-l(jA*)mr\SÏk) = Ln-l(A*f\Svk) (* = i, 2) 

unter Heranziehung des klassischen Fubinischen Satzes 

(15 :i9). j L M ( ( l ? ) , n S p 4 ) r f » ^ ( i - f ) | S f J . 

Hàtte nun die Teilmenge Er von — r <i'x < r, auf der beide 
Grôssen L / î_i((AT)^nSpJ positiv sind, das Mass m = o, so wûrde 
daraus durch Addition der beiden Ungleichungen die Ungleichung 

(15.20) |Sp* ] ^ 2 ( I — e ) |S f I 

folgen, die offenbar falsch ist. E r hat also ein positives Mass und 

zugleich die Eigenschaft, dass (Ax)^ (x € E r ) nicht konvex ist. Das 

widerspricht aber der Voraussetzung, dass fast ûberall in (a^» PA*) 

die Grosse Dn_.t(a?) verschwindet und somit dort (Ax)^ konvex 

ausfàllt. Die Menge ( A J ist also konvex. Wi r sagen jetzt : Das 
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geordnete Punktmengenpaar (A, B) gehôrt der Klasse <Ê an, wenn 
folgende Bedingungen erfullt sind : 

1. A, B sind nicht leer; 
2. Esg i l tL , (A)>o , L , ( B ) > o ; 
3. Die Menge À — ( A J ist entweder leer oder es gibt eine Hyper

ebene Hn_i von E" derart, dass die Projektion von A — ( A J auf ïln-i 
einen inneren Dichtepunkt (relativ zu Hn-i) aufweist und somit ein 
positives Mass (wieder relativ zu H / t_i) hat. 

Nimmt man jetzt (A, B ) € € , so kann zunàchst A — ( A J leer sein 

und somit Â = ( A j . Daraus folgt, dass Â konvex sein muss. 

Trifft nun die zweite Alternative zu, so liât die Projektion von A—(AJ 

auf eine Hyperebene Un_i [die man der Einfachheit halber ausser-

halb (Â~) annehmen kann] mindestens einen inneren Dichtepunkt 

in bezug auf H„_i. Man verschiebe die Punktmenge B so, dass die 

Gerade oc durch den Nullpunkt O des Koordinatensystems, die 

senkrecht auf H„_i sieht, einen Durchschnitt D mit B4 vonpositivem 

linearem Mass L 4 (D) aufweist. Das ist stets môglich, d a L ( B j > o 

gilt. Nun beachle man, dass bei genûgend kleinem s 0 > o die 

Projektion der Menge A — (AJ£° auf H, ,^ ebenfalls mindestens 

einen inneren Dichtepunkt (in bezug auf H„_i) aufweist, und 

insofern hat dièse fiir A < ^ ein positives (n—i)-dimensionales 

Mass K. Bildet man also Â + AB¥, so hat dièse Punktmenge ein 

(inneres) Lebesguesches Mass L,(Â + A B j , das gewiss nicht kleiner 

als K L 4 ( D ) + L + ( ( A J + AB,) sein kann. Daraus ergibtsich aber 

M (S | B J ^ M((ÂJ | B J + K Lt (D), 

also M ( Â | B j > M ( ( A J j B j gegen die Voraussetzung. 

Ist nun A€<£, so kann Â — ( A J nur leer sein, und somit-muss 
[wegen L ( A ) = L ( A j ] Â konvex und Â — A hôchstens eine Null-
menge sein. Das beweist die Behauptung fur A. 

Ist nun Â konvex und L ( A ) = L(A), SO ist (wie man leicht sieht) 

mit (A, B) auch (Â#, (B¥)) ein Extremalpaar. 

Man schreibe wieder B fur ( B J und nehme an, dass (B*)^ fast 

ûberall auf X4 , wo L„_i ( (B*)J = L„_, ((B*),) > o gilt, konvex ist. 
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Dann zeigt man, âhnlich wie dies fur A getan wurde (Dinghas [11]), 

dass B, d. h. ( B J , konvex sein muss. Wendet man nun auf A 

(A konvex) und B das klassische Verfahren von Brunn-Minkowski 

an, so folgt leicht aus L(B) = L((BJ), dass Â und (BJ homothetisch 

sein mûssen. Man nehme jetzt an, B — ( B J ((B,) konvex!) sei 

nicht leer und bezeichne mit P einen Punkt von B — (BJ . W i r 

beziehen die beiden Punktmengen A und B auf ihren gemeinsamen 

Schwerpunkt G und konstruieren die grôsste Kugel SG um G, die 

Platz in A findet. Man bilde jetz Â -f- A B und beachte, dass dièse 

Punktmenge die Menge (À-f-A B+) + A P enthàlt. Da A, ( B J 

konvexe, homothetische Punktmengen sind, so enthàlt letztere 

Punktmenge die Vereinigung von (Â -f- A B J und einer Punkt

menge VA, die man dadurch erhàlt, dass man die Vereinigung aller 

zu A GP àquipollenten Strecken A G'P' mit G' € Â bildet. Bezeichnet 

dann d den Radius von SG, so gilt, wie man leicht sieht, die 

Abschàtzung 

L ( A ¥ + A B ) ^ ( | A | " + A | ( B J | V +KArf"-' 

mit einem positiven, von A unabhângigen K. Dièse Ungleichung 

zeigt aber, dass B nicht Extremalpunktmenge sein kann. Somit 

mûssen sowohl A als auch B konvexe homothetische Kôrper sein mit 

L(Â) = L(A) und L(B) = L(B). 

Die hier gegebene Behandlung der schwierigen Einzigkeitsfrage 
in der Minkowski-Lusternikschen Ungleichung fur die Relativ
oberflàche lehnt sich eng an die Arbeit [11] von Dinghas an. Was die 
Entwicklung des ganzen Problems anbetrifft, so soll hierzu noch 
bemerkt werden, dass der erste Vorstoss in dièses Gebiet, wenn 
man den Fall konvexer Punktmengen (Minkowski) und des klassi
schen isoperimetrischen Problems fur die Kugel (Dinghas und Erhard 
Schmidt [1]) beiseite làsst, von Buseman unternommen wurde, der 
mit Minkowskischen und nicht-Minkowskischen Methoden wichtige 
Spezialfàlle erledigte. Kurz nachher gelang es Hadwiger und 
Ohman [1] , mit Minkowskischen Methoden fur eine speziellere 
Klasse als die Klasse ® einen Einzigkeitsbeweis zu geben. 
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16. Extremalaufgaben fur Cantor-Minkowskisolie Aussenmengen 
in R". — Die Gesamtheit aller Punkte P ( # i , . . . , #n-4-i) eines 
Zahlenraumes E"-*"1, dessen Koordinaten Xk die Bedingung 

(I6.1) *? + .*? + . . . + * * + ^ = ^ 

erfûllen, wobei K endlich und ^ o ist, soll als ein Riemannscher 
Raum konstanter Krûmmung K bezeichnet werden und durch R" 
dargestellt werden. Ist K < o , so heisst bekanntlich R" hyper-
bolisch. Fur K > o wird R" sphàrisch oder elliptisch genannt, je 
nachdem die Punkte P ( # i , . . . , xn+i) und P ' ( — x u . . . , —ffn+i) 
als verschieden oder als identisch angesehen werden. Im lolgenden 
kommen lediglich sphârische oder hyperbolische Ràume R" zur 
Sprache. 

Man setze allgemein 

(16.2) Ç(J?) = COS\/KJ:, ty(x) = f y(t)dt 

und 

(16.3) < \ 1 ' 

[ *n+\ = ? ( ^ ) ç ( r ) . 

Rechnet man dann das Bogenelement 

dx2 

(16.4) flfc*=flkcï + . . . + rfarÎH ^ 1 

von Rn auf die Koordinaten çir . . ., vn um, so erhàlt man 

71-1 / 7 1 - 1 \ 2 

(16.5) * f = 2^ï+ïrrs?( !uVkdvk) + 0 - ^ ) ^ -

Ist K > o, so variieren die Koordinaten P>4, e2, - • •, vn im Funda-
mentalbereich G0 

(16.6) K^*( i» )< i , — ^ ^ 2 v / K r < j r . 

In diesem Falle bestâtigt man leicht, dass G0 durch die Glei-
chungen (16.3) auf den in (o, o, . . . , o, i) und (o, o, . . ., o, — i ) 
punktierten Raum R71 eineindeutig abgebildet wird. Fiir K < o 
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fâllt der Variationsbereich der ^ und r mit dem euklidischen Raum 
ziisammen, der durch die Koordinaten v^ und r beschrieben wird. 
Làsst man in (16.2) K -> o konvergieren, so erhàlt man als Grenzfall 
den euklidischen Raum E". Neben G0 werden im folgenden die 
Nebenbereiche Gn(n = ± 1, ± 2 , . . . ) belrachtet, die durch 
Parallelverschiebung von G0 mittels des Transformationen 

!

" i = *>k (A- = i, 2, . . . , h— 1), 

r = r H —-

/ À 

entstehen. 
Im folgenden entwickeln wir im Anschluss an Dinghas [5] das 

klassische isoperimetrische Problem fur den sphàrischen und hyper-
bolischen Raum Rw. 

HILFSSATZ 1. — Es sei A eine messbare Punktmenge von R" 
und A* seine Bildmenge in G0. Dann gilt 

(16.8) L(A) = f dvtdvi... dvn-xdr. 

Hierbei bedeutet L(A) das nichteuklidische (d. h. das sphàrische 
bzwT. hyperbolische) Lebesguesche Mass von A. Der Beweis stûtzt 
sich auf die Tatsache, dass die Déterminante der Koeffizienten der 
quadratischen Form (16.5) den Wer t -b 1 hat. 

Ist A eine kompakte Teilmenge von R'1, so sollen (Steinersche) 
Symmetrisierungen stets in bezug auf die Hyperebenen 

(16.9) Ai # ! + . . . + knxn = o 

verstanden werden. Die Symmetrisierungsoperation in Pt" wurde 
allgemein von Dinghas [12] behandelt, nachdem es Erhard Schmidt 
in zwei gross angelegten Abhandlungen (Schmidt [1] und [2]) 
gelungen war, mit Hilfe der Schwarzschen Abrundung auf R" dàs 
klassische isoperimetrische Problem fur den sphàrischen und hyper-
bolischen Raum zu erledigen. Nachfolgende relativ kurze Dar-
stellung, die lediglich Steinersche Symmetrisierungen verwendet, 
geht ebenfalls auf eine spàtere Arbeit von Dinghas (Dinghas [5]) 
zurûck. 

DÉFINITION. — Es sei A eine kompakte Teilmenge von R". Man 
bilde mit Hilfe von (16.3) die Menge A*, symmetrisiere dièse {im 
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ublichen Sinne) in bezug auf die Ebene r = o und gehe von der 

so symmetrisierten Menge Â* zu der entsprechenden Menge A 

von R" zurûck. Dann soll A die in Bezug auf xn=o Steiner-

symmetrisierte Menge heissen. 

Liegt anstelle der Ebene xn= o die Ebene (16.9) vor, so hat man 
vorerst durch eine Bewegung letztere Ebene in die Gestalt xH= o zu 
bringen. Bekanntlich versteht man allgemein unter einer Bewegung 
von Rn jede Transformation der Koordinaten xk von der Form 

n-t-l 

(16. IO) 3?i = 2 « * v * v (* = I, 2, . . . , #l + l) 

mi t 

K K' 

Ist dann die Symmetrisierung in bezug auf die Ebene xn = o durch-
«refûhrt, so liefert der Uebergang zu den Koordinaten #4 , . . .,#/1+1 
die gesuchte Symmetrisierung. 

Im folgenden erhalten die Bezeichnungen die den Verhàltnissen 

in R" angepasste Bedeutung. 

HILFSSATZ 2. — Es gilt 

(16.11) A = in f {r f (A , S ) | A € K A o i = o . 

HILFSSATZ 3. — Geht A aus A durch Symmetrisierung hervor, 

so gilt 

(16.12) | A * | ^ | Â * | . 

Da der Beweis von (16.11) àhnlich làuft wie der Beweis der 
entsprechenden Aussage (13.1) fur den euklidischen Fall, so begnûge 
ich mich mit einer Skizze des Beweises des Hilfssalzes 3. Ist 
hier K < o , so erfordert dieser lediglich die Wiederholung des 
Beweises des Hilfssalzes 2 von Nr. 12. Ist K > o (sphârischer Fall), 
so muss die Schlussweise vorsichtiger durchgefûhrt werden, da bei 
der Symmetrisierung die Menge A auseinandergerissen werden kann. 
(sofern man A in G0 unterbringen will). Der Beweis kann am 
einfachsten unter Heranziehung des Ergebnisses von Macbeath [2] 
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durchgefûhrt werden, das wir hier in vereinfachter Forra (und fur 
einen Spezialfall) anfûhren : 

Es bedeuten A, B zwei kompakte Punktmengen der Gerade 

( 1 6 . i 3 ) Ei : — oo < j? < + », 

und es sei C = A + B. Man reduziere die Menge G mod i, indem 
man die Menge 

('16.i4) C = { Ç | o ^ Ê < i , t^x, X<EC\ 

bildet. Dann gilt fiir messbare A und B 

(16.i5) L ¥ (ë )^Min{ i, L(A) + L(B)}. 

Man wende nun diesen Macbeath'schen Satz folgendermassen auf 
unser Problem an : 

Es sei A die gegebene (kompakte) Punktmenge, A die in bezug 
auf xn=o symmetrisierte Punktmenge, S eine (geodàtische) Kugel 
in R" vom (geodâtischen) Radius A >> o, und es bezeichne kurz Ah 

die Menge A -f- S. Dièse soll folgendermassen konstruiert werden : 

Es bedeute S.t die zu S kongruente Kugel mit dem Mittelpunkt x. 
Dann ist 

(I6.16) A + S = ^ J { S * | * e A } . 

Man betrachte einen Punkt x (xt, . . ., xn+i) der Bildmenge A* von A. 
Diesem entspricht ein Punkt v (p4, . . . , vn) von G0 und der Kugel Sx 

ein in der r-Richtung konvexer Kôrper S*. Bei Verschiebung von SJ; 

auf dem durch die Gleichungén 

yk=ock (/: = i, . . . , AI — i ) , 

yn=ty(ç) <|,(r), yn+i = y(ç) <p(r), 

mit ^ ( i ^ ) 2 = x\ + . . . + x\_x definierten Parallelkreis erleidet S* 
eine (euklidische) Parallelverschiebung auf der Geraden 

Das rechtfertigt nun (unter Heranziehung des Résultâtes von 

Macbeath) den Schluss, dass fur die Mengen (2r)A, (3rA) (bei gleichla u-
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tender Définition wie im euklidischen Fall) die Ungleichung 

(5)* £ (¾7) 
gilt. Daraus folgt durch Vereinigung die Ungleichung 

(À>)£(ÂT), 

aus der (16. n ) unmittelbar folgt. Die weiteren Ueberlegungen, 
die mit dem Kugelungstheorem von Gross zusammenhângen, laufen 
dem euklidischen Fall analog und sollen hier nicht wiedergegeben 
werden. 

Die auf dièse Weise gewonnene Ungleichung fiihrt fur den 

Fall R Z o z a der Ungleichung 

(16.i7> | A M ^ | S * | 

und fur den sphàrischen Raum R" zu der Ungleichung 

(16.18) | A * | ^ M i n ( | R » | , | S* | ). 

Die Ungleichungen ( 16.17) und (16.18) wurden, v* ie schon erwàhnt, 
zuerst von Erhard Schmidt in zwei Abhandlungen (Erhard 
Schmidt [1] und [2]) ausfûhrlich begrûndet und der Einzigkeitsfall 
diskutiert. Die hier gegeben kûrzere Darstellung mit Hilfe der 
Steinerschen Symmetrisierung (im Gegensatz zu Erhard Schmidt, 
der die Schwarzsche Abrundung verwendet) geht auf die Arbeit von 
Dinghas [5] zurûck. Dort wird lediglich der Fall betrachtet, dass A 
in einer Halbkugel liegt. Es bestehen aber kaum Zweifel daran, 
dass man (was hier geschehen ist) durch Heranziehung des 
Macbeathschen Satzes den ganzen Fragenkomplex des sphàrischen 
Falles einfacher als bisher behandeln kann. 

VIERTES RAPITEL 

RlEMANN-MlNKOWSRlSCHE INTEGRALE. WEITERE VERALLGEMEÏNERUNGEN 

DES BRUNN MINKOWSKISCHEN SATZES 

17. Grundbegriffe und Hilfssàtze. — Eine beschrànkte, eindeutige 
mengenwertige Funktion A(X) wird im Intervall J = [o, 1] dadurch 
gegeben, dass jedem >.<=J eindeutig eine nichtleere kompakte 
Punktmenge AÂ zugeordnet wird. Man kann stets eine feste Kugel S* 
um den Nullpunkt angeben, derart dass jedes AA in S0 liegt. 



76 A. DINGHAS 

Ist JAo ein (nicht ausgeartetes) abgeschlossenes Teilintervall von Jr 

das den Punkt X0 enthàlt, so soll die Grosse 

(17.i) io(JO = sup{|Av, Ax-| | X',X'€JA,{ 

die Schwankung von A (À) in J>o heissen. Entsprechend heisst 

(17.2) w(X0)= lim o)(Jx0) 

die Schwankung von A(X) in X0. Ist w(X0) = o, so soll A(X) stetig 
in X0 heissen. Gilt 

w ( X ) = o ( X € J ) , 
so heisst A(X) stetig. 

Fur die nachfolgenden Entwicklungen sind folgende Hilfssàtze von 
Bedeutung : 

HILFSSATZ 1. — Es sei A eine nichtleere, abgeschlossene Punkt
menge von Etl und es bedeute % die Gesamtheit aller Mengen 
von der Form X4 A + . . . + h A mit Xt + . . . + lt= i. Dann ist [A] 
das Supremum von %. 

HILFSSATZ 2. — Ist A(X) stetig in 1(1 € J ) , so trifft dies auch fur 
die Funktion [ A ( A ) ] = ([AA]) zu. 

HILFSSATZ 3. — Ist A(X) in J stetig, so ist sie dort gleichmdssig 
stetig. 

HILFSSATZ 4. — Fur jedes £ >> o ist die Menge 
E £ = V { À | I O ( X ) ^ £ } 

abgeschlossen. 

HILFSSATZ 5. — Es seien AA, B/f (A = i, 2, . . . ) kompakte (nicht-
leere) Punktmengen von En und Xt, . . ., \ipositive Zahlen. 

Setzt man dann 
A = Xiki -4 - . . . .+ X/A/ 

und 
B = X1B1 + . . . + X,B,, 

so gilt 
1 

(17-3) A, B | ^ 2 x * | A * , B4 | . 
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Nachfolgender Satz stellt ein wichtiges Hilfsmittel bei der Durch-
fûhrung der notwendigen Grenzûbergange dar und hângt mit dem 
Bolzano-Weierstrass'schen Satz fur den Raum 2H zusammen : 

SATZ i l (Hadwiger [1] . — Es bezeichne (AA) (A = i, 2, . . .) 

eine abzàhlbare Menge gleichmdssig beschrdnkter, nichtleeier, 
abgeschlossener Punktmengen von E". Dann làsst sich aus (Ak) 
eine Teilfolge (Akr) bestimmen, die gegen eine nichtleere, 
kompakte Menge A derart konvergiert, dass 

(17.4) lim |AA., A, = o 

wird. 

Der Beweis des Hilfssatzes 1 , kann folgendermassen erbracht 
werden. Es sei A* eine abgeschlossene Menge von En, die jedes 
Elément von 51 umfasst. Sind a?4, x2 zwei Punkte von A, so 
enthàlt A* jeden Punkt von der Form X 4 # 4 + A 2 # 2 , mit X4, X 2 > o , 
X4 + X 2=:i , also auch jeden Punkt von [A] . Das beweist die 
Behauptung. 

Hilfssatz 2 folgt ohne Schwierigkeit aus der leicht beweisbaren 
Ungleichung 

[A]c[BA]ç[B]A (ACB*, A > o ) . 

Die Beweise der Hilfssàtze 3 und 4 lassen sich àhnlich wie im 
klassischen Fall durchfûhren und werden hier nicht gegeben. Der 
Beweis des Hilfssatzes 5 ist einfach und soll nur skizzièrt werden. 
Es sei x* € A, y* e B. Dann ist 

x*= Xi0?i + . . . + lixi, y* = ^ ^ + . . . + \iyi 
mit 

xjtekk, yneSk-
Daraus folgt 

| x*— y* | ^ X41 Xi — yi | + . . . + X/1 xi — yi\t 

und somit 
1 

inf |#*—yi-^Vx* inf \xk—yk\, 
v*€B *J* rt€B* 

also fur a? € A 
1 

inf \x—y\^y\k\kki B*|. 
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Durch Uebergang zum Supremum und Vertauschung der Rolle von A 
und B erhàlt man ohne weiteres (17.3). Ausfûhrlichere Darstellungen 
der Beweise der Hilfssàtze 1-5 findet man bei Dinghas [9] . 

Es bedeute jetzt (A/,)(k = ï, 2, . . . ) eine Cauchy-Folge von 
nichtleeren gleichmàssig beschrankten, abgeschlossenen Punkt
mengen von E". Dann zeigt man : Es gibt eine nichtleere, 
kompakte Punktmenge A derart, dass 

(17.5) lim | A*, A | = o 

gilt. Man setze in der Tat 

OC 

Sn=\^Jkk, T„=S/l. 
n 

Dann ist TM4.1 C Tn, und somit ist T = f \ Tn eine nichtleere abge-
1 

schlossene Punktmenge. Wàre nun lim I T ^ T I ^ o , so wàre die 

Menge D n = T w — ( i n t T £ n T „ ) fur jedes n nicht leer. Da nun 

die Dn nicht leer und monoton abnehmend sind, so ist D = f \ Dn 

1 

eine nichtleere abgeschlossene Punktmenge. Aus D„ n (intTs) = 0 
folgt jetzt D n n T = 0 , was wegen D„ Ç Tn-> D c T offenbar falsch 
ist. Ist also s >> o vorgegeben, so gibt es einen Index n derart, dass 
fur aile n^n0l Tfc 2 T* gilt und somit wegen T*D AA auch T O A*. 
Da jetzt (AA) eine Cauchy-Folge ist, so gilt von einem >ri0 an A* ^ A* 
(k>n>ri0) und somit die Ungleichung A ^ T fur &Ue n^ri0

m 

Kombiniert man dièses Résultat mit der Ungleichung TOA^, so 
folgt leicht die Ungleichung | T, A„ | ̂ e(n > Max(/î0, nQ)) und 
hiermit T = lim An. 

Der zweite Teil des Beweises verfolgt das Ziel, die Existenz einer 
Gauchy-Teilfolge von (A/k) nachzuweisen. Man kann ohne Ein-
schrânkung der AUgemeinheit annehmen, dass jedes A* im (achsen-
parallelen) Einheilswûrfel um den Nullpunkt enthalten ist. Man 
zerlege W durch Unterteilung in 2kn(k = ii a , . . . ) kongruente 

Wûrfel von der Seitenlànge -j- Man betrachte das Mengensystem, 

dessen Elemente E sich als Vereinigung von endlich vielen kleinen 
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Wûrfeln darstellen lassen. Die Anzahl der Elemente dieser Menge 
ist gleich a**". Jetzt ordne man jeder Menge Av unserer Folge das-
jenige E zu, dessen Wûrfel mit Av gemeinsame Punkte haben. Es ist 
leicht zu sehen, dass bei festem k ein solches E unendlich oft auftntt. 
Es bedeute jetzt (AAv) (A' = i , 2 . . . ; v = 1, 2, . . .) diejenige Teilfolge 
von (A*) (k = 1, 2, . . . ) , deren Elementen AAv bei der A-ten Unter-
teilung dasselbe Elément E zugeordnet wird. Dabei wird die 
Auswahl stets so getroffen, dass (A/H_1>v) eine Teilfolge von ( A * ) 

ist. Dann gilt | AA>, AAv | ^ ^ und 

| ku, kn | ^ 2-'' )fîi [r = Min(*, / ) ] . 

Somit ist gezeigt worden, dass die Folge (Au) eine Cauchy-Folge 

ist. 
Das beweist den Satz 14. 
Nachfolgender Beweis verwendetlediglich die Kompaktheit von S. 

SATZ 14' (Bolzano-Weierstrass). — Es bedeute S einen-metrischen 

kompakten topologischen Raum und 2S den Raum aller nicht 

leeren Teilmengen von S. Bedeutet dann (An) (/1 = 1, 2, . . . ) 

eine abzàhlbare Folge von Elementen von 2S , so gibt es ein A € 2° 

derart, dass 

(17 .6) l i m I A»*> A | = o 

gilt. 

Dabei wird allgemein | A , B | mit Hilfe der in S definierten 

Metrik \x,y\ durch die Gleichung 

| A, B | = Max | inf^ supB | *, y |), mf^ s«p | . , y |) } 

gegeben, sofern ar, y Punkte von S bedeuten. 

Der Beweis làuft so : Da S kompakt ist, so kann dieser (und somit 

jedes A„) nach dem klassischen Satz von Heine-Borel-Lebesgue bei 

vorgegebenem YÎ > o durch endlich viele Kugeln K 4 , . . . , K 7 (q — q (ri)) 

vom Radius n ûberdeckt werden. Wàhlt man nacheinander n = 1, 

i , I , . . . , so kann man leicht fur jedes An eine abzàhlbare 

Basis N» = ( : r ; ) ( * = i , a, 3, . . . ) konstruieren mit der Eigen-

s 
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sehaft, dass b^i gegebenem t> o (und von der Form ~, k ganz > D 

An~KJ^k (*k*An,q^q»*z.q9 ;(e))\ 
i 

mit einem nur von £ abhàngigen #0 gilt. Jetzt wende man auf die 
Doppelfolge (xn

k) das Cantorsche Diagonalverfahren an, indem man 
die Teilfolgen 

X, == (#»»*), X 2 = (a??*), -..v, ( * - h h < • ••). 

folgendermassen konstruiert : 

1. Die Folge S4 = (^a) ist eine Teilfolge von (m) {m « i,, 2, ,*•;.-;•). 

2. Es existiert 
lim a?fi*= a?i. 

3. Die Folge S, = {rirk) (r = 2, 3, . . . ) ist eine Teilfolge von S r ^ i ; 

4. Es existiert 
lim #*»* ̂  a?r. 

Man betrachte nun die (nicht leere) abzàhlbare Punktmenge 

N = f a?jfe|#*= lim ^ , A = i, 2 , . . . . j 

und bilde die abgeschlossene Huile N von N. Dann wird behauptet : 

Die Teilfolge (A„rr) von (Aw) konvergiert gegen N im Sinne der 

Gleichung (17.6)" Man setze in der Tat A n r r = C r und schreibe 

der Einfachheit halber xr
k fur x^. Es sei E > O vorgegeben. 

Dann gilt zunàchst fur aile r ^ r 0 = /%(£) 

A- = i k=zi 

Ânéererseits folgt aus der Ungleichung 
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?o 

N£'US?*£US3 (r^ro) 

gelten muss. Daraus folgt NÇ CJ.£ ( r ^ r 0 ) und somit auch 

N Ç C ; e ( r ^ r0). Das beweist die Behauptung. 
Hilfssatz 5 wurde in Verallgemeinerung eines àhnlichen (Blaschke-

schen Satzes) (Blaschke [1]) fur konvexe Kôrper von Hadwiger [1] 
formuliert und bewiesen. Man vgl. auch die Wiedergabe bei 
Macbeath [1] . Fur allgemeine Zusammenhànge (sowohl fur 
Hilfssatz 5 als auch fur den zuletzt bewiesenen allgemeinen Satz) 
vgl. man die Kuratowskische Topologie (Kuratowski.fi]). 

18. Riemann-Minkowskische Summen. Konvergenzfragen. Das 
Riemann-Minkowskische Intégral. — Sind auf J n + i Punkte 

o = X0 < X , < . . . <X„ = i 

gegeben, so definieren dièse eine Riemannsche Zerlegung des 
Intervalls J in m abgeschlossene Intervalle JA 

XA_i^X^XA (k = i, 2 m). 

Jeder solchen Zerlegung E entspricht eine Riemann-Minkowskische 
Summe 

n 

(18.1) S = S ( A - A | E ) = 2 l J * l A ^ 
1 

mit £*€JA. Man setze jetzt àM= Max} | JA | j . Dann entsteht die 
Frage, inwieweit der Grenzwert 

(18 .2 ) A = lim { S ( A X | E ) | E j 
8M>0 

existiert und eine nichtleere abgeschlossene Punktmenge ist. Es 
sei E' eine zweite Einteilung von J mit den* Einteilungspunkten 

o = X ,
0 < X ' 1 < . . . < X ' m = » i . 

Man setze 

S ' = S ( A , | E ' ) = 2 i J ' * | A * i 

MÉMORIAL DES SC. MATH. N« 1 4 9 . 

http://Kuratowski.fi
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und bilde die Vereinigung von E und E'. Darunter wird die 
Einteilung E"(X';, . . . , X .̂) verstanden, welche sowohl aus den 
Punkten X* als auch aus den Punkten Xk besteht. Bei dieser Définition 
von E" làsst sich jedes JA bzw. jedes J'̂  als Vereinigung von endlich 
vielen Intervallen 

J ' ; = { M À " - t ^ x ^ x ' ; . i ( , - ^ 1 , 2 . . . . , m") 

darstellen. 

Man nehme jetzt.an, jede Punktmenge Ax von A(X) sei konvex. 
Wir schreiben S in der Form 

m" 

i 

wobei jedes Mal nr gleich dem jew eiligen %k des Intervalles JA gewàhlt 
wird, in dem J" liegt. Analog schreiben wir 

m" 

(18-4) S '=2l J"l 
1 

mit der entsprechenden Verabredung ûberYj'r. Wendet man jetzt 
den Hilfssatz 5 an, so erhàlt man zunàchst 'die Ungleichung 

m" 

l 

Ist { X | w ( X ) > o } leer, so kann man die Ungleichung | S, S' | < e 
dadurch erzwingen, indem man ôM<Y)(e) wàhlt. Der Fall, dass 
{ X | w ( X ) > o } nicht leer ist und das Lebesguesche Mass Null hat, 
erledigt sich wie im Falle einer reellen Funktion und kann bei 
Dinghas [9] nachgelesen werden. 

Ist die Konvergenz der Riemann-Minkowskischen Summen S 
bewiesen, so bietet die Définition des Riemann-Minkowskischen 
Intégrais 

H8.6) /''rfXA-A=Jim J 2 | J * | A Ç J . 

keine wesentliche Schwierigkeit. 



MINKOWSKISCHE SUMMEN UND INTEGRALE 83 

Sind die A nicht konvex, so definiert man (18.6) durch die 
Gleichung 

(18.7) f dXkx= f dX[kX] 

vorausgesetzt, dass die rechte Seite existiert. Analog werden die 

rb 

Intégrale / dl A\, (a<,b) definiert. 

Fur das Riemann-Minkowskische Intégral / dl Ax gelten folgende 

Gleichungen : 

1. / rfX(aAx) = a/ dXk> (areell>o) 

2. f dX{ aAx+ pBx j = a f dX A> + p f dXBh 

sobald A(X) und B(X) in [a, b] integrierbar sind, und 

3. f dX ki= f dX A>.+ f dX kK [a<c<b). 
Ja Jfi ^c 

Der hier eingefûhrte Integralbegriff fûhrt zu einer Verallgenieine-
rung des Brunn-Minkowskischen Satzes. Das soll in der nàchsten 
Nummer geschehen. 

19. Der Brunn-Minkowskische Satz fur mengenwertige Funk
tionen. — Mit Hilfe des in Nr. 17 und 18 eingefûhrten Integralbegriffs 
kann nun zunàchst folgender Satz (Dinghas [6], [7]) bewiesen werden : 

SATZ 13. —Ist A(X) in J Riemann-Minkowski-integrierbary so 

gilt 
i 

(19. i) / dXki ^ / \ki\ndX. 

Der Beweis dièses Satzes folgt ohne weiteres aus den nachstehenden 
Tatsachen : 

1. Es gilt 
i . i_ i 

| S p ^ J i | | A U " + . . . + | J „ | | A t r . 
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i 

2. Die Funktion | Ax |n ist Riemann-integrierbar. 

3. Es gilt l i m S = r ' r f / A ) . 

Fragt man nach dem Eintreten des Gleichheitszeichens in (19. i ) , 
so sieht man zuerst leicht, dass A(X) (bis auf eine X-Nullmenge) aus 
konvexen Mengen bestehen muss. Durch etwas làngere Ueber-
legungen (Dinghas [9]) kann man, indem man jedes AA mit Hilfe 
der Brunn-Minkowskischen Abbildung von Nr. 5 auf T+ abbildet 
und das Intégral auf die Parameter T1? . . ., T„ transformiert, sehen, 
dass folgender Einzigkeitssatz gilt : 

SATZ 14. — Gilt | AA | >> o (X € J), so kann das Gleichheitszeichen 
in (19. i) fur integrierbare mengenwertige Funktionen A(X) 
dann und nur dann eintreten, wenn es eine Riemann-integrierbare 
Funktion / (X) gibt, die ausserhalb der Nullmenge j X | w(X) > o } 
posais? ist und derart, dass 

(19-2) Ax = / ( X ) A 

mit einer f es ten konvexen Menge A gilt. 

Da die Bedingung (19.2) offenbar hinreichend ist, so genûgt es 
zu zeigen, dass sie auch notwendig ist. W i r nehmen Ax als eine 
beschrànkte, konvexe, abgeschlossene Punktmenge an und bilden 
mit Hilfe der Funktion g\(X) = <p*(X) [wobei a^(x) die charakteris
tische Funktion von Ax bedeutet] jedes Ax auf T+ ab. 

Auf dièse Weise erhàlt man die Funktionen 

x\(*i T*) (k = h 2, . . . , n ; X € J ) , 

von.denen man zeigen kann (Dinghas [9]) , dass sie 

1. in jeder Stetigkeitsstelle von (Ax) stetige Funktionen von X 
sind und 

2. die Relationen 

# À V # I > •••> xk) 

erfullen. Hierbei sind x\ als Funktionen von T4, . . ., T* gegeben. 
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Man setze jetzt A = f dX Ax und betrachte die Menge As(e > o) . 

Nimmt man dann bei der Bildung der Riemannschen Summen à^ 
hinreichend klein, so liegen die entsprechenden S in A£ und man 
erhàlt nach leichten Grenzûbergàngen die Ungleichung 

) (19.4) I A | ̂ j f l H j f / i dX «/-,... <x„. 

Da nun mit Rûcksicht auf die Ungleichung (3.3o) 

i 

ist, und das Gleichheitszeichen nur dann einlritt, wenn zunàchst 

die Gleichungen 

( 1 9 . 0 ) / > = G A ( T 1 . . . T j t ) 9 ( X ) ( A = i , 2, . . . , n) 

fast ûberall in J erfullt sind, so erhàlt man durch (19.4) einen 
Zugang zu der Einzigkeitsfrage von (19. i). Multipliziert man in 
der Tat die Gleichungen (19.5) miteinander, so erhàlt man leicht 
folgendes Résultat : Es gilt fast ûberall auf J die Gleichung 

(19.6) § = ^ X > [*î =•**(*>]• 

Da die Ax konvex sind, so làsst sich daraus unschwer die Behaup-

tung (19.2) ableiten. 
Zum Schluss sei noch an dieser Stelle folgendes erwàhnt : Man 

behalte die Konvexitàt von Ax bei und nehme an, dass die Gewichts-
funktionen gn(oc) = gkx(oc) folgende Eigenschaften haben : 

1. Es g i l t £ - A > (# )>o (#€ in tAx, A € J ) ; 
2. g^x) ist stetig in Ax; 
3. g^(hx) = h'g^(x) ( r > o ) und 
4. Sind AAl, A>.t zwei Elemente von (Ax) und Ax0= A ^ + A*t, so 

gilt 
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Hat man nun eine solche Funktion (und das Beispiel der grôssten 
Kugel um x, die in Ax liegt, zeigt, dass es solche gibt), so kann man 
die Ungleichung (19. i) verallgemeinern, indem man Ax durch den 
allgemeinen Ausdruck 

(19.'8) J,.(* | AA)= f gk(x) dx,... dxn 

ersetzt. Schreibt man dann auch J , (A | gx) fur / gk(oc) dxi . . . dxn, 

so kann man die Gleichung 

(19.9) J r ( * A | A y + » ^ / J r ( A A | ^ ^ " r f X 

beweisen, die das Integralanalogon von (10. IO) darstellt. Eine 
ausfûhrlichere Darslellung dieser Zusammenhânge findet der Léser 
bei Dinghas [9] . 

20. Einordnung in allgemeinere Problème. Rttckblick. — Entwick-
lungsmàssig kann man den Problemkreis, von dem hier lediglich 
ein kleiner, wichtiger Ausschnitt zur Darstellung kam, in drei 
speziellere Problemkreise auflôsen, von denen jeder umfangreiche 
Literatur hervorgerufen hat : 

1. Das Extremalproblem von Brunn-Minkowski in Zusammenhang 
mit der Cantor-Minkowskischen Konstruktion ; 

2. Das allgemeine Problem von Brunn-Minkowski und Lusternik 
und 

3. Der Problemkreis von Cauchy-Davenport und Schnirelman-
Mann. 

Eigentlich liegt diesen drei Problemen folgendes Minimalproblem 
zugrunde (Henstock-Macbeath [1]) : 

Es sei X eine topologische Gruppe mit den Elementen a, 6, c, . . . 
und dem Kombinationsgeselz o. Man definiere fur zwei nichtleere 
Punktmengen A, B von X die Menge A o B durch die Gleichung 

(20.i) A o B = | c | c = a o 6 , f l € A , 6 € B ] . 

Ist nun eine Massfunktion /JL auf X gegeben, so soll nach derExistenz 
einer reellen Funktion l\>(x) [ty(x) ^ o fur # ^ o ] gefragt wercjen, 
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so dass fur je zwei Teilmengen A, B von X die Ungleichung 

(20.2) ; J L ( A O B ) ^ ^ ( ^ A
5 P- B ) 

Samtliche bisher behandelten Problème fûhren zu einer Unglei
chung von der Form 

(20.3) *(HL( A O B)) ^ Min j F, <I>(n( A)) + 4>(}Ji(B))}, 

mit 
F = s u p { * ( n ( M ) ) | M c X}. 

Dièse Ungleichung fàllt offenbar mit der Ungleichung ( 2 ) zusammen, 

sofern man X additiv schreibt. 

Ich bringe folgende Beispiele : 

1. Es sei X eine zyklische, addilive, kommutative Gruppe von der 

Primzahlordnung /?, und es bedeute w(M) die Anzahl der Elemente 

einer nichtleeren Teilmenge M von X. Dann gilt nach Cauchy [ 1 ] 

und Davenport [ 1 ] 

(20.4) »(A + B)^Min{7?, w(A) + «(B) —1 ). 

Nimmt man hier an, dass samtliche zugelassenen Teilmengen A, 

B von X das Nullelement enthalten und dass n(M) die Anzahl der 

von Null verschiedenen Elemente von M bedeutet, so erhàlt man fur 

die Dichle 

V J p — I 

die Ungleichung 

(20.5) rf(A + B ) ^ M i n { 1, rf(A)+tf(B)}. 

Fur kontinuierlich verteilte Mengen auf einem Torusraum X, der 
aus E" dadurch hervorgeht, indem man zwei Punkte x(xi, . . . , xn) 
und y(yi, . . . , fn) als idenlisch ansieht, sobald die Korigruenzen 
x/t- = yk (mod 1) (k = 1, 2, . . •, n) gelten, hat, wie schon erwàhnt, 
Macbeath [ 1 ] eine zu ( 2 0 . 5 ) analoge Ungleichung bewiesen. Das 
Hauptergebnis seiner Arbeit sei hier erneut zusammengefasst : 

Man ordne vermôge der Kongruenzbeziehung xk= & ( * = * » • • • 1 * ) 
jedem Punkt x(xi, . . . , xn) von X den Punkt £(-^, . . . , & , ) von E" 
zu, wobei o^tk<i(k = \, . . . , n) ist. Die Abbildung a?-+Ç 
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bezeichne man mit ty. Sind dann A, B zwei nichtleere, messbare 
Teilmengen von X, so gilt 

(20.6) n , (A + B ) ^ M i n { i, JJL(A) + p(B) }. 

Hier sind im Gegensatz zu (20.5) die Fàlle, fur die das Gleichheits
zeichen eintritt, nicht restlos geklàrt. An dieser Stelle soll noch 
die bedeutende Arbeit von M. Kneser (Kneser [1]) erwàhnt werden. 

2. Es bedeute n eine natûrliche Zahl >>i, und es sei Xw die 
Menge der Zahlen o, i, 2, . . . , . /*. 

Man definiere fur zwei natûrliche Zahlen a, b die Opération ao b 
durch die Gleichung 

(20.7) aoô = \ ' 
f o I a + b > n 

und schreibe der Einfachheit halber a-\-b fur a ob. Der so 
definierte Halbmodul X„ besitzt dann das superadditive Funktîonal 

(20.8) rf„(M) = Min| A ^ î^k^n , 
( k 

sobald M die Eins enthàlt und A(k) die Anzahl der Elemente a 
von M mit i^a^.k bedeutet. Dieser Sachverhalt wird bekannt-
lich durch den berûhmten Satz von ,Khintchine-Schnirelman-Mann 

(20.9) <4(A + B ) ^ M i n { 1, dn(k) + dn(B) } 

zum Ausdruck gebracht. 
Der hieran interessierte Léser môge zur Orientierung die Arbeit 

von Mann [1] sowie die Arbeit von van der Gorput [1] lesen. 

3. Ist A eine kompakte Punktmenge in R" und S eine Kugel des-
selben, so fûhrt die (von Erhard Schmidt, Erhard Schmidt [1] 
und [2]) durchgefûhrte Cantor-Minkowskische Konstruktion A + S 
wieder zu einem superadditiven Funktional. 

Man definiere die Funktion g(x) durch die Gleichung 

X *r fn—i dt 

wobei fur K >> o, o ^ x ^ — ausfàllt. Es sei ty(x) = g~~l(#)i «nd es 

bedeute allgemein jûï(M) den (âusseren) Jordanschen Inhalt (auf R*) 
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von M. Dann gelten nach Erhard Schmidt die Ungleichungen 

und 

(».„) + ( œ ) ^ M i . { K - ' , + ( ^ ) ) . + ( ^ ) } f*r K>o. 

Hierbei bedeutet C die Summe A + S und, wie bereits erwâhnt, w„ 
den Inhalt der /i-dimensionalen euklidischen Einheitskugel. Làsst 
man hier K -> o konvergieren, so erhàlt man den in den vorherigen 
Kapiteln ausfûhrlich studierten Fall des euklidischen Raumes En. 

Die in den Kapiteln 2 und 3 mit Hilfe'von Symmetrisierungen 
durchgefûhrte Isoperimetriebeweise, sowie die sich auf den Auswahl-
satz stûtzenden Konvergenzverfahren (man vgl. etwa Hadwiger [5]) 
kônnen mehr oder weniger strukturell folgendem Beweisschema unter-
geordnet wrerden : 

Es bedeute S den Raum E" bzwr. den Raum R", und es bezeichne 
12 eine Klasse von Operationen w, definiert fur aile nichtleeren, kom
pakten Teilmengen A von S mit folgenden Eigenschaften : 

1. Jedes w bevvirkt eine innere Transformation von A und ùber-
fûhrt dièses in ein Elément coA von 2S. 

2. Es existiert ein endlichwertiges Mengenfunktional J ( A ) ^ o 
mit der Eigenschaft 
(20. i3 ) J ( w A ) = J ( A ) ( O J € Û ) 

(Spàter soll noch gefordert werden, dass dièses Funktional innerhalb 
eines geeigneten Teilraumes von 2S nicht verschwindet). 

3. Die identische Opération w0 mit der Eigenschaft w0 A = A fur 
jedes A € 2& ist in 12 enthalten. 

4. Die Klasse 12 enthàlt mindestens ein Elément w ^ w0- Das 
bedeutet : Es existiert ein w derart, dass die Gleichung w A = A nicht 
fur aile zulàssigen A gilt. 

W i r definieren nun den Begriff der Kette : 

Eine abzàhlbare Folge (A*) ( A* = o, 1, 2, A0 = A) heisst eine Kette, 
wenn jedes AA ( A* = 1, 2, . . . ) durch endlich viele Transformationen &> 
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aus A hervorgeht. Die durch A erzeugte Kette wird im folgenden 
mit XA bezeichnet. 

Neben dem Begriff der Kette ist noch der Begriff des Fixelementes 
von Bedeutung. 

Ein Elément A* von 2S heisst ein Fixelemenl, wenn fur aile w € 12, 
o) \* = A gilt. Die Gesamtheit aller Fixelemente von 2S wird mitX 0 

bezeichnet. 
Die meisten Beweise nun des klassischen isoperimetrischen 

Problems in E" bzw. in R" kônnen am kûrzesten nach folgendem 
Schéma gefûhrt werden : 

a. Man deute J (A) als àusseren Jordanschen Inhalt von A und 
betrachte den Teilraunn Xv- mit J (A) = V0 ( V0 vorgegeben ;> o). 

b. Die Opérationen co sollen Steinersche Symmetrisierungen in 
Bezug auf (n — i)-dimensionale Hyperebenen (mitentsprechender 
Modification in R") bedeuten. 

Es existiere nun ein endlichwertiges Mengenfunktional 4> auf XVe 

mit den Eigenschaften : 

1. <Î>(A) ist in XVo nach unten beschrànkt; 
2. <D(A) ist im Sinne der Ungleichung 

(20.i4) lim $ ( A n ) ^ $ ( A ) 

fur aile im Sinne der Gleichung lim | A„, A | = o gegen A konvergente 

Folgen (A„) nach unten halbstetig. 

3. Fiir jedes A € XVo und <*> € 12 gilt 

(20.i5) 4>(u)A)^$(A). 

Man bilde nun die Grosse 

(20.i6) ? = inf{$(A) | AsXv.l 

und konstruiere die Folge (An) (n = i, 2, . . . ) durch die Vorschrift 

(20.17) y ^ * ( A „ ) ^ s r + I . 

Mit Rûcksicht auf den Bolzano-Weierstrass'schen Satz und (20. i4) 
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existiert ein \ 0 €XVo mit * (A 0 ) = q, und somit wird 

< 2 0- 1 8) * ( A Ï : L . * ( A O ) (A€XV o) . 

Das Elément A0 hat zunàchst die Eigenschaft, dass 4>(wA) = * ( A ) 
fur aile w € 12 gilt. 

Man nehme nun an, es existiere ein Fixelement S 0 €X V , und dass 
zu jedem A € 2S, A ^ S0 ein w € 12 existiert derart, dass 

<»>-i9) J(coAnS 0 )>J(AnS 0 ï 
gilt. 

Mit Hilfe dieser zusàtzlichen Voraussetzung kann man nun 
in (20. io) A0 durch S0 ersetzen. 

Es sei in der Tat A 0 ^ S0. Man konstruiere die Kette XAo, bilde 
die Grosse 

<y, = supj J ( M n S o ) | M € X A o S 

und konstruiere eine konvergente Folge (M„) (M* e X^, j * = i, a . . .) 
derart, dass 

lim J(M / lnS0) = qi 

gilt. Es sei M0 eine Hàufungsmenge dieser Folge. Ist dann M 0 ^ S0, 
so gàbe es ein w€l2 mit J(wM0 r \S0) > J(M0 n S0) = qu was 
unmôglich ist. Nun ist fur jedes M„ 

a*(A0)^4>(M„)^$(So) 

und somit schliesslich 

(20.2O) * ( A ) ^ * ( S 0 ) (AcXi.). 

Das hier skizzierte Bewcisschema kann sowohl an das klassische iso
perimetrische Problem in E7' als auch an dasjenige in Rn angepasst 
werden. In beiden Fàllen kann # ( A) durch das zuerst in den Nr. 12 
und 16 verwendete Funktional j Ah | ersetzt werden. Wie bereits 
erwâhnt, bedeuten w (jeweils den Krûmmungsverhàltnissen des 
Raumes angepasste) Steinersche Symmetrisierungen. Die hier 
•eingeschobene Verwendung des Bolzano-\\ eierstrass'schen Satzes 
verkûrzt das dort entwickelte Verfahren. Ungleichung (20.19) 
fasst in abstrakterer Form die entsprechenden Hilfssàtze von Nr. 12 
und 16 zusammen. Fur den Fall K >> o liegt, wie bereits erwàhnt, 
sobald A nicht in einem Halbraum von R" liegt, keine bis in die 
Einzelheiten gehende Darstellung des inNr. 16 und hier entwickelten 



92 A. DINGHAS 

Verfahrens vor. Jedoch scheint die Verwendung des vorhin bespro-
chenen Satzes von Macbeath (Macbeath [2]) einen kurzen Zugang 
zu der Ungleichung 

h i (20.21) | AA I ^ K w A) 

unabhângig von der Tatsache, ob A (im Falle K > o ) in einem 
Halbraum von R" liegt oder nicht, zu crmôglichen. 

Die Behandlung des Problems der Oberflàche (und somit des 
eigentlichen isoperimetrischen Problems) bereitet, sofern man sich 
der Symmetrisierungsmethode bedienen will, grosse Schwierigkeiten, 
die bisher restlos nur durch die (lângeren) Abhandlungen von Erhard 
Schmidt fur kompakte A ûberwunden wurden. Die hier ent-
wickelte Méthode scheint kûrzer zu sein, ist jedoch bisher (mit Aus-
nahme der Arbeiten von Dinghas (Dinghas [4] , [5])) nicht weiter 
verfolgt worden. 

Will man beim isoperimetrischen Problem anstelle des Cantor-
Minkowskischen Oberflàchenmasses die Lebesguesche Définition 
(Lebesgue [1]) der Oberflàche (die im allgemeinen eine kleinere 
Masszahl liefert) zugrundelegen, so wird man, wie dies am ein-
dringlichsten von A. S. Besicovilch (Besicovitch [1]) an einem 
(berûhmten) Beispiel demonstriert wurde, auf Ergebnisse gefûhrt, 
die der (ràumlichen) isoperimetrischen Ungleichung widersprechen. 

Dièse Widersprûche konnten erst durch T. Radô (Radô [1] , [2]) 
geklârt werden. * Nach Rado bedarf die bisher angenommene Inhalts-
definition des von einer geschlossenen Fréchetschen Flàche 
begrenzten Raumstûcks einer topologische Prâzisierung. Erst dann 
kann man die klassische isoperimetrische Ungleichung (zunàchst fur 
den gewôhnlichen Raum) fur eine allgemeine Klasse von Punkt
mengen unter Zugrundelegung der Lebesgueschen Oberflàche, ohne 
auf Widersprûche zu stossen, formulieren. 

Ich schliesse dièse Nummer mit einigen kurzen geschichtlichen 
Betrachtungen. 

Brunn scheint die Tragweite seiner Entdeckung, nâmlich die 
Abbildung zweier konvexer-Kôrper aufeinander mit Hilfe gleicher 
Volumenverhàltnisse, was die Anwendung auf die isoperimetrische 
Eigenschaft der Kugel anbetrifft, unterschàtzt zu haben, denn er 
bemerkt ausdrûcklich [1] , dass sich « dieser Gedanke wohl zum 
Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel nicht verwerten 
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làsst ». Minkowski, dem dies gelungen ist, zitiert dièse Stelle ([1]» 
S. ia5) , bemerkt aber nicht, dass der Brunnsche Gedanke auch fur 
belièbiges A und konvexes B zum Ziele fûhrt. Auch Bonnesen war 
dieser Ansicht. So schrieb er in Zusammenhang mit der klassischen 
isoperimetrischen Ungleichung O* — 3 6 : r V 2 ^ o zwischen der Ober
flàche O und dem Volumen V eines konvexen Kôrpers : « Cette 
inégalité subsiste aussi pour les corps non convexes, mais on ne peut 
pas l'obtenir par ces méthodes » ( [1 ] , S. 111 ). Dinghas, dem zuerst 
dieser Nachvveis gelang, bemerkte wiederum nicht, dass die Ein-
schrànkung auf konvexe B ûberflûssig war. Nachdem jedoch Luster
nik sowie Henstock und Macbeath dièse zweite Traditionsschranke 
ûberwanden, konnte man (Dinghas [8]) nachweisen, dass die Grenzen 
des Brunn-Minkowski-Lusternikschen Satzes immernoch viel zueng 
gelegt worden waren. 

Intéressant fur die Geschichte des isoperimetrischen Problems und 
die schrittweise Erweiterung der zugrundegeleglen Ausgangsmengen 
ist noch die Tatsache, dass Bonnesen von Verallgemeinerungen im 
Sinne Tonellis und Gross' (und wahrscheinlich noch weniger von 
deren Nachfolgern) nicht sehr viel hielt, « or du point de vue 
géométrique » schreibter an einer Stelle in seinem Buch ( [ 1 ] , S . 147) 
« ces sortes de hérissons ne sont pas particulièrement intéressants ». 
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