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MECANIQUE NON LINEAIRE

LES
OSCILLATEURS A REGIMES QUASI SINUSOIDAUX

Par M. A. BLAQUIERE.

—<tmme—

INTRODUCTION

La Mécanique non linéaire n’est pas & proprement parler une branche
essentiellement distincte de la Mécanique puisqu’elle part des mémes
équations fondamentales. Une bifurcation s’établit cependant entre
systémes linéaires et systémes non linéaires & partir de la loi d’évo-
lution, et son importance est surtout considérable dans la théorie
des oscillateurs et des servo-mécanismes. A ce stade il apparait alors
clairement qu’il existe deux catégories de problémes profondément
différents, en particulier en ce qui concerne les degrés de difficulté.

Un premier type, qui a conduit & des méthodes puissantes et
générales : les méthodes de Fourier, de Laplace, etc. appartient au
champ de la Mécanique linéaire. Les premiers travaux s’y rapportant
sont ds & Euler, en 1739, puis & Lagrange qui énonga en 1760 le
principe fondamental de superposition des régimes sur lequel nous
reviendrons plus loin. L’exploitation de ce domaine s’est montré
particuliérement riche en résultats aussi bien théoriques qu’appli-
qués, qui constituent maintenant un bel édifice, simple et cohérent.

L’autre type de problémes dont la premiére étude, la thése de
H. Poincaré, remonte a I'année 1879, se montre réfractaire pour
Iinstant & tout essai de synthése et, en fait, dans un laps de temps
de 80 ans, aucune méthode générale ne s’est développée.

On doit noter cependant qu’a la suite des théories de Poincaré et,

BLAQUIERE. 1



2 A. BLAQUIERE

presque a la méme date, de Liapunov, il y eut plusieurs années de
stagnation. Ainsi ce n’est que depuis une trentaine d’années que les
études de Mécanique non linéaire ont repris vie sous limpulsion
de Van Der Pol. Dans ces conditions la Mécanique non linéaire peut
dtre considérée comme une branche relativement jeune si ’on note
qu’il s’est écoulé environ vingt ans entre les premiers travaux
d’Euler sur les équations linéaires et 1’énoncé du principe de super-
position.

En I’état actuel, les difficultés rencontrées dans le domaine non
linéaire ont été méthodiquement classées et I’on dispose d’une collec-
tion de méthodes particuliéres adaptées & chaque cas, mais pas
encore de théorie générale.

Sur le plan technique, ’attention portée aux problémes non linéaires
se montre de plus en plus indispensable, la nécessité de les résoudre
sous une forme plus ou moins approchée se fait de plus en plus pres-
sante car ils jouent maintenant un réle important dans presque tous
les domaines: Mécanique, Electricité, Physique nucléaire etc. En
effet les résultats expérimentaux s’accumulent avec une grande
rapidité, les méthodes de mesure devenant de plus en plus précises,

il n’est plus possible de s’en tenir & une linéarisation de premiére
" approximation et, d’autre part, certains phénoménes d’instabilité
liés aux termes non linéaires acquiérent trés souvent un intérét
majeur. Citons comme exemples, entre autres, les problémes de
stabilité de trajectoires soulevés par la construction récente du
synchroton. & gradients alternés au C.E.R.N. & Genéve, les problémes
de contrdle automatique, et ceux intéressant les auto-oscillateurs
dont il est important de connaitre les états de régime, libres,
synchronisés, ou diversement perturbés.

Il est sans doute aussi utile, pour situer le sujet, de donner un
bref apercu du développement suivi par la recherche dans le domaine
non linéaire, et de son état actuel.

A la suite des travaux de Poincaré et de Liapunov, puis plus tard
de Van Der Pol, se développérent en Union Soviétique deux groupes
importants représentés par I’Ecole de Moscou et, & Kiev, par ’asso-
ciation de Krylov et Bogoliubov.

L’Ecole de Moscou, en 1930, réunit autour de Mandelstam, direc-
teur de I« Institut des oscillations », un groupe de physiciens et de
mathématiciens, parmi lesquels le grand mathématicien I. S.
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Pontrjagin. Les résultats et les méthodes mises en ceuvre se trouvent
développées dans deux livres importants :

Introduction & la Mécanique non linéaire de N. Minorsky, ou
sont également développés les travaux de Krylov et Bogoliubov,
édité en 1947 par J. W. Edwards of Ann. Arbor, Mic., et qui sera
prochainement réédité, et la Théorie des oscillations de A. ANpRONOW
et S. Crasxin (1937), traduite en anglais et publiée par Princeton
University Press en 1949.

Plus récemment on doit mentionner les travaux de Malkin, dont
Peffort a consisté a clarifier et & généraliser les travaux de Poincaré
et de Liapunov, de Niemitzki et Stepanov sur les aspects topologiques
de la théorie des équations différentielles, et du mathématicien
G. P. Dubovsin sur les systémes & représentation plane discontinue.

Dans les autres pays les efforts ont été aussi trés grands comme
I’a mis en évidence le Congrés international sur «le contrdle auto-
matique » tenu en Angleterre & Cranfield en 1951, et enfin le « Sympo-
sium sur l’analyse des circuits non linéaires », & 1'Institut Poly-
technique de Brooklin en avril 1953 qui réunit les Communications
de 22 physiciens et mathématiciens.

En France on doit citer les travaux de J. Haag, de Y. Rocard,
et de T. Vogel.

Les méthodes d’analyse employées se rattachent généralement
aux deux idées directrices introduites par H. Poincaré et conservées
dans les études plus modernes ou on les irouve plus amplement
développées et appliquées & de nombreux problémes pratiques.

Ces deux idées conduisent aux méthodes suivantes qui se complétent
P'une I'autre :

10 les méthodes topologiques qualitatives;

20 les méthodes quantitatives d’approximations par des dévelop-
pements en série en fonction d’'un paramétre convenablement
choisi.

Elle sont décrites en détail dans le livre de N. Minorsky.

Dans tous les cas ces méthodes s’attachent & tourner une diffi-
culté fondamentale : ’impossibilité d’appliquer le principe de super-
position. Les systémes non linéaires ont en effet un comportement
qui peut sembler & premiére vue assez paradoxal et qui les oppose
aux systémes linéaires: la somme de deux causes n’entraine pas
'addition des effets correspondants. Par exemple s’il s’agit d’un ecir-

1.



4 A. BLAQUIERE

cuit radioélectrique, I’addition de deux tensions excitatrices n’entraine
pas celle des intensités correspondantes, et d’ailleurs 'augmentation
ou la diminution d’une telle tension peut produire un effet radicale-
ment différent de celui qu’on attendrait d’un réseau linéaire.

Bien souvent d’autre part il n’est méme pas possible d’attribuer
une forme exacte a la solution du probléme non linéaire posé, ni
méme de prévoir & quel type elle se rattachera.

Les méthodes topologiques s’appuient sur I’étude de la représenta-
tion des solutions sur le plan de phase. Cette représentation plane
fait intervenir deux variables, un paramétre de position z et sa
vitesse d’évolution y = dz[dt. La loi qui régit le systéme se pré-
sente sous la forme

X =Pay, Y-qay,

lorsque le temps n’intervient pas explicilement, ce qui est le cas
des systémes « autonomes ».

Dans le cas des systémes « non autonomes » ol le temps intervient
explicitement, les équations d’évolution sont de la forme

% =P(z, y 1), %ty- =Q(= y, ¥).

Dans le plan de phase (z, y) s’introduisent des « points singuliers »
et des « courbes singuliéres » qui limitent des domaines ol la forme
des solutions peut &tre analysée géométriquement de fagon relative-
ment simple. La méthode est particuliérement concréte mais elle
reste qualitative et se préte assez mal a des calculs précis.

Les méthodes d’approximations par des développements en série
se prétent au contraire & des évaluations numériques. Néanmoins
elles se limitent & des études locales et I’on reste assez mal renseigné
sur la forme générale de la solution. Elles apportent un complément
indispensable aux méthodes qualitatives et permettent d’étudier
avec précision le comportement du systéme dans des domaines de
faible étendue, par exemple au voisinage d’un point singulier ou
d’une courbe singuliére.

La nouvelle méthode que nous développerons dans la suite dérive
de la recherche de la solution sous la forme d’1n développement en
série de fonctions trigonométriques. Nous plagcant dans le cas de
régimes quasi sinusoidaux, c’est-a-dire de régimes qu’on peut consi-
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dérer localement comme trés approximativement sinusoidaux, nous
serons amenés A linéariser localement I’équation d’évolution. Nous
serons ainsi conduits & associer & loscillateur non linéaire un
diagramme dans le plan complexe, analogue au diagramme de
Nyquist des oscillateurs linéaires. Mais ici le diagramme se déforme
lentement quand ’amplitude varie. Ainsi, partant d’'une méthode de
développements en série, on sera donc en définitive amené & une
méthode conduisant 4 une étude géométrique, non sur le plan
de phase, mais sur le plan de la variable complexe.

Equations linédaires et non linéaires, plan succint de I’étude.
— Les équations différentielles qu’on rencontre en Mécanique et
en Physique sont généralement non linéaires. — Cependant des
approximations permettent souvent de les simplifier et de les ramener
a des équations linéaires dont le type le plus simple est I’équation
a coeflicients constants, telle que (*).

ag® + by + cpz = 0.
Un exemple bien connu est celui du pendule simple, dont ’équation
régoureuse
ml?%E + mglsinz = 0, (m, masse; [, longueur)
se rameéne a
ml2E + mgle =0
pour de faibles élongations.

Ce cas est néanmoins assez exceptionnel, d’une part les approxi-
mations linéaires sont trés souvent insuffisantes, et d’autre part
les équations linéarisées ont généralement des coefficients qui sont
fonctions du temps, telle I’équation de Mathieu,

&+ (cg+ cycost) x =0,

Sans attribuer de forme générale aux équations non linéaires,
ce qui serait impossible étant donnée leur grande variété, on peut
toutefois remarquer que I’approximation qui conduit & leur linéarisa-
tion peut toujours étre améliorée en ajoutant des termes aux déve-
loppements limités des fonctions qu’elles font intervenir. On
aboutit alors souvent au type suivant:

(ag + 0 + a2® + ...)5 + (bp + bz + b2 + ...)& + (¢o + €37 + €g2® + ...}z =0,

(*) Un point supérieur indique une dérivation par rapport au temps.
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dans lequel les coefficients sont soit des constantes, soit des fonctions
du temps.

Un exémple bien connu est celui de 'équation de Van Der Pol,

agE + bo(1 — byr*)2 + ¢z = 0,
ou les coefficients sont constants, a,, co et by positifs, by négatif.

Plus généralement, les coefficients de z, #, Z peuvent &tre fonctions
a la fois de z, z,et &.

Enfin on peut placer au second membre une fonction du temps
ce qui, en Mécanique, équivaut a l’action d’une force extérieure
sur le systéme dont I’équation étudiée régit le mouvement.

Nous traiterons séparément ces deux problémes, celui de I’évolution
libre et de ’excitation forcée, en nous limitant & des systémes dont
la loi d’évolution libre est pseudo-sinusoidale, ce qui est souvent le
cas en pratique. L’action extérieure sera supposée d’abord sinusoidale,
ensuite parfaitement aléatoire.

Cet exposé comprendra donc trois parties:

10 Une analyse de la solution libre: La nouvelle méthode du
« diagramme mobile » fournira un critére de stabilité et d’autres
caractéristiques importantes de loscillation.

20 L’étude de la solution forcée avec action sinusoidale : synchro-
nisation, résonance non linéaire, etc.

30 L’étude de la solution forcée sous I'effet d’une fonction de bruit.

Nous n’envisagerons que des systémes & un degré de liberté.

CHAPITRE PREMIER

OSCILLATIONS LIBRES DES SYSTEMES NON LINEAIRES

I. — Les systémes i régime pseudo-sinusoidal.

Précisons d’abord ce que nous entendons par systéme & loi
d’évolution libre pseudo-sinusoidale.
Si nous nous reportons & I’exemple commode de I’équation de
Van Der Pol,
agi + bo(1 — by2®)& + ez = 0,
nous voyons qu’elle comporte une partie linéaire ay z + byt + coz
et une partie non linéaire byb, 22z. Lorsque z est petit, le terme non
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linéaire ou figure 22 est négligeable, et ’équation se réduit & la partie
linéaire. Si le coefficient b, est lui-méme trés faible 1’évolution ainsi
décrite est pratiquement une oscillation pendulaire

T + ¢z = 0.

L’amplitude décroit ou croit lentement selon que le coefficient b,
est positif ou négatif. Nous verrons plus loin, et c’est un des caractéres
fondamentaux des systémes non linéaires, que 'amplitude peut,
dans certaines conditions — c’est le cas ici pour by <0 — tendre
vers une valeur limite non nulle. Elle se stabilise pour une valeur
parfois importante, qu’il est utile de connaitre. De toutes fagons
le terme by(1 — bya?)x reste toujours faible lorsque b, est petit,
si bien que le caractére approximativement sinusoidal est conservé
aussi bien dans la phase linéaire de I'amorcage des oscillations que
dans la phase de stabilisation.

Comme c’est le cas ici, les équations proposées se présenteront
toujours sous la forme de deux termes, I'un linéaire Hy(z), et I'autre
non linéaire Hy(z). Nous serons donc amenés & adopter par la suite
les hypothéses restrictives suivantes:

10 L’équation étudiée sera de la forme (1)
Hy(2) + Hyle) =0,
20 I’équation linéaire
Hy(z) =0
doit traduire une évolution approximativement sinusoidale, & ampli-
tude lentement variable.

3° Pour de faibles amplitudes d’oscillation le terme H, sera négli-
geable devant Hj.

I1. — L’'amorgage des oscillations, les approximations linéaires classiques.

A. — PULSATION COMPLEXE (RAPPEL): w; + juw,
(w3, PULSATION; w,, AMORTISSEMENT ALGEBRIQUE).

1. Pulsation réelle limite. — Un oscillateur est formé d’élé-
ments actifs, renfermant des sources d’énergie, et d’éléments passifs

(1) On sera parfois amené A écrire

. Hy(z) = ¢ Ky(x)
en supposant ¢ petit.
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dans lesquels I’énergie d’oscillation se trouve dissipée. Les éléments
actifs peuvent d’ailleurs faire défaut, auquel cas le systéme, déplacé
de I’état d’équilibre par une action extérieure, revient nécéssairement
vers le repos. Dans le cas d’un oscillateur radioélectrique les éléments
passifs sont les selfs, les capacités, les résistances, et les éléments
actifs, les tubes termoioniques par exemple.

Il est commode, pour la clarté de I’exposé, d’envisager un tel

Vi A

B @

Fic. 1.

oscillateur et de grouper les éléments actifs d’une part, les éléments
passifs d’autre part. On réduit ainsi le systéme au schéma simple
de la figure 1.

A et B sont deux quadripdles, convenablement associés, dont nous
examinerons d’abord séparément le fonctionnement.

On sait qu’un quadripdle est une boite, pouvant renfermer des

a (o4
4 h
Vi V2
b A
b d
Fia. 2.

éléments actifs et passifs, d’ou sortent quatre bornes, deux d’entrée
et deux de sortie. Si ’on applique entre les bornes a, b, d’entrée une
différence de potentiel sinusoidale V; = A, sin wt, il en résulte une
différence de potentiel V, entre les bornes de sortie ¢ et d (fig. 2).

Cette différence de potentiel V, peut &tre déterminée aisément
au moyen des équations classiques de D’électricité appliquées aux
diverses branches du réseau constituant le quadripéle. Si tous les
éléments dont il est formé obéissent a des lois linéaires, V, dépend
linéairement de Vj, c’est donc, comme Vj, une fonction sinusoidale
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du temps que nous mettrons sous la forme
V, = A, sin (ot 4 ¢)

(les termes constants n’ont pas d’intérédt ici).
En vertu du principe de superposition des régimes électriques,
applicable & tous les systémes linéaires, &4 un potentiel d’entrée

de la forme
V; = A, cos wt 4 j A, sin wt

correspondra un potentiel de sortie

V, = A, cos (wt 4 ¢) + j A, sin (wt 4 ¢).

Une méthode bien connue consiste & donner a jla Valeur\/ —1,
auquel cas V; et V, prennent les formes simples

Vy=Ageiot et V= Agelt+a),

Ces fonctions sont d’'un emploi trés commode. Elles font intervenir
simultanément les deux expressions A; cos wt et A; sin wt et il suffit
de ne conserver, ala fin des calculs, que 'une d’elles pour se ramener
au cas ou les potentiels sont réels.

FONCTION DE TRANSFERT COMPLEXE D'UN QUADRIPOLE. — Le
rapport du potentiel complexe de sortie

Vy = Ayeiwt+e)
au potentiel complexe d’entrée correspondant
V1 = Alej""

est appelé « fonction de transfert complexe du quadripéle ». Nous
poserons

T‘=X9=ﬁcj?

Vi oA
(¢ dépendra généralement de w).

Le terme «fonction de transfert complexe » est généralement
remplacé par celui d’« atténuation complexe » dans le cas des quadri-
poles ne renfermant que des éléments passifs et de « gain complexe »
lorsque le réseau renferme des lampes électroniques.

COEFFICIENT DE REACTION D'UN AUTO-OSCILLATEUR. — Consi-
dérons maintenant les deux quadripdles associés de la figure 1.
A étant supposé actif, de gain complexe G, et B passif, d’atténuation
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.. Ce systéme peut osciller pour des valeurs convenables de B,
et G, que nous préciserons sur des exemples.
L’oscillation étant supposée d’amplitude et de pulsation constantes,

SOit Vl —_ Ale«""
le potentiel complexe d’entrée de A; son potentiel de sortie est
Vg = val,

V, est alors le potentiel complexe d’entrée de B, tandis que V; est
son potentiel de sortie, et 'on a
Vi =PV,

On en déduit I’équation bien connue qui donne la pulsation de

Poscillation qui s’établit

(1) 1 —BiGi=0.
Le produit B,G; est appelé le « gain complexe total » de I'oscilla-
teur et 1 — B,G, le «coeflicient de réaction ».

L’équation (1) est équivalente & un systéme de deux équations
obtenues en annulant les parties réelle et imaginaire pure du premier
membre. On tire de ces deux équations la pulsation d’oscillation
(véelle par hypothése) et une condition supplémentaire entre les
données des circuits: «la condition d’accrochage ». La condition
d’accrochage ne pouvant étre remplie en toute rigueur, le cas envi-
sagé ici apparait comme un cas limite. On peut s’en approcher
cependant si I'accrochage est extrémement doux.

APPLICATION A UN OSCILLATEUR CLASSIQUE. — Considérons a

1}

] Tiz

L i

" C,L_L ngélz Vo
™

77T ITTITIITITIITIIIIIT]

Fic. 3.

titre d’exemple 'oscillateur de la figure 3. Le circuit oscillant branché
sur la grille est couplé par mutuelle induction au circuit de plaque.
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Le quadripéle A du schéma initial se réduit ici & une seule lampe.
La différence de potentiel V; est appliquée entre les bornes d’entrée
grille et cathode, V, est la différence-de potentiel entre les bornes
de sortie plaque et cathode. On suppose, de plus, donnée la caracté-
ristique de la lampe, courant de plaque i, fonction linéaire du poten-
tiel de grille V; de la forme

iy = §Vy, (s, pente de la lampe).
On calcule aisément le gain complexe G, de la lampe d’entretien.
Gy = — jwLys.
De méme, le quadripdle B est le réseau que nous avons isolé

B
«My
1 ugiL
Cy

T

Fic. 4.

sur la figure 4. Il est constitué par le circuit oscillant de grille et
la self de plaque couplés par mutuelle.
On trouve de méme pour B,

M
Bi= L,
1 —LyGo? + jor Gy

(Ly, Cy, ry, self, capacité et résistance série du circuit oscillant;
L,, self de plaque).
L’équation
1—BGi =0
donnant la pulsation de l'oscillation qui s’établit prend ici la forme
2) LyCyw? — jwo(r,Cy + Ms) — 1 =0.

Elle est équivalente au systdme de deux équations & une inconnue

w, obtenu en annulant les parties réelle et complexe du premier
membre

LiCGw2 —1 =0, rC; + Ms = 0.
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De la premiére équation, on tire

1
VLG,
La deuxiéme exprime la condition d’accrochage bien connue.

2. Pulsation complexe. — Dans la méthode suivie jusqu’ici
nous avons postulé I'existence d’un régime d’oscillation sinusoidal.
Or, un tel régime n’est possible que si la condition d’accrochage
précédente est exactement vérifiée, ce qui apparait comme un cas
limite irréalisable en toute rigueur.

En fait, nous devons, pour représenter plus correctement le cas
réel, montrer que, au voisinage de l'accrochage, I'oscillation du sys-
téme peut croitre lentement en amplitude, ou bien tendre vers
le repos. Le cas limite mis en évidence correspond & un cas théorique
intermédiaire.

11 suffit, pour compléter I’étude précédente, d’étendre la définition
de la fonction de transfert complexe d’un quadripdle au cas ou la
grandeur d’entrée est pseudo-sinusoidale.

Soit, par exemple

V = Aje1tsin wyt
le potentiel appliqué entre les bornes d’entrée du quadripdle. On voit
qu’il peut &tre remplacé comme plus haut par le potentiel complexe

\ V = Aje—wst elost = Ald(m"l— Jog)t,

Les raisonnements qui nous ont conduit 4 la définition de la fonction
de transfert, et & 'équation en w, peuvent &tre repris ici sans modi-
fication & condition de poser

© =, + jo,
c’est-a-dire de considérer la pulsation comme une grandeur complexe.
La forme de l’expression de la fonction de transfert complexe
d’un quadripéle restera donc la méme, ainsi que celle de I’équation

qui permet la détermination de w lorsque les deux quadripéles A
et B sont associés pour former un oscillateur.

APPLICATION A L’OSCILLATEUR PRECEDENT. — Dans I’exemple

précédent, ’équation d’oscillation correspondant 4 un régime dont
I’amplitude varie, reste

L,C0® — jo(r,C; + Ms) —1 = 0.
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Sa décomposition ne peut cependant plus se faire comme plus haut,
il faut poser d’abord

© = w; + ju,
auquel cas cette équation devient

w? — wl G Ms) —1 2L !
(3) LyGylw} 3) + 0a(rC; + Ms) + il 101“’_“13%("1(;1 + Ms)] =0,

on en tire le systéme

3 L,Cy(w} — wd) + wy(rC; + Mc) —1=0,
2L,Cyg — ("101 + Ms) =
Ces deux équations & deux inconnues permettent le calcul de w,
et wg. En particulier, on voit que I’amplitude du régime transitoire
qui s’établit est de la forme

ryCq+Ms

-_— ¢
Ae—wst = Ae 2LG,

Si 'on a r,C; + Ms = 0, on retrouve le cas traité précédemment
ot loscillation conserve une amplitude constante.

Si I'on a rC; + Ms < 0 les oscillations s’amorcent et croissent
en amplitude.

Si I'on a r,C; + Ms > 0 les oscillations ne peuvent s’amorcer et,
si le régime initial a une amplitude finie, le systéme doit tendre vers
le repos.

3. Graphique de Nyquist: exemple type. — Nous venons de
voir que 1’équation qui permet de calculer la pulsation de I'oscil-
lateur pris comme exemple est

L,Cw? — ju(r,C; + Ms) —1 =0

et que cette pulsation, complexe dans le cas général, ne devient
réelle que si la condition d’accrochage r,C; + Ms = 0 est remplie.

On peut aussi étudier 'équation (2) par une méthode graphique
due & Nyquist. Nous allons rappeler la méthode, qui est d’une extréme
utilité pour préciser la stabilité ou Dinstabilité d’un oscillateur
linéaire. Nous I’étendrons ensuite au cas de systémes non linéaires,

Donnons a v une valeur réelle arbitraire w,; le nombre complexe

Hj(wy) = L,Cy0} — jwr(r,Cy + Ms) — 1
BraqQuikre. 2
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obtenu en portant cette valeur v, dans le premier membre de I’équa-
tion précédente, a une image m sur le plan complexe.

Si w, varie, tout en restant réel, le point m décrit une courbe:
diagramme de l’oscillateur considéré.

Si, d’ailleurs, I'un des coefficients de I’équation (2), par exemple
(riC; + Ms), est susceptible de prendre diverses valeurs, & chacune
de ces valeurs correspondra un diagramme différent.

Nous avons représenté sur la figure 5 trois diagrammes I'y, 'y, T,
pour trois valeurs : négative, nulle, positive de r,C; + Ms.

TG (rC,+Ms €0)

3 (rCi+Ms>0)
Iz (rCi+Ms=0)

Fre. 5.

Pour r; C; + Ms = 0, a I'accrochage, la courbe I'y se confond avee
une portion de I'axe réel, elle passe, par suite, par I'origine O. Les
courbes T'; et T'; tracées pour rC; + Ms << 0 et »C; + Ms > 0 ne
passent ni 'une ni 'autre par O. Ce point, pour lequel on a H, = 0,
ne correspond pas, en effet, dans ces deux derniers cas, & une valeur
réelle de w.

Les courbes Ty et I'g relatives, la premiére & une oscillation d’ampli-
tude croissante (r,C; 4+ Ms < 0), la deuxiéme & une oscillation
tendant vers le repos (r,C; + Ms > 0), ne différent que par le sens
de déplacement du point courant m quand w, varie de — o & + .

Ce résultat est trés géméral, la fonction H,(w) est une fonction
analytique. Le diagramme de l’oscillateur, obtenu en faisant varier
w. de — o0 4 4+ oo apparait comme la transformée de I'axe réel.
Le point O est le transformé des zéros de H,(vw). Si les zéros de H,(w)
sont laissées & gauche d’un observateur qui parcourt I’axe réel,
cette disposition doit &tre conservée sur le plan du diagramme :
I'observateur qui parcourt le diagramme voit le point O & sa gauche.
Dans ce cas le systéme est amorti puisque les zéros de H,(w) sont dans
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le demi-plan complexe positif. Si le point O est & droite de 'obser-
vateur qui décrit le diagramme, le systéme est au contraire instable.

OSCILLATEUR A DEPHASAGE. — Nous appliquerons a titre d’illus-
tration la méthode graphique décrite ci-dessus a l'oscillateur a
résistance et capacité de la figure 6.

<
AA L
L
T

SR SR Qr
r

7777777777777777777777777777.
Fic. 6.

Ce systéme ne renferme plus le circuit oscillant usuel a résistance,
self et capacité. Le réseau des résistances et des capacités reporte
sur la grille de la lampe d’entretien une tension V, obtenue & partir
de la tension de plaque V,.

V, est déduit de V, par modification d’amplitude et de phase,
ce qui revient & dire encore que le circuit de réaction déduit V;
de V, par atténuation complexe.

Le calcul du coefficient d’atténuation complexe donne

— jutRIC?
— jwdR3C? — 6R2C%w? + 5jw RC 4+ 1

Bi=

(la signification des lettres est indiquée sur le dessin).
Cette expression, jointe au gain complexe de la lampe, qui vaut
ici, lorsque la résistance de charge r est faible,

Gy=—rs
permet de déterminer le coefficient de réaction complexe de 1'oscil-
lateur et, par suite, son équation aux pulsations qui est de la forme
jR3C3(1 + rsjw’® + 6R2C%w® — j5RCo — 1 = 0.
Cette équation du troisidme degré est équivalente, lorsque w est

réel, au systéme suivant obtenu en annulant les parties réelle et
imaginaire pure de son premier membre :

6R2C2w?— 1 =0, R2C3(1 + rsjw®—5 = 0.

On peut obtenir ainsi la valeur de la pulsation & I’accrochage et
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la condition d’accrochage. De la premiére équation, on tire, en effet
1
RCY6

Portant cette valeur dans la deuxi¢me, on trouve, pour condition
d’accrochage,

w=

rs = 29.

Nous avons encore représenté (fig. 7) trois diagramme Ty, Ty, T,

, &, T

=29/rs (29

Fic. 7.

pour des valeurs différentes de rs:
rs < 29, rs = 29, rs > 29.

Nous constatons que seule la courbe correspondant & I’accrochage
passe par O. Du sens de parcours des deux autres courbes, quand
w, varie de — o & 4 oo, peut étre déduit comme plus haut la
stabilité ou l'instabilité de I'oscillateur.

Plus généralement, I’équation qui donne o peut &tre écrite sous la
forme réduite

Hy(w) =0,
olt H,(w) est une fonction analytique.

Nous représentons alors sur le plan complexe la courbe obtenue
en portant dans Hi(w) les valeurs réelles de w, les points de cette
courbe ayant pour affixes H(w réel).

A Taccrochage, ’équation

Hiw) =0

a une racine réelle en v et la courbe de Nyquist passe par O.
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Lorsque la condition d’accrochage n’est pas remplie, I'origine
O(H, = 0) correspond a une valeur complexe w = wy + jw; dont
on déduit, selon que wy est négatif ou positif, 'instabilité ou la sta-
bilité de P'oscillateur. La courbe ne passe pas par O dans ce cas.

B. — OPERATEUR DIFFERENTIEL REPRESENTATIF D'UN OSCILLATEUR.

Les divers symbolismes actuellement appliqués aux
systémes linéaires. — Sans entrer dans le détail de leur étude,
nous allons passer briévement en revue les divers symbolismes
actuellement appliqués aux oscillateurs linéaires.

MtTrODE DE LaPLAcE. — Partons de I’équation différentielle,
supposée en premiére approximation linéaire et & coefficients cons-
tants, qui décrit ’évolution de I'oscillateur, par exemple ’équation
qui nous a servi plus haut:

d2v. dv
LICIT: + (rC; + Ms) Wl + V;=0.

Nous supposerons le systéme amorti (Ms + r,C; > 0), préalable-
ment au repos, et déplacé du repos & I'instant initial par un choc
brusque (un choc-unité par exemple). L’équation ci-dessus doit
&tre complétée au second membre par la fonction impulsion-unité 3(t).

Pour déterminer la solution Vy(t), on prend les transformées de
Laplace des deux membres; soit

elp) < Vi), 13,

Le premier membre est remplacé par un polyndme en p, et 'équation
transformée est, compte tenu des conditions initiales V,(0)=0,
V,'(0) = 0.
[L,Cyp* + (rCy + Ms)p + 1]9(p) =1,
d’ou
1
L,Cip® + (ryCy + Ms)p +1’

L’effet de toute autre action extérieure, représentée par
tion E(t) au second membre, s’en déduit simplement, sg

®(p) Vi), $(p) CE().

o(p) =

SE"VICE DE
MATAEMATIQUES
PLRES
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L’équation transformée devient

[L1Cip?® + (rCy + Ms)p + 1]®(p) = $(p),
d’ot

— $(p) —
(P(p)—LlC AT G, T M) 1 $(p) 2(p),

c’est la formule de Carson. Connaissant ®(p), on reviendra a
Poriginal V,(¢).

MérnopE pE Fourier. — On recherche la solution V(t) de I’équa-
tion avec second membre

£y
L Z0 + (G, + Mo T 4 v, — Eg

sous la forme d’une intégrale de Fourier, qui se réduit 4 une série
de Fourier dans le cas d’une excitation périodique.
Soit
'4- 00 -+ oo
Vilt) = f_ Clo)elido,  E(f) = f_ " Yw)ehtdo.
Portant dans P’équation, il vient
S5+ jelnG + Ma) — LiCuwlClwlemido = [ y(u)oido,
d’ott le spectre de Fourier de Vi(t),

- (w)
) = oG + Ms) — LGt
Vi(t) s’en déduit.

MtTHODE DE LA convoLuTION. — On sait que les dérivées succes-
sives d’une fonction sont représentables par le produit de convolution
de cette fonction par les fonctions spéciales d'(t), 3(¢), ..., dérivées
successives de l'impulsion-unité 3(t) au sens des distributions.

L’évolution du systéme sous I’effet d’un choc-unité sera donc décrite
par l’équation

[LiCid" + (1Cy + Ms)d' + 8] %0, =8
et sous Peffet de laction extérieure E(t) par
[LiCd" + (ryCy + Ms)¥' + 8] % V, = 3% E(t),
d’olt la solution

Vi) = [LiCd” + (nCy + Ms)8' + 3]-1x E(t) = o,(t) % E()

qui est une autre forme de l'expression de Carson.
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SYMBOLISME DE L’OPERATEUR DIFFERENTIEL. — Conservant tou-
jours I'exemple type choisi plus haut, nous définirons « le gain sym-
bolique » du quadripéle actif, ici la lampe amplificatrice, et I’« atté-
nuation symbolique » du quadripdle passif.

a. Gain symbolique de la lampe amplificatrice. — La relation entre
la tension de sortie V, et la tension d’entrée V; est

d
A Vy=—Lg 2V,
(&) 2 28 @t
nous poserons symboliquement
Gop=—1Lys &,

G,, est le « gain symbolique du systéme d’entretien,».
b. Atténuation symbolique du réseau passif. — De méme, la rela-
tion entre la tension de sortie V; et la tension d’entrée V, du réseau

passif est
M

(5) Llcl an Vi +nG v1 +V= L Ve
nous poserons aussi
L.
Bop = b1
Llcl T + "101 €x + 1

ce qui revient 2 écrire I’équation différentielle ci-dessus sous la forme
symbolique

M
Ly

V=
d? d
MO tnGg +1

V,.

L’équation d’oscillation, déterminée facilement & partir des équa-

tions (4) et (5).

[Llcl + (nC + Ms) & + 1 ]vl =0

dtl
peut &tre mise sous la forme symbohque
(6) (1 — BopGop) V1 = 0.

On voit alors que, dans le cas ol V; est de la forme A, ¢/ on a

= jwAent, %=(jw)'A,_el"‘,
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L’opération du symbole % sur V; est, dans ce cas, équivalente a
la multiplication de V; par ju et <d—m> équivaut,de méme, 4 la multi-
. L. S m dem
plication de V, par (jo)™
G,, et B,, peuvent &tre remplacés par les valeurs complexes G,
et B,, calculées plus haut, et ’équation différentielle de 1’oscillateur
par Péquation complexe déja rencontrée

1—BiGi = 0.

Sous une forme plus générale, un oscillateur étant réduit comme
sur la figure 1, nous supposerons donnés, dans I'approximation linéaire,
le gain et P’atténuation symbolique G,, et §,, de A et B sous la

J
forme d’une fraction rationnelle %ﬂ-’-", p™ désignant le symbole
kOxP

m
Zdi:" a; et b, des coefficients constants.

Cette expression généralise les coeflicients de transfert symbo-
liques G,, et B,, déterminés dans I’exemple précédent.
Ayant choisi une variable, par exemple le potentiel d’entrée
V de A, nous écrirons I’équation d’oscillation
(1 — BopGep)V =0
sous la forme réduite

(7) HopV =0,

en posant
HOP = 1. -_ pop ch.

Nous chercherons ensuite une solution de cette équation de la
forme V = age”, a, étant réel et p égal & jo (v réel) H,,V=0
s’écrit alors

(8) . HV =0,

H, étant la grandeur complexe obtenue en remplagant dans H,,
les dérivées premiéres, secondes, etc., par p, p? ...
Par suite, I'équation (7) peut &tre remplacée par

(9) H; =0, , qui permet le calcul de w.

Elle est équivalente 4 deux équations & une inconnue w, obtenues
en annulant les parties réelles et complexes de H,. Dans le cas souvent
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rencontré en pratique ou la pulsation peut étre déterminée de fagon
unique, la condition de compatibilité des deux équations précédentes
donne la condition d’accrochage.

En fait, la condition d’accrochage n’est jamais exactement vérifiée
et 'équation H, = 0 n’admet pas, en toute rigueur, de solution
réelle en w. On peut trouver cependant, dans ce cas, une solution

complexe
© = w; | jw,.

Il en résulte pour V une expression de la forme
V = agge—=stesuit,

dont 'amplitude |V|= age~**' est une fonction du temps, crois-
sante ou décroissante selon que wy est négatif ou positif. Le diagramme
de Nyquist permet de préciser dans quel cas on se trouve.

L’oscillateur est instable dans le premier cas, stable dans le second,
et indifférent dans le cas limite ol la condition d’accrochage serait
exactement vérifiée.

REPRESENTATION DANS UN ESPACE DE HiLBeErT. — L’intérét des
opérateurs différentiels, dans le cas linéaire, est lié au principe de
superposition.

En particulier, ce principe permet de décrire la méthode opéra-
tionnelle dans un espace de Hilbert, dont la base est ’ensemble
des vecteurs |V,>> associés aux exponentielles complexes e&/*»' (w,
réel, positif ou négatif).

Toute fonction z(t) est représentable par un vecteur [z > et peut
&tre décomposée sur cette base, soit sous forme d’une suite discréte
si xz(t) est périodique,

e
(10) Ix>=zcnnvn>v

soit sous forme d’une intégrale (transcription de l'intégrale de
Fourier), dans le cas général:

(11) o> = f_ "% CalVa > dn.

Comme nous le verrons plus loin, 'impulsion-unité 3(t) se décom-
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pose suivant
(12) B> = f*”|v,,>dn.

1° L’opérateur H,, transforme tout vecteur |z>> en un vecteur

ly >,
[y>=Hep| z>.

20 Les vecteurs de base, |V, >, sont les vecteurs propres des
opérateurs H,,, avec les valeurs propres H,. On a, en effet (1)

Hoylvn> = HHV,‘>.

30 L’effet d’'une impulsion-unité sur le systéme initialement au
repos est décrit par I’équation

Hplz > =[3>
ou, tenant compte de (10), (11), (12), soit par

(13) Z[C,.H;- —1]|Va>=0,
soit par "
(1%) f [C.HF — 1] |V, > dn = 0.

Comme les vecteurs de base sont linéairement indépendants,
’équation (13) est équivalente au systéme de n équations

CH} —1=0
qui donne les C,, et I'équation (14) est équivalente a
Cv)H,(v) =1,
d’ott C(v), si I'on choisit la fréquence v comme variable.
Parmi les méthodes que nous venons de passer rapidement en
revue, nous retiendrons pour la suite, en vue de leur extension

aux oscillateurs non linéaires : la méthode de Nyquist, l]a méthode
de Fourier et le symbolisme de 'opérateur différentiel.

III. — Oscillateurs en régime non lineaire.

On peut classer les systémes oscillants en systémes conservatifs,
dans lesquels ne se produit aucun échange énergétique avec le milieu

]

(1) Ici Pindice inférieur n’est pas un exposant.
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extérieur, et en systémes non conservaiifs, qui mettent en jeu de tels
échanges. :

Ces derniers peuvent &tre eux-mémes subdivisés en systémes
amortis ou entretenus, selon que le bilan energétique se traduit en
moyenne par une dépense ou par un gain. Les échanges d’énergie
peuvent d’ailleurs &tre réalisés soit & partir d’une source d’énergie
périodique, soit & partir d’une source d’énergie 4 niveau constant
et dans ce cas il s’agira d’auto-oscillateurs, qui peuvent étre eux-mémes
entretenus ou amortis.

Les systémes auto-entretenus peuvent se comporter de fagon
totalement différente selon que leur régime est non linéaire ou
linéaire.

Ainsi, en dehors du cas théorique limite o la condition d’accro-
chage est vérifiée, un auto-oscillateur linéaire non amorti a une
amplitude indéfiniment croissante. Par contre, en fonctionnement
non linéaire, il est fréquent que le régime se stabilise et que 'ampli-
tude prenne une valeur limite a,, indépendante des conditions
initiales.

Dans ce cas, sur le « plan de phase », ot 'on porte en abscisse
une variable convenablement choisie z, et en ordonnée sa vitesse

d’évolution%—f, les trajectoires du point figuratif tendent vers un

«cycle limite ».

Sans entrer dans le détail d’une étude topologique utilisant le
«plan de phase », dont on trouvera les résultats dans les traités
classiques, nous rappellerons quelques définitions :

1° Un cyecle limite est stable si les trajectoires I'approchent asymp-
totiquement, de Dextérieur aussi bien que de lintérieur, quand
t—> -4 oo.

20 11 est instable si les trajectoires 'approchent asymptotiquement
de I’extérieur aussi bien que de l'intérieur, quand ¢ - — .

30 1l est semi-stable si les trajectoires 'approchent asymptotique-
ment, de l’extérieur quand t—> + o, et de l'intérieur quand
t— — o0, ou vice versa.

On peut aussi établir les théorémes suivants [1]:

TrtorkMeE I — Si un systéme posséde plusieurs cycles limites
formant une séquence a,, ag,ag, ..., dans Uintervalle de deuz cycles
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limites stables consécutifs existe toujours un cycle limite instable.
Ces cycles instables forment une autre séquence a,, a,, ag ...

TatorkME II. — Le cycle limite stable atteint spontanément par
un systéme qui part du repos est toujours celui qui correspond a la
plus faible amplitude.

TatorikME III. — Les autres cycles limites stables de la séquence
ag, ag ... ne peuvent étre atteints que sous Ueffet d’un choc initial, qui
porte le point figuratif au dela du cycle limite instable correspondant
Gy, Gy,...

Pour la clarté de I’exposé, nous admettrons dans la suite que
le systéme est initialement au repos, dans un état instable, et
qu’il tend naturellement vers le premier cycle limite stable de la
séquence précédente. Cela ne restreint nullement la généralité des
résultats.

Dans le paragraphe A (Eaztension de la méthode opérationnelle),
nous supposerons que ce cycle stable est atteint, et nousrechercherons,
la solution sous la forme d’une oscillation quasi-sinusoidale d’ampli-
tude constante.

Dans le paragraphe B. (Extension de la méthode de Nyquist),
nous étudierons la loi d’évolution vers ce premier cycle limite. En
particulier nous obtiendrons une expression générale de la constante
de temps de retour au régime stable.

Comme ces résultats restent valables pour un cycle limite instable,
ou dans son proche voisinage, le signe de la constante de temps
ainsi obtenue conduit & un critére de stabilité :

Le cycle limite est stable si la constante de temps est positive,
instable si la constante de temps est négative.

A. — EXTENSION DE LA METHODE OPERATIONNELLE.

1. Espace transformé, — Nous avons mis ’équation non linéaire
qui régit l'oscillateur sous la forme
(15) H(z) = H,(2) + Hy(z) =0,

dans laquelle H, et Hy sont deux expressions fonctionnelles, la premiére
linéaire, et la deuxi¢éme non linéaire.
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Le principe de superposition n’est plus applicable & I'opérateur H.
C’est dire qu’étant données deux fonctions quelconques z(t) et

z4(t), on a

et

H(z; + 25) # H(zy) + H(z,)
H(kz,) 5% kH(z,) (k, scalaire arbitraire),

Dans le langage vectoriel nous noterons qu’étant donnés deux
vecteurs |z,> et | z,>> de I'espace de Hilbert défini plus haut,
on a

Hilz; > + |23 > ] # Hls; > + Hlzy >
et
H{klzy > { # kH|z, >.

La transformation H fait donc subir une « distorsion » & l'espace
initial.

Au voisinage de l'origine, la transformation est approximative-
ment linéaire puisque pour de faibles valeurs de z, H(z) tend a se
confondre avec H; (z). Cette transformation limite définit 1’espace
linéaire tangent, & 1'origine. Cet espace tangent admet évidemment
pour vecteurs propres les vecteurs |V, > associés aux exponentielles
complexes e/*', mais il est aisé de se rendre compte que cette
notion de vecteurs propres perd sa signification quand on s’éloigne
de l'origine. En effet, lorsque les amplitudes ne sont plus infiniment
petites, expression H(ae/) comprend un certain nombre de termes
harmoniques.

Par exemple si I'on forme cette expression dans le cas de I’équation

de Van der Pol:
LC%+ (Mo + 1C + 3Mbat) 2 1. 2 — o,
on trouve
H(aeM) = [1 — LCw? + ju(Ms + rC)Jaelt + 3juMbadediet,
Plus généralement on posera
H(aeht) = HE + Hfelot + Hie¥ot + ... + H¥enst 4 ..,

ou les coefficients Hy*, H,*, ..., H,*, sont fonctions & la foisdeaet de w,
c’est-a-dire de la longueur et de la direction du vecteur.

Les directions propres initiales ne sont pas conservées, puisque la
transformation fait apparaitre des composantes Ho*, H.*, ..., H.*
sur tous les vecteurs de base. Ces coefficients sont commodes pour
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traduire la distorsion de l'espace transformé lorsqu’on s’écarte de
Porigine. Suivant 'importance de la distorsion dans la région oil
nous nous placerons, nous serons amenés 4 considérer les compo-
santes Hp* Hy*, ... H * soit comme des termes correctifs, soit comme
des termes de dimension finie.

Nous noterons que les coefficients Ho*, Hy*, ... H* ne sont plus
des opérateurs mais des nombres, qui remplacent la valeur propre

unique du cas linéaire. Ils sont calculables a4 partir de I'intégrale
de Fourier,

H= 1 f ** H(aelot)e—imt d{w).
2% 0

2. Recherche de la solution sous la forme d'une série de
Fourier. — Nous chercherons une solution de I’équation

(15) H(z) =0

sous la forme d’une série de Fourier,

x = 2 a, cos nwt + b, sin not.
n

Nous nous placerons dans le cas ol le fondamental
&; = a, cos wt 4 b; sin wt

est prépondérent et nous poserons

=z + ¢, avee & = Z a, cos nwt + b, sin nwt.
n¥d
Notons que:

10 L'origine des temps étant arbitraire, nous pouvons choisir
pour expression du fondamental

&, = a cos ut
et nous poserons
T = a cos wt +} &(t).

20 Nous ne pouvons plus adopter pour terme fondamental 1’expo-
nentielle complexe ae! car I’équation (15) n’est pas linéaire. La



MECANIQUE NON LINEAIRE 27

méthode si utile dans le cas linéaire est en défaut ici. On a, en effet
Hylacos ot) = H,[% oot 4 2 e—f-‘] #H, (g a—c) +H, (g- e—;..).

ce qui interdit de séparer les deux exponentielles complexes e/
et ¢,
Si nous portons 'expression de z dans I’équation (15), nous obtenons

(16)  Ha cos wt + €} = H, (a cos wt 4 ¢} 4 Hy(a cos wt + ¢) = 0.

Deux cas sont alors 4 envisager :

a. Le cas ou H, présente une forte distorsion et oill, en premiére
approximation, on peut négliger dans H, (a cos wt -+ ¢) les harmo-
niques dus au terme ¢ devant les harmoniques importants créés
par le fondamental (forte distorsion de I’espace transformé dans la
région envisagée). L’équation (16) se réduit alors &

(47) H,(a cos wt + ¢) + Hy(a cos wt) =0,

b. Le cas ou H, présente une faible distorsion et ou les harmo-
niques dus au terme ¢ sont en concurrence avec ceux qui sont créés
par le fondamental, eux-mémes trés petits.

Cas D’UNE FORTE DIsTORSION, — Placons-nous d’abord dans le
premier cas en examinant I’équation (17).

H; est un opérateur non linéaire, par conséquent Hj (a cos wt)
se présentera sous la forme d’une série de Fourier,

H,(a cos wt) = 2 €, cos nwt+ Znn sin nwt.

Les coefficients &, et 4, sont réels puisque 1’expression différentielle
de H, ne fait intervenir aucun nombre complexe. Il s’ensuit que si
nous utilisons le développement de Hy (a cos wt) sous forme d’expo-
nentielles complexes, les coefficients correspondant & des pulsations
Opposées seront complezes conjugués. )

On a

4+

(18) Hy(a cos wf) = 2 Kienot,
4 o



28 A. BLAQUIERE

K.,* et K_.* sont complexes conjugués. Ces coefficients sont différents
des H,* rencontrés plus haut, bien que leursignification reste la méme.
En particulier ils sont fonction de a et de w.

En ce qui concerne la partie linéaire H;(a cos wt - ¢), on peut
lui appliquer la méthode classique utilisant le développement de
a cos wt + ¢ en série d’exponentielles complexes.

On a alors

+ 00
(19) Hyfo) = ) H (a4,

RI==— 00

avec

ol
l""2’ '
(20) ¢u=a"__2-_lh,

( a, + l.bn
A_p = ) ¢
L’équation (17) s’écrira donc

+®
2 { K% + a, Hy(njo) | evnt = 0,

Elle est équivalente au systéme de n équations

( ..................

zK +¢,.H1(n]w) -—0

Pour n = 1, on a la premitre équation
(21) Ki(a, ju) + 5 Hyfjo) = 0.

Elle est équivalente & deux équations réelles et permet le calcul
de la pulsation fondamentale et de I'amplitude stabilisée. Nous
retrouverons cette équation dans la méthode du « diagramme
mobile », .

Le premier membre, en effet, est souvent une fonction analytique,
représentable sur le plan complexe par un diagramme qui dépend du
paramétre a. Il se déforme lorsque I’amplitude varie et passe par
Porigine au moment de la stabilisation.

Pour n=£1, les équations successives permettent le calcul des
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amplitudes des divers harmoniques. On a, en effet, a et o étant

connus :
*
(22) aAp=— Ka

Hy(njw)

Application & Uéquation de Van der Pol. — Pour I'équation de
Van der Pol, on a
H,(z) Esbe’%'f_.

on en déduit

. :» 3Mba a® _ a3 a? al
Hy(a cos ot) = jo [——e ’k‘—ze—ht+zef"+ze’“]

2 4
d’ott
3 . 3
K, g, B
3 , 3
K = jo 3M8ba , K! = jw 3M8ba .

La partie linéaire donne
H,(jo) = — LCw? + jo (Ms + rC) + 1.

L’amplitude et la pulsation & la stabilisation sont solution de 'équa-
tion (21) qui prend ici la forme

o 3Mba®
8

+ % [1—LCw? + jo(Ms 4 rC)] =0.

Supposant a == 0, on en déduit les deux équations réelles

1 — LCw?=0,

3Mbat

(23) T+ (Ms +1C) = 0.

On trouve les valeurs classiques

1

w=—,

(24) ‘/LC
_ 4(Ms + rC)
a, =\ /_JW_.

Puisque le coefficient K,* est nul, il n’y a pas d’harmonique 2.
L’harmonique 3 a pour amplitude complexe

., SMb s

Jo—— a;
g = 8

T 1 —9LCa® + 38 ju(Ms + rC)
BLAQUIERE. 3
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ou, tenant compte de (24)
o 2MD
=8 |
8— 3ju(Ms + rC)

a}
as

Au voisinage de I'accrochage (Ms + rC=<0) le deuxiéme terme du
dénominateur est négligeable et ag se réduit a

3Mb

%

ay = jw

Pamplitude réelle de I’harmonique 3 s’en déduit d’aprés (20). On a

by = — 31\;;«» af = (Ms —;rC)w a,.

Validité de la méthode. — Le raisonnement n’est valable que si
les harmoniques sont de faible amplitude devant le fondamental.
Le module de a, doit donc &tre petit, ce qui entraine la condition

(25) KR << [Hyfn foo)|-
Généralement la distorsion de I'espace non linéaire est telle qu’on ait
1K < IKP):
Par conséquent la condition
|K}| < Hy(njo)

entraine I'inégalité (25).
D’autre part I’équation (21) donne

K = 5 [Hy (o).

On peut donc prendre pour condition de validité de la méthode
I'inégalité
3 /()< Hy(njw)|.

La fonctionnelle H; étant donnée, on voit que la condition est
vérifite aux faibles amplitudes, donc au voisinage de 1’accrochage.

Pour une amplitude stabilisée imposée, on peut aussi satisfaire
la condition par

, a2
[ (jo)| << [Hy (o) 2.
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Cette derniére inégalité est vérifiée :
10 S le systéme linéaire d’opérateur H, est stable et présente une
résonance trés aigué, v étant dans la bande de résonance. Ce sera le
cas, par exemple, d’un oscillateur 4 quartz, dans lequel un quartz

de trés grande qualité est couplé & un circuit d’entretien plus ou
moins non linéaire.

20 Si le systéme linéaire d’opérateur H, est instable, et si I'on
est au voisinage de 'accrochage, » étant voisin de la fréquence
propre du systéme linéaire.

Dans ces deux cas, I'amortissement apparent (Ms -+ rC pour
Poscillateur de Van der Pol) positif ou négatif est trés faible, et la
fréquence est voisine de la fréquence qu’aurait le systéme si ’amor-
tissement était nul.

Cas D’UNE FAIBLE pisToRrsioN. — Dans le cas ou H, présente
une faible distorsion, les harmoniques créés par le fondamental
sont trés faibles, c’est-a-dire du méme ordre infinitésimal que ceux
dus au terme ¢(t), et le terme Hy(a cos wt + ¢) de I'équation (16)
ne se réduit plus & H, (a cos wt). Le calcul est évidemment plus
compliqué, quoique la méthode subisse peu de modifications.

1° En premier lieu on limitera le développement de ¢(t) a quelques
termes harmoniques. La précision de la méthode dépendra, par suite,
de la rapidité avec laquelle converge la série.

20 On fera agir l'opérateur H, sur la somme
a cos wt -+ E a, cos nwt + b, sin nwt (n limité),

ce qui conduira, comme plus haut, 4 un développement en série
trigonométrique réelle qu’on mettra encore sous la forme

Z Kieni=t,

Mais ici K,* est fonction de toutes les amplitudes a, ..., a,, b, et
de w, ce qui complique beaucoup la solution dans le cas général.

3° On dispose encore de I'équation

zz K + a,H, (njuw) | vt = 0
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qui est équivalente au systtme de n équations

K% + a,H,(njw) =0,
Chaque équation se décompose en deux équations réelles, d’od

2n équations qui permettent le calcul de a, w, ..., a,, b,, soit au total
2n inconnues.

B. — EXTENSION DE LA METHODE NYQUIST

1. Quelques exemples types. — 1. 1. DErFINITION DU bDIA-
GRAMME MOBILE. — 4. 1. 1. Deux classes de mécanismes limiteurs
d’amplitude. — L’équation différentielle qui régit 'oscillation d’un
systéme non linéaire ne peut &tre étudiée par la méthode de Nyquist
sous sa forme classique. On peut néanmoins étendre la méthode &
ce cas, comme nous allons le voir sur quelques exemples.

Remarquons qu’on peut rencontrer deux classes de mécanismes
limiteurs d’amplitude. ' .

Dans le premier exemple nous supposerons qu’il existe un « filtre
d’enveloppe ». La limitation est donc assurée, pour ce type d’oscil-
lateur, soit par ’'amplitude &, soit par une fonction simple de ’ampli-
tude, par exemple a® Cela nous permettra d’introduire un paramétre
limiteur & variation lente et continue.

Dans le deuxi¢me exemple, c’est la variable elle-méme qui contrd-
lera 'amplitude. L’introduction d’un paramétre limiteur analogue
au précédent sera moins directe, et méme impossible dans le
cas général d’une oscillation de forme quelconque. On pourra le
faire apparaitre cependant tant que l'oscillation restera pseudo-

sinusoidale en considérant la moyenne de la variable sur quelques
périodes.

1. 1. 2. Exemple d’un limiteur & filtre d’enveloppe. — Reprenons
oscillateur considéré plus haut, celui de la figure 3, et ajoutons-y
un mécanisme de réaction, fonction de I'amplitude d’oscillation.

L’équation linéaire

LGS + (G + M) B+ Vi =0,
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est remplacée par une autre du type suivant:
LGZ3 + G+ Ma) (1 — may Dt 4 v, — 0,

m étant un coefficient caractéristique du systéme de contrdle choisi.
Si ma?® tend vers 1, par suite de la croissance de I’amplitude a, le terme
résistant devient nul et I'oscillation se stabilise pour

4
Vm

Un exemple simple de ce cas est obtenu en ajoutant, a I'oscillateur
pris antérieurement comme type, un systéme a résistance et capacité

2

-

Fic. 8.

a=

§ AAAN—

en paralléle (fig. 8) apportant par sa grande constante de temps une
polarisation automatique de grille.

Linéarisation de Uopérateur différentiel représentatif. — Sur un
intervalle de temps assez court, pendant lequel 'amplitude d’oscil-
lation reste voisine d’une valeur a, on peut remplacer I'équation
non linéaire précédente par I’équation linéaire

LG+ (nC + Ma)(t — ma) Tt 4+ v, =,

ol 'on a donné & & la valeur constante a.

L’oscillation pseudo-sinusoidale représentée par cette équation
linéaire a une amplitude qui varie exponentiellement avec le temps.
Elle ne coincide avec Poscillation du systéme considéré que lorsque
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Pamplitude de cette derniére est voisine de a, (fig. 9).

Nous P’appellerons « oscillation pseudo-sinusoidale exponentielle
tangente » pour a = a,, et ’équation linéaire correspondante « équa-
tion linéaire tangente ».

Du point de vue vectoriel, on voit que 'opérateur différentiel
linéarisé permet de définir un espace linéaire tangent en tout point
de 'espace courbe, défini par I'opérateur non linéaire initial.

On peut faire correspondre un diagramme de Nyquist & chaque
équation linéaire tangente, et définir ainsi un diagramme mobile.

Fic. 9.

11 suffit, pour chaque valeur de a (soit a, une telle valeur), de rem-
placer 'équation donnée par I’équation linéaire tangente, auquel
cas l'opérateur H devient

H= [LICI% + (Ms + riCy) % + 1 — mad{rC, + Ms)%].

La pulsation complexe correspondante est encore donnée par
I’équation

H(jw) = — L,Cy0? + (1,C; + Ms)jo + 1 — m a? (rC; + Ms)jw = 0.

Pour chaque valeur du paramétre a,, la pulsation complexe tirée
de cette équation, a une valeur différente : elle varie avec I’amplitude.

Déformation lente du diagramme mobile entre Uaccrochage et le régime
permanent. — Nous construirons, pour a = a,, le diagramme de
Péquation linéaire tangente. Le point courant de cette courbe aura
pour affixe

Z = — LGyt + 1 jur(r,Cy + Ms) (1 — ma})

(v, désignant une valeur réelle variable donnée & o).
Lorsque a, varie au cours du temps, Ja courbe ainsi obtenue
se déforme, engendrant une famille & un paramétre.
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La figure 10 représente quelques courbes de la famille. Il ne
s'agit pas ici d’une famille de courbes correspondant a différents
réglages d’un oscillateur, mais & une évolution continue de I'oscil-
lateur, pour un réglage donné.

En résumé, I'équation d’oscillation est toujours mise sous la forme
H,V = 0. La différence entre un systéme linéaire et un systéme

L 1
1 'wz'vqcltt’z 0,'-151
W 10
i 1o
a crolssant | bl
ma?1 | P
-T2
-------- ! ‘--:\4\\ :
ma?:1 v 0 ~.‘|‘\‘4‘l
[ f—
/ E
| \: :
! ™
a croissant | P
ma%¢1 ! b

Cou ‘rbets Courbes équiamplitude
construiles § ., eguipulsaiion
pour w, >0 Trajectoire —. . —

F1c. 10.

non linéaire est marquée par la présence du paramétre a, dans I’expres-

sion
2
H,p = (%, Edi?’ )

L’équation aux pulsations déduite de I'équation d’oscillation

sera par suite écrite
Hyfay, w) = 0,

ce qui permet de remplacer le diagramme unique, construit précé-
demment & partir de 1’affixe H,(w,) d’'un point courant m, par la
famille de courbes & un paramétre engendrée par le point d’affixe
Hy(a,, w). Nous compléterons le diagramme en représentant les lieux
des points pour lesquels w, a une valeur donnée, lorsque a, varie,
Nous joignons ainsi & la famille des courbes équiamplitude précédentes
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une deuxiéme famille, celle des courbes équipulsation dépendant du
paramétre o, (fig. 10).

4. 1. 3. Cas d’un limiteur sans filtre d’enveloppe : exemple de I oscil-
lateur de Van der Pol. — Partant de I’équation générale

H,(V) + Hy(V) =0,

nous avons vu plus haut qu’a la stabilisation on peut la remplacer,
en tenant compte du fait que le régime est trés approximativement

sinusoidal, par
A=+

{ K 4 anH,(njw) | enet = 0,
R=-—00
Si I’on ne se préoccupe que du fondamental, considérant que dans le
cas ol nous nous placons les harmoniques sont toujours de trés faible
amplitude, on est amené a porter son attention sur le premier terme :

Kt (g, jo) + - Hy(jo).

Nous nous placerons dans le cas oul cette fonction est analytique,
et nous noterons que:
10 cette fonction est représentable sur le plan complexe par un

diagramme, pour chaque valeur du paramétre a;

20 3 la stabilisation elle s’annule pour les valeurs réelles a, et o,.
Le diagramme passe dans ce cas par l'origine;

30 en dehors d’un régime stabilisé, pour lequel le diagramme passe

par lorigine, ’équation

Ki(eju) + & Hyjo) =0,

n’admet pas de racine réelle en w.

49 lorsque 'amplitude a est trés faible, comme nous avons supposé
que le terme non linéaire Hy devient négligeable & coté de Hj, la fone-

tion se réduit & —;— H;(jw). Le diagramme s’identifie alors, au facteur a

prés, a celui que nous avons tracé dans le cas linéaire, et il nous
renseigne sur la stabilité du systéme dans cet état initial.

En résumé, comme dans le cas d’un limiteur avec filtre
d’enveloppe, nous définissons encore un diagramme mobile qui
&volue en fonction du paramétre a. Si loscillateur est instable aux
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faibles amplitudes, amplitude croit et la stabilisation est obtenue
lorsque le diagramme mobile passe par I'origine. Il reste & montrer
que ce diagramme est ceélui qu’on obtiendrait & partir de 'équation
linéaire tangente, qui n’a pas été explicitée ici comme dans le cas
d’un limiteur 4 filtre d’enveloppe. La démonstration de cette propriété
est donnée dans I'appendice I.

Remarque. — La définition que nous adoptons ici est légérement
différente de celle du paragraphe ci-dessus. Pour conserver la méme
notation, nous devons poser ici

Hj[ay, w]a; = K¥(ay, ju) + %‘_Hl(jw).

Les deux représentations H[a,, w]a, et Hj[a;, w] se déduisent sim-
plement I'une de I'autre.
Dans I’exemple de l'oscillateur de Van der Pol, nous avions

. 3
K= jw 3__Msba ,

H,(jw) = — LCw?® + jw(Ms 4 rC) 4 1.

1. 2. TEmPs DE REACTION A UNE PETITE PERTURBATION. — L’oscil-
lation naturelle, tant qu’elle n’a pas atteint un régime stable, a été
assimilée, pendant un court laps de temps, & une pseudo-sinusoide
dont Yamplitude- varie exponentiellement avec le temps (fig. 9).
La constante de temps t; de cette pseuso-sinusoide tangente servira
& définir, pour 'oscillation réelle, une constante de temps instantanée.

Pour chaque valeur a, de 'amplitude existe une pseudo-sinusoide
tangente différente. La constante de temps 1, varie doncavec I"ampli-
tude et nous renseigne, & chaque instant, sur la vitesse d’évolution
de Poscillation.

On peut définir une autre constante de temps 1,5, liée & la vitesse
avec laquelle 'oscillateur, dérangé de son état de régime stable
supposé atteint, revient vers cette position d’équilibre. Il existe
évidemment une relation entre ces deux constantes de temps. La
seconde sera déduite de I’expression trouvée pour la premiére.

1. 2. 1. Régime exponentiel tangent (constante de temps v,). —
Revenons a l'oscillateur type de la figure 3, dont I’équation aux
pulsations est

—L,Cyw® + 1 + jo(Ms + r,Cy)+ %lfag jo = 0.
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Nous avons vu que, tant que le régime stabilisé n’est pas atteint,
w est complexe. Posant toujours v = w; + jw, et portant dans cette
équation, on obtient

1— LGifof — o) — wyMs + r,Cy) — 3 ot

— 2jL,Cqwy + joy(Ms + 1Cy) + juog —?a, =o0.

L’annulation des parties réelle et complexe du premier membre
donne un systéme permettant la détermination de w; et wy pour
chaque valeur arbitrairement choisie de a,:

1 — L,Cye? — wd) — wy (Ms + r,Cy + @_‘_” a’) 0,

(26)
— 9L,Cywp + (Ms + G, + 3ME 3M" ) 0.
De la seconde, on tire

Ms +r,C, + gh—ﬂ’ a3

wy= .

2L,C,

Au voisinage de la valeur a,, 'amplitude de la pseudo-sinusoide
tangente croit donc comme
Ms+r,G,+s4n—b¢!

—_—t
et =g 2L,C, s

d’ou sa constante de temps

2L, G,

Y=
Ms +r,C, + 3—? a3,

qu’'on peut écrire, en faisant apparaitre la valeur a, de I'amplitude
stabilisée calculée plus haut:

2L,C, 1
Ms + r,Cy 1— a}

T =

1. 2. 2. Evolution réelle du systéme (pseudo-constante de temps ty).
— On détermine simplement, comme nous allons le voir, la loi
de variation de I’amplitude du phénomeéne réel avec le temps (courbe
en trait plein de la figure 9) et la deuxiéme constante de temps t,.

Soit af(t) cette loi de variation, qui ne se confond avec celle de la
pseudo-sinusoide tangente qu’au voisinage de a,.
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Au point considéré, il existeentre a, et la pente( %.‘: «—at 12 relation

i(ﬂ) =1
ag\ dt a=a; T

puisque I’exponentielle en pointillé et la courbe réelle en trait plein
ont méme tangente (fig. 9). Cette relation s’écrit ici, en remplagant 7,
par la valeur calculée ci-dessus :

da (Ms +7r.Cy (4 _al\, _o

( dt )a:a, + 2L,G, a? )a‘ )

Comme elle est valable quel que soit a, I’équation différentielle

qui permet de déterminer la loi de variation a(t) représentée par la
courbe en trait plein est

d.|.y[£‘_"_ﬁ§1<1__ a’)a___o.

2L,C, af

On retrouve ainsi une équation bien connue, d’oti 'on tire aisément
la valeur classique de la deuxiéme constante de temps (il suffira de
poser a = a, + ¢ et de considérer ’équation comme une équation
différentielle en variable infiniment petite)

=G |
Ms 4 rGC,

T2

Ces constantes de temps précisent, en méme temps que la loi
d’évolution de 'amplitude, la loi de variation du diagramme mobile.

La constante de temps 7, joue un réle important dans la détermina-
tion de l'effet d’une fonction de bruit sur le systéme oscillant.

1. 3. Lol FREQUENCE-AMPLITUDE ; TRAJECTOIRE DE L’OSCILLATEUR,
— Dans le paragraphe précédent, nous avons porté notre attention
sur la partie imaginaire pure de w. Sa partie réelle v, est aussi d’un
grand intérdt, puisqu’elle représente la pulsation au sens le plus cou-

rant de la pseudo-sinusoide tangente :gf si T en désigne la pseudo-
période. T

De méme que w, nous a permis de définir plus haut la constante
de temps instantanée de l'oscillation naturelle, cette pulsation réelle
w; permet d’en définir la pulsation réelle instantanée.

Comme w,, elle varie avec 'amplitude a, et c’est cette dépendance
que nous examinons ici.



40 A. BLAQUIERE

La valeur de w,, pour I'exemple choisi, est immédiatement tirée
du systéme (26), on trouve

(Ma + Gy +-3ﬂa )’
27) wy ="— 1— 4

VLG 404Gy
ou, en faisant intervenir la valeur @, de 'amplitude stabilisée
(28) P \/L—ﬂﬁiﬂﬁfo-mﬂ)ﬂ
VL.C, 1V1 o}

Cette relation entre la pulsation réelle et I'amplitude peut &tre
traduite sur le diagramme mobile : & chaque valeur réelle w; corres-
pond, en effet, un point particulier du diagramme tracé pour la valeur
a, considérée. Ce point décrit, lorsque a, varie, une courbe qui sera
appelée « trajectoire de l'oscillateur »; elle est représentée en trait
mixte sur la figure 10.

Pour a, = a,, w, est la pulsation du régime stabilisé, qui vaut

1
VLG,
Pour a, =0, o, vaut

o1 = B REE,

W, =

c’est la pulsation de l'oscillation au moment ou elle s’amorce, et
Pon peut suivre sur le graphique la dérive de fréquence de 1’oscil-
lateur entre ’amorgage et la stabilisation de son régime.
Au voisinage de 'amplitude limite la relation (28) peut &tre écrite
oo [1 - M (1))

8L,C, a
Si 'on pose

\ Sw = w; — w,, da = a; — a,.
On a
B = — w, (M8 + 1Cy)? (3a)?
2L,C, a}

On voit qu’une variation infiniment petite d’amplitude, & partir
de 'amplitude limite a,, entraine une variation de fréquence infini-
ment petite du second ordre.

Ce cas est assez exceptionnel.

Par exemple pour I’¢quation de Duffing,

i 4 ok + bz + Ba® =0,
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on trouverait 3
wh=b+ - fat

ou, pour de faibles amplitudes :
o y/b(1 +3 -%a’).
On trouverait de méme, dans le cas de I’équation

LC‘%’ + (Ms + rC + 3Mb v')‘%'-q- 1+ pV)Vv =0,

au voisinage de I’amplitude limite
1 3
2= _ (1 42tas).
® LC( T )

De fagon générale la dépendance fréquence-amplitude est beau-

coup plus marquée lorsque la non-linéarité est introduite dans le

]
coefficient du terme en V ou en%, que lorsqu’elle est introduite

dans le coefficient de%tY.

2. Adaptation générale de 1a méthode du diagramme mobile.
Critére de stabilité. — EQUATION LINEAIRE TANGENTE ET SON
DIAGRAMME MOBILE, — Nous avons vu sur des exemples qu’étant
donnée une équation différentielle non linéaire, et a la condition
qu'elle traduise un régime pseudo-sinusoidal, on peut toujours
lui faire correspondre une équation linéaire tangente. Les opérations
qui permettent de I'obtenir sont les suivantes:

1° On approche localement le régime par une sinusoidale

a(t) sin [w(t).f]

20 On porte cette expression dans ’équation, et I'on conserve
seulement les termes fondamentaux, ce qui la linéarise par rapport
aux lignes trigonomeétriques.

30 Si les coefficients de I’équation ainsi obtenue sont fonction de
w, on y remplace cette pulsation par une valeur approchée, constante
(voir appendice I).

4° On remplace les lignes trigonométriques réelles par des expo-
nentielles complexes, et 'opérateur différentiel linéarisé par la fone-

tion analytique
Hi(a;, w).



42 A. BLAQUIERE

On peut alors construire le diagramme de H, en donnant & w une
valeur réelle variant de — o & 4 . Ce diagramme est déformable
puisqu’il dépend du paramétre a,. Il évolue lorsque I’oscillateur passe
de 'amorcage a la stabilisation. Tant que l'oscillateur n’a pas atteint
un régime d’équilibre, il ne peut passer par I’origine puisque I’équation

Hy(a, w) =0

n’admet pas de solution réelle en w.

Il passe par Porigine & I’équilibre.

La détermination de I’amplitude d’équilibre revient & la recherche
d’une valeur du paramétre a, pour laquelle le diagramme mobile
passe par lorigine, c’est-a-dire pour laquelle ’équation

Hi(a‘, w) =0

admet une solution réelle en w. L’équation peut admettre plusieurs
solutions qui correspondent chacune a un cycle limite.
Si I'on appelle a, et w, 'amplitude et la pulsation réelle du régime
d’équilibre, on a
(29) Hy(ay, ;) = 0.

Remarque. — Nous avons noté au passage la possibilité d’adopter
pour le diagramme deux représentations peu différentes 'une de
Pautre: la représentation H, (a;,, o réel) et la représentation
H(a, o réel) a,, cette derniére se préte mieux & I’étude de certains
problémes, tels que, par exemple, celui de la synchronisation de
Poscillateur. (Dans la suite « w réel » sera désigné par w,).

COURBES EQUIAMPLITUDE ET COURBES EQUIPULSATION. — Le
point courant M, d’affixe H, (a, v,) a; (v, désignant une valeur
réelle arbitraire donnée a4 w), se déduit de I'image m de Hy(a, o,)
par ’homothétie de centre O et de rapport a,. Si 'on donne i a,
une valeur constante, le point M décrit, lorsque w, varie, une courbe
équiamplitude que nous désignerons par (a).

Les courbes obtenues dans les deux représentations sont homo-
thétiques 'une de 'autre par rapport a O.

On peut aussi donner & v une valeur réelle constante w,. Lorsque a,
varie, le point M décrit alors une courbe équipulsation que nous
désignerons pas (w,).

Chaque point d’une courbe (w,) donnée correspond donc & une
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valeur différente de a,. Par suite, les courbes équipulsation obtenues
dans les deux représentations ne sont pas homothétiques 'une de
Pautres.

On peut préciser 'aspect des courbes (uw,):

Lorsque a, est petit, Hy(a;, »,) a, peut &tre remplacé par Hy(w,)a
et il s’ensuit que les courbes équipulsation correspondantes sont
assimilables dans cette région 4 des segments de droites issus de
Porigine.

Lorsque o, est égal & la pulsation w, du régime stabilisé, il existe
une valeur de a; pour laquelle H, (@, w,) est nul: c¢’est 'amplitude
stabilisée a,. On a alors H(a,, w,)a, = 0. La courbe équipulsation
(w,) passe donc par O, & la fois pour a, = 0 et pour a, = a,; elle a
donc une forme de boucle comme le représente la figure 11. Cette

Point courant M daffixe
Hy(at,wy) x at

Les fleches indiguent le sens
correspondant a des valeurs croissantes de ay

Fic. 11.

boucle peut d’ailleurs, dans certains cas particuliers, s’aplatir suivant
un segment de droite, un exemple nous a été donné par I'équation
de Van der Pol.

Les courbes pour lesquelles w, est voisin de w, s’écartent assez
peu de la boucle précédente et il est possible de se faire une idée de
leur forme (fig. 11).

On peut suivre aussi I'évolution d’une courbe équiamplitude
pour des valeurs croissantes de a,, depuis a, = 0 (on admet que le
systéme est initialement instable). On voit ainsi que cette courbe,
confondue avec I'origine O pour a, = 0, passe par O lorsque a, a
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atteint la valeur a,, c’est-a-dire lorsque l'oscillateur a atteint son
régime d’équilibre.

Nous constaterons que, dans le cas des systdmes linéaires, les
courbes équipulsation se réduisent & un faisceau de droites issues
de O. Le fait qu’elles ne s’incurvent pas, comme dans les cas non
linéaires & cycles limites, entraine pour les courbes équiamplitude
Pimpossibilité de passer par O pour a, 5= 0 et cela traduit I'impos-
sibilité de stabilisation des oscillateurs & loi linéaire.

TRAJECTOIRE DE L’OSCILLATEUR. — Sur chaque courbe équiampli-
tude (a,) existe un point particulier correspondant & la pulsation
réelle naturelle instantanée. Le lieu de ce point, lorsque a, varie,
a é&té appelé « trajectoire de l’oscillateur ».

La trajectoire d’un oscillateur n’est généralement pas une courbe
équipulsation puisque, comme nous I’avons vu, la pulsation complexe
naturelle instantanée varie avec I'amplitude d’oscillation.

Cette trajectoire passe évidemment par O pour a, = 0. Elle passe
4 nouveau par O pour a, = a, puisque la pulsation, alors réelle, et
Pamplitude stabilisée vérifient H(a,, v,)a, =0.

On peut montrer, de plus, que cette trajectoire est, au voisinage
de la stabilisation, orthogonale a la famille des courbes équiampli-
tude correspondantes (appendice III) et qu’il en est de méme aux trés
faibles amplitudes.

Ces remarques apportent quelques renseignements trés généraux
sur sa forme.

Lo1r FREQUENCE-AMPLITUDE. — Au voisinage de la stabilisation,
on est amené & assimiler la trajectoire de I'oscillateur & un segment
de droite passant par O. La courbe équiamplitude (w,) est aussi
assimilable & un segment de droite passant par O. La divergence
entre ces deux trongons rectilignes indique donc comment la pulsa-
tion naturelle instantanée varie avec 'amplitude au voisinage de
la stabilisation.

Nous avons exprimé algébriquement cette dépendance pulsation-
amplitude dans certains cas particuliers. Il est possible de donner
maintenant des formules plus générales exprimant cette loi.

On peut montrer en particulier (appendice IV) que, au voisinage
de la stabilisation, les variations 3w; et 3w, apportées & la partie
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réelle et imaginaire pure de la pulsation complexe par une variation
d’amplitude 3a, sont données par

L
o T dw
[aU 3 oV ‘.’X]..—a, WU
dw 32 3w 08 Ju=us W da
(30) Bw;=— oU =+ NI da=— U oV 3a,
(8:) (5&7) W dw
W 3U
dw dw
W U
da dw
[aU aV_aU °V]a-. 3V BV
== |a=a —_— —_—
da dw 0w ¥ Ju=w, da dw
= = = =5 H
(31) Buw, QH'_{_ ?_Y' ’ Sa 9‘_5_& a
dw (bm) dw dw
W 20
dw dw

U et V sont les parties réelle et imaginaire de H(a;, w,); w, est
toujours la pulsation du régime stabilisé.

w, + 3w, est alors la pulsation réelle instantanée de 'oscillation
naturelle quand son amplitude est a, = a, 4+ 3a, la pulsation
complexe instantanée correspondante étant w, + 3w, + j 3w,

L’expression 3w, est évidemment liée aux constantes de temps
7, et 1, introduites antérieurement.

CoNSTANTES DE TEMPS T, ET T, — La définition des constantes
de temps 1, et 1, de I'oscillateur a été donnée plus haut : il s’agit de
la constante de temps du régime exponentiel tangent et de la cons-
tante de temps de retour au régime stabilisé.

La constante de temps instantanée de I'oscillation naturelle est
p

(32)

11=.__.

Swy

La constante de temps 1, qui caractérise le retour a I’équilibré
de Poscillateur, supposé légérement écarté de cet état, sera obtenue
suivant la méthode déja développée sur un exemple.

On exprimera ¢’abord le contact, & I'instant ¢, entre la pseudo-

sinusoide tangente et la courbe a(t) représentant Iévolution de
Pamplitude de l’oscillation naturelle.

Braquikre.
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On a donc
1 (da) -3
— (=) =—20w,
ago dt ty
ou
da INl 4,50 =0
(dt)to-l_lDl%a '
en posant
U U U _av
da  dw dw dw
IN|= »  |D|= .
o oV A
da dw dw dw

Il est commode de prendre alors 3a comme nouvelle variable.
(Nous poserons pour simplifier I'écriture, 3a = ¢, avec e = a,, — a,.)
Compte tenu de ce que ¢ est petit, I’équation ci-dessus peut étre

remplacée par
de) | INl .~
(dt)¢o+ IDl o =0

Cette équation donne la loi d’évolution de e et traduit le retour
4 I’équilibre de D'oscillateur. On en tire

€= e_ll_:—: ot
D’ou 'expression de
L
dw dw
W aU
1 |ow dw
(33) bl oy
da dw
W W
da dw
Critére DE sTABILITE (1). — Il est facile de contréler que les

résultats précédents, obtenus en supposant que le cycle limite
atteint par l'oscillateur est stable, subsistent lorsqu’on se place sur
un cycle limite instable, ot dans son proche voisinage. Il s’ensuit
que le signe de la constante de temps 1, renseigne sur la stabilité
du cycle limite obtenu par la méthode du diagramme mobile.

(*) L. Loks, Congrés international sur le coniréle automatique, Cranfield, 1951
(voir aussi la référence [5]).
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U\ 2 aV\2
1 (a?) + (o—m)
a, 30 oV _aU oV
da dw dw da

montre que le signe e 20V UV stitue un critére de

stabilité. %2 dw B da

On peut donner de cette expression une interprétation géométrique

simple. Soit V; le vecteur de composantesiﬂ—J s ﬂ, et V,le vecteur

dU 2V . da 04
de composantes —, 3o e dérivées étant prises pour v = w, et
0  dw
a = a, Ccest-a-dire au podint O. L’expressionggﬂ———ﬁlg
0a dw  dw da

La formule ci-dessous

Ty =

représente la mesure du produit vectoriel V; A V,.

Par conséquent, si 'angle formé par ces vecteurs est positif, le
cycle limite est stable. Il est instable si cet angle est négatif.

Remarquons enfin que le vecteur V, est tangent, au point O,
a P’équipulsation qui passe par O, tandis que V; est tangent & 1’équi-
amplitude correspondante. Il suffit d’orienter ces deux courbes
dans les sens ol w et a sont croissants pour énoncer le critére sous
une autre forme :

Si Vangle que fait Uéquiamplitude avec I'équipulsation au point O
est positif le cycle limite est stable. Il est instable dans le cas contraire.

CONTINUITE DU PASSAGE DES ETATS QUASI LINEAIRES AUX REGIMES
NETTEMENT NON LINEAIRES. — A l'approximation linéaire, il est
encore possible de faire apparaitre un diagramme mobile. Il présen-
tera I'avantage sur le diagramme fixe qu’on trace ordinairement
dans ce cas, de faire apparaitre la continuité entre les états quasi
linéaires et les régimes nettement non linéaires.

Il suffit de remplacer le point courant m image de H, (w,) par le
point courant M image de H,(w,)a; (a; désignant toujours 'ampli-
tude d’oscillation & un instant donné). Cette deuxiéme représentation
présente donc ici encore un avantage sur la premiére.

Courbes équiamplitude et courbes équipulsation. — Le réseau des
courbes équiamplitude et des courbes équipulsation sera construit
facilement & partir du diagramme fixe H, (w réel). Les courbes équi-
amplitude se déduisent de cette derniére par ’homothétie de centre 0.



48 A. BLAQUIERE

et de rapport a,, a, ayant pour chaque courbe une valeur donnée.

Les courbes équipulsation sont obtenues en donnant 4 « une
valeur réelle constante w,. Chaque point d’une courbe équipulsation
est donc déduite d’'un méme point fixe du diagramme fixe. Ces
courbes se réduisent donc ici & un faisceau de demi-droites issues de O.

Les courbes équiamplitude et équipulsation seront encore désignées
par (a,) et (o).

On peut suivre, comme dans le cas non linéaire, ’évolution du
diagramme 4 un paramétre que nous venons de définir (fig. 12).

Fic. 12.

L’amplitude d’oscillation a, étant supposée initialement différente
de zéro, Ioscillateur peut se comporter de diverses fagons; supposons
d’abord que la condition d’accrochage ne soit pas exactement vérifiée :

10 Le systéme peut étre instable. Le diagramme mobile ne passe
pas initialement par l’origine et tous ses points s’éloignent ensuite
de O suivant la loi d’évolution indiquée plus haut (homothétie de
rapport croissant).
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20 Le systéme peut tendre vers le repos. La courbe ne passe pas
initialement par lorigine et tous ses points s’en rapprochent, se
confondant a la limite en O.

Si la condition d’accrochage est exactement vérifiée, la courbe
passe par O et le systéme n’évolue pas (état d’équilibre indifférent).

On voit qu’un régime d’oscillation stable & cycle limite ne peut
jamais s’établir, et que cela tient & I'impossibilité pour le dia-
gramme mobile de passer par l'origine en dehors du cas limite o
la condition d’accrochage est vérifiée. Ce passage par [lorigine,
pour une valeur convenable de 'amplitude, est au contraire permis
au diagramme mobile d’un systéme non linéaire.

Trajectoire de Uoscillateur. — Sur chaque courbe équiamplitude
(a)) se trouve un point M, particulier, correspondant & la partie
réelle de la pulsation complexe naturelle. Le lieu de ce point lorsque
(a,) varie est la « trajectoire de l'oscillateur » précédemment définie.

Puisque la pulsation complexe naturelle est, pour un systéme
linéaire, indépendante de 'amplitude, la trajectoire d’un tel oscil-
lateur est une courbe équipulsation particuliére. C’est une demi-
droite issue de O.

Suivant la propriété générale, cette demi-droite est orthogonale
a la famille des courbes (a,). Il est clair que cela tient ici au fait que,
sur chaque courbe (a,) le point M, correspond a4 un extremum du
rayon vecteur.

C. — METHODE DE PERTURBATION; AUTRE CRITERE DE STABILITE.

Nous nous placerons toujours dans le cas d’un systéme & un degré
de liberté. La définition de la stabilité d’un état nous conduira &
envisager deux solutions z(t) et z(t) + ¢(t), telles qu’a 'instant initial
£(0) soit infiniment petit par rapport & z(0):

Le régime z(t) est considéré comrne stable si ¢(t) reste borné au
cours de son évolution.

La condition de stabilité se déduit par conséquent de ’équation
de perturbation, qu'on obtient en remplagant z(t) par z(t) 4 (t)
dans I'équation donnée, compte tenu de ce que z(t) est solution.

Si nous prenons pour exemple 1'équation de Duffing,

& + bz + Ba® =0,
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L’équation de perturbation est
(34) T+ (b + 3pa%)e =0

L’étude de la stabilité du mouvement nous raméne a celle d’une
équation de Hill puisque z(t) est une fonction périodique. L’équation
(34) est méme pratiquement une équation de Mathieu si la non-
linéarité est assez faible pour qu’on puisse assimiler x(t) & une sinu-
soide.

De fagon générale, les équations de perturbation sont linéaires
par rapport a4 ¢(t), et leurs coefficients sont fonctions du temps,
ce qui rend ordinairement trés difficile une étude rigoureuse. Nous
verrons cependant qu’une solution de premiére approximation
suffit & fournir un critére de stabilité, dans le cas des régimes quasi
sinusoidaux ol nous nous sommes placés. Elle nous conduira & un
systéme de deux équations linéaires & coefficients constants, distinctes
lorsque I’équation de départ est non linéaire, et identiques dans les
cas linéaires. La discussion sera ainsi considérablement simplifiée.
Nous exposerons la méthode sur les deux exemples suivants, ce qui
n’en restreint pas la généralité.

1. Exemple I: Equation de Lord Rayleigh. — L’équation,
obtenue par Lord Rayleigh, dans son étude des vibrations entretenues

% — (a— Bi%)E + Kz =0
peut étre aisément ramenée a la forme
&+ x+ pf (z,8) =0,
par utilisation d’un temps réduit, avec
fl, %) = md® — na.

ol m et n sont de nouvelles constantes. Nous adopterons donc

2

pour premier exemple I’équation réduite
(35) &+ + pwmi®—ni) =0
dans laquelle nous supposerons p petit.
DircraMME MOBILE. — Pour p = 0, z =a cos t est solution de

Péquation. Le terme non linéaire pma? devient, lorsqu’on le réduit,
en premiére approximation, 4 son fondamental

pmia? ~— % wma3 sin ¢
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ou
wmd3 ~ % pmadi.

L’équation linéaire tangente est donc

(36) :'é—p.[n—-z—ma’]:i:+x=0

On en déduit la forme du diagramme mobile, défini par (fig. 13).

(37) Hila, w) = 1——w’-—-jwp.[n—.zma’].

a2(2n

=

Fic. 13.

EquaTioN DE PERTURBATION. — Posons X = z + e, avec les
hypothéses suivantes, qui seront justifiées par le fait que la pertur-
bation la plus générale de notre systéme oscillant se réduit & la somme
d’une perturbation de phase et d’une perturbation d’amplitude.

19 x(t) et ¢(t) seront supposés de la forme

z(t) = a(t) cos t et £(t) = «(t) cos (t + @),

a(t) et a(t) étant des fonctions du temps lentement variables.
20 o(t) sera un infiniment petit du premier ordre par rapport &
a(t), d’otr
el <<=l e <[]

Remarquons que pour ¢ = 0 la pesturbation se réduit a ume
modification d’amplitude de z(t) sans modification de phase. On a,
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en effet, dans ce cas
X = [a(t) + «(t)] cos t.

Pour ¢ = ——125, on a
X = aft) cos t 4 at) sint,

il s’ensuit que la perturbation se réduit, au premier ordre, & une
modification de phase de z(t) sans modification d’amplitude.
Avec nos hypothéses, I’équation de perturbation est

(38) ¥+ p[Bmat —n]E 4+ ¢ =0.

Comme elle est linéaire par rapport a &(t), nous pouvons décomposer
e(t) en une perturbation en phase et une perturbation en quadrature
dont nous envisageons séparément ’effet.

PeRrTURBATION EN PHASE. — Remplagons dans I'équation (38),
x(t) et ¢(t) respectivement par a(t) cos t et a(t) cos t. Négligeons les
termes en a(t), «(t) et «(t) pour tenir compte du fait que a(t) et aft)
sont lentement variables, et limitons-nous, comme dans les précédents
paragraphes aux termes fondamentaux.

On trouve ainsi

i~ — 38 giny
4 .
ou

o s 3a?.
&2 2.
£ v 4

L’équation (38) se réduit donc a
(39) E+p[gl—:'1a3——n]é+s=0.

PERTURBATION EN QUADRATURE. — Si nous remplagons mainte-
nant z(t) et ¢(t) par a(t) cos t et a(¢) sin £, nous obtenons avec la méme
approximation

2
i’ . L .,
£~ % €
d’ol I'équation
(40) ‘4 9[3%%# — n]é +e=0.

Ainsi P’équation de perturbation initiale (38), & coefficients dépen-
dant du temps a été réduite au systéme d’équations (39) et (40)
a coefficients indépendant du temps, pour chaque valeur du paramétre a.
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CRITERE DE STABILITE. — Lorsqu’un cycle limite est atteint, (t)
est assimilable & une sinusoide dont I'amplitude est « I'amplitude
limite a, ». Toute variation de phase se traduit par une translation
dans le temps, qui se conserve indéfiniment puisqu’elle n’affecte pas
la loi, Il s’ensuit que l'opération de perturbation de la phase ne
présente pas de termes d’amortissement pour 'amplitude a,. L’annu-
lation de ce terme dans ’équation (40) redonne la valeur de 'ampli-
tude limite

4n
—a—n=0, ay = 3

L’évolution de la perturbation d’amplitude nous renseigne d’autre
part sur la stabilité du cycle limite correspondant & 'amplitude ainsi
calculée.

Pour I'équation de Lord Rayleigh nous voyons que le régime
limite est stable puisqu’on a

a > T

La constante de temps de retour au régime stable est donnée

par I'équation
€+ 2unéete=0

obtenue A partir de (39), pour a = a,, sa valeur est

Di1AGRAMMES MOBILES DES PERTURBATIONsS. — La décomposition
de l'équation de perturbation en deux équations a coefficients
constants, pour chaque valeur du paramétre a, permet de lui faire
correspondre deux diagrammes mobiles dépendant aussi du
parameétre a.

L’un d’eux, qui traduit Pévolution de la perturbation de phase,
vient passer par l'origine lorsqu’on atteint le cycle limite. Il se
comporte comme le diagramme mobile de I’équation de départ.
Le second, qui traduit 1’évolution de la perturbation d’amplitude
nous renseigne sur la stabilité du cycle limite.

Il est bien clair que dans le cas ou il n’existe pas de termes non
linéaires, les deux équations de perturbation sont identiques. Les
deux diagrammes mobiles sont alors confondus.
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2. Exemple II: Equation de Van der Pol. — Nous poserons,
conformément aux notions classiques :

_Ms4rC o 3Mp wo L
oLC ’ Ms + rC’ °T1c’

F =
auquel cas I’équation de Van der Pol prend la forme
(41) & — 2p(1 — pa?)i 4 wlz = 0.

Remplagant z par X = z + ¢ on trouve pour équation de perturba-
tion

(42) ¥ — 2u(1 — Ba¥)é + [w] + LpPiale = 0.
PERTURBATION EN PHASE ET PERTURBATION EN QUADRATURE.
CRITERE DE sTABILITE. — Si 'on remplace z(t) et ¢(t) respectivement

par a(t) cos wgt et a(t) cos wgt, les termes non linéaires deviennent,
avec notre approximation

2
dre~~ati~~2 ¢
4 ’

par suite, 'équation d’évolution de la perturbation de ’amplitude
devient

(43) i — 29(1 —“l%‘f>e + wfe = 0.

Remplacant maintenant z(t) et e(t) par a(t) cos wgtet a(t) sin wgl,
on trouve pour les termes non linéaires
3 NEa’é, Exe ~ — f:é.
4 &
L’équation d’évolution de la perturbation de phase devient donc
(44) i —2p (1 ————E-a’)é + ol =0.

Nous obtenons I'amplitude limite et la condition de stabilité a
partir des équations (43) et (44).
L’équation de perturbation de phase nous donne I'amplitude limite

Ay = —.

L’équation de perturbation d’amplitude montre que le régime
est stable puisqu’on a

4
2 =,
a,>3p
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La constante de temps t de retour au régime stable est obtenue
en portant dans cette derniére la valeur a,, d’ou

TohhpEfof=0 et t=1,

2p

3. Application de la méthode de Fourier i 1’équation de
perturbation. — Prenons encore pour exemple 1’équation de
Van der Pol dont la loi de perturbation est

(42) & — 2p(1 — B2?)e + [wf + 4pBix]e = 0.

Supposons que P'amplitude limite soit atteinte, (soit a, sin wgt le
régime limite) et recherchons la solution ¢(t) sous la forme d’un spectre
de Fourier.

(45) o) = ﬁ * £ sin (ot — gu)dw.

Le probléme consiste & déterminer E, et ¢, en fonction de o
pour que e(t) vérifie I'équation (42). Portons ce développement
dans I’équation (42), avec

(46) % =£w g %E.,wcos (wt—&p..)——;-';'.,mcos [(2we + w) t — @u]

— 1 £ 0 cos [(20g—w)t + 9] g do.
et :

(47) Txe = j;“ ; %—E..wo cos [(2wy — w)t + ¢u]

—-;_ Euwp cos [(2wy + w)t — @u] ‘ dw.
On obtient, toutes réductions faites :

68) [ | (o — o busin (0t — ) + 2p0ks cos (ot — 9] | do
- ﬁ ™ 20(2w + w)E. cos [(2u, + w)t — guldw
+ ﬁ * 24(2wy — w)Eu cos [(20, — w)t + gJdw = 0.
Pour déterminer les amplitudes &, et les phases g,, il suffit d’iden-

tifier 4 zéro la somme des termes de méme pulsation. Cette somme
de termes se présente sous la forme

A(£., pu) sin wt + B (£, pu) cos wt.



56 A. BLAQUIERE

On égalera donc séparément & zéro A et B, ce qui donne le systéme
Affw o) =0,  B(f, 9) =0,
d’odt ’on tirera £, et g..

Cette application de la méthode de Fourier n’est pas essentielle-
ment différente de celle qui a été développée a propos de I’étude
de Téquation non linéaire de départ.

Notons cependant que:

1° La perturbation n’est pas périodique, ce qui nécessite I’emploi
d’une intégrale de Fourier.
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20 Les pulsations qui apparaissent dans:’équation (48) sont,
a l'exception de w, engendrées par «battement » avec certains
harmoniques du signal (ici 'harmonique 2). On voit sur les expres-
sions (46) et (47) que les termes non linéaires 2% et xze créent les
pulsations 2wg + @ et 2wy — w. Ces termes sont appelés « produits
de modulation ».

La premiére ligne de I'équation (48) est un spectre de Fourier,
dont la bande des pulsations s’étend de w = 0 a I'infini.

La deuxiéme ligne, un spectre formé par les produits de modula-
tion de pulsations w' = 2wy + w, s’étendant de o' = 2wy & 'infini.

La troisiéme ligne, un spectre formé par les produits de modulation
de pulsations w"=2wy—w, s’étendant de w”=2w, & moins l'infini.

Ces trois bandes sont représentées sur la figure 14, sans tenir
compte des amplitudes des diverses composantes spectrales.
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Nous appellerons « spectre incident » le spectre des pulsations
[spectre I de la figure 14, premiére ligne de I’équation (48)]. « Spectre
transmis » le spectre des produits de modulation 2w, + @ de la
deuxiéme ligne (spectre II), et « spectre réfléchi » le spectre des pro-
duits de modulation 20y — w de la troisidme ligne (spectre III).

La méthode suivie ici revient & couper I’ensemble des trois bandes
par une raie de pulsation variable w, et & annuler la somme des
composantes spectrales définies par cette coupure.

Les fréquences inférieures & 2w, font intervenir seulement la
« bande incidente » et la « bande réfléchie ». Aussi pour déterminer
ces termes, on peut supprimer de 'équation (48) I'intégrale qui repré-
sente la « bande transmise », et utiliser 'équation réduite

(49) f g (0 — £, sin (wt — gu) + 2ok, cos (wf — g.) ; dw
+ f 20(2w, — w) Eu cos [(20, — )t + p] dw = 0.

De méme, aux fréquences supérieures & 2wy, seules interviennent
la « bande incidente » et la « bande transmise ». Dans ce cas on sup-
primera donc de I’équation (48) I'intégrale qui représente la « bande
réfléchie » et I'on se limitera & P’équation

(50) f 3 (03 — w8) E, sin (wf — @) + 2k, cos (wf — 9.) g dw
' — f 2(20p + ) E. cos [(2wg + )t — gu] dw = 0.

Dans le cas des régimes quasi sinusoidaux envisagé ici, le spectre
de Fourier de la perturbation ¢(t) est une bande de faible largeur
(fig. 15), ce qui revient & dire que ¢(t) se réduit a une oscillation
d’amplitude trés lentement variable. Par suite le « spectre incident »
s’étend sur l'intervalle étroit Aw, entourant la pulsation fonda-
mentale w,.

On observe alors, dans la bande Aw, entourant w,, la superposi-
tion du « spectre incident » et du « spectre réfléchi ». Le « spectre
transmis » étant hors des limites de la bande, nous pouvons suppri-
mer de I’équation (48) I'intégrale qui lui correspond, et la réduire a

(51) ‘L : (0} — wI)E, sin (wt — gu) + 2pwk, cos (wt — ¢u) | do
.o

+ f 20(2wy — ) E. cos [(20,— o)t + 9.] dw = 0.
Buwg
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Si, au contraire, nous nous intéressons aux harmoniques de ’oscil-
lation, nous devons les rechercher dans la bande transmise 2wy + ©
(avec w voisin de w,), c’est-a-dire dans la bande entourant 3w,

.

A lw
| |
U 4\ I
| 1 w
0 Wo 2(”0 30)0 L’wo
Alw
» A==~
27
7
0 ;/ 2wo 3wo b, w1l
Wo
e A A (33}
0 wy 2w, I Lw, w M
3w°
Fic. 15.

Dans cette bande se superposent une « bande harmonique inci-
dente », et la « bande transmise » ci-dessus. On réduira donc encore
I’équation (48) a

(52) f (0w} — w) £, sin (ot — ) + f 2k, cos (ot — g.) dw
-1 Awy
—-j; 2p (2w0y + w) £, cos [(2wg + w)t — ] dow = 0.
Do
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On voit que dans notre exemple il n’y a pas d’harmonique de
pulsation 2.,.Ce résultat et classique.

PERTURBATION DE PHASE ET PERTURBATION D AMPLITUDE. —
Plagons-nous dans le voisinage de la pulsation w, I'équation de
perturbation se réduit & I'équation (51) ou a

(53) fA ) 3 (6} — w¥)Eu sin (wf— gu)dw -+ k. cos (wt — 9.) %dw

+ [ 2poyey—n 008 [t + Ppup—] dw =0,

B,

en prenant 2wy — w pour nouvelle variable, dans la derniére inté-
grale.
o . . .
a) Supposons que g(t) = f E.sin (wt—g¢.) dw seréduise uniquement
4 une perturbation d’amplitude, donc soit représentable par une
pseudo sinusoide en phase avec le signal limite a, sin wgt:

&(t) = a(t) sin wyt.

On vérifie facilement que son spectre de Fourier est du type symé-
trique par rapport & wg, c’est-a-dire qu'on a

fo = Equp—w €t Qu = — Qaug—u.

L’équation (53) ci-dessus devient donc
f (0} — w3) . sin (wt — 9.) do + f Gpwk. cos (wf — g.) dw = 0.
Bwy Awy

On voit qu’elle est équivalente & I’équation pendulaire amortie
T+ bpi + ofe = 0.
b) Si¢(t) = j; - E.sin (wt—g.) dw est uniquement une perturbation

de phase, c’est-2-dire une pseudo-sinusoidale en quadrature avec le
signal, de la forme
&(t) = n(t) cos wyt,

on vérifie de méme que son spectre est du type antisymétrique par

rapport & w, On a
E- = Eluo—n et Po = — P2ug—u-

L’équation (53) devient donc

f (0§ — w?) £ sin (wt — @) do = 0.
A



60 A. BLAQUIERE

On voit qu’elle est équivalente & I’équation pendulaire sans terme
d’amortissement

€ 4 wle=0.

En résumé, 1’équation de perturbation revét deux formes diffé-
rentes suivant que le spectre de Fourier de ¢(t) est symétrique ou
antisymétrique par rapport a4 la pulsation du régime limite.

Dans le premier cas, la superposition du spectre incident et du
spectre réfléchi entraine 1’addition des termes d’amortissement, ce
qui fait apparaitre une constante de temps t de retour au régime.

Dans le second cas, la superposition du spectre incident et du
spectre réfléchi fait disparaitre les termes d’amortissement. On
en déduit ’équation pendulalre non amortie des déphasages.

Nous retrouvons ici les deux équations linéaires a coefficients
constants, équivalentes, dans 'approximation fondamentale, 4 I'équa-
tion de perturbation linéaire mais & coefficients fonction du temps.

Taux p’HARMONIQUES. — Déterminons mainienant 'effet de la
‘perturbation sur les harmoniques de z(t) en utilisant ’équation réduite

(50) A . ! (03 — w?) E. sin (wt — @u) + 2k, cos (wf — g.) | do

—f 212wy + ) §a cos [(2wy + w) ¢ — @u] dw = 0.
Buwp

Nous avons mentionné I'absence d’harmoniques pairs. Les harmo-
niques voisins de la pulsation 3w, seront déterminés & partir de I’équa-
tion (50) ci-dessus.

Calculons, par exemple, 'amplitude de la raie de pulsation 3w,.
Pour cela, annulons conformément 2 la méthode indiquée plus haut,
la somme des termes de pulsation 3wy dans I’équation (50).

Il vient

1

[0} — (31)?] Egu, 8in (B £ — Pguy) + Gpaewg Eg, COS (305 — Pgu)
— 6pw, £u, €08 [3wg t— @u,] =0.

D’ou l'on tire, en supposant toujours p petit,

™V + G et
La largeur de la bande harmonique 3 est la méme que celle de la
bande fondamentale, et elle est trés faible, ce qui traduit le fait
que ¢(t) est assimilable & une pseudo-sinusoide d’amplitude trés
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lentement variable, de pulsation wg, tandis que I’harmonique 3
est lui-méme une speudo-sinusoide d’amplitude lentement variable
et de pulsation 3w,

Sur quelques périodes, nous pouvons méme assimiler ¢(t) ainsi que
Tharmonique 3 & des portions de sinusoides vraies dont les ampli-

tudes a3 et a sont dans le rapportg-"ﬂsoit

Ce rapport pouvait étre obtenu différemment.
On sait que 'amplitude de I’harmonique 3 de z(t) est

ay = B B (_ai) (asy amplitude du fondamental)
bw 4

et I'on a par conséquent
—3pgal
Aag émop 4 Ba,
2

ou, avec a, '—_-T)
B
Aaa = l;i!i Aan
]

ce qui est bien la relation trouvée ici, puisque Aa; et Aa, se confondent
respectivement avec ag et a.

CHAPITRE 1II

EXCITATION SINUSOIDALE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

I. — Resonance non linéaire.

1. Rappel de quelques méthodes classiques. — SysTkmEes
SANS AMORTISSEMENT. M#étHopE bDE Durring. — Reprenons
Pexemple de I’équation de Duffing qui représente I’évolution d’un
systéme dépourvu de source d’autoentretien. Nous le supposerons
d’abord non amorti et soumis & I’effet d’une action extérieure sinu-

BrLAqQuIERE. 5
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soidale, ce qui nous conduit 4 ajouter au second membre de I’équa-
tion le terme d’excitation F cos wt.
Soit donc & étudier 1’équation

(1) # + bz + Bz® = F cos wl.

Dans le cas particulier od I'on a B = 0, elle traduit I’excitation
forcée d’un systéme pendulaire non amorti, dont la courbe de réso-
nance aigué& est bien connue.

Nous plagant dans le cas ou B est petit, nous rappellerons la méthode
d’approximations successives utilisée par Duffing. Les diverses étapes
du raisonnement sont les suivantes:

10 On adopte pour solution de premiére approximation la loi

pendulaire
Z; == a cos wi

dont la pulsation est celle de I'action extérieure.
20 On porte cette expression dans le terme non linéaire Ba3,

ce qui donne

Bx® = Ba® cos® wt = fad [% cos wt -+ -z_ cos 3 wt] .

La solution de deuxiéme approximation est alors obtenue par inté-
gration a partir de

z = [F — ba ———% @a’] cos wt——%cos 3wt.
On obtient, en postulant la périodicité de z(¢),
Ty = %[b + %pa’-—_g_ ]a cos wt +31—6 ;&:cos&ot.

On pourrait poursuivre ainsi la recherche d’approximations
successives. Cependant la convergence du développement en série
nécessite que les coefficients b, 8, F et a soient suffisamment petits.
En particulier la méthode est en défaut au voisinage de la résonance.

30 Plutét que d’adopter cette méthode d’itération simple, Duffing
identifie la solution de premiére approximation z; = a cos wt au
fondamental de la solution de deuxiéme approximation, ce qui
donne

a==£-’-[b +—2—Ba’—-§-]a
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ou
2) m’=b+%ﬁa’—-§..

F étant supposé donné, cette relation exprime la dépendance

Fic. 16.

lal jal

B

Fic. 17.
entre la pulsation de lexcitation et I'amplitude d’oscillation a.
Sur les figures 16 et 17 on a représenté les lois
a=flw!) et l|a=glw).

Pour plus de clarté, le premier graphique est obtenu en représentant
130lément les deux fonctions

3
w’i=b+z-[3a’ et w}=—7-
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Sur le graphique 18 est représentée, a titre de comparaison, la
courbe de résonance du systéme linéaire, pour 8 = 0.

Un autre cas intéressant est celui ou I'on a F = 0. Il s’agit alors
de Poscillation libre du systéme, qui apparait ici comme un cas limite.

lal

Fic. 18.

Les courbes de résonance des figures 17 et 18 dégénérent comme
I'indiquent les figures 19 et 20.

Les courbes 19 et 20 expriment la loi de dépendance « pulsation-
amplitude », bien connue dans le cas du pendule simple et étudiée

|al la}
lal
w w o
>0 <0
8 - <0 B=0
Fic. 19. Fic. 20,

plus haut dans le cas général. En particulier on voit que lorsque
Pamplitude d’oscillation est trés faible, I'isochronisme est vérifié
au second ordre prés, puisque la tangente a la courbe aupoint a = 0
est perpendiculaire & I’axe des pulsations.

Une différence fondamentale entre la courbe de réponse d’un
systéme non linéaire soumis & une action sinusoidale imposée, et
celle d’un systéme linéaire, est que, dans le cas non linéaire, il peut
exister pour une fréquence donnée trois amplitudes d’oscillations.
(Elles ne correspondent d’ailleurs pas, toutes les trois, & des régimes
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stables.) C'est la cause d’un phénoméne important: « Phystérésis
des systémes non linéaires » sur lequel nous reviendrons plus loin.

Notons enfin que si 'on porte 'expression de w? dans la solution
de seconde approximation, on obtient

3
T, = a cos wit +% ————BE—-——F—cos 3owt.
b+ = {3 2 —
a
EQUATION DE DUFFING AVEC AMORTISSEMENT VISQUEUX, — En

P’absence de tout frottement, la méthode de Duffing conduit & une

solution forcée qui est, soit en phase, soit en opposition de phase,
avec le terme d’excitation:

Nous avons trouvé en effet pour fondamental a cos wt, avec a 20,
le terme d’excitation étant F cos wt.

Comme dans le cas des systémes linéaires, 'amortissement vis-
queux introduira un déphasage entre l'oscillation du systéme et

I’excitation. Aussi il sera commode de mettre ’équation de Duffing
avec second membre sous la forme

(8) % + c& + bx + B = F, cos wt 4 Fy sin wt,

ce qui laisse la latitude de choisir convenablement le rapportﬂ‘

1
quand on prend 4 nouveau pour solution de premiére approximation

Z = a cos wt. &

L’amplitude de la force excitatrice F = \/F;> + F,? est donnée.
Remplagant z par a cos wt dans I’équation (3) on obtient, aprés
identification des fondamentaux des deux membres

) 3(b—m’)a+ Ba = F,,

— acw =F,.
On en tire :

1° ]a loi de dépendance entre la pulsation et 'amplitude :
(5) [(b — wla + 2 Ba"] + alcho? = F} + F} = F3;
20 le déphasage entre l’excitation et l'oscillation forcée, pour
chaque valeur de a (et par suite de w):

F. acw
(6) ge=— 2= "
5* Fy (b—w’)a+-2—[3a‘



66 A. BLAQUIERE

Si le coefficient d’amortissement ¢ est petit, la courbe |a] = g(w)
est voisine de celle qu'on obtient en l’absence d’amortissement.
Sa forme est indiquée sur la figure 21.

Sans analyser de fagon plus détaillée la forme de la courbe de
résonance non linéaire, nous indiquerons qu’il est utile de préciser

le lieu des points a tangentes verticales lorsque F = \/F% 4 F,?

la)
%
t‘;\ lal
Vb >0 w
e (a)
lal
% | Vb w
B=0 (Systéme linéarre)
(c)
Bw Vb w
(b)
Fie. 21.

varie. Ce lieu est représenté en pointillé sur la figure 21. Il apparait
en effet comme la limite de stabilité des solutions synchronisées. Nous
montrerons plus loin que les points de la région interne hachurée
correspondent & des solutions instables, tandis que les points de
la région externe fournissent des solutions stables.

L’équation de la courbe limite sera obtenue plus loin, au cours
de cette discussion.

HysTERESIS DES SYSTEMES NON LINEAIRES. — Supposons qu’on
fasse varier contintiment la fréquence de la force excitatrice, tout
en maintenant constante son amplitude. Plagons-nous par exemple
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dans le cas B > 0 (fig. 22) et diminuons la pulsation v a partir d’une
trés grande valeur initiale. L’amplitude de Poscillation forcée est

lal

définie de fagon unique au départ (point A). Elle croit ensuite, et
le point figuratif décrit la courbe de fagon continue jusqu’au point B
ou la tangente est verticale. Au deld de ce point 'amplitude subit
une augmentation brusque, discontinue, qui ameéne le point figuratif
en C, et ’on décrit ensuite la portion CF.

Si I'on parcourt en sens inverse I'axe des fréquences, le passage
en C ne marque aucune discontinuité. Le saut d’amplitude apparait
au point D, deuxiéme point & tangente verticale, puis le point
figuratif passe en E et décrit la portion EA.

Le balayage alternatif de ’axe des pulsations fait ainsi apparaitre
le cycle d’hystérésis BCDE.

La description du phénoméne serait analogue dans le cas § < 0.

Notons aussi qu’on peut maintenir la fréquence constante et
augmenter progressivement F, ce qui fait apparaitre un autre
cycle d’hystérésis. Il faut alors faire intervenir la déformation de la

courbe en fonction du paramétre F. Nous laisserons de cdté cette
discussion.

LA métHODE DE RAUScHER. — La méthode de Rauscher, comme
la méthode de Duffing, est une méthode d’itération, c’est-a-dire que,
partant d’une solution de premiére approximation, on obtient par
une opération répétée des approximations meilleures.

Elle est valable pour toute équation du type suivant:

(7) % + k(z) = F cos wt.
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Premiére approzimation. — On adopte pour premiére approxima-
tion une solution de I’équation sans second membre,

%f+ k(z) = 0.

Cette équation représente le mouvement d’un point matériel de
masse m = 1 sous I’effet d’'une force de rappel,

f = —ka).
Pour simplifier le raisonnement nous supposerons que k(z) est
une fonction symeétrique, telle qu’on ait par conséquent
k(— z) = — k(z).

La méthode est cependant applicable dans le cas général.
On fera apparaitre 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle

de la particule en multipliant I’équation par ¢ = %et en intégrant.
On trouve ainsi
dv dz
&4 k)2 =0
vy Tz

et, en désignant par vy la vitesse au point d’abscisse z,,

"2_’___”21 - £ k(@)de = — [V(z) — V(z,)].

2
V(z) représente I'énergie potentielle de la particule, -;._son énergie

cinétique.
On a done

o =2 — e+ 2 Vi) — Vial]

(en adoptant pour e une détermination convenable, 4+ 1 ou — 1,
qui change lorsque la vitesse change de sens) et 'on entire par intégra-
tion l'expression de t en fonction de z,

- dx +1,
20 84} + 2 [Vizo) — Via)]
Nous supposerons par la suite qu’on choisit t, = 0 au point z,

et, de plus, qu'en ce point la vitesse ¢, est nulle, ¢y = 0. La loi ci-
dessus se réduit alors &

t =

2 do
8 = .
@ t L V2 [Vizg) — V(2)]
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Deuxiéme approzimation. — On obtiendra ensuite une expression
approchée du second membre de I’équation (7) en fonction de z,
en y remplagant la variable ¢t par sa valeur de premiére approxi-
mation (8).

Il faut aussi connaitre w qu’on calcule aisément a partir de (8).
En effet, le temps que met la particule pour aller de la position d’équi-
libre z = 0 au point z, ou sa vitesse est nulle est égal au quart de

la période%. On a done

r_
A

&la

= f o dz
- )
o €Y2([V(z) — V(z]]
wt est donc une fonction de z qu’on sait déterminer, soit
wt = g(x)

et 'équation proposée devient
2L + ko) — F cos [gy(a)] =0,

On est ramené au probléme initial puisqu’on peut poser
ky(z) = k(z) — F cos [g,(=)]

et trouver une solution de I’équation
d:.
d_f + ky(z) = 0.

Ainsi, de proche en proche, on est conduit & améliorer la solution
initiale.

2. Méthode du diagramme mobile. — UTILISATION DES COURBES
EQuIruLsaTION. — L’application de la méthode du diagramme
mobile 4 I'étude de la résonance non linéaire sera d’abord exposée
en prenant encore pour exemple I'équation de Duffing.

La recherche d’un régime d’oscillations forcées quasi sinusoidal
Z ~ a,cos (wet + 9) nous conduit toujours & remplacer 'opérateur
non linéaire du premier membre par 'opérateur linéaire tangent
correspondant, On est ainsi ramené i I'équation

(9) aé+czc+(b+_f:_pa§)x=now.,:,
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dans laquelle 'opérateur linéaire tangent est de la forme

_ 301
Hep = (Hy)op + 251 (Holop
avec

(Hylop= g—:; +e % + b, (Ha)op = 6.

La linéarisation permet de remplacer ensuite les fonctions trigo-
nométriques réelles par des exponentielles complexes, et I'équation (9),
aprés simplification par e/, par

(10) Hop (ap, jwo) agei? = F.

Pour déterminer a, et ¢, wy et F étant connus, on construira la
« courbe équipulsation » représentative de

(1) Hap (2t joo) ar=ay [b—mg + "125' B+ jwoc],

dont chaque point correspond 4 une amplitude distincte a, (nous
supposerons que la courbe a été cotée en amplitudes), et on la cou-
pera par le cercle de centre O, de rayon F. Soit M I'un des points
d’intersection, I'égalité

(12) Hop (a1, joso) ap = Fe—Je

montre que I’angle (— ¢) est ’'argument du point M, tandis que
Pamplitude a; est sa cote.

La construction, effectuée sur la figure 23 (graphiques 1a, 2a, 3a),
montre que, pour chaque valeur de F, il peut y avoir soit une, soit
trois solutions, suivant la valeur donnée a w,.

11 est clair, en effet, que les points symétriques par rapport a O,
pour lesquels les valeurs de a, sont opposées et les arguments différent
de m, correspondent & une méme solution.

(On voit que pour wy < \/E, on ne peut trouver qu'une seule solu-
tion.

Pour w, > \/77 on peut obtenir soit une, soit trois solutions.

Le graphique se préte d’ailleurs aussi bien & la discussion lors-
qu’on fait varier wg, F restant constant, que lorsqu’on fait varier F,
pour une valeur fixe de wg.

La correspondance avec les résultats auxquels conduit la courbe
de résonance non linéaire, lorsqu’on la coupe par une droite v = Cte,
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ou lorsqu’on fait varier F, est évidente. Elle est illustrée par les
graphiques 1 b, 2 b, 3 b.

Solutions doubles. — Le probléme précédent admet des solutions
doubles lorsque le cercle de rayon E est tangent & la courbe équi-
pulsation (wg). On observe ce cas limite lorsque deux des points
d’intersection viennent se confondre, soit M; et My, soit M, et M,
(fig- 23, 3 a).

Il est intéressant de déterminer le lieu des deux points limites.
Il suffit pour cela d’exprimer que I’équation qui donne les points
d’intersection de ’équipulsation et du cercle admet une racine double
en a. Cette équation se présente sous la forme

(13) adolet + at [(b — o) + 3_4” at]' =T
ou

19 () e +F0—opat + 10— ot + tufor = P2

On l'obtient en égalant les carrés des modules des deux membres
de Téquation (12). Evidemment elle se réduit au troisiéme degré
par suite de la symétrie des courbes équipulsation. Il suffit de poser
A=2a% 1l vient

(%@)’A” + %ﬁ(b — ) A2 4 [(b— wd)? + clof] A = F?

et la condition qui fixe I'existence de solutions doubles est obtenue
en annulant la dérivée du premier membre par rapport & A. On
trouve ainsi la condition entre pulsation et amplitude:

22 Bat + 3 (b — wf) a? + [(b— )t + tuf] = 0
ou, sous une autre forme
(15) (b—-mg +%Ba’) (b—-mz., +-2—Ba‘) + cd} = 0.

Comme nous le verrons plus loin, cette condition limite les zones de
stabilité des solutions synchronisées.

Elle fait correspondre & chaque courbe équipulsation une courbe

équiamplitude, et définit le lieu des points limites par I'intersection
de ces deux familles.
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Remarque. — Sur le plan des courbes de résonance o] = g(w),
il est bien clair que le lieu des points limites se confond avec le lieu
des points & tangentes verticales. La courbe limite que nous avons
mise en évidence dans le plan complexe apparait donc comme la
transformée de ce lieu, que nous avions précédemment indiqué en
pointillé sur les figures 21 a et 21 b.

UTILISATION DES COURBES EQUIAMPLITUDE. — Jusque-lA nous
avons supposé que les données étaient F, I'amplitude de la force
excitatrice et wg sa pulsation. Nous pouvons nous fixer au contraire F
et Pamplitude d’oscillation forcée a, auquel cas I'inconnue est la
pulsation w,.

La méthode ne sera pas sensiblement différente de celle que nous
venons d’exposer. On prendra seulement l'intersection du cercle de
rayon F avec I'équiamplitude a,, cette derniére étant cotée en pulsa-
tions. Les points d’intersection permettent d’obtenir wy et ¢.

La discussion est plus simple car les équiamplitudes sont ici
des paraboles symétriques par rapport 4 I'axe des abscisses. Les
points symétriques, correspondant 4 des pulsations opposées, nous
ne conserverons que les ordonnées positives. On voit alors que, a,
étant fixé, suivant la valeur de F il peut y avoir zéro solution, deux

(b)

Fic. 24.

solutions confondues, deux solutions distinctes, ou une seule solu-
tion (fig. 24 a).
Les résultats de cette discussion sont conformes & ceux qu’on
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obtient a partir de la courbe de résonance non linéaire. En particulier
on obtient la relation entre la pulsation et 'amplitude d’oscillation
forcée, pour une amplitude d’excitation F imposée, en égalant les
carrés des modules des deux membres de (12). Elle est exprimée
par P'équation (13).

La condition de contact entre le cercle de rayon F et la demi-
parabole s’obtient, comme plus haut, en anulant la dérivée par rap-
port & wy du premier membre. On trouve ainsi la relation

(16) w";——%pa’—b+%=0.

Sur le plan des courbes de résonance |a| = g(w), ce lieu se confond
avec le lieu des points & tangentes horizontales.
La courbe limite est représentée sur la figure 24.

FORME GENERALE DE LA METHODE DU DIAGRAMME MOBILE. —
L’exemple de I’équation de Duffing était destiné a illustrer la méthode
du diagramme mobile. Résumons maintenant les diverses étapes
de son application dans le cas général.

1° Le régime d’oscillations forcées étant supposé quasi sinusoidal
Z ~ a, cos (wef + ¢), on remplace l'opérateur non linéaire donné
par son opérateur linéaire tangent. L’équation non linéaire est ainsi
ramenée i la forme

17) Hop (ar) © = F cos wyt.

20 Les fonctions trigonométriques réelles sont ensuite remplacées
par des exponentielles complexes, ce qui transforme I'opérateur du
premier membre en une expression complexe. L’équation devient,
aprés simplification par e/,

(18) H(ay, juo) aele = F.

30 Si les données sont F et wy, on construit la courbe équipulsa-
tion (wp). Cette courbe étant cotée en amplitudes, on la coupe par
le cercle de centre O, de rayon F.L’argument des points d’intersection,
représente au signe prés, les valeurs de ¢ solutions de I'équation, tandis
que les cotes fournissent les amplitudes de synchronisation possibles.

40 Si les données sont F et a,, la construction reste valable & condi-
tion de remplacer I'équipulsation (w,) par la courbe équiamplitude
(a;) cotée en pulsations,
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50 L’équation aux points d’intersection des deux diagrammes
précédents avec le cercle de rayon F s’obtient en égalant les carrés
des modules des deux membres de 1’équation (18),

(19) [H(ay, juo) [ af = F2.

Selon que F et wy, ou F et a,, sont donnés, c’est une équation en a;
ou en wg.

6° Le premier membre de I’équation ci-dessus est une fonction
réelle de a, et de wy,

(20) |H(a, juo)|* af = h (as, wo).

Si w, est donné, on représentera h en fonction de a, (fig. 25). Les

h Plan complexe

— Mo
My

at

(a) ()

~

F1e, 25.

solutions en a, sont obtenues en coupant ce graphique par une
parallele a 'axe des abscisses.

On voit ainsi que les solutions doubles sont obtenues aux extrema
de h(a,). Ainsi les lieuz des points de contact des équipulsations et des
cercles de rayon F (wg et F variables) sont donnés par Uéquation

h _ d ,
— = — {|H(ay, 2a2l =0
s M‘H (as, jeoo) [* a2 §
ou
14+ % 2 1/H (g juo) |2 = 0.
(21) [t+5 o] 1H o don

Comme nous le verrons, cette équation joue un réle important en
limitant, dans le plan complexe, les zones de stabilité des solutions
forcées et synchronisées. Nous la retrouverons plus loin & propos
de la discussion de la stabilité des solutions.
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70 Si a, est donné, on représentera h en fonction de wq (fig. 26).
Les solutions en w, sont encore fournies par I'intersection du graphique
et d’une paralltle & 'axe des abscisses.

N

Wy

F2

Fic. 26.

Les lieux des points de contact des équiamplitudes et des cercles
de rayon F sont alors donnés par

a%og % {1 H(ag, joo)[2a}} =0

ou

(22) o_?.; |H (a4, juwo) [ = 0.

II. — Synchronisation.

Pour une action excitatrice convenable, un oscillateur autoentretenu
adopte la fréquence extérieure imposée: c’est le phénomene de
synchronisation.

La méthode du diagramme mobile, utilisée dans le précédent
paragraphe pour étudier les oscillations forcées des oscillateurs non
linéaires amortis, s’applique sans modification a ce type d’oscil-
lations forcées.

Nous ne reprendrons pas la théorie, qui ne nous conduirait qu’a
reproduire le précédent développement. Il suffit de se reporter au
paragraphe intitulé: Forme génédrale de la méthode du diagramme
mobile, auquel nous ajouterons quelques remarques.

Dans le chapitre I, réservé a I’étude de 1’évolution libre d’un
auto-oscillateur, nous avons précisé la forme générale des courbes
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équipulsation représentatives de la fonction H[a, jw] X a. Nous
avons montré en particulier que I’équipulsation particuliére (w = w,)
affecte la forme d’une boucle, puisqu’elle passe au moins deux fois
par Dorigine:

pour a;=0 et pour a; = a,.
Les équipulsations tracées pour des pulsations voisines de v, s’écartent
assez peu de cette derniére comme l'indiquent les figures 11 et 27,

N
7’ )
’
/
4 /

'’

/4 , M.
0 R
rd
rd
wS PR - -
Wo ‘Ma
Fic. 27.

Il apparait sur ce dernier graphique que, pour une action excita-
trice F cos wyt dont 'amplitude F est assez faible, et la pulsation assez
voisine de w,, il existe trois points d’intersection de I’équipulsation
(wp) et du cercle de rayon F. Il y a done, dans ce cas, trois solutions
synchronisées dont nous envisagerons ultérieurement la stabilité.

wg restant voisin de la pulsation stabilisé w,, la croissance de F
conduit, aprés confusion de deux des solutions précédentes, & une
solution unique, stable comme nous le verrons.

wy étant toujours fixé, la décroissance de F fait apparaitre une
autre limite, lorsque le cercle de rayon F devient & nouveau tangent &
Péquipulsation (wp). En dessous de cette limite il n’y a plus qu’un
point d’intersection correspondant & une solution instable. Clest
dire que la synchronisation disparait quand l’action excitatrice
devient trop faible.

Supposons maintenant que F reste fixe et qu’on fasse varier la
pulsation excitatrice w,. Lorsque |wy— w,| augmente, les courbes
équipulsation s’écartent de la courbe particuli¢re (w,), et il est clair,

Braquikre. 6



78 A. BLAQUIERE

sur la figure 28, qu’il existe une pulsation limite pour laquelle I’équi-
pulsation devient tangente au cercle de rayon F,
Au dela de cette limite il n’existe plus qu’un point d’intersection,

Fic. 28.

correspondant & une solution instable. Par conséquent, la synchroni-
sation disparait lorsque la pulsation excitatrice s’écarte trop de la
pulsation propre de I'auto-oscillateur stabilisé.

Le lieu des points de contact des courbes équipulsation (w,)
et des cercles (F), qui fixe la limite de synchronisation, est indiqué
sur la figure 28 (courbe limite I' en trait mixte). On en déduit la lar-
geur de la plage de synchronisation. Cette plage sera définie, pour
une amplitude d’attaque F, donnée, par l'ensemble des valeurs
que peyt prendre w, pour qu’il y ait synchronisation. Elle est repré-
sentée sur le dessin par la portion de courbe I' intérieure au cercle
de rayon F,. Les valeurs de la pulsation d’attaque, au dela desquelles
la synchronisation n’est plus possible, sont données par les deux
courbes équipulsation limites tangentes au cercle de rayon F,.

LiaisoN ENTRE LES REGIMES NON LINEAIRES ET LES REGIMES
LINEAIRES. — Le fonctionnement des oscillateurs linéaires peut
évidemment &tre décrit en utilisant le diagramme mobile. Dans I’équa-
tion

(23) Hpz = F cos wyt,

H,, représente alors un opérateur linéaire, et nous avons vu plus
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haut que les courbes équipulsation représentatives de H(jw) sont
des demi-droites passant par origine.

Le cercle de rayon F coupe la demi-droite équipulsation (w,)
en un point M, d’ou une seule solution dont on doit discuter la sta-
bilité (fig. 29).

La discussion est particuliérement simple dans ce cas: on fera

{wo)

N ‘(3 o)

Fiec. 29.

subir une petite modification Az de module £ 4 la solution trouvée,
et I'on étudiera ’évolution ultérieure de §&. Comme H,, est un opé-
rateur linéaire, on a

Hop (x + Az) = Hopz 4 Hop Az = F cos wgt
ou, tenant compte de I’équation (23)
Hop Az = 0.

Cette derniére équation nous montre que si loscillation libre du
systéme est instable, la solution forcée est aussi instable. On ne peut
donc définir une oscillation forcée stable que pour des systémes
dont Poscillation libre est amortie.

Cette méthode fait apparaitre ’analogie entre,la solution forcée
d’un oscillateur régi par une loi linéaire et la solution synchronisée
ou forcée d’un oscillateur régi par une loi non linéaire.

Dans le cas d’un oscillateur non linéaire, les courbes équipulsa-
tion (u,), issues toutes de O, s’incurvent lorsqu’on s’éloigne de ’origine.
Au voisinage de O, on peut néanmoins assimilier ce faisceau de
courbes & un faisceau de segments de droites et, par suite, approcher
équation non linéaire donnée par une équation linéaire.

Cette équation est évidemment une équation linéaire tangente
particuliére correspondant aux faibles amplitudes d’oscillation.
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En étudiant la synchronisation des systémes non linéaires, nous
avons obtenu une solution correspondant a cette portion 4 peu prés
linéaire du faisceau de courbes (w,); on peut donc prévoir qu’elle
ne sera pas stable puisque le systéme est auto-entretenu.

III. — Stabilité des solutions libres, forcées ou synchronisées.
Critére général de stabilité.

L’équation de synchronisation d’un oscillateur non linéaire ayant
été écrite sous la forme

(24) H, (a,, ;t j;, .ee ) a; sin (wgt + ¢) = F, sin wgt,

nous avons cherché une solution synchronisée d’amplitude constante
ag, et nous avons vu que pour déterminer cette amplitude a, il suffit
de remplacer I'opérateur du premier membre par H; [ag, jug, (Jwg)®..]

L’étude du régime libre apparait comme un cas particulier lorsque
Fo=0.

Pour savoir si la solution trouvée est stable, nous devons étudier
le comportement du systéme lorsqu’on le suppose dans un état
voisin du régime envisagée, synchronisé ou libre (nous supposerons
dans la suite qu’il s’agit d’un régime synchronisé, ce qui est un cas
plus général), il faut alors tenir compte des variations de I'amplitude
d’oscillation a, avec le temps, et prévoir si a, tend vers la valeur a,
ou s’en écarte.

On pourrait étudier I’évolution de 'oscillateur au voisinage d’un
état synchronisé en introduisant, comme nous I'avons fait précé-
demment une pulsation complexe. Nous utiliserons cependant ici
une autre forme d’exposé, en n enwsageant que des fonctions dont
la pulsation est réelle et I'amplitude variable avec le temps. Les
deux méthodes se rameénent d’ailleurs immédiatement 'une &
P’autre.

On notera pour cela que les dérivées

.'_i. (a¢sin wt) = agdi (sin wt) 4+ sin wt %,

d
2dad

) (a. sin wf) = h‘ — (sm wt) + (sin wt) + ) (sm wt),
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peuvent étre écrites sous la forme réduite bien connue
% (a¢sin wt) = (p + q) asin wt,

g’t—’ (a¢ sin wt) = (p + q)':z sin wt,

en posant o (O o
om) 3/ sinet

Plus généralement, on sait que si deux fonctions u et ¢ dépendent
du temps, on a

o w) = (p+ g,

avec ™ a_ [0
P ‘(:.T) 7 “(»T)

Il en résulte que si 'on veut tenir compte & la fois des variations
de a, et de sin (wgt + 9), on sera amené & remplacer I'opérateur qui
figure dans I'équation d’oscillation par le nouvel opérateur

(25) Hop [ar, (p + g)s (P + ¢)* -]

Si a, devient constant, on a ¢ = 0 et I'opérateur H,, se réduit a
celui que nous avons utilisé pour trouver les solutions synchro-
nisées : H,\(a,, p, P2, ...).

Si a, est lentement variable & c6té de sin wgt on pourra, dans les
calculs, considérer ¢ comme un paramétre petit devant p et utiliser
les méthodes d’approximation classiques du calcul algébrique ().

On voit qu'on peut remplacer encore les expressions réelles
a, sin (wgt + ¢) et Fy sin wyt qui figurent dans I’équation

(26)  Hoplay, (p + q), (P + @)% -] arsin (wyt + ) = F sin eyt
par les expressions complexes
(27) V = a; el +9), F = Fyel=,

(avec wq réel et a, réel, variable avec le temps).
0 ’ P
L’équation (26) devient

(28) Hop [as, (jwo + g) (jwo + %), -] V=F
ou, plus simplement
(29) Hop [ay, jwo+¢q] V = F.

. (*) 11 est clair que cette méthode revient a utiliser la pulsation complexe
J® + q ol1 g est un terme réel trés petit.
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Faisons alors subir & V, & partir de I'état
(30) Vo = agelot+9),

correspondant & une solution synchronisée, une petite modification

AV de module &:
(31) AV = £ eeat+9),
il vient
H[ag + Aay, jwo + g (Vo + AV) =F

ou au premier ordre:

H (g, joo + 6] Vo + Hlags joo 4] AV + [20], Vol (e =F.

Si g est toujours trés petit devant A(a,), ’équation peut &tre
approchée par:

H{dos joul Vo + H [ao oo + ) &V + [30] _ Vod (a) = F.

Tenant compte de I'égalité H[ay, jwo]Vo = F, on en déduit

H [a, joo + g AV + [ﬁ] VoA (@) =0,
da; @

=
avec
AV = E ellwot +9),
VoA (a) = ag £ eft+9) = g, AV.

L’équation de perturbation est donc de la forme

82 § Ml o+ o [Fletatd]  dav—o.

Si on considére ’équation :

§ B, joo + 4] + ao[ HInE D], {0

da;

comme une équation algébrique en ¢, on la mettra aisément sous
la forme :

_ali 2 —
[1 + % M‘]atmo]m 0.
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Si on restitue & ¢ sa signification d’opérateur, on est conduit &
équation différentielle équivalente :

ag .

On négligera, dans ’expression H(a, wg, ¢), les termes non
linéaires en gq.
L’équation ainsi trouvée est une équation différentielle du
second ordre en &, si 'on remplace, & la fin des calculs, g par ’opé-
2
rateur%et q? paré—z. Elle permet d’étudier ’évolution de E.

dt

Notons que cette équation est également applicable a Uétude de la
stabilité d’'un régime libre, forcé ou synchronisé.

LimMiTEs DE sTABILITE. — Le premier membre de I'équation (33)
apparait comme un polynﬁme du second degré en g,

3 1o >[I wo arat]l, _ =A¢+Bg+cC.

2a, da;

La discussion de la stabilité des oscillations se raméne, par conséquent,
a celle du signe des trois coefficients A, B, C.

L’expression de C est obtenue en égalant g & zéro dans (34), on
trouve ainsi

— a _D_ 2
C=[t+4 2, oI ol

Or nous avons vu plus haut que le lieu des points de contact des
équipulsations et des cercles centrés & I'origine est justement donné

pat c=[t+% 2], i wll =0

Ce lieu jowe donc un réle trés important en limitant dans le plan
complexe des plages de stabilité.

En effet, 4 la traversée de cette courbe, C change de signe (appen-
dice II).

Par exemple dans le cas de I'équation de Duffing, avec des coeffi-
cients tous positifs, nous vérifierons que A et B sont toujours positifs.
Il s’ensuit que dans la zone ou C est positif la solution générale de
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P’équation est stable et, au contraire, instable dans la zone ou C
est négatif.

Dans le cas général, il faut porter sur un méme graphique les
trois courbes représentatives de

Alay, wo) = 0,
B(ay, wy) =0,
Clag, wy) = 0.

(La discussion se simplifie, comme dans ’exemple de 1’équation de
Duffing, lorsque les courbes A = 0 et B = 0 sont imaginaires.) Les
plages de stabilité sont alors caractérisées par les conditions

B C
x >0, x >0,
c’est-a-dire soit
A >0,
3 B>0,
C>0;
soit Ao,
<
C<O.

En ce qui concerne, les fonctions A(ay, wy), B(ag, wp) et C (ay, w,),
nous remarquerons que si ’on pose

(35) {30y 00, 9) = 2—‘a—o|H (a1, wor 9)[2 0,
on a / _ _bL
C(a(h (l)o) = [bab(’] =0, a‘=¢.’
(36) B (aq, wg) = [——LM‘ o I

= baf .
\A(ao,wo) [M‘ o ymo, 0= co

Ces résultats découlent immédiatement de la forme polynomiale
de f(ao: wg, 9)-
Remarque. — Lorsque Pamplitude ne figure que par son carré

dans Pexpression de I'opérateur H, il est possible d’adopter une
autre forme de I’équation de stabilité. On a, en effet

d[H _ d|H|? %a,,
day d(a})
d’ou la loi

(@7 [t + 5 o b w0l =0
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APPLICATION A L'EQuUATION DE Durrine. — Dans I'exemple de
I’équation de Duffing,

z + ex + (bx + Ba?) =0, avec ¢, b8 >0,

on a trouvé
H{ay jwy) =p*+cp+ b + %—B a3, avec  p = juy,
on a done
H(ay, joo + g) = (jug + 0)* + eljoo + q) + b + -pat,
Soit, aprés linéarisation en ¢ et calcul du carré du module:
[Bj2 = (b + 7Bt + og —d) "+ o e+ 201,
)
u}é-lll-l— = %ﬁaﬁ [b +%Ba¥ + cq—w{,].

oa}
On en tire

d = ol 2 3
[+t g | oo, V= 8 hla? + {20 (b - )+ deud+ - Bead g
2
+(o+ %aaa—«»a) + o+ (54 %aaa——ws) 2 gt
La condition C = 0 nous conduit & retrouver le lieu des points limites
(b+ 7 pet—ot) "+ o+ (b -+ bab—ot) bk
E(b—w3+ %fia’) (b—m3+ %Ba') + ¢t} = 0.

D’autre part nous constatons que A et B sont toujours positifs.
On a, en effet
A=c+ 40}, B=(2b+ 2w} + 3Baj)c.

La courbe C = 0 apparait alors comme la seule limite de stabilité.
Ce résultat subsiste lorsque f et bsont de signes quelconques avec
c=0.

ArrricaTION A L’EQUaTION DE VAN DER Por. — 1° Dans le
casde I’équation de Van der Pol, 'opérateur H,,(a,, p) est de la forme

Huplow p) = 1nCyp? + (Mo + Gy + 570 al) p + 1.
20 L’opérateur H,, (@, jwo+ q) est donc de la forme

LiCa o + )" + (Mo + riCy+ TP ) (imo + 0) + 1.
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Suivant des notations classiques, nous poserons ici

(I)!:—i—, P_=_Ms+rlc‘l, V:=__Ms+r!cl;
LG 2L,C, 3Mb

Hoy(a:, wg, ¢) devient
. N
(jwo + ¢)* — 29[1—4%](1% +q) + ob

2
N
AT )g
si Pon suppose que l'amplitude de la solution synchronisée est
voisine de 'amplitude stabilisée, on en tire

30 Négligeant les termes en' ¢% ainsi que le produit (

|H|* = (w}— od)® + [2qwo — 2 (1 — ,{v’-,)]’

nous utiliserons, conformément aux traités classiques (), la valeur

2
réduite IH—L et poserons
Wy
Ao = 2E— o8,

2w,

4° Nous retrouvons I'expression classique de I’équation différen-
tielle du second ordre qui permet d’étudier la stabilité de l'oscil-
lation synchronisée :

Z%’—a [1 o %‘ﬁ)]ﬂ@%lﬂ(a" g 9)|*§ = [‘I’ — 29(1 — 2'32) q

Nous ne poursuivrons pas la discussion de cette équation qui
est classique (1). Nous nous contenterons de retrouver le critére
de stabilité du régime libre en portant dans cette équation géné-
rale gy = a, et wy = ©,. On obtient ainsi I’équation

(*+2p9) =0 ou (¢+20)E=0,
d’ou I'on déduit la constante de temps t de retour au régime libre

1

T = —-

*

(M Y. Rocarp, Dynamique générale des vibrations. Masson et Cie, 1943, p. 225.
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CHAPITRE III

EXCITATION ALEATOIRE DES SYSTEMES NON LINEATRES

Dans le précédent chapitre, nous avons examiné l'effet d’une
excitation sinusoidale sur un systéme oscillant non linéaire. Nous
nous placerons ici dans un autre cas extréme, celui ou ’action exté-
rieure est parfaitement aléatoire. Une telle fonction de bruit est
appelée « bruit blanc » pour indiquer qu’elle admet, dans son spectre
de Fourier, toutes les fréquences, de — oo a 4+ oo.

Nous introduirons une hypothése simplificatrice en nous plagant
dans le cas oui le bruit reste faible devant ’amplitude d’oscillation.

Rappelons d’abord quelques définitions concernant le « bruit
blanc », et quelques méthodes d’étude.

I. — Propriétés élémentaires et statistiques du bruit blanc (rappel).

A. — PROPRIETES ELEMENTAIRES, « STRUCTURE » DU BRUIT BLANC

1. Les impulsionsoriginelles. — a. FoncTioN iMPULSIVE. — Les
chocs élémentaires produits par une source de bruit peuvent étre
commodément représentés au moyen de fonctions impulsives dont
le type est la fonction 3(t) de Dirac.

Rappelons les propriétés qui servent a définir cette fonction:

10 Elle est nulle pour toute valeur de t extérieure a un intervalle A¢
infiniment étroit entourant l'origine des temps.

20L’intégrale S f " 3(t)dtaune valeur finie (valeur posée égale 4 1) ;

il s’ensuit que 3(t), nul pour toute valeur de ¢ différente de zéro,
est infini pour ¢t = 0.

Empruntons un exemple & la mécanique, en supposant que la
fonction impulsive soit une force F(t) appliquée pendant un temps
trés court 4 un point matériel (on la supposera nulle en dehors de
ce laps de temps); elle entraine une variation brutale de la quantité
de mouvement du point solide.

Il faut que, pendant cette durée extrémement courte, la force
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en action devienne extrémement grande pour que la vitesse du point
matériel varie d’une fagon sensible. o
Dans ce cas, I'intégrale de Dirac, ¢ = f F(t)dt mesure la

variation dela quantité de mouvement du point matériel considéré. On
I'appelle « percussion ».

Un autre exemple est celui ou 'on applique entre deux bornes
d’un réseau conducteur une force électromotrice E(t) pendant un
+ oo
temps trés court. L’intégrale f E(t)dt est alors appelée « échelon »

-
de la fonction E(t) (1), le terme « percussion » étant surtout réservé
4 une action mécanique.

Dans le cas général, 'impulsion est produite & un instant #; quel-
conque (différent de zéro), et son échelon g est différent de 1; nous
la désignerons alors par G(t — ¢;).

Cette fonction G(t —¢;) se déduit de la fonction normalisée 3(t)
par translation dans le temps et multiplication par g.

b. DEVELOPPEMENT DE FOURIER DE LA FONCTION IMPULSIVE
G(t —t;). — Les impulsions produites par une source de bruit
n’ont, bien entendu, aucun caractére sinusoidal. Il est possible
cependant d’introduire une périodicité fictive en imaginant qu’une
impulsion donnée se reproduira au bout de temps T, 2T, 3T,...

Toutes les fois que cette impulsion, & répétition périodique, agira
sur un systéme, son action sera la méme que celle de I'impulsion
unique donnée, & la condition que T soit assez grand pour que le
systéme n’ait pas gardé la mémoire du choc antérieur.

On a ainsi le droit d’assimiler I'action d’une impulsion unique &
celle d’'une impulsion de la suite de période T, qu’il est possible de
représenter par une série de Fourier.

Nous rappelons ci-dessous la forme d’un tel développement pour
la fonction impulsive G(t —t;) d’échelon g, avec un intervalle de
répétition 0, T:

- 2xn (t —t
)] G(c--t,):_%_,_}%zcos nn (T )
n=1

1) On a choisi cette appellation, car la représentation graphique de la fonction
E (t)dt, primitive de la fonction impulsive F(t), a la forme d'un échelon ou d’une
00

tnarche d’escalier de hauteur q.
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Les harmoniques successifs de ce développement ont des fréquences

qui différent de la quantité constante Av =%(pour Pintervalle
0, T choisi).

Désignons par v, la fréquence du n'*® harmonique, nous pourrons

écrire ®
2) G(t — t)) = qAv + 2¢Av 2 cos 2, (t—tj),
n=1
avec
Vp = %, AV = —?—i‘--

Si l'on autorise les fréquences négatives, cette expression se
réduit & la forme suivante, ol le terme constant ne se distingue

plus des autres:
-+ o

3) Glt—1t) = quE cos 2y, (t — t)).
Nous mentionnerons enfin une derniére forme sous laquelle peut
étre mis ce développement, si I'on remarque qu’on a

~+ oo

2 sin 2mva(t — &) = 0

(les termes de fréquences opposées s’annulant deux & deux).
On joindra & la série (3) une deuxiéme série de ce type, ce qui donne

-+ oo + oo
(&)  Gt—t) = gAv E 008 2xva (t — &) + gAv 2 J sin 2xva(t — )

+
=qAv Z el2rwn(t—t)),

Silon fait tendre T vers I'infini, les différences finies Av deviennent
des termes infiniment petits, et 'on est amené & remplacer les séries
de Fourier précédentes par des intégrales de Fourier. Ce passage
4 la limite est nécessaire lorsque la « mémoire » du systéme sur lequel
agit le choc ne s’annule jamais complétement.

¢. SPECTRE D’AMPLITUDE D UNE IMPULSION, IMPULSION RﬁDUITE,

IMPULSION FILTREE. — Reprenant la série trigonométrique

-+ oo

G(t—tj) = qAv Z cos 2mv,(t—¢y),

-
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avec

"n"""%) AV=—,%:)

nous voyons que le spectre, obtenu en portant en abscisse la fréquence
de chaque harmonique et en ordonnée I'amplitude correspondante,
est formé d’une succession de raies de méme longueur gAv, distantes
de Av.

Si lintervalle de répétition T tend vers l'infini, Ay et gAv tendent
vers zéro. Le spectre vient se confondre avec I’axe des abscisses, mais
si nous portons en ordonnée g au lieu de gAv, les raies gardent une
longueur constante et le spectre de raies doit &tre remplacé, a la
limite, par un spectre continu.

Le spectre d’amplitude d’une impulsion, ainsi défini,a donc la

q
7777,
Fie. 30.

forme trés simple représentée sur la figure 30, c’est une bande indé-
finie de hauteur gq.

Supposons que l'impulsion traverse un filtre:

Nous supposerons que la bande 'T‘
de fréquences comprises entre deux A
valeurs limites v, et vy ne subit \
aucune modification d’amplitude

L}
1
1
et de phase, tandis que les autres e MApaP—t
N'BARVA A
fréquences sont arrétées. u V'
\
'I
\}
\

qf--- 2/

» ¥z y
Fie. 31. Fia. 32.

Le spectre de I'impulsion transmise est donc réduit a la bande
rectangulaire représentée sur la figure 31. L’impulsion transmise
est une nouvelle fonction du temps représentée sur la figure 32.
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Une impulsion, ainsi déduite du choc initial par simple découpage
de sa bande spectrale sera appelée « impulsion réduite ». L’influence
d’un filtre sera généralement plus compliquée : il modifiera & la fois
lamplitude et la phase des diverses composantes spectrales admises
a D'entrée.

Tenant compte de ce que les harmoniques de I'impulsion initiale
situés nettement en dehors de la bande que peut transmettre le
filtre ne jouent aucun rdle, on voit qu’on pourra toujours déterminer
la « réponse » en remplagant cette impulsion initiale par une « impul-
sion réduite ».

La largeur du spectre de 'impulsion réduite d’entrée devra étre
évidemment du méme ordre que la largeur de bande du systéme
considéré.

d. IMPULSION PAIRE, IMPULSION IMPAIRE. — Il est souvent
commode de décomposer I'impulsion en deux parties que nous appel-
lerons « impulsion paire » et «impulsion impaire ».

L’impulsion paire et I'impulsion impaire sont deux oscillations
en quadrature (la premiére du type cos, la deuxiéme du type sin),
dont les amplitudes sont des fonctions lentement variables X(t)
et Y(t).

Cette définition nécessite, comme nous allons le voir, que I'impul-
sion puisse &tre remplacée par une « impulsion réduite » de faible
largeur spectrale. Elle est donc utilisable toutes les fois que le choc
agit sur un systéme sélectif. X(¢) et Y(t) varient d’autant plus lente-
ment avec le temps que la largeur spectrale est plus faible.

Il est facile d’obtenir les deux composantes, paire et impaire,
du choc en groupant convenablement les termes de son développe-
ment de Fourier.

Soit vy la fréquence centrale de la bande spectrale rectangulaire
qui caractérise I'impulsion réduite donnée, cette bande s’étendant
de la fréquence v; & la fréquence v,.

Le développement de Fourier correspondant sera

ve
G(t—tj) = qAv E cos 2xv,(t —tj),
v

1
T’

avec

’ Av = T > o.

|3
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Il est facile de voir qu’on a, en mettant en évidence les termes
dont les fréquences sont symétriques par rapport a vg,

Y=vo—vg

G(t—1)) = qAv E [cos 25(ve—v) (£ — £;) + 08 2% (vo + ¥) (£ — &5)],

v=0
ce qu'on peut écrire sous la forme

Y=vo—vy

Gt —t;) = 2qAv [ cos 27y (¢ —-t,)] cos 2mv,(t — ¢y)

v=0
ou, en développant le facteur cos 2mvo(t —¢;):

Y=i9—vy
G(t — t;) = 2qAv cos 21wot1[ 2

v=0

cos 27y (t — ) ] cos 2xv,t

Y=vo—vy
-+ 2qAv sin 2zvgt; [ cos 2xy (t — t,)] sin 2mvot

v=0

(

Le résultat final est plus facile & interpréter si I’on change les limites
de sommation qui figurent dans I’expression ci-dessus. Il vient alors

v=vo—vyg

G(t —tj) = qAv cos 21:votj|:

v=—(vo—v4)

cos 27y (t — t,)] cos 27t

Y=vo—vq
+ qAv sin 27ty [ cos 27y (t—t,)] sin 2nvgt.

y=—(%—w)
Nous pouvons maintenant poser

y=vo—vy

X(t) = qAv cos 2xvyt; [ cos 2z {t — t,)],

y===(v—v1)
v=vp—vy

Y(t) = qAv sin 2=y, [ cos 2my(t —t,)].

v=—{(v%—w)
Ces deux fonctions représentent des « chocs réduits » au temps
t;, elles varient donc d’autant plus lentement que leur bande spectrale
est plus étroite.
Notons que:

10 La bande spectrale de chacun de ces chocs réduits composants
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a pour largeur 2(vy — v;). C’est précisément la largeur de bande
de I'impulsion réduite résultante, initialement donnée.

20 La bande spectrale de chacun des chocs réduits composants
admet pour fréquence centrale v = 0. Les courbes représentatives

Fonction dv
type Sin.

Fic. 33.

de X(t) et Y(t) sont classiques. On peut souvent les approcher par
des « courbes en cloche » du type de Gauss (fig. 33).

3% Si l'on appelle «échelons des chocs réduits » les échelons
qu’auraient les chocs correspondants non réduits (obtenus en éten-
dant les sommations ci-dessus de — o & + o), on voit que X(t)
et Y(f) ont pour échelons respectifs g cos 2mvet, et g sin 2xvgt; tandis
que le choc réduit résultant a pour échelon gq.

2. La « réponse » d’un systéme linéaire & une impulsion.
— a. ETUDE DIRECTE DE L’EFFET D’UNE mMPuLsioN. — Considérons,

c

L
Fie. 34.

pour fixer les idées, le circuit oscillant & self, capacité, résistance
série (L, C, r) de la figure 34.
On suppose que la tension aux plaques du condensateur, choisie
BLAQUIERE. .7
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comme variable, oscille librement suivant une loi pseudo-sinusoidale
trés lentement amortie, de la forme

t
V=a(t) sinwyt, avec aft) =ape <.

(ag, amplitude au temps ¢t = 0, t constante de temps du circuit ¢).
Une impulsion, produite par exemple par un saut électronique
dans la résistance r, entraine une modification instantanée de I’ampli-
tude en méme temps qu’un petit déphasage. La fréquence n’est pas
affectée, puisqu’elle est déterminée par la donnée de L, C, r.
Les variations d’amplitude Aa et de phase Ag, entrainées par
le choc, seront aisément calculées (appendice V) en écrivant que ce

dernier produit une discontinuité dela vitesse %’ sans modifier V, c’est

la méthode qu’on emploie ordinairement dans tous les problémes de
percussions.

On trouve ainsi, en supposant que le choc est trés faible a cdté
de I'amplitude d’oscillation libre, et en conservant seulement les
parties principales de Aa et de Ag:

(5) Aa = qu, cos wtj,
(6) alp = — qu, sin wtj,
t; désignant 'instant du choc, ¢ son échelon, a ’amplitude de I’oscil-
; desig » q P
lation juste avant le choc.
Les expressions (5) et (6) nous conduisent aux remarques suivantes :
Remarque 1. — 1° Si P'instant t; auquel est produit le choc est

de la forme t; = kT, (k, nombre entier), et coincide par conséquent
avec un point d’élongation nulle, on a

sin wyt; = 0, donc Ag = 0.

Le choc entraine la variation d’amplitude Aa = qu, sans modifica-
tion de phase.

20 Si l'instant ¢; est de la forme t; = &—l- kT, et coincide avec
un point d’élongation maximum, on a

cos wety = 0, donc Aa = 0.

Le choc entraine la variation de phase Ag = —2%gans modifi-
cation d’amplitude. e

30 Silinstant ¢; est quelconque, le choc entraine & la fois une varia-
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tion d’amplitude et une variation de phase. On peut donc le remplacer
par deux chocs composants du type précédent :

— Le premier, appliqué au point d’élongation nulle

t), = kT,

le plus voisin de ¢;, produira la méme variation d’amplitude que le
choc initial (sans variation de phase). Nous Pappellerons « choc
composant [a] ».

— Le deuxiéme, appliqué au point d’élongation maximum

4 = % + k; Ty,

le plus voisin de t,, produira la méme variation de phase quele choc
initial (sans variation d’amplitude). Nous l'appellerons de méme
« choc composant [g¢] ».

Les expressions (5) et (6) nous montrent que les échelons de ces
deux chocs composants devront é&tre respectivement

gcos wyt, et gsinwyt),
I'échelon du choc initial unique étant g.
Ce résultat est a rapprocher de celui qui a été établi 4 la fin du

- Fi1e. 35.

paragraphe 1d. Nous verrons plus loin, en effet, que les composants
pair et impair ne sont autre que des composants [a] et [¢] réduits.

Remarque 2. — Le systéme sur lequel agit I'impulsion étant linéaire,
on peut appliquer le principe de superposition des états.

On obtient ainsi simplement la modification de régime entrainée
par impulsion en superposant, & 'oscillation exponentielle amortie
qu’aurait le circuit en I’abscence d’impulsion, 'oscillation que produi-
rait I'impulsion d’échelon ¢ infligée au 'systéme initialement au repos.

Les deux oscillations sont représentées sur la figure 35.



96 A. BLAQUIERE

La remarque 1 nous donne un procédé équivalent. Elle nous montre
qu’on peut superposer & 'oscillation non perturbée deux oscillations
obtenues comme suit:

— La premiére, provenant de l'action du choc composant [a]
sur le circuit initialement au repos, est en phase ou en opposition
de phase avee I'oscillation non perturbée. Nous 'appellerons « oscil-
lation [a] ».

— La deuxiéme, provenant de I’action du choc composant [g]
sur le circuit initialement au repos, est en quadrature avance ou
retard avec loscillation non perturbée. Nous I'appellerons, de
méme, « oscillation [¢] ».

Les deux oscillations composantes sont représentées sur la figure 36.

I/’ /'I 'x — Z
ascilla nfa) J\%l\iv _____

=~ oscillation[]

Fic. 36.

On doit noter que les deux oscillations composantes, [a] et [¢],
ainsi que l'oscillation résultant du choc initial unique, sont ici du
méme type. Ce sont des oscillations amorties exponentiellement,
de méme constante de temps et de méme pseudo-période que I'oscil-
lation du régime non perturbé.

On introduira encore, lorsque I'oscillateur ne sera plus linéaire,
une oscillation [a] et une oscillation [¢]. Nous verrons qu’une diffé-
rence profonde entre ce dernier cas et le cas linéaire envisagé ici
proviendra de ce que ces deux oscillations composantes ne seront plus
du méme type.

b. TRANSMISSION DES COMPOSANTES SPECTRALES DU CHOC. — Le
probléme résolu au paragraphe précédent (2.a) en conservant a
Pimpulsion sa personnalité peut &tre considéré sous un autre angle.
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On peut utiliser le développement de Fourier de la fonction impul-
sive donnée et étudier isolément la transformation de chacune de
ses composantes spectrales. On obtient ainsi directement le spectre
de la réponse.

Le systéme oscillant se comporte comme un filtre. Il modifie suivant
des lois caractéristiques 'amplitude et la phase de chacune des raies
du spectre d’entrée et il suffit, pour déterminer le spectre de sortie,
de remplacer le choc initial par un choc réduit ayant pour largeur
de spectre la « bande passante » du filtre.

¢. DETERMINATION GRAPHIQUE DU SPECTRE TRANSMIS, EMPLOI
pu DIAGRAMME DE Nyquist. — L’étude algébrique sera complétée
par une méthode graphique utilisant le diagramme de Nyquist
de Doscillateur linéaire,

Supposons le diagramme tracé sur le plan complexe. Chaque point
m(v) de cette courbe, image & un paramétre du nombre complexe
H(v) caractéristique du systéme, est lié & une fréquence v (le para-
métre en question). La courbe compléte est obtenue en balayant
toute la gamme des fréquences.

Le choc étant développé en série de Fourier sur un intervalle
de répétition O, T, nous aurons & déterminer graphiquement les
« réponses » correspondant & chacune des raies spectrales de ce choc.

On utilisera pour cela une construction simple qui permet d’obtenir
rapidement I'amplitude et la phase de I'oscillation forcée qui s’établit

Fic. 37.

lorsque le systéme oscillant est excité par une action extérieure de
fréquence v donnée (fig. 37)

E = E, sin (27vt 4 ¢,).
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Nous indiquerons ci-dessous les étapes de la construction dont
la justification est simple (appendice VI).

10 On fera correspondre & I'action extérieure un point du plan
complexe, pour cela :

a. On remplacera la loi sinusoidale donnée par une loi exponentielle
complexe

E* = Egeltoeltni,

b. On marquera sur le plan du diagramme I'image m’'(y) du

nombre complexe

Eqelve = z(y).

20 On construira le point m”(v), image du rapport complexe

Ifl—(('vl) [z(v), affixe de m'(v); H(y), affixe de m(y)].

L’amplitude et la phase cherchées sont respectivement la longueur
du rayon vecteur et 'angle polaire du point m”(v).

Lorsque I'action extérieure n’est plus sinusoidale, il suffit d’appli-
quer 4 chacun des termes de son développement de Fourier la méthode
graphique précédente. ’

La construction devient particuliérement simple lorsque I'action
extérieure est une impulsion donnée & lorigine des temps. Nous
avons vu, en effet, que 'amplitude et la phase de tous les termes
de Fourier sont alors indépendants de la fréquence

+ o
G(t) = qAv Z cos 2nv,t.
==
Par suite, les points du plan complexe qui représentent ces divers
harmoniques, correspondant au méme rayon vecteur et au méme
angle polaire, sont confondus.

En résumé, la méthode consiste & transformer le diagramme de
Nyquist point par point par une opération simple, et le spectre
de Poscillation du systéme est représenté graphiquement par la
courbe transformée.

Bien entendu, il faut superposer & la réponse ainsi trouvée, comme
dans la méthode algébrique précédente, I’oscillation libre qu’aurait
le systéme en I'absence de choc.
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La méthode graphique peut &tre adaptée au cas ou le systéme
oscillant n’est plus régi par une loi linéaire. Il suffit de remplacer
le diagramme de Nyquist précédent par le diagramme mobile dont
nous avons indiqué la définition et les principales propriétés dans
les chapitres 1 et 1

d. « REPONSE PAIRE » ET « REPONSE IMPAIRE », — Nous utiliserons
maintenant la décomposition du choc en une «impulsion paire »
et une «impulsion impaire ».

L’équation qui représente l'effet du choc sur le systéme peut
8tre écrite, pour 'exemple simple envisagé, sous la forme

(7) LCTII;—*— C—+V—G(t—tl),
G(t —t;) représentant la fonction impulsive donnée au temps t;.

Les composantes paire et impaire de cette impulsion sont en

choisissant pour fréquence privilégiée la fréquence vy = ;—— o \/173 de

Poscillation libre du circuit

Gy(t —tj) = X (t — t;) cos 27,
Gyt — tj) = Y (t — &;) sin 2=v,t.

La réponse du systéme & 'impulsion G(¢ — ;) sera obtenue, puisque
le systéme est linéaire, en superposant les effets produits séparément
par Gy(t —¢;) et Go(t — ;).

L’équation (7) devra donc &tre remplacée par I’ensemble des deux
équations

(8) LCdﬂl-l-er—Y—l+Vl=Gl(t—tj),

(9) c_=+rc YV, = Gyt —1)).

On vérifie aisément (appendice VII) que V; et V, sont, comme
Gy(t —t;) et Gy(t —t;), deux oscillations en quadrature (des types
sin et cos) dont les amplitudes sont des fonctions E(t — ¢;) et y(t — ¢))
lentement variables.

Il est important de noter, d’ailleurs, qu’a I'impulsion paire
Gy(t — ¢t;) correspond une solution impaire V; de I'équation (8), de la
forme

V, = §(t — t;) sin 2mvgt,
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tandis qu’a I'impulsion impaire Gy(t —¢;) correspond une solution
paire V,, de I'équation (9), de la forme

V, = q(t — ;) cos 2my,t.

11 est, par suite, plus logique d’intervertir les indices 1 et 2:

L’indice 1 et la lettre E seront réservés a une oscillation paire,
et 'indice 2 et la lettre 4 & une oscillation impaire.

Nous réécrirons donc les équations (8) et (9) sous la forme

(10) LCd-iY’ +rC dV, + V,=G,(t—1y),
(11) Lcﬂ’l + rC It V= Gylt—1)
avec

Vy =E(t — ;) cos 2nvt, V, = n(t — ;) sin 2zvgl.

L’oscillation compléte du systéme apreés le choc sera obtenue, comme
plus haut, en superposant & l'oscillation V; 4 V, ainsi déterminée,
Poscillation libre qu’aurait le systéme en I’abscence d’impulsion.

Nous concluerons cette premiére partie, réservée a ’étude de la
fonction impulsive originelle et de la « réponse » d’un systéme linéaire
3 une impulsion, par une remarque utile pour la suite.

Nous avons été amené a introduire, par deux procédés différents
une décomposition de I'impulsion initiale en deux impulsions compo-
santes dont l'effet couplé est équivalent.

Nous avons été conduits d’abord a définir une « impulsion paire »
Gy(t —t;) et une «impulsion impaire » Gyt —¢;).

L’action d’un choc sur un systéme linéaire nous a conduit, de méme,
a une « impulsion [a] » et & une « impulsion [¢] » (infligées au systéme

aux temps t;; = kTget tj = %’ + kT, les plus voisins de ¢;, T, étant

la période du signal théorique).
Il est facile de se rendre compte que I'impulsion paire G,(t — ¢;)
peut é&tre remplacée, au second ordre prés, par

Gy(t — tj,) = X(t —¢;,) cos 2mugt.
De méme, I'impulsion impaire Gyt — ¢;) peut &tre remplacée par
Gyt — tyy) = Y (t — t3,) sin 2wt

Dans ces conditions, I'impulsion paire Gy(t —t;;) et I'impulsion
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[a] appliquée au temps t;; sont identiques, ainsi que l'impulsion
impaire Gy(t — t;,) et 'impulsion [¢] appliquée au temps ;5, 4 cela
prés que les impulsions paire et impaire sont des impulsions [a] et [¢]
réduites.

Les réponses V; et Vj se confondent alors avec les oscillations [¢]
et [a] représentées sur la figure 36.

B. — PROPRIETES STATISTIQUES DU BRUIT BLANC

a. DEFINITION DE LA FONCTION DE BRUIT BLANC. — Les principales
caractéristiques d’une fonction de bruit blanc E(t) sont les suivantes :

1° La fonction E(t) ne présente aucune périodicité.

20 Connaissant la valeur E(¢) de la fonction & un instant ¢, il
est impossible de prédire la valeur E(t;) que prendra la fonction
A un autre instant £,

E(t,) et E(ty) sont deux valeurs dela fonction sans relation entre
elles. Elles sont dites « parfaitement non corrélées ».

30 E(t) a autant de chances de prendre une valeur positive donnée
que la valeur opposée. Il s’ensuit que sa « moyenne dans le temps »
définie par I'expression

— 1
E{) = Tlx::o?j: E(1) dt.
est nulle.

Dans certains cas on pourra se passer de cette troisitme hypothése
et admettre que la moyenne E(t) a une valeur non nulle. Les propriétés
19, 20, 30, resteront alors valables pour la fluctuation E(t) — E(f)
de E().

4° La fonction E(f) est stationnaire.

b. CARACTERE STATIONNAIRE DE LA FONCTION DE BRuIT. — S'il
est impossible de prédire la valeur que prendra la fonction E(t) a
un instant futur, on peut du moins évaluer la probabilité pour qu’elle
ait, & cet instant, une valeur E, avec une plage d’erreur dE,.

Soit P(E,)dE, cette probabilité. P(E,) dépend évidemment de E,,
on Pappelle «loi de distribution » ou « densité de probabilité ».

On aura & envisager souvent aussi « la valeur moyenne » de E(t);
rappelons ce qu’on entend par la:

Supposons que nous déterminions E(t) tous les jours, & 1
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époque, cette grandeur prendra en p jours consécutifs les valeurs
E,, Ey, Eg, ..., E,.

Sa valeur moyenne ou « espérance mathématique » est la limite de

M,(E,) = Bt Ea'; o+ Bp

quand p — oo.

On peut aussi suivre de fagon continue les variations au cours
du temps de E(t) pendant une durée T aussi longue que possible,
la « moyenne temporelle » est alors définie comme la limite de

M (E(f)] = % fo "E()dt quand T > co.

Les deux définitions sont généralement distinctes.

Tandis que la moyenne temporelle ne renferme plus la variable ¢,
I’espérance mathématique d’une variable aléatoire peut, au contraire,
dépendre de ’époque & laquelle sont effectuées les mesures.

Dans le cas d’un bruit blanc, les qualités statistiques de la variable
sont indépendantes de l'instant ol on les envisage. L’espérance
mathématique est alors indépendante du temps, et 'on montre
qu’'elle se confond avec la moyenne temporelle [cette moyenne sera

notée E(t)].

Les grandeurs aléatoires présentant cette propriété sont appelées
« variables aléatoires stationnaires » et les deux définitions de la
moyenne se confondent dans ce cas.

On vérifie facilement que la moyenne d’une variable aléatoire
stationnaire, de la forme f(E), est liée & la loi de distribution P(E)
par la relation

fE) = fo ” {(E)P(E)dE.

Nous rencontrerons par la suite les expressions suivantes :
E(t), moyenne de E(t);

E2(t), carré moyen de E(t);

E(t) — E(t), écart & la moyenne ou fluctuation de E(t);

[E(¢) — E(¢)]?, carré moyen de la fluctuation de E(t).

c. FoncTioN DE corrirLaTioN DE E(t). — Il peut arriver que
I’on soit conduit & modifier ’hypothése 20 et que les valeurs E(t;) et E(ty)
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correspondant & deux instants voisins ne soient pas absolument indépen-
dantes. Dans ce cas, on est amené a préciser I'intervalle limite au dela
duquel cesse, en moyenne, la corrélation de E(t,) et E(z,). Cet inter-
valle est appelé « intervalle de corrélation Ay».

Cela revient & dire que E(¢) E(t 4+ ) est, en moyenne, différent
de zéro tant que ) est inférieur & ), et identiquement nul lorsque A
est supérieur a l'intervalle de corrélation A.

On introduit ainsi la fonction

A =EQE ¢+ ),

appelée « fonction de corrélation de E(t) ».

d. DEVELOPPEMENT DE FOURIER DE LA FONCTION DE BRUIT. —
Soit T I'intervalle d’étude de la fonction de bruit, un jour par exemple,
la méme observation répétée le jour suivant conduira certainement
a un graphique d’évolution différent. On ne modifie cependant nulle-
ment les propriétés de la fonction en imaginant que 1’observation
effectuée les jours suivants redonnera un graphique d’évolution
parfaitement identique. Cette hypothése a 'avantage de faire appa-
raitre un intervalle de répétition T. Elle permet donc la décom-
position de la fonction de bruit en série de fonctions trigono-
métriques.

Donnons quelques formes utiles du développement de la fonction
de bruit blanc sur l'intervalle de répétition T.

10 Somme de fonctions trigonométriques réelles a fréquences
positives :

E(t) = G+ i% c08 (27vat — a) (y,. = L‘.).

r=1

20 La méme série ot ’on a développé les fonctions trigonométriques
en sommes de sin et de cos:

E(f) = Gy + 2 % cos 2mv,t + _1;_" sin 2mv,t,
n=1

avec

Vo= —) a, = C, cos ¢,, B, = C, sin ¢,.

EIE
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3% Somme de fonctions trigonométriques réelles a fréquences
positives ou négatives :

+ o
E{t) = 2% %— cos (2mvat — o).

49 Somme d’exponentielles complexes & fréquences positives ou
négatives : '

+

Les coefficients doivent &tre déterminés pour chaque intervalle
d’étude particulier: toutes les fois qu'on enregistre I’évolution de
la fonction sur un intervalle particulier T, on obtient en effet un
lot de valeurs C, et g,, ou A, et B, différent. C, et ¢,, ainsi que A,
et B, sont des couples de coefficients aléatoires, qui vérifient

A,=B,=0, A

L1

o2l

Les composantes de Fourier des fonctions de bruit blanc sont uni-
formément réparties sur toute la gamme des fréquences. Cependant
les systémes sur lesquels elles agissent apportent généralement une
sélection des fréquences qui limite considérablement la bande de
fréquences utile.

e. PuissaNcE DE BRuUIT. — Supposons que la fonction de bruit
soit une force électromotrice E(t) (exprimée en volts), et que nous
Pappliquions aux extrémités d’unerésistancede 1 Q. Elle y dépenserait
pendant I'intervalle de temps dt I’énergie E*(t)dt joules, ou la puissance
E2(t) watts. Il sera commode d’assimiler toujours de cette facon le
carré de la fonction de bruit A une puissance instantanée, que nous
appellerons puissance réduite instantanée.

La putissance efficace de la fonction de bruit est alors par définition
la moyenne temporelle de E%(#) prise sur la durée T d’observation.
Comme nous 'avons vu, cette moyenne temporelle se confond ici
avec l’espérance mathématique de EZ(¢).

Si E(t) & une valeur moyenne non nulle E(t), une partie de la puis-

sance réduite moyenne est due & E(tf). Une autre partie provient
des variations irréguli¢res de E(t) autour de cette valeur moyenne.
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Mettons, en effet, en évidence la moyenne E(t) et la partie variable
de E(t), _ _
E(f) = E{t) + [E() — E{)]-

La puissance réduite moyenne a pour valeur

E3t) = (E(1))® + 2E( [E() — E@] + [E@) —E@]?

ou, plus simplement, puisqu’'on a E(t) —E(t) =0,

E@®) = (E)® + [Eg) —E@]*

(ﬁ(?)’est la puissance réduite dépensée par la partie constante E(t).

[E(t) — E(t)]%, carré moyen de la fluctuation de E(t) représente la
puissance dépensée par la partie variable de la fonction E(¢).

f- DECOMPOSITION DE LA FONCTION DE BRUIT EN UN TERME PAIR
ET UN TERME IMPAIR, — Dans tous les cas ol le bruit se superpose
a un signal sinusoidal

S = a, sin 2nvyt,
il est particuliérement commode de décomposer la fonction de bruit
en deux composantes, dont I'une est unesinusoide d’amplitude variable
en phase avec le signal, et 'autre, de méme, une sinusoide d’amplitude
variable, mais en quadrature avec le signal.

On y parvient en remarquant que chaque terme de Fourier de
la décomposition classique

% €08 (2%vat — @)
peut &tre mis sous la forme

% cos [27 (v, — Vo)t — @,] cos 2mv,t — —(,:r'l sin [2%(v, — vo)t — @,] 8in 2z:vyl.

I1 ne reste plus qu’a faire la somme des termes en cos 2mvgt d’une
part et, d’autre part, des termes en sin 2xvet, y compris le signal.

On voit que la sinusoide en phase avec le signal a une amplitude
qui varie suivant la loi

Y(t) = — Z_(:‘rﬁ sin [2%(vy — ¥o)t — @a)-

La sinusoide en quadrature a une amplitude qui obéit de méme
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a la loi.
X(t) = 2 % cos [27 (v, — Vo)t — o4,

et amplitude du signal entaché de bruit est de la forme

R(t) = VX()2+ [Y(t) +ao]®

g. RELATION ENTRE LES PROPRIETES STATISTIQUES ET LES PRO-
PRIETES ELEMENTAIRES. — Une fonction de bruit blanc peut tou-
jours é&tre considérée comme la somme de fonctions impulsives
élémentaires, réparties de fagon aléatoire. Cette fonction a donc une
« structure grenue », et ’on peut relier ses propriétés & celles des
motifs originels. Il serait long d’établir les relations existant entre
les propriétés élémentaires et les propriétés statistiques, aussi nous
contenterons-nous d’indiquer les plus importantes :

Théorémes de Campbell. — Soit T T'intervalle de répétition de la
fonction de bruit et K le nombre moyen de motifs élémentaires
F(t —¢;) (qu'on peut supposer identiques et répartis au hasard
sans restreindre la généralité des raisonnements) de 0 & T. La valeur
moyenne de la fonction est égale 4 K fois la moyenne d’un motif, soit

= 1 T
Ef =K fo' F(t)dt.

La puissance dépensée par la partie fluctuante E(t) — E(t) est donnée
d’autre part par la formule

—_— — __!_ T 2
[E®)—E@) = K /o' F(t)dt.

Fonction de corrélation de la fonction de bruit. — Lorsque la fonction
de bruit a une moyenne nulle, on démontre aisément que la fonction
de corrélation moyenne s’obtient en multipliant par K celle d’un
motif élémentaire, on a

— 1
W =K j;' FO)F (¢ + \)de.

Lorsque la fonction de bruit a une moyenne non nulle, il suffit
d’ajouter le carré de sa moyenne & la fonction de corrélation
moyenne ci-dessus.

Ces deux derniers théorémes supposent évidemment qu’on peut
définir la fonction de corrélation d’un motif élémentaire, ce qui ne
serait pas le cas s’il s’agissait de fonctions impulsives parfaites. Il
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s’agit cependant le plus souvent d’impulsions filtrées pour lesquelles
on sait définir la fonction de corrélation.

Composantes paire et impaire.— On établit aussi que les composantes
paire et impaire de la fonction de bruit s’obtiennent en sommant les
composantes paire et impaire des motifs élémentaires.

II. — Effet du bruit blanc sur le régime des auto-oscillateurs non linéaires.

Nous adopterons encore pour exemple ’équation de Van der Pol,
et nous exprimerons l’effet d’une action extérieure aléatoire en ajou-
tant au second membre une fonction de bruit blanc E(¢).

Une application radioélectrique est fournie par la figure 38, dans

Fic. 38.

lequel la source de bruit blanc est la résistance r du circuit oscillant.
On peut montrer que le bruit da & la lampe d’entretien est négligeable,
et se ramener A notre exemple type.

Soit donc a étudier I'équation

(12) LC‘%‘; + (Ms + rC + 3MbV’)% +V = EQ@).

Nous déterminerons d’abord la perturbation apportée au régime
stabilisé théorique par une impulsion élémentaire. Ensuite les-impul-
sions seront supposées trés nombreuses et réparties de fagon aléatoire.

A. — INFLUENCE D'UNE IMPULSION ELEMENTAIRE

1. Etude directe de l'excitation par un choc. — Prase
D’AMORGAGE, APPROXIMATION LINEAIRE. — Dans la phase d’amor-
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cage des oscillations, I’équation (12) peut étre remplacée par 1’équa-
tion linéaire
av v v
(13) LCTg + Mo +rC) 20+ V = Eg).
Le terme résistant Ms -4 rC étant négatif par hypothése, I'oscil-
lation, en 'absence d’impulsion perturbatrice, a une amplitude qui
croft exponentiellement avec le temps. La constante de temps de

Pexponentielle est
_ —2C
Ms + rC’

Cette oscillation libre est donc de la forme

! ]
V(t) = aye sin wyt.

Nous exprimerons Peffet d’une impulsion isolée en remplagant
la fonction du second membre de 1’équation (13) par la fonction
impulsive G(t — t;), & P'instant ¢;. Les modifications d’amplitude Aa
et de phase Ag qu'elle produit, & cet instant, sont encore obtenues

en exprimant la discontinuité de %, V restant inchangé.
On trouve toujours, au premier ordre
Aa = qu, cos wylj, alp, = — qu, sin wyl;,

a, amplitude d’oscillation juste avant le choc; g échelon de
Gt — ¢)).

La fréquence n’est pas affectée puisqu’elle est déterminée unique-
ment par des données géométriques.

Ces modifications instantanées d’amplitude et de phase, Aa, et Ag,
et leur évolution ultérieure, résultent encore de I'addition, & 'oscil-
lation libre, d’une oscillation de perturbation ¢(t):

L’oscillation libre et son terme de perturbation ¢(t) sont respecti-
vement une solution de I'équation (13) sans second membre, et la
solution forcée avec second membre.

On détermine facilement cette derniére, dont I'amplitude croft
exponentiellement suivant la mé&me loi que celle de V(t), & partir
de la valeur initiale qu,,

—2LC
Ms 4 rC

=t
o(t) = quge = ° sin wp(t — t), avec T=
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Les deux oscillations sont représentées sur la figure 39 qu’on
comparera avec la figure 35 du paragraphe 2 a, remarque 2.
Si nous décomposons I'impulsion donnée G(t — ¢;) en son « compo-

tlj P
VARV ‘
Fig. 39. . N

sant [a] » et son « composant [] », nous devons aussi décomposer
Poscillation forcée élémentaire ¢(t) précédente en une « oscillation
élémentaire en phase » (ou en opposition de phase) et une «oscillation
en quadrature » représentées sur la figure 40.

Les deux oscillations composantes, ainsi que Poscillation résultante

UOscillation [3)
“SOscltatton 3]

~
Fie. 40.

¢(t) sont encore du méme type. Ce sont des oscillations & croissance
exponentielle, de méme constante de temps et de méme pseudo-
période que Poscillation libre.

Ce caractére est propre a tous les oscillateurs linéaires, amortis
ou autoentretenus : les oscillations de réponse, en phase (ou en opposi-
tion de phase) et en quadrature, sont de méme type.

LA PERTURBATION DU REGIME LIMITE. — Lorsque Pamplitude
est stabilisée en ’absence de bruit, l'oscillation est sensiblement
sinusoidale, Comme dans le cas linéaire ci-dessus, une impulsion.

Braquikre. 8
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produit une petite modification de cette amplitude, en méme temps
qu'un petit déphasage.

Une différence importante se présente avec le cas du paragraphe
précédent lorsqu’on suit 1’évolution ultérieure des deux perturba-
tions, d’amplitude et de phase. Nous allons voir, en effet, que les
lois qui les régissent ne sont plus identiques.

De plus, il faut tenir compte de la variation de fréquence avec
Pamplitude. Une impulsion qui altére P'amplitude altére corréla-
tivement la fréquence.

En résumé, les trois effets d’une impulsion sont:

10 Un déphasage, qu’on peut représenter par une petite translation
de la sinusoide des temps parallélement a ’axe des temps Ot:

20 Une variation d’amplitude, représentée par une petite dilata-
tion de cette sinusoide perpendiculairement a Ot.

3% Une vartation de fréquence, représentée par une dilatation de
la sinusoide parallélement & Ot.

La perturbation du régime sera donc connue lorsqu’on aura
déterminé, d’une part ces trois modifications fondamentales & I'ins-
tant ¢; du choc, d’autre part leurs lois d’évolution aprés le choc.

Nous envisagerons d’abord les variations d’amplitude et de phase,
et ensuite la variation de fréquence.

EFFET DE L’IMPULSION DONNEE ET DE SES COMPOSANTS [a] ET [¢].
— Représentons l'oscillation libre stabilisée par la sinusoide

V = a sin wgt.

11 est facile de voir que les variations d’amplitude et de phase, Aa
et Ag, apportées & ce régime par une impulsion, sont encore données
par

Aa = guwy cos wely, Ap = — 9;“10 €08 wt;

au premier ordre.

La variation d’amplitude produite au temps ¢; tend ensuite expo-
nentiellement vers zéro.

Le déphasage, au contraire, reste constant puisque sa présence
revient a changer, dans ’équation d’oscillation, 1’origine des temps
.arbitrairement choisie.

Si I'on décompose I'impulsion en ses composants [a] et [¢], on
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voit que I'impulsion [a] ne produit aucun déphasage mais simple-
ment une modification instantanée de 'amplitude, de valeur

Aa = qw, cos wgly.

Cette perturbation décroitra ensuite exponentiellement avec le
temps, le systéme tendant & nouveau vers le régime stable. L’impul-
sion [¢] a pour seul effet un déphasage de valeur

Ap = —9%5in wgl;.
a

Ce déphasage, invariable ensuite au cours du temps, décale rigide-
ment la sinusoide parallélement & Ot.

I est facile de traduire ces résultats sous une forme analogue a
celle que nous avons adoptée dans le cas linéaire de 1’amorcage :

L’oscillation du systéme, aprés le choc appliqué a Dinstant ¢,
est obtenue en superposant & l'oscillation libre limite :

— une sinusoide amortie, en phase avec elle, représentant Ieffet
de I'impulsion [a] (sa constante de temps sera déterminée plus loin);

— une sinusoide, en quadrature avec l'oscillation libre limite,
représentant 'effet de I'impulsion [g¢].

Elles sont représentées toutes deux sur la figure 41 qu’on comparera
aux figures 36 et 40.

Les oscillations en phase et en quadrature ne sont plus identiques.
La non-linéarité a introduit une dissymétrie.

Si nous suivons I’évolution continue de P’oscillateur, dans son
passage de I'amorcage & la stabilisation, nous voyons que P'oscilla-
tion en phase, dont 'amplitude allait en croissant dans la phase
transitoire, est étouffée dés que le régime stable est atteint.
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L’oscillation en quadrature, au contraire, se stabilise en amplitude
en méme temps que le régime (fig. 42).

2. Oscillation paire et oscillation impaire. Nous allons
retrouver les conclusions du paragraphe précédent en décomposant
I'impulsion donnée en une «impulsion paire » et une «impulsion
impaire ».

Nous n’examinerons plus la phase d’établissement du régime,
qui nous a servi & suivre le passage continu d’un état quasi linéaire
a I’état non linéaire limite, et nous supposerons ce régime stabilisé
limite atteint lorsque P'impulsion est appliquée.

L’équation générale des oscillations avec bruit ayant été mise
sous la forme

eV

av
“ + (Ms - rC + BMBV 5 4 V = E(1)

nous remplacerons d’abord, comme plus haut, la fonction du second
membre par la fonction impulsive G(¢t —¢;) & Dinstant ¢,.

Nous décomposerons ensuite G(t—¢;) en sa partie paire
Gyt — 1))
et sa partie impaire Gyt —t;).

On emploiera une décomposition analogue pour -caractériser
Peffet du choc.

Cet effet a été réduit A I’addition au régime limite d’un terme
de perturbation ¢(t) donné par I’équation

d2v dy dv, _ _
LCZ5 + [Ms + 7C + 3M5 VI 2 + [1 + emv,i] v =Gt —t))

(V,, régime stabilisé limite).
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On décomposera maintenant ¢(t) en sa partie paire et sa partie
impaire. On posera donc

o(t) = o1 + 03 = E(t) cos wyt + 7(t) sin wgt.

Dans ces conditions, I'équation précédente est équivalente (si
I'on ne tient pas compte des termes de pulsation 2w, 3wg, ...), &

(14) v + bewg [1 + BV, (03 + 0,)]0g + [0] + 2e0pBV] (01 + 04)]¥,
+ ] + Gewg [BV4(vy + v5)]0f + [w] + 2'“’03‘7'("1 + va)]er
= 0f Gyt — ;) + wj Gyt —¢y),
ol l'on a posé

__Me4rC ___3Mb 1
(15) 230)0 LC ) B Mz + rC’ 0)3

Cette équation se sépare en deux équations distinctes

+ hewpwf + wlvy, = WG, (t — ¢;) (équation aux amplitudes),
(16) % + w} ‘?1"‘ w} %At— t) ! (équatlon aux phases). .

On remarque alors que I’équation qui donne ¢(f) ne comporte
pas de terme d’amortissement: c’est que l'oscillateur garde indé-
finiment la mémoire de la partie Gy(t —¢;) du choc. Gy(t —¢)) a,
au contraire, un effet qui disparait suivant une loi exponentielle
de constante de temps

3. La perturbation du régime limite et le diagramme mobile.
— Reportons-nous au diagramme mobile de I'oscillateur considéré.
Lorsque le régime limite est atteint, il passe par I'origine O, et subit
un petit déplacement a partir de cet état sous I'effet d’une impulsion.
L’oscillateur, perturbé & I'instant ¢;, revient ensuite exponentielle-
ment au régime limite, supposé stable, tandis que le diagramme
reprend sa position initiale.

Le « point de fonctionnement » de I'oscillateur perturbé ne coin-
cide évidemment plus avec 'origine O. Nous avons montré que
la trajectoire qu’il décrit pendant le retour au régime est un petit
segment de droite passant par O, trajectoire de I’oscillateur orthogo-
nale au diagramme mobile.
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Sous I'effet d’une succession de chocs répartis de facon aléatoire,
le point de fonctionnement fluctue sur le segment AB (fig. 43).

N

Fic. 43.

La position du segment AB par rapport & la portion d’équipulsation
passant par O, assimilable aussi au voisinage de O & un petit segment
de droite, renseigne sur la « dérive » de fréquence, c’est-a-dire sur la
fluctuation de fréquence entrainée par la fluctuation d’amplitude.

Sa position par rapport & ’équiamplitude passant par O renseigne
sur la fluctuation d’amplitude de I'oscillateur.

On pourrait aussi traduire ’évolution de 'oscillateur en utilisant
les « diagrammes mobiles des perturbations » (chap. 11), on mettrait

alors en évidence séparément les fluctuations d’amplitude et de
phase.

B. — EFFET D'UNE FONCTION DE BRUIT BLANC SUR LE REGIME LIMITE.

Nous supposerons que les impulsions qui constituent le bruit
blanc sont réparties de fagon trés dense et parfaitement aléatoire.
Leur effet sur le régime limite de l'oscillateur sera obtenu en les
remplagant par deux suites distinctes :

Une succession d’impulsions paires, d’échelons aléatoires, réguliére-
ment répartis aux points d’élongation nulle, débuts de cycles de
Poscillation sinusoidale qui représente le régime limite.

D’autre part, une succession d’impulsions impaires, d’échelons
aléatoires, réguliérement répartis aux points d’élongation maximum
du régime limite.

Ainsi les fluctuations d’amplitude sont dues uniquement aux
impulsions paires, tandis que les impulsions impaires produisent
exclusivement des fluctuations de phase.

Aux fluctuations d’amplitude et de phase s’ajoutent d’ailleurs,
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comme nous I’avons vu, des fluctuations de fréquence. Ces derniéres
seront aisément reliées aux modifications d’amplitude connaissant
la loi de dépendance fréquence-amplitude de l’oscillateur considéré.

1. Fluctuations de ’amplitude d’oscillation. — Nous avons
vu que si une impulsion, considérée isolément, dérange l'oscillateur
de son état de régime supposé stable, ce dernier tend & y revenir
suivant une loi exponentielle. Nous supposerons que la constante
de temps t de ’exponentielle est assez grande pour que, & chaque
instant £ un trés grand nombre de chocs antérieurs a ¢ apportent une
contribution notable au mouvement du systéme au voisinage de
cet instant.

La perturbation locale produite par un choc est donc trés faible
A coté de la perturbation due 4 'ensemble de tous les chocs antérieurs;
par suite, 'amplitude varie trés lentement, a de petites fluctuations
locales prés.

Ces deux types de fluctuations nous conduisent a préciser la défi-
nition de «'amplitude d’oscillation instantanée »:

Il s’agira par la suite de la valeur moyenne de I'amplitude prise
sur un intervalle de temps t*, faible a cté de la durée de vie moyenne
des fluctuations générales, mais trés grand au contraire a coté de
la durée de vie moyenne des fines fluctuations locales.

L’étude des propriétés statistiques de ’amplitude d’oscillation
comprendra, d’une part la détermination du carré moyen de ses
fluctuations générales, d’autre part la détermination de leur durée
de vie moyenne, c’est-a-dire de leur intervalle moyen de corrélation.

CARRE MOYEN DES FLUCTUATIONS GENERALES D AMPLITUDE. —
Chaque impulsion sera remplacée, comme il a été dit, par 'impulsion
paire correspondante, et nous déterminerons 'amplitude d’oscillation,
a chaque instant, en tenant compte de toutes les impulsions paires
dont l’effet s’ajoute & cet instant.

1l suffira donc, pour obtenir 'amplitude résultante, de superposer
a Doscillation libre limite, les oscillations de perturbation élémentaires
produites indépendamment par ces impulsions paires.

Comme nous P’avons vu au paragraphe précédent A, les oscillations
de perturbation élémentaires sont exponentiellement amorties, en
phase ou en opposition de phase avec I'oscillation limite théorique.
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Elles sont réparties de fagon trés dense et leurs amplitudes au départ
sont évidemment aléatoires comme les impulsions qui les produisent.

On les a considérées comme la réponse aux impulsions paires
d’un pendule amorti de pulsation w, (celle de I'oscillation limite),
et de constante de temps t (celle de retour au régime limite).

Le terme de perturbation d’amplitude résultant, qui s’ajoute
& Poscillation libre limite, est donc le résultat de ’excitation de ce
pendule amorti équivalent par la suite d’impulsions paires.

L’amplitude de cette oscillation de bruit (comptée algébriquement)
a une valeur moyenne nulle, comme les impulsions paires.

Le carré moyen de ’amplitude du pendule amorti équivalent est
obtenu simplement par ’emploi des méthodes courantes. On trouve

{appendice VIII)

17) ;Tt) = %- nglwlt;

n, nombre moyen d’impulsions élémentaires par unité de temps;
q%, carré moyen de I’échelon d’une impulsion élémentaire;
<, constante de temps de retour au régime limite;
w,, pulsation du régime limite.
C’est le carré moyen des fluctuations générales d’amplitude.

INTERVALLE DE CORRELATION. — Définissons Iintervalle de corré-
lation des fluctuations générales d’amplitude.

Soient Aa,, et Aa, les fluctuations d’amplitude, aux instants ¢
et ty; l'intervalle de corrélation ), est l'intervalle limite [ty — ¢;]
au deld duquel Ag, et Aa, ne sont plus corrélés. -

En d’autres termes, si ’on désigne par ¢(1\) la fonction de corrélation
moyenne des fluctuations générales d’amplitude, A, est la plus petite
valeur de A au dela de laquelle §(t) est identiquement nulle.

Cette définition suppose a priort I'existence d’une telle valeur X,

ce qui n’est pas toujours le cas. Il est fréquent quela fonction ¢(A)
tende vers zéro asymptotiquement. Dans ce cas ) sera la plus petite

valeur de A au dela de laquelle ¢(A) est inférieur & une valeur ¢
donnée, arbitrairement petite.

La limite Ay est lide & la structure de la loi Aaf(t).

Pour simplifier le raisonnement, supposons d’abord que la fonction
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Aa(t) soit construite a partir de fonctions élémentaires de durée
bien définie.

Nous avons vu plus haut que ¢()) se déduit simplement de la fonc-

tion de corrélation moyenne ¢(\) des motifs élémentaires qui cons-
tituent la fonction. On a

(18) ) = KTQ),

K, nombre moyen total des motifs élémentaires sur la durée d’étude
T de la fonction de bruit. _

Cette égalité nous montre que ;1:({) et ¥()\) ont méme intervalle
de corrélation. Or, il est facile de voir que I'intervalle de corrélation

de ¥(A) se confond avec la durée de vie moyenne des motifs élémen-
taires; par suite, Ay représente la durée de vie moyenne de ces motifs.
L’emploi de la formule (18) nous conduit a représenter la fonc-

tion ¢(A) dans le cas ol les motifs élémentaires n’ont plus une durée
finie, mais sont, par exemple des portions d’exponentielles amorties.

0

>

77//////////////”//1,,,,,-.'

Fic. 44.

La courbe obtenue est encore une portion d’exponentielle amortie
de méme constante de temps que les motifs originels (fig. 44).
Dans ce cas nous choisirons, par exemple, pour intervalle de

corrélation moyenne, 'intervalle Ag=1t pour lequel ¢(Ay) est égale
a la valeur maximum §(0) divisée par e.
Dans I'exemple de ’équation de Van der Pol, on a donc

1

(19; M=T=—m-

2. Fluctuations de la phase. — Les fluctuations de phase ont,
comme les fluctuations d’amplitude, un caractére local et un carac-
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tére général. Les propriétés statistiques de ce dernier seront déduites
simplement de l'effet des impulsions impaires élémentaires.

Comme nous ’avons précisé plus haut, chaque impulsion impaire
a pour effet d’ajouter & l'oscillation limite une oscillation forcée
sinusoidale, de faible amplitude, en quadrature avec elle. Cette
oscillation forcée est apparue comme la réponse a I'impulsion d’un
pendule non amorti.

L’étude de I’évolution de la phase de I'oscillation présentera donc
des points communs avec celle de I’évolution de I'amplitude. Elle
s’en distinguera néanmoins par le fait que le pendule équivalent a
ici une mémoire infinie. Par suite, le carré moyen des fluctuations
de phase, comme le carré moyen de I’amplitude de ce pendule non
amorti équivalent, ira en croissant avec le temps.

Les méthodes classiques, couramment employées pour déterminer
les carrés moyens de fluctuations, donnent rapidement, comme
au paragraphe précédent, le carré moyen de I’amplitude du pendule
non amorti équivalent au bout du temps t*. On trouve (appendice IX)

(20) Pll) = o gttt

n, nombre moyen d’impulsions par unité de temps;
¢%, carré moyen de I’échelon d’une impulsion élémentaire;
t*  temps au bout duquel est calculé le carré moyen de 'amplitude
du pendule non amorti équivalent;
w,, pulsation de l'oscillation limite.
On en déduit immédiatement la valeur du carré moyen de la fluc-
tuation de phase au bout du temps

2 35— 2l _ nglt
(21) AD 2 ok

a,, amphtude du régime limite.

Remarque. — On aurait pu se dispenser de faire intervenir ici la
structure élémentaire de la fonction de bruit. Il aurait suffit de
décomposer la fonction de bruit E(¢) qui figure dans I’équation

1 ediV av -
LCZ5 + (Mo + rC + 3MBVH T+ V = E(t)
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en sa partie paire E(t) et sa partie impaire Eyt).
Tous les calculs relatifs au cas d’une impulsion isolée restent valables
et 'on aboutit, de méme, aux équations distinctes

%62 + hewgdy + wiv, = wiE(t),

U1 + wiv, = wiE,(t),
ou l'on a POSé
Ms 4 rC 1
2ewy = — T "~ F = e
ew, y i

Elles traduisent respectivement les fluctuations d’amplitude et les
fluctuations de phase de l'oscillation.

91 et v, représentent toujours les termes de perturbation pair et
impair :

vy = E(t) cos wyt, vy = 7(t) sin wyl

qui s’ajoutent & l'oscillation libre limite. Ces termes se confondent
évidemment avec les oscillations des pendules équivalents, le premier
amorti, le second non amorti, introduits aux paragraphes précédents.

Il est aisé de retrouver par cette méthode, la valeur du carré
moyen de l'amplitude du pendule amorti équivalent, ainsi que
celle du pendule non amorti.

3. Fluctuations de fréquence — L’effet de chaque impulsion
sur le systéme a été supposé d’assez longue durée pour que 1’état
d’oscillation dépende & chaque instant d’un trés grand nombre
d’impulsions antérieures. Ainsi I'amplitude d’oscillation subit de
lentes fluctuations générales et de petites perturbations locales,
4 la cadence des chocs, d’importance négligeable a cdté des premiéres.

Il est donc possible d’assimiler l'oscillation entachée de bruit,
sur un intervalle de temps assez long, & une portion de sinusoide
dont ’amplitude différe de la valeur limite stabilisée @, d’une faible
quantité 3, aux petites irrégularités locales prés.

On sait que la fréquence d’un oscillateur non linéaire dépend
de l'amplitude d’oscillation. Ainsi, tout écart d’amplitude avec
Pamplitude limite entraine un écart de fréquence avec la fréquence
limite. Aux fluctuations d’amplitude précédemment déterminées
correspondront, par suite, des fluctuations de fréquence que nous
allons déterminer.

Nous avons noté antérieurement que, dans le cas de I'équation
de Van der Pol, des variations infiniment petites d’amplitude a
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partir de ’amplitude limite a, entrainent des variations de fréquence
infiniment petites du second ordre, aussi choisirons-nous ici pour
exemple I'équation

LC‘% + (Ms + rC + 3MbVY) ‘%’ + (1 + pVyV =0.

Elle conduit & une loi de dépendance « fréquence-amplitude »
de la forme

s 1 :iE!)
v LC(1+4a

au voisinage du régime limite.

Il s’ensuit que la variation de fréquence Av entrainée par une
variation d’amplitude Aa, & partir de ’amplitude limite, est donnée
par .

a
Av = ﬁ,% T:-Aa.

Cette expression nous montre que les fluctuations de fréquence
sont tantdt positives, tantdt négatives, nulles en moyenne.

Connaissant le carré moyen des fluctuations d’amplitude précé-
demment déterminé, on en déduit le carré moyen des fluctuations
de fréquence

—_— % —
B = g 5 Bl

Les fluctuations de fréquence entrainées par les fluctuations
d’amplitude représentent un grave inconvénient toutes les fois qu’on
cherche a obtenir une oscillation de fréquence extrémement bien
définie. C’est le cas pour tous les oscillateurs exceptionnellement
soignés, tels que les horloges radioélectriques, les maitres oscillateurs
des emetteurs de radiodiffusion, etc...

CONCLUSION

L’objet de ce travail était de rassembler un certain nombre de
propriétés importantes des oscillateurs non linéaires, &4 un degré
de liberté, en régime quasi sinusoidal, de retrouver les conclusions
classiques par des méthodes originales qui permettent de les établir
rapidement et clairement, d’indiquer enfin des résultats qu’on
n’obtient pas directement par les méthodes traditionnelles.
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Les points les plus saillants de cette étude sont :

10 L'extension de la notion d’opérateur auzx systémes non linéaires :
Les méthodes classiques de Poincaré, Liapounoff, etc., décrivent
Pévolution d’un oscillateur en faisant intervenir deux variables,

un paramétre de position z et sa vitesse d’évolution y=%-
t

De cette fagon, la loi qui le régit apparait sous la forme d’un systéme

dz dy
— = Pz, y), -5 = )
& () 2 = Q=)
qui ne fait pas intervenir explicitement le temps si le systéme est
«autonome », et qui s’écrit, dans le cas plus général des systémes
«non autonomes »

de _ dy _
& = Pewnd,  =Q=ny.

Nous nous sommes placé ici & un tout autre point de vue, partant
de ’équation différentielle du second ordre

flz,2', 2"") =0

qu’on obtient en éliminant y du systéme précédent, dans le cas
d’un systéme autonome. Nous avons associé & cette équation, comme
on le fait dans le cas linéaire, un opérateur H d’olt nous avons déduit
toutes les propriétés de l'oscillateur;

20 un essai de représentation des opérateurs non linéaires dans
un espace courbe, ce qui généralise la représentation classique des
opérateurs linéaires dans un espace de Hilbert;

30 Peatension de la méthode de Nyquist du cas linéaire, au cas des
oscillateurs non linéaires :

La théorie linéaire fait correspondre & l'opérateur linéaire H
caractéristique d’un oscillateur, une fonction analytique H(w),
représentée par un diagramme sur le plan complexe. De méme, les
opérateurs H non linéaires nous ont conduit & une fonction analy-
tique & deux paramétres H(a, w) d’olt nous avons déduit sur le plan
complexe deux familles de courbes, selon qu’on fait varier a ou w,
Pautre grandeur restant fixe.

Ces courbes ont été appelées « courbes équiamplitude » et « courbes
équipulsation », et nous en avons déduit un certain nombre de pro-
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priétés intéressantes, en particulier un critére géométrique de stabi-
lité.

40 Panalyse des régimes d’oscillation forcée, & la lumiére de la
méthode de Nyquist généralisée :

Nous avons été conduits & définir dans le plan complexe des sépa-
ratrices qui délimitent des zones de stabilité et d’instabilité. Elles
nous ont conduit 4 retrouver et a généraliser les théorémes de stabilité
de O. Haupt, dont on trouvera une indication dans la référence [2].

Cette analyse nous a conduit aussi & une équation générale de
stabilité, qui permet d’étudier la stabilité des régimes d’oscillation

forcée (ou synchronisée), ainsi que la stabilité des régimes d’oscil-
lation libre;

50 Panalyse du comportement d'un oscillateur non linéaire sous
Veffet d’une excitation aléatoire:

A P'exception d’une étude trés détaillée effectuée par I. Berstein [3]
il existe assez peu de textes traitant de cette question, pourtant impor-

tante. On en trouvera une application aux horloges radioélectriques
dans la référence [4].

APPENDICE 1,
Comme nous I’avons vu, on déduit I’équation
Kf (a, jor) + 2 Hy (jeor) =0

(Pindice r signifiera qu’il s’agit de valeurs réelles données a w) de
I’équation

(1) H,(a cos wyt + ¢) 4+ Hy(a cos wt) = 0.

A ce stade du calcul, on laisse subsister seulement les termes
en sin ot et en cos wt dans le développement du premier membre,
et l'on élimine provisoirement les termes harmoniques. On obtient
ainsi une expression de la forme

H; (a cos wit) + H, (a cos wt) = ¢ (a, w,, sin wd, cos wyd),

ol ¢ représente encore une fonctionnelle, qui est linéaire par rapport
aux sin et aux cos, puisque des puissances de la forme sin *w ¢ ou cos "w ¢
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sont systématiquement réduites & leurs termes fondamentaux.
(L’expression est évidemment non linéaire par rapport a I'ampli-
tude a.)

Supposons que a et w, soient lentement variables, c’est-a-dire que
nous nous intéressions & un régime transitoire de la forme

V =alt) cos [w(t) .£]

Le raisonnement subsiste et nous conduit 4 une expression diffé-
rentielle
ola(t), wy(t), sin w,t, cos wt]

toujours linéaire par rapport & sin wl et cos wt. On peut la mettre
aussi sous la forme
Hla, w,] V,

ou H[a,w,] est un opérateur différentiel, renfermant les paramétres
w,(t) et a(t), qui agit sur V.

Ainsi, 4 'approximation fondamentale, I'équation (1) se réduit a

2) H(a, ]V =0,

équation non linéaire.

Si nous remplagons a par a,, valeur de I'amplitude d’oscillation
au temps t, et », par v, pulsation réelle au temps ¢, nous obtenons
H[a;, (ng} V=0
qui est 'équation linéaire tangente : équation linéaire qui se confond

avec I’équation (2) pour a = a; et v, = v,
Si maintenant partant de cette équation linéaire tangente, nous
remplagons les lignes trigonométriques réelles par des exponentielles

7

complexes, nous obtenons ’équation
K¥ai, oy, ju] + _"i'_ H,(jw) = 0.

Supposons que l'opérateur linéaire tangent soit fonction seulement
de a,, dans ce cas le premier membre de I’équation ci-dessus se réduit
4 la fonction analytique.

Ki(an jo) + 5 Hy (jo) =0

Nous nous sommes placés dans ce cas, fréquent en pratique.

Pour a,=£a, la solution w est complexe, de la forme wy 4 ju,
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ce qui traduit le fait que l'oscillation linéaire tangente croit expo-
nentiellement, suivant une constante de temps ainsi calculable,
tant que le régime stabilisé n’est pas atteint.

Nous illustrerons ce raisonnement par son application & I’équation

de Van der Pol.

Nous cherchons un régime oscillant pseudo-sinusoidal, de la

forme
V = aft) sin wt.

L’équation d’oscillation dans laquelle nous avons porté cette expres-
sion peut &tre écrite

[Llc1 ;T: + (Ms + r,Cy) % +1 ] a{t) sin wt + Mb % a3(t) sin® wt =0

Tenant compte de

sind wt = 3 sin wt 1 sin 3 wl,
&, 4
et conservant seulement le fondamental % sin wt, on obtient

[Llc1 T‘::_ + (Mo +r,C) 2+ ] aft) sin wt 4 3M® 3Mb 4 a%() sin vt = 0

ou [LICI%+(M8+T101) +1+3Mb( )+3Mb ,d]v —0.

Si lon remplace @ par a, on obtient l'équation linéaire
tangente, & partir de laquelle I'étude peut &tre poursuivie par la
méthode des exponentielles complexes

[LIQ_+(Ms+r1C1)—+1+3—M—b(dta’) +3_1‘59§] =o.

a=a ’

Remarquons qu’en général le terme[-gt- (az)] n’est pas connu,

mais qu’il peut &tre négligé au voisinage de la stabilisation.

Dans le cas ol I'opérateur linéaire tangent est fonction A la fois
de a; et w,, on peut remplacer w, par une valeur de premiére approxi-
mation et se ramener ainsi au cas d’une fonction analytique. L’analy-
ticité de la fonction déduite de I'opérateur linéaire tangent ne pose
donc pratiquement aucun probléme.
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APPENDICE IL

Le changement de signe de C & la traversée de la courbe limite
est une conséquence de I'étude développée dans le paragraphe
intitulé : Forme générale de la méthode du diagramme mobile.

Les solutions en a, de I’équation |[H(a,, jw,)Pa® = F2, qui localise
les points d’intersection de ’équipulsation (w,) et du cercle de rayon F,
étaient obtenues en coupant la courbe

h(a)) = |H(as, joo) [*a}
par une paralléle & ’axe des abscisses, et 'extremum de h(a,) fixait
la position du point limite de contact.

Considérons une sécante infiniment voisine de la tangente & I'extre-
mum (fig. 25 a). Les deux solutions a, et a, qu’on obtient correspondent
aux points M; et M, du plan complexe, infiniment voisins du point
limite M, et de part et d’autre (fig. 25 b).

Au point M;, correspondant & a;, on a

dk ) , \
% — 0% {1H(a,, jw)|3a?] = 2a;,C >0,
32 = b, |/Hlax, joll*at} = 2a,C>

tandis qu’au point M,, correspondant & a,, on a

dh
—>0.
day >

On observe donc le changement de signe de C lorsqu’on franchit
la courbe limite.

APPENDICE IIIL

On a représenté sur la figure 45 la courbe H(a, + 3a, w réel)
voisine de la courbe équiamplitude (@,) correspondant i la stabili-
sation.

Le point m de cette courbe correspondant aux valeurs

a; = a, + da, w réel = w, + dw,

()= (),

a pour coordonnées

BLAQUIERE. 9
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[\ WV
(b—a—) w 3a + (a’;) a‘Bwl.

et

Le vecteur ¢ de composantes(?)net(ﬂ)"étant tangent & la
® /s

0w / o
courbe (a,) en O, nous connaitrons I’angle de Om et de cette courbe

Wsg
T wg+dw,
III
P
o\ —=7\"
II
\,' \as+ da
/
/| as
/| Trajectoire deloscillateur
en trait mixte

Pomt courant m daflixe:Hi(ag,wr)
F1e. 45.

en formant le produit scalaire t. Om. Son expression est

_ [dU aU | aV V) o AU\ 2 AAY
"°m‘(s; et e o)) H(5) ] e

il est nul comme le montre P’égalité (30), et par suite, Om est normal
at.

Cette propriété, démontrée pour les courbes du diagramme H(a,,
o réel), est aussi valable pour les courbes H, (a,, w réel) a, comme
on s’en rend compte aisément en faisant subir & ces derniéres I’homo-
thétie de centre O et de rapport a,.

La condition pour que la pulsation de I'oscillation naturelle soit
indépendante de ’amplitude est, par suite,

U AU | oV oV _

—_ = 0,
dw da dw da

elle exprime l'orthogonalité du trongon rectiligne de courbe (w,)
et du vecteur t. La trajectoire effective se confond alors avec la courbe
équipulsation (w,) passant par O, au voisinage de O.
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APPENDICE 1V,

Les parties réelle et imaginaire pure de H(a,, w,) (< w réel » est
désigné simplement ici par w,) seront mises en évidence en écrivant
cette expression sous la forme

Hy(ay, wr) = Ulay, wy) + j Viay o),
U(a, w,) et V(a, w,) sont des expressions réelles qui représentent
les coordonnées du point m, considéré précédemment, dont I'affixe
est Hi(a, w,) (fig. 45).

Nous supposerons que, & I'instant ot nous considérons le systéme,
son régime est stabilisé; m est alors en O comme nous P'avons vu.

Considérons un état voisin pour lequel la stabilisation n’est pas
atteinte. Le point m représentant cet état se trouve sur la portion
de trajectoire effective [dans la représentation H,(a,, w,)] voisine deO.
L’amplitude a pour valeur @, = a, | 3a et la pulsation complexe est

w = w, + 3w, + jdw,.
Hg(ag, u)) =0

qui relie la pulsation complexe instantanée de 1’oscillation naturelle
4 son amplitude a, prend la forme

Hi(a, + 8a, w, + Bw, + j8wg) = Ulas wg) + jV(as w,) + 3a [‘;_g + ’%]

L’équation

a=as
+ (boy + f&»z)["—‘l + f"l] =o0.
dw dw a=a
ou, puisque U(a,0,) = Va,(w,) = 0
U, AV 8w, + 5 [2‘1 1A -
8a[bllv_l_]b—a-]a=m_’-(ml_i-! ) bw+lwa¢=¢, 0.
- =uws “=ug

En égalant & zéro les parties réelle et imaginaire pure du premier
membre, on obtient
[Ep. ?u | v ﬂ]
dw da dw da Ja=as

w Zwg
[ 1A% (VAN
(3) + (%)
dU avV__aU aVv
[a_a W dw zTa].-:...
8(,)’ = 2T Sa.

() ()

Sy =— da,
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Au voisinage de la stabilisation la pseudo-sinusoide tangente est
donc de la forme
V = a‘“e—aﬂs("“o) liwg+dug)t,

APPENDICE V.

L’influence d’une impulsion sur loscillation du systéme pris pour

exemple (circuit de la figure 34) est traduite par I’équation
T rav—uce—y)

avant l'instant £, du choc, la variable V obéit & la loi pseudo-sinu-
soidale.
V = a (t) sin (wt + ¢).

Si a(t) est lentement variable, -% est négligeable et I’'on a

‘%’ 2 awg cos (wot 4 ).

Exprimons que le choc produit, a I'instant ¢,, une discontinuité

de la vitesse-‘fi—‘:sans modification de V, on a

AV ={ Aa sin (wgt + ¢) + a Ag cos (wyt + ¢) | t=t, =0,
A (%:—,) = | wyAa cos (wol+9) — awyAgsin (wyt + ¢) | t=t, = qWp
(en désignant par g Péchelon f G(t —¢,)dt):
On en tire

Aa = guwg cos (wt; + 9),  alp = — qu, sin (wi; + 9),

t, désignant l'instant du choc.

Il peut &tre commode de supposer qu'on a ¢ = 0 avant le choc,
les formules deviennent alors

Aa = qu, €08 wyt), alp = — qu, sin wyt;.

Ces expressions ne font pas intervenir I’amortissement du circuit,
elles sont donc valables quand on fait tendre cet amortissement vers
zéro. Elles sont aussi valables pour un circuit auto-entretenu fone-
tionnant €n régime quasi sinusoidal.



MECANIQUE NON LINEAIRE 129

APPENDICE VI

L’oscillation forcée d’un systéme linéaire soumis a ’action exté-
rieure
E = E, sin (2rv¢ + @)

est donnée par l'équation
Hy(v)V = E, sin (2zv¢ + ¢p).
La solution cherchée est de la forme
V =V, sin (27vt + §,).
Le remplacement des lignes trigonométriques réelles par des expo-
nentielles complexes conduit & 1’équation équivalente

Hy(v)Vgeltoelzt = E elpoeinrt
ou

Hi(v)Vgelto = Egeleo,

qui exprime que Vge/t est le quotient des deux nombres complexes
Eqe'* et Hy(v).

Ee’* ayant pour image m’'(v), et H,(v) ayant pour image le point
m(v) du diagramme du réseau, nous voyons que m’(v), image de
Ege/* se déduit de m' et m par la construction bien connue.

APPENDICE VIL

\

Gyt —¢t;) est de la forme

Gyt— 1) = 2 C,, €08 (wat — @a) COS tagl,

avec
Cn = gAv cos 27yt

=-1_.

Jic

Av=,_:‘_, u,.=21=-%, wy =

=i

Considérons I'un des termes de cette somme:

C, €08 (wat — Pp) COS ot
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et mettons-le sous la forme

S {con [{ug + wa)t — ] + con [(g — walt + 9u]-

L’équation
2 dVv
Lcd'z:—:l-l- rC—d—tl'*‘Vl =Gt —1)

devient, lorsqu’on remplace Gy(t —¢t;) par le terme choisi
LC % + ervl +V,= Ca [cos (wt — 95) + cos (w't + 9,)],

en posant

© = wy + wy, w' = wy— w,.

On en tire, en supposant que w, reste petit, ¢’est-a-dire que le systéme

a une faible largeur de bande (amortissement faible)

V= Y8 feos (wt— gn + %) + cos (w't + ga + $A)]-
2\/ r’Cuw} 4 4w}

o et o' étant deux valeurs symétriques par rapport & wy, on peut
écrire

_ wCn w+ o T (w—m’ )
V, = —f t— —)cos t—Qn—¢n
= s L (5 ) (0 ) ]

ou
woCn

V/rCwh + Gud

I ne reste plus qu’a sommer par rapport 4 I'indice n pour obtenir
la solution générale avec Gy(t —¢;) au second membre.
Cette solution est donc

=
I

€08 (0t — Pp— &,) Sin wyl.

'

V; = sin wyt 2 —900n s (wnt — Pa — &a).
VrCuwb + 4ud
Elle est bien de la forme cherchée.
Le raisonnement est le méme lorsque c’est Gy(t —¢t;) qui figure
au second membre.



MECANIQUE NON LINEAIRE 131

APPENDICE VIIL

La variation d’amplitude élémentaire infligée & loscillation du

systéme a, sin (ot 4 ¢), par une impulsion d’échelon ¢ a été calculée
plus haut; on a trouvé

Aa = qu, cos (wgt; + ¢).

On ne restreint pas la généralité des raisonnements en supposant
que les impulsions trés nombreuses produites par la source de bruit
sont identiques et réparties au hasard. Les variations d’amplitude
qu’elles produisent sont tantdt positives, tantét négatives, et leurs
amortissements, aprés chaque impulsion, suivent une loi exponentielle.

La variation d’amplitude résultante

t—tj

qu,e" < cos (wt; + ¢)
tj

a donc une moyenne nulle.

Si n est le nombre moyen d’impulsion par unité de temps, le
nombre total moyen d’impulsions de 0 & t* est nt*. Le carré moyen
de la fluctuation d’amplitude résultante au bout du temps est

t—t

- il
Vit) = ne*qlole ™ = cost (wd) + ¢) = ntrgwt = L

T 1
T g e

APPENDICE IX.

Le déphasage élémentaire infligé a Ioscillation du systéme,
a, sin (0, + ¢), par une impulsion d’échelon ¢ est, de méme

Ap=— ::' sin (wgt; + 9).

Les déphasages produits par les nombreux chocs sont tantdt
positifs, tantdt négatifs, nuls en moyenne.

Le nombre total moyen d’impulsions de 0 & t* étant nt*, le carré
moyen de la fluctuation de phase résultante au bout du temps ¢* est

1% T e 02
Ad? = nt* (1:_::_) sm’(m,tj+<p)=_2_nt %.
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