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FONCTIONS
HYPERGEOMETRIQUES CONFLUENTES

Par F. G. TRICOMI.

CHAPITRE 1.

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DES FONCTIONS CONFLUENTES ET LA FOnCTION D,

1.1. Introduction. — Pour bien caractériser les fonctions
confluentes dont nous nous occuperons, parmi les autres fonctions
- spéciales de I’Analyse, il est opportun de rappeler quelques propriétés
des équations linéaires du second ordre a coefficients analytiques,

(1 %—;—p,(z)%—f—p»(z)) =o,
appartenant a la classe de Fuchs, ou comme on dit encore totalement
Suchsiennes.

Ainsi qu’il est connu ('), ces équations — que satisfont la
plupart des fonctions spéciales ayant un intérét pratique (”) — sont
celles dont les solutions ne présentent pas de singularités essentielles;
pour cela il est nécessaire et suffisant que le coefficient p,(x) ne
possede (a distance finie) que des poles d’ordre 1 et le coefficient p, ()
que des péles d’ordre au plus égal a 2, ces fonctions s’annulant a

(') Voir a ce sujet les traités généraux d’Analyse (par exemple, celui de Picard)
ou les Ouvrages relatifs aux équations différentielles, par exemple F. G. Tricowmi,
Equaszioni differensziali, »° éd., Tunn, Einaudi, 1952, § 46.

(%) Cf. la conférence de Pauteur : Funszioni specialt [Rend V. Congresso
Unione Mat. Ital. (Pavie-Turin, 1955), 1956, p. 85 102].
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Pinfini (au premier el au second ordre respectivement). On en
déduit facilement, en désignant par oy, a3, ..., %a les points singu-
liers, nécessairement en nombre fini, de ces coefficients, que les
fonctions p,(z) et p.(z) sont forcément des fonctions rationnelles
de la forme

—_ Rypn—o (&
) P =Ssh e = tf;:,(aﬁ)]“)’
ou I'on a posé
(3) Pp(r)=(z —2)(x—n)...(r—an),

Qu_1 et Ry,_s désignant des polynomes de degré au plus égal a leur
indice.

Les solutions de I'équation (1), dont les coefficients revétent
la forme (2), admettent, en général, les n—4-1 points singu-
liers oy, o, ..., an, o et le cas intéressant, le plus simple possible
est celui ot n = 2, c’est-a-dire celui ou les solutions admettent trods
points singuliers, puisque pour =1, 'équation peut étre satisfaite
simplement en posant z égal & une puissance convenable de z —a;.

Il suffit, pour comprendre importance particuliere de I'équation
différentielle (1) dans le cas n =2, de remarquer qu’on peut, par
une transformation élémentairve des variables, la mettre sous la forme
de la célebre équation hypergéométrique

(1) .c(l—x)%‘—r‘—,—a—[r——(a+b+n.rji—l[':?—ab)=o,

a, b et ¢ étant des constantes quelconques, équation a I’é¢tude de
laquelle sont liés les noms des plus grands mathématiciens, Euler en
premier lieu, puis Gauss, Riemann, Klein, etc.

Lorsque n = 3, I'équation (1) conduit aux fonctions de Lamé et
de Mathieu; le cas de n > 3 n’a pas é1é encore étudié parliculiérement
car il n’a pas été rencontré, jusqu’a ce jour, dans des problémes
pratiques.

L’étude des fonctions hypergéométriques proprement dites,
c’est-a-dire des solutions de (4), parmi lesquelles la fonction
F(a, b; ¢; z) définie (dans I'hypothése de ¢ non entier négatif ou
nul) par la célebre série hypergéométrique

5) l"(a.b;c;.r)=Z“("+”"'(”+”_')b”’+”"'(b+n_l) zn

c(e+1)...(c+n—i) n!
n=—u
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de rayon de convergence égal & I'unité, joue un réle prépondérant;
sort du cadre de la présente étude ().
Nous nous occuperons par contre du cas limite du précédent,

obtenu en posant z = 7 et en faisant tendre ensuite b vers I'infini;

[N IR2

alors les deux points singuliers z=25, z=w (le troisitme
étant z = o), de la fonction définie par la série

F (a, b; c;g)

®©

Weala+r1)...(a+n—1) I 2 n—r1\z"
—Zc(c+1)...(c+n-—l)([+Z><I+Z)"‘<l+ b )n!

n=o

ll

viennent confluer au point a U'infini, donnant ainsi naissance 4 la
fonction classique ®, définie par la série (de rayon de convergence
infini)

(6) ®(a, c; ~)_ia(a+1)...(a+n——1)_zl
P T md (€ 1) €N —1) N

n=0

Cette fonction, qui a été introduite a la fin de 1836 par
E. E. Kummer dans le Mémoire [9] (2), est, a I'heure actuelle,
représentée le plus souvent par le symbole Fy(a; ¢; 2), ce qui se
justifie si I'on se réfere a la théorie générale des fonctions ,F; (que
nous n'aurons pas I'occasion de considérer ici) mais qui conduit a une
complication inutile de P'écriture lorsque la fonction de Kummer
est considérée isolément ().

L'importance toute particuliere de ce cas limile se congoit en

remarquant que la fonction ® satisfait a I'équation limite de (4)

<m‘1 on pourra poser £ — g) qui s’écrit
) dy _
(7) ¢7z7+(c-—-z)72——at;\_—o

a laquelle peuvent toujours étre réduites (par des transformations

(') A ce sujet est consacré le fascicule 97 du Mémorial . J. hamprk pE FERIET, La
Jonction hypergéométrique, 1939.

(*) Ce nombre entre crochets renvoie & la bréve bibliographie placée a la fin du
travail.

(*) Kummer utilisait pour désigner cette fonction la méme lettre F qu'on utilise
pour représenter la série hypergéométrique générale et aussi Pauteur dans ses pre
miéres publications, par exemple dans [13]; mais ceci peut donner lieu 3 confusion.
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élémentaires des variables) toutes les équations différentielles
linéaires du second ordre dont les coefficients sont des fonctions
linéaires de la variable indépendante (!) c’est-a-dire toutes les
équations de la forme (dites quelquefois du type de Laplace)

d) - l’
(8) (ap—+ box)zﬁz +(a4+b1x)'zl-;+(a>+ b,x)v=o.

De telles équations, qu’on rencontre dans des problemes tres
variés, peuvent étre considérées comme donnant une seconde
approximation des trés nombreux phénomenes naturels régis par une
équation de la forme

d’ d
(9) PO(w)d—;g +1’1(~T)‘,7'§ +p2(Z))y =0

et pour lesquels une approximation grossidre peut étre obtenue en
considérant I'équation a coefficients constants
dq ¥ d],

(10) Qs + A @y =o,

équation qui pourrait servir (s’il en était besoin !) a confirmer
I'importance des fonctions exponentielles et trigonométriques qui
interviennent dans son intégrale générale.

D’une fagon plus générale, nous qualifierons fonctions hyper-
géométriques confluentes, et d’une fagon plus concise, fonctions
confluentes, toutes les solutions de 'équation confluente (7), ainsi
que celles des équations qui s’en déduisent par des transformations
élémentaires, parmi lesquelles ’équation de Whittaker :

1 a
Y I % 4_}1
() 7.7;5*(—2*;* = )Y=°’

obtlenue en posant dans (7)

(&
s L c c—1
(12) y=¢3 Y, s —a=x =

Whittaker dans son Mémoire [22] et de nombreux autres
auteurs (?), ont pris pour point de départ de la théorie cette

(*) Pour une telle réduction, voir F. G. Tricomi [20], § 1.1. Ce livre qui sera
cité trés souvant dans ce qui suit, sera dorénavant désigné par le symbole FC.
(*) Par exemple, M. Buchholz en [3].
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derniére équation. Elle a deux solutions linéairement indépendantes
qui se représentent par les symboles My, et W, , qui sont toutes
deux, en général, des fonctions polydromes. Nous prendrons, par
contre, pour base de la théorie, la fonction déja envisagée ® de
Kummer — qui est une fonction uniforme, voir une fonction entiére,
de la variable indépendante — et une seconde solution W de la
méme équation confluente (7) qui sera définie plus loin (§2.1).

Ainsi, nous ajouterons a l'avantage de considérer, a la base de la
théorie, un couple de solutions de I'équation fondamentale (au lieu
d’une solution seulement), celui de donner une place prépondérante
a une fonction uniforme douée de propriétés simples et élégantes,
telle la fonction ® de Kummer.

1.2. Intégration de I’équation confluente. — La fonction ® de
Kummer ne fournit pas seulement une intégrale particulitre de
'équation fondamentale, mais aussi, en désignant par z la variable
indépendante :

dty ay =
(0 x;,;q—(c—x)d—t—-ay_o,

Vintégrale genérale si, du moins, le second parametre ¢ n’est pas
8 ) ) P
un nombre entier.
En effet, en faisant la substitution

) = xfn,

ou p est une constante a déterminer par la suite et » une nouvelle
fonction inconnue, I'équation (1) s'écrit

&g . dq plp+c—n7]
xdx2+(2‘°+(—x)zr_[a+F__———:r_— =0

et pour p=1—c elle devient une équation analogue & celle de
départ; précisément a I'équation qu’on obtient en remplagant respec-
tivement a et ¢ par @ —c -1 et 2— c. Il s’ensuit que 'équation (1)
admet, outre I'intégrale particuliere ®(a, c; z), 'autre intégrale

zi—P(a—c+1,2—c; x)

qui, lorsque ¢ n’est pas un entier, est certainement linéairement
indépendante de la précédente. En définitive, pour ¢ non entier,
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Pintégrale générale de (1) est
(2) y=A®(a, c; r)+Burt—cb(a—c+1,2—c; z),

A et B étant des constantes arbitraires.

Si par contre, ¢ est un entier, il apparait avant lout Pinconvénient
que, soit la premidre (si ¢ = o), soit la seconde (si c>2) des deux
fonctions @ qui figurent dans (2) (qui coincident pour ¢ =1), n’a
plus de sens. On peut tourner cette difficulté en considérant, a la
place de la fonction @, la fonction modifiée @, définie par la relation

1 C ala+1). (a+n—1) "
ey . R N z"
() ¥ (a ci2) T'(e) b(a, i) i I'(c+n) nt’

n=v
qui conserve un sens méme lorque ¢ est un entier négatif ou nul (*).
D’une fagon plus précise, on a, m étant un entier positif,

xlll
i b* . =(a)y,— Pia+m, m~+1;x
(4) ‘_>h1"_‘_,,,[) (@, ¢ix) = (@) e “m+1r)

en introduisant 'abréviation commode, que nous utiliserons souvent
par la suite :

_T(a+m) _(aa+1)...(«+m—1) (m=1,2,3,...),
(5) (a)m‘——"_‘l,(a) = ( . (m:o).

On ne parvient cependant pas a ¢viter l'inconvénient que,
lorsque c est un entier, les deux fonctions

D*(a,c;x) et L1 P* v —c+1,2—c;a)

ne soient pas linéairement indépendantes étant donné que le
wronskien de ces deux fonctions est égal a (¢f. § 2. 4)

L.
(6) etrt —sinze

et s’annule lorsque ¢ est un entier.

Dans ce dernier cas on peut avoir recours a d’autres formes de
Pintégrale générale de (1) qui seront indiquées plus loin (§ 2.4) et
en particulier — en supposant c=n-+41(n=o0,1,2...) — on
peut utiliser comme seconde solution de (1) I'expression de

(1) Etant doonée la facilité avec laquelle on passe de ® a ®*, nous utiliserons
dans ce qui smt indiféremment les deux notations, suivant Popportunité.



FONCTIONS HYPERGéOMﬁTRIQUES CONFLUENTES. 7

W(a, n+1; x) qui sera donnée explicitement plus loin : formule

(2.2-6) (*).

1.3. Principales propriétés de la fonction ®. — On vérifie
immédiatement, en posant dans 'équation confluente (1.2-1) :

y=e

que la nouvelle fonction inconnue n satisfait & une équation diffé-
rentielle analogue a celle dont on est parti; de fagon plus précise
pour retrouver (1.2-1) il suffit de changer x en —z et a en c —a.

Tenant compte de (1.2-2), il apparait, du moins tant que ¢ n’est
pas un entier, qu'il doit exister deux constantes A, et B, telles qu’on
ait identiquement

ec®(c—a, c; —x) =A@ (a, ¢, 2) + Bopxt—<®(a—c+1, 2—¢; z).

Mais une telle égalité dans laquelle le premier membre est une
fonction uniforme de z alors que le second contient un terme
en z!—°, est manifestement absurde si Bo3% 0; ainsi on a nécessai-
rement By= 0, ce qui implique (en posant z=10) Ag=1. Pour ¢
du moins non entier, apparait alors l'importante identité de
Kummer :

(1) P(a,c; z)=e*P(c—a, c; —x)

qui, par raison de continuité, demeure vraie méme lorsque ¢ est un
entier posilif et qui, d’autre part, subsiste méme pour ¢ entier <o
si, en divisant les deux membres par I'(c), on substitue aux deux fonc-
tions ® les fonctions modifi¢es correspondantes ®*.

D’autres propriétés importantes de la fonction ® sont lides a
Popération de dérivation.

Ainsi, par une dérivalion terme a terme, qui est légitime, de la
séric de définition, on voit immédiatement que

, . _d . —\w‘ (@) z*—t a . (a+1)p xm
q)(a,cy x)=?d;d>(a,c,x)—i(c)" -(n—_m_c __(c+[)m .m_i
n=1 m=0

a
=Fq’(“ +1, ¢ +1; ),

(') Les différentes formules seront désignées, hors du paragraphe ou elles appa-
raissent, en les faisant précéder du numéro de ce paragraphe; ainsi (2.2-6) veut
dire : formule (6) du paragraphe 2.2.
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et aussi, de facon plus générale, que
——'?—d)(a, ¢, x)= (i)-ﬁd>(a+m, c+m; xz)

om(a, o5 2) = dzm €)m

(2)

(m=1,2....)

De méme si l'on dérive la série obtenue aprés multiplication
par z°~%, on obtient

a%[x“—“b(a, c;x)]=(c—nzx—"®(a,c—1; z)

et, plus généralement,

(3) A2 [zt (a, 0 )] = (—)m(1— O)par 1B (a, ¢ —m; )

(m=1,2,...)

De maniére analogue, si P'on dérive m fois aprés avoir multiplié
la série par z+™1, on a

.__;;'l[xa+lll—1(b((l, e; )] = (a)mz2—1P(a-+m, c; x)

(4)

(m=1,2 ...

Nous avons ainsi obtenu trois formules générales de dérivation
auxquelles nous pouvons en associer trois autres, en utilisant la
formule (1) de Kummer. Par exemple de (2) et de (1), écrite sous
la forme

g—-r(b(a, c; 1:) = (D(c— a, C; ——-.l‘),

on déduit, en appliquant une nouvelle fois la relation (1),

(5) %[e—mb(a,c;x)]=(——1)'"(c(:—):)m-e"ﬂb(a,c+m;x).
On trouve de méme
m

(6) % [e >zt ®(a, c; 2)] = (—1)"(1—C)pe~ T2~ ®(a—m,c—m: .x)

et .
dm
(7 m[e—-"‘xc—““"’"—’ ®(a,c; z)]=(c—a)nexx——1P(a—m, ¢, x).

Ces relations doivent avant tout leur importance au fait qu’elles
donnent des relations simples entre des fonctions ® « parentes »
c’est-a-dire qui correspondent & des paramétres a et ¢ qui ne different
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entre eux que par des nombres entiers. Ces formules sont particulie-
rement importantes, et il convient de les écrire explicilement, dans
le cas des fonctions « contigues » a ®(a, ¢; ), c’est-a-dire des
quatre fonclions obtenues en ajoutant ou en retranchant une unité
d’un seul des deux paramétres, fonctions que nous désignerons par
les notations abrégées :

b(a+)=P(a—+1,c; x), P(a—)=P(a—1, c; z),
b(c+)=P(a,c+1; x), P(c—)=P(a,c—1; ).

De fagon plus précise, en éliminant @' entre les couples d’équations
qu'on peut déduire de (3), (4), (5) et (7) en se placant dans le
cas m =1, on obtient les six importantes équations qui suivent et
qu’il convient de représenter par les symboles qui figurent & leur
droite, ces derniers résultant d’une schématisation du plan carté-
sien dans lequel I'axe des abscisses est a et celui des ordonnées c.
Dans cette représentation un petit cercle désigne le point (a, ¢) et
les petils points, les points (@ =1, ¢ &=1) qui correspondent aux
deux fonctions contigués a ®(a, ¢; x) qui interviennent.

8 ¥)q

(c—a)P(a—)+(2a—c+x)P—ad®(a+)=0 —(O—o

c(c—1)Pic—)—clc—1+ )P+ (c—a)rP(c+)=0

(a—c+DNP—adP(a+)+(c—1)P(c—)=0
(8) (
c®—cP(a—)—xP(c+)=0

cla+z2)P—(c—a)P(c+)—acP(a+)=0

(a—14+ )P+ (c—a)P(a—)—(c—1)P(c—)=0 .—?

De ces formules, deux seulement sont algébriquement indépen-
dantes. Par exemple, de la premiere et de la troisime, on peut
déduire les quatres autres.

Par application répéiée des formules précédentes ou en revenant,
a son gré, aux formules de dérivation, on peut élablir gu’entre trois
quelcongues des fonctions parentes intervient toujours une relation
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linéaire et homogéene ayant pour coefficients des polynomes
convenables de la variable x.

1.4 Propriétésliées alatransformation de Laplace. — Les équations
différentielles linéaires dont les coefficients dépendent linéairement
de la variable indépendante, constituent un champ d’application
idéal pour I'application de la ¢transformation de Laplace :

J(s) = £, F ()] Efw e—stF (1) dt

0
ou pour les méthodes symboliques qui en dérivent. Il en résulte
que les fonctions hypergéométriques confluentes présentent des

propriétés importantes liées a la transformation de Laplace. Dans
Péquation confluente (1.2-1) on peut poser

(1) r(x) =J1e—”‘Y(t)a't
¢

sans supposer, pour l'instant, que le chemin d’intégration C soit
nécessairement le demi-axe réel positif du plan analytique de ¢; par
un choix convenable de C cette équation se transforme en une autre
du premier ordre

(r+0)Y@)+[(2—c)t+1—alY(t)=o0

qui, étant & variables séparées, donne immédiatement, & un facteur
constant pres,
(2) Y(2) = ta—1(1 + t)e—a—,
cela & la condition que la courbe C soit telle que sur elle la varia-
tion totale de e~='¢7(1 + ¢)° soit nulle, c’est-a-dire qu’on ait
(3) [em=tea(1+t)—a],=o.

Ce qui précede est a I'origine du lien qui existe entre les fonctions
confluentes et la transformation de Laplace; cependant de nombreux
résultats qui y sont relatifs peuvent étre également obtenus plus

simplement par d’autres méthodes, par exemple par des transfor-
mations de séries terme a terme qu’il est aisé de justifier en toute
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rigueur (*). En particulier ceci peut étre dit de 'importante formule

(4) Ls[tr1®ia, cit)])=Tib)s "F(a, b:c. ;) (Re™>o0,Rs - 1),

dans laquelle I' est le symbole de la fonction hypergéométrique
gaussienne (1.1-5) et ou R désigne (notation souvent utilisée par la
suite) la partier éelle d’une quantité complexe (inversement la partie
tmaginaire est représentée par le symbole J).

En particulier, en posant b= ¢ et en divisant par I'(}), on tire

de (4)

(5) 1.”\[t‘_'(b'(’(l,c;l)]=S‘"(l—— %>_" (Rec>0,Rs ~1).

Une autre formule importante est celle que fournit la fonction @
en tant que transformée de Laplace d’'une fonction de Bessel. A cet
effet, comme dans beaucoup d’autres cas, il convient de substituer
ala fonction de Bessel J,, qui est polydrome lorsque v n’est pas un
entier, la fonction de Bessel uniforme E, qui lui correspond el qui
est définie par la relation

y “
6) By(e) =2 3o = A

n=0

Cela étant, on a P'identité
(7) Lsfte"E ()] =T a)s*”‘b(a. c.— 5 ) (Ra>o0, Rs> o).

En particulier, pour @ = ¢, en remarquant que
(8) ®(a, a: r)=ev,
la formule (7) devient plus simplement

]
B

(9) Lfe—1Ee (1) =s"¢e tRe >0, Rs > 0).

Parmi les nombreuses conséquences de la formule précédente,
nous nous bornerons, pour I'instant, A signaler la suivante :

'
f Tl — 1)t (a. ¢ ) dr =T (7 — ) ! YP* (a, 7. 1)
(10) A

(RY>Re o0).

qu’on peut facilement vérifier par une intégration terme a terme.

.

(1) Voir au besoin FC, § 1.5.
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Revenant maintenant 4 la transformée de Laplace avec un chemin
d’intégration C, on peut remarquer que 1'un des cas dans lesquels la
condition (3) est satisfaite, est celui o1, ayant

(11) Rec >Ra>o,

le chemin C est le segment (—1, o) de I'axe réel. Il s’ensuit que
I'intégrale
0
f e—xtfa—1 (I -+ t):'—n—1 dt
—1
représente une certaine solution de I'équation confluente (1.2-1) et

également 'intégrale
1

f ertga—t (1— [)c——a—i dt
0

obtenue en changeant ¢ en —¢. En développant en série 'expo-
nentielle et en intégrant terme a terme, ce qui est légitime, on a

1 od 1
f er! fa—l(l — t)e—a—idt = Z 2’.; f tu+n—l(l____ t)c—-a—i dt
0 Yo

n=a

r(@)T(c—a)\ (@) z"

I'(e) (¢)n n!

n=o0
_Ia)V(c—a) . .
= —-“—C)—Q(a, c;z);

et il en résulte que la fonction @ admet la représentation intégrale

I'(c) !

(12) CD(a,c;.z'): -F—(m
0

exla—1(y —ty—a—1idt (Re>Ra>o0),
qui, avec la série de définition et I'équation différentielle qu’elle
satisfait, constitue une des propriétés les plus importantes de la
fonction étudiée. Les conditions restrictives de validité peuvent
étre diminuées en substituant a l'intégrale ordinaire une intégrale
& lacet. Quant a la signification précise a attribuer aux puissances
(d’exposant en général non entier) qui figurent dans (12), voir plus
loin (§2.1).

Une autre représentation intégrale de la fonction @, de nature trés
différente, peut étre fournie par I'intégrale, dite de Barnes,

1 T(e) 77" (—s)T(a+3s)

(:3) ®(a, e0 —2) = 5 oy . T(c+s)

x5 ds
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qui est valable pour
(14) Rz >o, —Ra<s<o, c#0,1,2,...,

et qu'on peut facilement vérifier en évaluant I'intégrale au moyen de
la somme des résidus relatifs aux péles de I'(— s).

[.5. Cas particuliers de la fonction ®. — Outre le cas
¢ =a, dans lequel la fonction @ se réduit a une exponentielle, un
autre cas important est celui ot ¢ = 2a; la fonction étudiée se réduit
alors a une fonction de Bessel. Geci résulte du fait que si I'on pose

r
1 a= _—+v, c=142vV; =axVeln z =217
Y )

I'équation confluente (1.2-1) se transforme, ainsi qu’il est facile de
le vérifier, en l'équation classique de Bessel.

dzn 1 dq v2
) mriar ()=

En particulier la solution J,(£) de cette équation devient égale
a un multiple de ®, en accord avec la formule
Eve——l’é

2T (v +1)

(3) Jy(E) = @(%-k—v, 1+2v,2i‘g’),
i laquelle on peut associer, par le changement de ‘¢, en &, l'autre
formule
(€9) L(§) =

Eve—t 1 .
z__—_"l‘(v-;-;)q) S r+2y; 25).

Digne d’une remarque particuliére est aussi le cas ol le premier
parameétre a élant égal & un entier négatif —n, la série ® s’arréte
a son (n+1)*" terme et se réduit & un polynome qu’on
reconnait facilement comme étant proportionnel au polynome de
Laguerre Ly (z). D’une fagon plus précise, écrivant « a la place
de c—1, on a ()

(>) L) =

n—+ o

n )d)(—-n,a-i—l;z).

(*) Au sujet des polynomes de Laguerre el des polynomes orthogonaux en
général, voir G. Szeco, Orthogonal Polynomials ( Amer. Math. Soc. Coll. Publ.,
n° 23, 1939, édition 1948) ou aussi F. G. Tricom1, Vorlesungen uber Orthogonal-
reihen (Die Grundlehren d. Math. Wiss., Bd 76, Springer Verlag, 1955).
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La propriété la plus importante des polynomes de Laguerre est celle
d’orthogonalité (cf. 2.7) :

0 (m # n),
T(ax+n—+1)

o (m=n)

6) %[ v oA L () L (5) da =

(Roa>—1).

Lorsque la différence ¢ —a des deux paramétres est égale & un
entier positif, et en particulier a 'unité, la fonction ® se réduit a la
JSonction gamma incompléte :

(7) 1 (2, @) =f e—{{2—1dt (Ra>0)
o

sur laquelle nous reviendrons au chapitre IV. En particulier, on a
18) b(a, a+1; —2) =ar—2y(a, r).

Les fonctions du paraboloide de révolution ou aussi les fonctions
d’ondes de Coulomb sont d’autres cas particuliers de la fonctlion ®.
Dans ces dernieres, qui ont été tabulées en raison de leur importance
en Physique atomique (voir § %.9), c¢ est égal au double de la
partie réelle de a.

1.6 Développement de la fonction de Kummer en série de fonctions
de Bessel. — Des résultats obtenus dans I’étude de cas particuliers —
et plus particulierement dans celui des polynomes de Laguerre —
ont conduit I'auteur a penser que la fonction ® de Kummer pouvait,
en général, étre développée en une série de la forme

_’L‘_ w0
(1) ¥*(a, ¢; 1) = €* ¥ apat Ecrn (ko)

n==0

dans laquelle £ et les @, sont des constantes convenables.

Cette prévision s’est révélée exacte et le développement précédent
— qui est valable dans tout le plan analytique de z — converge, sous
certaines conditions, d’une fagon tellement satisfaisante que la prise
en considération de ses deux premiers termes, suffit 4 obtenir une
bonne approximation de la fonction ®.

Procédant, en premier lieu heuristiquement, il convient d’appliquer
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x
aux deux membres de (1), multipliés au préalable par e *zc—1, la
transformation de Laplace.
En utilisant (1.4-7) et (1.4-9) et en posant

1
(2) =23 2hg, = A,

on obtient I'égalité

*

(3) ZAnz"=e2’“([—:)—"(1+z)“"c.

Nous avons ainsi obtenu une fonction génératrice simple des
coefficients A,, qui conduit & des résultats particuliérement nets si
'on remarque que le coefficient de z dans I'exponentielle coincide:-
avec la différence de 'exposant de 1— 5 et celui de 1+ z, & condi-
tion que I’on pose

. c
4 =Z_
4 k—o a.

ce qui revient a attribuer a & la méme valeur — tirée de la seconde
relation (1.1-12) — que celle donnée au parametre x de la théorie de

Whittaker. De cette manigre, si I'on pose —;—: l, la relation (3), qui
prend la forme

(5) 2A,,:n=ezk=(1—z)k—l(x+ 3)—h—1,

=0
.

se trouve coincider avec la fonction génératrice d’une famille connue
de polynomes (non orthogonaux) liés au polynome de Laguerre (1).
D'une fagon plus précise, on trouve que A,=A,(k, I) est un
polynome dont le degré en k ne surpasse pas le ‘plus grand

entier [;—l] contenu dans g, alors que son degré en ! ne dépasse

n N .
pas [;] - En outve, apparait la relation de récurrence

(6) (n+DApnu=(n+2l—1)Apy—2kA (n=2,3....),

(*) F. G. Tricomt [17], et L. Caruitz, On some polynomials of Tricomi [Boll.
Unione Matem. Ital., (3), 13, 1958, p. 58 64].

MEMORIAL DES SG. MATH. — N° 140. 2
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au moyen de laquelle et des valeurs (de calcul immédiat) des trois
premiers polynomes :

&) Ag=1, Ai=o, Ar=1,
on trouve

A1=—§k, A,=%l(l+1), A,=—-%Ic(5l+3).
(8)

1 2
Ag= él(l+1)(l+2)+ 51:’,

En s’appuyant sur les limitations des dits polynomes dues au fait
que la fonction génératrice est réguliere dans tout cercle centré sur
Porigine et de rayon r <C1, il est facile de montrer que le dévelop-
.pement (1) qui, écrit sous forme explicite, est

'S n
@ |¥@eio = Fa(kE) () Bennhn) | k=fma

2

n=~0

converge absolument et uniformément dans un domaine quelconque
tout entier a distance finie dans le plan analytique de z, et représente
par suite le premier membre (*).

Laissant de coté, pour étre concis, d’autres développements
analogues au précédent, nous nous bornerons a faire remarquer
ultérieurement que, par des procédés analogues a ceux que nous
avons utilisés pour parvenir a la formule (g), on peut, en s’appuyant
sur (2.4-4), obtenir un développement de la fonction hyper-
géométrique F en série de fonctions confluentes ®. De fagon plus
précise, on trouve, en conservant la valeur précédemment adoptée
pour &, que (?)

(10) F(a,b,c;—ii-)

T (- D W (A YEA 2 TR
=0

du moins lorsque

(1n) |z|<2|k|=|c—2a].

() ¢f. FC, §1.7.
(%) F. G. Tricomi, [18].
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Parmi les nombreuses possibilités d’application de (10), nous nous
bornerons 4 la suivante qui se référe a lareprésentation asymptotique
des polynomes P,(z) de Legendre et qui devient particuli¢rement
utile au voisinage de l'extrémité z==1 de leur intervalle fonda-
mental (1) :

(12) P,(r) =( 4

x—+3

>n+1 e-i/m.+1)[,]“(2 VE) + §‘f§‘]2(2 VE) + 0((¢~3)],

ou l'on a posé
(2n+1P 1 —x
2 3+

=

La formule vaut dans 'hypotheése, que = varie de telle maniére
avec n, que ¢ demeure fini.

CHAPITRE II.

LA secoNdpE soLuTioN W' DE L’EQUATION CONFLUENTE.

2.1. Définition de la fonction W. — Alors que D'introduction,
avec un autre symbole, de la fonction ®, comme nous l'avons vu,
remonte a E. E. Kummer (1836), la phase moderne de I'étude des
fonctions hypergéométriques confluentes commence avec les travaux
(1903-1904) de E. T. Whittaker, qui a eu le mérite de prendre pour
point de départ de la théorie un couple de solutions linéairement
indépendantes de Péquation (1.1-11). Ces dernitres, comme il a été
dit, sont les deux fonctions M, . et W, ,, la premiére étant liée a la
fonction de Kummer par la relation

x 1
\ -5 B I
(1) My,p(r)=e "= @(p.—x+ 5! 2p+1;x),

alors que la seconde solution W, , est définie par une intégrale
définie; mais en général (4 condition que 2 p ne soit pas un entier),
elle peut s’exprimer en fonction de M de la facon suivante :

— N l\
(2) Wy u(r)= __I;Lﬂ*)_Mu w(£) + : (2u)
F(E_‘}’-_’K> F<§+‘u—~x>

(*) F. G. Tricom1, Determinazione dei limiti etc. [Boll. Unione Mat. It., (3),
t. 8, 1953, p. 107 109]; Pour Iextension aux polynomes généraux de Jacobi
M. T. Vacca, (Ibid., p. 277 280)

My, —u(2).
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On est ainsi amené a considérer des fonctions toutes deux

1
polydromes — en raison du facteur z qui figure dans (1) — et
qui donnent lieu, de plus, & des formules presque toujours plus
compliquées que celles qui font intervenir la fonction @ de kummer
et la fonction W dont il sera question ici.

C’est pour celie raison que 'auteur, dans son travail [3] (*), bien
qu'acceptant la base « binaire » de Whittaker, n’a pas voulu
renoncer & la fonction ® de Kummer et a associé a cette derniére une
seconde solution ¥ de¢ I'équation confluente oblenue par la méthode
de la transformation de Laplace, c’est-a-dire en utilisant (1.4-1)avec
la valeur (1.4-2) de Y(¢) (a un facteur constant prés) et en adoplant
pour chemin d’intégration C une demi-droite convenable d’angle
polaire ¢ du plan analytique de ¢. Précisément on doit fixer v de
sorte que, si Ra> o, on puisse satisfaire la condition (1.4-1),

par exemple on posera ¢ = o lorsque I'argument de z est compris

entre — get +%- De facon plus précise — en représentant par £(¢
la transformation de Laplace obligue d’angle polaire ¢ — on posera

(3) Y(a,c; 0= Tla)ﬁ‘?)[tﬂ—‘(l+t)¢'—"*'] (Ra>o),

en introduisant le facteur constant I‘_(IE—) afin que la fonction W soit
liée a la fonction W de Whittaker par une relation tout a fait analogue
a (1), soit

x 1
; —5 b+3 I
(4) Wiptr)=e¢ "z W(p—x+;, 2p.+1;a:>,

étant entendu, d’aulre part, qu’'aux diverses puissances a exposant
non entier soient attribuées leurs valeurs principales, définies par
les formules

5 &Y= eV logx, logx =log! x|+ i;l‘_gx,
— < a—rg.t L%,

ce qui implique

(6) (_‘[)v=xv e—&vmi

(!) Dans cette publication la seconde solution est représentée par G au lieu de W.
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avec
e=1 siargz>o et -=—1 siargr<Lo.

Lorsqu’il s’agit de « suivre » le long d’une certaine courbe, par
exemple dans une intégration, une puissance donnée dont on a fixé
la valeur, conformément a (5), au point de départ, il reste entendu
que nous la suivrons par continuité méme si, ce faisant, I'accord
avec (5) cesse.

Pour ce qui est de I'angle ¢, nous conviendrons que dans chaque

. . b T . . . .
cas, il est compris entre — - et + = et qu'il est choisi de maniére
— . . T T
que, de plus, la somme argz + ¢ soit comprise entre — 5 et+3;

ainsi, argz est alors certainement compris entre — 7 et —+ .

Ces conventions sont importantes parce qu’clles permettent de
définir sans ambiguité la valeur de la fonction ¥, qui est en général
polydrome et a une infinité de délerminations, en chaque point du
plan complexe de x, coupé suivant le demi-aze réel négatif.

Enfin nous nous libérerons de la condition (R« > o, en convenant
que si elle n’est pas satisfaite, alors la fonction W, si @ ne coincide
pas avec un enlier posilif, se trouve définie par la formule
r(1—a) OV

awi et

(7) Y(a,c:r)=— e~ (—t)yr—t(1+ ty—e1d,
I'intégrale a lacet devant, en accord avec la convention généralement
admise, étre telle que le chemin d’intégration parte du point a I'infini
de la demi-droite d’angle polaire ¢ — ou les puissances figurant sous
le signe somme seront définies en accord avec (5) — et y revienne
aprés avoir tourné une fois, dans le sens positif, autour de l'origine.

Suivant que la partie réelle de a ou celle de z est positive, on peut
se passer soit de l'intégrale a lacet, soit de la transformation de
Laplace oblique, en posant simplement

(8) W(a,c;x)= Lol o=t {1+ t)r—a—1] (Ra>o0, Re>o0),

1
I'(a)
£ étant le symbole de la transformation de Laplace ordinaire.

2.2. Relations fondamentales entre les fonctions ® et W. —
Maintenant que la définition adoptée pour la fonction @ peut servir
facilement au calcul numérique de cette fonction parce que la
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série (1.1-6) converge bien en général, celle de la fonction ¥
n'a pas un caractére analogue. En fait, le calcul numérique de
cette fonction peut généralement se ramener a celui de la fonction @,
en s'appuyant sur le fait que la fonction W, étant elle aussi une solu-
tion de I'équation confluente, pourra en général ( c’est-a-dire
lorsque ¢ n’est pas un entier), s’exprimer par une formule du type
(1.2-2) avec un choix convenable des constantes A et B.

Pour déterminer les constantes, nous utiliserons les développe-
ments asymptotiques pour z—-o0 et pour ¥ — o, en remarquant,
tout d’abord, en supposant Ra>o et de plus Re>1, qu’une
propriété classique de la transformation de Laplace permet d’écrire,
compte tenu des définitions données au paragraphe précédent,

I'(c—1)

) Y(a, c; )~ —l‘—(w-.z"—' (z—>o0);
(@, c; )~z (x> )

le signe ~ indiquant que le rapport du premier membre au second
tend vers un.

Quant 4 la fonction ®, on voit, en premier lieu, que sa limite
pour z — o est U'unité et en second lieu, en introduisant une fonc-
tion F(¢), définie, pour ¢ 0, comme il suit : :

F(t)=tem1(1—t)e—a—1 (o<t <1); F(t)=0 (tx1),
que, compte tenu de (1.4-12), pour Re > Ra > o, on peut poser

L(c) £ [F (0]

®(a, ¢; %)= F(a)f(c—a

Par les théorémes, déja signalés, relatifs a la transformation de
Laplace, il s’ensuit que pour z — w avec Rz < o, on a

T'(e) I'(a) _ _T(e)
Fa)I(¢c—a) (—x)* ~ T(c—a)

(2) D(a,c; z)~ z—a ggam
avec
T T
E=1, <E<arg.z'é7:); E=—1, (—n<argw<——-2-)-
En s’appuyant sur la formule précédente, on parvient assez
facilement a la relation fondamentale

I'(1—c)

Fla—c+1)

I'(c—1)
I'(a)

W(a, c;xr)= ®(a,c; x)
3)

z1—c®(a—c+1,2—c; x)
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qui, compte tenu du principe de permanence des relations entre
fonctions analytiques, se trouve dégagée des conditions accessoires
introduites dans le raisonnement, si bien qu’elle reste seulement
subordonnée a la condition nécessaire que ¢ ne soit pas un entier.

En introduisant la fonction ®" & la place de @, la relation (3)
s'écrit

= 1 . .
4) ¥(a,e;0)= smmxnc [[‘(a—c-&—l)q) (a, ¢; =)

1

T T (a)

xt—<®*(a—c+1,2—c; .z-)].

La relation (3) est une des plus importantes de la théorie des
fonctions confluentes car elle permet en effet, non seulement de
ramener le calcul numérique de la fonction W a celui de la fonc-
tion ®, mais aussi de déduire de nombreuses propriétés de W' de
celles de la fonction ®@. Par exemple, changeant respectivement & et ¢
en a—c—+1 el 2—¢, la relation (3) montre immédiatement
qu’existe la relation importante

(5) Y(a—c+1,2—c; x)=ux—1W(a,c; z).

Lorsque ¢ est entier, la formule fondamentale va se trouver modifiée
ainsi qu’on peut le voir par un passage a la limite. Par exemple,
faisant tendre ¢ vers n +1, avec n =0, 1, 2, ... ('), on trouve, a la
limite, 'égalité

(6) W(a, n+1;2)

. ( . 1)11—-1

- m ®(a, n+1; z)logx -

+2 (’f‘:_)'l") [Y(a+m)—d(1+m) —qa(1+m+n)]%
m=0

(n—-—l)!n%l(a—n),,, xrm—n .

T T(a) e —n)m mi’
m=0

(1) Si par contre ¢ était un entier négatif ou nul, on se servirait au préalable

de (5) qui, changeant ¢ en 2 — ¢, transforme précisément un entier =<0 en un entier
positif,
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ot § représente la dérivée logarithmique de la fonction gamma :
(7) b(3) = =5

la derniére somme étant a supprimer si n = o.

La relation (3) permet de trouver facilement le comportement
asymptotique de W'(x) pour z— o, pour lequel le premier ou le
second terme de son membre de droite est délerminant, suivant que
la partie réelle de c est plus petite ou plus grande que un.

2.3. Propriétés de la fonction W. — La fonction ¥ jouit de
nombreuses propriétés analogues a celles de la fonction ®. Par
exemple de la formule bien connue relative a la dérivée d’une trans-
formée de Laplace, on déduit immédiatement
d

Yirl(a, c; 2) = #W(a, c;r)y=(—nr(a) ¥V(a+n,c+n;z)

(1)

(n=1,2,3....).

De maniére analogue, on a (%)

d‘.lz'l" [exW(a, ¢c; x)] =(—1)"e*W(a, c+ n; x),
% [za+=1W(a, ¢; x)] = (@)p(a —c + 1)zt W(a + n, ¢; x),
(2) { e [e=vaemtsr—t W(a, o; )] =(—1)t e~*.z=a1 W (a — n, ¢; @),
% [z =t W (a,c; z)] =(—1)t(@ —c+1), z-—"—1 W(a,c—n; z),

Zi% [e—rz—tW(a,c; x)] =(—1) e~ xc—n—1W(a — n, ¢ n, ).

De ces formules de dérivation (envisagées dans le cas n =1) et en
éliminant ¥, on déduit des relations semblables aux formules (1 . 3-8)
entre trois fonctions W contigués qui, en ayant recours & des nota-

‘

(1) Pour les détails, voir FC, § 2.2.
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tions analogues a celles déja utilisées, présentent I'aspect suivant :

Yia—)—(2a—c+zx)V+a(a—c+1)Y({a+)=0 e—O—e
e
(c—a—N¥(c—=)—ic—1+z)¥+zVW(c+)=0 #
]

¥—a¥(a+)—W(—r1=o0 ? °
)
3 :
(c—a) ¥ —xV¥W(c+)+Wie—)=o0 o £
°

(a+2)¥+a(c—a—1)W(a+)—xW¥(c—1=0 & °
(a—1+x0) ) —Wa—r1+(a—c+1)¥(c —1=0 ° ?
| [ ]

Ces formules, comme les relations analogues relatives a la fonc-
tion @, peuvent étre mises sous une forme plus synthétique; a ce
sujet nous renvoyons a FC.

2.4. Une nouvelle forme de lintégrale générale de I’équation
confluente. — Des considérations précédentes et, en 'espece, du fait
que I'équation confluente se transformc en une équation analogue
par les substitutions

y=uwx'"¢q et y=-evq,
il résulte que cette équation admet les quatre solutions particuliéres :

{ y1=D%a, c; x), yr=ux— O (a—c+1,2—c;x)
) 1y=¥(a, c;x), ri=e"Wic—u,c; —x),

(1)

auxquelles on peut ajouter les quatre autres qui interviennent
dans la formule de Kummer (1.3-1) et dans la relation (2.2-5).

Ces quatre intégrales donnent naissance a six couples (y,, )
d’intégrales qui sont, en général, linéairement indépendantes, ainsi
qu’on peut le constater en calculant les six wronskiens W, qui leur
sont relatifs et qui, par la formule de Liouville, sont nécessairement
de la forme

(2) ‘Vn=) :~_}”3"—)’s}”, =k, sexz—c (r,ys=1, 2 3, i);

k»s représentant une constante convenable.
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La détermination de la constante &, résulte d’une application facile
des formules de dérivation données aux paragraphes précédents; on
parvient aux résultats suivants :

A - = 1 peem
k= S iuze, ks = Fa, kis= e a)e ,
1 I
® = ramarny e raoay  feseem

(£=5 I eiﬁ;—g_x>o>.

(—I si arge £ o

On en déduit que les divers couples (y,, y,) sont linéairement
indépendants — et ceci permet de metire U'intégrale générale de
I'équation confluente sous la forme Ay, + By, — dans la mesure ou
I'on ne se trouve pas dans I'un des cas exceptionnels suivants :

Pour le couple (y1, 32) : ¢ entier
» (Yvyys): « entier négatif ou nul
» (1, ¥s) : ¢ — a entier négatif ou nul
” (99, )3) : ¢ — a entier positif
» (yor yu) : a entier positif
» (¥3, ) ¢ aucune restriction

Le fait que le couple (y,, 5".) ne donne lieu & aucune exception,
c’est-a-dire que
(D y=AV(a,c;z)+BexW(c—a,ce; elix)
est toujours 'intégrale générale de I'équation confluente est parti-
culierement digne d’étre signalé. Cependant cette formule n’est pas
trés utilisée parce que le cas de x réel positif méne sur la coupure

de la fonction ¥. La forme la plus utilisée de 'intégrale générale est,
par contre, la formule (1.2-2) si ¢ n’est pas un entier et :

(5) y=A®(a,c;x)+BVW(a,c;x)

si @ n’est pas un entier négatif ou nul.
Dans ce dernier cas en posant a—=—n(rn=o, 1, 2,...), 0n a,
compte tenu de (1.5-5):

(6) W(—n,c;2)=(—0"()nP(—n,c; z)=(—1)"n! L1 (x).

Les autres cas exceptionnels conduisent a des relations qui ne
different pas essentiellement de (6).
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Ces: cas exceplionnels mis a part, on peut dire gu’ayant choisi un
quelconque des six couples (yr, ys), les deux autres intégrales —
désignées par yn et y,» — peuvent s’exprimer par une combinaison
linéaire de y, et y,. Nous obtenons ainsi 12 formules du type

(7) )'m(-l') = A;i,gr J'r(-’v) -+ A;n',ss ,y-\('r)

dont les 24 coefficients sont donnés par le tableau de la page suivante.

Dans ce tableau ¢ a la méme signification que dans la formule (3).
Au produit T'(c)T(1—c) on peut naturellement substituer I'expres-
sion m/sinTc,

2.5. Propriétés complémentaires et cas particuliers de la fonc-
tion W. — La fonction ¥ jouit aussi d'importantes propriétés liées
a la transformation de Laplace. En particulier, aux formules (1.4-4)
et (1.4-7) relatives a la fonction ®, nous pouvons faire corres-
pondre les relations analogues :

TGy r@o—e—+1)

£, W(a,c; t)] = ms bl‘(a, bya+b—c—+r1; 1-——5)

(1)
((Rb> 0, Re < Rb+1, Rs > é)

qui donnent lieu a d’importants cas particuliers du genre de
ceux notés (1.4-5) et

1+¢
I

(2) Ba[t __Z_K,_,(z V?)] = %I‘(a)l‘(a—c+x)s—“ lll'(a, c; ;);
(Ra>o0, R(a—c)>—1), Rs>o0)

dans laquelle nous convenons, avec Watson, de représenter par k
la fonction de Bessel modifiée (de troisieme espece) :

1. ivg (z? >
(3) l\,,(z):;z‘n:e *H{V\e '3/,

H{" représentant la premitre des deux fonctions de Hankel H{"’
et H».
Est également digne d’étre signalée la relation
xa—yY
r(y)
(RY >0, Rz >0),

¥(a,c; xr)=

%) Lyt F(a,a—c+1; 1; — )]
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(0=z8e>2—1s1—<=3‘a> xS >o01s 1=3)

(» —1)g @a ) _
ey ruiv—2d (1 +9—2) 1 y Emlwl.l?lu: 1wws—2 (P —9) I g
(g'e) (¥°1)
(—1a1()J (») 1 PN Chaal YR ECON § BN C el N (R R
3 (1+90—w») I ! w22 (v —02)1 e (v —o)1 ¢
— (»—2)1
i _ -2 (¥ —1)] — ¢ 129 j — 1e(v—a22 (V) J Y
(y¢0) (g¢1)
(o—na(2)d NCialI N . —niG)J__ (1+o—w)] <
(=11 TR ©F ()1
(I+2—»)4 (p—1J _ o =o)a (»—1)4
A T ¢ = IO (0—n)a)u y
(he) (6t1)
() (p—v)d . (m).1 A (+o2—p)1 . '
T T G=Di10)1 G—ni1e1 | °
MCAY ! “.2“4. w (s 9 AAYS Ly w (s¢0)
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dans laquelle y est un parametre arbitraire (sous la condition indiquée)
et qui se réduit a la formule qui définit ¥, si vy =a. Elle est due
a C. S. Meijer.

De la définition de la fonction W et des propriéiés de la trans-
formation de Laplace et de sa formule d’inversion, résulte le théoréme
intégral d’addition suivant :

1 THix
?7”:;[,?_,,, r(s)W(s,c:3)T(c—s)¥(s—s,7;0ds

=I‘(c)4‘(c,c+y;;+’;)
l (0<z<(Ro‘,CR:>o,(R§>o)

(5)

oblenu par lautcur en généralisant un résultat antérieur dd
a W. Magnus. Elle trouve son emploi dans I'étude de.la réflexion
des ondes électromagnétiques sur un cylindre parabolique.

A la représentation intégrale de Barnes dela fonction @ correspond
une représentation analogue pour la fonction ¥ :

Y'(a,c, o)
1 I S
(6) =5 ———-——1'(1”1’(“—0*'1)]0._,” r(—s)l@+s)la—c—szsds
( [—Ra < s<min(o, 1—Re)].

Une autre représentation importante de la fonction ¥°, valable
seulement pour les valeurs réelles et positives de x est la suivante,
pour la démonstration de laquelle nous renvoyons a FG (§ 2.6):

n
s o1—c z : x
(7) Y(a, c; x):—-;I‘(l—-u)e A (cost)— co~[_—)tgﬂ+(2a—-—c)0] das

(r>0.Re<1,a#1,2,3,...).

Cette formule a ¢16 élablie par I'auteur qui a corrigé ct étendu un
résultat de H. Bateman (!) qui, utilisant ce dernier sans remarquer
qu'il ne valait que pour des valeurs réelles et positives de z, a été

"conduit & des résultats erronés.

En utilisant la relation fondamentale (2.2-3) il est possible de

déduire du développement (1.6-9) de la fonction @ en série de

(') The k function, a particular case of the confluent hypergeometric function
(Trans. Amer. Math. Soc., t. 33, 1931, p. 817 831).
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fonction de Bessel, un développement analogue pour la fonction ¥'.
I1 ne nous parait pas utile de reporter le résultat, compliqué, auquel
on parvient. Par contre, la fonction W est susceptible d’étre
développée, sous une forme trés simple, en série des polynomes de
Laguerre, série qui présente toutefois I'inconvénient de converger
trés lentement (lorsqu’elle converge). Ce développement, di a
Pauteur, s’écrit

o1 N Lt
() lF(a’c'“v)—I‘(a)Zl n+a
n=—o

Une condition suffisante de convergence sur le demi-axe réel positif
3 . .
est ¢ << .- La série (8) est toutefois sommable au sens d’Abel, c’est-

a-dire qu’on a
@ W= am SO
> T'(a)s>! n+a '

n=—

Pour la démonstration, nous renvoyons a FC (§ 2.7).

Donnons enfin (vorr FC) la formule qui donne d'une fagon
explicite le saut de la fonction W' le long de sa coupure, c’est-a-dire
le long du demi-axe réel négatif :

¥(a,c; —t+io)—VW(a,c; —E—7o0)

(10) =-—I:z(7:)£""¢*(a—c+l,2—0;-—-2)
(§>0).
~ Parmi les cas particuliers de la fonction ¥ — indépendamment du
casa=-—n(n=o,1, 2, ...) auquel se réfere la relation (2.4-6) —
il faut signaler le cas a=m, c=n-1 avec m=o, 1. ..., n;
n=o0,1, 2, ..., pour lequel il vient
(11) Y(m, n+1;x)=(—1)"—"(n—m)!r— L") (r),

formule qui montre que la fonction ¥ coincide alors avec un polynome
(en général incomplet) de degré » en z—1.

Trés important est également le cas ot ¢ = 2a, dans lequel, ainsi
qu'il s’est produit pour la fonction @, la fonction ¥ se réduit aux
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fonctions de Bessel (de 3° espece); on a
27
H () = ﬁe("ﬂ—r)l(zx)v \F(v - é’ 2V 41} zix>;
(12)
Ky(x)= v/y_: e—%(22) 11"(\0 -+ é, 2V 41 2:1:)-

. . I 3
Signalons, pour terminer, que dans les cas c=,etc=3 1a

fonction W se réduit aux fonctions du cylindre parabolique dont
il sera donné un apercu au chapitre I'V.

2.6. Dérivées par rapport & un paramétre. — Maintenant que les
dérivées des fonctions ®(a, c; x) et ¥ (a, c¢; x) par rapport 2 la
variable x, sont, ainsi que nous I'avons vu, elles aussi des fonctions
confluentes, leurs dérivées prises par rapport aux parameétres a et ¢ ne
sont pas, en général, des fonctions de cette nature. Cependant, dans
certains cas, ces dérivées oti certaines de leurs combinaisons linéaires,
peuvent aussi s’exprimer au moyen de fonctions de méme genre
que celles dont on est parti, comme par exemple, cela se produit
pour les dérivées des fonctions de Bessel par rapport a lindice,
lorsque ce dernier est un nombre entier.

Toutes les formules du genre considéré jusqu’a présent, découlent
d’un principe général trés simple qui, sous sa forme la plus élémen-
taire, peut s’énoncer comme suit :

Etant donnée une équation différentielle du second ordre linéaire
et homogene (qu’il est inutile d’écrire) contenant en plus de la
variable indépendante z et de la fonction inconnue y, un certain
paramétre 1, nous désignerons troés intégrales particulitres de cette
dernicre par les notations

y1=g(z, }), ra=d(w, 1), Ya=%(z, k),

ces intégrales étant, en général, deux a deux linéairement indépen-
dantes.

Supposons que les deux premiéres intégrales précédentes ne soient
pas linéairement indépendantes pour une certaine valeur 4, du .
paramétre A, c’est-a-dire qu’il existe une constante & telle qu’on ait
identiquement

?(2, ko) — k(2 ko) =0
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mais que pour cette valeur de A, la troisidme intégrale soit indépen-
dante des deux premiéres.

Puisqu’il doit exister deux constantes A et B telles qu'on ait
identiquement

Jup £ MRV D) g o, k) + B /(x, o),

A>%e l~—)\o

en appliquant la régle de L’Hospital pour calculer la limite du premier
membre, on trouve que

9% _ 9% -
® (5t - ﬁ);:;o“"“"(x’ %) + B (2, ho),
c’est-a-dire qu'une cerlaine combinaison linéaire des dérivées de ¢
et ¢ par rapport & A, peut s’exprimer, pour A =}, par une combi-
naison linéaire. de deux intégrales particulieres de 1'équation
envisagée.

En appliquant ce principe général a I'équation confluente, en
posant

o=®(a, c; x), Y=ut—®la—c—+1,2—c;x), L=%W(a,c, x)

et en prenant ¢ pour paramétre A, on parvient facilement, en
posant Ay=1, k=1, a la conclusion qu’il existe deux constantes A,
et B, telle qu'on ait, avec les notations habituelles pour les dérivées,

Do(a, 152)+2B (a, 1;0)=(Ap—logz) Pia, 1: ) — By ¥(a, 1: 2).
Les deux constantes Ay et By se calculent assez facilement en

passant a la limite pour # — o et 'on parvient ainsi a conclure, en
posant, pour simplifier

(2) . (i)(a,c;,v)=(l>a(a,c;x)+2<1>c(a,c;x),

qu’existe I'égalité, valable pourvu que a differe d’un entier négatif
ou nul,

(3) d>(a, 1; 2) =—[logr + 4 (a) +2C) ®(a, 1; 2) —T'(a)¥(a, 1: x)
dans laquelle la fonction W a la signification (2. 2-7) etod € =— (1)
est la constante d’Euler 0,577 215. . ..

Une formule analogue peut méme s’'obtenir plus simplement pour
la fonction ¥, en dérivant par rapport & ¢ la relation fondamen-
tale (2. 2-3) et en faisant ensuite ¢ =1; on trouve ainsi

%) ‘il'(a, 2)=Ye(a, 1: ) +2¥.(a, 1; £) =—logz ¥(a, 1; z).
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Par des méthodes analogues, en partant de (2.4-6), on parvient
a la formule

(5) {e)n@al(—n, c; 2)—(—1) Wa(—n, ¢; z)
=nply(1—c—n)LE N (z)—T(c—1)e*at—P(n+1,2—¢; x).

Quelquefois, on réussit & obtenir ainsi les valeurs de certaines de
ces dérivées par rapport 4 un paramedtre. Par exemple, en combinant
la relation (3) avec I'egalité

®,(a, a; z) +P(a, a; z) =0

qui résulte immédiatement du fait que ®(a, a; z) = €*, poura =1,
on trouve que (*)

(6) a1, 1;2) =— (1, 1, z) = (logz -+ €) e+ ¥(3, 1; 2).

Les formules précédentes, appliquées au cas ¢ = 2a, fournissent
immédiatement des expressions simples pour les dérivées des
fonctions de Bessel par rapport a I'indice.

2.7. Intégrales portant sur des fonctions confluentes. — De
nombreuses intégrales indéfinies portant sur des fonctions hyper-
géométriques confluenles, peuvent étre facilement calculées en
« inversant » les formules de dérivation données aux paragraphes
qui ont précédé. Nous en donnons ici quelques exemples :
f<l>*(a,c;z)d.r=—I—(b*(a-—l,c——l;x) (a#1),

a—1

j‘xc—‘ d*(a,c; x)dx = xctb'"(a, c+1; ),

[ao10 (@, 00) de = 2 @ (a1, 05 @) (a 1),

O ([ resod=dovamemn (e
fxc—ﬂl"(a,c;x)dx= - W(a, c+1; 2) (a5 0),
fx“—“lf(a,c;x)dx= (—‘;:%l(;;-_—_-(—:;‘lf(a—-l,c;x) (a1,a7#¢),

jﬂe—-"-"lf(a,c; z)der =—e*W(a,c—1; x).

{*) Les valeurs de W (1, 1; &) peuvent également s’obtenir, au choix, en partant
des formules (4.3 7) et (4.6 10) du chapitre IV.
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Pour les cas laissés de coté et qui demandent le recours de passages
a la limite pour exprimer les dérivées par rapport & un paramétre,
on utilise ce qui a été ditau paragraphe précédent; c'est ainsiqu'on a

Jorucinde= ®ia,c—152),
(2)
fllf(l, c;x)dr =—V¥s(a,c—1;x).

Il est, de plus, une trés grande quantité d’intégrales définies
comportant dans l'intégrande, ou dans le résultat, ou encore dans
les deux, des fonctions confluentes ou des cas particuliers de ces
dernieres, particulierement des fonctions de Bessel. Pour ces inté-
grales nous renvoyons aux ouvrages spécialisés les concernant (*).

Il est en outre une grande quantité d'intégrales définies qui se
présentent comme des transformées particulieres soit de Laplace,
soit de Fourier, soit de Stiltjes, etc., par exemple, les suivantes :

L[e2e—2B(a, c; ——ti)]=2l—2fl‘(zc—-l)‘l"(c—— %, c—a—+ é; s_z)

) 4
((Rc> %, ms>0),
jom cos(zy) ®*(a, c;—y?) dy
Q) = (2 o (=31 a+5%)
(% >0, y>0),
R e o g ais

(n=0,1,2,...,—Re< n<1—Ra, |argz | < =).

Notons encore que la fonction W satisfait 2 une formule intégrale
de réciprocité particuliére :

r(“)fw te'—1 (14 t)'—e'-t W(a, c; tz) dt

0

© =I‘(al)f“t““(l-*-‘)c”“‘l W(a', c'; tz)dt
()

(Ra>o0, Ra'>0, Ra>Rce —1, Ra'> Re—1).

(1) Par exemple : Bateman Project [2], vol. II, voir spécialement p. for-414 et
Buchholz [3], IV Absch. (p. 1x2 et suiv.). Dans la plupart des cas on a recours &
la notation compliquée de Whittaker et & de pires.
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Quelques cas particuliers des formules précédentes méritent d’étre
signalés, par exemple, les suivantes :

r)r(a—=a)
() T(c —=b)

® . _I(O)r(a—b)r(b—c—+1)
8 ,( thrtW(a, c; t)dt = T(a)T(a—c+1)

(<R Ra, Re < Rb +1).

) fnt’)—itb*(a,c;—t)dt: (0< Rb< Ra)

“o

Signalons enfin que certaines intégrales du type qui nous occupe,
peuvent étre calculées en ayant recours a l'idenlité classique qui est
a la base de la méthode de Sturm, relative aux équations différen-’
tielles linéaires. D’une facon plus précise, ayant écrit I'équation
différentielle confluente sous la forme autoadjointe

d dy’

[ e—wgpe il ) — — ppC—1 19, —"
(9) dz(e xbdx) aeTzxc-ly =o,
on voit immédiatement qu’étant données deux solutions F,(z) et
&, (x) correspondant aux valeurs a, et @, de @ (¢ gardant une méme

valeur dans les deux cas) et zo et x; étant deux valeurs quelconques
de la variable, on a l'identité

(10) (a,—-ag)fhe—xxc—i Fi(z)Fo(z)dx
T o [emac | 5, (2) Fa(a) — Fal2) Fy(2) |2

Par exemple, le recours a cette identité est le moyen le plus rapide
pour établir la propriété d’orthogonalité (1.5-6) des polynomes de
Laguerre.

CHAPITRE 1IL

PROPRIETES ASYMPTOTIQUES ET DESCRIPTIVES.

3.1. Comportement asymptotique pour z—>w. — Alors que
la fonction ® se comporte trés simplement (elle tend vers un)
lorsque x — o, le comportement de la fonction ¥, lorsque z — o, est
plus compliqué. C’est le contraire qui se produit lorsque z — oo

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 140. 3
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la fonction ® se comporte de fagon compliquée (*) tandis que le
comportement de la fonction W est assez simple : en gros, elle se
comporte comme la puissance z—2. On peut dire aussi que la pro-
priété individuelle qui caractérise la fonction W parmi les fonctions
confluentes estla propriété d’avoir un développement asymptotique
(au sens de Poincaré) trés simple pour  — o, dont le premier terme
est .

Pour obtenir ce développement, nous utiliserons (en suppo-
sant Ra > o) la formule de définition (2.1-3) de la fonction ¥ en
posant (ce qui évite la considération d’une transformation de Laplace
oblique) ¢t = €97, £ — ¢™%k, ce qui conduit a la formule

I'(a)¥(a, c; c9k) = ea9! L1301 (1 + elpr)c—a=1],

Au voisinage de = o, on a le développement binomial

Ta—1(1 + elPr)e—a—t = 2 (c o : - l) erpiTatr—t (|| <1);
n=0
un théoréme bien connu relatif a la transformation de Laplace (dit
aussi lemme de Watson) permet d’en déduire immédiatement qu’au

voisinage du point z = o, existe le développement asymptotique
au sens de Poincaré :

¥(a, c, e1PE) ~ FT};; 6"?‘2(0_:,—-1> engt M,

E(H—n
n=0

d’oti en remplacant e~*? par z et en simplifiant, ¢ ayant disparu, on
peut conclure que pour z — o, on a

(1) W(a,c;x)wx—“i<c—z_l)%‘.

Cela veut dire plus précisément que, quel que soit 'entier N, on a

N

(2) W(a,c;z):x—"{ Z(C_:_I).(_az_n+0(x—N-—i)}

&z
n=0

(') L’allure de ® peut étre déduite, hors de I'axe réel, de son expression, au moyen
de deux fonctions W, donnée par la septiéme des 12 formules dont les coefficients
sont donnés dans le tableau de la page 26; elle correspond 3 r=3, s =4, m=1.
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et, en particulier, pour n=o0:
3) V(a,c;x)y=x2{1+ 0(2x1)}.

La condition Ra > o qui a permis de déduire ce développement
s’élimine facilement.

Le fait que la fonction W a un comportement aussi simple pour £ —o
est 4 'origine de son importance dans les applications.

3.2. Considérations générales relatives au cas dans lequel les
paramétres divergent. — Le développement asymptotique précédent
n’est pas toujours suffisant pour les applications. Par exemple, dans
Pimportant cas particulier des polynomes de Laguerre :

L@ = (") o= a1 @),

ce qui importe le plus n’est pas le comportement pour z —co, mais
celui qui correspond & n — o, c'est-a-dire (avec @ =—n), le com-
portement lorsque a tend vers —oo. Il est donc nécessaire de
s'arréter sur le cas dans lequel les parametres @ et ¢, el éventuel-
lement z aussi, divergent.

Dans certaines circonstances cette recherche est tres facile, par
exemple si ¢ diverge, a et z restant hornés, la série méme de
définition de @ :

® B(a 050y 1w & Z 4 MaxD 2

c(c+1) 2!

posséde un caractére asymptotique, en ce sens que chacun de ses
termes est, lorsque ¢ o0, d’un ordre de grandeur inférieur a celui -
du terme qui le précede.

D’une fagon plus précise, nous dirons qu’'une série 2 un(z) pos-
séde un caractére asymptotique lorsque x tend vers une certaine
valeur x, si quel que soit n, on a uniforménlent w,.1=o(u,) ().
Ceci implique en premier lieu que la série soit convergente au
voisinage de x, et aussi que si f(z) est sa somme, on ail quel que

(') Cecr signifie notamment qu’étant donné le nombre positif ¢ aussi petit qu'on
veut, on peut toujours délerminer un voisinage de z,, indépendant de n, tel qu'on

ait Ju,, (z)|<e|u,(z)|. <Nous n’écrivons pas le rapport iz?i pour éviter la
»

condition u, # o.>
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soit I'entier N :
N

(2) f(z) =Z U1 (2) + O (tyyy) ()
n=t

La convergence de la série résulte du fait qu’étant fixé e <1, elle
admet, dans un voisinage convenable de z,, la série majorante

() (1+c4+e++...).

. : .y
La relation (2) provient de ce que, de maniére analogue, on a

)

2 u, ()

n=N+1

_ lova@)]

<] s (X)) [ (1 +e++..) P

La condition u,.1=0(u,) est manifestement satisfaite par la
série (1) dans le cas oli ¢ > o, puisqu’en désignant par u, son terme
général, on a

Q=

1
u ax Tt
c]im i~ i — ———— e —

>® Uy c>» ¢ n 1
l+c) I_l+l

et ceci uniformément par rapport a n.

Exception faite de cas analogues au précédent, la recherche du
comportement asymptotique des fonctions confluentes lorsque les
parametres divergent n’est pas une chose facile surtout lorsqu’on ne
peut pas exclure que, simultanément, x diverge. Quoi qu’il en soit,
ces recherches — qui s’effectuent par des méthodes désormais
classiques (méthode « du col », méthode de Liouville-Steklofl-
Fubini, etc.) — n’ont pas encore épuisé tous les cas en raison du trés
grand nombre des possibilités a priori (toutes ne présentent pas un
réel intérét pratique) et non en raison de difficultés particulieres de
la question. De toute maniere, il est un cas d’intérét pratique particu-
lier : celui dans lequel a et ¢ sont réels, x récl-positif, ¢ borné, et a
tendant vers —oo, alors que x ou reste born¢ ou tend vers + o ; ce
cas conduit & des résultats nets et définitifs mais montre la nécessité
de I’¢étude de cas particuliers variés. Nous nous bornerons a indiquer

(1) Il est manifeste que s1 u,(x) est le terme général d'une séric de puissances
de .-; et que si cette série présente un caractére asymptotique, elle n’est pas autre

chose qu'un développement asymptotique au sens de Poincaré ayant un rayon de
convergence non nul.
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quelques-uns des résultats relatifs & ce cas, que nous désignerons
bridvement sous le nom de cas réel, et dans lequel les méthodes ima-
ginées par l'auteur, tout d’abord pour I'étude de polynomes de
Laguerre, c’esl-a-dire dans le cas @ =—n, n — =, s’étendent facile-
ment a la fonction générale ®.

3.3. Comportement asymptotique de la fonction ® dans le champ
réel. — Nous nous proposons d’étudier dans le détail le comporte-
ment asymptotique de la fonction ®(a, ¢; z) sur le demi-axe réel
positif lorsque, a et ¢ étant réels, la quantité

— a

(1) ‘7=

tend vers 4 oo, ¢ restant borné.
Une telle 6tude conduit a distinguer divers intervalles sur le demi-
axe x > 0, 4 savoir :

[CRRY

.. P 1
1° Le voisinage de l'origine olt z = O(?), avec p <g3-

2° Lintervalle oscillatoire (*), c’est-a-dire « 'intérieur » de l'in-
tervalle (o, 4x) défini par les inégalités Ax =z < 4Bx, A et B étant
deux nombres quelconques positifs fizés, avec B <1.

3° Le voisinage du point de transition (mobile) 4= en lequel
r=x»«+0 (7%)

4° L'intervalle de monotonie (°), c'est-a-dire l'intervalle infini
situé a droite de 4x, caractérisé par I'inégalité > 4B"x, B* étant un
nombre fizé supérieur a un.

Pour conduire I'étude asymptotique de la fonction @ dans le pre-
mier intervalle, il n’y a qu'a utiliser le dévcloppement en série de
fonctions de Bessel (1.6-9), qui, judicieusement employé¢, posséde
un caractére asymptotique au sens indiqué au paragraphe précé-
dent. : '

De fagon plus précise, il suffit de s’arréter & un 'erme dont le
numéro d’ordre n est de la forme n=3m + 2(m =o, 1, 2, ...)
(étant entendu qu'on commence par 2 = o), pour ¢llre certain que
tous les termes négligés (et par lale reste de la série) sont d’un ordre

(') La raison de cette dénomination tient au fait que dans ce dernier tombent
tous les zéros de la fouction ( Poer plus lon §3.5).
(2) Amnsi appelé parce que la fonclion y est monotone.
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inférieur (pour x — ) a celui des termes conservés. Autrement dit :
la série a certainement un caractére asymptotique, au sens du para-
graphe précédent, si ses termes se groupent trois par trois (). Natu-
rellement, on peut s’arréter & un terme dont 'indice n’est pas congru
@ 2(mod3) mais alors on ne peut plus affirmer que le reste est
d’ordre égal A celui du premier terme négligé et 'on doit considérer
le terme, ou les termes successifs jusqu’au premier dont l'indice est
un multiple de 3.

En particulier, en conservant le seul premier terme de la série
(1.6-9) on parvient ainsi a la formule trés simple

-

(2) @*(a, ¢; 2) =€ Bey(x) [1+ O (x—7)),

avec
c=min<1—-p -——l —)
) b

E ayant, comme d’habitude, la signification donnée au para-
graphe 1.4.

SiI'on peut exclure que le produit x2 ne croit pas, on peut substi-
tuer a la fonction de Bessel E._; son expression asymptotique com-
portant un cosinus, ce qui donne la formule

< (ex)

T

1—2¢
(3) ®*(a,c;z)= “ cus(z \/ﬁ——?+§>{1+0(x—7)],

2 4
ol I'on a posé, en supposant que p soit 'ordre effectif de x par
rapport a x (2),

1+
T=mmn (o, —

P>=m,n(f_:_3‘.ﬁ,l_tz)é1.
2 ., 2 2

Cette formule constitue une amélioration (quant & la forme du
reste et aux conditions de validité) d’un important résultat de Perron;
évidemment elle n'a de réelle valeur que si 7> o0, c’est-a-dire si

_I<P<3;"

A la relation (3), nous pouvons joindre une formule analogue pour
la fonction W, en nous appuyant sur la relation fondamentale (2.2-3);

(1) Pour la démonstration voir FC, § 3.3.
(2) Ceci veut dire que non seulement = O(x?) mais aussi que z~!= O(x~?).
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on obtient ainsi

>
1—9¢

%) ‘l"(a,c;x):l‘(x+%> ;—;x + cos(zﬂ—xn+%)[l+0(x—f)]

dans laquelle x et 7 ont la méme signification que plus haut.

La recherche de l'allure asymptotique des fonctions confluentes
dans 'intervalle oscillatoire — qui est de trés grand intérét dans de
nombreuses applications — s’effectue par la méthode du col en par-
tant d’une représentation intégrale de la fonetion @ qu’on obtient &
partir de la relation (1.4-12), convenablement modifiée. A cet effet,
il convient d’introduire a la place de « la variable angulaire
(5) 6 = arc cos —,‘-t—

N

et de poser, pour abréger,

. I
(6) 6=x(2ﬂ—sm26)+(a+.z>n.

On obtient ainsi, par une méthodé désormais classique (*), le
développement asymptotique, au sens de Poincaré,
sin (9 -+ ?_’!i‘)
—_— 2/
( xsin2b)p

(1) € 10 (a, c; 2) ~ LU @) (200887 ¥ A,

IT'(c—a Y
( ) ‘/7:& lnzﬂp=0

dans lequel les coefficients A, peuvent étre donnés sous forme expli-
cite. En raison de la complication de leurs expressions, nous nous
bornons a donner celles des deux premiers :
(8) Ao(b)=1, 12A,(0) = %coséc"ﬂ +(3c2—6c + 2) sin26 —1.

Si le développement est limité & son premier terme et si 'on tient

compte, suivant une formule connue relative a la fonction gamma,
de la relation

[(1—a) F<x+l—g)
e (el

=xt—¢[1+4 O (x1)]

2

(') Pour le détail voir FG et Tricomi [19].
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on parvient a la représentation asymptotique trés simple :

(9 eﬁj‘b'(ct,c;x):Ml:—c[sine—i-O(x")]

; =
v x sin2f

!
qui suffit amplement dans bien des applications numériques et donne
une idée suffisamment fidele de I'allure de la fonction ® dans I'inter-
valle (o, 4x), les voisinages de ses extrémités étant exclus.
Pour étudier la fonction @ au voisinage du point de transition 4x
ou, de facon plus précise, lorsqu’on a

_1_
x=iz—<?x>t avec t=0(1)

on se sert d’une transformation convenable de I'équation confluente
telle qu'on puisse lui appliquer une méthode que nous appellerons
méthode de Fubini (1) qui n’est autre que la méthode de Liouville-
Stekloff-Langer, dans laquelle il n’est plus nécessaire qu’au second
membre figure seulement un terme en y (des termes en y' et y” peu-
vent méme y figurer).

Pour utiliser ce procédg, il est nécessaire de faire intervenir deux
intégrales linéairement indépendantes de I’équation bessellienne
dar

(10)

1
+ s1i3=0
3

dont I'une est la classique fonction d’Airy A,, représentée par la
formule

) wo=3e[(5)]+35[G)]]

alors que 'autre (dont I'introduction a été suggérée par l'auteur) est

o o=l ()]}

On parvient ainsi 4 un développement asymptotique dont le pre-’

(1) Voir F. G. Tricom1, Equazioni differenziali, § 2.9.
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mier terme fournit la trés simple représentation asymplotique :

L »

_x 3> e
e *®*(a,c;x) = (22)}

(12)
. x[Aq(l)cos(an)+A () “m(aﬂ‘)—l—O\ ‘35\]
’ /

qui suffit dans de nombreuses applications. D’autre part, elle montre
qu’il est indispensable d’introduire la « seconde fonction d’Airy »
A, (t) a coté de la «premiere » Ay (¢) lorsqu’on ne se borne plus uni-
quement & considérer les valeursentiéres de a (comme c’est, par
cxemple, le cas pour les polynomes de Laguerre).

Reste enfin & considérer le cas de l'intervalle de monotonie
> 4B"+(B*>1), dans lequel on utilise 4 nouveau la méthode du
,col, mais qui conduit a introduire des forctions hyperboliques a la
place des fonctions circulaires; a cet effet, on pose

x
(13) 4—K._chs

On trouve ainsi, de facon formelle, un développement asympto-
tique analogue a (7) dont le premier terme¢ — en supposant @ non
entier (*) — conduit a la représentation asymptotique simple qu'on
peut placer a cdté de (9) :

(2%ch J)1—

(14) ev_'d)*(a,c;x) sin (ax) Nerpee)

exp[v.sh(z D)—2 I [1+O0x1)]

.

Les représentations asymplotiques précédentes ne sont pas les
seules connues pour les fonctions confluentes, mais les autres sont
généralement assez compliquées et il ne nous a pas semblé utile de
les reproduire ici. Pour ces dernitres, on peut se reporter plus
particuliérement a la monographie de Buchholz [3], au volume III
du Bateman Project [2] et aux Mémoires [4], [8] et [12].

3.4. Dénombrement des zéros des fonctions confluentes. — Un

(1) St @ est un entier < o, ce qui est le cas des polynomes de Laguerre, le com
portement pour 2 -> o est trivial; si par contre, @ est un entier > o, on se trouve
dans le cas de la fonction gamma incompléte dont nous dirons quelques mots an
chapitre smivant.
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des buts principaux de l'étude des fonctions spéciales est de les
« décrire » le mieux possible, c’est-a-dire de déceler certaines de
leurs propriétés (dites précisément descriptives) qui permettent de
donner une idée d’ensemble de leur allure (signe, croissance,
décroissance, etc.) en vue, soit d’une tabulation éventuelle, soit pour
servir de base a la discussion des problémes dans lesquelles ces fonc-
tions interviennent.

A cet effet peuvent utilement servir des formules asymptotiques du
genre de celles que nous avons obtenues au paragraphe précédent
parce qu’elles ont aussi le caractere de formules d’approximation (4).
Parmi les autres propriétés descriptives d’une classe de fonctions,
le dénombrement et la localisation de leurs zéros, plus particulidre-
ment de ceux qui sont réels, ont une importance particuliére, surtout
lorsqu’il arrive (et c’est le cas des fonctions confluentes) que les
dérivées de ces fonctions appartiennent a la méme classe, car alors,
en considérant les zéros de'ces derniéres, on parvient 3 déterminer
les maxima, les minima, les intervalles de monotonie, les points
d’inflexion, etc.

Dans ce paragraphe et le suivant, nous allons passer en revue
quelques résultats relatifs, plus particulidrement, au nombre des zéros
réels des fonctions ®(a, c; z) et ¥ (a, ¢; z) lorsque a et ¢ sont réels,
ainsi qu'a celui des zéros complexes de W(a, c; z), toujours dans
I'hypothese de la réalité de a et c. Pour les zéros réels, non nuls, il
suffit de se borner a considérer ceux qui tombent sur le demi-axe
réel positif, c’est-a-dire les zéros positifs, puisque la fonction ¥ n’est
pas réelle sur le demi-axe négatif (qui en est une coupure) et que
la fonction @ qui est, elle, réelle sur ce demi-axe, y prend des valeurs
qu'on peut déduire de celles qu’elle a sur le demi-axe réel positif,
en utilisant la formule de Kummer :

P(a,c; x)=ex®(c—a, c; —x).

(*) U faut cependant observer gue si Pon n’a pas ure hmite précise da reste, Putili
sation d’une formule asymptotique comme formule d’approximation, ainsi qu’on le fait
souvent, est un acte de joi. De tels actes de foi ne sont pas rares en mathématiques.
Par exemple, si l'on a seulement établi qu’'une certaine série est convergente mais
qu'on ne posséde pas une borne de son reste, user des quatre ou cing premiers
termes, ou encore d’une centaine de ceux-ci, pour déterminer uane valeur approchée
de la somme de la série, n’est 1l pas aussi un acte de for ?



FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES CONFLUENTES. 43

Par suite, si nous représentons par P(a, ¢) le nombre des zéros
positifs de ®(a, ¢; ), celuide ses zéros négatifs est P(c—a,c).

Un des résultats les plus simples relatif a P(a, ¢) est que, si ¢’
est positif, on a

(1) P(a,c)=o0 (axo0); P(a,c)=—[a] (a<o);

ou, comme d’habitude, [a] désigne le plus grand entier (négatif)
contenu dans le nombre réel (négatif) a :

Plus délicat est le probldme de trouver, pour ¢ négatif, une
formule donnant la valeur de P(a, ¢); une représentation graphique
opportune permet de tourner la difficulté. Il suffit de se reporter a
a la figure 1 (qi’on peut prolonger facilement s’il en est besoin)
qui donne le nombre de zéros positifs de ® dans les différentes
régions du plan cartésien (a, c).

gl7|6|s|-uf-a]-2i110 a,_
1lsls|u|a]2]1]o 1 .
6|54 {3}2]1]0]1 0
5{w({3f{2]110}J1]0 1
t{3(2{14{0}1]0]1 0
3|2|1}joj1r]oj1]o0 1
2{t1joj1}o0]1]0]j1 0
1joji1joj1j{ojtrio 1
ojr{of|1{oj1jof1 0

Fig. 1. — Nombre de zéros positifs de la fonction @ (a, ¢; ).

Les segments limites verticauz sont associés a la région
située a leur droite. Par contre, les segments limites horizontaux
demandent quelques indications particuli¢res — sur lesquelles nous
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passons (1) — car, avant tout, sur ces derniers, parler de la fonc-
tion @ n’a pas de sens; c’est a la fonction ®"* qu’il faut se référer.

Des résultats consignés dans la figure 1, il est facile d’établir que,
sous certaines conditions, les fonctions

®(a,c;r), Pa+1,c; z), ®(a+2,c;x),

forment une suite de Sturm.
8
// /

4

YO

Ya

Fig. 2. — Nombre total des zéros de ¥ (a, c; x).

Par une méthode analogue, on parvient a déterminer le nombre
P*(a, c¢) des zéros positifs de W (a, c; ), qui coincide avec P(a, c)
lorsque ¢> 1. Par contre, sic <1, on peut se ramener au cas
précédent en utilisant la formule (2.2-5). D’une fagon plus précise,
on peut écrire

(2) P*(a,¢)=P*(a—c+1,2—c)=P(a,c) (ex1).

(1) Voir F C, § 3.5.
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Dans le cas de la fonction W, il est possible aussi de dénombrer,
par une autre voie, ses zéros compleres qui sont loujours en
nombre fini dans le plan analytique de z coupé suivant le demi-axe
réel négatif. En conséquence on peut tracer le graphique de la
figure 2 qui donne le nombre total des zéros (tant réels que
complexes) de la fonction W (a, ¢; ) dans les diverses régions du
plan cartésien («, c). Ce graphique, comme le précédent, est da &
I'auteur.

Pour la brieveté nous nous abstenons de considérer le cas ou le
point (@, c) se situe sur la frontiere de deux ou plusieurs régions.

3.5. Localisation des zéros réels des fonctions confluentes. —
Quelques résultats non négligeables relatifs a la localisation des
zéros des fonctions confluentes, s’obtiennent de fagon relativement
simple en utilisant un résultat, da a Picone : aucune intégrale
particulicre de l’équation autoadjointe de second ordre

= [p@ E]+ Py =o

ne peut avoir caractére oscillant dans un intervalle ou U'on a
constamment P(z) < o; c’est-a-dire que dans un tel intervalle, le
produit )’ ne peut s’annuler, au plus, qu'une fois (*).

Dans ces conditions, en se référant aux diverses transformées
de l'équation confluente, parmi lesquelles se situe 1’équation de
Whittaker (1.1-11), on parvient immédiatement aux propositions
suivantes :

I. La fonction @, comme la fonction ¥, ne peut avoir plus d’'un
zéro positif lorsque le parametre a est positif, ou lorsque a> c.

IL Si < pt— ; Cest-d-dire si c(a— 3) =a?, les deux fonc-
tions ne peuvent avoir plus d’un zéro sur la totalité de I'axe réel.
. L . 1 Y
II. Si 2> p2— %, c’est-a-dire si c(a— E) < a?, les deux
fonctions ne peuvent avoir plus d’un zéro a I'extérieur de 'intervalle

(1) 24— JiRE—4T+1, 274 4R — 42+,

(') Voir, F. G. TricoMi, Equazioni Differensziali, §19.
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De la proposition IIl résulte que, sous les conditions indiquées,
soit les zéros de @, soit ceux de W, sauf un au plus, admettent la
limite supérieure

(2) 2% 4+ it — Gt +1 < \16%° + 1,

dont on peut, de plus, abaisser la valeur a 4x lorsque p?> ;. c'est-a-
dire lorsque ¢ n’appartient pas & I'intervalle (o, 2).

Par d’autres méthodes, parmi lesquelles il faut citer principale-
ment le théoréme de comparaison de Sturm, on établit les propositions
qui suivent, dans I'énoncé desquelles les zéros positifs successifs
des fonctions ®(a, c¢; z), ¥(a, ¢; z), J.(z) et de la premiére
fonction de Airy A,(z)(§3.3) sont représentés respectivement
par les symboles suivants :

El, E", EJ’ e tu Cz, C'h

Tty Jv2y Jv3r s 1y, 2y U3

IV. Le r'*™¢ zéro i, de ®, qui, en supposant ¢ positif, tend vers
Vinfini lorsque le paramétre a atteint (en décroissant) la valeur
entiére — r -+ 1, est une fonction décroissante de & décroissant.

V. Si d'<< a, entre deux zéros consécutifs k. ettri1 de ®(a, c; x)
se situe au plus un zéro de ®(a', ¢; ).

VI. Lorsque x— + o, r restant fize, le produit ¥, tend, en
décroissant constamment, vers la limite

1.,
Z.Ic 1,r
VII. Il existe Uinégalité
J:'-— i
3 &> —:,‘—;— d

ainsi que la suivante :

(4) pg— P

= )
2%y 4“""]2‘—-1,1‘
dans la mesure o la quantité sous le radical est non négative.

VIIL. §¢ cég les zéros de W (a, c; x) satisfont a Uinégalité

(5) Vo < Vax— 6% (4x)%ir
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qui implique a fortiori §<4x; pour Putiliser il est bon de
rappeler que

iy = 3,372135, iy = 5,966 955, i3 = 7,962 026,

Les propositions précédentes suffisent & donner une idée assez
exacte de la localisation des zéros réels des fonctions con-
fluentes et de Pallure de la fonction ®. Des résultats plus préeis
peuvent souvent étre obtenus a partir de la formule asymptotique,
en utilisant le fait général ~— systématiquement utilisé par
Pauteur — que de la représentation asymplotique d’une certaine
fonction f(z) par une somme dont le premier terme est une
fonction g(z), on peut déduire une représentation asymptotique
des zéros de f(z) a partir de ceux de g(z) ('). Par exemple, par
ce procédé, en utilisant la représentation asymptotique (3.3-7) de ®
dans la zone oscillatoire, on est parvenu a I'importante formule,
qui donne parfois des résultats d’une précision surprenante :

3c2—6c+ 2 1 204
)  E=£ ox T 3(x—E) 1a(4x—E0)

-+ O (x3)
ou 'on a posé
(7) ? = 4xcos?8y,

07 étant la racine située dans l'intervalle (o, 7) de I'équation trans-
cendante

(8) 20——sin26=(r+a-—-2)§
pour la résolution facile de laquelle, 'auteur dans son Mémoire {15}
a donné une table numérique. La validité de la formule (6) est lice
a Phypothese que pour x -, la racine 67 ne tend ni vers zéro ni
vers m : condition qui, avec notre méthode de dénombrement des
zéros, n’est pas satisfaite lorsqu’on laisse r constant

Au contraire, cette condition serait satisfaite si 'on numérotait
les zéros a partir du milieu, c'est-d-dire en donnant I'indice zéro &
la racine de 1'équation (8) correspondant a la valeur de r qui soit &

(1) Voir F. G. Tricomi .[1-’1]. Dans de récents et nombreux Mémoires de
L. Gatteschi, 1a méthode a été perfectionnée de fagon a obtenir une himite supé-
rieure (et pas trop élevée) de la valeur absolue des restes.
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la moiti¢ des valeurs possibles pour ce nombre. (On rappelle que ces
valeurs sont celles des entiers pour lesquels le second membre de (8)
tombe entre o et 2 7).

Dans la pratique, lorsque la formule asymptotique est employée
comme formule d’approximation, la signification de la condition
est que la valeur de £, donnée par (6) peut élrc prise en considé-
ration pourvu que 07 n’ait pas une valeur trop voisine des extré-
mités de I'intervalle (o, 7) (2).

De fagon plus simple, en s’appuyant sur la propriété VIL et sur
(3.3-2) on trouve

(9) fom L0 4 0 (),

4z

alors qu’en utilisant une formule analogue a (3.3-2), mais a deux
termes, on obtient

:— rl (e—1) '7- r

3.6. Sur lallure des fonctions confluentes dans le champ réel. —

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer, sur un
.exemple concret, comment les considérations qui ont précédé,
jointes 4 quelques remarques complémentaires, sont en géuéral
suffisantes pour donner une idée assez exacte de I'allure des fonctions
confluentes dans le champ réel.

Les remarques complémentaires citées. sont essentiellement
formées par I'élégant théoreme de Sonin-Pélya, récemment généra-
lisé par M. Richard, qui donne d’intéressantes indications sur la
valeur des maxima et minima successifs des intégrales oscillantes
d’une équation différentielle du second ordre de la forme

) =[P ]+P@r=o

lorsque le produit p(z)P(x) est une fonction monotone de x,
de plus positive et continue ainsi que sa dérivée premiere, dans un
certain intervalle (a, b). De fagon plus précise, on démontre assez

(?) Dans un récent travail de L. J. Suater, The real szeros of the confluent
hypergeometric function (Proc. Cambridge Phil. Soc., t. 52, 1956, p. 626 635),
figure, entre autres, une table numérique des premiers zéros positifs de ®(a, ¢; z)
pour @ variant de — 4 & o, 1 et ¢ variant entre o,1 et 2,4.
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facilement (') que si yi, ¥2, ¥3, ... sont les maxima et minima
successifs d'une intégrale y de (1) dans l'intervalle (a, b), les deux
suites

@ |3 el (ol . et \/P—I;l.}lls \'/P—PU"’I; VPP lysl, ..

sont toules deux monotones, le second ayant la méme nature
que p(z)P(z) alors que la premiere a une nature inverse (*).

Soient Yy, Ya, Y,;, ... les valeurs absolues des maxima et
minima successifs des fonctions ®(«, ¢; z) oude ¥(a, c; ) ou
d’une quelconque combinaison linéaire de ces derniéres, sur le
demi-axe réel positif, et supposons que ces maxima et minima se
présentent aux points d’abscisses successives z(, Za, %3, ...; en
s'appuyant sur le théoréme ci-dessus, on parvient facilement aux
résultats condensés dans le tableau suivant, dans lequel le symbole
CR veut dire que la suite qui précede est de terme général croissant
alors que le symbole DE signale que la suite est décroissante.

a<o, z > Max <0, c— %) .. Y,CR, e"-‘rx;—i\’r DE
a <o, c>é, o<w<c—%-------- Y,DE, e"-"r.z"i—:Y,.CR
a<c, z > Max (o, c— %) -+. e =Y,.DE, xi_;Yr CR
a<c<§, o<x<—c+§~----- e-=rY, CR. x:'_:Y,DE

Treés utile est aussi la remarque que les points ou la fonction @
est maximum et minimum sont, intuitivement, ceux en lesquels
le cosinus qui figure dans la relation (3.3-3) est trés voisin de =+ 1,
ainsi ces maxima et minima se situent, approximativement, sur
I'une ou l'autre des courbes d’équations

r 1—2¢
e’'(xx) *

()

/=

On peut aussi avoir recours a la formule asymptotique (3.3-g)

©) y ==

() Voir F. G. Tricomt, Equasioni Differenziali, § 19.
(?) Cec1 veut dire que si p(x)P(z) est une fonction croissante (ou décroissante)
la suite est décroissante (ou croissante).

MEMORIAL DES SC. MATH. — N 140. 4
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— qui est préférable lorsqu’on ne travaille pas au voisinage immé-

diat de l'origine, — on trouve, de facon analogue, les courbes
d’équations
! 1—2c
_ L Ty 4x P35
(4) y== /a (m) e*(xz)

qui différent peu des précédentes. .

Nous allons appliquer ainsi qu'il a été déja signalé, ces diverses
considérations a I'étude d’un cas concret, en cherchant 4 donner
une idée de P'allure de la courbe d’équation

y=%(—45, 1; 2)
pour z réel positif.
La considération de la figure 1 montre immédiatement que la

fonction @ envisagée a cing zéros positifs (et aucun négatif) alors
que sa dérivée

J,=_4;5q)(—3737 2; x)

posséde quatre zéros positifs (et aucun négatif).

Sans nous laisser « intimider » par le fait que les valeurs de x
qui entrent en jeu ne sont pas, en fait, trés grandes (plus précisé-
ment 5 dans le cas de ® et 4.5 dans celui de @'), en utilisant la
formule (3.5-9) pour calculer les cinq zéros de @, nous trouvons
les valeurs approchées

(5) 0,29, 1,52, 3,66, 6,95, 11,15
la formule (3.5-10) donne par contre
0,29 1,56 3,87 7,75, 13,22,
La concordance raisonnable qui apparait justifie la prise en consi-
dération des résultats obtenus, comme le confirme d’ailleurs la
confrontation avec les valeurs exactes des zéros (obtenues par inter-

polation a partir de la table des zéros des polynomes de Laguerre,
justifiée par la proposition IV au paragraphe précédent) qui sont

(6) 0,29, I>52:V 4,0 8,1, 14,4.

Pour les zéros de la dérivée, la relation (3.5-10) donne la valeur
approchée ’

¢))] 0,83, 2,9, 6,4, 11,6,
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En utilisant les valeurs (6) et (7) et les courbes d’équation (3)
(en pointillé sur la figure 3), nous avons tracé la courbe représen-
tative suivante de la fonction @ envisagée (fig. 3) qui, malgré les
méthodes pluldt grossiéres utilisées, est en bon accord avec celles

AY

60 "N
o 7
20 27 \

0 2 b 6 8 10 12 4 16
Fig. 3.

qu'on peut déduire des valeurs de la fonction ® qu’on trouve dans
la table de Middleton-Johnson [28]. Les autres tables, de nous

bréve bibliographie placée a la fin de ce travail.

CHAPITRE 1V.

CAS PARTICULIERS ET APERGUS SUR LES APPLICATIONS.

rét que présente la théorie des fonctions hypergéométriques con-
fluente est de conduire a une vision d’ensemble de la plupart
des fonctions spéciales qui présentent un intérét pratique. Toute-
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fois nous ne reviendrons pas sur certaines de ces dernieres, telles
les fonctions de Bessel (c=2a) et les polynomes de Laguerre
(@=--n), dont nous avons déja eu I'occasion de parler aux para-
graphes précédents, car leur particuliére importance demanderait
une étude ad hoc (!). Par contre, nous nous étendrons un moment
— en considérant de plus quelques-unes de leurs principales
applications — sur quelques autres cas particuliers moins connus,
comme celui de la fonction gamma incompléte. Quoi qu'il en soit,
le tableau succinct ci-dessous, dans lequel  représente un entier non

négatif, précise les cas particuliers les plus importants des fonctions
confluentes :

Si les paramétres Les fonctions hypergéométriques

sont tels que se réduisent &
C=2Q......iiniinnn, Fonctions de Bessel
A=—N...ccoiiieninns Polynomes de Laguerre
G=N—4+T.....coounn. .. Fonctions gamma incomplétes

I . . . .
Cm S Fonctions du cylindre parabolique
C=Geviiiniiniiiaa., Fonctions gamma incomplétes et fonctions

élémentaires

Pour utiliser le présent tableau il faut se rappeler que, grice aux
formules (4.3-1) et (2.2-5) les couples de parametres (a, c) et
(¢ —a, c) pour la fonction ® et les couples (a, ¢) et (a—c —+ 1,
2 —¢) pour ¥ sont a considérer comme équivalents.

La fonction gamma incompléte — ou, comme il est plus conve-
nable de dire, pour des raisons que nous indiquerons, les fonctions
gamma incomplétes — donne a son tour naissance a une grande
quantité de cas particuliers importants obtenus en donnant des valeurs

particuliéres au paramétre a qui y figure; c’est ce qu'indique som-
mairement le tableau suivant :

@=0...... e Sinus intégral et fonctions connexes
I A
e AR L L LR R RS Intégrale d’erreur, intégrales de Fresnel
et fonctions connexes
E=R-4T..ccc.o.... «+«... Réduites de la série exponentielle
T Fonctions élémentaires (puissances)

(1) Voir, par exemple, dans cette méme publication, le fascicule 66.
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Nous pensons que I’examen de ces deux tableaux confirme bien
que la théorie des fonctions confluentes donne une vue d’ensemble
de la plupart des fonctions spéciales ayant une importance pratique.
Une telle vue d’ensemble, & coté de I'évidente importance intrinséque
qu'elle présente, permet souvent de découvrir, par exemple, des
propriétés nouvelles des polynomes de Laguerre ou des fonctions
gamma incompletes, etc. en cherchant quelles sont celles qui corres-
pondent & des propriétés déja connues, par exemple des fonctions de
Bessel, et réciproquement. '

%.2. Généralités sur les fonctions gamma incomplétes. — Dans le
cadre de la‘théorie générale des fonctions hypergéométriques con-
fluentes, les fonctions gamma incomplétes pouvant étre considérées
comme les fonctions confluentes qui correspondent au cas @ = 1 ou,
d’une maniere plas générale, au cas dans lequel @ est un entier
positif.

Du point de vue historique, leur origine est tout autre et provient
de la décomposition en deux intégrales (4 la maniére de Prym) de
I'intégrale classique qui définit la fonction gamma eulérienne :

(1) T(a)= [me—'ta—l &t (Ra>o),
“o
ou 'on pose
x

(2) Y(a, ) =f e—tta—1di

0
et
(3) Y (a, @) =f°°e—tza—t dt,

x

ce qui implique I'identité (décomposition de Prym) :
(4) I'(a) =v(2, 2) + I (o, 2).

En opérant ainsi, apparait, entre autres, 'inconvénient que si 'on
n'a pas Ra > o0, les deux intégrales (1) et (2), telles qu’elles sont
écrites, divergent et qu’il est alors nécessaire de leur substituer une
Intégrale appropriée « a lacet », Il est donc préférable de substituer
a la définition (2) de la fonction gamma incompléte y(a, x) ()

(') I'(a, z) est désignée sous le nom de fonction gamma (incompléte) complé-
mentaire.
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la suivante :
(5) Y(a, ) =T (a)zeP*(a, a +1; — )

qui se justifie immédiatement en développant en série I'exponentielle
qui figure dans la relation (2) et en calculant I'intégrale par une
intégration terme a terme, ce qui est licite.

En définissant la fonction y par la formule (5), on se libére de
toute restriction relatived R o, mais on s’apergoit immédiatement —
a cause du facteur malencontreux I'(a)z* — que la fonction y(a, z)
n’est pas uniforme et posséde une infinité de péles e =0, —r1, —2, ....
Pour cette raison l'idée vient (?) immédiatement de faire un pas en
avant et de prendre pour point de départ de la théorie des fonctions
gamma incompletes, non plus la fonction y(«, ) ou la fonction T (, z)
mais la fonction gamma incompléte modifiée v (a, z) définie par
la formule

(6) Y (2 2) = ®* (2, a+1; — %)

ou, en utilisant la formule de Kummer,
(7) Y (2, ) = e =®*(1, a +1; z)

qui se trouve ainsi étre une fonction entiére soit de z, soit de a.

En adoptant ce point de vue, nous considérons la fonction gamma
incompléte fondamentale y*(a, x) comme définie par les for-
mules (6)-(7) et nous rameénerons a cette derniére les fonctions
classiques v(«, z) et T'(a, ) — que certaines représentent par les
symboles P (a, z) et Q(a, ) — au moyen des relations

Y (o, z) =T (a)x*Y*(a, 2),

) {F(a, ) =T (a) — 1(a, 2)

dans lesquelles on attribue a la puissance z* sa « valeur princi-
pale » définie au moyen de la formule (2.1-5).

Il est a noter qu’il est parfois utile d’avoir a sa disposition une
quatriéme fonction vy, (@, 2) définie par la relation

(9) Yi(2, z) =T (a)zey* (¢, —x).

(%) F. G. Tricomi [16].
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On peut aussi se servir des définitions équivalentes

Y (2, 2) = ie—lxatb(l, a+1;x),
(10)

Y1(e, z) = ie”w“‘b(l, %415 —2).
On a, de plus, lorsque la partie réelle de « est positive

) ooy = [ e (@a>o)

Une des justification de 'introduction de la fonction 4 (2, x) est
que sur les « bords » du semi-axe réel négatif — qui est une coupure
pour la fonction y(a, ) — on a, en utilisant des symboles connus,

(12) Y(2, — &+ i0) = e*omiy (a, ) (2> 0).

4.3. Propriétés principales des fonctions gamma incomplétes. — Les
propriétés fondamentales des fonctions gamma incomplétes (que nous
désignerons dorénavant par le symbole FGI) se déduisent immédia-
tement des propriétés correspondantes des fonclions confluentes, en
utilisant, & c6té de la précédente formule de définition, la relation

(1) IN(e, z) =ex2W(a, a+1; z)=e2W(1—0a, 1—a; x)

qui peut, étre vérifice en effectuant dans (4.2-3) la substitution
t =2z(1+t) qui conduit a I'égalité, importante du point de vue de
la transformation de Laplace,

(2) I'(a, 2) =z% e Lx[(1+1)*1]  (Ra>o0).

La fonction y*(a, ) est une intégrale particuliere de 1'équation
linéaire du second ordre

(3) zy' + (e +1+2)y +ay =09

dont une autre intégrale particuliére est = (linéairement indépen-
dante de la premiere tant que o n’est pas un entier << o).

Signalons les développements suivants en série de puissance, de
rayon de convergence infini :

* I “"‘ (—.’L‘)" — p—x :;.___.__'z.’:____
Y(aj-z‘):r(a)Z(a_'_n)n!—e Zol‘(a+n+l)’
n=0 n=

@ @
ga+n ~  &+n
a, ) = —1 n___._____=e—x ————
T (% %) Z( ) (ﬂ+ﬂ)ﬂ! o(“)n-H
n=0

n—

(4)
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Des formules de récurrence et de dérivation des fonctions con-
fluentes générales, on déduit des formules analogues pour les FGI :

Y(a—1, 2) =2y (a, ) + ——

(5) I‘(a)’
Y (a+1, 2) =0y (¢, ) — z%e 7,
F(xa+1,z) =0l (o, £) + x%eT;
. dry* '
T = (=@t (2, ),
® ;ll[e‘cx“y (a, x)] = evzo—ny*(a—n, x),
6, <

%‘ [z—oT (a, )] =(—1)"2—%"T (a + n, x),

danr
i [ex T'(a, 2)] =(—1)"(1—a),e*T'(a — n, z).
D’autre part les formules (6) permettent de relier les fonctions ®
et W, pour @ = n -1 entier positif, aux F G I, par les relations
1 dz‘" [ex‘l‘n—qY(a) ‘z)]7
1 dnr
nl(1—a), dz"

glb(n+1,a+1;x)

() ? Y(n+1,a+1;2)= [exzr—oT (a, z)]

(r=o0,1,2,...).

Il est a peu pres superflu de noter que dans les dérivées qui
figurent au second membre, tous les termes, excepté les deux
suivants :

dn . dn
(o, x) W(elx"*“), I'(a, x) W(e“‘x"*“)

(dans lesquels la dérivée r'*™¢ conduit aux polynomes de Laguerre)
sont des fonctions élémentaires en raison de I'égalité banale

d d
(8) Tr Y(a, 2) =— z;l‘(a, z) = e—*ge1,

Une autre remarque, plus importante, est que dans I'hypothése
a=n -1, bien que les deux fonctions ® et ¥ ne sotent pas élémen-
taires, I'équation confluente admet cependant une solution élémen-
taire, c’est-a-dire qu’il existe une combinaison linéaire de ® et ¥ qui
se trouve éire une fonction élémentaire de 2. De fagon plus précise,
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il résulte immédiatement de (7), que

(9) i—‘b(n+l,a+1;x)+(x—a),,‘lf(n+1,a+1;.z-)
==& L rona) =T (o) eraLy ) (— g,

Dans ce qui suit nous donnons des représentations intégrales
diverses des FGI — ayant, pour la plupart, la forme de transformées
de Laplace — qui, d’une maniére générale, peuvent se déduire par
une transformation convenable des représentations intégrales qui leur
correspondent pour les fonctions @ et W (1) :

I(1—a) /7
| T (2, x):——x—f e”‘socos(ae-i—xsinﬁ)dﬂ,
0
n

[ excosBsin (af + & sin 0) db =TI () [v* (2, — x) — cosax.y* (2, z)],

o

y*(a,x):a%f e~tta1Eg (tz)dt  (Ra>o0, Rz > o),
0

—a O+l d
Y*(a,x):%—i . e*x(l——s)—a—; (Ra>—1,08>0),
* (o w)=_ﬁ. aHaI‘(—s) 2! ds (—Re<s <0, a1, 2, ...)
L% 2me )y, a+s ? 1o

(o) Jy (@, z) = 2—:I‘(a) e Ty[‘ (cosf)—1 cos [—g tgh+ (1—a) 0] b
(x>0, Ra>0),
[(a—B)7 (2 ) = [ e-tetsBot(i— )8y (B, o — ta) dt
0
(Ra>RE>—1, aff # 0),
ﬁx[ e ] =T(1—a)exI'(a, z) (Ra <1, Rz > 0),

T
Lalt(a O] = sk (Ra>—1, Rz >o0),

£ [tB1y*(a, )] = r{!(ﬁ)a)(x+x)—BF(l, B; 14+a; 1-:-.1:)

(RB>0, Rz >0),
Lo[exp(—xet)] =zl (—a, 2) - (Rz>o0),
Lo exp(—ze—t)] = z~2y(a, x) (Ra>o0, Rz > o).

(') Voir FC, § 4.2.
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Ajoutons enfin deux formules qu’on ne peut pas facilement déduire
de formules correspondantes relatives aux fonctions confluentes
générales et qui semblent particulieres aux FGI.

La premiere, qu’on tire facilement de I'égalité banale

X+ )
Y(2%, x+y)—v(a, x) =f e—tgo—1dt
x

est la série de Nielsen, particulierement utile pour l'interpolation
dans les tables de la fonction y. D’une fagon plus précise, en posant
t=uz+ u et cn développant en série la puissance (z + u)*~*, on
parvient au développement, valable pour |y | <<|z]|:

n!
=

a—1I

(11) Y(o, z+y)=Y(a, z) + e—xxa—lz(

n=90

L) 1= een()]
ou, comme il sera fait désormais, e, indique la réduite de rang (n+ 1)
de la série exponentielle, c’est-a-dire qu’on pose
m
en(y) = ﬁ "
m=0

La seconde formule associée consiste en un développement en série
de fonctions de Bessel de la fonction y* qui, en quelque sorte, remplace
le développement (1.6-9) qui ne se simplifie pas de facon notable
dans le cas qui nous occupe. Ainsi, k étant une constante positive
quelconque, on a

(12) (e, $)=e‘“z en(k)xn Eqyn (kx).

n=—0

De ce développement — qui converge absolument et uniformément
dans un'domaine fini quelconque du plan analytique de z (*) —, en
posant @ =0, k =1 et en changeant z en z?, on déduit comme cas
particulier, la curieuse relation

o

Zen(l)w".l,,(zx)'-.—- ex,

n=o0

(1) Voir FC, § 4.2.
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4.4. — Comportement asymptotique des fonctions gamma incom-
pletes. — L’étude de l'allure asymptotique des FGI est trés facile
lorsqu'une seule des quantités « et x diverge; elle est par contre
plus difficile, mais beaucoup plus intéressante, lorsque ces deux
quantités divergent en méme temps.

Dans le premier cas — en se référant, suivant Uopportunité, a I'une
ou a 'autre des FGI (*) — on obtient facilement les représentations
asymptotiques suivantes :

T (a, )~ e—xx“—iz (—nn (l—;—;-)—" (0"(.71: > o, « borné),
n=0

(1) (Y (xz)~ I‘:’(—;) Z ((_1‘-;;"):! (Rz <o, a borné),
n=~0

' 1 (e, z)ge—”zr—(o‘-_%ﬁm (2)  (z borné).
' n=o0
Lorsque a et z divergent en méme temps, il est nécessaire de distin-
guer le cas général, dans lequel ces quantilés ne sont pas trés voisines
entre elles et le cas particulier dans lequel elles sont, par contre,
voisines.
Dans le cas général, ou de fagon plus précise, lorsque

(2) g= V2l

|#—al
tend vers zéro, on élablit (*) le développement asymptotique
o n !l L (a)

(_1; J— 1)n+1
n=0

3) I'(a+1, x)~ e Tret!

dont D'utilisation pratique conduit a considérer les expressions
suivantes des premiers coefficients Ap=7n VL& () ¢
Ag=1, Ay=o, Ay=—a, Ay=2a, A= 3(1((1——2),
As=fa(6—5a),

(1) Etant donnée les relations trés simples quiinterviennent entre les quatre fonctions
*(a, z), 1(a, ), T(a, z) et 1i(2, ) 1l est légitime, suivant Uopportunité de se
référer A 'une ou a l'autre de ces fonctions, ainsi que nous Pavons déja fait, du reste,
aux paragraphes précédents.

(2) Le signe = veut dire que la série est en méme temps convergente et asymp-
totique.
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Dans le cas particulier, c’est-a-dire lorsque « diverge, et que
4) z=a+0(/Tal),

il faut étudier soigneusement le comportement de I'intégrale

B
f e—xt(14t)adt

0

en distinguant deux éventualités suivant le signe de R (« + 1). Posant

’

»=a-+ 20y

on parvient, en supposant que ) reste bornée et que R a > —1,a1la
formule '

&) v(1+z e+ aay) =r<a+x)[§ - ﬁErﬂyno(nar%)]
ou I'on pose

(6) Erf(y) = f et d.

Dans le cas Ra << — 1, en supposant a réel pour simplifier, on
trouve, en changeant a en — a, que

@ (=g “+ﬁa)’)=e°‘°"_“\/£~ [-—colgaﬂ:+ % Erfi(y) + O(a"f)]

2a

<

ol
. 1 Y S
(8) Erfz(}):zErf(ty)_‘/o‘ e’ dt.
On connait, du reste, les développements asymptotiques complets
dont (3) et (7) donnent les premiers termes (1).

De plus, compte tenu du fait qu'il résulte de la seconde des rela-
tions (4.3-4) que

9 Y(n+1,y)=n![1—eTe,())] (n=o0,1,2, ...),
on déduit en particulier que

(10) e,,(n+ “5}’) = e"+t/27y [ % — "/L—E".f(]')"l-o (n-—.%)] ,

relation qui est importante dans cerlaines applications physiques.

(') Cf.F. G. Tricout, Asy) mptotische Eigenschaften der unvollstindigen Gamma
Junktion (Math. Z., t. 53, 1950, p. 136 148)
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%k.5. Zéros et propriétés descriptives des fonctions gamma
incomplétes. — La figure 4 [tirée d’un travail de l'auteur dans le
volume 31 (1950) des Annali di Matem.] donne par la méthode

-4 -3 2 -1 O o 1 2 3 45
b e
\\ 0[<Y <025
\ 3

/
ss/c

NN
DN
| > s\\\\

/7

o
T
)

N
/
:
|

0 ! 1 %5
'\ 15 /—-—;

1 6 )5 Ft| )3 Nlﬁ 'N"’ 0 \Kﬁ A//Il
) \ / 3 ?

2 ) - / % 2

D DM 151\\,’/<5Q’L/ V
5 1 5 3
, 4
%6 DBNPR

2 5

51, 3 2 1 D ] 2 3 Y
Fig. 4.

des courbes de niveau, une idée générale de l'allure de la fonction
v'(«, ) dans le champ réel lorsque x varie de —-4 & 4 4 et
z de —5a+ 5. .

Comme on le voit, I'allure de la fonction change considérablement
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lorsqu’on passe d’'un quadrant des axes a un autre et est particulie-
rement « tourmentée » dans le troisiéme quadrant (c’est-d-dire
lorsque « et # sont tous deux négatifs), ou la fonction peut s’annuler,
ct de méme dans le quatriéme quadrant.

En dehors du troisiéme quadrant, 'une ou I’autre des quatre fonc-
tions 7%, v, v1, I peut facilement se ramener, par multiplication par
un facteur convenable, a une fonction monotone de a et x, toujours

comprise entre o et 1. Ceci se produit, en particulier, pour les trois
fonctions suivantes :

Dans le premier quadrant :

g% x)=l&%z='”z’f*(a: x) (x>0, 2>>0);

Dans le deuxiéme quadrant :
gi(a, @) = aerTxr=%y (2, 2) =T (2 +1) ey* (2, — x) (a>0, £>0);
Dans le quatriéme quadrant :
G(e, 2) = 2exz—ol (2, £) = (a +1) eX[x—%— 7" (2, 2)] (<0, #>0)
et qui sont Lelles que

g og . g4 , &1 . G IG
PR I U N I et B S -

De ce que nous avons vu sur les zéros réels de la fonction @, il
résulte pour les zéros réels de y* (a, z) que :

I. La fonction {* ne posséde aucun zéro réel pour a o}

II. Elle posse¢de un zéro négatif, que nous désignerons par ', si
et seulement si

1—2n<a<l2—2n (n=1,2,3,...).

III. Elle posséde un zéro négatif ' et un zéro positif 2’, si et seu-
lement si .
—2n<a<I—2n.

IV. Elle posséde un zéro nul, multiple d’ordre 7, si @ =-—n.
Si « est négatif et grand en valeur absolue, mais n’est pas voisin
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d’un entier (1), en posant
1) yo=Erﬁ—i<_;_\/Ecotg|a|x>y
ou Erfi~* représente la fonction inverse de (8), on a

) &' =a— \aTa] o O (Ja %),

Pour le zéro positif z”, la formule asymptotique est un peu moins
simple. De facon plus précise —en désignant par t une constante
universelle de valeur voisine de 0, 278 463 et qui est le seul zéro réel
de la fonction 1 + 2 + logz — on a

=13
G =—|a|t— — \_/___2."”

I+-r:lOg sm|a|x =T

ol (5]

Cette formule donne, comme la relation (2), de bons résultats
numériques pour des valeurs relativement petites de |a| (de I'ordre
de grandeur de 5), pourvu qu’elles ne soient pas trop voisines d’un
nombre entier.

De ce qui précede et de la formule

av*
iz

=—ay" (a+1, ),

on déduit, en particulier, que la fonction y* (a, ) est toujours une
fonction monotone de & pour o >—1 et plus précisément crois-
sante pour — 1 Z a < o est décroissante pour a>> o (pour @ = o,
elle se réduit a la constante 1).

Pour les zéros complexes des F G I, voir Mahler [10] et la biblio-
graphie donnée a la page 19o de F C.

4.6. Cas particuliers importants des fonctions gamma incom-
plates. — De la formule, établie plus haut, (4.2-7) et de (1.2-4) on
déduit

(1 Y (—n, z)=azn (n=o0,1,2 ...),

et, de plus, de (4.4-9) on tire immédiatement

2) Y (n+1, 2) =z [1—e e, (2)]

(1) La signification précise de cette condition est que doit diverger de maniére
que la quantité y,, donnée par (1), demeure bornée.
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*

Ceci montre que notre fonction y* se réduit a des fonctions élé-
mentaires lorsque le parameétre a est entier. Il serait cependant
inexact d’en déduire que le méme fait se produit aussi pour les autres
fonctions gamma incompletes, car le second membre de la relation

3 I'(e, ) =T(a)[1—2%y"(2, 2)]

qui relie les fonctions [(a, a) et y"(«, x), se présente sous une
forme indéterminée lorsque « coincide avec un entier n négatif ou
nul. Il s’ensuit que la fonction T (— », ) ou, plus exactement, la fonc-
tion I'(o, ), & laquelle I (—n, ) se réduit en ayant recours a la
relation de récurrence (%.3-3) qui donne

4 T'(—n,x)=— :—l[l‘ (—n+1, 2)— r—ne-¥] (n=1,2,3,...),

doit faire I'objet d’une étude particuliére.
La fonction T (o, ) qui, par (4.2-3) peut étre définie par
Pintégrale

©) I'(o, z) = f”eT_ldt,

est une fonction (non uniforme) de z qu’on trouve souvent repré-
sentée dans la littérature par le symbole — Ei(—z):

. * et
®) Et(—-.z‘):—f = ar.
v
En méme temps qu’on pose (') :

“Fsin t ** cost
(6" Si(w):f 2L e, C’i(x):——j Ly

[} T
et aussi quelquefois
G li(z) = Ei(logz) = [ 2L
(/) ) - ‘( g )_ lOgt.

Outre le peu de symétrie que présentent ces formules, elles ont
Pinconvénient que seule la fonction Si(z), c'est-d-dire le sinus
intégral est une tonction uniforme (entiére) de z, alors que le
cosinus intégral Ci(z) et Uexponentielle intégrale Ei(x) comme

(1) Cf. Janxne'ExDE, Tafeln hoherer Funktionen, Leipzig, Teubner, 1948 ; NIELSEN
[11], etc.
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aussi le logarithme intégral li (z) sonl des fonctions multiformes.
Il s’ensuit qu’il est préférable (a Pexcmple de Schelkunofl’) de

prendre pour point de départ, & coté du sinus intégral, les deux
autres transcendantes entlidres :

x — p—t x .
® Ein(z)=f —a, Cin(x):f ’_{ﬂdt,
[} [}

auxquelles 'exponentielle intégrale et le cosinus intégral se raménent
facilemenl par les formules

{Ei(— x) =€+ logzx — Ein(x),
© 1Ci (2) =€ +logz— Cin(z),

ot C=TI"(0)=o0, 5772157 est la constantec d’Euler-Mascheroni.
Paralltélement, on a

(10) T'(o, ) =—FEi(— z) = Ein(z) — C —log =.
On a de plus
(11) Ein(iz) = Cin(z) + i Si(zx),

ainsi que les développements, partout convergents,

. z° z" Fad
E'm(.t):.z'——-z—:—!- +m— 4—:-4—!--!—..'.,
. z? zt x5
(12) Clﬂ(w): m—md—m-{—...,
zh x8 x7
s = — — —_———— — ...
Si(z) == 531 T 551 7.5h

En outre, on trouve le développement en scérie, convergent pour
tout z,

. < H.
(13) Ein(z) = c-”}d —am,
n=0
avec
=14 1 + 2
,,—l+;+ ces n
Enfin pour >, on a les développements asymptotiques (au
MEMORIAL SC. MATH. — N° 140. 5
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sens de Poincaré)

. e—x 1! 2! 3!
Em(.z)~<3+loga:+——-—(1———-+————+ e )y
z :

i 1 !
Cin(w)~e+logw—§%:£<x—-z—',+é—'—— )

) +cosm(_!__‘3_!;+§_!__”.),

x

!
si @~ I (R )

x
sinz /1! 3! 5!

—_— (= — = =)
\ z \x x% @

Signalons pour terminer les deux relations intégrales

a

1
(15) j et logt dt = — —;—.Ein(m)
0

et

£x [T_:_—t]=exr(o, z)  (Re>o),
(16) .
£o[Ein (t)] = ‘;log<1+ ‘;) (Rz>0).

Un autre cas particulier d’importance notable des F G I est celui
dans lequel on a @ = 1/2 ou, plus généralement, dans lequel a différe
de 1/2 par un nombre entier.

Dans de tels cas, les F G1 sont liées aux deux fonctions d’erreur

7 Erf(z)= [ e-oar,  Erfi(z)= f " eodr

déja rencontrées au paragraphe 4.4, ainsi qu’a la fonction d'erreur
complémentaire '
18 Erfe(z) = ) e—tdt
) fe = [
par les formules )
w  Erp@=1tv(hae),  EA@=inu(pe),
Erfc(m) = ?::I‘ (-;, m!) .

et

Erf (.i:) =zP (\—;, —2—; ——x’) =ez2® (1, %; w’),
(20) Erﬁ(x):x@(iy %; ' .z")::c—"" x@(!,%; -—-x’)v,'

C . 11 1 3 X
Erfela) = e lll'(;, 53 a:‘) = ;r@'x‘ﬂ'(l, 2 w'),

}-
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De plus, comme on le voit immédiatement,

(21) Erf(z) + Erfe(z) = a-’! Vz.

Aux fonctions d’erreur se rattachent aussi deux fonctions confluentes
qu’on rencontre dans des applications: les intégrales de Fresned:

x
(22) C(z)=_L_ [ &0t

vern Ve

% a,

sint

S(ry=— [ Sy

Ve

2T Vg

qui interviennent en Optxque. De fagon plus précise, on a

(23)
d’ott il résulte

C(a?) = —
(24) ve

T & i
_.[e ‘Erf(e ".z'>+e ‘Erf(
™

S(x?) = -‘/-i;;[c—[?E’rf(ell: .1;) — etg Er'f(e—i%a:)].

C(2%) + 5 (") = V-f-c ¢7 Erf(e_':' x>,

T
e *z)|,

Dans ce qui suit, nous donnons les développements en série de
pmssances (partout convergentes) et les développements asympto-
tiques (pour z ->c0 ) au sens de Poincaré des fonctions précédentes :

. _ z3 x e 222  (22°) '
Elf(-l’)—x——m+?.2—!-—~..—xe‘(I+——+I35 )1
P zb . 22?2 (222)
Erfi@) =2+ 5oy + g7 + e = w6t (‘_7737*:.3.5‘”' )
(25) - 2 28 x9 z13 .
Ca") = % (“”" 520 Vo4 Bl "')"
, 2/ x8 21 z11 .
S(w’)=\/,;( fﬁ_y_.é‘z"‘xo.sz“‘"‘)’
1.3 1.3.5
Erfc(ﬁ)N-——'( ("-Z' ),—(—27’)—'4--..),
ev I 1.3 1.3.5
Efﬁ“)”?;(‘*z—f e T Gy )
sinz i 1.3 1.3.5.9 .
(26) { cosz [ 1 1.3.5 -
, - Vara L22  (22)° B
1 cosz 1.3 1.3.5.7 ]
S{(z)~ - — vl (2z)® Gz '
sinz [ 1 1.3.5 - ]
=l G




68 F. G. TRICOML
La courbe plane d’équations paramétriques:
z=C(), y=5(&)

est la clotoide ou spirale de Cornu qui jouit de la propriété impor-
tante que la courbure est proportionnelle & Uarc; de fagon précise,
elle est égale & ms, ol s représente la longueur de I'arc complée
a parlir de 'origine.

Notons les formules intégrales suivanles qui présenlent un intérét
particulier :

fx[(li'-c—t)_%]=2e1'z__;'Er_/'(\/_) (Rz > o),
‘ez'[E’f( \/_)]— \/ﬂ (Rz > o),

ﬂx,[e*'\"’] = _I. es—73 Erfe (.‘?_) ([ argh| < 1—45),

(27).< ﬁx[Elfc( V I>]————c iz (®R2>o0,Rz>0),
; areolg 7 o1

zyr+1
f e * sin x_y‘—i‘}-’x =z Erf(=),
(]

i C(w=)=\/;—icfx cos (+*) d, S(x")=‘/§f¢ sin (<) ds.
0 0

Pour les fonclions qui préctdent valent, naturcllement, les duvc-
loppements en sériec de fonctions de Bessel que nous avons établis
pour les fonctions générales et le développement (4.3-12) des FG L
En particulicr de ce dernier il‘résullo

(Rz >o0);

. 2o [(Erf \/2‘)’] =

n—o

(28) Er;f(.z)::i /‘ x’\ e,,(hz)( )”H‘i(”m)u

% ¢lant unc constante quelconque. Il y a aussi un troisidme type de '
développement — plus simple et plus rapidement convergent — qui

. . I o7, o .
scmble particulier au cas a = 5 Par des considérations, pour les-

quelles nous renvoyons a FC (§4.5), on trouve les dévcloppcmehls
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suivants, valables sans aucune restriction

Erf (2) = \/ 3 [ = T2(@) — L@ + T2 () + Ty @) —. ],

(29) { ETSi(@) = \/ ’2—‘[1%(:»2)+ l%(a:!)— I_;_(.z’)_—— x%fz=)+ 1%(:::)-..-,..],.
C(z)=1Ji(z) + ) (z)+da(z)+...,
2 2 E]

| S (2) =J1(2) +J1(2) + J11 (@) + ...
2 2 2
Dans les développements précédents, les fonctions de Bessel J,
comme les fonctions modifiées I, sont, en fait, des fonctions ¢lémen-

. . . . . . 1 .
taires puisque les indices different toujours de - par un nombre entier.

Par exemple, la troisime formule donne, en ne considérant que
les quatre premiers termes, C(1) = 0,75217, ainsi qu’il doit éire.

4.7. Exemples d’application des fonctions gamma incomplétes. —
Les fonctions gamma incompléles ont une importance plus grande
qu'on ne le pense généralement. Pour s’en persuader, il suffit de
considérer la premiére des formules (4.6-16) ou la huilidme des rela-
tions (4.3-18) qui est plus générale; clles montrent que la fonc-
tion I'(«, ) intervicent, en régle générale, dans le calcul de la trans-
formée de Laplace d’une fonction rationnelle.

Nous nous bornerons a indiquer britvement quelques autres pro-
blémes, traités dans F C, ou se présentent les FG L.

Supposons qu’on doive sommer un grand nombre n de vecteurs
unitaires de I'espace euclidien a p dimensions, dont les directions
sont réparties au hasard (*). Dans ces conditions le module r de la
résullante des n vecleurs est une variable aléatoire dans I'inter-
valle(o, ) dont on peut calculer la fonction de répartition Py(r),
¢’est-a-dire une fonction telle que P,(ro) donne la probabilité pour
que I'on ait r < ro. De facon précise, on trouve, & des termes en 2
pres, la formule

@ r(2)rn=1(% R L L

(1) On peut donuer une signification précise de cet énoncé en convenant que si ¢
est un de ces vecteurs, la probabilité pour que le point P = O + ¢ se trouve dans
un certain domaine @ de hypersphére de centre O et de rayon 1, coincide avec le
rapport de la mesure de @ & celle de Phypersphére tout entiére.
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ol 'on a pesé pour simplifier

Pr _
@) on =&

En particulier, pour p = 2 (plan) et p = 3 (espace ordinaire), on
trouve respectivement .

(3)  Pa(r)=1— e—m[;-.- %(1- %)] +0(n-?) (p=2)
@) Pal)= 7 [Erf(Va)—vEer— (3 = £) e=a? | 0y (p=3).

On peut aussi calculer la valeur moyenne 7, de r qui est donnée
par la formule générale

) 1
(4) /"—‘/P P<£> [l+m+0(n )].
2

Un autre probléme qui conduit aux F GI et de fagon plus précise
a la fonction Ein et a celles qui y sont liées, est celui de la réflexion
des ondes marines (sinusoidales au large) sur une céte a pic qu’elles
rencontrent normalement. Avec les hypotheses habituelles pour des
problémes hydrodynamiques de cc genre, on trouve, en se référant
a un systéme d’axes orthogonaux disposés de maniére que la mer, au
repos, occupe le diedre x>0, 3 = o (I'axe des z est alors I'inter-
section de « la cote a pic » et de la surface des eaux tranquilles), que
le potentiel cinétique ®(z, y’, =; L) peul éire représenté par une
formule du type

(5) D =g(x, y)sinw(t—{),

ol w et £y sont deux constantes, la fonction ¢ ayant pour expression

(6) <p=0{[e—lC{A[Ein(~it)-—logZ—-%]+B;~],
i
. . \
A et B étant deux constantes arbitraires, avec
(7) E+in=(,
ou
LY LY
- g bl - g. .’,

& représentant 'accélération de la pesanteur.
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Il en résulte que le profil de la mer « houleuse » dans le plan (z, y)
peut élre représenté, en se référant aux coordonnées sans dimen-
sions £ et v, par la formule trés simple

8) n=cocw( —t) [a { (Cin(t)—logE]cost — [Si(E) + 7;‘] sin& } “+ (ScosE],

a et B ¢étant deux nouvelles constantes arbitraires fonction des précé-
dentes A et B.

Un troisitme probléme, d’un genre tout a fait différent des pré-
cédents, qui conduit ¢galement a P'emploi des fonctions gamma
incompletes, est celui de la détermination approchée du nombre Ny ()
des entiecrs < r décomposables cn la somme de deuz puis-
sances I'*™¢; probléme qui, pour A =2 a donn¢ lieu a des travaux
célebres de Landau, mais n’a pas été étudié a fond pour A > 3..

Par des considérations hardies, relevant du Calcul des proba-
bilités, on a réussi & trouver une expression approchée (mais non
asymptotique pour xr—» ) de Ni(z) qui, comparée aux valeurs
empiriques de celle quantité, donne des résultats d’unc concordance
surprenante. En fait, en représentant par le symbole = une « égalité
approchée » (concept intrinséquement imprécis !) et en posant pour

simplifier
[(&)] _ L

b
21&1‘(%) k—2

(9)

on trouve pour A>3 :
1
(10) Nl(x)ﬁx—/.A‘fI(—-x, Az ");

alors que pour & = 2, on a simplement

kd

y

(10") Ag(z)i<l——e— )x=0,3248x.

Pour A = 3, la relation (10) donne ¢n particulier :
(10')  Na(2) = 2(1—e-8) 2 Agz (1 —5) et — 2 AVEi(— ),

avec

(11) E= Asz

el=

(As= 0,294 44).

La relation (10") donne, pour z < 2 0oo. des résultats extraordi-
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nairement satisfaisants, ainsi que le montre la figure de la page 290

de FC.

La relation (10') ne coincide pas avec la formule asymptotique
de Landau :
bx

log

Na(z) =~ (b =0,764)

8

mais donne des résultats numériques meilleurs que cette derniére,
pour des valeurs de z pas trop élevées.

4.8. Apergus sur les fonctions du cylindre parabolique. — La
forme (1.2-2) de l'intégrale générale de I'équation confluente, ou
apparait au second membre la puissance z!—¢, monlre qu’il sera
généralement impossible d’éviter la considération de fonctions non
uniformes dans les probléemes conduisant a envisager cette équation.
Toutefois — en ne considérant pas le cas de c entier, pour lequel la rela-

tion (1.2-2) n’est plus valable (*) — dans le cas de ¢ = % <0u, plus

généralement, dans celui ot ¢ differe de ;j par un entier) , il est suffisant

de changer simplement z en z? pour éliminer toute polydromie.
Ceci suffit pour comprendre 'importance particulidre des fonctions
du cylindre parabolique, c’est-a-dire des fonclions hypergéomé-

. . 5 I s 3 .
triques confluentes qui correspondent & ¢ = - ou & ¢ = >+ La raison

de celte dénomination provient de ce que ces dernitres ont été
rencontrées en premicr lieu dans certains problémes de Physique
mathématique (nous parlerons brievement de 'un deux a la fin de
ce paragraphe) dans lesquels interviennent des cylindres dont la
section droite est une parabole.

La fonction fondamentale du cylindre parabolique est la fonc-
tion @, (z) dont la définition la plus simple est celle que donne
la formule

y_» 2
) Dy(z)=2"e *w(-%,é;%) (Rz> o),

mais son caractére de fonction uniforme est mieux mis en lumiére

(') Du reste, également, dans le cas de c entier la seconde solution (du type BY')
de ’équation confluente est en général polydrome, aiusi qu’il résulte de (2.5 10).
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en considérant son expression (moins simple) a partir de la fonc-
tion ® qu’on oblient immédiatement au moyen de la formule (2.2-3);
ona .

7%

() Oe)=yRae » ;——I_S A

Notons, en particulier, que

’

<
1<

g 2

(3 Dy(0) = __L’-‘_i__, @ (0) = — L2E:2_ .
1 v v
T )
2 2 2
La fonction y = @,(z) est une solution d’une transformée de
I'équation confluente :

(4) W-l—'(v+%—-%x=>_y=

qu'on appelle équation de Weber et dont trois autres solutions,
généralement linéaircment indépendantes de yy = 0)y(x), sont
Y= @y(—x),  ¥i=0v1(iz),  yi=B(—iz).

Les quatre solutions envisagées donnent licu & six couples (yr, ¥s)
dont les wronskiens sont respectivement les constantes suivantes :

V41 +1_.\
Wie = -I%-i-%)—, W,3 = exp (— m), W”=exp(v > m),
v—1I . i\/ox
Wos = etp( 2 7”)3 We=— Wiy Wy = m'
Lorsque v=n=0, 1, 2, ... On a W,s=o0 et la relation cor-

respondante entre y; et ya est
(5) Dp(—x) = (—1)" On(x).

Ayant choisi un couple (¥r» ¥s)> les deux fonctions restantes
peuvent généralement s’exprimer par une combinaison linéaire
de y, et y,. On oblicnt ainsi 12 formules du genre de celles que,
dans le cas général, nous avons condensées dans le tableau du para-
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graphe "2.4. De ces formules, nous donnerons seulement, a titre
d’exemple, la suivante :
pie,

Lt
D —(v+1)— .
(6) @Dy(r) =D, (—x)+ l‘ﬁne @D _y—y(ix).

Des formules générales pour les fonctions confluentes correspon-
dantes, on déduit facilement les SJormules de dérivation, de récur-
rence, etc. suivantes :

) @Y @) = 5 By (2) = Boi (@) = v Doy () — 2 Dy (),

(8) %[e.T (Dv(.z')] =v(v - D...(vV—n-+1) e.T @y_p(x),
a [ -% -¥

(9) g;,,[e ‘Dv(-”)]=(—l)"e * Pyin(x),

(10) ' Dyi(x)— 2Dy (2) +vODy—y(z) =0,

(11) @2 () + (29 +1—2°) Dy(2) + v(v —1) ®y_s(x) = 0.

Existent, en outre, les théorémes d’addition et les dévelop-
pements en série de puissances, tous valables sans restriction,
suivants :

(12) Dy(z+3) = exp(% -+ ‘Z['—> E (~my!)"‘ Dyrm(z)
m=u
ool 2 -5) 8 (7)ot
m=0
v oar — m
(13) ®y(z) = /r.o%e? E : ( : ‘/5;"’) -
,,,=om.[‘<—— 2'—:>

Parmi les trés nombreuses formules tntégrales et les trans-
Jormées de Laplace dans lesquelles interviennent les fonctions du
cylindre parabolique signalons celles qui présentent les formes les
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plus simples :

(14)

_t ks
ﬁr[e'zt—v—1J=[‘(_v)e‘@v(x) (Rv <o),

v
V1 —

o, (vm) | = 2 (T Ry
((Rv<l.6{s,>—(Rk),

YV +1 kg

£, [t_

(’3(d10)=£l‘(1-4—\i f‘CO‘ 2ot —( LAY L
Y T 2/ Jy ° G ° —kv—k:’:) y/cosb

(2>0,ve—2, — 4§, ...),

.1:’

—Ve
Dy () = l‘(v) f (v, V2tz)dt (Rv>o0,Rz> o),
]
[GDP(—E—_.Z')GD\,(.t)dx
0
L4V 41

)

LN [PG*‘%')r(_;;)ir(—g);(é—i)]'

.3

(&1}

' Parmi les cus particuliers, le plus nolable est celui de v entier,
dans lequel la fonction ), (x) se réduita un polynome d’'Hermite (*),
en accord avec la formule

xt

(15) L'O,l(x)se_TH,,(.z') (n=0,1,2, ...).
Decux autres cas particuliers importants sont les suivants :
2? N — 2
2) = ‘ z z z
(16) @_y(x)=\2¢ Erfc(ﬁ)y @y (2)= 27_[(_;( 4>,

K ¢tant une fonction de Bessel de troisitme espéce, conformément
aux nolations de Walson.

Passanl aux propriétés asymptotiques ct descriptives, nous
déduisons immédiatement du développement asymptotique fonda-

{1) Les polynomes d’Hermilc auxqucls nous nous référons sont ceux définis par
la formule '

H,w):(—:)"e';f—;[e_}].
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mental (3.1-1) de la fonction W, que si, v restant borné, z tend
vers 'infini de telle manidre que son argument demeure compris

enl.re——:o’—“et—l—if,ona

; ;

I (=Y ()"

(17) Dy(z) ~ 27 e ‘HT(—ZE)'
n=0

Si, par contre, la condition imposée a 'argument n’est pas satis-
faite, on peut se rétérer aux développements asymplotiques analogues
des fonctions O, (—z), B_,_((iz), B_y_y(— iz) (se reporter
a FC, p. 236) qui sont valables sous les conditions respectives

. T

4

X

4

5=

<ar<v.7c<f
A 4

<argzr < E, —-—E<argx<
4 4

Plus délicat est le cas ou v diverge. De toute fagon si 2 reste borné

ou au moins est tel que x = O (v*") avecp’' << %, on déduit des résultats
du chapitre 1II I'importante formule (?)

| v

(18 wv(x)=-5%F<v:I) cos(‘/v+§a:— ‘;—”) [i-+- o (v-=1)],

i—rnm L 5—3’)‘
v = 3 972 P)-

Pour ce qui est dés zéros réels positifs de 0),(x) avec v réel
positif, on déduit facilement des résultats généraux du chapitre 111,
qu’il n’en existe aucun pour v=1, un pour 1<<v<3, deux
pour 3v <5, etc. et que de plus un zéro nul se présente lorsque v
prend une valeur enti¢re impaire. Par contre, les résultats du cha-
pitre III ne-suffisent pas pour permeltre de dénombrer les zéros
négatifs et il est nécessairc de recourir 2 une application nouvelle
de la méthode de Sturm, qui conduit au résultat suivant : si

am—a2<vZLam (m=1,2,3,...)

le nombre des zéros négatifs est m. On peut, de plus, montrer que
les zéros positifs comme les zéros négalifs sont des fonctions
croissantes de v et que leur comporiement est celui que donne sché-
matiquement la figure 5 dans laquelle on a porté en ordonnée, & la

(2) Pour plus de détails, ¢f. Erdélyi Kennedy McGregor [51.
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place des valeurs des zéros zy, za, ... de B, (z), les quantités

/

Er'—‘-\/"“‘éxr (V=[)21':‘):

ceci pour obtenir une représentation commode.

s

S
I

[9,]
"I TN B N T T O |

y

]
(3]
PO U WO T O T A I |

~104

Comme on le voit, lorsque 'on tend (en venant de la droite) vers
une valeur entitre de v, le zéro négatif de valeur absolue maximum
tend vers — . S

Ainsi qu'il a ¢1é dit au commencement de ce paragraphe, les
fonctions qui nous occupent trouvent leur origine dans le fail que si
'on passe des coordonnces cartésiennes (z, ¥, 5) aux coordonnées

cylindroparaboliques (£, n, ¢) par les formules
z=fn, y=iF—m), =%

P'équation Asu + k?u = o prend la forme

’ 1 u dFu Pu '
(9) ——E*+n=(T)ET+WF)+ oy Thu=o
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et qu’en cherchant des solutions de la forme v =X (¢) Y (n) Z(¢), on
trouve, A et i1 élant deux conslantes, les trois équations différentielles
(20) X'—(2&°+pn)X=o, Y—(A2—pu)Y =o, '+ (k2+2)Z =0

dont la troisiéme est d’intégration élémentaire, alors que les deux
premidres relévent du type de I’équation de Weber (4).

En opérant ainsi, on parvient, au moyen des fonctions @,
a étudier de facon rigoureuse la réflexion sur un miroir ayant la
forme d’'un cylindre parabolique (de longueur infinie), des ondes
électromagnétiques issues de la ligne focale du cylindre, probléme
qui a une importance pratique considérable dans Détude des
¢émetteurs de télévision. Voir FC, §5.6.

4.9. Quelques exemples d’application des fonctions confluentes
générales. — Pour terminer, nous nous proposons d’examiner rapi-
dement deux exemples d’application ‘des fonctions hypergéométriques
confluentes du type général, c’est-a-dire qui ne correspondent plus,
comme dans les cas précédents, a des valeurs particuliéres des
paramétres.

Le premier de ces exemples, qui est peut étre le plus important
de tous, concerne le probléme des deux corps en Mécanique ondu-
latoire pour lequel I'équation de Schrodinger, écrite en coordonnées
polaires (r, 0, ¢), prend la forme

> 2 JY ) cos dY
® TR T R

T Y 8§x:M AV
Femb oy T W (E+7>4'—°’

h, M, p, E étant quatre constantes dont les trois premiéres sont
toujours positives.

En appliquant, comme d’habitude, la méthode de séparation des
variables, c’est-a-dirc en cherchant des solulions de la forme

}=R(r)8(6) ®(9),
il apparait immédiatement que I'équation radiale, c’est-a-dire celle
que satisfait R(r), s’écrit
R’ R 8=:M

(2) r’§+2r—ﬂ+ X

(Erz4+ur)y=1I1({+1),

{ ¢tant un entier non négatif quelconque.
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Celte équalion peut se ramener a I'équation confluente (r.2-1) de
variables X et Y, en posant d’abord

3 X 2T ToWME =8
(3) == 2ME, B= 5 Mu
puis
ro o -
0 r=20X,  R(n=rle PY(X); a..—.1+l—%Bro,

c=2(1-+1{).

Par suite, dans la mesure oiv a r’est pas un entier négatif ou
nul, on aura

(5) R(l'):rle—a[C,@((z,c;?—r>+C,llJ‘(a,c;2—r)];
ro ry

C, et C., étant deux constantes arbitraires.

11 en résulte le fait, & premicre vue troublant que, la constante E
(qui a la signification physique d’une énergie) étant supposée néga-
tive, la solution (5) est inacceptable parce que la fonction R cor-
respondante se trouve avoir un comportement inadmissible, soit
pour r —> 0, soit pour r — . Dans ces conditions, la seule échappa-
toire est que la constante E doit avoir une valeur telle que le para-
métre a, donné par la troisidme équation (4), soit égal a un entier
négatif ou nul, que nous désignerons par n,. En effet, dans ces
conditions, on a

1
2r g - 9 ar
P(a, c; — =——_L$lol+” _)’
Iy (2 +2l)n0 ro

\
1F<a, c; z) = (—1)%n,! Lﬁ“”(z)'
T'o

o

et I'on parvient, & un facteur constant prés, la solution

r

—Lrenan(2r
(6) R(r):l’le To Long (7‘0>

qui est tout a fait acceptable. '
La conséquence la plus importante de ce qui précéde est que,
lorsque E < 0, le systéme est quantifié, ainsi que P'on dit en Phy-
sique; c’est-a-dire que Pénergie ne peut prendre qu’une suite discréte
de valeurs Ky, Es, Eg,... qui, compte tenu de la premiere des rela-
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tions (3) ct de la condition @ = — n,, sont données par la formule
2\ 112
(7) E,l:—z—%% (n=1+l+no).

Par contre si E > o, le sysitme n’est pas quantifié ct, au licu d'un
spectre de raies, ¢émet un spectre continu dans lequel, en posant
ro = iry, c'est-a-dire

I 2T I/
(8) = - V2ME,
la distribution de I'intensité lumincuse est liée aux valeurs de la
« fonction d’ondes de Coulomb », déja considérée (') :

Bry, r
H(L— =75 2

ot, d’une fagon générale, on a pos¢é
(9) H(,L K 2)=ex®(1+ L+ ik, 2 + 21, — 2ix).

Dans cetie « fonction d’ondes de Coulomb », I'imaginaire ¢ ne
figure qu’en apparence, la formule de Kummer (1.3-1) permet en
effer de voir immédiatement qu'elle coincide avec sa conjuguée, donc
qu’elle est réelle.

La dernitre application que nous voulons signaler concerne un
probleme d’élasticité : la flexion des plaques élastiques d’¢paisscur
non uniforme, soumises a des charges normales.

Supposons que le plan de iy coincide avee le plan « moyen » de
la plaque; le probleme envisagé repose sur I'équation aux dérivées
particlles du quatri¢me ordre

Pu Pz Pu Pz ’p d’z\
(1) Be(udsn) —(—o) (Th 55 —2 T P L TR O o, ”
ou z(z, y) est le déplacement (normal) du point P(z, y) du plan
moyen de la plaque, p(x, ) la charge spécifique velative a I'élément
de surface correspondant; o est le coefficient de Poisson du maté-
riau, et p est donné par la formule

‘ Ell(z, v}

(') Pour cette fonclion, voir [6], [T] et [32].
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h(z, y) étant 'épaisseur de la plaque au point P et E le module
d’Young de la matiére constituant cette derniére.

A T'équation (10) il faut adjoindre des conditions aux limites
convenables qui dépendent de la nature des liaisons, par exemple
plaque appuyée ou encastrée le long de son contour.

Le difficile probléme qui se présente ainsi se simplifie considéra-
blement lorsqu’il y a symétrie circulaire, c’est-a-dire lorsque la sec-
tion de la plaque par le plan moyen z = o est un cercle ou une cou-
ronne circulaire et que les fonctions . (z, y) et p(z, y) dépendent
seulement du rayon vecteur r = \/z* 4 y?.

Supposons de plus que les liaisons respectent aussi la symétrie
circulaire el que E el ¢ soient des constantes; dans ces conditions

I'équation (10) peut se transformer en I'équation ordinaire du
quatriéme ordre

(12) %grl-g—.[%—_%(rgé)]—(l—’c)%};%Iz-§=rp(,-).

L’ordre de I'’équation précédente peut Otre abaissé de deuz unités
(4 . . .. .
en posant d’abord u = ;,—i puis en effecluant une intégration indéfinie

qui introduit la fonction

-
(13) P(r) =f rp(r)dr+C,
, ‘o
C étant une constante arbitraire, ro élant nul dans le cas d’une
plaque plane circulaire et égal au rayon de la circonférence intérieure
dans le cas ou la plaque a la forme d’une couronne circulaire. On
parvient ainsi 4 une équation du second ordre qui, en indiquant pour

simplifier les dérivées par des accents, peut s’écrire

(14) rﬁu”+[l+A(r)]ru’+[cA(r)—I]u=ﬁP(r),
ot I'on a posé, pour abréger,

! dlo
(15) A(r)=r%=r drg“.,

L’¢quation (14) peut s'intégrer explicitement en la ramenant a
une équation confluente — a coté du cas élémentaire 1 = Cle —
lorsque
(16) A(r)y=Knr,

MEMORIAL SC. MATH. — N° 140. 8
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k et v étant deux constantes; ce cas est d’un intérét pratique certain,
puisque, par exemple, si v = 2, la plaque correspondante & une forme
lenticulaire, c’est-a-dire semblable a celle d’une lentille convexe ou
concave.

On voit alors tacilement (¢f. FC, § 5.2) que, la relation (16) étant
vérifiée, et A et B étant deux constantes arbitraires, l'intégrale géné-
rale de I'équation homogene qui correspond a (14) s’éerit

-+ +
(17) u=r[A(1><cv I’-3—+I;—'7:r">+B‘F(°" I,—i—+1;-£ ")]s

on parvient ainsi & un résultat explicite (1).

Par exemple, si l'on a affaire 4 une plaque lenticulaire convexe
(pleine), encastrée sur son contour, dont I'épaisseur est donnée par
la formule

(18) h = ho exp [—g(%)],

ou ko est 'épaisseur au centre et R le rayon de la section moyenne et
si, d’autre part, la pression a laquelle elle est soumise est constante
et de valeur p, en posant

=P

wl s

on trouve que

(19) z=H(P—e?)+K [d)(c:l, 23 292> _q)(c:r, 2; 2)],

H et K étant des constantes données par les formules

3R 1—¢2/ R\3 2 —t
(20) H=_8-3Ti<h—o> %’, K=Hl2iql<b<l:c,2;2)] .

Le second terme de (17), celui contenant la fonction W, intervient
seulement dans le cas d’'une plaque percée, c’est-a-dire ayant pour
section moyenne une couronne circulaire.

(1) Les calculs numériques qui y sont relatifs sont facilités par les tables contenues
dans le travail de Gran Olsson [25].
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