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* * SUR UNE GENERALISATION 

D E S POLYNOMES DE JACOBI 

Par Félix POLLAGZEK. 

Introduction. — D'après un théorème bien connu (voir par 
exemple G. Szegô [14], p. 4 0 (*)> ^ois éléments consécutifs d'une 
suite de polynômes orthogonaux P«(^) satisfont à une relation de la 
forme 

P w ( 0 = ( A # l * - h B „ ) P « - i ( 3 ) — C«P # I —(r) (A„ ^ o; n= i, 2, . . . ) . 

D'autre part, à toute formule de récurrence de celte forme, à 
C 

coefficients réels et tels que -7—^- >> o, il correspond au moins une 

fonction bornée ty(z), à croissance monotone et telle que 

^ P«(-8)P„(3)rf^(s) = o ( w ^ n; m, n = o, i, . . , .) . 

De manière toute naturelle se pose alors le problème d'étudier des 
suites de polynômes dont la formule de récurrence a des fonctions 
données de n pour coefficients, la catégorie qui se prête le plus 

(1) Les chiffres contenus entre des crochets renvoient à la bibliographie placée à 
la fin de ce travail. 
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aisément à des calculs étant celle où A„, B„, Gn sont des fonctions 
rationnelles de n. C'est aussi à cetle catégorie qu'apparlienneni 
toutes les familles de polynômes orthogonaux classiques (les poly
nômes de Jacobi et leurs différents cas particuliers, ainsi que ceux 
d'Hermite et ceux deLaguerre). 

Nous avons jadis traité les polynômes dont les A,,, B/}> C„ sont des 
fonctions homographiques; de même dénominateur, de n ( [6] à [9] : 
cf. aussi [16], p. 218-221) et dans cet ordre d'idées, M. Szegô [15] 
a établi la généralisation la plus simple des polynômes hypersphé-

» 
riques. Les fonctions génératrices g(x, z) = ^ 3 7 ^ , , ( 3 ) et les poids 

0 

d'orthogonalité ty(z) de ces suites de polynômes s'expriment au 
moyen de fonctions classiques de l'Analyse, ce qui en facilite l'étude. 

Parmi les suites de polynômes dont les A„, B„, Cn sont des 
fonctions rationnelles de n, nous paraissent dignes d'un certain 
intérêt celles où ces coefficients sont des quotients de polynômes 
en n, du même degré effectif (arbitraire) ra^i, sauf que le degré 
du numérateur de B„ est ^ m. Ce sont ces suites que nous étudions 
dans ce qui suit, en supposant les coefficients des polynômes en n 
complexes et arbitraires dans les premiers paragraphes, réels et 

assujettis à l'inégalité -r—~r- > o dans le reste de ce travail. 

Pour /« = 3, ces polynômes contiennent comme cas particulier les 
polynômes de Jacobi, avec lesquels ils ont plusieurs propriétés 
caractéristiques en commun. Tout comme c'est le cas pour les 
polynômes de Ja«cobi, leur spectre (les points limites des zéros de 
nos polynômes) est un ensemble borné; de même, leurs développe
ments asymploliques sont grosso modo analogues. 

En raison de nos hypothèses, la fonction g(xy z) satisfait à une 
équation différentielle linéaire d'ordre m, L(g(x, z)) = consl., dont 
le premier membre est du type de Fuchs, sauf pour deux valeurs du 
paramètre z que nous faisons coïncider avec ± 1. 

Nous disposons ainsi d'un moyen pour prolonger g(x, z) analyti-
quement au-delà du cercle de convergence de sa série de définition. 
et connaissant la position et la nature des singularités de cette 
fonction, nous sommes en mesure d'établir, sauf pour z = ± 1, le 
comportement asymptotique des P/,(s') et de fonctions apparentées 

>^*TTrÇftur n "** °° • 

f 

XV 
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Dans la plupart de nos formules figurent les intégrales d'Hadamard 

/»«1 r . -, 
rn(z)= / ?"l(?3 *)d\ [ « ( * ) = * — vV- - i ; n = o, i, . . .J. 

I? 

où io(x, z) désigne, à un facteur près qui dépend de z, la solution 
unique de l'équation différentielle du type de Fuchs £(n) = o« 
adjointe à L(y) = o, qui est canonique pour le point « régulier w 
x = a, sans y être holomorphe. Les rn(z) sont holomorphes 
partout, sauf aux points z = i, — i, oo où, en général, chaque 
branche est ramifiée logarithmiquement. Multipliées par des 
constantes appropriées c„+i, les fonctions J V H ( ^ satisfont à la 
formule de récurrence des Pn(z) et d'autre part Vn{z) peut être 
représenté linéairement par les valeurs prises par la branche princi
pale de rn+t(z) (qui est holomorphe en z = ce) sur les deux bords 
d'une coupure allant de z =—i à z = i. Lorsque z contourne un 
des points i, — i , oo, rn(z) subit des transformations linéaires dont 
les coeficienls s'expriment au moyen des coefficients des transfor
mations de passage entre les différents systèmes de solutions 
canoniques de l'équation i?(r}) = o. 

Nous ne supposons pas connue la théorie de la fraction continue 

/ ( z y - *' 1 r~ ! £ î I - . . . 

et utilisons d'ailleurs d'une manière essentielle une fonc
tion [u (x, y, z)] étrangère à cette théorie. Les « moments » des 
polynômes P(z) de l'anneau C[s] , engendrés par la suite des T?n(z), 
ont donc été définis comme les restes numériques { P ( s ) } des P ( ^ ) 
par rapport au module qui a tous les produits Pn(z)Vn+i(z) et 
Pn(£)P/i+2 (z) pour éléments de base. Dans le cas présent où %(z) 
est holomorphe à l'infini des z, les Pn(-s) forment sur les cercles 
\z | = r, de rayon assez grand, un système de fonctions orthogonales 
avec la densité x(*) , et l'on obtient la relation 

que nous utilisons fréquemment. 
L'emploi de l'intégrale impropre introduite par Hadamard [3] 

simplifie la démonstration et l'écriture de nos formules. Dans une 
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Note finale, développant le contenu de [11] et consacrée à la démons
tration d'une formule où figure cette intégrale, nous en avons rappelé 
la définition et les propriétés. 

1. Généralités sur les suites de polynômes définis par une formule 
de récurrence de la forme ( i ) . — Soient P0 , P i ( - ) , . . . une suite de 
polynômes en z, définis par la formule de récurrence 

(T) j P»(*) = (All3 + B I I)P I I_1(s)--C l lP I I_s(0 
( (n = i, ?, . . . ; P 0 = i , P_, = o), 

où An^é o, B7l, Gn désignent des constantes réelles ou complexes. 
On démontre par induction complète que : 

i° Les puissances i, z, . . ., z" s'expriment linéairement, au 
moyen de coefficients a^ b^, ç,lv qui dépendent des A,, B,, d , par 
P 0 ( = i) et les produits 

(2 ) et 

1 PV(5)PV_,1(?) (v = o, ...,[i=i]) 
» e t 

f PV(*)PV+S(3) (v = 0 | 5 " ] _ l ) f ^ 

dope 

(3 ) *» = a„-+- ^ &„vPvPv+i-h 2 C"VPVPV-HÏ (/1 = 0 , 1 , . . . ) . 
V=rO v = 0 

2° Les produits Vm(z)Vn(z)(m^ n) s'expriment linéairement 
par les seules quantités (2), donc 

l-^—\ L—J-1 

• P|ii(*)P/i(*) = 2 ^«+«>vPvPv+1+ 2 cîn+n, vPVPv-» 
v = 0 ' v — 0 
( w ^ / i ; / n , / i = o, 1, . . . ;. 

Dans l'anneau des polynômes P ( s ) , on peut alors définir une 
opération linéaire { } par les conditions 

( 5 a ) { i j = i , 

(5 b) j P v P v + 1 j = o , { P v P v + î } = o (v = o, 1 , . . . ) ; 
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en eflet on lire de (3), au moyen de ( 5 a ) et (5 6), 

<6' '-' ——(S-Ï^C"- . - .^] ) . 
de sorte que pour tout polynôme P(-s), {P(*)} est bien déterminé. 

En vertu de (4) et (5 b), on a en outre 

(5 c) )PmPni=o (m ^n; m, n = o, i, . . . ), 

de sorte que les polynômes suivant (i) sont orthogonaux par rapport 
à l'opération { }. Réciproquement, on reconnaît que les éléments 
d'une suite Vn(z) doivent obéir à une loi de la forme ( i ) , afin qu'un 
opérateur linéaire suivant ( 5 a ) et (5c) , et tel que 

{PJH^O (/1 = 1,2, . . . ) 

puisse être défini. 
Supposons maintenant que 

(7) ïîm V l l ^ H =r<oo. 

Pour | z | > r, la série 

(8) ^)=25 < z» j 

sera alors convergente de sorte que, C désignant un cercle de 
rayon > r, ayant l'origine pour centre, on a 

(9r t ) \\ijzny^z^dz:=z f*"! (* = °> i, •••); 

pour un polynôme P ( ^ ) quelconque, on tire de là : 

(9*) -^rifcP(z)7L(z)dz^{P(z)\ 

et en particulier on a, en vertu de (5c) , 

(io) ~,f Pw(*) P„(*) *(*) rf» = 8*« { PJ } (m, n = o, i, . . . ) . 

Donc dans l'hypothèse (7), les polynômes P„ ( s ) définis par (1) 
sont orthogonaux, avec la densité (8) , sur les cercles C de 
rayon > r. 



6 F. POLLACZEK. 

Calculons maintenant {P^j. En vertu de (i) et (5 a) , il vient 
d'abord 
(n) J PS} = {i} = i ; 

en effectuant ensuite dans l'équation (i) , multipliée respectivement 
par P„ et P,i_2, l'opération { j , on a 

l P j } = A l l { « p l l _ l p I I } (11 = 1,2, . . . ) 

et 
PLn{zPn-^n-x}'= Cn{n-%} (» = 2,3, . . . ), 

donc 

(12) {P£! = ^ ^ { P ; U ! ( * = i , 2 , . . . ) . 

En multipliant les n premières équations (12), on a enfin, compte 
tenu de (11), 

AL 
^/l-Hl ( i 3 ) ^ = ^ 1 1 ° 7 ( B a = I » 2 > •••>• 

Les polynômes Pn(z) suivant (i) sont les dénominateurs des nlèrae" 
réduites 

de la fraction continue 

(.6) X ( . ) - A ' I C' I Cl « 
j A t S H - B ! | A i 3 + B 2 | A ^ + B-j 

A. 
( 2 ) Rappelons que les numérateurs An et les dénominateurs B„ des réduites ^ 5 

de la fraction continue , , ' -h - ~ — H , / • -4-• • • satisfont aux formules 
1*1 I 62 I 63 

( A „ = ^ A „ _ t + a I l A n _ 2 , B ^ ^ ^ B ^ - h ^ B ^ ; 

( Bn B„_, " B„_,B n ( » - * » - » •••>• 

Les formules plus générales 

(**) AB+V = B»; A v + A«v Av-lj B»+v= B«vBv+ ABvBv-l, 

où A»v et Bnv sont le numérateur et le dénominateur de la fraction 

(***\ A»v _ fll+v I fl«+v I 

seront util isées au paragraphe 6. 
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E n effet, les P * ( s ) et les P / t U ) satisfont aux formules de 

récurrence (*') 

(// = 1. 2, . . . ) , 
( i 6 a ) P ; ( a ) = ( A „ a - h B l l ) P i - i ( 5 ) - C / l P ; i _ , ( j 8 ) 

( 1 6 6 ) , P / / ( S ) = ( A ^ H - B W ) P W _ 1 ( ^ ) - C « P « _ , ( S ) 

où l 'on a posé 

{lia) P : 1 = _ ^ , P*0 = O, 
t.«l 

( 1 7 6 ) P- i = o, P0 = i; 

or, c'est par les relations (16b) et ( 1 7 6 ) que les P w ( * ) ont été 

définis plus haut . 

Comme les P*3 de degré n — 1, obéissent à la même formule de 

récurrence que les P n , avec les valeurs initiales P * = o et P* = A1 ? 

ces polynômes, désignés de manière plus détaillée par 

(18) P „ ( s ; A13 B15 . . . , A/i3 B*, G„) et P ; ( z ; A „ B , A,„ B„, C ) , 

satisfont à la relation 

(19) P ; ( c ; A„ B, A„, B„, C„) = A, Pn^( z; A,, B> A„, Bn , C„) 

qui sera utilisée au paragraphe k. 

Supposons main tenant que pour | z | ̂  r , la fraction cont inue ( i5 ) 

est uniformément convergente, donc que pour tout ent ier / * ^ o , la 

série 

( V / , N _ P Î W • /Pn-H _ K \ + _ P « ^ , V A.C^-Cv-.-i 
(00) î l - ) " p ^ 7 > ' p ^ p . / " P ^ S J ^ ^ P V C O P ^ I I * ) 

converge uniformément, de sorte que X ( * ) est holomorphe à l'infini; 

not re hypothèse implique évidemment que les modules des racines 

de tous les Vn(z) sont < r. 

L'intégrale 

— fpm(z)Pn(z)X(z)dz (o^m^n), 
2 J: 1, Y 

où G désigne un cercle de rayon > r , ayant l 'origine pour centre , 

s 'annule, sauf pour m = /i , ce qu'on reconnaî t en y subst i tuant pour 
X le dernier membre de ( 2 0 ) . Car il vient évidemment 

rp«oop;(*)«f* = o, 
1 / 1 
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et nous avons 

r P P 
/ "l n dz = o ( o ^ / » < / i ; v = /i, /1-+-1, . . . ) • 

puisque la fonction à intégrer, holomorphe à l'extérieur de C, 
s'annule à l'infini comme ^m4"'l~2v~1, donc au moins comme z~\ Mais 
pour m = n, le premier terme de la série qui figure au dernier 
membre de (20), donne l'intégrale 

A Î C Î . . . G / 1 + I . / 5 -r—-rdz = A t C>. . .CAJ+i A^| , ^ o. 
2x1 Jt Pn+](z) 

En utilisant ( i3) , on obtient ainsi la relation d'orthogonalilé 

(21) - L . f Pm(z)P„(z)X(z)dz = omn { P;i } (m, « = o, i5 . . . ) 

et de là résulte, en vertu de (3) et (6), la formule 

— . fz»\(z)dz= — . fx(z)dz = an={z'>\\ 
1x1 JL 2x1 J{ 

donc les {z" ) sont les coefficients du développement taylorien 
de X ( s ) à l'infini. 

La convergence uniforme, pour ] -c | __* #•, de X ( s ) implique donc 
la convergence (pour | 3 | > r) de la série (8) ainsi que l'identité 

(22) X ( , ) = X ( * ) = l i m j ^ (•'>. 

(3) Usuellement on définit la série (8) [la « série associée à la fraction conti
nue (i5) »] comme une série formelle de puissances de z~l dont les *>/i premiers 
termes coïncident avec les in premiers termes du développement lajlorien, 

P* (z) 
suivant z », de " :« A. Pringsheim [12] (voir aussi [5], p. 342) a démontré que la 

série ainsi définie représente le développement taylorien de do) quand celte 
fraction continue converge uniformément à l'infini; car alors, les développements 
tayloriens des différents termes de la somme infinie (->o) peuvent être ajoutés 
formellement, et cela donne l'équation (22). 

Comme ici les coefficients de (8) ont été définis d'une manière différente, nous 
*>// — i 

concluons inversement des équations (20) et (22) que 7^ {s'J z-'~l est la 

P* (z) 
(2«) lèm* somme partielle du développement taylorien, suivant z l, de " ~ • Cet 

énoncé, équivalent à des identités où figure un nombre fini de constantes A,, B.„ C,, 
est évidemment valable, que la fraction (i5) soit convergente ou non. 
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Les fractions continues ( i5) relatives aux suites de polynômes 
considérés plus loin convergent uniformément à l'infini, ce qu'on 
voit en appliquant des critères de convergence assez élémentaires 
(voir par exemple [5] , p. 261, théorème 29). De plus, les formules 
asymptotiques que nous établirons au paragraphe 4, pour l?n(z) et 
P* (z), pour n -> 00, nous permettront de tirer de (22) immédiatement 
la fonction %{z)- Cependant, nous exposerons au paragraphe 5 une 
méthode directe pour obtenir x(z) s a n s utiliser les réduites de la 
fraction continue ( 15 ). 

2. Suites de polynômes Pn(z) dont la formule de récurrence 
dépend rationnellement de l'indice 11. — Posons, dans (1), 

(23) A„=i^L> B„=£44 Gn=£m (, = I j2, ...), 
p0(n) p0(n) p0{n) » 

en désignant par 

l />i(Ê) = *oi$m-+- snï" 1 - 1 -
(24) 

( (i = o, . . . , 3 ; m ^ i ; aoo== 1, 3oi / é o , «03 5** o) 

des polynômes à coefficients réels ou complexes, sans diviseur 
commun et tels que 

<25«) Mn)*°\{n = h2,...). 
(25 6 ) /1,(71)5*0 P ' ' 

Au moyen de (23), l'équation (1) prend la forme 

p0(n)Pn(z) — (zpi(n) •+• p^n^Pn-^z) -hp^(n)Pn^(z) = o 
(26) , 
K J l (w = i, 2, . . . ; P 0 = i , P - i = o > 

n 

Or, les polynômes Pn(z) = ao r"P / i(^), où nous avons posé 

' 2 v/a0j 

satisfont à une formule de récurrence de la forme (26) dont lesp\( \ ) 
correspondants ont respectivement pour coefficient du terme de plus 
haut degré : 

(27) a 0 o = i , « O I = T 2 , a 0 2 = O , a 0 3 = i ; 

sans restreindre la généralité de nos hypothèses, nous pouvons donc 
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admettre de prime abord pour les coefficients a0» des polynômes (24) 
les valeurs (27) ( '« ). 

Nous verrons plus loin que pour les Pn(z) définis par (26), la 
condition (7) est satisfaite et que la fraction continue ( i5) qui leur 
est associée, est convergente. 

En raison de nos hypothèses (23), (24) et (27), la série de 
Taylor 

(28) „o( x > ; ) = 2<C"P„(s) 
n = 0 

est certainement convergente pour | x | < (2 | z | + i ) _ 1 . En ajoutant 
toutes les équations (26), multipliées respectivement par x11 et 
utilisant les formules 

nx" = x -j— x 
dx 

' (1 = 0, . . . , 3), 

on obtient la relation 

(*) L'hypothèse en apparence plus générale d'après laquelle les degrés mt des 
polynômes 

satisfont aux relations— ? = m^-rn,, se ramène pour les polynômes P„(z) 

définis par la formule 

m(z) = PJz) J J r ( « + i - p v ) (pourm 0 >/n 3 ) , 
V = 1 

/ » a — /wB 

= p „ ( s ) J"[ r ( « + 2 - ? v ) (pour /n 3 > mQ) 

aux hypothèses (23) et (24), avec 

m9 = ml — m% = —2 1 ^ m,. 
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en y joignant en outre l 'identitépo(x-j- JP0 = /^0(0) , nous trouvons 

pour g(x, z) l'équation différentielle linéaire du mlhme ordre 

Avec les notations 

(3oa) L« « ^ . ( ' s ) - ^ * ^ ) * - * " ^ ^ ^ ) * 1 ' L± = * ( * s ) * ' 
(3oô) LXi4 = L<f.-aLi, 

cette équation prend la forme symbolique 

(3 i ) L r > 5 ^(^ , z) =pçf{o). 

En effectuant, à l'aide des identités 

(32) i^ZT') JF—^ix-j—»-cj (/1 = o, 1, . . . ; c arbitraire), 

les différentialions indiquées dans les opérateurs qui figurent 
dans (29) et (3o a ) , on obtient des expressions de la forme 

1 

dx'n~v 
v = o 

(33a) \ ^ ( - ) ( ^ ^ ^ ^ = ^ 1 ^ ) ^ ^ + 1 ) = 2 ^ 1 ^ ) ^ -
» v=o 

m 

* (* &y=*•> (* s -2)=2'°v3—' 

/«-M—v t , 
dxm~v 

dm~v 
dxin-v 

dont les coefficients a^i se déduisent des av/ [éqii. (24)] au moyen 
des identités 

/?o(?)=2avo?m~v:=2avoï(5~I)*• , (?~m'f'v"+"I) , *••' * 
m 

T ŝCS) = 2 f « v 3 ( Ç — 2) . - . (Ç — /?t-4-v — 1); 
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en particulier, il vient ainsi : 

( 3 4 « ) «00= « o o = i , «ot = «oi = 2, a 0 o = a 0 2 = O , « 0 3 = a o ï = i j 

m*— m 
a 1 0 =a io - f - 5 au = aljL-+- /n*-f- /w, 

(34*) ! " , , 
rt1^=aj.i, * r 1 3 = a 1 3 - f - • 

Substituant dans (29) les expressions (33 a) , avec les valeurs 
(34«) des a0i? nous obtenons 

(35) xm(xe> — 2zw-hi) 
dx'n 

2 dm—v or 
a?"»-»(flrv0— ( a v i s -+- av2)a? -4- a v ^ 2 ) ^ m _ v = / > o ( o ) -

Vrzl 

Réciproquement, chaque équation différentielle de cette forme, et 
telle que 

m 

(25 a) po(n)=\^a^on(n—i)...(/i — m -f- v -4-1) ^ o (AI = 1, 2, . . . ) , 

v=o 

possède une solution unique de la forme (28), et les coefficients P/i(s) 
de cette solution satisfont aux relations (26), (33 b) et (34#) . 

À l'aide des notations 

( ^ ^ ) = ^ ( ^ - 2 ^ + i ) ; 

( gs,(#, s ) = # ™ - v ( r t v 0 ~ ( t f v i £ + «vO# + ^va^ 9) ( v = ij ••-, w ) , 

(35) prend la forme 

(37.) q0(x, z)gW+qi(x, z)g(m-^-+-.. .-4- q>n(x, z)g=:p0(o). 

Pour construire la solution particulière g(x, z) de celte équation 
qui est holomorphe pour x = o, nous avons besoin de certaines 
solutions de l'équation homogène correspondante 

m 

(38) 2 ^ , 5 ) . ^ - ^ 0 
v=0 

ou [voir ( 3oa)e t 3o6) ] 

(3g) Lx,zy(x, z) = o; 

en outre, nous utiliserons certaines solutions de l'équation différen
tielle adjointe à (39). 
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3. Étude de l'équation différentielle (39) et de son adjointe. — Les 
singularités des solutions de (38), ou (3g), sont situées en x = 00 et 
aux zéros de qo(x) [équat. (36)] , donc en x = o et aux racines de 
l'équation x1— 2zx + 1 = o. 

Ces racines que nous désignons par 

(4o) x = z — \/z1—i et fi = z -h yjz'— 1, 

ainsi que d'autres fonctions non uniformes de z utilisées dans la suite, 
seront souvent étudiées dans le plan z fermé à l'infini et découpé-
le long du segment 

( 4 I J ' —i^z^i. 

Nous désignons ce domaine, y compris les deux bords de la 

coupure ( 4 0 sauf les points z = ± 1, par D et y définissons le signe 

de \/z-— 1 de telle manière que 

(42) \/z2—i&z (pour 3->oo); 

on a alors 

(43) K * ) | ^ i , IPOOI^i (pourseD), 

le signe d'égalité n'étant valable que pour — 1 < z <. 1. 
On voit que pour tout z fini, sauf pour z =± 1 > les quatre points 

singuliers 

(44) x = o, a(z), p(z), 00 

sont distincts et « réguliers » au sens de la théorie des équations 
différentielles linéaires. Donc, sauf pour les valeurs z = ±i que 
nous excluons désormais, (39) est une équation du type de Fuchs; 
toutefois nous n'aurons pas à utiliser dans la suite le fait que le 
point x = oo est « régulier ». 

Comme équation caractéristique des solutions de (39) canoniques 
pour x = o, nous obtenons [voir (3oa) , (3o b) et (33 b)] : 

m 

(45) pQ(p)=^at6p(p--i)...(p —m-+-1 + 1) = o ^ 0 0 = = l ) ; 

i=0 

en vertu de notre hypothèse (25 a ) , les racines de cette équation 
satisfont aux inégalités 

(46) ?i^h 2> ••• (« = ii •••> m)> 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — »• 131. 2 
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Supposons en outre pour le moment qu'aucune des différences 
pi— py (iy^j) n'est un entier (ce qui exclut en particulier la présence 
de racines multiples); alors les m solutions de (39) canoniques 
pour x = o sont de la forme 

OO 

(47) V>o(tf, 3 ) = 2 c i / ( * ) * / + P ' ( C I O = I , « = i, ..., /n; | x | < | « ( * ) | < 1). 
/=o 

Passant aux singularités .r = a et . r '= (3, nous désignons par S la 
substitution 

(48) s = ( v V - i - > - yfz'—i) 

et posons [voir (36)] 

L ?o(*) Jr=a L ^o(^) J.r=p V " 

il vient alors 

(49*) A ( ^ ) = q n ~ g , B - ( a , 0 " a M - X f ! l ) g " " a | 1 B(^) = AS'(3). 
2 2 \Jz2—i 

Avec la notation (49«) l'équation caractéristique des développe
ments canoniques pour x = a prend la forme 

(5o) p(p — 1)- - .(p — /n + 2 ) ( p ~ / n + i + A ) = o. 

Pour trouver d'abord les solutions qui sont holomorphes e n # = a, 
substituons dans (38) la série 

(5ia) 7 ( ^ ) = 2 ^ ( ^ - a)".; 
{JL = 0 

en annulant les coefficients de la série de Taylor ainsi formée, on 
obtient les équations 

« m ( « - P ) K î 1 ~ 0 - - - ( } A ~ w + 2)([ i - -w + i + Â)clJ.==26tJLVcv 

v = o 
(fx = m — 1 , m, . . . ) , 

où nous avons désigné par 6 ^ des polynômes en a,-y[équ. (36)] , 

z et \jz"1— 1. 
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En supposant que 

( 5 2 « ) A ( ^ ) F £ o , — I , — 2 , . . . , 

on déduit de (5i 6) pour les coefficients cm_l, cm, . . . des formes 
linéaires en c0, ..., cm_2 et la théorie des développements cano
niques montre que la série (5i a) construite de cette manière a un 
rayon * de convergence > o. Dans l'hypothèse (52 a ) , l'équa
tion (39) possède par conséquent m — 1 solutions holomorphes 
en x = a, dont les termes de plus petit degré sont respectivement 

(x — ay (*" = o, . . ., /n— 2). 

Pour être sûr que la mibme solution canonique ait la forme 

(x — a)'»-i-A(i H- c'(x — a) -f- c"(x — aV-f-. . . ), 

nous allons supposer en outre [voir (5o)] que m — 1 —A n'est pas un 
entier ^ m — 2, donc que 

( 5 2 6 ) A ( S ) 5 * I , 2, . . . . 

Pour les m solutions, d'un système fondamental, nous pouvons, 
alors admettre les développements suivants : 

00 

(53 a) ytl (x, z) = ( f T^y' -f- 2 c*y(^ — a ) ' (1 = 1, - .- , /w — 1;. 
j — m — l 

50 

(536) . ^ 1 ^ , 3 ) = 2 ^ ( ^ - 0 ^ - 1 ^ [4,,0= r ^ T ) l -

Pour obtenir ensuite, dans l'hypothèse B(*)=^o, ± 1 , . . . , les 
développements des solutions correspondantes 

( 5 4 ) yi*-(œ, z), . , . , ymt(œ, z) 

canoniques pour x = |3, on appliquera dans les deuxièmes membres 
de (53 a) et (53 b) l'opération S qui transforme les grandeurs a, \ , 
c't/{z, sjz1—1) respectivement en [3, B, c\ (z, —sjz"—1). 

Désignons le wronskien des n fonctions 91(^), . . ., ¥n{x) par 

(M) 1191(^),.--,9-(^)11 = 1 1 ^ ( ^ ) 1 1 ^ , . ,„• 

On sait que le wronskien d'un système fondamental de solutions 
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de (38) est proportionnel [voir (36) et ( 4 9 a ) ] à 

(56) C X P [ " " / - | ^ | j ^ J = ^ - f l - r ^ - - a ) - v ( ^ _ . ? ) - B î 

donc 

(6n) f il •>'**<>> 5)> •••>//»*<>, *)li = C4(-ï)j?-fl»(j? —a)-*(a? —?) « 
t (* = <>, i, 2). 

Pour calculer Ci(z)1 portons les expressions (53 a) et (53 b) dans 
le premier membre de (57) (k= 1), ce qui donne 

Il ̂ 11(^), ---,.)^1(^, «) il = (x — a)-*(iH-c",(.r —a)-t-ci;(.r — a)*-h...); 

multipliant ensuite par (x — a)A et posant x = a, nous obtenons 

( 5 8 « ) C i (* ) = a"«(a~-[5)u 

et de là, au moyen de (48), 

(58 6) C,(*)=Ë«i.([i —«)*. 

De la même manière on trouve, en utilisant (47)5 

(59) Co(*)= J Q ( P r - * , ) ( - « ) * ( - ? ) * • 

Soit enfin 
/H 

(60) ^ 0 ( ^ ^ ) = 2 ^ ^ ) - ^ 1 ^ *) (* = I> *••> »0 

la substitution de passage qui exprime les y l 0 par les j f i ; on obtient 
pour le déterminant des m,/, au moyen de (5y) (& = 0,1), 

(61; 11^11 = 0,(3)07 1^) . 

Passons maintenant à l'équation différentielle adjointe à (38), à 
savoir 

»1 

(62) • 2 ( ~ I ) " , - v t ¾ , v ( a ; ) 1 r ' ( • r ) : l " ' ' ~ v , = = o , 

v = o 

dont certaines solutions vont figurer dans nos formules, et construi
sons d'abord l'opérateur différentiel adjoint à La,3 [équ.>(3oa) 
e t ( 3 o 6 ) ] . 
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T v j *•.,, du d(xv) , d(xuv) K , , d L identité vx -3- —— M -½ h- — Î — - montre au a # -=- est 
a J; aLe rt x * a J? 

adjoint l'opérateur— :7-#? e t ' ' o n conclut de là que pour n = 1,2,. . . , 

l'opérateur ( — i ) / l ( - r - # j est adjoint à (X-T-J • Au moyen c(e 

Pidentité (32), nous obtenons ensuite 

( - , , . ( ^ . ) - . ( - . , . 1 ( . - ) - . - ( - . ^ 1 ( , - ^ , ) - . ( - . - - . ) - , 

donc, aux opérateurs />, ( # -^- W c (« = o, . . . , 3 ; c=^=o, 1, 2) qui 

figurent dans (3oa ) et (3o b) sont adjoints les opérateurs 

^-(-^-0=^( -^ -1-° -^ 
Par conséquent, l'opérateur adjoint à L.c>s est 

(63) *» , ,= ^ - ^ - , ) - ( ^ , ( - ^ ) + , , . ( - ^ ) ) ^ 

de sorte que l'équation (62) peut être écrite sous la forme 

(64) •£*.«*!(*, - ) = o. 

D'une manière générale, une équation différentielle et son adjointe 
ont les mômes points « réguliers »; donc, (64) est aussi du type 
de Fuchs et a les points (44) pour points réguliers. 

Soient 

(65) /l(-*0, •••> }m(x) 

un système fondamental de solutions de (39) ; on sait (5) qu'alors les 
fonctions 

(66) ^(x) = V ; y 71 (x),..., y ,_,(*), y M(x\ . ..,ym(x) \\ 

x | | y i ( ^ ) , ...,^/11(^)11-1 (*' = h ••-, »0 

forment un système fondamental.de solutions de (64) [« solutions 
adjointes à (65) »] . 

( 5 ) Voir par exemple A. R. Forsyth ( [ i ] p. 25r 253). 

Sâm 

http://fondamental.de
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Pour les fonctions r\a(x, z) adjointes ainsi auxy,4( . r , z) résultent, 
à l'aide des formules ( 5 3 a ) et (53 6), des développements de la 
forme 

^ ^ ^ , 3 ) = - 7 - - ^ ~ : \ i -r + > , c'.(x—aV 
W1V J (fj_a)(A-f- i — m) {m —1 — \)\ AU ifK 

/ = m - 1 

i = i, . . . , m — i), 
30 

c"mi(x — a )/+ ^-i i c"mti = —-^ J , 
/ = o 

et nous voyons immédiatement que ce sont les solutions de (64) cano
niques pour x = a. Notons que 

Il "ni, •••> 'nmll =(— n 2 ?o(*)l|.) i, . . . ,7m || 

et que la matrice des coefficients de la substitution « de passage » 

m 

(68) ifjl0(j:, z) =^11^(z)rin(x, z) (« = i, . . . , m) 

/ = i 

est l'inverse de la transposée de la matrice des coefficients m,j 
de (6o), donc (^j) = (m , , - ) 1 . 

4. Construction de la fonction génératrice g(x, z) ; développement 
asymptotique de P7i(^). — Le fait que g(x, z) satisfait à l'équation 
différentielle (37) va nous permettre d'établir le comportement de 
cette fonction au voisinage de son point singulier de plus petit 
module lequel, en général, est x = a. 

Si />o(o) = o, de sorte que (3^) se confond^ avec (38), nous pou
vons identifier g(x, z) avec la solution y 1 0 ( # , z) de (38), en admet
tant [voir (48)] que p i = o . Les équations ( 6 0 ) ( / = 1 ) , (53 a ) 
et (53 b) montrent alors que dans le voisinage de x = a, 

g{x, z)=yiQ(x, z) 

se x comporte, grosso modo, comme (x — a)'"~1_v [pourvu que 
fnim(z)j6 6\. 

Admettons maintenant que 

(69) />o(o)^o . 
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Lorsqu'une équation différentielle homogène de la forme (38) a 
l'origine pour point régulier, sans toutefois posséder de solutions qui 
y soient holomorphes [ce qui, dans notre cas, est exclu par les inéga
lités (a5 a) et ( 6 9 ) ] , l'équation non homogèn e 

m 

(70«) 2?v(* ) ^ - ^ ) = / ( * ) 
v = o 

possède une solution unique qui soit holomorphe à l'origine, pourvu 
f/~,\ 

que ,,\ J ait tout au plus un pôle d'ordre m. Dans une Note placée 

à la fin de ce travail, nous avons démontré que cette solution peut 
être représentée par la formule [équ. (12) de la Note] 

m 

(job) g(x) =y.Mx) rV(6)iw«) d%, 

où yx(x) et r)t(x) ont la môme signification qu'au paragraphe 3 ; 

/ désigne l'intégrale d'Hadamard dont les principales propriétés 

sont mentionnées dans cette Note. 
Appliquons cette formule à l'équation différentielle ( 3 7 ) , en 'y 

posant respectivement 

(70c) / (a0=/>o(o) , ^1(^)=^11(^ ,^) , ^1(^) = ^11(^,-8). 

Au moyen des développements ( 5 3 a ) , (53 6 ) , ( 6 7 a ) et ( 6 7 6 ) on 
vérifie ensuite que les fonctions 

yn(x> *) f Vti(S,*)dÇ = Jn(*,*)( f *Ui(S» z)d% -f- f v\n(t,z)dt) 
Li \ Lî. a / 

( » = i , . . . , m — 1) 

ainsi que le deuxième terme du deuxième membre de 

*Ui(Ç, z)di=ymi(pc,z) / -r\mi(ï,z)d%-i-yml(x,z) f r\mfâ,z)d\ _ 

sont holomorphes en x = <x. 

Nous trouvons ainsi que dans un voisinage de x = a, 

(71 a) g(xiz)=p0(o) j *\m\(%,z)d%ymi(x,z)-+- fonction holomorphe de x, 



2 0 F. POLLACZEK. 

et de la même façon nous voyons que dans un voisinage de x = (3, 

(71 b) g(x,z)=po(o) f ' iim.&z)diymt(x,z)+ fonction holomorphe de x. 

Grâce à ces relations nous pourrons calculer la valeur asympto-
tique, pour rc->oo, de l'intégrale [voir (28)] 

(72„) p « ( ~ ) = ^ - / * < * ' s > ^ (**±ll 

Fig. 1. — Déformation du chemin de (72a) (plan x). 

Comme g(x, z) ne peut avoir de singularités qu'aux points (44), 
nous pouvons remplacer le chemin d'intégration de (72 a) par deux 
arcs de cercle reliés par des lacets (5a et Cp qui contournent les cou
pures Ca et Cp, tracées respectivement de a et de (3 vers l'infini (Jig.i). 

Pour n -> 00 , nous avons alors 

p-« = £ll ^ '& + £ife *
{*> z)^ + ° M (c > 'P I) 

et de là nous tirons, en vertu de (71 a) et (71 b), 

(72*) P»(.Z)~P»(.O)J w s , *)<*?—• Jer-ni(a;^)^rr 
'Il 

.n -P*(o)J W£, * ) ^ ^ J e ^--(^ *)^nrr 
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Afin de rendre univalentes les expressions {x — a)m-1~~A, etc., qui 
figurent dans (53 b) et dans les formules suivantes, définissons main
tenant dans le plan x {fig. i), découpé respectivement le long de Ca 

et de Cp, les fonctions continues 

(73 a ) arg(.r — a ) et arg(x — p) 

de telle sorte que pour x = o, elles coïncident respectivement avec 

(736) — 2x < arga — x^o et o ^ a r g p -+- x < 2x (argp = — arga); 

dans (58 a) et (58 &), il vient ainsi : 

arg(a— ( 3 ) = lim arg(x — (3) et arg(£i — a) == arg(a — [5) — ;:. 

La définition des fonctions y mit Wmi, etc. étant ainsi complétée, 
on obtient par des méthodes bien connues les formules, valables 
pour n -> 00 , 

dx 
ym\{x,z) 

_ nA-ma-«-l+m-A^A _ 1 _ i + 0 ( -i | , 

Posons maintenant 

1 r1 

_̂  r ' ( i - A ) 
r ( /n— A) 2 

li 
?1 

( « = o , 1, . . . ) , 

<76) »«(*)=i»t(«)p»-B«-*'»F^g-)y" ?"^»'(?,^x£ 

en intégrant, en général, le lo*ng d'une ligne droite (*). 
En portant les expressions (74a) et(y^b) dans (72 b), nous obte

nons, à l'aide des dernières notations, la formule asyniptotique 

( P„(a) = «A-ma-»-i rt(g) |"n_ o ( I ) 1 -+- «»-»• [3-"-U„(*) T n- O ( i ) 1 

(•) Pour a et p réels, le chemin d'intégration de (76) doit contourner le point 
singulier Ç = a de Tlm2(g, z) dans l'un ou dans l'autre sens. Les deux branches 
de sn(z), définies ainsi respectivement pour R ( « ) ^ o et pour R ( ^ ) ^ o , qui ne 
sont pas connexes sur Taxe réel, constituent le prolongement analytique de rn{z) 
au delà des bords de la coupure (40-
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dont le deuxième terme peut évidemment être négligé [voir (43)] , 
sauf pour — i < z < i et pour les zéros de r0(z) situés dans D. 

Afin de tirer de cette formule la valeur asymptotique de P„(^) 
[équ. (16 a ) ] , utilisons la relation (19) qui, pour des Av, Bv, Gv sui
vant (23), prend la forme 

p * / . /MU P<")\ _ M 0 P f , . /? i ( 2 ) Pi(*)\ 

Donc les P*„(*) s o n t définis, au facteur constant ^fp: Près> P a r *a 

formule (26) où l'on substituera p0(i + 1), etc. àpo(£) etc. En dési

gnant cette substitution par 

(78) T = (/>,(?) ->^-(5 + 1 ) ; r = o, . . . , 3), 

nous pouvons ainsi mettre la dernière équation sous la forme symbo
lique 

En utilisant (32) on reconnaît que T transforme l'opérateur L-r,s 

[équ. 3o a ) et (3o b)] en 

(80) ^ = ^ ( ^ + 1 ) - ( ^ ( ^ + 1 ) 

+ ^ ( ^ + 1 ) ) ^ + ^ ( ^ + ^ = ^ - . ^ 

de la même manière, nous tirons de (63) £^.^= xl^j^x""1, et de ces 
deux formules nous concluons 

JAT=A, BT=B, ^ = ^ ^ , 
(VI) < 

[ r*(z) = *-irn+l(z): sl(z)=?-isn^(z). 

Comme les transformées, par T, des inégalités (25 a ) et (69) sont 
satisfaites a fortiori, nous sommes en droit d'effectuer T dans (77) 
ce qui donne, au moyen de (79) et (81), 

(8a) P « ( ^ = ^ f j w A - m a W ' - , ' ^ z ) [ I + ()(3] 
+Sw f lMpr i" i , i ( , )[ i+0(ï)] («^±0-
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Substituant les expressions (77) et (82) dans (22), nous obtenons, 
sauf aux zéros de r0(z) et aux points du segment ( 4 0 ' 

(«'*) / ( ^ ) = ^ ^ -
V ; / A Po(i) r0(z) 

o. Introduction de la fonction u(x, y, z). — Nous allons exposer 
maintenant une méthode basée sur l'emploi de la fonction 

(8'() u(x,y, * ) = 2 « " ^ • r ' ^ l i ' P . W P . t O I (\>, 
/, m, « = o 

qui, sans utiliser les relations entre les Pn(z) et la fraction conti
nue ( i5) , permet d'obtenir, outre l'équation (83), certaines formules 
que la méthode précédente ne réussit pas à établir. 

En vue de démontrer que la série (84) où les T?n(z) sont définis 
par (26), converge pour | x | << 1, \y | < 1 et pour | z | assez grand, 
évaluons d'abord les « normes » { P,'t } pour n -> 00. 

En portant les expressions (23) dans ( i3) , nous avons 

} ( n) / ^ ( / 1 - + - 1 ) 1 1 / ? 0 ( v ) 
V z z l 

En décomposant ensuite po(t,) et />3U) e n Jeteurs linéaires, on 
obtient, compte tenu de (24), (34«) et (34 b), 

m m 

(86a) />o(S)=X|(É-f<), V'i(Ç)=[J«-<r«), 

m m 

(86/-M > p/ = — « i o = «io, ^jff* = — a n = - a{> 

/=1 f = i 

Au moyen de (86 a ) et de la formule 

(') Nous avons utilisé précédemment la fonction u(x, y, z) pour traiter des 
problèmes particuliers ([6] à [9]) Sa présente définition a été donnée dans [10], 
où une partie des formules des paragraphes 1, 5 et 6 ont été résumées. 
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où c1 et c" sont des constantes arbitraires, il vient 
n ni 

/A \ n W v + 1> _ T T r(l—^i) r(*-+-a--g«) 
W ) i l />o(v> " " l l l V ) - ( r , ) r ( « + i - P i ) 

^ 0 ( 1 ) 1 1 1 ( 2 - ^ ) L W J 

et en vertu de la relationp^[n + i ) = 2/i™| i + CM ^ H ? nous trou

vons 
(88) | i P/,! | < C / i 1 "»-"*<>-*'« I ( « = i , 2 , . . . ) , 

où C est une constante appropriée. 
Admettons maintenant que l'inégalité 

.(^9) | [z'P^Pniz)) | < CC'([JI + 1)1 "»-""-*'« 1 ({X, Al = 0, I , . . . ) 

[qui, en vertu de (oc) et (88), est remplie pour l - o] soit déjà 
démontrée pour un indice / ^ o. Afin de démontrer (89) pour / -4- 1, 

zlP (z) 
effectuons dans la formule (26), multipliée par —Jt—, l'opé
ration { }, ce qui donne 

(90) i S ' - P . P ^ i = ̂ 3 ! *'P,P- ! - g g i "P.P-I î 

H _ ^ L ) j s / p a P / , _ 9 j (jx, n-i = 0 , 1 . . . ) . 
/>i(n) 

En raison de nos hypothèses (24) et (26 6), la quantité 

(91) c ' = up Pi(n) 
Pi(n) 

( i = o, 2, 3; /i = i, 2, . . . ) 

est finie, si bien qu'on tire de (90) et (89) l'inégalité 

| { V ^ P P L P I I - I } | < 3 C ' G C ' ( { J L - + - I ) I « I 3 - ^ - ^ I (H-, n —1 = 0, 1, . . . ) ; 

sous condition de prendre c ^ 3c', (89) reste donc valable pour Z + 1, 
de sorte que cette inégalité est démontrée pour tout /, fA, n ^ o. 

Par conséquent, la série (84) converge pour | a ? | < i , | ^ | < i y 

| * | > c et en particulier, la série (8) qui définit x(z) e s t conver
gente pour | * | > c, de sorte qu'en raison de (96 ) , nous pouvons 
écrire 

(92) {*'P«(*)Pi.(*)} = T ^ / V P « « ) P I . « ) X « ) * , 
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C désignant un cercle de rayon >> c, ayant l'origine pour centre. 
Substituant (92) dans le deuxième membre de (84) et nous rap

pelant que la série (28) converge pour | x\ <C | a ( s ) |, nous obtenons 

ae oc oc 

C m = 0 71=0 / = 0 

[ |§ |<i; i*I .I .H<l*(i:>l] 

et de là il-vient au' moyen de (28) : 

( 93) B ( * ^ ' * ) = ^ \ ( ^ / ( C ) r f C 

( tl*l>lC|;!*|,bl<l««)l]-

Effectuons ici l'opération Lx,5 {équ. ( 3oa ) et (3o b)]; comme, 
l'expression 

est égale [^0//-(39)] à/>0(o) — ( s — S ) L ^ (x, Ç), nous obtenons alors 

(94) ^ . ^ ( ^ / , ^ ) = ^ 0 ( 0 ) ^ 7 / 4 = ^ ^ ^ ^ 

- L i - 1 , fg{ai,x)g(j,syÂis)dz. 
2X1 J^ y 

Le premier terme du deuxième membre se réduit, en vertu de (93), 
à p0(o)u(o, y, z) et pour le deuxième terme du deuxième membre 
nous obtenons au moyen des formules (28), (10), (3oa ) et (85) : 

2*.IJC 

= LA 2 *"^ïrJ'p" ( , )P,w^w<b = L i2^>" ip«s 

=* 2 > ( w + ° f p « ! {X} )n=*Ml) 2 II ̂ (T)" -̂1}"-
Avec la notation 

(95) /«(*>) = ̂ 0 ) 2 fl^Tf-W (!*/!<«), 
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(g4) prend donc la forme 

(96) L t , u(x,y, z ) = />0(o)w(o, y\ z) — x/Q(xy)\ 

réciproquement, on voit sans peine que dans l'hypothèse (25 6), la 
série (84) est la seule solution de la dernière équation qui soit holo
morphe pour | x | <C i et | z \ ^> i. 

L'équation ( g6 ) est de la forme (70 a), a\ ec </0 (x) = xm (x'1— ixz -f-1 ) 
et avec un deuxième membre holomorphe à l'origine ; donc sa solu
tion particulière u qui est holomorphe pour x — o, est donnée par la 
formule ( 70 b ) où nous poserons 

J\x) = />O(O)H(O, y , z) — xfo(xy). 

Kn appliquant ensuite à cette formule les raisonnements qui, au para
graphe 4, nous ont conduit à la relation (71 n) pour g(x, z), nous 
voyons que dans un voisinage de x = 2, 

(97) "(*,y, z)=yml{x. s) f [jj^o)u(o, \. ") —?/o(?r)]lmi(?, 3Wî 
' Li 

-h fonction holomorphe de x. 

Mais / / ( r , y, z) est holomorphe pour |^|5*>i et | x | < 1, donc 

holomorphe pour | , G | ^ > I et r = a % —[^q u - (4o) et 43)] ; comme 

qui 
| < 0 

figure dans (97) doit donc être nulle. 
Ceci nous permet d'obtenir la fonction jusque-là inconnue u(o,y,z), 

à savoir : 
.T| / .T| X"1 

(98) wi°>.^ z)= TTTT̂  / S/o(Çj)^nii(Ç, z)drA f rui(|;, z)-dl ) 

et en raison de l'identité 

(99) w(o, o, a) = x(3) 

[uojr (84) et (8)] et de la notation (75), nous en tirons à nou
veau, pour y = o, 

(83) /(^) = ^ 4 4 
' /»o(i) rt(z) 
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6. Représentation desP^(^) au moyen d'intégrales d'Hadamard. 
— Désignons par z" et z+ des points de même affixe z, situés respec
tivement sur les to rds inférieur et supérieur d'une coupure qui relie 
les points — i et i et par 

(IOO) [ ? ( * ) £ = ^ [ ç ( * - ) - ? ( - + ) ] 

la différence, divisée par ziti, des valeurs prises par une fonction 
analytique quelconque cp(^) en z~ et z+. 

Faisons ensuite croître le rayon du cercle C, dans (93), de 
manière qu'il contienne le point z dans son intérieur, et prenons | x \ 
et\y\ assez petits pour que l'on ait sur la périphérie de C : 

1*1, l 7 l < K 0 K i * ^ ) h 

alors, (g3) se transforme en 

/ ( ai*, y, z, = g(x, z)S(y, »)y.(*)-^ f***'^*?' ^ / , ( 0 ^ 
( i O l ) < 2XIJ{ L, A 

{ (M<| î i ) -

Pour des z satisfaisant aux dernières inégalités, g ( x, z ) et g (y, z ) 
sont représentées par la série (28) et sont, par conséquent, des fonc
tions uniformes de z ; il en va évidemment de même pour l'intégrale 
qui figure dans( io i ) . Pour la différence \u(x, y , z)]~ nous obtenons 
donc 

(102) [u(x, y, z]l = g(x, z)£>(v, z)[z(*)]+> 

et en posant ici x = o, donc g(o,z) = i, nous avons, en vertu 

de (98), 

(103) [x(*)];^^»)=^)|/o if&yU»«&*)Mfù ^rntë,z)dïj \ 

En développant en séries de Taylor les deux membres de cette 
équation au moyen de (28) et (95)^ et en égalant les coefficients 
de j 'S on obtient, à l'aide de (75), la représentation suivante de P»(s) : 

Dans cette équation qui permet, aussi bien que (72 a ) , de déter-
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miner la valeur asymptotique de Pn(^) pour n~*ao\ nous allons 

identifier désormais z~ avec z\ ony posera donc [voir le renvoi (0)] : 

(io5) rn(z-)=rn(z); rn(zr* ) = sn(z) (/1 = 0,1', . . . ). 

Pour les valeurs asymptotiques de rn+i(z) [voir (67 b) et (70)] 
et sn+i (z) nous trouvons au moyen de procédés classiques : 

(106 a) rn+x(z) = — p0(n -4- 1) 
2)/z*—iT(A) 

X / ?" M(g _ a ) A - 1 ( l -*- c j ^ (ç - « ) + . . . ) rfs 

- - r^ i r I + o( i ) l , 
(106 6) ^+ i (g ) = - ^ ° ^ 1 j" T _+_ Q / j \ 1 (n^oo) , 

et en introduisant ces expressions ainsi que le troisième membre, 
de (87) [où, en vertu de (49*)» « u —«io = A + B] dans (104), 
nous avons 

m 

J+ 4xip0(j)yj'z'-l J L l r ( 2 — tl/) 

H. WA-,1.^+1^1 ( r ) r , + o r» "\ j | . 

En comparant les formules (77) et (107) de P»(*) qui doivent 
donner le même résultat, nous obtenons l'identité 

m 

(108) r y ( . ) i - - ^ g i I i l - T T r ( 2 ~ ? ' ) 

Au moyen de (86 a ) , (io5) e t ( io8) , l'équation (io4) se transforme en 

I m 

P-(*) = a I I r ( » t ' - p | ) \fï=~i(>-n+i(z)so(*) ~ r .(*), - + t(*)) 

( * ^ ± l ) , 
et de là, il vient pour n = o, donc P 0 = i, 

m 

(no) , - , ( ^ . 0 . ) - #>(.»)«,(•.) = - — L - T T ^ 2 ~ p'), 
•i \]z' — t x_ ir(2 —»,) 
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Effectuant dans les deux membres de (109) la substitution T 
[équ. (78)] , et utilisant les relations (81) et 

pT = pz — 1 , ^ = ^—1 (* = i , . . . , m ) , 

nous obtenons pour P^(^) [équ. (79)] l'expression 

m 

on) {p=w°aj$n^ 
( * 7 * = t l ) . 

En introduisant les deuxièmes membres de (83), (109) et ( m ) 
dans l'expression x(z)I*n — P*, nous obtenons, à l'aide de ( n o ) , la 
formule 

m m 
/ l l o / ï v w , v P / , x p * . N / > i ( r 0 l ~ i r ( 2 — p f ) i - | - r ( n - 4 - 2 —<T|) rn+i(z) 
(112a) X ( s ) p a ( , ) _ p w ( , ) = _ l l _ ^ 

z = l i = l 

qui montre que les fonctions 

m 
/ ox r f r ( n + 2 - f f / ) / \ / \ 

1 = 1 

satisfont à la formule de récurrence (26) des polynômes Pn(z) et P* (z). 
L'équation (112a), divisée par Pn(z) et simplifiée, fournit l'expres

sion suivante pour la différence entre la fraction continue (20) et sa 
nièmc r é ( j u i t e : 

Dans (84) et (96), faisons maintenant | j ' | < | a (-s) |; alors, fo(xy) 
[équ. (95)] sera holomorphe pour [ a? | ̂  | (3 [, de sorte que */(#, y , *), 
considérée en tant que fonction de #, aura sa singularité la plus 
proche de l'origine en x = (3. 

Pour le comportement de u(x, y, z) au voisinage de x = (3, nous 
avons la formule, analogue à (97) : 

( n 4 a ) • u(x, 7, z)=ym*(xi z)y(y, z) •+- fonction holomorphe de x, 

où l'on a posé, pour \z\ assez grand et | y\ < | <x(z) |, 

/Pi 
(114 b)' y(y,z)= [(po(o)u(o,y,z) — ^fo(iy)]'r\mi(^z)d^ 

MÉMORIAL DBS SG. MATH. — N° 1 3 1 . 3 
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Au moyen de (n^a), nous obtenons pour le coefficient du nihmo 

terme de u(x, y, z) [équ. (93)] , considérée comme série de Taylor 
en x, la formule asymptotique, analogue à (72 b), 

Substituant dans (114 b) le deuxième membre de (98) et utilisant 
les équations (76), (io3) et (108), on obtient 

(n4c) ? ( r ^ ) ^ i ^ — ^ B r ( B ) ^ F T ^ ^ ^ \ g(y,z)7 

^ ( i ) l l l ( 2 - j | ) 2r0(z)^zi—i 

et en vertu de cette équation et de (74 b), la formule ( M 5 ) donne 

m 

_ „„_„,3-«-!PjW TT r(2~P'> 
~n * ^ ( i ) l l r ( 2 - . , ) 

1=:1 

x , ' -r-g(s,*)U + o,U)] [|rl<!«(*)!]; 
2r0(z)\/z9 — i L \n/ J 

de même, nous trouvons 

V ' 2X1 Jc Z — l *-K*J * r jO0(l) l l r ( 2 —(Jf) 

X ' P v ( ^ ) [ l - 4 - 0 v
? ( - > ) l > 

Dans la dernière formule, on peut prendre pour chemin d'inté
gration G une courbe simple fermée quelconque du domaine D, 
parcourue dans le sens positif et contenant tous les zéros ( € D ) de 
r0(z) dans son intérieur, tandis que z est un point arbitraire 
extérieur à C. 

Donnons maintenant aux 3v — 1 premières constantes qui figurent 
effectivement dans (1), des valeurs arbitraires 

(117) A i ( ^ o ) , Bi ; A „ ( ^ o ) , B„, Cn (n = 2, . . . , v; v ^ 2), 

et conservons pour les autres constantes les valeurs (23). 
Alors, les numérateurs et dénominateurs des v premières réduites 

Pî(»)rV(*), •-, Pî(*)Pv'(*) 
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de la fraction continue correspondante ( i5) qui sera désignée 
par x(^)? s'expriment de manière connue en fonction des gran
deurs (117) et-de -s. En vue d'exprimer les réduites suivantes 

P*n+v(z)PnU(z) (tt = I , 2 , . . . ) 

au moyen des fonctions (75) et (76), posons dans les formules du 
renvoi (2) 

A„ = P*, B „ = P „ (/i = i, 2, . . . ) 

et prenons pour AnvB~v
l la raième réduite de la fraction continue 

'V1*"* lAv+iJ- t -Bv+t | A v + 2 s + B v + 2 ' • • - A v + 1 * W ' 

de sorte que [voir (79) et (23)] 

^ T Ï S M A _ G v+i p»T; _ jPa(v + 0 piv+i j> pTv 

La formule (**) du renvoi (2) donne alors : 

!

P* /r\__pTvîs* £i(L±i}pTv+1p* 
/ ? o ( v - f - i ; 

Pn+v{z) - F,, FV— j ^ 7 q r 7 ) F " - i Pv-L 

Substituant pour P*v(*) et P ^ 1 (5) les transformées vième et (v+ i) i ème 

du deuxième membre de (109), nous trouvons 

m 

(120) P„,v( ,) = 2^rïrjfi_____i 

X Pv(^)(r n ^H-l(^)*v(«) — ^v(-»)*»-HH-l(*)) 

_ £ 2 ^ _ ± L > P v . 1 ( j f ) ( r ï l + ^ 1 ( « ) * v + i ( * ) - r v + i ( * ) t n + Y w ( * ) ) | , 
/>o(v-+-i) J 

et en remplaçant ici Pv_4(«) et P v ( s ) respectivement par PC-i(^) 

et P*(^) , on obtient l'expression correspondante de V*n^(z). 
Au moyen de ces expressions et des formules (106 a ) et (1066) 

P* ( z*\ 

nous ob tenons enfin pour %( z)= lim "; J [équ. (22)] : 

(121) 7 ( - ) _ ^ ° ( v ^ 0 g * v ^ ) r ^ ^ ^ ^ n ( v " H l ) ^ - - l ( g ) r v H - l ( ^ ) 

/?o(v- f - l )Pv(^)rv(^)- J Pn(v-4- l )Pv- i (^) / 'v+i (^) 
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7. Levée des restrictions ( 5 2 a ) et (5a b); passage à la limite 
/?o(o)->o; propriétés des fonctions rn(z). — Pour les valeurs de z 
précédemment exclues, qui ne remplissent pas l'une ou l'autre des 
conditions (52 a) ou (52 6), les solutions canoniques (53 a) et (53 b) 
de (39), et (67 a) et (67 b) de (64) subissent certaines modifications 
qui seront indiquées ci-dessous. 

Dans le cas où z satisfait (identiquement ou non) à une équation 
de la forme 

(122) A ( * ) = — n0 ( n 0 = o , 1, . . . ) , 

Fig. 2. — Chemin d'intégration de l'intégrale (i25). 

on trouve pour les m — 1 premières solutions canoniques y a de (39) 
des expressions de la forme suivante : 

X — Z)i-1 
f "*" 2 ch(x — a)f-^ dlymi(x, *)log(a?— a) 

(* = i , . . . . m — 1), 

l'équation (53 b) restant valable pour yml. Au voisinage de x = a} 

l'équation différentielle adjointe (64) a m — 1 solutions canoniques 
*hi, . . .,TT3m_j,ide la forme (67 a ) , sa mième solution étant de la forme 

(124) , 
*i«i(*, 3 ) = 2 ^ ^ ^ ^ ^ ^ 2 ^ 1 ^ *)ioo(̂ —°o 

;=o 
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Utilisante nouveau (706) et (70c) et raisonnant comme lors de 
l'établissement de (71 a ) , nous trouvons maintenant que 
pour x & CL, 

(125) g(x, z)=p0(o)-±-. f Tïmi(Ç, *)dÇ yml(x,z)\og(x — a) 
l_£l 

-h fonction holomorphe de x) 

ici / = / est une intégrale d'Hadamard, e t C (jig- 2) une courbe 
*^|C' «A 0(0 

qui, contournant le point de ramification £ = a dans le sens positif, 
relie les « points » 10(1 ) et ôïïJ] de la surface de Riemann de r)mi (£, z). 

Pour obtenir de là, au moyen de l'intégrale (72 a), la valeur 
asymptotique de Vn(z), on utilisera maintenant, au lieu de (74«) , 
la formule 

dx 
2x1 Jp x — a 

r( i —A) 1 r , . . . . 1 dx 
T(m— A) 2xiJe^

 } Ka? —aa?»+i 

= T(i — A)nA-'»a-*-*+™-4 1 -*- O ( - ) ] 

et nous voyons qu'en définissant rn(z) par l'équation 

(127) ^ ) = M n ) a m - A r ( i - A ) ~ , f e«W6,*)««, 
2X1 J. c , 

(77) et toutes les formules subséquentes du paragraphe 4 restent 
valables. De même, celles de nos formules qui contiennent la fonc
tion u restent valables, sous condition d'ajouter dans le deuxième 
membre de (97) le facteur l o g ( # — a ) , et de remplacer, dans (97), 

Jr T | 1 r 
P a r Î Ï Ï Ï / ' 

Supposons maintenant que z satisfasse (identiquement ou non) à 
une équation de la forme 

(128) k(z)=zn0 (n0 = i, 2, . . . ) . 



(i29*) j ' ~ ° 

34 F. POLLACZEK. 

Pour yH, . . . , j m _ i , i les équations (53 a) restent alors valables, 
tandis que ymi a l'une ou l'autre des formes suivantes : 

1 «, m —1 

ymx(x,z)= 2 c'mj(x — «V-*- 2 drfn^x, z)\og(x — x) 
j=;m — 1 i = m — \ 

| £A = i,...,m-i;rfm.-A= [x^)l]5 

oo Wî — 1 

//771( ,̂ *) = 2 c^y(^ — ay + m ^- A - f -2 <^(^> *)i°t(x —°o 

A = m, m H- i, . . . ; c'mQ == JJ(* '— A ) _ 1 I-

Les m — i premières solutions correspondantes de (64) sont de la 
forme 

/ °° 

/ a \ ^ 1 ( ^ 1 ^ ) = ¾ c,;/(x — OL)/—dlrimi(x,z)\og(x — QL) 
(i3o) < *"* 

) j=.m — i — l 

\ [â?i=... = â?m_A-i=o(pouri^A^w—2);c;')m_^1?<o, j?=i,...,m— i] , 

et pour nmi, l'équation (67 b) reste valable. 
Pour ces expressions des y\ et r)t, (706) nous fournit à nouveau 

les relations (71 a), (71 b) et (97); en outre, les valeurs asympto-
tiques des quantités/ (74 a) et (74 b) restent inchangées. Donc, pour 
des z satisfaisant à (128), la formule (77) ainsi que toutes nos for
mules ultérieures restent valables, à condition d'y définir rn(z) 
et sn(z) par (75) et (76). 

Désormais, nous pouvons donc renoncer aux hypothèses (52 a) 
et (52 b). 

Aux points z qui satisfont à (128), la fonction rn(z) définie 
par (75) est évidemment holomorphe. Pour démontrer qu'il en est de 
môme aux points z = Zo satisfaisant (non identiquement) à (122), 

rem arquons qu'en raison de l'identité r(*Li = —? T ( 1 — A) ( eS7ï/A — 1 ) 

et du fait que les nn(i=i, . . ., m — 1) [voir (67.(2)] sont holo
morphes e n # = a , l'expression (75) peut être écrite sous la forme 

(I3I) /•„(*) »j>.(A)«»-^r(i-A) ^ f Ç»[n«i(Ç,*)H-yc,(*)tlii«,*)l«IÇ, 
2X1 - / | r,, MtÊÊt 

avec des coefficients Ci(z) quelconques. 
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Or, comme les coefficients de (62) sont continus en z, il existe 
des ct(z) tels que pour z -+z0, la solution 

m — l 

^mlCS, *)+^jFàCl(z)T\li(Ç, Z) 

de £\,z{f\) = o tende, uniformément par rapport à tous les points £ 
du chemin d'intégration C , vers la solution nml(l, z0) [équ. (124)] 

ci(z) = dt 

Dans le cas où A'(z0)^o, on peut poser 

A(z)-hn0] 
Par conséquent, l'intégrale figurant dans ( I 3 I ) tend pour z -> z 0 

vers celle qui figure dans (127); donc, la fonction rn(z), définie 
pour Zyé.z<s par (676) et (75), et pour z = z0 par (124) et (127), est 
holomorphe au point z0. 11 est clair que de même, sn(z) est holo
morphe aux points z satisfaisant à une des équations B (z) = o, ± 1,.... 

Les formules des paragraphes 4 à 7 ont été établies dans l'hypothèse 

(69); cependant, toutes nos fonctions, sauf/ rimla\et f r\mià\, 

considérées en tant que fonctions du paramètre arbitraire a m 0 =/? 0 (o) 
qui figure dans (24), sont continues au point <xm0= o [pourvu qu'en 
ce point, les inégalités (25 a ) et (25 6) soient remplies]. Pour 
obtenir la valeur limite de r0(z) pour />o(o) -> o [où le deuxième 
membre de (75) devient inutilisable], formons, à l'aide de (60) (*'=i), 
(71 a ) et (75), les différences [ . . . ]+ des valeurs prises respecti
vement par y±Q(x, z) et p a r # ( # , z) sur les deux bords de la cou
pure Ca {fig* 1 a ) . Il vient ainsi : 

( [>io(tf, z)]l = fklm (z)[yml(x, * ) ] " 

( [g(x, z)]~= r0(z)^~^e e-^r(K)[ymi(x, z)]^ 

çn raison de ce qui a été convenu au début du paragraphe 4, nous 
avons en outre 

Jim g(x, z)=*yl0(x, z), 
/>o(0)>0 

de sorte que nous obtenons 
* am—A çKiA. 

(i33) lim r0(z)= • m l m(s) . 
,̂W>o r(A) 
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Au moyen de cette relation, (83) et (i08) prennent pourp0(0) = 0 
les formes suivantes : . 

( l 3 4 a ) * W = fci) fnlm(z) ^ = f c i ) J , 0
 h * « ' J ) * 
li 

r ( 2 — P l) gApB g ^B~A)r (A)r (B) (i34 6) rw*Vl-- ^ i L L T T i ^ J Z i i i « ^ " ^ ^ ( A ) 1 ^ ) 
(134 ^) i W - j ^ U r ^ ^ ^(*)-/fcîm(s)/ii=l 

Dans le cas où A ou B sont des entiers ^ o , les formules (i32) 
à (134 b) subissent certaines modifications faciles à établir. 

Fig. 3 a. Fig. 3 b. 

Chemins d'intégration de rn(z+)*i et de /*n(3
+)T—1 

sur la surface de Riemann de r\mA(x, z). 

En remplaçant x par ax dans (64) et (67 b), et \ par a£ dans (76), 
on voit aisément que la fonction rn(z) est holomorphe à l'infini de D 
[où elle a au moins un zéro (rc+ i)-uple]; elle est donc holomorphe 
partout dans D. Manifestement, rn(z) peut être prolongée au delà de 
la coupure ( 4 0 le long de tout chemin évitant les points ± 1 et 00. 
Lorsqu'on prolonge rn(z) sur un chemin contournant un de ces 
points, le chemin d'intégration de (75) qui doit éviter tous les points 
d'affixes (44)> s a u f 1° e t a |» s'incurve sur la surface de Riemann 
de rimi(^ z). En [déplaçant ce chemin de manière appropriée, nous 
obtenons des relations linéaires entre les différentes branches 
de rn(z). 

Soient T4 et T_I les transformations subies par une branche de rn(z) 
sur des chemins contournant respectivement z = 1 dans le sens 
positif, et z=—1 dans le sens négatif. Comme chemins d'inté
gration de rn(z+yx et de rn(z+y~l peuvent respectivement être prises 
les courbes Ci et C__i des figures 3 a et 3 6 (où les coupures sont 
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indiquées par des traits forts), et en exprimant y}ml(^, z) dans le 
voisinage du point £ = (3 par la formule 

m 

(Ï35 a) TUi(E, *) = 2 ^ ^ 7 1 ^ 5 , ** 

nous trouvons 

!

a2/«—A.RB giTCA ï̂iTCB 

r , W ^ r , ( r ) T 2 » ' F ( A ) r ( i - B ) ^ * > ' ^ + > > 
rn(*-y*x= rn(z+). 

lot(x*)-Pfx)l 
ctfX> 

(2) 
-a (Z !x> 

|(x(x*>=(3(x> 

Fig. 4a. — [R(*)>o] . Fig. 4*. — [R(*)<o] . 
Chemins d'intégration de rn(z*)T<» sur la surface de Riemann de t\mX(x, z). 

Soit ensuite rx la transformation subie en contournant l'infini du 
plan z* dans le sens négatif, et désignons par z* un point d'affixe zy 

situé dans l'un ou l'autre des deux demi-plans qui s'ajoutent à D le 
long des bords de (40> de sorte que 

/»(**) = *„(*), «(**)= P(*)-

Le chemin d'intégration G» de r*(s*)T* est représenté sur la figure (\a 
pour R(z) > o, et sur la figure 4 b pour R(-s) < o; tenant compte 
de ce que 
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et utilisant les formules 
m 

(i36a) m̂ï(Ç, 3)=2^(^)7 1 1 1^ *) (/ = Ii 2) 

pour représenter le prolongement analytique de Y2m2(£, z) aux voisi
nages des points Ç = a<4) et = a<2) (^^. 4 a e t 4&)> nous trouvons 
pour R(^) ^o la formule 

^(^•^«""[rn^-aic.- P
r ( B ) r ( l _ A ) WU*)+Wm(z))rn(*)] 

(*€D). 

Les dernières équations ramènent les transformations subies 
par rn(z), quand z parcourt un chemin dont la projection sur le 
plan ordinaire est fermée, aux transformations correspondantes des 
coefficients des différentes substitutions telles que (68); ce dernier 
problème ne sera toutefois pas abordé ici. 

8. Spectres. Polynômes à coefficients réels. Orthogonalité dans le 
domaine réel. — Désignons par spectre discontinu (Sp4) de la suite 
de polynômes Vn(z) suivant (26) les zéros, situés dans D, de la 
fonction r0(z), et par spectre continu (Sp2) de ces polynômes, les 
points du segment — i ^ z ^ l i . Comme r0(z) est holomorphe 
dans D, Sp4 est ou vide ou un ensemble de points borné qui ne peut 
posséder d'autres points limites que 1 et — 1. 

La formule (77) montre que les racines des Pn(z) n'ont pas de 
points limites en dehors de Sp4 et Sp2. Soit d'autre part z' un zéro 
auple(a^ 1) de r0(z) ; on démontre alors au moyen du théorème de 
Rouché que pour n assez grand, un voisinage donné de zr, si petit 
soit-il, contient exactement a racines de Vn(z), et de môme il est 
fclair que chaque point de Sp2 est limite de racines des P„. 

Dans certains cas, nous possédons des formules explicites de x(z)i 
qui nous permettent de transformer le premier membre de l'équa
tion (10), au moyen du théorème de Cauchy, en une somme de 
résidus aux points de Spi et une intégrale étendue à Sp2. L'équation 
transformée peut alors être interprétée comme une relation d'ortho-
gonalité dont le poids ty(z) a les points de Sp4 et Sp2 pour seuls 
points de variation. Mais pour justifier ce procédé dans le cas général 
où nous ne connaissons pas le comportement de r0(z) et r±(z) aux 
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voisinages des points critiques z=±i, il faut recourir à d'autres 
moyens. 

Nous restreindrons donc dorénavant nos hypothèses relatives aux 
polynômes /?*(£) [équ. (24)], pour pouvoir utiliser un théorème dû à 
J. Grommer [2] , qu'on emploie dans la théorie des « problèmes des . 
moments » de Stieltjes et de Hamburger (voir, par exemple, 
O. Perron [5] , p. 390-391). 

Grommer démontre : 

i° que les racines Zin(i= 1, . . . , n) des polynômes Pn(z) définis 
par les formules 

, 0 , ( Pn(z) =*(* •+- ln)Pn^(z) ~knPn^(z) 
(l37«) \ 

( ( / is=i, 2, . . . ; P o ~ i , P-i = o), 
OÙ 

(137Ô) [ 4 | o (/iâ=i,ar, . . . ) ; kn>o (/1 = 2 , 3 , . . . ) , 

sont réelles et simples ; 
P* 

20 que les résidus, aux pôles Zin, des réduites ~ de la fraction 
continue 

038) _ L L _ * i L _ _ ^ L _ . . . 

qui est associée aux Pn(z) suivant (137a), sont positifs, donc 

m n n 

<i39) ^ = 2 - 2 ^ , atn>o (. = 1 »); 2 a - = 1 U 

P»(«) S Î * " " * , n S i 

La dernière formule montre que chaque paire de racines voisines 

de rn est séparée par une racine de P*. 

Les polynômes Pn(z) = - - ^ ^ - satisfont à des relations de la 

11* 
forme (137a), avec 

(I40) / „ _ — _ _ _ , ^ - A / | _ t A » - / ^ * - ! ) / ^ ! ! ) » 

nous nous placerons donc dans les conditions du théorème de 
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Grommer en supposant que les coefficients des /><(£) sont réels et que 

/ / \ Po(« — i) Ps(n) 
( I 4 I > { , ( , - , )¾.^ (-.,3,...). 

Dans ces hypothèses, aucun point du spectre ponctuel, sauf éven
tuellement z=±i, n'appartient au spectre continu ; car en un tel 
point r0(z~) et r0(z+) qui, pour — I < ^ < I , sont conjuguées 
complexes, devraient s'annuler toutes les deux, ce qui est impossible 
en raison de ( ioo) et ( n o ) . 

Dans le cas présent, toutes les racines zv(e~D) de rQ(z) sont 
réelles (puisque limites de grandeurs réelles), et un segment de 
longueur assez réduite, décrit sur l'axe réel autour d'une racine 
Zvy^±:i ne contiendra, pour n assez grand, qu'une seule racine 
de Pn(z) ; car autrement, les zéros des numérateurs P*(^) auraient, 
eux aussi, *v pou r point limite et en vertu de ( 8 2 ), r 4 ( £v ) devrait aussi 
être nulle, ce qui serait encore incompatible avec ( n o ) . 

Les racines *v de rQ(z) sont donc simples (d'après le deuxième 
alinéa de ce paragraphe) et les résidus de x(z) a u x P° l e s ^v sont 
positifs, puisque ^é o et limites de grandeurs positives am[équ. (i3g)]; 
par conséquent, chaque paire de racines voisines de r0(z) est séparée 
par une (seule) racine de ri(z). En raisonnant de la même manière 

P ° u r * T » =p~^T) ^ $ W - («18«), (8i), (83)], on voit que 
pour n = i, 2, . . . , chaque paire de racines voisines de rn(z) est 
séparée par une seule racine de rn+i(z). 

Nous savons que la fraction continue ( i5) , et par conséquent la 
série (8) [la série associée à ( i5)] relatives à nos Pn(z), convergent 
pour | z | assez grand et représentent la même fonction analytique. 
Dans ces circonstances, en utilisant un autre théorème de J. Grommer 
(Grommer [2]; Perron [5], p. 3g5), on pourrait conclure à l'existence 
d'une fonction bornée, à croissance monotone, $(z), n'ayant que les 
points limites ( € S p 4 + Sp2) des zéros des ~Pn(z) pour points de 
variation, et telle que 

(142) X(z) = f fSiS> fM * SPl H- SPl), 
^sPl+sPt

 z — * 

Au moyen du théorème, dit du choix, de E. Helly (Hel ly[4] ; 
Perron [5 ] , p . 394) relatif à des familles de fonctions uniformément 
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bornées à croissance monotone, Grommer démontre que de tout 
P * ( 2 ^ 

ensemble infini de réduites ", ! de la fraction ( i5) , on peut extraire 
une suite qui converge vers une fonction ayant la forme du deuxième 
membre de ( i4 2 ) 5 de là résulte ( i4 2 ) puisque pour nos polynômes 

P* ( z\ 
[voir (22)] lim nK ' existe. Gomme l'ensemble Sp4 -i- Sp2 est borné, 

n$-x *n\Z) 

il résulte immédiatement de ( i4 2 ) et (8) que <\> (z) est une solution 
du problème des moments relatif aux grandeurs {zn\. D'autre part, 
un problème de moments qui possède une solution à spectre borné, 
n'admet pas d'autre solution (Shohat et Tamarkine [13], chap. I, 
corollaire 1.1), de sorte que la fonction de poids ^(z) des P»(s ) est 
déterminée de manière univoque. 

Cependant nous allons établir ci-après (i42)? a v e c l e s précisions 
sur ^(z) que notre problème permet de donner, sans recourir à ces 
deux théorèmes et en n'utilisant que l'équation (139). 

Pour cela, décomposons comme suit la fraction (139), pour 
*3Sp* + Sp2 : 

(i43) P*n{z) -f 2 - 2 * s 
- 2 - 2 1Ï5= 

1 —eOi„<l4-£ Zin^l + S. J 

= 2,+2,+2,+2,+2.-
8 > o étant un nombre arbitrairement petit et tel que ni —1—s 
ni 1 H- s n'appartiennent au spectre discontinu. 

En évaluant au moyen des formules (77) et (82) l'intégrale 

où G désigne d'abord une courbe simple fermée (parcourue dans le 
sens positif) qui contient seuls les pôles Zin^— 1 — e (ou ^ 1 -f- s) 
dans son intérieur, mais exclut z, on démontre que pour /i-^ao , les 
sommes première et cinquième de (i43) tendent respectivement vers 

^ ^ et V °2 [«v= Resx(i) !«=*,; *v€ Spi]. 
àmà Z — £ v * • • z — £ v 

3 v < — 1 — £ 2 v > l + £ 
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Afin de représenter 2 3 par l'intégrale (i44)» prenons pour C le rec

tangle ayant pour sommets cos ( tin \±ià et cos ( f ,vA -h — J ± iè, 

où à > o est un nombre arbitrairement petit, zin = cos tln et 
Zi'n= cos tt'n désignant respectivement le plus petit et le plus grand 
zéro de P^(*) situé dans [—i -M, i — e]. On montre ensuite au 
moyen de (77) et (82) que pour n-^ao, la contribution des côtés 
horizontaux de C dans (i44) t e n d v e r s 

-6-/5 . / , — 1 + Z+lO 

[voir (83) et (100)], tandis que sur les côtés verticaux, de lon-
p* 

gueurs ad, ~ reste borné. En faisant tendre â -> o, on voit que 
* n 

Les deuxième et quatrième sommes de ( i43) peuvent être trans
formées de la manière suivante : 

3=1=1 " " 2 ( 4 ) 

(^i/i±Qqiw 
2(4) > 3 — Z i n 

1921 et | <p41 restant visiblement bornées pour s -> o, ra -v 00. 
Soit maintenant AI = nd, rc2, . . . une suite d'entiers telle que 

im V a/„ = a_,(s) et lim V alnf = *i(e) 

existent, ces limites étant nécessairement ^ o et ^ i en raison de 

( i 3 9 ) . 
En faisant parcourir à n, dans (i43), la suite des nk, on a à la 

limite, d'après ce qui précède : 

+ *^îï + l i i ) + o (s). 
- Î + I J3 — I 
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Faisant ensuite tendre £ vers zéro et comptant i, ou — i, parmi les 
points de Sp4 si a 4 (o) , ou a__i(o), est > o, on obtient enfin 

<•*> x<*>-2^+jTW;;=v 
où nous avons posé 

»«» / , ," , ,[jc(«];r !h=/1ix«)tA' 

la fonction [%(?)]+(> ° P o u r — l < 5 < 0 étant donnée par (108). 
En définissant la fonction à croissance monotone ty(z) par la 

formule 

("46) , 

2 v < « 

on peut exprimer (i45) «ous la forme 

(«47) * (* ) =V, T=^ 

00 < z]^— 1 et I ^ « " < Q O désignant les deux valeurs extrêmes de 

Sp, + Sp2. 
Égalons, au moyen de (8), les coefficients des développements 

tayloriens, en z = oo, des deux membres de cette équation ; il vient 
ainsi 

(i48) f~ 5» dl(l) = f z" \ (n = o, 1, . . . ), 

et en particulier pour n = o, en vertu de (5 a ) et (146), 

(149) 2 ^+]^)^551, 

*v€Spi 

Des équations (148) et (5 c) on tire enfin la formule 

(l5o) ^ PTO(C)Pii(C)rf*(C) = «m»{PÎ} ( ^ , « = 0, I , . . . 
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qui exprime le fait que les Pn(z) forment une suite orthogonale, de 
poids ty(z). 

Le spectre discontinu des polynômes Vn(z) traités à la fin du 
paragraphe 6 [équ. (117) et suiv.] est constitué par les zéros, situés 
dans D, du dénominateur de la fonction (121), le spectre continu 
étant toujours formé par le segment — 1 ^Lz<^ 1. 

Supposons maintenant, conformément à (137a) et (1376), que 

( r ^ ° ' Â - T I - > 0 (" = 2' -'v>; 

J / ? i ( v - + - l ) / ^ 0 ( ^ - 1 ) / ^ 3 ( / ¾ ) ^ , o v 
I — S ^ > ° î ^7 N / \ > ° ( / l = v - 4 - 2 , V-+-3 , . . . ) ; 
\Av/>i(vH-i) />i(* — O M * ) 

alors, les zéros ( € D ) du numérateur et du dénominateur de (121) 
sont réels et simples et se séparent mutuellement et les formules (146) 
à (i5o) restent valables. 

9. Exemples. — Nous terminons par quelques exemples, en nous 
limitant toutefois aux seules propriétés d'orthogonalité des polynômes 
considérés dans ce paragraphe. 

i° Les polynômes de Legendre généralisés T?n(z ; a, b) sont définis 
par la formule de récurrence 

t nPn — ((2n — i-+-a)z-hb)Pn-i-h(n — i)Pn-2=o 
( l 5 2 J \ 
v ' \ (P 0 =i , P - i = o ; /1 = 1,2, . . . ) , 

où a et b sont des constantes ; on a ici 

(i53) m = i; p0(n) = n, pi(n) = 2n—i-+-a, p2(n)=b, />3(rc) = /i—-1. 

De (i53) nous tirons pour g(x, z) [équ. (28)] l'équation différen
tielle 

(i54) #(#2 — 2xz>+-i)g'-^x(x-- (a-hi)z — b)g = o; 

pour les constantes a^, etc. qui figurent dans (35), on obtient ainsi : 

(i55a) a 1 0 =o, a n = a + i , #is = b, a i 3 = i , 

et delà [équ:̂  (49^)] : 

/ r * * N A / ^ l az-+• b r> /N 1 az-\-b w \ 
(155 6) A(*) =+ - + » B(*)= = = = i - A ( 0 -

2 2 ^ 3 2 — I 2 2\JZ^— I 
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La solution de (i54) est 

(,56) , ( . , , ) = ( ^ ) ^ ( , - - ) - 1 

Puisque/?0(o) = o, nous avons ici g(x, z) =yl0(x, z), de sorte 
que (i56) prend, en utilisant (536), la forme 

<i57) yi0(x, z) = c -^^aAf 3 B(p __ a)-*yu(x, z) ; 

en vertu de (60), nous avons donc 

( i58) thlt(z) = e-**Aa*$P($ — a)"11. 

Au moyen des équations (36), (66) et (157), nous obtenons 
ensuite : 

( X\A—1 / x \ B — 1 

et de là, il vient, en utilisant ( i34 a), ( i34 6), ( i53) et ( i58), 

(160) x ( * ) = ( i - + - * ) / " ( 1 — | ) A " ± ( Ï — | ) ° " " l r f 5 

•s 

= (I + a ) 2 j Â T ^ (^€D> ^^sPl-+-Sp2), 
v —0 

(161) [*(*)];= — i ± | = r ( A ) r ( B ) a - A [ i - B ( f i _ a ) u ( a _ p ) A 
4 w « \Jz* — I 

N a i - * A é ? * ' A 

= ( i -h a ) r-: r— 
' 2 i sm w A 

Au moyen des substitutions 

!

' / y— \— . . . a s - t - 6 
£ = £ - - = cos £, ( / ^ 2 — 1 ) = — isint, , = x (t) 

2IV-29 — ï 

( O ^ * ^ K ) , 

la dernière fonction prend la forme 
(1626) U ( o ] ; = o + « o 2ehttT 

Soit s une quantité réelle ; on vérifie que lim ex(± 1 + «s) = o, 

de sorte que ni 1 ni — 1 n'appartiennent 'au spectre discontinu des irtiennent 'au 

MÉMORIAL DBS SG. MATH. — N« 131. 
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P?i(-5 î «? b). Par conséquent, ce spectre est constitué par les pôles 
éventuels, situés dans D, de la fonction (160), donc par les zéros 
( € D J des équations A.(z) + v = oou 

(i63) a l l l = - 2 v - i (v = o, i, . . . ) . 
y/s2— i 

En vertu de ( i53), les inégalités (i40> nécessaires et suffisantes 
pour qu'une suite de polynômes P/i(<s) à coefficients réels possède 
un poids ty(z) à croissance monotone, prennent la forme 

> o (/1 = 2 , 3 , . . . ) ; 
(2/i — 3 + a)(2« — i -ha) 

elles sont donc équivalentes à l'inégalité a >>—i et nous suppose
rons dorénavant que 

(i64) « > —i, h\o. 

On voit alors qu'avec la définition (42) du signe de s]z-—1, celles 
parmi les racines des équations (i63) qui sont situées dans D, ont 1, 
ou — 1 , ou 1 et — 1 pour points limites, selon que, outre (164), 
l'inégalité a < — 6, o u f t < 6 , ou a << ± b est satisfaite ; par contre, 
il n'existe pas de spectre discontinu si a^±b ( 8) . Les relations 
d'orthogonalité qui, dans ces quatre cas, résultent de (147) et ( i5o), 
peuvent être établies aisément; pour a^±b, elles prennent, 
au moyen de (85), ( i53), (162a) et (1626), la forme 

e{->t-TZ)X 

0 6 5 W J 0 """ - ' / • • * - ' 2ch7UT * "-2/1-+-1-4-a 

( a ^ | b i ; m, n = o, 1, . . . ). 

f Pm(coï>£; a, 6 )P 7 i ( cos£; a, 6) r-—sintafr = om / t-
2CI17UT : 

Pour a = 6 = o, ces polynômes se confondent avec les polynômes de 
Legendre. 

20 Définissons maintenant une suite de polynômes Vn(z; nii, m2) 
pour n ^ 2 par la formule de récurrence des polynômes de Legendre, 
mais prenons pour Pi (s ) une fonction linéaire quelconque de z, 
donc 
(166a) P 0 = i , Pi(-s) = (/iii-+-i) z-+- m«, 

( l 66 6) îlP n— (2JI — l) ZP n-y H-(n — l )P«_«>=0 (/1 = 2, 3, . . . ). 

(8) Pour une démonstration du théorème d'orthogonalité pour a ^ | b \ voir [6]. 
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Ici, nous pouvons utiliser les formules établies à la fin du para
graphe 6, avec v = i,Ai = mi + i , B i = m^^doncP*0 = o,'Pl = mi-{- i. 
Pour x(z) [équ. (121)] on trouve ainsi, en calculant i\(z) et r*(z) 
au moyen de (75), (i58) et (159) (où a = b = o) : 

( / I H H - l J l o g - ; 

X(*) = 
(167) / (Wi-s + fn2)\og 

M°g 'v/ - pour c - v o o ; 3 € D | . 

Il résulte immédiatement de (166a) et (1666) que 

(168) \y
n(z; //*,, / » . ) = ( / » 1 s + » j 2 ) P ; ( ; ) + P n ( 2 ) (/1 = 0, 1, . . . ) , 

P#i(-) désignant le /*,eme polynôme de Legendre, et V*n(z), la solution 
particulière de la formule de récurrence (1666), dont les valeurs 
initiales sont P* = o, P* = 1. Pour la fonction génératrice des P/è on 
obtient 

(,169) ySx"Pn{z,munit) 

n=o 
x — z -h s/x" — 2 xz -h I \ 

Jx* T( 
I -h (//?i Z -h //?..) log* 

Comme condition pour l'existence d'un poids ty(z) à croissance 
monotone, ( i5 i ) donne ici : 

(170J nix > — 1, m^o. 

Dans cette hypothèse, l'équation m15 + m 2 = possède 

tout au plus une racine réelle, pôle unique de x(z) dans D, de sorte 
que le spectre discontinu contient tout au plus un point. 

, Pour la densité tf(z) = ^7? on déduit de (167) l'expression 

j +'(*) = [Z (*)£ = 2(/^,-4-1) 

(171) / x (//ii£H-m2)
2(fog2i-^? -4-7:2) + 4(^^-+. m , ) l 0 gL±i H _4 

1 L '—^ ^—^ J 
( ( - I < * < I ) . 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N 4 1 3 1 . 4 . 
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Il est clair qu'en raison du caractère élémentaire de la fonction % (z), 
la loi d'orthogonalité (réelle) des P„ pourrait être établie au moyen 
de l'équation (10), sans utiliser les raisonnements du paragraphe 8. 

3° Les polynômes de Jacobi T?{"'b)(z) peuvent être définis, à des 
facteurs constants près, par leur propriété d'être orthogonaux, avec la 
densité 

(172) C( i— « ) « ( n - O ô ( a > — 1 , & > — i), 

dans l'intervalle (—1, 1). En choisissant ces facteurs de manière appro
priée, on obtient pour les V{"'f,)(z) la formule de récurrence (voir 
par exemple, G. Szegô [14], p. 70). 

/ 2/1(/1-t-a-f- b)(in-h a-+- b-+-2)Pn(z) — (2n -+- a-¥-b—i) 
\ x((2« + a+è)(2/i + fl+6-2): + (ï"-6")P,i-i(5) 

( 1 7 3 ) j H_ 2 (n -h a — 1) (n -h h — 1) (9n -h a -;- b) Pn-*(z) = « 

( _ (71 = 1, 2, . . . ; P o = i , P_i = o) . 

Démontrons réciproquement que les polynômes définis par cette 
formule sont orthogonaux dans ( — 1 , 1), avec une densité de la 
forme (172). 

Pour y parvenir, nous n'avons pas besoin d'établir l'équation 
différentielle, d'ordre m = 3, satisfaite par g(x, z). Car au mojen 
des formules explicites que l'on peut déduire de (173) pour les 
P(

n
a' b), on trouve (Szegô [14], p . 68) la formule 

(174) g(x,s)=y.x»P\f>H*)= , (l-.x+s/x*-2xz-+-i) 
W *** Jxi—2XZ + I 

/2 = 0 

X ( i -4-#-hv/#2 — 2XZ-hï) '' 

De cette expression, il résulte que dans le voisinage de x = a, 

2 a + & . I 

g(x,z) = y„>(x,z)= - = ( i - « ) - a ( i + «)-4 
S/OL — fi ^ — < 

-h v ^ — a ^ i ( ^ — a ) -h £ > ( # - - a ) , 

^ 4 et $ 2 désignant des séries de Taylor ; par conséquent, on a, en 
utilisant (53 a), (53 b) et (60) : 

1 5 
( i75a) m — 1 — A ( z ) = ' d o n c A(.z) = B ( s ) = ^ , 

<ya+b—i 
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Introduisons ces expressions dans l'équation ( i346) , valable ici 
puisque/?0(o) = o, et où, en vertu de (86a) et (173), il vient 

/ > I ( O T T r ( 2 — p,) ___ r(a-h&-h2) . 
po(i)Hr(2-^) ~~ r ( a + i ) r ( 6 + i ) ' 

1 = 1 

* nous obtenons ainsi pour la densité dans Tintervalle ( — 1 , 1) l'ex
pression 

(176) fc(«)E-*--»-'r(
r
a
("tw + - ) ( 1 ~ ' " r r ' + 3 ; > l - I < « < 0 . 

qui est bien de la forme (172), et de là : 

/ [ySz)]+dz=zi. 

Comparant cette équation avec (149) où tous les termes éventuels av 

doivent être positifs, on reconnaît que dans le cas présent, il n'existe 
pas de spectre discontinu, si bien que tout est démontré. 
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NOTE. 

REPRÉSENTATION D'UNE CERTAINE SOLUTION PARTICULIÈRE 

D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE NON HOMOGÈNE PAR UNE INTÉGRALE 1>'HADAMARD. 

I ° Définition de Vintégrale (simple) dHadamard. — Le premier 
membre de la formule 

V r r O V — 0 VrrO 

[B<p)> — i ; 1 = 0, i , . . . ] , 

o ù N cv#v est une série de Taylor, ne peut être défini, en général, 
VrrO 

que pour R ( p ) > — i , tandis que le dernier membre existe pour 
tout p ^ — i, — 2, . . . . Pour R(p) ̂ — i, ce dernier membre qui 
peut être conçu comme prolongement analytique de l'inté-

rx 

grale / . . . d£, considérée en tant que fonction de p, dans le demi-
- o 

plan R ( p ) ^ — i, est désigné, d'après Hadamard [3] , p. 184-217, 

par / . . . rf£. 
I— 

Supposons de manière plus générale qu'une fonction analytique 
*]>(x) admette dans un voisinage (ramifié) du po in t s = a le dévelop
pement suivant : 

(2) 'b(x)=^^U)g>{x — a)^afi(x--a)°^v tel,..., <JN5*—I, —2,...). 
1 = 1 / r rO 

L'intégrale / ^(£)d£, prise le long d'un chemin ab appartenant, 

à l'exception du point a, au domaine d'holomorphie de ij;, sera alors 
définie comme suit : 

(3) f <K?K=f Wt)dÇ+f*W)dÇ 

••fm^Ht^<^^^ • - + v + i ' 
Ï = 1 / = 0 VrrO 
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x0 désignant un point arbitraire de ab qui appartient au domaine de 

validité de (2) ; lorsque ty(x) est holomorphe en x = a, f coïncide 

manifestement avec / . 

L'intégrale- / est définie par la formule 

(4a) f (̂g)dç = _ f +(5)dÇ; 

de môme nous définissons 

,,_N r"ù r
K' r«A rx> v 

Ub) / ^ Ç = / ^ - + - / ' M = / ù d g - / 'M, 

«i et a2 étant deux points où ty(x) admet des développements de la 
forme (2), et a?', un point arbitraire assez voisin de <z<>. De (3), (4a ) 
et (46) résulte la règle 

(5) 
^ l a ^ 1 « ^ 1 6 M 

ty(x) pouvant en particulier êlre holomorphe en un ou plusieurs des 
points a, b, c. 

20 Démonstration de la formule (12). — Demandons-nous 
maintenant, dans quelles conditions l'équation différentielle linéaire 
non homogène 

M*G*))=2* , (a?) ^("" z,^} =/<*)» 
(6) 

?o(#) = i, 71(̂ ) = ^ ^ 2 ^ ^ ^ ( ' = 1,---,^)5- / (^ )= ^ ' " ^ V v ^ 
VrrO v = 0 

admet une et une seule solution de la forme 

(7) #(#)=2cv#v. 
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Afin qu'il y ait unicité, il faut que l'équation différentielle homo
gène 

(8) LO0 = o 

qui, en vertu de (6),& x = o pour point « régulier », ne possède pas 
de solution holomorphe en x = o. Donc, l'équation caractéristique 
des solutions de (8) canoniques pour x = o, à savoir 

(9) ?(p')= ̂ ( p - " 1 ) • " ( P - / / Î + / + I ) ? i o = 0 (£oo=0 , 

ne doit pas avoir de solutions entières non négatives. Nous obtenons 
ainsi pour les racines pi, . . ., pm de (9) la condition nécessaire 
suivante : 

(10) pi5*0, i, . . . (* = i , • - . , m). 

En introduisant, d'autre part, la série (7) dans (6), on obtient, 
en utilisant la notation (9), les équations linéaires 

/— l m 

( " ; c/ 9(/) +2^2v ( v — 0 - (v — '" + *' •+- Os^y-v = / / (7 = 0,1,...). 

Vrr 0 irrO 

Or, en utilisant les inégalités (10) sous la forme 

? ( / ) ^ o (7 = 0, i, . . . ) . 

nous voyons que les dernières équations permettent de calculer tous 
les coefficients e,. On vérifie sans peine que la série (7) obtenue de 
cette manière converge à l'intérieur du plus grand cercle de conver
gence commune des séries qi(x), . . ., qm(x) etf(x)] donc, la 
condition (10) est aussi suffisante pour l'existence deg(x). 

En supposant désormais que les inégalités (10) sont satisfaites, 
nous allons démontrer maintenant la formule 

(12) *(*)= f 
11 

Mi) /im-2)(S) M») 

Mi) ••• yT-'KïY-1 

y»(ï) ••- /STlKi) 
/ « ) * 

. • ' l o 
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oùyi (x)) , . . ,ym(x) désignent un système fondamental quelconque 
de solutions de (8), les r\i(x) étant définis par les équations 

, ^ ( ^ ( ^ ) = ( - 0 ^ 1 1 ^ ( ^ ) 1 1 / ^ , ^ = 0, „ m - !|7)A)(^)|l7-U-0,..,,n-l 
{ l i ) \ (^ = 1 , . . . , m). 

Afin de faire ressortir que les fonctions à intégrer qui figurent 
dans (12), sont de la forme (2), utilisons un système fondamental 
formé de solutions de (8), canoniques pour x = o, lequel peut être 
écrit sons la forme (9) 

04) .»,(*) = 2 l o g '^2 0 ^^ 1 (i= ' m} 

/ r r 0 V — U 

où certains p, pourront coïncider ou être congruents mod. 1. 

En désignant par «(a?), &j(x), %j(x), . . . des séries de la 
forme < 7 ), on obtient pour les déterminants qui figurent dans (i3) : 

|r}A,|]r-i,/.=o. . . . , „ - , = **? j îi(ï)rfS = *" 'cvp«(*) , 

111 m — » 

!rJÂ,||y^«,*=of » - > = * ' ' 2 /^ / (*) log '* , 
/ r rO 

m 

et de là, il vient au moyen de la re la t ion^p v = — qio qui 

résulte de (9) , 

N» 

r\l(x)f(x) = x-P*-^%iJ(x)\og/x (* = i, ..., m). 
/ r rO 

En raison des inégalités (1 o), ou — p,—17^ — 1, — 2, ... (i = 1,..., m), 
cette fonction est de la forme (2) ; en l'intégrant, nous avons 

N» 

^ ^ ( 5 ) / ( 0 ^ = ^ - ^ 1 ° ^ ^ ^ ^ ^ 
'li 

(9) Koi> par exemple A. R. Forsyth [1], § 38. 
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de sorte qu'en conséquence de ( i4) , l'équation (12) prend la forme 

g{x)J^JZj{x) log/ X. 

/ r rO 

L'existence des intégrales qui figurent dans (12) étant ainsi 
établie, on vérifie au moyen de calculs élémentaires que le deuxième 
membre de (12) satisfait à l'équation différentielle (6 ) ; par consé
quent, g(x) doit être de la forme 

m m 

£'(*) =2 c v#M-^^> t(x). 
V r r 0 l — 1 

Mais ces deux expressions de g(x) ne peuvent coïncider que lorsque 
di= . . . = dm= N = o. Car autrement, l'équation différentielle 

N 

homogène L(y) = o aurait une solution de la l'orme 7,KCf ( ar ) log ' j * 

où bX^(x) =½ o. Donc la série de ïa^ lor ^^[x) serait, elle aussi, une 
solution, ce qui est exclu par notre hypothèse sur les racines de 
l'équation caractéristique (9). 

Nous trouvons donc que la fonction (12), solution de (6), est 
holomorphe en x = o. c. Q. F. D. 

Notre résultat peut être généralisé de différentes manières. Par 
exemple, on voit que dans l'hypothèse nécessaire et suffisante 

(16) pi^a, a-+-i, a - h 2, . . . ( i = i , . . . , m), 

(a désignant une constante réelle ou complexe), l'équation diffé
rentielle 

( i l ) HJ ) =/<*) [/(*) = *«-*2/M^'1 

possède une solution unique de la forme g(x) = / c^xw+a, laquelle 
VrrO 

est donnée par (12). 
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