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INTEGRATION DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE
PAR LA METHODE DE DRACH

Par M. Georges HEILBRONN.

i) 9 © O G

INTRODUCTION.

La méthode de Drach se situe comme le développement logique
de la méthode d’Ampere, dans la direction méme que celui-¢i envi-
sageait. La généralisation de la méthode d’Ampere, due & Darboux,
malgré les succes obtenus par lui-méme el ses successeurs, comporte
une limitation intrinsdque. Elle masque la portée véritable de la
méthode d’Ampere, dont la puissance a été révélée par les travaux
de Drach.

La lecture des Mémoires originaux de Drach semble difficile; c’est
la seule raison pour laquelle son ceuvre n’a pas atteint la notoriété
qu’elle mérite. C’est pourquoi nous avons entrepris un exposé de sa
méthode et des principaux résultats auxquels il était parvenu. Cela
contribuera, nous l'espérons, a rendre accessibles 2 un public
mathématique trés large, des théories qui sont loin d’avoir épuisé
leur féeondité, comme nous essayons de le prouver nous-méme, dans
le chapitre IV du présent Ouvrage.

Il convient de souligner que la méthode d’intégration des équations
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aux dérivées partielles, dont nous faisons ici 'exposé, ne représente
qu’une faible partie des découvertes de Drach, dont I'cuvre s’est
poursuivie dans un développement harmonieux, tout au long de sa
vie. On trouve dans sa These [1] les idées de base qu'il a su
appliquer, par la méthode d’« intégration logique », avec le méme
succes, aux équalions différentielles ordinaires et aux équations aux
dérivées partielles. C’est le nombre considérable d’applications
possibles de ces derniéres qui nous a fait donner la priorité, contre
tout ordre logique et chronologique, a la fin de son ceuvre. Nous
réservons & un autre travail I'exposé des questions relatives aux
équations différentielles ordinaires.

Je tiens & remercier M. Villat, dont les encouragements précieux
m’ont seuls permis de mener a bien ce travail. Son admiration pour
le génie de Drach a contribué & me valoir linsigne faveur de voir le
présent travail publié dans cette célebre Collection. Qu’il veuille bien
trouver ici le témoignage de ma profonde reconnaissance (*).

CHAPITRE 1.
A. — GENERALITES SUR LES EQUATIONS DU SECOND ORDRE.

I. — CGaractéristiques du second ordre [6, 5], [7, a].

I. Soit I'équation

(M Sz, v, 5 p,q, 1 8t)=o0
dans laquelle s est fonction des deux variables indépendantes z et y
_ds 0 0z ks s
P=0z 1= 5 = o’ = dzdy’ T ay?

et telle que f soit analytique pour toutes les variables.

Si 3= ¢9(=, )) est une intégrale de I'équation (1), elle est aussi
I'équation d’une surface, dite surface intégrale.

Cauchy se pose le probléme suivant : Etant donnée une équation (1),
déterminer une surface intégrale passant par une courbe donnée C
et tangente le long de cette courbe, 4 une surface développable

(') Nous avons di, sur quelques points, abréger notre rédaction primitive, pour
ne pas excéder outre mesure la longueur habituelle de ces fascicunles, et nuus prions
le lecteur de se reporter A notre Thése soutenue devant la Faculté des Sciences de
Paris.
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donnée D. Le long de G, z, y, z, p, ¢, sont des fonctions d’un para-
meétre 0; r. s, ¢ satisfont a (1) et &

g=rdr+sdy—dp=o,
(2)

h=sdr+tdy —dg=o,

les différentielles étant prises par rapport a 6.

(1) et (2) forment un systéme de trois équations a trois incon-
nues : r, s, t. Ce systtme admet une solution unique, si le
déterminant

af of If
D(f, g,h)= ar ds ot o
D(r, s, t) dz dy o ’
o dx dy

On obtient alors facilement la solution du probléme de Cauchy de
la manidre suivante : Soient y = (x), 2 = x(z), les équations de la
courbe C. Par le changement de variables

z=E y=9(E)+n z=y(E)+{,

on est ramené & trouver une intégrale qui se réduise a zéro pour n=o,

la dérivée gﬁ se réduisant & une fonction donnée de §. Le déter-
minant DD(AM est invariant pour la transformation précédente,
(rys, t)

mais la courbe C se réduit maintenant a I'axe des %, le coefficient de
la dérivée g%; étant précisément égal a ce déterminant. Dans ces

conditions, on peut appliquer a l'équation ainsi transformée le
théoréme de- Cauchy-Kowalewski, en résolvant celle-ci par rapport

a % [6, a].

Le probléme de Cauchy étant résolu, on peut calculer les dérivées
successives de z en un point quelconque de la courbe C. On obtiendra,
par exemple, les quatre dérivées du troisitme ordre par le systéme

suivant de cinq équations, dont le déterminant est de rang 4.
Soient

A__d*z _ &3 ._ 9%z D__t_)lz__
= 9z’ = dztay’ = dzay’ = ay3

Différentions I'équation (1) successivement par rapport  z et & y;
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il vient
(3) [f] 9z + 3‘C+r;;+sg’(—‘+A€£+ng—c d‘-[—o,
w [£]-% vyt LY T Y N

Dans la suite, nous utiliserons également les notations suivantes :

(éj_) f of  ,of L o

dx pdz dp+s—
f) f f of
(dy dy+q 'qu

Pour calculer A, B, G, D, nous devons joindre aux équations (3)
et (4) les relations suivantes :

(5) Adx + Bdy —dr=o,
(6) Bdz + Cdy — ds = o,
(7) Cdx +Ddy —dt =o.

Les équations (3), (4), (5), (6) et (7) forment un sysiéme de
cing équations aux quatre inconnues A, B, C, D, dont le tableau des

coefficients est de rang 4, le déterminant étant précisément le

déterminant -l:;)(f’—g’- que nous avons défini plus haut. On démon-
(r’ b t)

trerait par récurrence que le systtme qui permet de calculer les
dérivées d’ordre » admet pour déterminant une puissance du déter-
minant précédent.

2. Supposons maintenant, au contraire, que le déterminant

(8) %’? dfdy2 dfdxdy+-—‘]:dx=o
et soil encore 2 = ¢(z, y) I'équation d’une surface intégrale S.
L’équation (8) représente la projection sur le plan des 2y de deux
familles de courbes tracées sur la surface S. Ces courbes sont les
courbes caractéristiques. Le long de ces courbes, on ne peut
résoudre le probléeme de Cauchy : il y a en général une infinité de
surfaces intégrales, dépendant d’'une ou de plusieurs constantes
arbitraires et passant par l'une de ces courbes. D’ailleurs le
systeme (1)-(2) de trois équations a trois inconnues est ici de rang 2
et présente par suite une indétermination que nous préciserons plus
loin.
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Montrons, d’autre part, que I'on peut engendrer une surface
intégrale S a l'aide des courbes caractéristiques. En effet, I'équa-
tion (8) qui les définit, est du second degré : par chaque point de la
surface S, il passe une courbe de chaque famille. 1l suffit donc de
faire varier 'une d’elles, de fagon qu’elle rencontre constamment la
seconde, pour qu’elle engendre la surface S.

On peut parvenir & la notion de courbe caraciéristique d’une
maniére un peu différente. Une courbe caractéristique d’aprés
Cauchy, est une courbe tracée sur une surface S, le long de laquelle
les dérivées du troisidme ordre ne sonl pas délerminées par les diffé-
rentielles dz, dy, dr, ds, dt, les différentielles dz, dp, dg se calculant
par les relations connues

dz: =pdx + qdy,
(9) dp = rde + s dy,
dg=sdr+tdy.

Le systtme des équations (3), (4), (5), (6) et (7) qui sert a
calculer les dérivées troisiemes est de rang 3, le long d’une courbe
caractéristique. Mais pour qu’il soit indéterminé, il faut en outre que
les conditions suivantes soient vérifiées :

(&) %%
dx ds dt
(10) —dr dy o o |=o,
—ds dz dy
—dt o dx dy
AR
dy ds ot
(11) de —dr o o |=o.
o —ds dy o
o —dt dr dy

Les conditions (10) et (11) s’écrivent, aprés développement et
U 2oy O jro

7z dy » valeur donnée par (8)

remplacement de %{- par

. d J J
(10) (d—";)dwdy+ S ardy + T)f;dsdx=o,

or

’ d af g,
(11') (%)dxdy+—d‘édady+d—{dtdx=o.
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Le long d’une courbe caractéristique, les huit fonctions z, y, z, p,
g, r, s, ¢ satisfont aux six relations (1), (8), (9) et (10), qui
constituent le systéme (12)

S(x, ¥, % p, g, T, 5 1) =0,

%‘édyﬁ fdxd)+ fdx =o,

(12) / pdzr+qgdy —dz =o,
rdz + sdy —dp =o,

sdzx + tdy —dq = o,

(df>dwd1 +3f drdy + d—fdsdw_o

Yy

L’équation (8) est du second degré en %;; elle admet donc

deux racines 14, s, auxquelles correspondent deuzx systémes de
caractéristiques. En la divisant par dy, on peut donner a I'équa-
tion (10') 'une ou I'autre des deux formes suivantes (pour le systeme
correspondant 4 la racine A) :

((—l'—f-)d.l,+ ’idr+ )l dfds—o,
AL

(df>d.z'+—‘Z (dr. + )y ds) =o.

On a pu remarquer que nous n’avons fait figurer dans le systeme (12)
que la seule équation (10). C’est parce que I'équation (11) n’est pas
en réalité indépendante de celle-ci. En effet, en ajoutant la rela-
tion (10') divisée par dy et la relation (11') divisée par dz, on a

a df_ )fd.r+ d; + f(p/lt+qdy)+l(rdx;+sdy)

o )./ of of
+3§(sdr+td))+37dr+ dsds+ dt=o.
En définitive, une multiplicité caractéristique, c’est-a-dire, le
systéme considéré des huit variables défini le long d’une courbe
caractéristique, satisfait au systdme (12) de six équations. La solution

dépend donc d’une fonction arbitraire.

3. Nous avons supposé, pour établir le sysiéme (12), que les

dérnvées f f élaient différentes de zéro.
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et 'dl sont différentes de zéro, d{ étant nulle, en prenant les

délerminants convenables déduits du tableau des coefficients des
équations (3), (4), (5), (6) et (7), on obtient immédiatement les
équations des deux systémes de caractéristiques, 1'équation (8) se
décomposant en

Slf

af 9
dy =o, d—'ﬁdy—-%dx:o.

Equations du premier systéme :

J =o,

of O iw =
drd)— sdx_o,

, Pdz+qdy —dz=o,
rdzr + sdy — dp = o,
sdz + tdy — dg = o,

(df>dx+ﬂdr=o

Equations du deuxi¢me syst¢me :

(t4)

f=o

dy = o,

pdzx—dz=o,

(15) rdz —dp = o,
sdx —dg =o,

(%) dx + (:)—frdr+¢%ds=o.

Comme dans le cas général, on peut remplacer la derniere équa-

tion (14) par
(df)dx—o- {ds:o

et la derniére équation (15) par
( ) ds -+ == df dt = o.

df of

57 €t 57 sont simulianément nulles, I'équation (3) se décom-

pose en d.z' =0, dy = o, et l'on obtient les équations suivantes pour
les deux sysiémes de caractéristiques :
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Premier systéme :

S=0,
dx = o,
gdy —dz=o,
(16) sdy —dp =o,
tdy — dg = o,
ar o ar=o:
(%)dy—‘_ ;)—s—dr—o,
Deuxiéme systéme :
/ Sf=o0,
dy =o,
pdr—dz =o,
(17) rdx —dp = o,
sdr—dp=o,
af O ds=o:
(-d—x)dx+$ds_o,

les derniéres équations (16) et (17) pouvant étrc remplacées respec-
tivement par

AN ay+ % g5 af IV ar =
<W>d) +—?ds_o et (dy) dx+mdt_o.

[I. — Caractéristiques du premier ordre (!).

4. Pour certains types d’équations, il se peut que les trois premiéres
équations (12), compte tenu des deux derniéres, se réduisent au
premier ordre, c’est-d-dire ne dépendent que de z, y, 5, p, g et de
leurs différentielles. De telles équations admeltent des caractéris-
tiques du premier ordre. Dans ce cas, I'indétermination pour les
dérivées du 1iroisitme ordre, vue au paragraphe précédent, sc
rencontre dés le second ordre.

La condition nécessaire et suffisanie pour qu'une équatipn
f(z, ¥, %, p, q, 1, s, t)=o0 admette des caractéristiques du premier

(1) Elles sont connues de ceux qui s'intéressent 3 l'intégration graphique des
équations du type hyperbolique, sous le nom de caractéristiques du second ordre
de Monge.
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ordre est donc que le systéme

S =o
(18) rdz +sdy —dp =o,
sdr +tdy — dq =o,

ou l'on considére r, s, ¢ comme inconnues, soit indéterminé.

Tirant, par exemple, r et ¢ des deux derniéres équations et portant
ces valeurs dans la premiere, celle-ci doit se réduire a une identité.
En considérant r, s, ¢ comme des coordonnées courantes, on obtient
facilement une interprétation géométrique de ce résultat. Les deux
dernidres équations (18) représentent une droite parallele & une
génératrice du cone d’équation

(19) rt—s’=o.

D’ou les différents cas possibles

1° L’équation (1) représente un plan, dont nous écrirons I’équation
(20) r+ (k4 Xe)s+ 242t + M=o,

ol Ay, A9, M sont des fonctions de z, y, 3, p, q.
L’équation (8) s’écrit

(21) dyt— (hi+ m)dxdy + o dxt=o.

Les deux systémes de caractéristiques, qui sont du premier ordre,
sont donc définis par

dy — hdx =o, dy — hydr =o.
Pour former les équations de ces deux systémes, il suffit d’écrire
que les trois plans
r4 (M4 le)s+mt+M=o,
dp—rdx —sdy=o,
dg—sde—tdy=o

forment un faisceau linéaire, c’est-a-dire que les deux déterminants
suivants sont nuls
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ce qui redonne I’équation (21), et

—M )-1 + As )\1 )\2
dp dy o
dg dx dy

=0’

qui s’écrit
—Mdy’+ Mledpdr — (A+ Xs)dpdy — A hadgdy =o.

En remplacant dy successivement par A, dz et A2 dz, on obtient
les équations des deux systemes :
Premier systéme :
dy — M\ dz = o,
(22) dp + hedg + M dz = o,
dz — p dz — q dy = o;

Deuxiéme systéme :

dy —hydx =o,
(22") dp + A\ dg +~Mdx = o,
dz — pdx — q dy =o.

2° L'équation (1) représente une quadrique admettant le cone (19)
pour céne asymptote. Les deux systémes de caractéristiques sont du
premier ordre. Ces équations sont dites de Monge-Ampere; nous les
écrirons sous la forme

(23) (r—A)(t—D)—(s—B)(s—C)=o,

A, B, G, D étant des fonctions de z, y, 2, p, ¢ et ot on a mis les
génératrices rectilignes en évidence.
Pour définir les caractéristiques, il suffit d’écrire que la droite

(26) {dp—rdx—sd_y:o,

dg— sdx— tdy=o0

est une génératrice de la quadrique (23). En prenant les deux
systémes de génératrices, on obtient les deux systemes de caracté-
ristiques.

Les génératrices s’écrivent

(r—A=X(s—B),
| s—C=x(t—D);
r—A=p(s—0C),
s—B=p(t—D).

(25)

(25")
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En identifiant successivement (25) et (25') a (24), on obtient

dp = A dzx + Bdy,
(26) dg = Cdz +Ddy,
dz = pdz+ qdy;
dp = Adzx+ Cdy,
(26") dgq = Bdz + D dy,
dz = pdz + qdy,

auxquelles on a adjoint la relation
dz=pdzr+qdy.

3° L'équation (1) représente une surface développable, admettant
le cone (19) pour cone directeur. Les deux systémes de caracte-
ristiques sont confondus en un seul, qui est du premier ordre.
Soient

2s+tﬁ+-0—q'—=o,

r+oms-+te(m, z. y, z, p, q) +¥(m, z, y, 3, p, g) =o,
)
am ~ om

les équations des génératrices de la surface développable. En identi-
fiant ces équations avec (24 ), on trouve que ¢ doit vérifier I'équation

\ 9\’ A =
(28) (9711) —4»19—”; “+ 49 =o.

C’est une équation de Clairaut, dont la seule solution non linéaire
est ¢ = m?2.
Les équations (27) prennent alors la forme

(29) s+tm+—l--ﬂ=o
2 d

r+2ms—+im2+ Y(m)=o,
m

et les équations des caractéristiques s’écrivent, en poursuivamt
I'identification avec (24),

dy _

(—l;—-m,

ap LA

(30) %+«p—5mﬁ—o,
dg 19y _
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auxquelles on adjoint
ds
Zl—.; =p “+gqm.

Remarque. — En écrivant, comme d’habitude, que le déterminant

D(o1929194)

f .
onctionnel DOr, st m)

est nul, ott I'on a posé

Q1 =11+ 28m + im2+ ¢,

1 oY
95—s+tm+557n—s

¢3=rdx +sdy —dp,
ov=sdz + td)y —dg,

on retrouve pour I'équation des caractéristiques : (dy —mdz)2= o,
ce qui montre que les caractéristiques sont confondues.

4° L’équation (1) représente une surface réglée, admettant le
cone (19) pour cone directeur. Un des sysiemes de caractéristiques
est du premier ordre, l'autre est du second ordre. Pour obtenir les
équations des caractéristiques du premier ordre, on écrit que la
droite (24) est une génératrice de la surface.

5° L’équation (1) est quelconque. Les deux systeémes de caracté-
ristiques sont du second ordre.

Remarque. — Toutes ces formes se conservant par des transfor-
mations de contact, il est possible de trouver dans chaque cas, des
formes réduites; ainsi pour les équations de Monge-Ampere, on peut
annuler un des quatre coefficients A, B, C, D.

5. Il nous reste a étudier le cas ol les deux systémes de caracté-
ristiques sont confondus, c’est-a-dire ot I'équation (1) est telle que
la relation

. () —aoL %

- L =9
Js

ar ot
soit vérifice.

Cette équation est une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, qui exprime que (1) est 'équation d’une surface développable,
dont le plan tangent reste parallele au plan tangent du céne (19). Le
systéme unique de caractéristiques est donc du premier ordre,
puisque les génératrices sont paralleles a celles du cone (1g). On
retrouve donc le 3° du numéro précédent.



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 13

6. Nous avons défini les caractéristiques du premier ordre, comme
les courbes le long desquelles une dérivée du second ordre est
indéterminée. De cette définition résulte que par toute caractéris-
tique du premier ordre, il passe une infinité de caractéristiques
du second ordre.

En effet, les éléments du second ordre sont déterminés par les
trois dernidres équations (12). Si 'on élimine deux des trois dérivées
du second ordre, il reste une équation différentielle du premier ordre
pour délerminer la troisiéme, le coefficient de la différentielle étant
différent de zéro, si la relation (31) n’est pas vérifiée, c’est-a-dire si
les caractéristiques sont distinctes. Ainsi donc, puisqu’une des
dérivées du second ordre est déterminée par une équation différen-
ticlle du premicr ordre, il y a une infinité de solutions dépendant
d’une constante arbitraire, ce qui démontre la proposition.

Soient en effet les trois équations

rdr +sdy —dp = o,

(32) of y sdx+t;{;f—dq=o,
\ (’)—I>dzz{)’+ md) dr + deds:o.

Tirons par exemple r de la premiere et ¢ de la seconde

_dp—sady __dg—sdx
i A

La troisieéme équation devient
of O v can— sarrdy o s dmd
(33) D;dxdy+ﬂpdwd)+dp(dp sdy) )+dqsdw ly

af d’p—sd’)‘—dsd_y_(dp—sdy)d’x]
"'ﬁdy[ dz (dz )

of
+ -;deds-o,

dans laquelle z, y, z, p, g sont exprimés en fonction d’un parametre 0
qui définit la courbe.
Le coefficient de ds est

__').f_ —(d-’ r -+ %’f'dx.
13

or dr
s
Il n'est nul que si (%)’ = 2. En portant cette valeur dans I'équa-
q dz) = of
ar

MEMORIAL DES 8C. MATH., — N 129, 2



14 G. HEILBRONN.

tion (8), il vient

of
of  df ot
29t T os ;,7“°’

expression qui, rendue rationnelle, n’est autre que I'équation (31).
On retrouve bien ainsi les résultats annoncés.

7. Si l'équation (31) est vérifiée, Péquation (33) n’est plus une
équation différentielle et elle n’admet plus une infinité de solutions.
Le théoréme précédent est donc en défaut.

Exceptionnellement, il se pourra que I’équation (33) soit identi-
quement vérifiée ; la encore, la caractéristique du premier ordre sera
contenue dans une infinité de caractéristiques du second ordre,
dépendant, cette fois, d’une fonction arbitraire : la valeur d’une des
trois dérivées secondes.

IIl. — Caractéristiques d’ordre supérieur.

8. On peut considérer les valeurs prises par les dérivées d’ordre 7,
le long d'une caractéristique. Les équations de cette caractémsthue
s’établissent comme plus haut.

Par exemple, au troisitme ordre, nous considérons les trois
dérivées secondes de l’équatlon (1)

af (lf) adf Jrz Jdf d*z Jdf dvz
dr° _(7; T or dz VT o5 dmdy T o dway

, & f _( df \ U Pz of Pz of Pz _
Y | Ta —\Ta )* or dridy T ds dxrdy: T of dways
af _ (ﬂ) of iz +df Jd¢z +£ dvz
dy> — \dy’ Jdr dz*dy:  ds dxd)? Jat  dyt

D'autre part, en écrivant les différentielles totales des quatre
dérivées du troisiéme ordre, on obtient les relations suivantes :

diz J4z

dA = I dr + Tz Iy dy,
d+s 0tz

dB = ox ().y dr + oz d).g d) )
otz 0tz

dC:dw’d)’ z + de)de’
' z

dD = ---—() 2 dr + Ak dy.

drdy} Jdyt
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Les relations (34) prennent alors la forme suivante :
& f Jf dA  of dB _
\ (E!Z’) Tordz TGy
drf Jf dB  df dC _
() (%)~ % ™% =
d:f of dC  odf dD
(W) Tor ds T of dy T
Les équations (5), (6), (7), (12) et (35) sont les équations des
caractéristiques du troisitme ordre. Ces douze équations entre les
douze variables z, y, z,p, g, r, s, ¢, A, B, G, D se réduisent en
réalité a4 dix par un calcul analogue a celui du n° 2. De la méme
maniére, & 'ordre , on obtient toujours deux relations de moins
que de variables.
En définitive, si les caractéristiques sont distinctes, par une
caractéristique d’ordre 7, il passe une infinité de caraciéristiques
d’ordre n + 1, dépendant d’une constante arbitraire.

9. De l'indétermination précédente, il résulte que par une caracté-
ristique, il passe une infinité de surfaces intégrales, dépendant d’une
fonction arbitraire : la valeur a laquelle elles se réduisent en un point
de la caractéristique [8].

De méme, par deux caractérisliques appartenant a chacun des
deux syst®mes et ayant un élément commun, il passe une surface
intégrale unique.

Dans le cas des équations de Monge-Ampere, le théoréme précé-

dent s’applique, bien entendu, aux caractéristiques du premier
ordre.

B. — INVARIANTS ET INVOLUTIONS.

I. — Intégrales intermédiaires.

10. La méthode générale de r¢solution des équations (1) consiste
a chercher a intégrer le systeme différentiel (12). Si I'on opére sur
les trois premidres équations seulement, on obtient, quand la méthode
réussit, une intégrale

(36) V(z,y, 3 p,q)=0

que l'on appelle intégrale intermédiaire.
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Ces intégrales intermédiaires ne sont autres que ce que nous
appellerons des invariants du premier ordre, 'ordre des dérivées
qui y figurent indiquant Pordre de l'invariant. Nous aurons affaire a
un invariant proprcment dit si les relations sont vérifiées sans
tenir compte de P'équation (36), a une involution dans le cas
contraire (1).

11. Inversement, cherchons s’il existe une relation (36), dont
toutes les intégrales appartiennent & 'équation (r).

Les caractéristiques de I'équation (36) doivent éire caractéristiques
de I’équation (1), qui, par conséquent, admet des caractéristiques du
premier ordre. L’équation (1) doit donc étre trés particuliére (voir
plus haut, A, § II').

Les caractéristiques de I’équation (36) sont définies par

(3 dz _dy =~ —dp —dg
7) NTNTW NN v
dp  dg oz Pz ay L

Pour définir la fonction V, on remplacera donc, dans les équa-
av dV A% A% v
dp’ 9’ <% p&)’ ( +qdz)
respectivement. V satisfait donc a un systéme d’équatmng simul-
tanées du premier ordre.

tions (12), dz, dy, dp, dg par —

L’équation (1) admettant ici des caractéristiques du premier ordre,
les équations de celles-ci sont formées de deux relations linéaires et
homogenes en dz, dy, dp, dg. Si ces deux relations, ot l'on a

A Y av 'A% av\ ’
remplacé dz, dy, dp, dq par — ap’ g (% +p E)’ ( +q dz)

forment un syst®me en involution, la solution dépend de deux
constantes arbitraires

(38) V(z, ¥, 2, p, g, Ci, Go)=0
et 'on en déduit 'intégrale générale en posant

(39) Co=9(C1).

(1) Le mot d’involution sert & désigner le cas o la solution du systéme présente
le plus haut degré de généralité.
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V(z, y, 5, p, q, Gy, Cy) vérifie aussi

oV IV

(40) ')—Cl-o-mq;:o.

En éliminant C, et Cy entre (38), (39) et (40), on obtient 'inté-
grale générale. Ces trois équations donnent aussi la solution du
probléme de Cauchy. Il est possible, dans ce cas, de préciser la
forme de I'équation (1), qui jouit de cette propriété [7 b].

Il se peut que la fonction V ne dépende que d’une constante arbi-
traire ou méme d’aucune; c’est alors une « mvoluuon », les équa-

tions en(—)X W (N '—)X
dp’ dq’ (()x +p Jdz

qu’en tenant compte de V = o.

(‘)‘ +g; ), n’etant vérifiées

{I. — Invariants et involutions du second ordre et d’ordre supérieur.

12. Etant donnée une équation
(1) f('r: Y2 Py gy 1y Sy t)=o,
cherchons a quelles conditions une deuxiéme équation

(41) e(z, 0, 3, p,q, r,s,1)=0

peut avoir des intégrales communes avec la premiere.
Différentions ces deux équations, en désignant par A, B, C, D les
dérivées du troisieme ordre :

S U S Uy Wy W

FEIA P2 Sal PR P T AP TR
, of o +—-s+d‘—ft+ +% et Y=,
(42) dy 0z 7 dap dl

P Je +')—? +5)i +d?A+d(P ~?C=o,

dz "3l T ap T agt T or

d@ dp 99, %%, 9 de J3?
+d..q+dp r)qt drB r)eC D_o

On a donc un systtme de quatre équations linéaires aux quatre
inconnues A, B, C, D. Si l'on veut que les équations (1) et (41) aient
des intégrales communes, il est nécessaire que le syst®me préc
soit indéterminé.




18 G. HEILBRONN,

D’ou la premiére condition

a o of

or o5 dt °

VU
Jr 9ds ot

(43) =0

do dy o

dr ds ot

o % 92 0
or ds ot

et, reprenant les notations,
(i>_ 9 ,9,,.9,..9;
Az) = oz ozF ap aq”’

dy) =y Tzl T opt T ag"
la deuxiéme

5 (&) % o

w o (&) 6%,
a? (%) %% °
o (%) = %

L’équation (43) exprime que les équations différentielles des
caractéristiques des deux équations ont une racine commune. Done,
en chaque point, il faut que les deux équations aient une direction
de caractéristique commune.

En développant I'équation (44 ), on I'écrira

o Do) [(4f) 99 de\df | . D(fio)[[af\de _[(de\of] _
w6 e (&) 5w —(Z) &) + s (D)% (2) %] =

Ces conditions (43) et (44), qui sont nécessaires, sont évidem-
ment suffisantes.

Si ces conditions sont vérifiées, sans tenir compte de l'équa-
tion (41), on peut remplacer celle-ci par

(41") o(z, ¥, 5, p, g, 1,5t)=0C

et I’on a alors affaire a un (nevariant.
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Si, au contraire, les conditions (43) et (44) ne sont vérifiées qu’en
tenant compte de 'équation (41) : 9 =0, ¢ est alors uue involution.

13. On retrouve pour la caractéristique commune aux deux équa-
tions (1) et (41), les propriétés des caractéristiques que nous avons
établies au chapitre I (§1) pour une seule équation, puisque nous
retrouvons la propriété qui nous a servi de définition : I'indétermi-
nation des dérivées du troisiéme ordre.

On obtient les équations différentielles de la caractéristique
commune, comme on a obtenu le systéme (12), en remplacant I'équa-
tion

Y 1y — "f Ldwd) + A

ar 7dx°—o

par
dy —ddr=o,

) élant la racine commune a cette équation et a ’équation analogue

92 4,99 99 1o
’7,_((1 _;ded}_'_?)_tdx =o,

la derni¢re équation du systéme (12) ¢lant remplacée par (44).
On a ainsi un sysieme de sept équations a huit variables :

J(z, ¥, 3, p.q, 7.5, 8)=o,
e (2,0, 3,00 1y 85, E)=0,

dy —idzx =o,
£5) pdx + qdy —dz =o,
) rdx +sdy —dp = o,
L sdx +tdy — dgqg =o,

SeRl@) R @5 - v @) a- @)=

pour définir les caractéristiques.
Les intégrales singuliéres sont définies, si elles existent, par les

relations

D(fi9)_, D(/f, #) —o, D(fi9) .
D(r, s) ’ Dis, t) Dz, 7y
Si ces relations sont vérifiées, les raisonnements du numéro pré-
cédent sont en défaut et ces intégrales doivent étre cherchées dans
chaque cas particulier.
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14. D’une fagon analogue, en écrivant les équations des caracté-
ristiques d’ordre 7 et les équations déduites par différentiation de

oz on
(46) ?(m:)’; %P9 z)=

'“’d_.Z'—", ---ya—};

on doit obtenir un systtme indéterminé par rapport aux dérivées
d’ordre le plus élevé. La relation (46) est alors en involution avec
Péquation (1). Suivant que ¢ vérifie les équations de I'un ou de
'autre systéme de caractéristiques, on dira qu’il est relatif a4 I'un ou
Pautre de ces systémes. Si nous obtenons une solution sans tenir
compte de I’équation (46), ¢ sera un ineariant. Ce sera une involu-
tion dans le cas contraire.

CHAPITRE 1L

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
PAR L'USAGE EXPIICITE DES CARACTERISTIQUES D’AMPERE.

I. — La Méthode d’Ampére.

15. Nous rappellerons bri¢vement, telle qu’elle se trouve exposée
dans les Ouvrages classiques [ 7 ¢], la méthode d’Ampére.
Supposons l'intégrale générale de I'équation

(1) Sz, ¥, 3 p, 9, 158, t) =0,

écrite sous la forme

z = fi[a, B; p(a), (B); ¢'(a), ¥ (B); .- -5 9 (@), ..., $1@) (B)],
(2) §y=/,ola, B; e(a), $(B); 3'(a), $'(B); -..5 9P (), ..., Y@I(B)],
z = fila, B; o(a), $(B); ¢'(2), $"(B); -5 o¥"(a), ... $la"(B)].

D’aprés Ampere, I'équation sera de premiére classe, si les for-
mules (2) représentent I'intégrale générale de l'équation (1), les
fonctions ¢ et ¢ étant arbitraires.

La remarque fondamentale d’Ampere est la suivante : si I'on donne
a ¢ et Y des formes particulidres, la surface intégrale ainsi définie
admet comme courbes caractéristiques, les deux familles de
courbes a = const., 3 = const.

En effet, considérons deux surfaces S et S' correspondant a la
méme fonction ¢ et a deux fonctions ¢ et @ telles que p et ¢ aient la
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méme valeur pour les deux surfaces. Les deux surfaces S et S' sont
donc tangentes tout le long d’une courbe o = a,, ce qui démontre la
propriété énoncée.

16. De ce qui précede, Ampere déduit une méthode d’intégration
qui n’est pas, au fond, différente de la méthode classique par inté-
gration des équations des caractéristiques. Il prend comme variables
indépendantes, non plus z et y, mais z et a.

De

dz =pdzr+qdy,
dp =rdx + sdy,
dq = sdx + tdy,

on déduit, avec les nouvelles variables

dz dy dz _ dy dp _ | ady

gz P95 T 9z T " o
9 _ 9y 9q _
d_.z'—s_'_[d_.z'.’ ;;—Sx‘

Les trois derni¢res équations donnent r, s, £. En substituant ces
99
. Co O .
’
valeurs dans I’équation (1), celle-ci devient un polynome en T qui
da
doit étre identiquement nul, puisqu’on peut toujours remplacer «
par ¢(«). Les équations obtenues en annulant les coefficients de ce
polynome, ne sont autres que les équations des caractéristiques du
premier ordre, puisqu’elles expriment que la droite
ap % 99 _ &
%—F+S‘Tz., %—S+tdx
(ol r, s, ¢ sont les coordonnées courantes) est située tout entidre sur
la surface (1). ‘

17. Ampéere n’a pas dépassé dans les applications de sa théorie, le
cas des-intégrales de premidre classe. S'il a su pousser trés loin
Pétude des équations de Monge-Ampere et leur appliquer, en parti-
culier, avec succes la transformation de contact qui porte son nom,
il n’a pas abordé dans les applications de sa théorie générale, le cas
des équations admettant des caraciéristiques du second ordre. Mais,
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dans certains cas, il a su utiliser les variables caractéristiques a et ﬂ'
et non plus z et « : « Lorsque {3 ne peut étre exprimé dans I'intégrale
primitive par une fonction déterminée de z et «, il faut prendre «
et 8 pour variables indépendantes » [ 3].

Il s’est parfaitement rendu compte de la puissance de sa méthode
a une époque ou la recherche des intégrales intermédiaires était pour
ainsi dire, le seul procédé d’intégration des équations du second
ordre : « La méthode que j’emploie pour déduire les intégrales primi-
tives d’un trés grand nombre d’équations privées d’intégrales inter-
médiaires, est loin d’étre aussi générale qu'on pourrait le désirer;
mais c’est du moins, un premier pas dans un genre de recherches
que je ne crois pas avoir été tenté et qui me parait prometire de
conduire un jour a des résultats d’une toute autre importance que
ceux que j’en ai déduits jusqu’a présent » [3].

18. Les considérations qui précédent, permettent de retrouver la
distinction fondamentale entre caractéristiques du premier et du
second ordre : Si les dérivées du second ordre, calculées a partir des
formules (2), différentiées par rapport a « et 8

J3 dx Jdy

(dz dx dz _  dx Jdy
=P T 995

— Jdy
da =Pt 13

donnent p et ¢; puis on calcule

~+ 5 ==

P02
de "~ da da ’ )

ne contiennent pas de nouvelles dérivées de ¢(a) et ¢(8), les valeurs
de r, s, ¢ sont les mémes tout le long de la courbe a = a,, pour
toutes les surfaces intégrales tangentes & la premidre. On a donc
affaire a une caractéristique du second ordre.

Dans le cas contraire, les surfaces intégrales tangentes a la pre-
miére le long de @ = ao, dépendent d’une infinité de constantes
arbitraires et 'on a affaire & une caractéristique du premier ordre.

19. La méthode de Darboux est, dans un certain sens, la généra-
lisation de celle d’Ampere, en étendant la notion de caractéristique
4 un ordre quelconque. Elle s’explique également bien, que I’on’fasse
usage des variables x et y ou des variables « et 8. Dans le cas ot un
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sysiéme de caractéristiques présente au moins une combinaison inté-
grable : du = o, le long de cette caractéristique, la fonction u reste
conslante et, profitant de la fonction arbitraire qui détermine a, on
peut poser u = a.

Laméthode de Darboux réussit, lorsque, pour chaque systeme de
caractéristiques, il existe deux combinaisons intégrables u et ¢, la
deuxiéme est alors une fonction arbitraire de la premiére : ¢ = (o).

On opérera de méme pour le deuxiéme systtme de caractéris-
liques.

IT. — La Méthode de Drach [3].

20. Drach écrit le systtme (2) des caractéristiques a l'aide des
variables « et 3, comme l'avait fait Darboux, mais sans se préoccuper
d’abord si l'on peut obtenir des combinaisons intégrables, pour
déterminer a et 8 en fonction de z et y. C’est, semble-t-il, la généra-
lisation prévue par Ampere a sa méthode.

Le systéme (2) s’écrit donc, dans tous les cas ol il n'y a pas de
caractéristiques du premier ordre (pour ce cas, voir plus loin § IV),

» Z=nl, (3) ‘j,g 'j’;;

o At o (D)5 L)

les équations de la derniére ligne pouvant étre remplacées par

(8) (Z‘j> d1+%‘<£+7\.§2)=0
et
#) (7) %+ ~F(Fma)=c

par un calcul en tous points analogue a celui du n° 2.
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D’autre part, ( %) et (df ) ont la méme signification qu’au cha-

pitre I; A, et 2, sont les racines de 1’équation caractéristique

(9) %—{_7’ dl/\+d—',;_o.

Outre P'utilisation systématique des variables « et 8, I'idée fonda-
mentale est d’adjoindre au systéme (2) les conditions d’intégrabilité
pour z, ¥, 3, p, ¢, I, 5, t, 'une de ces derniéres pouvant étre tirée
de I'équation (r).

Pour z, la question ne se pose pas

Sx Pz
dudi3 ~ JBda

Pour y, on obtient 'équation
Y q

Pr  [diy] oz  [di]or _
(%) 0”‘"”0?0;#[7;] 7(;“[7;3] %=

ou I'on a posé

i _ i +_d_ or d ds J ot
de| ~ \da orda s da It
(%_i%+iﬁ+1“ 29 99
dx) dxz oa d) oz 03 du ap da dg ;)E
J Jd J dw
[dx-l-h +(p+7\1q); +(r+)“s)d +(s+)1t)dq] 5o

Il conviendra de bien distinguer entre ces deux symboles de
« dérivées completes », le symbole [ ] comprenant les dérivées par
rapport 4 toutes les variables z, y, z, p, ¢, 1, 5, ¢, le symbole ()
ne comprenant pas les dérivations par rapport aux dérivées du
second ordre.

Pour z, nous obtenons

Moz 023 dBda dxd3=C
ou

dx dx

[(r+2s)— (r-+hs)+ (s + Aat)hy— (s + M)A ] = 92 95 =

qui est vérifiée identiquement.
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Pour p, nous obtenons

B da da 9B IR du ’aaﬁ_

dz [ o dJds dz ds
S (G mm) - w (G m) =
ou, en utilisant (7) et (7'),

(ﬂ dr dr 1 (df Jz dzx 1
dw) o 03 Jdf dz) da Jp df
or or

ou

= 0}

la condition est ici encore, identiquement vérifiée.

Pour g, le calcul est identique a celui de p.

Pour les dérivées du second ordre, nous pouvons toujours consi-
dérer I'une d’entre elles, r par exemple, comme calculée a I'aide des
autres variables dans I'équation ( ) D’autre part, d’aprés les équa—

tions (8) et (8'), on peut calculer et 35

dérivées de ¢ par rapport a « et restent alors seules pal amétriques
avec celles de z, puisque les dérivées de y se calculent a I'aide des
équations (3) et (3'), celles de z a 'aide de (4) et (4'), celles de p a
Paide de (5) et (5'), et celles de ¢ a I'aide de (6) et (6').

Restent donc comme éléments paramétriques: x, y, %, p, q,
deux dérivées du second ordre, s et ¢ par exemple, toutes les dérivées
de z et ¢ par rapport a « seul et a 3 seul.

L’équation (X) et celles que I'on en déduit par dérivation, per-
mettent de calculer les dérivées de x par rapport & « et 3 en fonction
des dérivées paramétriques, c’est-a-dire prises par rapport a a seul
ou 3 seul.

Il nous reste a écrire la condition d’intégrabilité de s : pour cela,
nous dérivons par rapport a 3 et « respectivement, les équations (8)
et (8'). Elle s’écrit, en posant

a4
F=<‘3;))

ar
it [ 4[24 (515 - (515

en fonction de et —B Les
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On peut calculer a partir de cette derniére équation, les dérivées
de ¢ par rapport & a et 8 comme on a calculé celles de z a partir de
I'équation (X).

En définitive, les parametres sont donc : z, ¥, 5, p, ¢, S, {;
%ﬁ (())—a'éa M) %—%1 %—,-;,9 R g‘;, %a try gé’ %‘3—{, +++. Lordre de déri-
vation auquel il convient de s’arréter, sera déterminé par I'ordre des
expressions étudiées.

Le systtme () de Drach est formé du systeme (X) et des équa-
tions (X) et (T). Ce systeme (Q) est le systéme normal et son étude
remplace celle de l'équation (1). II comprend douze équations

pour déterminer les inconnues en fonction des éléments paramé-

. dx Jdx dJdt ot , . a4 . .
triques oy ey 550 oB? c’est-a-dire de quatre fonclions arbitraires.

Le systéme étant invariant pour tout changement de o en ¢(a) et
de £ en ¢(B), il reste deux fonctions arbitraires.

L’étude de I'équation (1) ou du systéme () ne sont pas deux pro-
bléines équivalents : on ne peul, en effet, pas déduire de (1) tous les
éléments de (), alors que I'inverse est possible. De méme, pour les
relations d’ordre supérieur, la dérivation de (1) ajoute deux dérivées
nouvelles, alors que celle de () en ajoute quatre, cette circonstance
provenant de l'invariance de () pour le changement de « en f(x)

oude B en g(B).

I11. — Invariants et involutions.

21. Comme dans la théorie classique, nous chercherons a déter-
miner des invariants pour l'une ou l'autre caractéristique, c’est-
a-dire des relations

) Ldr JPx nr Jdr Jzx Iz
(10) @ 'l':.)vzypyq’-")ta:);’;iq—,’""m’ d—ﬁ,_ﬁi’...,.d_ﬁ’;;
)

g e dee e o orey
02’ 92" " gar? g3 9@’ T g ) T Y
(ui soient compatibles avec le systéme ().
Montrons d’abord qu’un invariant ®, relatif & la caractéristique «,

ne dépend pas des dérivées 3—;; sy j—é’ --+y par rapporta 3.
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En dérivant par rapport 4 8, on déduit de la relation (10)

o (312151515

b Ji+ix Jdb  oIr+1¢
+

+d nx d'an—o-l o +d art d//+|=
() ™ ()"

en désignant par n 'ordre de la derniére dérivée de z, et p celle de
la derniére dérivée de ¢ par rapport a (.

L’expression (11) doit étre vérifiée, quelles que soient les valeurs
des dérivées paramétriques, d’ou il résulte que

Jd _ . % .
NEENE °f N
(%) (%)
Donc ® ne dépend pas de 22 0{5" , ni de 22¢ [3 - Le raisonnement se répéte

alordre n—1 et p—1; de proche en proche, on voit que :

Unr invariant relatif ¢ une caractéristique est indépendant des
dérivées paramétriques relatives & l'autre.
® s’écrira donc

, . ox oz Jonx ot J*t ont
(1)) @( 25 pygo s 6350 G G 0 T ) = 98

(11) deviendra

o (]2 ()5 Ty
w_oma e o

0"z dands | [ OE\ dadp
(%) " 0(3)
dant da
ob  gnriy (dtb 0% ) 9t

oy

-+

= 0.

dan

’x dx dn+|

Les dérivées — F R daR " dands

se calculent & partir de I'équa-

tion (X) et sont linéaires et homogeénes en dz

JB

de ces deux termes étant eux-mémes linéaires en

et 3 , les coefficients

anz et ont
dan dolt
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En effet, l’équation (X) s’explicite de la maniére suivante :

+(s+t7\1)d);]%—t %%
[‘f;j N ‘”‘y’ +(p+ ) T (52 d
+(s+t7\,)d);]%§ %—;

(07‘2 or dr  d)y ar d.z')
+

(d)\g ds dx I\ Os dx)

(d)\o ot ox d)-g ot dx
ot Ju 93 9t 9B Oa

\ . Jdr odr ds oIs . . . .
ou les expressmns ' 93 32 74 s’expriment linéairement aussi
da’ dp3’ da d3

()a: ox
en d pour les dérivées par rapport 4 a et en Pk d p

dérlvées par rapport a B3, le calcul se faisant a partir des équa-
tions (7), (7') et (8), (8).
En définitive,

pour les

Iz ox Jt\ dx dx dt
dad;ﬂ—<A— +B£>—(}E+Cat—l d—{i’

ou A, B, C sont fonctions de z, y, z, p, g, 1, s, L.
En différentiant par rapport a «,

a2 a3 o2 dx° 1% o da | da Ja + Vo d[i

+ G d£ B >d'l:_d_t+ iz‘_d“t -+ d__.C (i%‘_gf_’. ?’_.Z‘d_t.
02/ da I3 dx da df da | dx dg da2 df

da da

. ¢
linéaires et homogénes en 92 9% Dautre part
da’ da

. C
Dans cette expression [j—t], [@], [‘-{—] sont elles-mémes,

It
s se calcule a par-
tir de 'équation (T), comme ;:—Zp, a partir de I'équation (X). Cest

aussi un polynome linéaire et homogeéne en %3, g;f’ d’une part et

en , de 'autre.

')ﬁ dii



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 29

Nz
Donc —— 93 B est :

1° Linéaire et homogéne en *

dB dﬁ’

2° Les coefficients de ? 55 et d(i sont eux-mémes linéaires en ‘:)af

et :—:—2, les autres termes étant également de poids 2, c’est-a-dire for-

dr\2 dz ot Jt
més des termes (d ) 5 73’ (3’&) .

Il est bien évident que le calcul que nous venons de détailler

Rz Pz . s . .
pour 553 et 5553 P peut se faire d’une maniére en tous points analogue

it x ,)n+1x at ait gn+1g
J398 " Gandp d’une part, et pour Jad8’ a3’ " dan de
P'autre.
L’équation (11) prend donc, en définitive, la forme

pour

(12) [Z5] =2(@® 5 + (@ 55 =o

et doit étre vérifi ée, quelles que soient les valeurs données aux

Jz
dérivees paramétrlques 8’ 0’3 - Donc (12) est équivalent au systéme

A®)=o,
) Lu@r—o

ol A et p sont deux équations linéaires aux dérivées partielles en @.
La discussion de ce systéme est classique et I'on retrouve le résultat
de Darboux, relatif aux invariants d’ordre supérieur.

22. On peut supposer @ résolu en %@”1 dérivée d’ordre le plus

élevé qui y figure. De I'invariance de ® pour une transformation de «
en f(a), oit f est arbitraire, il résulte que ® est également linéaire

n 3 . . -
en g?f ; il résulte aussi que ® est rationnel par rapport aux dérivées

de z et ¢ en a, d’ordre inférieur a n. ® est formé de polynomes inva-
riants relatifs, c’est-d-dire multipliés par une méme expression
quand on effectue la transformation de a en f(a). Ces polynomes
sont donc de méme poids par rapport aux dérivées de z et ¢ en a.
C’est de la que provient la nécessité d’une notation nouvelle pour les
dérivées partielles, tenant compte de la notion de poids ainsi définie.

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 129, ]
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Premier ordre : ® est de la forme

dx Jt

Second ordre :

2 2 2 2
A%+B%+C<Z—:’:) +D’£%+E<§£) +F%§+G%+H,
ou les coefficients sont des fonctions de z, y, z, p,.q, s, ¢, qui ne

sont pas changés par la transformation de « en f(«).

Ainsi donc, les polynomes avec lesquels on forme les invariants ®
sont invariants en forme pour la transformation considérée de «
en f(a).

On obtiendra des invariants absolus en considérant des quotients
d’invariants relatifs de méme poids.

23. De méme, on peut considérer des involutions

Jz
(14) qp(‘rh}” 3P 98 t;(};’

feey T ——9 e, ——
? dan’ da ? dan

9z ot " t)
=o0.

On démontre comme précédemment, que ces involutions ne doivent
contenir que des dérivées par rapport a a, si elle sont relatives a la

caractéristique a, ou des dérivées par rapport a 3, si elles sont relatives
a la caractéristique (.

En écrivant encore [‘Z—lg ] — o0, on est amené encore A écrire une
équation analogue a (12)
N [) at
(15) M) g5 +u(¥)gg =0
et le systéme
6 M¥)=K V,
(16) wW¥)=Kw,

qui remplace le systéme (13), exprime que l'invariance n’est obtenue
qu’en tenant compte de (14); c’est, on I’a vu, la définition méme des
involutions.

De ce que les égalités (14) et (16) sont conservées pour une trans-
formation de « en f(a), on déduit également les propriétés d’isobarie
des involutions W'

Dans le cas ot ¥ ne dépend pas des dérivées paramétriques, ¥ est
une équation en involution avec I'équation (1) [7,d]. Si ¥ ne dépend
que de z, y, 3, p, ¢, il s’agira d’une intégrale intermédiaire.



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 31

IV. — Equations admettant des caractéristiques du premier ordre.

24. Equations de Monge-Ampére. — Nous écrirons ces équations
sous la forme

(17) (r—A)@—D)—(s—B)(s—C)=o,

ou A, B, G, D sont des fonctions de z, y, 3, p, ¢; le coefficient
de rt — s? est égal a 'unité, ce que I'on peut toujours supposer, méme
si équation est simplement linéaire en r, s, ¢, aprés avoir effectué
une transformation de contact. Par le méme procédé, on peut d’ailleurs
en méme temps, annuler un des coefficients A, B, G, D.
D’apres la méthode classique (voir chap. I, § IT), les caractéristiques

sont définies par

dz = p dx + q dy,
(18) dp = A dz + B dy,

dgq = Cdx + D dy;

dz = p dzx + q dy,
(18") dp = A dz + Cdy,

dq =B dx + Ddy.

En introduisant les variables « et 3, on obtient le systtme (Q)

s dz=pdr+qdy;

9Pp _ BY ap dy,

(2) =AG B Bl
dqg oz ay Jdg oz ay
?(—)—&—Cd“-i-D;;) —()—B—Bda DdB

Les conditions d’intégrabilité de p et ¢ n’interviennent pas ici dans
le systtme (), qui est du premier ordre, et servent seulement a
calculer les dérivées de z et y par rapport & a et 3 en fonction des
dérivées de z et y par rapport a a seul ou (8 seul, qui sont ici les
éléments paramétriques.

25. Equations linéaires. — Dans le cas particulier ot ces équations
sont simplement linéaires, il est généralement plus simple de traiter

le cas directement plutdt que d’effectuer une transformation de
contact.
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Soit I'équation
(19) r+(kt+)\g)$+)~1)\gt+M=o’

0u Ay, 5, M sont des fonctions de z, ¥, z, p,q.

La théorie classique (voir chap. I, § II) permet d’écrire les carac-
téristiques sous la forme

dy — )\ =
(20) y —hidz=o,
dp + hedg + M dr = o;

dy —)»dr =
(20) y = dz =o,
dp + A dg +Mdr =o.

Le systeme (2) est donc

‘ dz = pdx + qdy;
dy Iz dy or _
(z) ? (7;—>\1d—a—0, ag—k)\z%——o,
ap . dq ox ap dq oxr
l;g-l-hg-d—;-l-Md—a—O, 'd—B--'-)\lD—ﬁ-'-Mdp—o‘
i i 9 oy .Y
Ici, on ne peut pas considérer les éléments g’ d I aE)
3—;3'3—/’ -+. comme paramétriques; il convient donc, pour former le

systeme (), d’adjoindre la condition d’intégrabilité de y, qui s’écrit

(X) ()\l—xz)d";—d’”‘“ [%1] 9 _ [fii] z_gﬂ,

Le systéme () est donc formé du systdme (2) et de Péquation (X).

. . . dr Oz .dx dz .
Les éléments paramétriques sont ici G’ T’ U gg g
Jdg 2’q dg 9°q

da, 'd—z;a ...,ij) y‘j-;a....

26. Equations

r+sm4 —-—m——q’-=o,

~(21) 2 Jdm
; S+ tm+ =o0
2 dm

ou ¢ est une fonction de z, y, z, p, g, m.
Les deux systtmes de caractéristiques sont ici confondus (voir
chap. I, § II, n° 4, 3° et n° B) et définis par

dy —mdx = o.



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 33

Le systéme () estici identique aux équations des caractéristiques,
telles qu’on les a vues ci-dessus

dy = mdzx,
ds = (p + qm) dz,
(2) dp=(;m"_¢_ )dx,
_ 9

27. EBquations linéaires homogénes et dont les coefficients
dépendent de p et ¢ seulement (*). — « et 3 s’obtiennent par inté-
gration des équations différentielles ordinaires du premier ordre
(22) % dp + ks dqg = M> da,

dp + A dg = M, df.

On peut donc déterminer p et g en a et f et, par suite, Ay et A9

I'aide des mémes variables. On posera donc

{ M(p, 9)=wn(a, B),
Ma(p, g) = v(a, 8).

Alors z et y sont données par le systéme

(23)

23 ()x

Dx da ’
(29)

o _ 0T

dﬁ - /l):j

L'équation (X) est ici une équation de Laplace. Une équation
analogue donne y; elle a d’ailleurs les mémes invariants que
I'équation (X).

Inversement, si ’on se donne une équation de Laplace

»’x ox Jdx
(2v) da(){i A z de

[ et v sont déterminés par le systéme

==,
(26) ”

(!) On traitera de la méme maniére le cas ou les coefficients dépendent de z ety
seulement.
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i et v dépendent donc, elles aussi, d'une équation de Laplace

1?u du dLog A\ du
€27) ()adp‘Aa"'(B— dx )B‘B“”
, 72 dLogB dv

Leur intégration introduit deux fonctions arbitraires I'une de o
seul et Pautre de § seul.

P et g sont déterminés par le systéme

° %

(28) e +V3; =0,
¢ dp - dg —o
a8 "o

dont I'intégration introduit deux nouvelles fonctions arbitraires, 'une
de a seul, I'autre de § seul.

Ay et A, dépendent donc de quatre fonctions arbitraires et toutes ces
équations s’intégrent en méme temps qu'une seule équation de

Laplace.

28. Exemple.
minima

Soit I'équation aux dérivées partielles des surfaces

(29) («—B) o+ e — 5% =

dont I'intégrale générale est

z = (a—B)[Y(B) — #'(«)] + 2[$(B) + o(a)].

On a alors

w=— [ g,
v=(a—p) [ BOZ [ BEOE L @)= — B do(B)

g est donné par I'équation

Jdg _dvdg  dudg _
(=) 5e0F g8 da ™ du O =
puis p par

v g
dp = vdaa'a dj.

“dﬁ
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Dans les cas particuliers ou on se donne go(2) et Y, (f3), on peut
aller plus loin. Si, par exemple, go =1, Y = 0, on trouve

p=—Log(a—f), v=—Log(t—f)—r,

q est donné par
dq

————=0

-8 da d[s dx 9B

C’est une équation d’Euler et Poisson, dont I'intégrale générale est

Qi(x)dz

2(e B)=(a— B4 (B) + (s — p) [ LLZ

ou ¢; et Y, sont arbitraires.

29. Equation r = A3¢, ot ) est fonction de z et ). —Le systdme (Q)
s’écrit

ady Jr d_y .
(Q) d—a—)‘d—“—o, dﬁ p—-o,
dp — dp 599 _
d“+)\£—0, (){ )\d—s—-o,
avec
0 Jdx J dr
x) 5 () v 5 (5%) =

Les équations de la premiére ligne s’intégrent et donnent « et 3 en
fonction de z et y. Si 'on fait I'inversion, on a alors z et y puis 2
en fonction de « et 8. Nous poserons

(30) Mz, y) = p(a, B).

L’équation (X) est alors une équation de Laplace. On peut la
ramener A une équation 4 invariants égaux, en posant

(31) e=L,
o m
Z est alors solution ‘de
(32) 1L 1 Ve
Z 9a0p /g 0adp

Inversement, sil’on connait deux solutions 6 et V  de cette équation,
on peut en déduire

X = ——)

Vi
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puis y par quadratures
dz ox
dy = p.(a; do — d_fidﬁ),
ce qui donne z et y en « et B; puis on en déduit a et B en z et y
et p(a, B) =A(z, 7).
On obtient ainsi une équation
r=>2¢,

que I'on a intégrée a 'aide de deux solutions de Péquation (32).

Ezemple :

ﬁ=a, e=p; w=§, =—a§, )\=—‘£.
L’équation est donc r2? = ¢y?, dont 'intégration est élémentaire. On

en déduit ensuite

7= @),

P=a(9'—¢')—29,
Z2=—2 (\E} + ),
¢ et  étant des fonctions arbitraires des arguments indiqués.
En revenant aux variables z et y, on obtient I'intégrale générale
z2=zd (%) + W (zy).
30. Equation r¢t— s? + 32— . — Cette équation n’avait 6té résoluc
avant Drach, que dans des cas trés particuliers :

A= a, constante absolue;

A= 'l_-l-p;“?-f-_qf’ équation des surfaces & courbure totale constante.
Drach a donné une solution qui ramene a une équation de Laplace
a invariants égaux D'équation précédente, lorsque A est fonction des
quatre arguments z, y, p, ¢.
Le systeéme () s’écrit ici

\ dz=pdzx+qdy;

P _59% _ P ..

(n) % -a;——o, ;)E'-O-)\d—p-—n,
dg iz dg . dx _
?a-l—)\az—o, xs—h-&—‘;—o.
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Nous ferons, avec Drach, le changement de variables suivant :

3

z=p y=g, P=6% g=mf A=r.

Le systéme () devient

,"(3), (5 0) _

@)

(@) Jz da Jp Jp 7
3 3

I(mit) __t,d(c>, d(n1t)__cgd( ),
% da. ap a3

auquel nous ajouterons les conditions d’intégrabilité pour les quatre

fonctions : , ~9 TRRTRL

1° Condition pourt, ¢

gs[cd@] ‘ [cz "Sp)]w

Elle s’écrit, tous calculs faits,

”I.S

I dn 1 0°¢.
ndad3 ¢ dadp
2* Condition pour 0, ¢. — On trouve, de méme,

1 BF 1 d"C
gdazdf.‘o

el
"52

3° Condition pour 2— :

s 459 20559«

Elle s'écrit, a condition d’introduire dés le début du calcul X 7 au lien

de,
I
1 26 _ giz)..
£ 0a0B — > Jadp

4° Condition pour & — On trouve, de méme,
POUT 7

m(
I di-r“ _c | .
M dxdi  C dadp

aiks)
SN—
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De ce qui précade il résulte donc que &, u, £, E‘;’ ;‘1_1, sont cing
solutions d’une méme équation de Moutard :

20

m:MO.

Ces cing solutions devront étre liées par la relation :

. . =Mz, 5, p, 9)
qui devient :

t2=x(§,

L]

) 618, "hC)'

V. — Equations f(r. s, t)= o.

31. Equations homogeénes [2] ('). — Ces équations s’introduisent
4 propos de I'étude des congruences W (ou les asymptotiques se
correspondent sur les deux nappes de la surface focale), dont la
surface moyenne est un plan.

On formera la congruence en menant par chaque point P d’un plan
qui correspond par orthogonalité a une surface génératrice S, une
droite A parallele a la normale a S au point correspondant M.

Soit M(z, y, z) un point quelconque de S, P a pour coordonnées
(—y, z, 0) et A a pour équations :

Zy=—y +ph,
(33) Y=o+ gk,
24 =—A.

Les points focaux sont définis par

doy _dnn _ da

(36) ==

" En remplacant dans (34) dzi, dy, dz, par leurs valeurs (33), il

vient

—dy +dp =
(35) { ly + % dp = o,

dx+kdg=o

(1) Cet exemple présente un intérét particulier au sujet du développement de la
pensée de J. Drach. Il se trouve, en effet, exposé dans le Bulletin de la Société
mathématique de France de 1924; il représente donc la premiére utilisation des
variables caractéristiques, dont Pintroduction systématique représente l'originalité
profonde de la méthode.
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De (35) il résulte immédiatement que
dp dx + dg dy = o.

C’est I'équation des asymptotiques de S et I'on a aussi

2 — 2).
(36) M=o— (%)

Si la congruence est W, les asymptotiques se correspondent sur
les deux nappes et I'équation différentielle de ces deux nappes est
invariante pour le changement de 2 en — 1. Cette équation différen-
tielle s’écrit

dx(ph) a’(gh) —dx
)\r+p‘& 1+ks+qq)i —i)l
37) ox or dJr | =o,
-—1+).s+pd—)' )\t+q‘21 —d—)‘
%y A 9)

avec la condition que les deux équations

' n o N o
(38) (Ad2p—+2dx dp)(s;}—, — tIz)_()' dqg +2d)\ dq)(r@ —s;_;}): o,
(39) ()\dzp+2d7\dp)d—l —()\d2q+2d)~dq)(& =0
ay dx

soient identiques. D’oti plusieurs cas possibles :

1°
ax 72N

s—t_.d-i— 5’. 9 2_ d_)‘d_)\._'_t @.)2—0
‘ﬁ—r%—s ou rg;) 2sdwdy =) =°
ay ox

Les lignes A = const. sont des asymptotiques de S. Comme

=5"—rt = w,

e

@ est une solution de la méme équation et S est donnée par une
équation du troisiéme ordre.

(*) Ce résultat est & rapprocher du numéro prédédent ou les équations étudiées
sont celles dont les caractéristiques sont asymptotiques des surfaces intégrales.
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2° Le déterminant

(DY g B PV
d dy 29z ay <dx) #
on a les deux égalités

rdip +a2dhdp =o,
Ad2q +2dhdq = o,

qui doivent étre identiques.
Elles s’écrivent, en désignant par A, B, G, D les dérivées troisiemes,

M Adz’+2Bdz dy + Cdy?) + 2(rdx+sdy)<%_ dzr + (—)—)ld)) =o,

dy
N /N
AM(Bdx+ 2Cdxdy+Ddy")+2(sdw+tdy)<d—md.p+-55,dy) =o.
D’ou les deux équations de condition
< 728 o 728 728
/.A+u;);— )"B+';)—y+337r__ )\C-i—s;’-’
R Jn ... on on o’
*B + 25 o )\(‘+83_—y+[¢—)_.2 ’"D+t-d_}7

Mais on trouve, pour les deux, si r¢ 3£ o

A B C
(40) B C D|=o.
r s t

On peut donc poser
r =Ms + Nz,
A = MB -+ NC,
B = MC + ND.

En dérivant la premiere, on trouve, en tenant compte des deux
autres

oM JdN
d—‘z_-s-{—;)—;t:o,
oM N
—@—S-I-Tyt——o.

Pour que s et ¢ soient différents de zéro, il est donc nécessaire que

DM, N) _ |
Dz,
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Nous poserons N = f(M). Il vient
s+ f'(M)=o, r=Ms+ f(M)¢.

En éliminant M, il vient i :F(g), équation homogéne la plus
générale en r, s, .
Soit donc

(41) r=r(3)
I'équation proposée.

Prenons comme variables indépendantes u et ¢, qui correspondent
aux asymptotiques de S [11, ¢] telles que

o _ o
i) Jdu ou’
( W _ o,
v Tov)?

or )dq

, du ou’
(42") oz )dq
de — "a?

ot A est une fonction de u et de ¢.
En éliminant 2, on voit que la relation

(43) dpdz +dgdy =o0

est vérifiée, ce qui montre que les variables u et ¢ correspondent aux
asymptotiques de S. A vérifie encore la relation (36).
De (42) et (42'), on déduit

ﬁdu—?—q-dv
Ju

Jdv
dz + 2 dy=o0
dp dp
ﬁdu—xdv

Donc, sur le systéme d’asymptotiques z = const., on a

%

(44) do + 2 dy=o0
ap
do

et, sur le syst®me ¢ = const.
%

(45) d.t+£—u—dy=o.
P

Ju
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Nous poserons

%99 _ 9P,
46) dv dv
( )g _ op
Ju du’

oit les fonctions ¢ et v ne dépendent que d’un seul argument, o par
exemple.

Les équations (42), (42') et (46) nous permettent d’écrire les
conditions d’intégrabilité pour z, y, ¢, en conservant p comme seule
fonction inconnue. Nous poserons

I
L= >Log).

Condition d’intégrabilité de ¢ :

°p dtdp dsdp |
(47) — =50+ & ou " Ju o =%

Condition d’intégrabilité de y :
1p dL dp JL dp

(48) dudv+d_udv+d_v¢_)?t

= 0,

Condition d’intégrabilité de z :

p du JdL\ dp ds JdL\ dp

(49) (o-—-c)—dudv+(d—v +2r%) 9 (d—u_'—”a'ﬁ) 9 = ©
Ces trois équations se réduisent a deux seulement, sinon elles
n’admettraient pas d’autre solution que p = const., et non i une seule,
sinon A serait fonction de o seul et r, s, ¢ ne seraient aussi fonctions

que d’un seul argument. D’ou la condition

t—a il _%
dv dJu
JL JL
(50) I Ju 5% =o0
G Ol do L oL
T 9 "o du T2 5u
ou
dae _d_'c_
JL JL Ju dy
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On obtient alors

’p Jt
du dv _ Ju __dL
ap T T "¢ o
du
En intégrant
ap _ dx
LOgd_u _-—L—ft__c
De méme
J9?2p do
dudy _ du  JL
ap T t—e¢ Ju
dv
Et
ap _ ds
Log‘-)—‘; =—L+ —
Posons
ds L .
J 2= =—Log¥(o);
alors
v ﬂ _1
! = — -q—J: et _(_ld'_— = i" —_— q-’—,2
T—¢ ¥ (c—oy ¢ ¢’
donc
dr c_if
ds _ q_/_’ et ds ﬂ.
(—e) ¢ t—o ¢
Nous obtenons alors
9, ,
Logd-% =—L <+ Log?/,
(51) 9
Log;; =—L—Log¢;
9, ,
£ = ¢ e,
(51")
.d.}_’ = 16_]‘.
dv ¢

La condition d’intégrabilité de p donne une premidre équation

(52) VeV =G % T o -
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D’autre part, en remplagant - '—)ﬁ, , par leurs valeurs (51') dans le

systéme (47)-(48)-(49), on trouve une deuxiéme équation

b gy ke
(53) (“qu"‘?ﬁ BTV o o
. oL JL
Ces deux équations permettent de calculer oz’ 39’
oL L0 L 1 da
=W me g

On en déduit la condition d’intégrabilité de L

Jd /1 05 J 00\
Considérons d’autre partle ds? d’une surface applicable sur un plan

et rapporté 4 deux directions orthogonales u et ¢; il s’écrira

ds?= A?du+ C° dv°,
avec la condition

d /1 0C d /1 JdA
(35) ﬁ(x@)”’;z(&%)”

qui exprime que la courbure totale est nulle.
Nous identifierons I'équation (54) a 'équation (55), en posant
A=y—ao}, C=i%-
Nous écrirons encore le ds?

dst= — du’+ ——do’ = 4dz dy.

9*(w)

On en déduit

do ? du do .9 du Ju Ju

— == — =1 — —_—— = 2,

dx w dx ay w dy Jz dy
La condition d’intégrabilité de ¢ donne

Ju\? u [Jdu\? d°u Jdu du wy' +9_
o & (G) 5 (@) g iy S =

En appliquant la transformation de Legendre a cette équation, il
vient

(57) RX2+ TY’— 2 SXY®(XY) = o,
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ol
we' + ¢ R du du

P(w?) = wy—g’  Puisque XY=+ 7=

Les caractéristiques de (57) sont définies par
(58) X2dY2+ 2XYP(XY)dX dY + Y2 dX2=o0.

Posant XY =, et désignant les variables caractéristiques par «
et B, on trouve

= LogX = (+V%)
O!—L X — = L —_ — = ) d
o8 f—[x—qz-.-vqu-l] g X fm"' wg) “
= Log X — = —
o8 f‘r[;.._q) Vor—1] Log X f< f)dw

q)du)

(59)

D’ou

Donc o est une fonction de « — .

. du Jdu
L’équation en Z, ot Z =z +yb; —u, est

7 1 w(9” +99")—e¢ (L 9L\ _
(60) 920 +3 ¢V wep’ (daz 35) =%

obtenue en prenant comme variables « et § au lieu de X et Y, dans
’équation (57). L’équation (60) est une équation 4 invariants égaux,
puisque o est une fonction de « — . Si I'on fait le changement de
variable, d’ailleurs classique,

1 @92+ 99") — o3’
Z = A6, avec LogA =— 3 o Vorg d(a—B),
'équation (60) prend la forme
r Y A
(6r) b =F(a— B)9, avec F = T2

C’est une équation harmonique particulidre, qui s’intégre partielle-
ment & laide d’intégrales définies, quand on a la solution générale

de
J’s
S =—[F()+Hls,
ot H est un paramétre [11, a].
En résumé, éiant donnée une équation (41) :

MEMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 129.
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° On déterminera ¢ et 7 par

T+ T
2

NS

et

S
- = = OT.
r

On aura ainsi déterminé 7 en fonction de a.

2° On calculera ¢ par
d
[ 7= =—Logd (o).

T

3° On calculera

R =t
W = ‘-!‘ — O‘q)" 9((1)) s
4° On intégrera 'équation harmonique
2’0 AT A
m—F(a—ﬁ)ﬂ avec =—7\-+7\_2’

(8" +99") — ] ra
LogA:_ f(x) ?? Vq:: ?? d(d—p) et a—B:—zf‘/_(z_? dw.

5° On calculera
Z=A\0,
_ ea.+f( +\/ )dw,
YA dZ
= ')Z’ puis P =53 Q= na

6° On appliquera la transformation de Legendre & X,Y,Z,P,Q,
% —PX 4+ QY —1Z, z,y.

. du
ce qui donnera -,

dz’ dy
7° On calculera ¢ par
o __ieou e _y3ou
oz~ 'wdz dy w ay”

8° On calculera L, p, ¢, z, y, z par intégration

, 0 10
=W du ¥ b%dv,

dp = e—L(qa’du-i— %f),

dg =e-L [(a¢'—¢)du+ %dv],
dz = et [—(aq;’——q;)du+ % d«;],
dy:eb(¢'du— ‘i;f),
ds=pdo+qdy.
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32. Cas particuliers. — Des formules donnant A et C en ¢ et 5, on
déduit inversement :

I dC 1 —c
s AC?’ fAC-" = AC
1+ fAC’

On pourra ainsi passer de A et C aux coordonnées cartésiennes.

° Le plan est rapporté i des coniques géodésiques

I I
A_2 -+ _C_’ =1I.
On en déduit
w2 p2=1.
On posera donc
w = cosp, ¢ = sinp.

Pour trouver 'équation (41), on éliminera ¢ entre

. .
é-(-‘f-tz—rt)=—t.o’<p2 et ?:mp——szd?.

Aprés un calcul élémentaire, on trouve

(62) 4 Vs rt-—sh(48>
L’équation harmonique que vérifie Z, se réduit simplement a
9L
2° Cas oit AC = 1. — Posant A2= o, il s’agit de déterminer u, v,

o tels que
wdw + = dvt=dwdy;
u et v vérifient le systéme

do g O g0 dudu_ 1

oz = ¥ oz dy dy

La condition d’intégrabilité de ¢ s’écrit

N?u xdwdu_'_ldwcizf o
(84) dzdy 2@ dy dz 2w oz oy =
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1 . .
En remplacant w par sa valeur o = il vient
dz dy
Ju\? *u Ju\29d’u
(8) () 55+ (5) 5 =o

On applique ici aussi une transformation de Legendre ; I'équation
précédente s’écrit

(66) RX2+ TY?= o,
dont les caractéristiques sont

(67) N\2dY2+ Y2dX2=0
et les variables caractéristiques

f «a=LogY—iLogX,

68
(68) | 3=LogY + /LogX.
Inversement,
252 { (0L oL
—e = L (28 __9L),
X=e ? b= X(dat dB)’
28

_5 _ifo o
Y=e %, Q“Y(dz‘"d;ﬂ '
ou Z vérifie I'équation

9L . 9L .. 0L
(69) 40703—(1—0-!)3-‘3——(1_;););_0,

équation de Laplace & invariants égaux.
Comme dans le cas général, on posera

1

Z = A0, avec LogA=—Z[a(I+i)+B(1——i)],
0 satisfait a
20 1
(70) 520s = 8%

Clest I'équation dite « des télégraphistes », dont I'intégrale est
connue.

En utilisant les formules données au début du présent numéro,
on établit 'équation aux dérivées partielles (41), que vérifient les
surfaces S. On trouve, par un calcul facile,

(71) 4(s—rt)+2=o.



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 49

3° Cas ot A=Cm (m £ —1). — On posera © = C2, Le calcul se

fait de la méme maniére que pour le cas précédent. 6 est donné
par

0 (m—1) 1
(72) 708 = (Bmy "

En posant
fm fm
A=A el
on trouve
J°0
(73) FaroB, =&

L’équation aux dérivées partielles des surfaces S est

(74) 4ms2+ rt(m—i1)=o.

33. Equation non homogéne. — Legendre, dés 1787, avait proposé
comme méthode de résolution, de prendre comme inconnue auxiliaire

93
Soit donc I'équation
(75) r=J(s ).
En la dérivant par rapport a y, il vient

9 _of 99 _ o &g
(76) dz° — 0s dmdy © dt dy?

C’est une équation linéaire, de la forme r + As + Bt=o, a condi-
tion de lui appliquer une transformation de Legendre, ce qui revient
a prendre comme fonction inconnue

u=gq—sr—1ty
et s et £ comme variables indépendanles:
On obtient alors 'équation

Pu I Pu  df Su

(77) o T Js dsot 9t 95
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qui est bien de la forme annoncée et ot les coefficients %f, %{ ne

dépendent que des variables indépendantes (voir § IV, n° 28).

On a également cherché des cas ou le systtme différentiel des
caractéristiques admet une deuxiéme intégrale premidre. Il s’écrit en
effet

dy = m,dz,
dz = (p +qm,y)dz,
(78) dp = (f + smy) dz,

dq = (s +tmy) dz,
| ds + medt =o0;

d}’ = mgdm,
dz = (p + gm) dz,
(787) dp = (f + sms) dz,

dq = (s + tms)dz,
ds + mydt = o,

ou /4 et m, sont les racines de 'équation caractéristique

9 J
(79) m’+md‘——€—-d—{=o
et ne dépendent que de s et ¢; les dernitres équations (78) et (78')
sont donc des équations dlﬁ'érenuelles ordinaires et donnent ‘une
combinaison intégrable pour chaque systéme.
Soit donc u(s, ¢) = C D'intégrale de ds + m,dt=o0; u est donc
une intégrale de

(80) Ju Ju

—Ji—ma—d; = 0.

Pour trouver une autre intégrale premiére, on remarque que,

si my, f—+ smy, ou s 4 tm, satisfont a (80), on a une seconde inté-
grale

y—mz=0G, p—(f+sm)r=0C(, g —(s+tm)x = C,

respectivement.
Cette méthode nous conduit donc 2 trois cas oi 'équation (75) est
intégrable par la méthode de Darboux.

34. Voyons quel progrés la méthode de Drach apporte a la solution
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de I'équation (75). Le systéme () s’écrit
dz —pdx — qdy = o,
dp — fdx — sdy = o,
dq —sdr —tdy:o;
dy ox dx

d_z_m’{ﬂ=0’ 0?3 m,dp—o;
(@) { o ot ds .
da T ™9 =% 58 + m 5 dp =0

0 H(mE)=4(n)
® ()= 5(m3)

Les variables d’Ampere a et 3 sont définies par les intégrales des
deux équations

ds + medt = o,

ds + m,dt = o;
nous pOSGI‘ODS

ds + mydt = Msda,

ds + mydt = M, dB.

Les variables a et 8 sont ainsi définies en fonction de s et ¢. Inverse-
ment, on pourra exprimer s et ¢ en fonction de « et (3, puis m, et m,
en fonction des mémes variables.

Dans ces conditions, les équations (X) et (T) sont des équations
de Laplace et la solution de I'équation (73) est ramenée a I'étude des
équations de Laplace (X) et (T).

Une transformation habile a permis a Drach de ramener 1’étude de
ces équations a celle du sysi¢me

Ju
@ ﬁ Ao,
d—‘) = \u,

dans lequel u et ¢ sont solutions de deux équations de Laplace, dont
P'une est 'adjointe de I'autre.
On pose, en appliquant ici aussi la transformation de Legendre,

Z=5—(pe+gy)+ 5 (rat+2szy +1y?),
P=rz—+sy—p,
Q=szx+1ty—gq.
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Le systéme () devient
2dl =2 dP + y dQ,
dP = zdr + y ds,
dQ = z ds + ydt,

les autres équations n’étant pas changées.
Calculons dZ :

2dL = x%dr + 22y ds + y°dt

=(" 22y % + il da + + 2z ds+ d dg.
da 2% Ga ’d) ap Y85
Or
QC—._.m ds-— ‘-’-dt ﬁ—;m ﬂ{—_mzd_t_.
oa = Mg T ™o BT ™ga T 1 9a
Donc

2dL =(y — mzac)2 da+(y—m1x) dpdp,

ce qui donne 3—2, %% En dérivant la premiére par rapport § et la

deuxiéme par rapport & , on en déduit deux valeurs de oL

dadf
1° ddad,i_(y mgav)ddp 2(]—-m=x)xddﬂ;;%
JZ JL
_, 0= ot o 3x\or
T 7 0t dadp B\ ot | ox'
0. da
20 ;id,i (y — mlw)ddﬁ 2(y — m,.z:).zf:dgl1 :;
JZ JL
_, 98 0t o [dF) ot
T 7 9t dedp” “da\ ot | 9B
9 I

En multipliant membre a4 membre les deux valeurs trouvées

pour —- %2 | on en déduit

dad3
027 rt
- o
(81) dxdi dadfB

9L L Jot ot
dz df dz 93
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Comme ¢ est donné en fonction de « et 8, nous poserons

a’t
dadf

\_/TT_W =2X(a, ).
da 0f

L’équation (81) prend la forme s*=4Apgq.
Posant, avec Goursat,

9L _ o 9L _
gx = U d—;i_v’
on obtient
Jd’Z N dv
prriche B_ v——2lu0

et 'équation (81) se rameéne au systéme (4a) 9]
dr ar ds

92’ 93’ 9x da
os g;’ 3t gé, que Z vérifie la méme

équation (81) ol on a remplacé ¢ par r; r estdonc aussi une solution
de I'équation
o\
()

df ()j )\2(1, B)'
dﬁ dp

5 des équations qui donnent ~- 9L

Si, au lieu d’éliminer = d

et —-5, on voit, en éhmmant

En résumé, on opérera de la maniére suivante pour résoudre les

équations (75) :

1° On détermine « et’3 en s et ¢, puis on fait 'inversion, qui
donne s et £ puis r en a et 3.
2° On calcule
d"
dotds

y ‘/dt ot
da J3

dt = u}da + v} df,
dr = ulda + v3dp.

= A(a, B).

3° On calcule

D’autre part, comme

ds _ Joror . s _ [fIr ot
da "V 0a 0 a3~V aB a8’
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ona .
ds = uyusda + vy 95 d.

4° Soit u, v la solution générale du systeme (A), dont uy, s et us;
va sont des solutions particulieres, on a

dl = ;— (u*da + v2dB)

qui donne Z par quadratures. Puis z et y sont donnés par le systtme
algébrique

JL ﬂ
_ _ ox _ u_’_ u __ 0o _ Us
Y— me.x 27_ ;%-_;‘—i, avec m._..d—s_ %)
do Ja
(82) el -
oL . or
_ _ B Jr e _ 0B e
Y mx 2@—\/;%—;;’ avec ml—-T—s——;—l
as aB

La solution de ce systéme est

Uy, — ouy uv; — v
= —— = e—
Uo¥1— UL Vo Ui Vs — Us Vg

En substituant ces valeurs dans les expressions de dP et dQ, on a
dP = u> (zus+ yuy) do+ 0,(202+ yv1 ) df = unsda + 005 df,
dQ = uy(zus+ yuy) de + 01(20s + y01) dB = uuy do + o0,1dp,
qui donnent aussi P et Q par quadratures. Enfin
p=rex+sy—P, qg=sr+ty—Q,

2=12—Px—Qy—+ %(rx*+ 25Ty + ty?).

Remarque. — On peut partir d’une fonction donnée A(«, 3). Deux
solutions particulieres du systéme (A) w4, ¢1; ua, ¢y donnent r, s,
¢t par quadratures a partir des relations aux différentielles totales
obtenues. On en déduit alors une équation

(75) r=f(s, ),

dont la solution est donnée par la solution générale u, ¢ du
systéme (A). Dans ce cas, f dépend de quatre fonctions arbitraires,
deux de «, deux de .



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 55

35. Exemple. — Posons
I

A=a+[$.

L’intégration du systéme (A) donne

_F@)+GB) o

- a_'_p —F (“):
Fi(a)+Gi(B)
= LG ().

Prenons deux solutions particuliéres :

iy F=Fi=\—’§’ G=G1=—-%.
On en déduit
a—f —a
U= P V1= Fa )
20 F=F,=a’, G=G1=p2.
On en déduit
_ @+z2af—p . B 42uf—at
=TT RET TR

Puis dr = u) da + ¢} dB, dont I'intégration donne

4““ [}

r_—(a+[3)3 ey

De méme dt = u?da + v} df, dont I'intégration donne

o= (BB,
EPSNE
Enfin
a3 a?— B2
ds = uyusda +vr0edff et s={4Logo—rp — —m—-

On a ainsi une représentation paramétrique de I'équation (75) en
fonction des deux paramatres « et {3.
Puis Z est donné par
dl. = %(u’da + v2dB).

Pour intégrer cette équation, nous prendrons F'(a) et G| (B)
comme variables indépendantes au lieu de « et et nous poserons

a=9¢"(F), B=¥(Gi)
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CHAPITRE III.

INVARIANTS ET INVOLUTIONS DE L'EQUATION s = f(2, ¥, 3, P, q)-

I. — Invariants entiers.

36. Drach [4] a su aussi renouveler la méthode de Darboux, qui
s’était révélée si fructueuse entre les mains de ses successeurs :
Goursat, Gosse, Gau et Lainé. En 'occurrence, la méthode de Drach
est ici une méthode de récurrence, qui permet d’¢tudier les invariants
d’ordre n, alors que la méthode de Goursat ne se préte pas a ce genre
de généralisations, et n’a gueére permis de dépasser le second ou le
troisi¢me ordre.

Soit donc 'équation

(1) s=f(2, ¥, 2 P, q)

pour laquelle les variables caractéristiques o et 3 sont ici simplement z
et y, et qui posséde évidemment des caractéristiques du premier
ordre.

Les équations des caractéristiques sont

dr =o,
) %dp=fdy;
, 5 dy =o,
(=) | dg = fdx.

Les éléments paramétriques sont donc z, y, 2, p, ¢ et les dérivées
successives de p par rapport a z et celles de g par rapport a y. Nous
les désignerons, conformément aux considérations de « poids » vues
précédemment (chap. II, § IT), par

9, J Jd!
aq dq org
1= 5}7’ q»= ‘5’? ceey gn= Jﬁ’

Un invariant d’ordre r relatif a la caractéristique z, s’écrira
(3) ¢ (2,7, 3, Py P1; -+, Pn) =F(2).

Il devra former avec 1'équation proposée (1) un systéme compléte-
ment intégrable.
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Nous écrirons

ol les éléments non paramétriques seront calculés a partir des équa-
tions (2).

37. Nous supposerons que ¢ est linvariant d’ordre minimum,
relatif a la caractéristique 2. Nous avons vu qu’on peut supposer ¢
linéaire en p,. Comme il doit rester invariant en forme pour toute
transformation ponctuelle opérée sur z, y, s, tous ses termes sont au
plus de poids 7, si Uon affecte les p, d’un poids égal a leur indice ().
Nous écrirons donc

(4) ‘P=)\])n+ Apipa+...,

ou A, Ay, ... ne dépendent que de z, ¥, s, p.
En identifiant a zéro [% ], c’est-a-dire en annulant les coefficients

des éléments paramétriques, on obtient des équations qui permettent
de calculer 4, A,, . ...

38. Faisons donc ce calcul

[d‘?]— @pn+l‘-i&‘ -+....

dyl ™~ dy dy
Or
P _ g A _[4] 9, (d_f) dpn _9f .
t_i;_f’ z}j——[d-—'—t]——dppj—i- e 9 P d}’ —dpp,,-k

: W df
Le coefficient du terme en p, est donc " op A
A est donc déterminé par
d_ of, _

(5) zi—}—, -+ ‘E A=o0

ou, en développant,

I7)N I\ 28 a
5}_/+q%+f;);+kal—’.—o.

(1) Gest, on l'a vu, la raison pour laquelle nous avons modifi¢ la notation
classique,
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Nous poserons
(6) r=5

ot 0 est une nouvelle fonction de z, y, 3, p. On peut alors intégrer
’équation (5) par rapport a p. La constante d’intégration est ici une
fonction de z, y, 3, ¢

] d0 1]
V) (Z}j+q¢',;+f(;;=u(-’%3’,3,9)-

Cette équation donne f & l'aide de deux fonctions arbitraires de
quatre arguments : 9(z, ¥, z, p) et p (2, y, 3, g), pour toutes les
équations (1), qui admettent un invariant entier

u_dﬂ qdﬂ

A P

S
PP

Or, d’aprés (1), s=f'; donc le premier membre de (7) est —3)—?
Nous écrirons dans la suite 'équation (1) sous la forme
b
8 = =M.
(8) @ ="
Remarques. — 1° Sil'on ajoute a 0 une fonction a(z, y, z), il faut
ajouter &
da _ da da
dy oy T 10
2° Si I'on remplace 6 par X0+ X;, ou X et X, sont des fonctions
de z, p est multiplié par X.
D’autre part, ¢ s’écrit

_ a9 "
9—3—]—’}7"

Pl . dno . ‘
Or, ap Pr est le premier terme de ~— . Nous écrirons donc

dr b do dn—19 do\y
(9) °P=d—;;+A1% Tonmt Tt A"(Zl?)) —+. ..

. . . . dk .
oil les ternies sont de poids » ou inférieur & n, — étant de poids .
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De (8), on déduit

dn+10 _ (l"‘u.
dydxr — dzn’
.. d .
La condition [;1%] =0, ol ¢ a la forme (g), s’écrit
(10) M_,_ ( 0 dr-10 4o dr dA, db dn—8 .
dzrdy dzxdy dx"—1 + Jr doni dy) A dz dori “+...=0.

Les opérateurs Z—- et ZO sont permutables, donc (10) devient

dnp, dp di—10  df dn— dAy db dr—10
drp B

(11) dw”-'—Al(% dmn—i+% dxn—1>+7{)—,'£ t-i.lT—l-‘-:o

Au lieu de considérer la fonction 6 =6(=z, y, 2, p), nous allons
prendre p comme fonction et § comme variable

(12) p=p(z, 5,5 0).
Les dérivées se calculeront a I'aide des égalités suivantes :

dp 9% dp  dp db
dap=" dx T oz °

et les égalités analogues a la deuxiéme ot 'on remplace z par y et z
successivement.

Calculons ij’ il vient
4

dp _dp ap - dd op
dy oy T99z T dy 00"

d b
Or ‘7}; =s, et, d’apres (8), =
Donc Végalité précédente s’écrit
dp dp dp ap
(13) = v 95z + 9 L=/
et remplace l’équation proposée sous la forme (1) ou (8).
On fera le changement de variable également dans (11) : on
calculera au préalable
du _ oy du  dp dp
dz =ox 799z T dy og TP
dp dy _ I d__() Iy duy  dp dyy
T dz g de T oz TP 9z T dy 9
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d*u drp.
dz’ dz?’ " dan
dentes dans ( 11), cette égalité devra étre identiquement vérifiée, quels

dd  d dn—10 . .
? e T
que soient — 7’ I5 p = Ces dernieres expressions remplacent

Quand on aura remplacé par les valeurs précé-

les p, comme éléments paramétriques. L’identification en question
permettra de calculer les coefficients Ay en fonction de z, y, z, 0

39. Invariant du second ordre. — L’équation étant !écrite sous la
forme (13), Pinvariant est ici
db
(14) 9= +o=F(a)

La condition d’existence est

dp _ &8 | ds _ |
dy ~ dxdy = dy
ou

dp do

(15) p i &= o,

ou p est une fonction de z, y, z, ¢; o, une fonction de z, y, 3, 9,
p étant aussi une fonction de z, y, 3, 0.

Développée, 'équation (15) s’écrit

du du  dpdp  ds do ds
oz TP 3z 9y 9q dy+q¢72+.9%_0

Si on la dérive par rapport & 6, en posant

d, Js
dle) L
on a
dz ay 9z db / aqg  dy 9z a9

C’est cette équation qu'il s’agit de discuter. Nous supposerons .,
P, 2 indépendants de z. Cette équation (16) est linéaire et homogeéne
en P, 3. La discussion s’ordonne par rapport a ¢, qui ne figure que

dans p et non dans P et 2 ; nous réintroduirons z en déduisant p et o
de P et Z.

1° p non linéaire en q. — Comme P et Z—E sont essentiellement
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différents de zéro, - et pz , qui sont leurs coefficients, sont des

combinaisons lméalres et non homogenes de g et p, coefficients des
dérivées de 2.

Posons donc

au

(17) 55 =@+ bg+cy,
au

(18) ]J-;é=a1+qu+01p.,

ot a, b, ¢, ai, by, ¢, sont des fonctions de y et z.

En écrivant la condition d’intégrabilité T d—‘u, nous en
dzdq ~ 099z

déduisons
¢)a| db1 ()61

q+ 5= >+c,p(a+bq+cp).

(19) bui+cp(a+big+cyp)= p( Rl oz "

D’ou, en procédant par identification, puisque p dépend seul de ¢
et ce, non linéairement

dey
b+ccl— E)
dai
2cay = d—z,
(20) { Zcbi— %gi_’
aa;=o,

ab,+ ba,=o,
bbi = 0.

On peut satisfaire les trois derniéres équations de deux maniéres,
soit en annulant a et b, soit en annulant a, et b,. La deuxiéme hypo-
these est impossible, car dans ce cas, p serait linéaire en ¢, ce qui
est cxclu. Done

a=b=o; puis S—E=cu.

G s
Nous poserons ¢ = 5" D’ou
p=19(y, g) eC(ra.
Ensuite (18) donne
dp _1+g+29.
Jdg . ¢

MEMORITAL DES SC, MATH, — Ne 129, 5
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C’est une équation différentielle ordinaire que I'on
On obtient, A désignant un parametre,

sait intégrer.

g+1= YA ’
() " (i)
2 2
— Y .
F=7 5+y/o 5—/o

(o) ()

Puis p est donné par g = 90+, ol C est arbitraire.

2° p linéaire en q. — Nons poserons p. = py g + p2, et I'équa-
tion (16) se décompose en deux :
pom 0P ,oP 0% 9% _
- 0z Moz THGy T gp TG T
I
P2 %% L. B
oz Mgy TH Gy T gy TR T
En formant la condition d’intégrabilité de X, on obtient
d ()}11 dp-g _ d(Jq dll-lz (_)E d_Z
@ Z{(G %)= (5 %) (e % - %)

Il y a donc deux cas a considérer :

d}ll_d}lo
C oy = s — On posera N
il P
ay dz

Le systéme (21) prend alors la forme
/] o d ov
3 (E*&%)(“&P)“’
(23) (d 20N (y ., Pp)
5y+@d_0>< Tos 1T
Il en résulte que la fonction X + S—VZP est une fonction arbitraire
de I'argumentv—0 : ®(v—0).

D’ou
v
2=-—;2P+<I)(v—-0).
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En intégrant par rapport a 0 et en réintroduisant la variable z,
v
(24) e=— g Pp+e(v—0, )

La valeur ainsi obtenue de o doit vérifier (15), qui s’écrit, aprés
substitution de la valeur (24) de o; et toutes réductions faites,

v - 9%y —o 2y Iy
dzdy T 19z9z = N Gz war

v s’écrira donc
v=v(Y, 3)+ vo ().
b. 2 # de y a alors trois équations (21) et (22) pour
dy dJz
déterminer la fonction X de trois variables ¥, 5, 0. La seule solution
possible est donc 2 = const. Ce cas est donc a écarter.

40. Invariant du troisiéme ordre. — D’apres le n° 37, nous savons
qu’il est de la forme
ah dsy° db
o(z)= T +A(d_w) +BZ{- + C.
On peut, en multipliant § par une fonction convenable de z, rendre
le coefficient A constant. Deux cas se présentent suivant que cette
constante est nulle ou non :

a’h 1 /db\2 124
S w0=gm s (m) e+
azxl db

I. En différentiant par rapport a y, il vient, en utilisant (8),

dbfdg du 0 [(dp dl dp d*p
(25) a[zy—d—aﬁ% )| tay et am =
qui se décompose en deux, puisqu’elle doit étre identiquement
vérifiée,

dg dp /] dp.) _
(26) dy az T o\dz)=®
dl du  dp

(27) ay +E8 g T ax
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En posant [ =/ — %g’, et en tenant compte de (26), (27) devient

dh d (du\ | dp
(28) 'ti—.}:+g56(d———x)+%;—0.
L’équation (26), en posant g =— 3, p— %1(;—’ =P, devient
dz  Jdu dp  dP dp
ou
ds | du
dy ;l—.l'- = 0.

C’est I'équation (15).

D’ott le résultat fondamental : Les invariants du troisiéme ordre
se trouvent parmi les formes déja trouvées pour les invariants du
second ordre.

On prend donc pour p une des formes trouvées au numéro pré-

cédent. Si P est la valeur correspondante, on en déduit p en intégrant
P _
P— 50 = P
ou
P =po+B(z, 3, z)eb,

g est donné immédiatement par
g=—2+X (X fonction de z seul)
et 'on cherche a déterminer % par I'équation (28).

L. En différentiant également par rapport 2 y, on obtient de
méme

(30) b [dg - i(dp)] di dp.  d*p

dz\ldy T\dz) | T dy A T am =°

qui se décompose en

dg 9 (du\
(31) Z;-»-%<%)_o,

dl dp.  dp

(32) a—}—,—l-g%-l-w:&
Posant g% = P, I'équation (31) s’écrit
(33) dg  pot P u_,

dy oz dy g
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On prendra encore cette fois-ci, pour g, une des formes déja trou-

vées, mais indépendantes de z (a cause de I'absence du terme 3—;)

D’ou l'on déduit P puis p par intégration de I'équation (33), dans

laquelle on a pris ¢ = 2+ X. Enfin on cherche 4 déterminer ! par
I'équation (32).

4. Invariant d’ordre supérieur. — Les résultats précédents
s’étendent aux ordres supérieurs a partir du second. On n’utilise

pour p. que les formes trouvées pour le second ordre et les formes
de p correspondantes.

II. — Involutions et invariants rationnels.

42. Soit
(34) ® =o,

une relation invariante le long de la caractéristique z. Conformément
a la théorie générale, on écrira
dd
(33) [——] =M&.
dy
Dans le cas ou 'involution est du troisiéme ordre, I'équation (1)
prendra la forme canonique

db
(36) ay =uh +v,

ou p et v sont des fonctions de z, y, z, ¢; 0, une fonction de z,

J’, Z,P-

Une relation invariante du second ordre prendra alors la forme

db
(37) X.=;1‘;+“('”>.7’ a3, p)
ou u vérifie I'équation
du du dv
(38) a;:up.—ﬁﬁ—-%.

Cette équation pourrait se discuter comme I'équation (15).

43. Construction d’un invariant rationnel i partir de deux involu-
tions. — Si nous supposons que I'équation proposée admet les deux
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relations invariantes (34) et (37), nous pouvons a l'aide de ces deux
relations relatives 4 la méme caractéristique, construire un invariant
rationnel.
En effet, si I'on pose
/4]

Q R . . . .
X est 'invariant cherché. Q vérifie en effet aussi I'équation

(40) Z; = pQ,

comme on le voit facilement.
Si l’on forme maintenant

d [/Q _ 1 dQ dx
(4n) @(ﬂ—f(xd—y““@)’

comme y et Q vérifient tous deux la relation (4o0), le second
membre de la relation (41) est nul et notre proposition est démon-
trée.

Remarque. — 1l est bien évident que la proposition qui fait 'objet
du présent numéro, est générale et ne dépend pas de l'ordre des
involutions considérées.

44. Nous terminerons cette étude de 'équation s = f(z, 5, 5, p, q)
par un exemple trouvé dans des papiers inédits de Drach.
Soit
e3

¢"(p)

§=

I'é6quation proposée. Nous allons montrer qu’elle admet un invariant
du second ordre, sans qu’on puisse la ramener & un des types de
Goursat.

Pour la ramener a la forme canonique, nous poserons
b="9'(p), m=e=
L’équation proposée s’écrit donc

d

$§ —— =

dp 7
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L’invariant est donc

% +o=X,
ou o vérifie
2 do
pei+ &= o
Donc o dépend de 6 seul
ds
o =L

En intégrant, puisque df = ¢" dp

e=—(pe—9)
L’invariant est donc

P1e"(p)—pe+o9=X.

CHAPITRE 1IV.

Equarmion s = f(x, ¥, 3, P, g, ') ADMETTANT UN INVARIANT DU SECOND ORDKE.

1. — Invariant du second ordre relatif a la caractéristique explicite.

48. Soit
(1) s=f(z, 5, 25,p ¢ 7T)

I’équation proposée.
Le systéme (2) s’écril ici (voir chap. II, § IT)

,. 0,
(2) % =o, ) F=r
, d
¢) Z=p%, & g—pﬂ g
=) o0z . dp_ .
(4) d—a=Pld_a’ 4" ()P PidP +f;

5) 3=/ 32> (5") Q—f dB -+ q1,

ol py=r, g1 =1, avec les notations que nous avons adoptées.

L’équation différentielle des caractéristiques s "écrit

of 4,2 -
md_y +dzdy =o,

67
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qui se décompose en

(6) dy = o,
(7) fdy+dz_o,

dont nous désignerons les intégrales par 3 et « respectivement.

La caractéristique B est donc la caractéristique explicite; «, la
caractéristique implicite.

L’¢quation (6) donne (2) et permet, en disposant de la fonction
arbitraire, de poser (2').

(7) permet alors d’écrire

®) =

B op
qui fait partie du systéme (2). On remplacera Jp par sa valeur (8)
dans les équations (3'), (4') et (5').

Pour former le systeme (), nous devons adjoindre au systéme (Z)
les conditions d’intégrabilité de z, z, p, ¢, p.

° Condition d’intégrabilité de x. — Elle ne donne pas d’équa-

tion nouvelle, mais permet de caleuler 22 e dB

(@) oz d of __d df oz  2f Ip:,

dadB —  da dp, dz dp, 9z ap] da’

avec

4 _0 0 0 0
dz = oz Poaz PG + aqg’

Nous prenons soin ici, comme toujours, d’écrire a part le terme
qui introduit un nouvel élément paramétrique.

2° Condition d’intégrabilité de z. — Elle est, comme dans le
cas général, vérifiée identiquement.

3° Condition d’intégrabilité de p. — Elle s'écrit

08 dx T Ja JB op, Ppe
Or, = dp‘ _pg , et tenant compte de (8), il vient

) d
(10) =g
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qui exprime la condition
agr _ ds
Jdy ~ oz
4° Condition d’intégrabilité de q. — Elle introduit un nouvel
élément paramétrique ¢, ; elle permet seulement de calculer %qa—‘ :

df 0z _df sz da..
dB da — da BT da

Or
af _df dx  df dps
da = dz da T 9p, I’
df dfoxr df dpy  df
di = dz g T 9pi B T dy’
avec

dy "oy Tz gp 15

L’égalité devient donc

T Y T LA

dprdr " dpy 03 " dy)da T dz dp, 0« \dpi) 9da + ou
ou, enfin,
dgi _(Oof df _ df\dz _ [of \" op:
= w-(mara)u-G) %

Nous avons ainsi établi le systeme (), obtenu en adjoignant (g)
et (10) a (2). .

Il est facile de voir quels sont ici les éléments paramétriques : 2,
¥ %, P, P1, g, les dérivées de x par rapport & « seul, aucune dérivée
de y a cause de (2) et (2'), les dérivées de p, par rapport & a seul,
g1 et ses dérivées par rapport a 3 seul.

Il y a donc, en définitive, trois suites de dérivées successives para-
métriques : c’est un cas intermédiaire entre celui des équations étu-
diées au chapitre III, ot il y en a deux, et le cas gencral, ou il y
en a quatre.

Le cas d’une équation (1) admettant un invariant du second ordre
est le plus simple qui se présente 4 nous, 'invariant du premier ordre
étant une « intégrale intermédiaire », cas étudié depuis longtemps.

Soit donc

(12) o(x, ¥, 5 P, P, 4> 1) = F(P)

Pinvariant considéré, relatif a la caractéristique explicite 3.
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Nous utiliserons les résultats généraux obtenus au n® 37. Ecrivons
donc
dy
[t—ia] =%
soit

-~ (42) 2 - 280 05 0

dz)ox T Ops da T dgy da T

Jdxr . dpy . Jg,
P et o sont paramétnques. Remplagons r’r par sa

valeur (11). Il vient

<d?>d‘” Je 9p: d‘?("f ﬂ_‘_c{f)dic_'_r)q) (d—fy'-)-&:o.

az)da * dpy 0x T 9gi\dp: dz T dy)ox T 9gi\dp:) oa

Les éléments

En égalant & zéro les coefficients des deux éléments paramé-

triques zi: et d—f;’, on obtient
dy _ de (of df _af\_
(N 2™ og, (5137 dx+dy>‘°’
(15) 99 , 99 ("_f>”=o,
dpi 991 \dp1

On voit que, dans le systéme précédent ot ¢ est l'inconnue,
g1 n'entre dans les coefficients que linéairement et ce, dans le coeffi-

cient de gg—- 1l en résulte que ¢ est lindaire en g [10].
1
Nous poserons
(16) ¢=Ag:+B,

ot A et B sont fonction des six arguments Z, ¥, 5, Ps P1; q-
Le systéme (I) prend la forme

JA
(17) - =0

dA ‘3}
Il) (18) 3—5+Ad—q' = 0,
( (LY=o
(19) ')Pl dpl g |

dB of df _ [df\ _
(20) EE-’-A-Jﬁ;d—x-F dy)—o,



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 7t

avec
(L)= 2 valvrl
dy) " ay " %03 dp

Le systeme (II) est obtenu a partir du systéme (I) en remplagant
dans celui-ci o par sa valeur (16) et en annulant séparément le coef-
ficient de ¢, et le terme indépendant de g;.

Remarque. — A est essentiellement différent de zéro, c’est-a-dire
que ¢ dépend nécessairement de gy, sinon, d’aprés (19), 37? —=oet
1

I'invariant se réduirait au premier ordre, cas que nous avons formel-
lement exclu.

46. Nous allons maintenant mettre I'invariant sous forme cano-
nique, en posant comme au n° 38

09
(21) A_d_q’

A n’étant, d’apres (17), fonction que des cinq arguments z, ¥, 3, p, ¢-

On peat alors intégrer (18)

dJ9
(22) oz = M&, ¥, 3, Py P1)-

Cette équation (22) remplace I'équation proposée (1), puisqu’on
peut en tirer

(erden)
“—\ozTPaz P gp

(23) JS= 70
oq
L’invariant s’écrit alors
db
o= g g1+ B;

pour le mettre sous forme canonique, nous I'écrirons

(24) ?=%+C(w,y, z, p, ¢, p1)=F(B)



72 G. HEILBRONN.

en posant
20 do 29
C=B_(¢}7r+q(75 +f($)7
ol f ala valeur (23).

Le probléme proposé¢ : déterminer f et ¢ de facon que le sys-
t2me (1)-(12) soit compatible, est remplacé par le suivant : déter-
miner les trois fonctions 0, 1, C vérifiant le systtme (22)-(24). Ce
probléme semble plus compliqué que le précédent, mais 0 ne dépend
que des cinq arguments z, y, z, p, ¢; }, des cinq arguments z, y,
2, py p1; et G, des six arguments z, y, z, p, p, ¢, alors que f
dépendait de six arguments et ¢, de sept.

Dérivons I'équation (24) par rapport a «, pour ¢liminer la fonction
arbitraire et chercher les conditions que doit vérifier C

a <ﬂ+C)=o,

da \ dy
d /db oz d db dpl_
%(d—y+c>x+a(a‘y+c)w—°'

Cette équation se décompose en deux autres, obtenues en annulant

les coefficients de gg et de 9P

0z’

aC Jd db
) a1 " aps dy =

dG d db
(26) e -+ % W = 0.

d d, . P
Les opérateurs Zs & 7, sont permutables; on peut donc écrire

ddy_dd_d
dz dy ~ dy dz ~ dy
et I'équation (26) prend la forme

¢ _dr _
(27) et dy =°
analogue & I'équation (15) du n° 39. Mais il y a ici une différence
essentielle, provenant de ce que G vérifie un systéme de deux équa-
tions, alors que ¢ vérifiait une équalion unique.
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Etudions d’abord la plus simple des deux : I'équation (25). Il faut

calculer—d— 8
dp. dy

i_ df d dJ9 ab J0 af adb dg, 99

R oA G E g 75)= 3p: Ip " op, ag’

puisque 6 est indépendant de p,.
Pour calculer d—Z—“, on remarque que le calcul se fait le long d’une

caractéristique «; c’est donc le coefficient de %P1

c’est-a-dire (iL)o
dp1

L’¢équation (25) s'écrit donc

9C I ( 9 da)
’)Px dpi\dp " Ip; 9q
Mais I'expression entre parentheses n’est aulre que —— l’équa-
tion (25) prend donc la forme

—= dans 'équation (11),

9C A N _

(28) dp +dp1 d[h

On est donc ramené & résoudre le systeme (27)-(28), ot C est
Vinconnue et ou f est donné par sa valeur (23).

47. Pour étudier le systeme (27)-(28), nous prendrons d’abord,
avec Drach, ¢ comme fonction et 0 comme variable indépendante.
L’équation (23) prend la forme trés simple

Jdq dg dg _ d
(29) =-2+sz+1):@+> dg

L’équation (28) s’écrit alors

IC dg | O dq)
(30) Jﬁ: + dpl< ap + 95, dp, 0 0
ou ¢ est fonction des cinq arguments z, y, z, p, 0.
. . . - ! )‘ 2
Cette équation est intégrable, si 'on sait calculerf(%) dp,
puisque ¢ ne dépend pas de p,. Pour y parvenir; nous poserons

. 28
(31) d[’ﬁ =
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et nous prendrons y comme variable indépendante au lieu de Pr
Il suffit de poser maintenant

2P

(32) P1= W; ’

ou P, est fonction des cinq arguments z, y, z, D> [~ pour pouvoir

intégrer I'équation (30).

Remarque. — Pour que les changements de variables précédents
. . . . IS .
soient possibles, il est nécessaire que :7 dépende effectivement de p,,
. ' 1

donc que A ne soit pas linéaire en p,. Nous verrons plus loin que

dans ce cas, I'équation proposée est elle-méme linéaire en P1 et nous

étudierons ce cas particulier en détail au paragraphe suivant.
L’équation (30) prend la forme

aC d'Py [ dq aq\
(33) R (@ﬂw)—o,

qui s'intégre
dq J° P1 dP1 dq “ a° P'[ dP1 .
00 G (kG — %) o (G — G+ om) =
o G, est une fonction de z, y, z, p, 0.
Nous porterons la valeur de G ainsi obtenue, dans Péquation (27),
apres avoir calculé A a I'aide des nouvelles variables p et P,. L’éga-
lité évidente

)
N _ g
ap TP,
dus
s’intégre et donne A
_ P, 9P,
(35) ki o

a laquelle il est inutile d’ajouter une constante d’intégration, puis-
qu’on peut faire entrer celle-ci dans P,.

Calculons enfin Z—) :
’ Y
D% DO A DD D dg o dg
dy oy %97 p Tt dzx ops oy 29z " ar dp ~ dz® dp;
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L’équation (27) devient ainsi

G  dCy ac. ] ,oc1 oP]  oP}
(36) 7 +Py+P p +(#PI— PO el

aP} dP d JP aP} 7]

q( 3 dz>+pp‘¢—)_zq+(pdp dp)(q+sz>

[ (ﬂ_ﬂ_'_ AN
p(v,,—z——)];,,—o

[ JoP,

. [ Py, 9P,
e
oP, P, 9Py IP, » o199
wr (25— 5) - (oG - ) e
oq J*gq .0’q " oq
"'”(W"‘zf’dxd-"”’ 9z° >+(“P "’P)(a % dp szdp)

r " d° " q d-’q
-+ P} P’dp"—’-(”P 2P1)(d dﬂ+pdzde)

“+ (2P P] — PP — 2P, P}

)d 00
+(u P — Py (uPy —2P) 2L o,

ou les dérivées de P, par rapport a ¢« sont désignées par des accents.
Cette équation est unique comme dans le cas des équations
s=f(=z, y, %, p, q), mais elle contient trois fonctions de cinq argu-

ments : Cy (2, y, 3, p, 0).q(z, ¥, 2, p, 9), Pi(z, y, 3, p, 1), au lieu
de trois fonctions de quatre arguments : p(z, ¥, 2, q),9(z, ¥, 3, 9),

plz, ¥, 3, 0).

48. L'¢tude de I'équation (36) permet de résoudre le probléme
que nous nous sommes posé ; malheureusement, cette étude paraissant
inabordable d’une facon générale, nous avons dd nous borner a un
certain nombre de cas particuliers. Considérons donc des équations
définies par

(37) Py=h(x—k)'+ ap+ b,

ot k, k, a, b sont des fonctions de z, ¥, z, p et n une constante. Le

binome que nous avons ajouté, provient de ce que le changement de

variables qui sert a le définir, porte en réalité sur P etnon sur Py.
En substituant la valeur (37) de P, dans (36), seul le terme
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d’exposant 27 —1 est unique et il s’écrit

aq,
dﬂa b

n(n—2)h®

le cas n =2 est exclu, puisque P} ne dépendrait pas effectivement
de p. Il reste donc deux hypotheses :

aJ° . . . .
1° (-m—q =0 : q est linéaire en 0; nous ¢étudierons ce cas plus loin;

J . . .
20 24 £ : an—1 doit étre égal 2 un des autres exposants, qui

09
sont: 2n—2, 2n—3, an— 4§, 2n—5, n, n—1, n—2, n—3,
1, 0. Les valeurs o, 1, 2 étant exclues pour n, il reste les cas suivants ;

I . .
a. n=;b. n=—1; c. n=—2, ce dernier seulement si k>%o.

49. Nous avons étudié en détail le cas ou
Py=4hVp+byp+c

dont nous avons obtenu la solution suivante :

-z 3 JB JB
P1=4(¢u\v+bz) R +(;;+p£)p+c,
g =(pxr—3)(arx+bz3)(Yi0"+ Ysw + Y;),

J JB JB JB
C1=’)c—g +.— —(ax+bz)<xaz+z&>(Y1w"+ng+Y3)

Jw  dy
36z Y,

T alar + bz) ’

ou a et b sont des constantes absolues, ¢ une fonction de z, y, s, p;
B, une fonction de z, y, z, et enfin o =0 4 B.

Dans le cas ol ¢ est linéaire en f), nous avons déterminé les diflé-
rentes valeurs possibles de I'exposant n, chacune conduisant & un cas
particulier qu’il conviendra d’étudier ultérieurement en détail,
comme le cas précédent. En définitive, il ne subsiste que deux possi-

bilités : n =3, n = %
If. — Invariant du second ordre relatif a la caractéristique explicite,
cas de I'équation linéaire.

50. Nous écrirons I'équation sous la forme (22) et I'invariant sous
la forme (24 ), ot G vérifie le systtme (27) et (28).
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Mais si I'équation proposée est linéaire en py, A est aussi linéaire
en py, d’aprés 'équation (2%). Soit

(38) X = pi+ s,

ou A4 et A, sont fonctions de z, y, =, p.
Nous poserons ensuite

J
(39) )\1=d—;1
s __ou du.
(40) ho= o= +p 5~ -+ A,

ou A et u sont deux autres fonctions de z, y, z, p.
11 suffit de poser enfin

(41) f—u=206

pour que I'équation (22) prenne la forme

de
(42) dw =A,
ou A ne dépend que de z, y, 3, p.
Mais alors, 'équation (28) devient simplement
dC

(43) i =°

et G ne vérifie plus que la seule équation (27) et n’est d’autre part,
fonction que des cinq arguments z, y, 2z, p, ¢; dans cette méme
équation, A n'est plus fonction que des quatre arguments z, y, z, p.
Pour conserver les notations habituelles, nous écrirons A au lieu de
A, sans pour autant modifier le nombre d’arguments dont il dépend.
Pour poursuivre le calcul, nous allons, comme au paragraphe
précédent, prendre g comme fonction et § comme variable indépen-
dante. Puis 'équation (27) se décompose en deux autres, puisqu’elle
est linéaire en p; et doit étre identiquement vérifiée, quelle que soit
la valeur de p;. On obtient
9, 9 g
dp  dp Ip
(45) 3—g+p‘;—(z}+)\3-g+%+q%+g};<% +p3—§ +)‘3_Z>=°

(44)

=O7

Si I'on pose
(46) C=C—g

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 129, 6
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le systéme précédent devient

dC' a°
4 = g =
(47) ap =
g8y 90, 9T L 00 o T (o) 21\
( Jor TP Y gw a Tl g dpdx+pdpdq> -

Sl% # o0, on peut tirer ¢ de (47) et le porter dans (48); on

obtient alors

N Ph

.. d9C  JC  .JC  Jdz dpdx L apoz o, o

(49) or TPz thap FIpY ogp T =
Fra

ou (! est fonction de z, y, z, p, 0 et A, de z, y, 3, p.
A toute solution C' de l'équation (49), correspond une valeur

de g, donnée par (47), puis une équation s = % et un invariant

% + C=F(B) ou, en utilisant C/,

, o .odg
5o)  C—20gq- 2%
(50) 3?5
Jdgq q (99 dq
VAl [d; qr)z a;( sz"‘Pid)
-+ ldq L =~ F(p).

a0
SiTon peut résoudre I'équation (47) en 6, on prendra I'équation
0 . .
sous la forme A A, et Pinvariant sous la forme

dx
7. , ())\

(50)

51. Cas particulier : A est linéaire en p. — Avant I'étude générale
de I'équation (49), nous allons examiner les différents cas particuliers
qui se présentent. Etudions d’abord le cas ou X est linéaire en p :
dans ce cas, ’équation (47) ne contient pas ¢; d’aprés celte méme
équation, C' est indépendant de p. Nous poserons

(51) h=M(z, y, z)p+he(z, 5, ),
puis
(52) =2

2z
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L'équation proposée sous la forme (22) devient

d(b — p;)
‘(WL)'=7\=($:}’; 5)~£

ou, en changeant de notations,

db
(53) L‘E:)‘(xh}') z).

Par une transformation ponctuelle,
X=.Z', Y=.V> Z=)‘(""’: Yy &k

nous obtenons la forme canonique

(54) %‘: -z

L’équation (48), la seule que vérifie C', s’écrit

aC’ aC aC’
(55) 9z TP TEy r1=0
Le probléme est donc résolu de la maniére suivante : on prend

pour C’ une fonction arbitraire des quatre arguments z, y, z, 0, puis

_dc
1=’
ac
f=— ok avec = 3.

" Linvariant s’écrit sous la forme (50)

99 %, 29(99 _ ,% "_‘I)
, aC qi_[47+qdz+dp(zrz+P¢7£+P’dp

ay

Il nous reste & examiner les deux cas plus particuliers ol I'on ne
peut effectuer la transformation ponctuelle indiquée.

a. )\ dépend de x et y mais non de z. — Par une transformation
ponctuelle analogue, on posera A = . L'équation s’écrit
dp

(56) dz = F
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et I'équation (48), que vérifie C', devient

(57) LCI+ (E—,—f-.z:g—q-o
7 dr TP oz 0 =

dC’ . I
C' ne dépendant pas de p, - est aussi nul et C' ne dépend plus
que de z, y, 6. On peut alors intégrer I'équation (57) et C/ est une
fonction arbitraire de y et §-— g, g restant ici entidrement arbitraire

pour les cinq arguments z, y, z, p, 0.

b. k est une constante absolue. — Nous prendrons A = 1. L'équa-
tion est
db
(58) =0

C’ est une fonction arbitraire de y et 6 — z, ¢ restant ici aussi entié-
rement arbitraire.

¢. A=o0. — Il y a une intégrale intermédiaire.

32. Cas particulier : A est fonction de y et p seulement. — L'équa-
tion (49) s’intégre immédiatement
. o\ ;
C =—x@ +o(p, 5 — pr, 0—/..1',_}'),.
ol ¢ désigne une fonction arbitraire des arguments indiqués.
q est alors donné par (47)
o
op
7= &y
ap®

'équation proposée conserve toujours la forme (29), ot ¢ a la valeur
précédente. L'invariant est donné par la formule (50).

B3. Cas particulier : A est indépendant de y. — L’équation (49)
s’écrit

L SN2
(59) oC ¢ . 0C 9z gpdz_ Popazoc _
9 oz P75z a8 oy ap T

ap’
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Cette 6quation n’est autre que I'équation d’Euler, relative a la

variation de l'intégrale f)\(z-, z,p)dz, ou p est la dérivée :—g
(puisque y ne figure pas dans ).

11 suffit de poser
(60) dp _ Iz Poz 00
dz JC'
op

pour obtenir I'équation classique.
Ainsi, & toule équation différentielle du second ordre,

(61) "=o(x, 5, 3)

que l'on sait intégrer, on peut faire correspondre un X et un C/, donc
une équation du type cherché et I'invariant correspondant. Le calcul
de A et de C' se réduit d’ailleurs 4 des quadratures [ 11 b], [12].

B4. Cas général. — Le calcul précédent s’étend au cas général, en
différentiant 'équation (49) par rapport & 4 et en posant
aC’
(62) =5
On trouve pour C’'équation (59) et les conclusions du numéro
précédent restent valables pour C'. Une dernidre quadrature permet
de déduire C' de C". En somme, y joue ici le role d’'un paramétre.

B5. Critére permettant de reconnaitre si une équation linéaire est
du type cherché. — Au lieu d’éliminer ¢ entre les équations (47) et
(48), nous éliminerons C'. Les relations obtenues entre ) et ¢ nous
fourniront lg critére cherché.

Dérivant (48) successivement deux fois par rapport & p et tenant
compte de (47), nous obtenons

dC Ik IC AN X dq

(63) :;;-*_B}W—l—dpd‘}’-'-()po 8.7::0’
"ot 'on a posé
SN SN
8§ _d _g+)g_dpdz Pdpdz dz 9
5z oz Loz a0 X ap

dap?
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et
a2
8 Log —;
aC  dg I\ dq ap? d 3¢ _
avec
s_29 J Sq_d_
5y oy "9z % ap

Les équations (47), (48), (63), (64) donnent les quatre dérivées
de C’ par rapport a z, 3, p, 0. Les six conditions d’intégrabilité se
réduisent & quatre, car la condition z, p se réduit a (63) et la condi-
tion z, p a (64).

La condition p, 0 s’écrit

dg | dk Jq ) d) 3 3¢\  d’)dq
(65) dp( +2L )+—-

dz " ap b oy %8 op2 dp Sz o a0 =%

De méme, la condition z, 6 s’écrit

5%
(66) oM "_)‘ﬂ’[__ﬂ_":e_o
9z dp N apt dx
ou l'ona posé
_dg _ o\ dq ’r . d ¥q
M=+ ogpa™ LO"dp +op s
Enfin, la condition z, 8 s’écrit
(67) A ﬁ+)dM dq( AL _Ql>_
7 oz Pz 00 ~ a0\ dpor “Papozs ay) "

Si l'on tire 3—3 de I'équation (65), on voit que M vérifie 'équa-

tion (39) et les conclusions du n° 53 sont valables pour M.
.- .. 8
La condition z, 5, compte tenu des définitions des opérateurs —
et 2, se reduit a
oy

) 10N 128
(68) 5 dpoz *Popoz 0z _
8.1;1 3% o X
)

, .. 5
C’est la condition pour que les opérateurs iz

3 .
et 5 appliqués & une
fonction indépendante de 9, soient échangeables.
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En définitive, A et ¢ doivent vérifier les deux conditions suivantes :
ils doivent vérifier 'équation (68) et 'expression M, 'équation (59).

56. Equation s= f(z, y, 5, p, r). — Montrons d’abord [7, e]
qu’une telle équation est nécessairement linéaire. En effet, si nous
prenons U'invariant sous la forme (16), l’équation (18) s’écrit

dA JA JA
6 A
En dérivant par rapport a py, on obtient

L9 IA
(70) dp T opiog =
af

ce qui prouve que op: e dépend pas de p, et I'équation proposée est
1

nécessairement linéaire.
Pour poursuivre 1’étude de ces équations, il est inutile de prendre

8 comme variable indépendante au lieu de ¢, car la condition (0% =o0
signifie que 0 est linéaire en ¢

(71) 0=9+0(s5 5p)

et (22) devient

. ()01 ()01 del

(/2) f—l <d'z. +pdz pi()p)

L’équation proposée étant linéaire, on peut supposer A fonction de
x, ¥, 3, p seulement (voir n° 30) et C fonction de z, y, z, p, q
vérifie 'équation (27) qui, développée, s’écrit

aC aC JC dC o

28 28
(73) — - p A pr - o A r—+f——=
dx dz ap dqg  Jdy 9z 9,
En différentiant par rapport a ¢, il vient

7 C 2’ C a9:C de ok
dx dg pdqu P'()pdq aq° 0z

ol f a sa valeur (72)
En identifiant a zéro cette expression linéaire en p,, il vient

rC N, 2C

7) Goq  Ip o "
P 2C [ h @1>o*c o
(76) Jzog P 9z0q T\ T o= dgr " 9z
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L’équation (75) s’intégre et donne

aC
(77) th = (%, ), 5 0), avec 8=g+0,.

L’équation (76) devient alors

(78) ﬂ+p‘2 +)\‘22 I

dr Js ata="
En la différentiant par rapport a 0, elle devient

e e o _
(79) 2 TPt o =

ou X ne dépend pas de 0. o ne doit donc dépendre que des deux
arguments y et  + p(z, ¥, z), avec

o, o _ du
(80) = Poz = dz

L’équation proposée, sous la forme (72), devient

d(d—u)
—dr . ”

Il y a donc une intégrale intermédiaire
0—u=F(B)

ou, en écrivant 6 au lieu de 0 — p, 'équation s’écrit

et 'intégrale intermédiaire

g+ 0, =F(B),

ou 0, est une fonction de z, y, 3, p.
Nous énoncerons donc :

St une équation s = f(z, y, 3, p, r) ne contient pas lavariable q,
elle nadmet pas d’invariant du second ordre relatif ¢ la carac-
téristique explicite. Si elle en admettait un, elle serait linéaire et
admettrait une intégrale intermédiaire.
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III. — Invariant du second ordre relatif a la caractéristique implicite.

87. D’apres la théorie générale, un invariant s’écrira

a d,
(81)  9(a,y, 3, Py Py, )= A(=z, ), 3 p, p1, 9)5; -+ B'C%I =F(a)

puisque les dérivées de z et de p, parrapporta a sont paramétriques.
Cet invariant doit vérifier la condition

d
(82) d_?; =o.
Pour expliciter cette condition, nous utiliserons les équations
établies au paragraphe I qui constituent le syst¢me ().
Le probleme se révélant aussitot comme d’une trés grande
complexité, nous nous sommes borné dans ce qui suit, au cas
ot B = o. L'invariant se réduit donc a

dx
(83) 9=AS" =F(a)

La condition (82) se développe de la maniére suivante :

s e df dA dxr  dA dxr (i()/'d_._x: ﬂ@)__
(4)0"5—“;’:2;54_(11 dx dxmda-}-dp,’ ox )

Les dérlvées = et dp ' étant paramétriques, 'équation précédente

se décompose en deux autres :

>f
(85) AT =0
of dA _dA d 4
(86) f — A f == 0.

T Opdz -dy  “dzdp

De l'équation (85) il résulte que I'équation proposée est nécessai-
rement linéaire ; nous poserons
(87) s=a(z,y, 5 p, 1)1+ b(2, ¥, 5, p, )

Explicitons maintenant I’équation (86)

JA . OA _ JA\ JA oA
(88) —a<5;+pd—z-+}?1dp) +q;—+(apa+b)d

JA A (da _'_@ _pda
+9‘@+m<d—xl’i o oz
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Mais I'élément g, est paramétrique; 'équation (88) se décompose
aussi en deux :

(89) A =o,

JA JA
(90)

) )dA +bdA A (da aby d
ay TG

— — = p1+ 5 —A——a=0.
ap opy \dx dz dx

D’aprés P'équation (89g), A est indépendant de g. Développons
I’équation (9o) en I'ordonnant par rapport a.p,

(0’) d_A. (da_,_ d_a.) ?
9 dpl EE adq P

da da+bda+ d_{)_ 2b
*\oz TPz g dq

—A[(‘iq-q-ad—a)p +(2‘—z+ d—a+b%]
ap g/ oz P 5z dgq
+bdj +(q—-ap)%+()A—-a
dp 20z

JA
5 %o

= O’
ou A dépend de z, y, z, p, pi et a et b, de z, Y, %, P, q.

En vertu de la théorie générale des invariants, on peut affirmer
que A est un polynome en p,. Pour préciser le degré de ce polynome,

nous dériverons quatre fois de suite Péquation précédente par rapport
a ¢. Nous obtenons

da [ 0A dA JdA  db JA
o  —5 (% +r5) 9z "o op
ap, P'dq dz ~ dq dx) dg dx —
d’a (JdA JA b JA
@) G (T rr%)
JA 9 da 2 db 9 da
+E<P1@37ﬂ+5§—’d—w>_ 9 de =

En divisant par g—;‘;‘ supposé différent de zéro, et en dérivant une

troisiéme fois

b J’ da 02 db J da
Jd 9> JA JA 0 0 dr 0 Jg dz J dg’ dr
W g vaap o\ Py re Tag wa | Mg e =0

o2 dJg* 9¢ 9q°
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) supposé différent de zéro et en déri-

0 da a’b
JA ad d d¢° dz o dg®
(94 ( A) 9 7 99
94 P op; dg\ dg “dta '()q Pa
dq’ dq
0 db J2b
LA 900 dr 99 \_
op1 g\ dg " dIa 'dq Pa |77
78 dg*
ce qui est de la forme
' oA JA
(94") (p17—A)M B——N—O,

ou M est linéaire en P1, & condition que

()_a.

dp
et N, a condition que

P

dp

+a

da

ag = °

b

a;;#o.

Si ces deux conditions sont réalisées, A est nécessairement du
premier degré en p,. Sinon, dans 1'équation (94 ), le degré du coeffi-
cient de M serait supérieur d’une unité & celui du coefficient de N.

Avant de poursuivre I’étude du cas général, nous allons énumérer
les cas particuliers que nous avons écartés et dont nous ferons ensuite

Pétude.
0 ra_,.
I dq’ =0;
2 (d’b a ) .
g \dg® ' 9g° !
3o 0)—“+aqiz = 0;
dp ~ dg
40 22 ad—b- =0,
dp dq ’
Ho %;—‘+agi;= et gj—l; aj—Z:o;
w(‘?iuaiﬁ) ]
J ap dg] .a
60 l—)—q[——aqT—— -dq_ﬁ = 0.



88 G. HEILBRONN.

58. Dans le cas général, nous pourrons donc poser
5) = (Aypr+B2E
(9 9= 1p1+ By ol

ou A, et B, sont des fonctions de z, y, 3, p seulement; ces fonctions
vérifient le systeme déduit de 'équation (go) en égalant a zéro les
coefficients des différentes puissances de p,

(96) ‘%}l—-—a%-i-+(q——a you b%‘
() () o

(97) %ﬁi— 3B’+(q—a1)>')ﬂ+ %%
+A(36+p3?+bg;>—81(3—g+p%%+bg)=o,

ou les inconnues A, et B, a(‘pendent de z, y, z, p, alors que les
coefficients dépendent de z, y, z, p, g.

Sans pouvoir donner la solution compléte de ce systéme, nous
allons étudier le cas ot @ et b, dépendent de p et ¢ seulement et, par
suite \, et By, de p seul. On obtient alors

dA, ab ab da da
dB, b da
(99) —({p +A|d—q**B1(E—O.

D’ott l'on déduit, en remplagant dans la premiére ¢quation
db da dB,
Aigg—Biggpr — 30

0
(100) %(A,b-——B,a)=o
ou

Ab—Bia=Q,

Q dé51gnant une fonction de ¢ seul.
D’apres (99), on voit que Q' est une constante Cy, donc
Q = Cyg + Ca.
Puis
B1 = — ClP -+ C.:;-
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D’ailleurs

Donc

P et P, désignant deux fonctions de p seul.
D’ou la solution du probléme :

a=PP,(C,q+ C),
b=P(Ciqg+ G),
Al—(—- C1P -+ C;)P1+ Pl
B1= _CI1P -+ C:;-

89. Cas particulier : @ et b linéaires en g. — Remarquons tout de
suite qu'il est impossible que l'un des coefficients @ ou b soit
linéaire, sans que l'autre le soit en méme temps. Supposons en effet
que @ soit seul, linéaire en g. D’aprés I'équation (96), b est expo-
nentiel en ¢; mais l'équation (97), a4 cause de la présence du

lterme bgg, montre que cette hypothése est inadmissible. Le raison-

nement est le méme si 'on suppose b seul linéaire en g. Nous poserons
donc

a=a q—+ a, b=10b,q9+ b

et le systtme (96)-(97) se décompose en quatre équations ou les
cocfficients et les inconnues dépendent des mémes variables z. y, z, p.

b
60 Cas particulier ou -—+a—-—-o et $\+ad —
S + a 3—;’ était seul nul, le premier terme de I’équation (g94') serait

d’un degre supérieur en p, & celui du deuxiéme terme et 'équation
‘en question n’aurait.pas de solution. Ce cas est donc a exclure. I

. . . da da
reste, au contraire, a étudier le cas ot op +a g est seul nul.

Ces préliminaires étant établis, abordons I'étude du cas ou ces
deux expressions sont simultanément nulles. Ici, A est encore
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linéaire en p, et les équations (96) et (97) s’écrivent

(101) %—'—a%q—(q ap)dji b%’-:o,

(102) dd—];'— dB'+(q )i)—]?+b(;—f;
< bj—qlf)-—B.(gg+p3—:+bgg>=o.
da

La relatlon 3 —|— a5 9= = o s’intégre et donne

(103) qg=ap-+c¢(a, z, ), 3),

ou ¢ est une fonction arbitraire des arguments indiqués.
Prenons mamtenant a comme variable mdépendante au lieu de ¢.

La deuxié¢me relauon = + a—- o devient simplement

b
104 — =0
(ro®) op
et b est une fonction de z, y, z, a.

L’équation (ro1) s’integre : en effet, les coefficients ne doivent pas
dépendre de g, donc, apreés le changement de variable, de a :

Premiére solution :
55 =9 ¢ = aXj, b = aX;,

ou X, et X, sont des fonctions de z seul.
On obtient
A=9(X,— 3, Xo+ p),
ou ® est arbitraire.
L’équation (102) devient alors

dB; .
(105) , ra _o’
(106) — 9B | x/ 9B x, 9B

ox 10z " ap
L X X, X \_
+q’< *+p+X’1>_B'(p+X'1 +p+X'1)_

que l'on peut intégrer si 'on se donne ®.




INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 91

Deuziéeme solution :

JA, JA,

oz =9 'd7=07 b=12%(z p)e-

Dans ces conditions, I'équation (1o1) se réduit a

JA, dA,
o} —_— — —
(107) 7 e P P =0

C’est I'équation linéaire aux dérivées partielles correspondant a

Iéquation différentielle du premier ordre la plus générale. A chaque

. . . d, ..

équation différentielle : CTI; =1(3, p), que I'on sait intégrer correspond
une fonction A,. Il s’agit maintenant de déterminer B,; nous suppo-
serons que B;, comme A,, est indépendant de z et y. Alors

I'équation (102) s’écrit

de
JB; 0B, . dLogo d Logo da w2
(108) 7z_+r)p+A’ IS oz TPV, _._‘ﬁ?i Py
da
dLogo +PdLog<p _
dx 3
——B1 = 0.
4+ 9%
P ga

Pour que les coefficients de cette équation soient indépendants
de z, y et a, il est nécessaire que ¢ soit exponentiel en z, linéaire
en a et indépendant de y. Dans ce cas, I’équation (108) s’intégre
en méme temps que l'équation (107), puisque c’est la méme
équation avec second membre.

En résumé, A, et B; sont des fonctions de z et p obtenues par
intégration du systéme (107)-(108), ¢ étant arbitraire en z, expo-
nentiel en z, linéaire en a et indépendant de y, avec b =1(z, p)9,
ou A est arbitraire, sous la seule réserve que l'on sache intégrer
Péquation différentielle ordinaire :

Troisieme solution
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La solution se rameéne ici aussi a celle de 1'équation différentielle
ordinaire du premier ordre, 4 condition de poser

b= )‘('7'" P)ar
¢ restant ici indépendant de y et z et linéaire en a.
Quatriéme solution :

JdA, JdA,

C2)
Méme résultat que précédemment, & condition de poser

¢ =Mz, 3)a
et
b=u(z, z)a,

ot A et i sont des fonctions arbitraires des arguments indiqués.
Cinquieme solution :

M, A,
dr — -

Ici, ¢ doit étre fonction de y et z sculement; on trouve ensuite

b=pxi(y, 3).
Sizieme solution :
A oA,
oz dz

La solution est ici beaucoup plus particuliere que dans les cas
précédents : b est fonction de y seul et ¢ = b 3.

. d (db ,da\ .. .
61. Cas particulier : % (W : a?) = 0. Cette condition intégrée
s’écrit
(109) b=la+mq—+n,

ou l, m, n sont des fonctions de z, y, z, p.
En dérivant trois fois I’é6quation (go) par rapport i ¢, aprés
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divisi a . ‘
ivision par 5-; on obtient

aJ’ (da+ada)
JA a
(110) [;P—l(p1+l)-—A] i 2 92\9p " “oq)

q
Jq PSa
- e
LA
+ 9 9¢*\ox Poz™ r)_q> —o
dq da -

9

Le cas étudié se subdivise donc en deux suivant que P'on annule le
premier ou le deuxiéme crochet

Premiere solution :

JA

a(pi-i- l)—-A:O.
Cette condition s’intégre

(111) A=Ay, ¥, z p)(p1+1).

En identifiant a zéro l'¢quation (go), dans laquelle b a la
valeur (109) et A, la valeur (111), il vient

(112) a(m+£_l._,_ldl‘°gAt dLogA,

. _ dLogA1> - om
dp dp ox P, 7 ap
an dLogA, JLogA, dLogA,
+d—P+(mq+n) p + 9y +g—— =0,
al JdLogA, dLogA. _ dLogA,)
(113) la<m+$ + 1 op P
(dm ) dn dn
+gq “+ -
al dLogA1
+(mq+n)(m+d—P +1 ap )
d LogA, d LogA, a9l 9
+l< 9y +q )+dy+qdz_o'

Dans les deux équations précédentes, seul @ dépend de g et 'on
suppose essentiellement qu’il n’en dépend pas linéairement. Or, ces

équations sont linéaires en a etg. Il en résulte donc une double iden-
MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 129,

7
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tification en a et g. D’ou le systéme :
q ¥

(114) m+_dd_1.l)+ldL3;A1_dL;§Ai_PdL;fA,= ,
(115) ‘:_’}')1+mdL;}g)Ax+dL3§A,= ’
(116) _3% +n dLs}g,lh - 0L3§A1 —o,

ue 'on peut écrire sous la forme équivalente :
q p q

dA; J
(119) %= gl mpIal
A, /]
(120) rm ——;1-,('“\1),
dA, dJ
(121?) —d—z— ——'@(I)IA1),
(122) -d-l'—l--f— d_m+m. mﬂ_l‘)lz_,_d;_o
oz " F oz T T p Tz T
(123) d—n+ (—)—'f+mn+nd—l—ldn +dl_0
gz P 5z dp ap ~ dy

Les équations (119), (120) et (121) définissent A,. Les conditions
d’intégrabilité de A, sont précisément les équations (122) et (123) et

dy 0z ap ap

(124)

Le systéme (122)-(123) ot / est I'inconnue, conduit précisément a
la condition d’intégrabilité (124). D'ou la solution : On choisit deux
fonctions m et n des quatre variables z, y, z, p qui vérifient
I'équation (124); puis ! est déterminé par le systéme (122)-(123).
Enfin, A, est obtenu par la résolution du systéme (119)~(120)-(121).
L’équation proposée est alors

s=a(pi+l)+mg+n
et 'invariant

&= A(pi+ DI = F(a).
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Il est facile de trouver des solutions assez générales de
I'équation (124). Soit M une fonction de z, y, 5, p. Nous poserons

o OM oM
= 09z’ =9’
M devra vérifier la condition

oM
p = ¥M, 2 p),

ou ¢ est une fonction arbitraire des arguments indiqués.
C’est en somme 1'équation différentielle du premier ordre la plus
générale ol z, y, z apparaissent comme des paramétres.

Ezemple : m =e”, n = e’. — On en déduit
= —per,
puis
Ai=ePo(y +3z+eP)

étant une fonction arbitraire de 'argument indiqué.
P g q

Deuzieme solution. — Le deuxiéme crochet de 1'équation (110)
doit étre nul, quel que soit py. On obtient donc les deux conditions

7 "_“.,_aéﬁ)
(125 2 9\op " “ag) _,
125) dq d2a -
dqo
da da
9 dq* dx+pa-+(la+mq+n)d
(126) - = o.
g a
9¢°
En intégrant ces deux relations,
da da )
(127) | dp+a5§_ @+ LG Y,
(128) ° da p +(la+mq+n)d——pa+aq+1:,

A, i, v, py 0, T, 6tant des fonctions arbitraires de z, y, 5, p.

En tirant aj—g de (127) et le portant dans (128) et en ajoutant & a
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une expression linéaire convenablement choisie par rapport a ¢, il
vient

(129) t)a+ ()a_lt)_a ( da
9 0z TPz dp+ mq+n)5§_o.
Reprenant I'équation (go) ou I'on remplace b par sa valeur (10g),
da da da da da
o —+ @5 par sa valeur (127) et 9z FPy;+ b¢7,§ par sa valeur (128)

et en opérant, comme plus haut, la double identification a zéro par
rapport & « et ¢, on obtient

JA . 2N al al
(130) Eﬁ:[)‘l’1+<l)‘+m+ $)p1+ oz TP 9z +lm]
JA JA JA
__Akpl"'ld';"(d? +P$>“°’

(13r) = 2+(l + d~m> +@+ @—l-v-m"
dp‘ I"*Pl et d_p Pi d-%‘ pdz

—A m {)A+
WP+ op

$
NS

=0’
(132) oA vpi+( v+ In + on -+ In mn
op:| ‘Pt ap )Pt o TP 5z
— Ay +n%+d—A—o
Pt ap a

ou la fonction inconnue A dépend seule de P
Comme on I'a vu plus haut, de la forme de ces équations, on peul
conclure que A est linéaire en p,. Nous poserons

(133) A=A1p1+ B1

et les trois équations précédentes se décomposeront chacune en
deux.

On obtiendra ainsi un systéme que vérifient A, et B; mais nous ne
sommes pas parvenu & mener 4 bien I'étude de ce systeme.
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