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ALGÈBRE LOCALE 

Par Pierre SAMUEL 

INTRODUCTION 

Nous entendrons par « Algèbre locale » le corps de doctrines algé­
briques qui s'est développé afin de rendre possible l'étude d'une 
variété algébrique ou analytique au voisinage d'un point. Lorsqu'on 
quitte le corps des nombres complexes pour des corps de base plus 
généraux, la notion topologique de voisinage d'un point perd son 
sens, mais il resté à notre disposition un certain nombre de situations 
algébriques, dont la théorie constituera, par définition, « l'étude 
locale de la variété V au voisinage du point P ». Grosso modo, on 
considère d'abord l'anneau A des fonctions (rationnelles ou méro-
morphes, selon le cas) sur V qui ne sont pas infinies en P (c'est un 
anneau local). Sur le corps des nombres complexes, chacune de ces 
fonctions admet un développement en série de Taylor au voisinage 
de P, et il est naturel de considérer l'anneau de toutes les séries de 
Taylor convergentes; mais, par bonheur pour les généralisations à 
un corps de base quelconque, le fait, pour une série de puissances, 
de converger dans un voisinage de P, n'a aucune espèce d'impor­
tance, au moins dans les questions locales. On introduit donc une 
sorte d'anneau de séries formelles contenant A (l'anneau local com­
plété de A), dont la formation à partir de A est possible sur tout 
corps de base. 

On rejoint ici un autre courant d'idées, celui des développements 
/j-adiques des nombres entiers, et des corps et anneaux /?-adiques. 
Là aussi on est dans la situation « anneau local-anneau local com-
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piété ». Et l'Algèbre locale va contenir l'étude des anneaux jD-adiques 
comme cas particulier. 

D'autre part, l'étude d'un nombre fini de points d'une variété a 
amené les algébristes à considérer certains anneaux, plus généraux 
que les anneaux locaux, appelés « anneaux semi-locaux ». Si l'on 
veut aller plus loin, par exemple pour l'étude d'une variété V en tous 
les points d'une sous-variété W , s'introduisent des anneaux naturel­
lement munis d'une topologie définie par les puissances d'un idéal 
(« anneaux ttt-adiques ») qui généralisent encore les anneaux semi-
locaux. 

L'étude des anneaux locaux, semi-locaux et 1U-adiques a constitué, 
depuis une quinzaine d'années, un des secteurs les plus actifs de 
l'Algèbre commutative. Si l'étude d'anneaux locaux particuliers 
(/?-adiques, séries formelles) remonte à Hensel etHilbert, c'est en 1988 
que Krull [45] entreprit Tétude systématique des anneaux locaux. 
Ceux-ci furent aussitôt utilisés par Zariski dans ses beaux Mémoires 
de Géométrie algébrique et son élève I. S. Cohen élucida, vers ig43, 
la structure des anneaux locaux complets [20]. Simultanément, 
ChevaUey développa beaucoup cette théorie, qui devait lui servir de 
base à celle des multiplicités d'intersection des variétés Jalgébriques 
et algébroïdes [16], et introduisit les anneaux semi-locaux [18] . 
En 1946, enfin, Zariski dégagea la notion d'anneau m-adique [93], 
comme préliminaire nécessaire à sa démonstration du principe de 
dégénérescence. Depuis cette époque, la théorie a reçu divers perfec­
tionnements. 

Le but de cet Ouvrage est de donner un compte rendu aussi com­
plet que possible de la théorie des anneaux locaux et de leurs géné­
ralisations. Cependant, nous avons laissé de côté les anneaux/>-adiques 
et les anneaux de séries formelles à une variable; ce sont là, en effet, 
des « anneaux locaux de dimension 1 », pour lesquels une grande 
partie des résultats démontrés ici sont triviaux et dont l'étude arith­
métique fine (par exemple au moyen des valuations) n'a pas d'ana­
logue pour les anneaux de dimension supérieure. Nous nous sommes 
donc borné, en général, aux propriétés valables pour les anneaux de 
dimension quelconque. Faute de place, nous avons renoncé à inclure 
les applications géométriques (points simples, multiplicités d'inter­
section), pour lesquelles nous renvoyons le lecteur aux Mémoires 
originaux [16], [84], [63]. 
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Nous énumérerons plus loin les connaissances préliminaires 
qu'exige la lecture de cet Ouvrage. Gomme il est coutumier dans la 
collection du « Mémorial », les démonstrations ont été souvent 
réduites à leur plus simple expression; il est cependant espéré qu'un 
lecteur attentif et quelque peu coutumier des anneaux commutatifs, 
n'aura pas de difficulté à les suivre. Nous avons, naturellement, 
donné plus de détails dans les démonstrations publiées ici pour la 
première fois (au moins sous cette forme), que dans celles de résul­
tats que l'on peut trouver textuellement dans les Mémoires originaux; 
dans ce cas, un numéro entre crochets ([54] , par exemple) réfère à 
la bibliographie. Seuls, certains résultats importants ont été érigés 
en propositions ou théorèmes. Mais, afin de faciliter les références, 
les paragraphes ont été découpés en alinéas numérotés par des lettres 
latines; ainsi (I, 6, c) désigne l'alinéa c. du paragraphe 6 du cha­
pitre I. 

Terminologie. — Nous avons, en général, suivi l'usage de 
N. Bourbaki et de ses collaborateurs. De plus (il ne s'agit ici que 
d'anneaux commutatifs) : 

a. Un anneau A est dit noethérien si tout idéal de A admet une 
base finie; autrement dit, toute famille non vide d'idéaux de A, 
ordonnée par inclusion, contient un élément maximal. Un anneau A 
est appelé un anneau d'Artin si toute famille non vide d'idéaux 
de A, ordonnée par inclusion, contient un élément minimal; 

b. Un élément x d'un anneau contenant A est dit entier sur A s'il 
satisfait à une équation de la forme xn -+- a± xn~l -\- ... + an= o (ai € A) 
(équation dite de dépendance intégrale). Un anneau A est dit 
intégralement fermé dans un anneau B contenant A si tout élément 
de B entier sur A est élément de A. Un anneau A est dit intégrale­
ment clos s'il est intégralement fermé dans son anneau des fractions 
(c/ .[5],§9,n°4); 

c. Un anneau A est appelé un anneau local s'il est noethérien, et 
si l'ensemble des éléments non inversibles de A est un idéal m (qui 
est alors l'unique idéal maximal de A); 

d. Un anneau A est dit -normal, s'il est anneau d'intégrité, et s'il 
est intersecticm d'une famille <& d'anneaux de valuations discrètes de 
son corps des fractions, telle que tout x non nul de A ne soit non 
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inversible que dans un nombre fini d'anneaux de valuations V € <& 
(ce sont les « endliche diskrete Hauptordnungen » de Krull 
( [42] , § 37)] . Parmi les anneaux normaux figurent les anneaux où 
tout élément admet une unique décomposition en facteurs irréduc­
tibles; ces anneaux seront dits factoriels. 

Résultats supposés connus du lecteur. — a. Les notions géné­
rales sur les corps, anneaux, idéaux, modules et espaces vectoriels, 
telles qu'elles se trouvent dans Bourbaki [5] , [6 ] , [8] , dans van der 
Waerden [77] ou dans tout autre traité d'Algèbre moderne. Certains 
rudiments de Topologie générale sont aussi utilisés quelquefois 
(c/.[9],[10]); 

b. Le fait que, si A est un anneau noethérien, les anneaux de 
polynômes et de séries formelles sur A sont aussi noethériens ; 

c. Les notions d'idéal premier P(A/p est anneau d'intégrité) et 
d'idéal primaire q (dans A/fl tout diviseur de zéro est nilpotent); 

d. Le fait que, dans un anneau noethérien, tout idéal b est inter­

section d'un nombre fini d'idéaux primaires fl/. Dans une décompo­

sition « la plus courte possible », b = ffflfi» ^es fl/ s o n t appelés les 

idéaux (ou composantes) primaires de b ; les idéaux premiers P; 
des H; sont appelés les idéaux premiers de b. Parmi les idéaux pre­
miers de b, certains ne contiennent aucun autre p,-; on les appelle 
idéaux premiers minimaux (ou isolés) de b ; les composantes pri­
maires correspondantes sont dites isolées et sont déterminées de 
façon unique (fl,- est l'ensemble des x pour lesquels il existe s $ P / 
tel que sx e b ) . Les autres composantes primaires de b sont dites 
immergées. Si (p<) est la famille des idéaux premiers de l'idéal (o) 

de A, les diviseurs de zéro de A sont les éléments de I I p/ et les 

éléments nilpotents de A sont ceux d e f | p i (Pour tout ceci, voir, 
i 

par exemple, [77], chap. XII, [42], § 2 ou un prochain volume de 
N. Bourbaki.) 

e. Les caractérisations des éléments entiers sur un anneau 
([77] , chap. XIV), en particulier celles qui font intervenir les spé­
cialisations et valuations ([84], chap. II ou prochain volume de 
N. Bourbaki); 
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/ . Le fait qu'un anneau d'intégrité noethérien et intégralement 
clos est un anneau normal ([42], n° 37). 

11 va sans dire qu'une certaine connaissance de la Géométrie algé­
brique aidera beaucoup le lecteur à comprendre pourquoi diverses 
notions algébriques ont été introduites; mais une telle connaissance 
n'est nullement nécessaire pour la stricte intelligence de cet Ouvrage. 

CHAPITRE I. 

ANNEAUX DE ZARISKI. 

Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux consi­
dérés ici sont supposés commutatifs et munis d'un élément unité. 

Soient A un anneau, m un idéal de A. Les puissances (Ht") forment 
un système fondamental de voisinages de o pour une topologie com­
patible avec la structure d'anneau de A ([10], chap. III, § 5) . Pour 

que celle-ci soit séparée, il faut et il suffit q u e ^ ^ 1 ^ = = (o). 
n 

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau noethérien et ttt un idéal 

de A; pour quef\mn = (o) , il faut et il suffit qu'aucun élément 
n = i 

de i -f- Ht ne soit diviseur de zéro dans A [42]. 

De mx = x(m^m, Xyéo), on déduit par récurrence 

ûc = mnxy d'où #€ f | t t t w -

Posons réciproquement b r = ^ ^ m " ; la considération de la décompo­
sition primaire de bm montre qu'il existe un exposant s tel que 
b t t o b n î m ( [ 8 4 ] , chap. III, lemme3); d'où bm = b ; si (6d , . . . , 6 r) 
est une base de b, on a 

bt = \ j mtj bj ( ntij e m ), d'où dbj = o 
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e n p o s a n t d = d et(ô\-y—m,-j)', commerf€ i -f-Ht, ceci implique bj = o 
e t B = (o). 

Un anneau topologique séparé et noethérien A dont la topologie 
est définie par les puissances (Ht") d'un idéal Ht de A, est appelé un 
anneau Xd-adique. 

1. Complétion et idéaux d'un anneau Itt-adique [43]. — a. Si A 
est un anneau Ht-adique et si Ht' est un idéal tel que Ht z> Ht' D W, A est 
aussi Ht-adique; on peut donc remplacer Ht par son « radical », inter­
section des idéaux premiers de Ht. 

b. Soit (m±, . . . , mn\ une base de Ht; Vanneau complété A de A 
est noethérien en tant qu'image de l'anneau de séries formelles 
A [[X4, ..., X„]]*parl'homomorphisme continu cp défini par cp(Xr) = m,; 
on voit, de même, que la topologie de A est définie par les idéaux (nt*), 
où m = A Ht et que 

m" = A m" et m" = m" n A. 

c. Soit b un idéal de l'anneau Ht-adique A, b = f\tyi une décom-

position primaire de b. L'adhérence b de b dans A e s t ^ ^ ( b -f- Ht"). 
n 

En vertu de la proposition 1 appliquée à A/b, b est un idéal fermé 
si et seulement si l'on a (b : Ax) = b pour tout x € i + Ht ou encore 

si p, -f- Ht ^é A pour tout idéal premier P/ de b [puisque ^ \ P//b est 

l'ensemble des diviseurs de zéro de A/b ). En particulier, tout idéal 

contenant Ht est fermé. On en déduit aussi que l'adhérence de b est 
l'intersection de celles des composantes primaires ij/ dont l'idéal pre­
mier p,- satisfait à p, -+- Ht ^ A. 

d. Un anneau Ht-adique A est appelé un anneau de Zariski, s'il 
n'est pas discret et si tout idéal de A est fermé. Il revient au même de 
dire que l'on a p + Ht ^é A pour tout idéal premier p de A — ou que Ht 
est contenu dans l'intersection r des idéaux maximaux de A (r est le 
radical de A, au sens de Jacobson [41] ) — ou encore que tout élément 

de i + Ht est inversible. On notera que, si Ht'CX, on a^^Ht f / i= (o) . 
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puisque tout élément de i + r est inversible (prop. 1). Les exemples 
les plus importants d'anneaux de Zariski sont les suivants : 

i° L'anneau A est un anneau local et Ht est son unique idéal 
maximal; 

2° L'anneau A n'a qu'un nombre fini d'idéaux maximaux et IH est 
leur intersection (ou leur produit, ce qui est ici la même chose) 
(anneaux semi-locaux) ; 

3° L'anneau Ht-adique A est complet (en effet tout élément i — m 
de r -f- Ht admet i + m - j - m1 -f-. . . pour inverse). 

e. On remarquera que les seuls anneaux de Zariski tels que A/Ht 
soit un anneau d'Artin sont les anneaux semi-locaux; en effet, si A/m 
est un anneau d'Artin, il n'a qu'un nombre fini d'idéaux premiers 
(d'ailleurs maximaux); comme tout idéal maximal de A contient Ht, 
les idéaux maximaux de A sont en nombre fini, et le radical de Ht est 
leur intersection (I, 1, a). 

f. On déduit de (I, J, d) et des propriétés de la complétion d'un 

espace uniforme, que b A n A est l'adhérence de l'idéal b dans l'anneau 

Ht-adique A et que l'on a b = b A n A pour tout idéal b d'un anneau 

de Zariski A. 

g. Dans un anneau Ht-adique A, S = i -}- Ht est un ensemble mul-
tiplicativement stable d'éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro 
(prop. i l ) . On peut alors former l'anneau de fractions A s ; c'est un 
anneau de Zariski pour la topologie définie par les (lît"As), puisque 
tout élément de i + HtAs est inversible dans A s . Dire que A est un 
anneau de Zariski équivaut donc à A = AS. Dans le cas général, 
A est un sous-anneau et un sous-espace topologique de A s [en effet, 
de a(\ — m) € Ht"(m € Ht), on déduit a = am(Ht") et, par récur­
rence, a — am^W1), d'où a€Ht" et Ht"Asn A = Ht"]; les complétés 
de A et de As sont identiques, puisque tout élément de S a un inverse 
dans A. 

2. Homomorphismes d'anneaux Ht-adiques. — a. Soit cp une 
représentation continue d'un anneau Itt-adique A dans un anneau 

Ht'-adiquo A'; la continuité veut dire que cp (Ht'") DHt̂ "> pour tout n, 
ou encore que cp(Ht") CHt"<"), où t(n) tend vers l'infini avec n. En 
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supposant (I, 1, a) que A'/m' n'a pas d'éléments nilpotents, on en 
déduit cp(Ht)cnt', puisque cp(Ht") = (9(Ht))"; la condition cp(Ht) C Ht', 
implique d'ailleurs à elle seule la continuité de cp. 

b. Considérons, en particulier, deux idéaux Ht et m' d'un même 
anneau, tels que HtcHt'; nous noterons A (resp. A') cet anneau 
muni de la topologie définie par Ht (resp. Ht').v Alors l'application 
identique cp de A sur A' est continue. Elle se'prolonge donc en une 
application continue cp du complété A dans le complété A'. Si A' est 
un anneau de Zariski,, l'application cp est biunwoque (en effet, 
si cp(a) = o(a € Â ) , on a, en posant a = Yiman(an € A), an—a,-€Hl,{,I) 

pour i^>n et a/€m"t*>, où s(n) et t(i) tendent vers l'infini; d'où 
anem-s(")-±-m!tW et anetns{/l), puisque 1tty<"> est un idéal fermé de A; 
par conséquent, a = o ) ; ainsi A s'identifie à un sous-anneau de A'; 
il est clair que A' est le complété de A pour la topologie définie 
par Ht'A. En particulier, si A' est complet, il en est de même de A. 
(Cf. [93], th. 8; le raisonnement ci-dessus est d'ailleurs classique 
dans la théorie des espaces vectoriels topologiques). 

c. Supposons maintenant que cp(A) = A'. Pour que cp soit un 
homomorphisme ( [10] , chap. III, § 2, n° 7), il faut et il suffit que, 
de plus, l'image par cp d'un voisinage de o dans A soit un voisinage 
de o dans A', c'est-à-dire que l'on ait cp(Ht") DHt'"*") pour tout n. Le 
fait que cp est un homomorphisme s'écrit donc Ht'rt C <p(w) CHt'; on 
peut alors supposer que cp(tîl) = m f(I, 1, a). L'anneau Ht'-adique A' 
est isomorphe au quotient de A par l'idéal fermé noyau de cp. 

d. Dans ces conditions, la relation cp(i + Ht) = 1 -f- Ht' montre 
que, si A est un anneau de Zariski et si A' n'est pas discret, alors 
A' est un anneau de Zariski. Comme un anneau Ht-adique est métri-
sable, A' est complet lorsque A est complet ( [ H ] , § 3, prop. 4 ) ; par 
conséquent, si b est un idéal fermé de l'anneau Ht-adique A, le com­
plété de A/b s'identifie canoniquement à A/Ab; si, en particulier, 
on a b^Ht, les anneaux A/b et A/Ab coïncident, puisque A/b est 
discret et donc complet. Si l'on prend b •=• Ht, ceci, et la remarque 
sur les anneaux d'Artin (I, 1, e) montre que, si A est un anneau 
semi-local (resp. local), il en est de même de A. 
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3. Intersections d'idéaux : 

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau de Zariski, c un élément 
de A et b un idéal de A] on a 

(Âb:Âc) = Â(b:Ac) et Acn Ab = Â(Acnb) (c/. [95]. 

La seconde formule se déduit aussitôt de la première, puisque 

Acnb = c(b:Ac). 

Pour la première, il suffit de montrer que, si bc € Ab, b est adhérent 

à ( b : a c ) ; posons b = bn-\- mni où bn^A et mnç. Ht"; on a 

bnc e(Âb + îm"c)nA = li + m'1*?, 

puisque A est un anneau de Zariski ; d'où 

bnc = d-h m'nc, avec deb et m'n em" ; 

alors 6 est limite de la suite (bn — m'n), dont les éléments appar­
tiennent à (b :Ac) . 

COROLLAIRE 1. — Si c n'est pas diviseur de zéro dans Vanneau 

de Zariski A, il n'est pas diviseur de zéro dans le complété A. 

Il suffit de prendre b = (o) . 

COROLLAIRE 2. — Si A est un anneau de Zariski et si fl est un 

idéal de A primaire pour Vidéal premier p, on a CfnAcp pour 

toute composante primaire *J de Aq. 

Il suffit de remarquer que les éléments de fl/Aq sont diviseurs 
de zéro dans A/Aq et que les seuls diviseurs de zéro de A/*J sont les 
éléments de p/ij. 

Dans le cas où A est semi-local et complet, on a le résultat sui­
vant : 

PROPOSITION 2. — Soient A un anneau Xtt-adique semi-local 
et complet, (b n) une suite décroissante d'idéaux de A telle 

quer\bn= (o) . On a alors bnCWs{n), où s(n) tend vers l'infini 
7 1 = 1 

avec n [13] . 
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Remarquons que tout A/Ht* est un anneau d'Artin (I, 1, a et 1,1, e). 
Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe s tel que bn <t Ht% 
quel que soit n. Alors les idéaux b^H- W forment une suite décrois­
sante et sont distincts de W; il existe, par conséquent, xs$W tel 
que xs€ b«-f- Htv pour tout n. On peut, de même, définir 

pour tout n et tel que xs+i — ^ € H t f . D'où, par récurrence, une 
suite de Cauchy (xs+j) dont la limite x est telle que x$W et 
&$btt-\-W

+J pour tous j et n\ d'où x$bn pour tout n et x = o 
contrairement à x$W. 

COROLLAIRE 1. — Si A est un anneau semi-local complet, sous-
anneau d'un anneau VX-adique B tel que VXnAsoit Vintersection X 
des idéaux maximaux de A, alors A est un sous-espace topolo­
gique de B. 

En effet, Ht" n A contient Xn et est contenu dans r<">. 

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau semi-local, b un idéal 
de A, et aeA; on a (b + H t " : A a ) c ( b : A a ) + Ht*<">, où s(n) tend 
vers l'infini. 

On applique la proposition 2 à la suite d'idéaux 

Â((b-T-m"):Aa)/Â(b:Aa), 

en tenant compte de la proposition 1. 

COROLLAIRE 3. — Si a n'est pas diviseur de zéro dans l'anneau 
semi-local A, on a (Ht" : A a ) c Wr(n). 

Il suffit de prendre b = (o) dans le corollaire 2. 
Lorsque A est un anneau semi-local non complet, il peut exister 

des suites d'idéaux bn telles q u e ^ | b „ = : (o) et que le filtre £ ayant 
n 

pour base les bn nç soit pas plus fin que le filtre 11) des voisinages 

de o dans A. Il faut et il suffit pour cela que H = | | A b „ ^ (o) ; on 
n 

a alors t ) n A = ( o ) . Il correspondra une telle famille (b^) à tout 
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idéal non nul u de A tel que V r\A = (o), par exemple une base du 

filtre des voisinages de o de A considéré comme sous-espace de A/fl ; 

si £ est moins fin que î ) , il est d'ailleurs identique au filtre des voi­

sinages de o pour cette topologie de A. Une courbe analytique plane 

qui n'est branche d'aucune courbe algébrique permet de construire 

un exemple d'un tel idéal H. 

PROPOSITION 3 . — Soient A un anneau semi-local, Ht un idéal 

contenu dans l'intersection X des idéaux maximaux de A, b et t 

deux idéaux de A, et A le complété de A pour la topologie VX-adique. 

On a alors 

AbnAc = (bnc)\ [64]. 

Soit A le complété r-adique de A. On montre d'abord que l'on 

a A b n A c = ( b n c ) A [remarquer que A b n A c est la réunion des 

Ab r\A( = è ( A c : A b ) , où 6 parcourt A b ; approcher alors 6 par bnG\> 

et appliquer le cor. 2 de la prop. 2 j . On remarque ensuite (I , 2 , b) 

que A est un sous-anneau de A et que A est le complété de A pour 

une certaine topologie semi-locale ; d'où 

ÂbnAc = A b n A n A c n A = (bnc)An A = (bnc)Â. 

4. Anneaux de fractions d'anneaux Ht-adiques. — a. Soient A un 
anneau commutatif et S une partie multiplicativement stable de A ne 
contenant pas o (mais pouvant contenir des diviseurs d e o ) . La cons­
truction d'un « anneau de fractions » A s se ramène, suivant Uzkov [76] 
au problème d'application universelle suivant ( c / . [ 7 ] , App. III 
et [ 5 6 ] ) ; appelons S-homomorphisme de A dans un anneau B un 
homomorphisme v tel que tout élément de v ( S ) soit inversible dans B ; 
il s'agit de construire un anneau B0 et un S-homomorphisme vQ de A 
dans B 0 tels que, pour tout S-homomorphisme v de A dans un 
anneau B, il existe un homomorphisme w de B0 dans B tel que 
v = wov0. On peut appliquer ici la méthode générale exposée en [56] : 
on considère la famille t>a de tous les S-homomorphismes de A dans 
les anneaux B a de puissance inférieure à celle de A x A ; soit v0 

l'application produit des va; c'est une application de A dansl | B a et 

c'est un S-homomorphisme puisque les éléments inversibles d'un 
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anneau produit sont ceux dont toutes les composantes sont inversibles; 
alors v0 et l'anneau B0 engendré par v0(A) et les inverses d'éléments 
de eo(S) fournissent la solution cherchée. On voit aussitôt que 
celle-ci est unique à un isomorphisme près. 

b. Le noyau de v0 est l'intersection des noyaux des vx, et la con-
—i 

naissance de v0(o) déterminera B0. Or, remarquons que t o u t ^ ^ A 
- i 

pour lequel il existe s € S tel que sx = o est nécessairement dans v0 (o). 
Réciproquement, l'ensemble de ces éléments x est un idéal n et y s € n, 
avec SGS entraîne J"€tt, puisque S est multiplicativement stable. 
Donc l'image canonique S de S dans A/tt ne contient pas de diviseurs 
de zéro et l'on peut prendre pour B0 l'anneau de fractions (au sens 
ordinaire) (A/tt)s, v0 étant la composée des deux applications cano­
niques. 

c. Nous noterons As l'anneau (A/tt)g et v0 l'application cano­
nique de A dans As. Par abus de langage, nous écrirons b ' n A pour 

^o(b') ( b ' c A s ) , et bA s pour r 0 ( b ) A s ( b c A ) . On a alors, pour tout 
idéal b' de A s , ( b ' n A ) A S = b'. Si p est un idéal premier de A tel 
que p n S = 0, et q un idéal primaire pour p, alors p A s est premier, 
et HAs primaire pour pA s (remarquons que p n S = 0 et q n S = 0 

sont équivalentes). Si b =f\i\; est une intersection, la plus courte 
i 

possible, d'idéaux primaires de A, alors bA s est intersection des 
idéaux primaires 4;AS pour lesquels jqf/nS = 0, et cette représenta­
tion est la plus courte possible. Dans tout ceci nous pouvons, sans 
inconvénient, adjoindre à S les éléments de A qui sont inver­
sibles modtt. 

d. D'après sa définition, le noyau tt de vQ est contenu dans tout 
idéal primaire q de A tel que qr\S = 0. Lorsque A est noethérien, 
la décomposition primaire de (o) dans A et les résultats de (I, 4, c) 
montrent que U est l'intersection de celles des composantes primaires 
de (o) qui ne rencontrent pas S; il est d'ailleurs facile de voir direc­
tement qu'il en est bien ainsi. Donc tt est l'intersection de tous les 
idéaux primaires (\ qui ne rencontrent pas S (cf. [14]). L'anneau A s 

est noethérien avec A. 

e. Le cas le plus important est celui où S est le complément d'un 
idéal premier p de A. Alors A s se note Av et s'appelle l'anneau des 
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fractions de l'idéal premier P . L'idéal p Av est l'unique idéal maximal 
de Ap et Av est un anneau local lorsque A est noethérien. 

/ . Considérons maintenant un anneau noethérien A et un idéal Ht 
de A que nous supposerons sans composantes immergées (ce sera le 
cas si Ht est son radical). Considérons, dans As, la itopologie définie 
par les puissances de Ht As. Posons (Ht")s = Ht" A s n A ; c'est l'ensemble 
des x de A pour lesquels il existe s € S tel que xs € Ht" ; comme cet 
idéal a une base finie, il existe sneS tel que sn(m

n)sctttn. [Dans le 
cas où S est l'intersection des compléments des idéaux premiers de Ht, 
(nt")s s'appelle la puissance symbolique nieme de Ht et se note Ht<"); 
on remarquera que Ht(") est l'intersection des composantes isolées 
de Ht"]. Pour que As soit un anneau (HtAs)-adique, il faut et il suffit 

que l'on a i t | | ( H t " ) s = tt, ou encore que tout élément de la forme 
n 

sf-+-m'=:s'(i-\-m'ls!)(s'GVo(S), 7ti'€trtv0(A)) ne soit pas diviseur 
de zéro dans A/tt = v0(A) (ceci implique en particulier Htn S = 0) . 
Ceci aura lieu en particulier si S -f- Htc S, ce qui est le cas lorsque S 
est intersection de compléments d'idéaux premiers contenant Ht. 

g. Pour que, de plus, A s soit un anneau de Zariski, il faut et il 
suffit que tout idéal maximal p' de A s contienne (Ht + H)/tt (I, 1, d). 
Une condition équivalente est que tout élément de v0(S) H- (Ht -f- n)/n 
soit inversible dans A s , ce qui a encore lieu lorsque S -f- Htc S. 

h. Soit A un anneau de Zariski et soit S une partie multiplicative-

ment stable de A ne contenant pas o. Considérons l'anneau de frac­

tions A s ; le noyau tt de l'homomorphisme canonique de A dans Às 

est contenu dans An, puisque aucun élément de ('o(S) n'est diviseur 

de zéro dans A/Att (I, 3, cor. 1 de la prop. 1 et I, 4, b) ; que tt con­

tienne tt est clair, d'après leur définition (I, 4, b). Ainsi tt = AH, 

et A s s'identifie à un sous-anneau de A s . Or, on voit aisément que 

Ht"Àsn A s— Ht"As; donc A s est un sous-espace de As, et il est clair 

que A s est dense dans As. Mais, même si A s est un anneau de 

Zariski (I, 4, g), ce n'est pas nécessairement un anneau complet. 
On prend A = Z [ [X] ] , et pour S l'ensemble des séries formelles 

de terme constant non nul. Ici A est complet, mais A s ne contient 
pas la série formelle i -f- X + . . . + X"/ra ! + . . . , qui est élément du 
complété Q [ [ X ] ] de A s . 
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5. Idéaux connexes. Structure des anneaux semi-locaux complets. 
— Un idéal b d'un anneau A est dit connexe s'il n'est pas intersec­
tion de deux idéaux H et H' distincts de A et de b et tels que O -f- H' = A; 
autrement dit, A/b n'est pas composé direct de deux idéaux non 
triviaux. Si A est noethérien et si b est non connexe, A/b est canoni-
quement isomorphe à un produit fini A/H/ où les H/ sont des idéaux 
connexes (raisonnement « noethérien » classique); alors A/b est 
composé direct des tt,/b, où Vii=^\Vj. 

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau VX-adique complet tel 
que Ht soit non connexe, U et u' des idéaux non triviaux de A tels 
que V -\- V' = A et U n fl'= Ht. Alors A est composé direct des idéaux 
n = f}v»etnl = f}v'»(cf. [13], [93]). 

n n 

Écrivons i = b + b1 (b €H, bf e v') et posons bn= i— ( i — b11)'1 et 
b'n=i — (i—b'»)n; on a bneV", ^«Sfl'", 6 „ = i ( t i ' " ) , b'n=i(vn) 
et blt-\-b'n= i (t>" n H'"). Or H" nt)'"==Ht", car, de # € H" et # € H'", 
on déduit x = xbn-\- x(\ — bn) e D"H'". On a donc è ; i + 6 ^ = i(Ht"). 
D'autre part, 6„+1 — &„= (i — &")"— ( I _ 6 « + I ) « - H I est multiple 
de bn et de (i — b)"=bl"; d'où bn+t — bn e H" r>H'" = Ht". Les 
suites (&«) et (&'„) sont donc des suites de Cauchy, dont les limites d 
et d! ont les propriétés suivantes : d € tt, d ' € tt', dd' € f | H t " = (o) , 

£ / - f - r / ' = i ; d'où d — d'2, d'=dh\ et A est composé direct des 
idéaux Ad et Ad ' , qui sont évidemment égaux à tt et tt', puisque 
nnn'=(o). 

COROLLAIRE 1. — Soient A un anneau VX-adique complet, 

Ht = ^ | H / une décomposition de Ht comme intersection d'idéaux 
i 

connexes U/ telle que A/Ht soit composé direct des idéaux lt//nt, 

oùïl, = / | Vj ; alors A est composé direct des idéaux tt/ = ^ \ tt" ; e£ 

l'anneau U/ es£ canoniquement isomorphe à An f | f l f Y CM/ ^ 

M7i anneau fVi/f^\v*X\-adique complet. 
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Ceci se déduit de la proposition 1 par récurrence. 

Remarque. — Les considérations précédentes s'appliquent aussi 
bien à un anneau d'Artin qu'à un anneau noethérien. On en déduit, 
en prenant pour lit le radical d'un anneau d'Artin A et en remarquant 
que Ht est nilpotent, que A est isomorphe à un produit fini d'anneaux 
d'Artin primaires (c'est-à-dire admettant un seul idéal maximal, 
d'ailleurs nilpotent). Le théorème de Jordan-Hôlder montre alors 
que A est noethérien. 

COROLLAIRE. 2. — Un anneau semi-local complet est isomorphe 
à un produit fini d'anneaux locaux complets. 

Remarque. — Soient A un anneau semi-local, p uu idéal maximal 

de A, Ht l'intersection des idéaux maximaux de A. Alors Ap est un 

idéal maximal de A, et il existe un idempotent e € A tel que i—e € P" A 

pour tout n. L'anneau Ae est un anneau local complet d'idéal 

maximal pAe. Pour tout XGA, xe = o équivaut à # € t t = j | P " , 

puisque i — e € Ap" ; donc Ae s'identifie au sous-anneau A/tt de Ap ; 

et A/tt est un sous-espace de Ae (comme i — e e A p " pour tout n, 

on, a Apner\Ae — Pne), évidemment partout dense (I, 4). Par con­

séquent, le complété de A/tt (qui est évidemment le même que celui 

de Ap puisque p est maximal) s'identifie à Ae = Ap£. 

6. Extensions finies d'anneaux Ht-adiques. — Rappel [22]. — 
Soient A un anneau, B un anneau contenant A et dont tout élément 
soit entier sur A. Alors, pour tout idéal premier p de A, il existe un 
idéal premier p' de B tel que p' n A = p ; pour que p soit maximal, il 
faut et il suffit que p' le soit. Si t est un idéal de B contenant p' et 
distinct de p', alors i n A yé p. Si H est un idéal de A, les éléments du 
radical de Bfl sont ceux qui satisfont à une équation de la forme 

#/1+(,^/1-1-+-...-4-^=0 avec vt eu. 

Nous dirons qu'un anneau B est une extension finie d'un anneau A 
si B contient A et est un A-module jde type fini ; ceci implique que 
tout élément de B est entier sur A. 
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a. Soit B une extension finie de l'anneau Ht-adique A ; nous pou­

vons supposer que Ht est intersection d'idéaux premiers (I, 1, a). 

Considérons sur B la topologie définie par les (Ht"B). Remarquons 

que l'on a H t B n A = Ht; posons, en effet, Ht = ^ ^ P / et soit p' un 
i 

idéal premier de B tel que p. n A = p/ (rappel)) alors p|DHtB, 
p/ D HIB n A et Ht D HtB n A. 

b. Pour que B soit un anneau (HtB)-adique, il suffit (et il faut 
naturellement aussi) que tout élément de i -f- Ht ne soit pas diviseur 
de o dans B : en effet, si l'on a ( i — m1) b = o (/rc'efltB, & € B ) , 
on déduit par multiplication par b de l'équation de dépendance 
intégrale mhl -f- m'" -1 « i + . . . -f- an = o, que l'on a 

b(i-+- « î -h . . .H- an) = o; 

or on peut supposer que l'on a a/ € Ht (rappel), ce qui implique b = o. 
Cette condition n'est pas toujours réalisée : on prend pour A 

l'anneau de polynômes K [ X ] ( (X)-adique) , et pour B l'anneau 
A + Rp, avec la table de multiplication ixv=v, v>2—o, vTU=v 
pour tout j ^ i . 

c. Lorsque A est un anneau de Zariski, B est un anneau 
(Bttt)-adique en vertu de (I , 6, b), puisque tout élément de i-f-ttt 
est inversible dans A ( I , 1, d). Dans ce cas, B est même un anneau 
de Zariski : en effet, pour tout idéal maximal p' de B, p ' n A est 
maximal (rappel) et contient donc Ht; par conséquent, P ' D B Î H . 

d. Lorsque A est complet, il en est de même de B. Soit, en effet, 

B = ^Abj, et soit (vn) une suite de Cauchy dans B ; on a 

un= ^ i - c ^ i n ^ l B , 

où s(n) tend vers l'infini; on peut écrire 

ufl =.2_anibj, avec ani^\ws{n)\ 
i 

si ai désigne la somme de la série (a,ù) (qui est convergente dans A), 

on a ^ a / f e ; — lim^n , 
i 

e. Remarquons d'ailleurs que, si A est complet et si B est un 
anneau (HtB)-adique quelconque contenant A et tel que B/Bttt soit 
un module de type fini sur A/Ht, alors B est lui-même un A-module 
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de type fini. Soit, en effet, (&/) un système de générateurs de B/BHt 
sur A/Ht, et soient (6,-) des représentants des 6/ dans B; pour 
tout # € B , on détermine par récurrence sur n des yln dans A tels 

que x ==^yhlbi (modnt"B), e t que ̂ /, H-HL — 7/>€Ht" siy,— limj/ ,w , 

on a x—^j/fe/€ ^ ^ H t " B = ( o ) . On déduit de cette construction 
i n 

que, si B/Bm = A/Ht, on a B = A. 
/ . Lorsque A est un anneau Ht-adique semi-local, l'anneau 

(Bttt)-adique B est aussi semi-local puisque B/Bttt est un anneau 
d'Artin, en tant que module de type fini sur l'anneau d'Artin 
A/Ht(I, l,e). 

g. On peut enfin se demander si l'anneau Ht-adique A est un sous-
espace de l'anneau (HtB)-adique B, ou s'il a une topologie strictement 
plus fine que la topologie induite par celle de B. L'identité des 
topologies à lieu dans les cas suivants : 

i° B est somme directe de A et d'un A-module supplémentaire B' 
(en effet pour tout idéal H de A, on a uB = t> -f- HB' et flB n A = u). 
C'est, en particulier, le cas si B est un A-module libre qui admet 
une base contenant i, plus particulièrement si B = A [ 6 ] , b étant 
racine d'un polynôme unitaire de degré n sur A, mais d'aucun 
polynôme de degré < n (cf. [20], lemma 4) ; 

2° A est un anneau semi-local complet (I, 3, cor. 1 de la 
prop. 2) ou, plus généralement, un anneau ayant la propriété 
décrite dans la proposition 2 (I, 3) (par exemple l'anneau d'une 
valuation discrète, * ou un anneau local analytiquement irréductible 
de dimension i*); 

3° A est un anneau semi-local, et aucun élément non nul de A 
n'est diviseur de zéro dans B : en effet, on considère un système 
maximal et .contenant i (yj) d'éléments de B linéairement indé­
pendants sur A; alors, comme B est de type fini sur A, il existe c 

non nul dans A tel que cB C ̂ fyj] on en déduit c(Bttt" n A) CHt" 
y 

et l'on applique le corollaire 3 de la prop. 2 (1, 3) . 

h. Lorsque A est un sous-espace de B, A s'identifie à un sous-

anneau de B, et B est un Â - m o d ^ ^ ^ , | T Ç < f i n i (si B = Y Axu 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N* ^ ^ ^ / " ^ ^ * \ ft\ 2 
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alors V Â # / est un sous-anneau B' de B, contenant B et complet 

(I, 6, d) donc B ' = 6 ) . Supposons, de plus, qu'aucun élément ^ o 

de A ne soit diviseur de zéro dans B [par exemple, dans le cas 3° 
de (I, 6, / ) ] . Alors, des éléments bt de B qui sont linéairement 

indépendants, restent linéairement indépendants sur A; autrement 

dit, B et A sont linéairement disfointssur A. Si ̂ / g / bj = o [ai € A) 

on pose a{= a/7l(modÂltt") (ain € A), d ' o ù ^ ^ / A € Bîtt" n B =Bttt"; 
i 

on peut supposer la famille (b-,) maximale; il existe alors c^éo dans 

A tel que d B c ^ A ô , ; on a ainsi ^cainbj^ 2JXtnbj, caul € Ht", 

et lim ( cain ) — cai = o ; d'où a,- = o en vertu du cor. 1 de la 

prop. 1 (I, 3) . De plus, tout élément a € A qui est diviseur de zéro 

dans Ê, l'est déjà dans A de ab = o (b € 6 , by^o), on, déduit, avec 

les notations précédentes, o = acb = /aUjbi(ui € Â ) ; d'où aiii= o; 
i 

et les m ne sont pas tous nuls, puisque c n'est diviseur de zéro, ni 

dans B, ni donc dans B (I, 3, cor. 1, prop. 1) (cf. [13]). 

Historique. — La plus grande partie des résultats du chapitre I 
proviennent essentiellement de Zariski [93], de Chevaliey [13] 
et d'un cours professé par Chevaliey à Princeton en 1946-1947-
Nous avons cependant énoncé certains résultats sous une forme 
plus générale que ces auteurs. 

CHAPITRE II. 

POLYNÔMES CARACTÉRISTIQUES. 

1. Anneau de formes d'un idéal [45], [63]. — a. Soient A 

un anneau, H un idéal de A tel q u e | | H " = (o). Les groupes 
nz=A 

additifs H"/^"4"1 sont canoniquement munis de structures de (A/tt)-
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modules. Pour tout élément non nul a € A, il existe un exposants 
et un seul tel que a€H% a $ J + % la classe de a dans îF/fl^1 

est appelée la forme initiale de a. Étant donnés des -éléments 
#€H"/H"+ l et j€H J /H J + 1 , la forme initiale de xy (dans fl'^/fl"4-^1) 
ne dépend pas des représentants x et 'y de # et y; on a ainsi défini 
un « produit » de x et y. En étendant par linéarité cette multipli-

cation aux éléments de la somme directe F ( V ) = ^ H " / f l " + 1 , on 

obtient sur F ( u ) une structure d'anneau commutatif, comme on le 
vérifie aisément. Muni de cette structure, F(t t) est appelé Vanneau 
déformes de l'idéal H ; un éléments de t>"/fl"+1 est appelé une XS-forme 
de degré n, On notert? que, si A est le complété de A pour une 
topologie Ht-adique dans laquelle H est un idéal ouvert, les anneaux 
de formes F ( H ) et F ( H Â ) sont isomorphes (I, 2, d). 

On remarquera que F ( H ) est l'anneau gradué associé à l'anneau A 

filtré par les (H") [12]. 

b. Si b est un idéal de d tel q u e ^ ( b + *>")= b, l'application 

canonique cp de H" sur (fl" + B)/B applique fl"+l sur (H"+1 + b)/b, 
et définit donc, par passage aux quotients, une application de H"/fl"+1 

sur (î)"-f-b)/(fl"+1-f-b). Par conséquent, F ( ( i ) + b ) / b ) s'identifie 
canoniquement à un anneau quotient F(n) /b . L'idéal b est engendré 
par les formes initiales d'éléments de b, et est appelé l'idéal directeur 
(« Leitideal » de [45]) de b ; tout élément homogène de b est 
d'ailleurs forme initiale d'un élément de b. 

c. Si l'anneau de formes F ( H ) est un anneau d'intégrité, alors A 
est aussi un anneau d'intégrité, et H est un idéal premier; dans 
ce cas, si l'on désigne par v(x) (xe A*) le plus petit entier s tel que 
xÇV^1 (c'est-à-dire le « degré » de la forme initiale de x), on a 
v(xy) = v(x) + v(y) [et non plus seulement v(xy)^v(x) + <'(y)]', 
comme la relation v(x + y) ^Mm(v(x), v(y)) est vraie dans tous 
les cas, v est une valuations du corps des fractions de A, et H est 
le centre de v sur A; remarquons aussi que l'on a (H": Ax) = u"-^*) 
pour tout x € A*. 

d. Supposons maintenant A quelconque, et soit b un idéal fermé 
pour la topologie H-adique. On déduit de ce qui précède (b et c) 



20 P. SAMUEL. 

que, si l'idéal directeur 5 de b est premier dans F ( a ) , alors b est 

premier] lorsque b n'est pas fermé, c'est son adhérence J ^ ( b -f-H") 
n 

qui est un idéal premier (cf. [45]). Par contre, il existe des idéaux 
premiers fermés b dont l'idéal directeur n'est pas premier : par 
exemple ( X 2 — Y 3 ) dans K[ [X , Y]] muni de la topologie 
(X, Y)-adique. 

e. Si tout idéal principal de A est fermé pour la topologie H-adique 
(par exemple si A est un anneau de Zariski), et si F(t>) est un 
anneau normal, alors A est un anneau d'intégrité intégralement 
clos. En effet, le fait que A n'a pas de diviseurs de zéro résulte de c. 
Considérons, d'autre part, un élément y\x(ye.A, x^A) entier 
sur A, et soit s un entier tel que y € Ax H- t>* ; il existe alors z € A 
tel que y — zx = u € W, et u' = u\x est entier sur A; on peut alors 
trouver un élément non nul de A tel que du'n^A pour tout n. 
Donc dun est divisible par x11 et, en passant aux formes initiales, d u11 

est multiple de xtl quel que soit n. Gomme F ( H ) est intersection 
d'anneaux de valuations discrètes, la considération de celles-ci 
montre u est multiple de J?; en posant u = vx, on en déduit 

u — vxew+i, et yeAx-hVs+i. Il en résulte, par récurrence, 
que y € Ax -F H" pour tout n, et que y € Ax puisque Ax est un idéal 
fermé (cf. [45], Satz 6) . 

/ . Soit (aa) une base de l'idéal H ; les monômes de degré n en les a 
forment une base de Vn, et leurs formes initiales constituent un 
système de générateurs du (A/tl)-module fl"/t>"+1. Ainsi 

F(t>) = (A/t>)[(âa)] 

est isomorphe à un anneau quotient ( A / H ) [(X a)]/r de l'anneau 
de polynômes (A/t»)[(Xa)] par un idéal r, évidemment homogène. 
L'anneau de formes F (H) est donc noethérien lorsque A/H est 
noethérien, et que H admet une base finie. 

g. PROPOSITION 1. — Si A est un anneau complet pour la topo­

logie définie par les (vn), si b est un idéal de A, et si (bi) est une 

famille finie d'éléments de b dont les formes initiales (bi) 

engendrent l'idéal directeur b de b dans F(H), alors les.(bi) 

engendrent b. 
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Soit &€b; si s est le degré de b, il existe des asl dans A tels 

que b=*Sjasibt, c'est-à-dire b =\ast'bi(mod. HJ+1). Supposons, 

par récurrence, que nous ayons trouvé une famille (ani) (n > s) 

d'éléments de A telle que b = Va„/&/(H"+ 1); alors la forme initiale 

de b — 7tanibj(qxii est degré ^±n-\-i), est de la forme 7 cn/6/; 

comme F(fl) est un anneau gradué, C,Ù est une forme de degré 
^ f t + i — d°(bi). En posant atl+i,i=an,i-\-cntî, ceci montre 
que la suite (an,î) est une suite de Cauchy; d'autre part, on a 

b s2««+i,«&i(mod*»+*). 

Donc, si ai désigne la limite de la suite de Cauchy (««,/)? on a 

b = J^qf6/. 

La démonstration s'étend au cas où la famille (&/) est infinie; 
elle engendre alors b au sens de la topologie de A. 

COROLLAIRE. — Si A est un anneau complet pour la topologie 
définie par (H"), si V a une base finie et si A/H est noethérien, 
alors A est lui-même noethérien. 

Ceci résulte du fait que F ( H ) est noethérien ( / ) . 
Ce résultat a été démontré par Cohen ( [20] , th. 3^ dans le cas 

particulier où A/fl est un corps et où tout élément du complément 
de H dans A est inversible (« generalized local ring »). Il est à noter 
qu'il existe des « generalized local rings » non complets qui ne 
sont pas noethériens [52]. 

h. Au lieu de l'anneau de formes F ( H ) , on peut utiliser son complété 
F (H) pour la topologie définie par les puissances de l'idéal des formes 
de degré ^ 1 ; ce complété est l'ensemble des sommes infinies 

2âl(o",€l>yo'+l). 

Comme on considère principalement les éléments et les idéaux 
homogènes de F(t l ) , les deux méthodes reviennent en général 
au même. 
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2. Éléments superficiels [63]. — a. Soient A un anneau noethérien 
et H un idéal de A. Un élément x de flJ est appelé élément super­
ficiel d'ordre s par rapport à V, s'il existe un exposant c tel 
que (H" : Ax) n t ) c = V"-s pour tout n ^ : s -f- c ; un élément superficiel 
de degré i par rapport à H est appelé, pour simplifier, superficiel 
par rapport à H. Si x est superficiel de degré s, on a évidemment 
a?«D**-1; mais l'exemple de A = K[[X 2 , X 3 ] ] , H = ( X 2 , X 3 ) , 
# = X 3 montre que cette condition nécessaire n'est nullement 
suffisante, en général; elle est cependant suffisante lorsque F (H) 
est un anneau d'intégrité (II, 1, c). 

b. Considérons maintenant l'anneau de formes F ( H ) . Dire que x 
est superficiel de degré s, revient à dire que le produit de la forme 
initiale x par toute forme non nulle y de degré q^c est une forme 
non nulle de degré s + q, c'est-à-dire, puisque F(t t) est un anneau 
gradué, que les seuls éléments homogènes non nuls a de F(fl) tels 
que ax = o sont de degré < c. Désignons par ï l'idéal des éléments 
de degré ^ i de F ( H ) , par (P/) les idéaux premiers de (o) de F(t>) 
qui ne contiennent pas r, et par (*J/) les composantes primaires 
correspondantes. Il existe alors un exposant c tel que rc soit contenu 

dans les autres composantes primaires de (o) : Xe r\ l | | * I * ) — (°)-

Si une forme x est en dehors de tous les P/, on déduit de x<x = o, 

que l'on a a€fl / pour tout i\ si le degré de a est ^ c , ceci implique 

a = o; si s désigne le degré de x, x est donc la forme initiale 

d'un élément x superficiel de degré s. Reste à montrer l'existence 

d'un telle forme x. En supprimant ceux des p/ qui sont contenus 

dans un autre, on peut supposer que p ^ Py pour i' ^éj ; comme les P/ 

sont des idéaux homogènes (cf. [91] , th. 2) , il existe alors une 

forme «/y telle que a/y^Py, a/y€P/J comme ^ P y , il existe une 

forme bj de degré i telle que bj$Pj] en remplaçant éventuellement 

~âij par â / y ô " ^ , n(i, j) étant un exposant convenable, on peut 

supposer les a/y de même degré; alors, en posant «y==J^ja/y, 

x = *jtcij est une forme qui n'est contenue dans aucun Py. Ceci 

montre l'existence, pour certain entier s, d'éléments superficiels 

d'ordre s par rapport à H. 
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c. Le même raisonnement montre que, étant donné une famille 
finie (iA) d'idéaux homogènes de F ( H ) dont aucun ne contient 
une puissance de r, on peut prendre une forme x en dehors de tous 
les iA (remplacer chaque tA par un de ses idéaux premiers qui ne 
contienne pas X). Ceci montre que, étant donnée une famille 
finie (bA) d'idéaux fermés et non ouverts de A, il existe un entier s 
et un élément superficiel x d'ordre s par rapport à H qui ne soit 
contenu dans aucun bA [si l'idéal directeur tA de bA contenait Xlt, 
on aurait H" c bA -+- fl"+1, d'où H" c bA -b H ( bk + HM+1 ) = bA -f-H"^2 et, 
par récurrence, H" c bA + Ha+" pour tout n ; d'où H" C bA]. Ce résultat 
peut avoir un certain intérêt technique. Supposons, en particulier, 
que A soit un anneau semi-local, et que H ne se compose pas 
uniquement de diviseurs de zéro; il existe alors un élément x 
superficiel d'ordre s qui ne soit pas diviseur de zéro; on a alors 
(H" : Ax) c W(n) (I, 3), s(n) tendant vers l'infini, d'où (H" : Ax) = H"-S 

pour n assez grand. 
d. Il n'existe pas toujours d'éléments superficiels de degré donné. 

Soient, par exemple, A = F 2 [X, Y] / (XY(X -+- Y)), xety les classes 
de X et Y dans A, et H = (x, y). Il est clair que A est son propre 
anneau de H-formes. Cependant, les seuls éléments de degré i de A, 
qui sont x, y et x-\-y (F 2 : corps à deux éléments), ne sont pas 
superficiels, étant donné que, pour tout n, ils annulent respecti­
vement y11 (x -hy)n, x'l(x-\-y)" et xnyn. Mais x2-\-y2-±-xy est 
un élément superficiel de degré 2, x^-^-x^y + y:$ et x*-+-xy2-{-y* 
deux éléments superficiels de degré 3. 

e. Mais, lorsque A est un anneau local, H un idéal primaire pour 
l'idéal Ht de A et A/Ht un corps infini, il existe, pour tout s, 
un élément superficiel x d'ordre s par rapport à V qui ne soit 
pas contenu dans un certain nombre fini d'idéaux non ouverts 
bA de A. Remarquons, en effet, que dans un A/H-module de type 
fini E, tout sous-module F distinct de E est tel que F + (Ht/n)E ^ E 

'on est aussitôt ramené au cas où E est libre et a une base (X, ) ; 

de F-j-(m/t t )E = E, on déduit X, — ]£m,y X, € F(m<, = Ht/tt) ; 

comme le déterminant de ces formes linéaires est de la forme 

i 4 - m ( m e m / » ) , il est inversible; d'où X , € F et F = E V Par 
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conséquent, la réunion d'un nombre fini Fy de sous-modules propres 
de E est distincte de E [considérer l'espace vectoriel E/(flt/fl)E 
sur le corps infini A/Ht], En appliquant ceci à H*/flJ+1 et en utilisant 
le raisonnement de (II, 2, 2), on obtient l'existence d'un é léments 
annoncé. 

3. Polynômes caractéristiques dans les anneaux semi-locaux. — 
Soient A un anneau semi-local, m l'intersection des idéaux maximaux 
de A. Un idéal H tel que Ht D H D Ht' est appelé un idéal de définition 
de A; c'est un idéal dont les puissances définissent la topologie de A; 
si A est un anneau local, les idéaux de définition de A ne sont autres 
que les idéaux primaires pour l'idéal maximal de A. Alors A/H est un 
anneau d'Artin (I, 1, e). 

Par longueur d'un anneau d'Artin B (resp. d'un module E de type 
fini sur B), nous entendrons la longueur d'une suite de composition 
formée d'idéaux de B (resp. de sous-modules de E) . La structure 
des anneaux d'Arlin (I, 5, remarque au cor. 1) et le théorème 
de Jordan-Hôlder montrent que cette longueur est finie et indé­
pendante de la suite de composition choisie; nous la noterons L(B) 
[resp. L(E)]. 

THÉORÈME. —- Si A est un anneau semi-local et H un idéal 
de définition de A, la longueur L(A/H") est un polynôme V^(n) 
pour n assez grand. 

La définition de l'anneau de formes F ( H ) (II, 1, a) montre 
aussitôt que L(A/H") est égale à la somme des longueurs des modules 
de formes de degré p <^n deF(H) . Il nous suffira donc de montrer 
que la longueur du module des formes de degré n de F ( H ) est un 
polynôme en n pour n assez grand. Or F ( H ) est isomorphe à un 
quotient de l'anneau de polynômes (A/n)[Xi , . . . , X,] par un idéal 
homogène. 

Rappelons, d'autre part, que, étant donné un idéal homogène t 
d'un anneau de polynômes K [ X 1 ; . . . , X5] sur un corps R, 
la dimension d(n) de l'espace vectoriel des formes de degré n qui 
appartiennent à i, est un polynôme en n pour n assez grand. 
(Ce résultat est dû à Hilbert [34] ; démonstration combinatoire 
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chez Sperner [71] ; démonstration par décomposition primaire de i 
et double récurrence chez van der Waerden [79] ; voir aussi [42] , 
n°24) . 

Il ne nous reste donc plus qu'à montrer que ce résultat reste 
valable si l'on remplace le corps K par un anneau d'Artin B (et les 
dimensions d'espaces vectoriels par les longueurs des modules 
correspondants). Pour cela on raisonne par récurrence sur la 
longueur q de B : soient tt un idéal minimal de B, ¥n le module 
des formes de degré n de R = B[X 4 , . . . , X , ] ; si t est un idéal 
homogène de R, on a 

L(F„ni) = L(((Fwnt)-+-nFw)/nFw)-i-L(nF«ni); 

comme (t + ttR)/ttR s'obtient par réduction modtt des coefficients des 
polynômes de t, L( ( (F / l ni ) + ttF/î)/llF7l) est un polynôme en n pour n 
assez grand d'après l'hypothèse de récurrence; d'autre part, t n t t R 
est canoniquement isomorphe à un idéal homogène de (B/p)[X4,.. .Xs], 
p désignant l'annulateur de tt; comme tt est minimal (et en parti­
culier principal), p est un idéal maximal de B, et B/p est un corps; 
donc L( t tF 7 l ni) est un polynôme en n pour n assez grand, d'après 
le résultat de Hilbert. 

Le polynôme PD(ra) est appelé le polynôme caractéristique 
de l'idéal H. Comme il ne prend que des valeurs entières pour 
tout entier n assez grand (et donc pour tout entier n), ses coefficients 
sont multiples de \jd\, d désignant son degré [34]. Remarquons 
les propriétés suivantes : 

a. Si DCA', o n a P 0 ( / i ) ^ P t ,
, ( / 0 î 

b. S i # € f l , onaP, / A a . ( / i ) = Pt,(w) — L ( B " : A # ) ; 
c. Si x est un élément superficiel d'ordre s par rapport à H (II, 2, a) 

[c'est-à-dire tel que (H" : Ax) HHC = H"~*], on déduit de b que 
l ' o n a P ^ / i ) — T?v(n — s) ^ P I , A * ( * ) ^ P » (n) — ^(n — s) + P„(c). 
Ainsi, à une constante près PB/AT(W) est égal à P„(/i) — Pt>(w— s), 
et son degré est d° (Pw ) — i. 

d. Les idéaux H et An ont même polynôme caractéristique. 

Remarque. — Soit B un anneau noethérien quelconque, p un 
idéal premier de B et fl un idéal primaire pour p. On appelle 
longueur de l'idéal primaire q la longueur maximum d'une suite 
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strictement décroissante d'idéaux primaires pour p reliant p à q. 
Si l'on passe à l'anneau des fractions Bp de p, les résultats de (I , 4, 
c e t / ) montrent que la longueur de la puissance symbolique nième q[n) 

est finie, et est un polynôme en n pour n assez grand. 

4. Théorie de la dimension. — a. Si H et H' sont deux idéaux 
de définition de l'anneau semi-local A, on a Hft c H' et H'6 c H pour 
des exposant a et b convenables ; d'où 

P^an)^Pv'(n) et P^(bn)^ P„(/i). 

Ceci montre que les polynômes caractéristiques de H et H' ont même 
degré d. Ce degré commun est appelé la dimension de l'anneau 
semi-local A. Il est clair que le complété A de A a même dimension 
que A. La décomposition de A en composé direct d'anneaux locaux 
complets A|(I , 5, cor. 2) montre dim(Â) = max(dim(A,)) (regarder 
la structure des idéaux d'un composé direct); on a donc 
dim(A) = max(dim(Ap)), les p, étant les idéaux maximaux de A 
(I, 5, remarque au cor. 2) . 

b. Comme le module des polynômes de degré ^ji de (A/H)[Xt,...Xj] 

a pour longueur L ( A / H ) ( J» et comme F (H ) est un quotient 

de ( A / H ) [ X ! , . . ., X,] , on & d^s (s étant le nombre d'éléments 
d'un système de générateurs de H; cf. II, 1, / ) , et tout idéal 
de définition H de A ne peut avoir moins de d générateurs. D'autre 
part, en utilisant (II, 3, c) et le fait que, dans un anneau semi-local 
de dimension o, tout idéal de définition est nilpotent (la topologie 
est alors discrète), on voit, par récurrence sur d (utiliser l'existence 
d'éléments superficiels; cf. II, 2, 6), qu'il existe un idéal de défi­
nition de A engendré par d éléments. Donc : 

PROPOSITION 1. — La dimension d d'un anneau semi-local A 
est le nombre minimum de générateurs d'un idéal de définition 
de A. 

Ceci montre que, dans le cas des anneaux locaux, notre définition 
coïncide avec celle de Chevaliey [13] . Une famille (#4 , . . . , Xd) 
de d éléments engendrant un idéal de définition de A est appelé 
un système de paramètres de A. 
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c. Soit (#1, . . ., Xd) un système de paramètres de A. L'anneau A/r, 
où X désigne l'idéal (xi. . . ., xr) de A, est de dimension d — r. 
En effet, les classes de xr+t, . . . , x& en engendrent un idéal 
de définition; et, si un tel idéal u/r était engendré par moins 
de d — r éléments, H serait un idéal de définition de A, et serait 
engendré par moins de d éléments. 

d. Supposons maintenant que A soit un anneau local] alors 
un idéal de définition q de A est un idéal primaire pour l'idéal 
maximal Ht. 

Appelons chaîne d'idéaux premiers d'un anneau quelconque B, 
une suite p, d'idéaux premiers distincts tels que p0 DPi D . . . Z>Vmj 
l'entier m est appelé la longueur de la chaîne. Dans un anneau 
local de dimension d, il existe une chaîne d'idéaux premiers 
de longueur d [c'est clair pour d=o; on procède ensuite par 
récurrence, en considérant AjAx, où x est un élément superficiel 
n'appartenant à aucun idéal premier minimal de A (II, 2, c)]. 
Pour montrer réciproquement que, dans un anneau local A 
de dimension d, toute chaîne d'idéaux premiers est de longueur ^ d, 
on traite d'abord le cas d= 1 (« Hauptidealsatz » de [42], n° 15). 

On peut supposer A sans diviseurs de zéro, par quotient par un 

idéal premier minimal, et complet (I, 3, cor. 2 de la prop. 1 ) ; 
soit alors p un idéal premier de A autre que (o) et que l'idéal 
maximal Ht, et soit a un paramètre de A; on a a$p, sinon p = Ht; 
d'où (p(">: Aa) = p(") pour tout n, ce qui, puisque p ^ ( o ) , 
implique p<"> ¢ Aa, contrairement à ^ p ( " ) = (o) et à (I, 3, prop. 2) . 

Avant de passer au cas général, remarquons que, si p0 D Pi D . . . D Pm 
est une chaîne d'idéaux premiers d'un anneau noethérien B, et (H,) 
des idéaux premiers de B dont aucun ne contient p4, il existe une 
chaîne d'idéaux premiers PoDPi 3 . . - I d >Vm de même longueur, 
telle qu'aucun p'k ne soit contenu dans aucun Uz (on se ramène aussitôt 
au cas m = 2 ; il existe alors c € Po tel que c $ p2 et c 3 H, ; on prend 
pour Pi un idéal premier minimal de p2-f-Bc contenu dans p0 : 
on a alors p', =^ p2 par construction, et p; 7* p0 d'après l'Hauptide-
alsatz). Soit enfin HOPiD . . . DVm une chaîne d'idéaux premiers 
de l'anneau local A de dimension d, et soit (x{, . . ., xd) un système 
de paramètre de A; d'après ce qui vient d'être vu, on peut supposer 
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que pm-i n'est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux 
de Tidéal r = Ax2 + . . .-+- Axd ', alors pm_! -+- r est primaire pour Ht 
(Hauptidealsatz), et A/pm_4 est de dimensiin ^Ld-—i (prop. 1 ) ; 
d'où, par récurrence sur la dimension : 

PROPOSITION 2. — La dimension d d'un anneau local A est la 
longueur maximum d'une chaîne d'idéaux premiers de A. 

On en déduit les conséquences suivantes : si l'idéal b de l'anneau 
local A contient un élément non diviseur de zéro, on a 

dim(A/b)< dimA; 

si p est un idéal premier de A, on a dim(A/p) + dim(Ap) ^ d i m ( A ) . 
D'autre part, la proposition 2 est valable pour un anneau semi-local A 
(si p, désignent les idéaux maximaux de A, on considère les anneaux 
de fractions AVi, et l'on utilise la relation dim(A) = max(dim(APi)) 
[(II, 4, a ) ] . Ceci, et les propriétés des idéaux premiers d'un anneau B 
dont tous les éléments sont entiers sur un sous-anneau (I, 6, rappel), 
montre que : 

COROLLAIRE. — Soient A un anneau semi-local et B une exten­
sion finie de A; alors les dimensions des anneaux semi-locaux A 
et B sont égales. 

5. Théorie de la multiplicité. Anneaux locaux réguliers. — Soient 
A un anneau semi-local de dimension d et H un idéal de définition 
de A. Le polynôme caractéristique Pu(/i) a un terme de plus haut 
degré de la forme e(v)7idJdl, où e(v) est un entier ;> o (II, 3 ) . 
L'entier e(MS) est appelé la multiplicité de l'idéal de définition H. 
Si A est un anneau local, et si Ht est son idéal maximal, e(vx) esi 
aussi appelé la multiplicité de l'anneau local A. 

a. PROPOSITION 1. — Si l'idéal de définition H de l'anneau semi-
local A est engendré par le système de paramètres (xi, . . ., #d), 
o « a é ( o ) z L ( A / n ) . Si e(t>) = L(A/D), l'anneau déformes F(fl) 
est isomorphe à l'anneau de polynômes B = (A/fl) [X4 , . . . , X,/]. 

Comme F (H) est isomorphe à un quotient B/r et comme, en 

posant r = B X 1 + . . . + BXd, on a L(B/C"+*) = [""^d) L(A/a) , 

l'inégalité est claire. Si X contenait une forme non nulle de degré q. 
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il contiendrait ses produits par les monômes de degré ^ n — q, 

lesquels engendrent un (A/n)-module de longueur ^ ( , J; 

d ' o ù P ^ + i ^ L t A / H ) ^ ^ ) — (n~9
d^

d)> e te (H)<L(A/H) . 

b. Avec les notations de a, on voit de même que [même si 
L ( A / H ) > e(v)] l'idéal r ne contient aucune forme F ayant au moins 

un coefficient inversible en effet, une telle forme F engendre un 

module de longueur L ( A / H ) ; donc, si h désigne le degré de F , les 
produits de F par les monômes de degré ^ n — h engendrent un 

module de longueur L ( A / H ) ( n ,~~ ) ; alors 

F.,.«,£..(J,..((":')-(-r^ 
serait de degré <.d\ (cf. [13]). On déduit aussitôt de là que, si 

l'anneau semi-local A contient un corps L, les éléments d'un 
système de paramètres de A sont analytiquement indépendants 
sur L. 

c. Un anneau local A de dimension d est dit régulier (« /?-Rei-
henring » de [45]), si son idéal maximal Ht est engendré par d élé­
ments (xi, . . ., Xd)\ ceux-ci forment alors un système de paramètres 
de A, appelé système régulier de paramètres. Comme L(A/Ht) = i, 
on ae(« l ) = i, et F (m) est isomorphe à l'anneau de polynômes à 
d variables sur le corps A/Ht (prop. 1). Par conséquent, un anneau 
local régulier est un anneau d'intégrité intégralement clos (II, 1, 
c et e). Tout élément # € HtA tel que # £Ht / + l est superficiel d'ordre k 
par rapport à Ht. On remarquera que, si A est un anneau local 
régulier, il eu est de même de son complété A. Si (x{, . . ., xd) est 
un système régulier de paramètres de l'anneau local régulier A, 
l'anneau quotient A/(Ax y-\- . . . + Axs) est un anneau local régulie 
pour tout s ^-d. 

d. Le résultat suivant a une certaine utilité technique : si A est un 
anneau local régulier de dimension d, et si A/b est de dimension q, 
il existe un système régulier de paramètres (xt, . . ., xd) de A tel 
que l'idéal (b, xq+i, . . ., #d) soit primaire pour m-([20], lemma 15). 
[Soit (Ui, ...,un) un système régulier de paramètres de A; par 
récurrence sur q, on est amené à montrer l'existence d'un ut tel que 
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A/(b, ut) soit de dimension q— i (lorsque q^éo); il suffit pour cela 
de le prendre en dehors des idéaux premiers minimaux de b (II, 4, 
prop. 2 ) ; comme la réunion de ceux-ci est distincte de Ht, l'existence 
de ui est démontrée]. 

e. Nous supposerons, dans cet alinéa, que A est un anneau local 
tel que A/Ht soit un corps infini. Si q est un idéal primaire pour m, 
et x un élément superficiel par rapport à q, on déduit de 

P q ( / l ) - P q ( / l - l ) ^ P q / A ; r ( / l ) ^ P q ( ^ ) - P q ( / i - l ) - t - P q ( c ) (II, 3, c) 

que l'on a e(q) = e(H/Ax). De ceci, on tire les conséquences 
suivantes : 

A. 11 existe un idéal ({' c *I, engendré par un système de paramètres 
et de même multiplicité que (J (récurrence sur la dimension d de A, 
à partir du cas d — o, où c'est conséquence des définitions) ([63], 
Chap. II, th. 5) . 

Ce résultat permet, en Géométrie algébrique ou algébroïde, de 
ramener les multiplicités de composantes excédentaires d'intersection 
à celles de composantes propres [59], [61], [63]. 

B. Si i\ est engendré par un système de paramètres (y±, . . . / d , ) , 
il est aussi engendré par un système de paramètres (x^ . . ., Xd) 
tel que 

e(<\) = e(<r/Aa?i ) = . . . = e(q/(A^i + . . . + Aa?à-i)) 

[prendre pour Xi un élément superficiel par rapport à q de la forme 
# i = uy±-\- a 2 y 2 - l - . . . 4 - ajya avec u inversible; ceci est possible 
puisque, si d^>i, on a fl<tWyi (II, 2, e)) puis, on opère de même 
dans AjAxi, . . . ] . Considérons alors la classe x de Xd dans l'anneau 
de dimension iB = A/(A# 4 - | - . . . + Axa-i)', on a e((J) = e(Bx); si 
x n'est pas un diviseur de zéro dans B, les modules Bx'^Bx11^1 

sont tous isomorphes à B/B# (par les isomorphismes déduits 
de y-+xn+iy), et l'on a e(jàx) = L(B/Ba?) = L(A/q) ; dans ces 
conditions, la longueur de q est égale à sa multiplicité ; on peut 
donc appliquer à fl les résultats de la proposition 1. 

La condition que x ne soit pas diviseur de zéro dans B est assez 
restrictive; elle n'est remplie par aucun système de paramètres de 
l'anneau local K[[w4 , u*v, uv's, v'*]] [49]. Elle est cependant vérifiée 
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lorsque l'on peut assurer que l'idéal (o) de B n'a pas de composantes 
immergées (cf. [63], § 3). Ceci explique le succès partiel des défini­
tions des multiplicités d'intersection comme longueurs de certains 
idéaux [78], [79], [80], et leur échec en face du contre-exemple 
ci-dessus. 

f. PROPOSITION 2. — Soient A! un anneau local d'idéal maximal 
Ht', V un sous-anneau local de A! tel que AI soit extension finie 
de A, et qu'aucun élément non nul de A ne soit diviseur de zéro 
dans V. Alors A et A! ont même dimension et si H est un idéal 
primaire pour l'idéal maximal Ht = Ht' n A de A, on a 

lA':A].e(q)==[A7m':A/m].e(A/q[). 

Remarquons d'abord que, si F est un À'-module de longueur finie 
LA/(F), c'est aussi un A-module de longueur finie 

LA(F) = [A7m,:A/m].LA-(F) 

(en effet, F est annulé par un Hl'J et il suffit d'étudier les modules 
A'/nt'J, ou encore nrV/nrV+1). D'autre part, il existe un élément non 
nul c de A, et des éléments (b\, . . ., b'r) de A' linéairement indé­
pendants sur A, tels que cA! c E = 7 j A 6 ' r En considérant l'applica-

tion canonique de E/ElJ" sur (E + A'q^)/A'i|", on obtient 

(i) ^ ( E / E f J x L A ^ E + A'q'O/A'fl^MfA'c-i-AVVA'fl") , 

où le dernier terme vaut PA,q(/*) — P(A'<H-Aq)/A'c(̂ )-
En considérant de même l'application canonique de A'c/A'ciJ" sur 

(A'cH-Eq")/Efl[", on obtient 

(2) Ly(EIEv>) ^Lxi A'c/A cq») + LAiE/( A'c -+-Eqn)) 
^ LA<( A'c/A'cq») -+- W(E/(Ec -f- Eq«)). 

Les inégalités (i) et (2) s'écrivent aussi : 

(1') rPq(/i)^[(A7m'):(A/m)](PA,q(/i)-P(vc+A,q/A'c(/i)), 
(2') r(Pq(/i)-P(Ac+q)/A,(A0)^[(A7m'):(A/m)]PA'q(/i). 

Comme c n'est diviseur de zéro, ni dans A, ni dans A', les termes 
de plus hauts degrés du second membre de (1') et du premier 
membre de (2') sont ceux de [(A'/Hl'):(A/Ht)].PA,q(/i) et de rPq(rc) 
(II, 4, d). Donc ces deux derniers polynômes ont même degré* d (qui 
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est la dimension commune de A et A'), et même coefficient dominant, 
ce qui démontre l'égalité annoncée. 

COROLLAIRE. — Si A' est un anneau local complet contenant un 
corps R sur lequel A'/ltt' est fini, et si (x±, ..., xa) est un système 
de paramètres de A' engendrant un idéal H et tel qu'aucun élément 
non nul de A = K[[a?4, . . . , Xd\] ne soit diviseur de zéro dans Af, 
alors A' est extension finie de A, et l'on a 

[A':A] = e(iO.[(A7m'):K]. 

Le fait que A' est extension finie de A a été démontré en (I, 6, e). 
Le reste se déduit de ce que l'idéal (xv, . .., Xd) de A, qui est un 
anneau de séries formelles (II, 5, b), est de multiplicité i. 

Ce corollaire montre que notre définition de la multiplicité géné­
ralise celle de Chevaliey ([13] et [16], I, 2, déf. 2 ) . La proposition2 
montre aussi que la notion de multiplicité généralise celle de 
« ramification degree » due à Cohen ([20], th. 23). 

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau local, B un anneau semi-
local, extension finie de A et tel qu'aucun élément non nul de A 

ne soit diviseur de zéro dans B , B = V B/ la décomposition du 
i 

complété D en composé direct d'anneaux locaux (I, 5, cor. 2) , 
P/ l'idéal maximal de B/, et q un idéal primaire pour l'idéal 
maximal Ht de A. On a : 

[B:A].e(q)=2[(B//pO:(A/m)].6(B,q) et e(Bq) = ^ e ( B "0 -
t t 

Comme [B:A] = [!B:A], on peut supposer A et B complets 
(I, 6, h). Comme B/ contient un sous-anneau A/ isomorphe à A, on 
exprime [B«:A].e(q) par la proposition 2, et l'on en déduit [B;A] 
par sommation. La seconde formule se déduit de ce que tous les B/ 
ont même dimension que A et de ce que B/Bq" est isomorphe au 
produit des B//B/4". 

g. PROPOSITION 3. — Soient A un anneau semi-local, betc deux 
idéaux de A tels que dim(A/b) > dim(A/c), et H un idéal de défi­
nition de A. On a alors 

dim(A/b)=dim(A/bnc) = dim(A/bc) 
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et 
e((v H- b)/b) = «?((» + (enb))/bne) = <?(« + bc/bc). 

Comme bec b n Cç b, il suffit de démontrer les égalités des termes 
extrêmes. Considérons les anneaux de formes F ( H ) , F((H -f- b)/b), 
F((U + C)/f ) et F((H -f- br)/bc) comme quotients d'un même anneau 
de polynômes R (II, 1, b). Le procédé « d'évitemenl » d'un certain 
nombre d'idéaux premiers de R (II, 2, b) appliqué simultanément 
pour les trois derniers anneaux de formes, fournit un élément 
XGA dont les classes sont superficielles, d'ordre s par rapport 
à (u + b)/b, (H + t)/c et (H +bf) /bf. On a alors 

dim(A/(b -f- Aœ)) = dim( A/b) — i, 

dim(A/(c-h Aa;)) = dim(A/t) — i , e((u-î-b)/b).s = <?((» -+- b -4- A#)/(b-+- A a;) 

et 
<?((»-+-bc-f- Aj?)/(bc-h Aa?)) = c((u + bc)/bc).jç (II, :$, c). 

Comme on a (b -f- A#) (c -f- A#) C bc + A ^ c b -+- \x, il suffit de 
montrer la proposition 3 pour les idéaux b H- Ax et C + A#, ce 
qui réduit dim(A/b) et dim(A/c) d'une unité. Par applications 
successives, on est ramené au cas où f est un idéal ouvert, et où 
dim(A/b) > o. Il existe alors un exposant a tel quebcDbnC" ([84] , 
chap. III, lemma 3), et donc un exposante tel que b o b r\Vh. On est 
ainsi ramené à montrer que e((V H- b)/b) = e((v -f- b n fl6)/b HH6) ; 
or, pour n ^ b, (b + tl6)/(b H- H") est isomorphe à Dft/((b n tl6) -̂+- H") ; 
donc, à une constante additive près, les longueur* des modules 
A/(b + H") et A/((b -+- vh) + H") sont égales ; comme la première est 
un polynôme non constant en /i(dim(A/b) >* o), il en est de même 
de la seconde, et les coefficients dominants de ces polynômes sont 
égaux; ceci démontre l'égalité annoncée des multiplicités [64]. 

Historique. — L'emploi systématique des polynômes caracté­
ristiques d'idéaux dans les anneaux locaux est dû à l'auteur [63]. 
Nous avons ici remédié à diverses complications inutiles de [63], 
généralisé la plupart des résultats aux anneaux semi-locaux, et évité 
[sauf en (II, 2, e) et (II, 5, e)] l'hypothèse d'un corps quotient A/ttï 
infini. La considération des anneaux de formes (II, 1). remonte 
essentiellement à Rrull [45], et correspond à un procédé fort à la 
mode en Topologie algébrique [12]. La délicate proposition 2 du 
paragraphe 4 est due à Rrull (« Primidealsatz », [42], n° 15) pour 

MUMORIAL DBS SC. MATH. — N° 1 2 3 . 3 
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sa seconde moitié, et à Chevaliey ([13], appendice) pour sa première 
moitié; la démonstration de Rrull serait beaucoup simplifiée si Ton 
savait que, étant donné un élément non diviseur de zéro x d'un 
anneau local A, il existe un idéal q primaire pour l'idéal maximal, et 
un entier s, tels que (i]a:Ax)ctiin-s pour n assez grand (cf. [63] . 
chap. I I ) ; mais ceci semble être un problème non résolu. 

CHAPITRE III. 

ANNEAUX LOCAUX GÉOMÉTRIQUES. 

Nous dirons qu'un anneau local A est équidimensionnel ( [16] , 
chap. I, § 2) si, pour tout idéal premier H, de (o) dans A, on a 
dim(A/fl,) = dim(A); ceci implique que (o) n'a pas de composantes 
immergées (II, 4, prop. 2) . Nous dirons que l'anneau local A est 
analytiquement équidimensionnel si son complété A est équidimen­
sionnel; alors A est équidimensionnel puisque tout idéal premier 
de (o) de A est contenu dans un idéal premier de (o) de A (I, 3, 
cor. 1 de la prop. ,1). Un idéal b de l'anneau local A est dit équidi­
mensionnel (resp. analytiquement équidimensionnel), si A/b est 
équidimensionnel (resp. analytiquement équidimensionnel). Un 
anneau local A est dit analytiquement irréductible si son complété 
A n'a pas de diviseurs de zéro. 

1. Extensions quasi finies d'anneaux locaux. — a. On dit qu'un 
anneau local B est quasi fini sur un sous-anneau local A s'il existe 
un anneau intermédiaire C ( A c C c B ) tel que C soit extension finie 
de A, et que B soit l'anneau des fractions (au sens ordinaire) d'un 
idéal maximal Ht de C ; ceci implique que Ht contienne tous les idéaux 

premiers de zéro de C et que l'on ait Ç\ VXn= (o). L'anneau inter­
ra 

médiaire C est semi-local (I, 6, / ) . Si A est complet, il en est de 
même de C, et B est un des facteurs Ce de la décomposition de C 
(I, 6, d et I, 5, remarque au cor. 2) . L'anneau B est dit réguliè­
rement quasi fini sur A, si aucun élément non nul de A n'est 
diviseur de zéro dans B; alors, si A est complet, B est fini sur Ae, 
qui est isomorphe à A. 

b. Nous avons vu,(II, 4, cor. de la prop. 2) que les dimensions 
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de A et de l'anneau intermédiaire C sont égales. Comme B est un 
anneau de fractions de C, la caractérisation de la dimension par les 
chaînes d'idéaux premiers (II, 4, d, prop. 2) montre que l'on a 
dimB ^ dim A. Il y a égalité des dimensions dans les cas suivants : 

A. L'anneau B est régulièrement quasi fini sur A, et A est inté­
gralement clos. En effet, étant donné un idéal premier quelconque p 
de A, il est contenu dans l'idéal maximal p0 de A, et il existe un 
idéal premier p' de C, contenu dans Ht, et tel que p ' n A = J) (« going 
down theorem », cf. [22], th. 5) . On peut donc, de proche en 
proche, étant donnée une chaîne d'idéaux premiers de A de longueur 
dim A, construire une chaîne d'idéaux premiers C, de même longueur, 
et tous contenus dans Ht; ceci donne une chaîne d'idéaux premiers 
de B de longueur dim A. 

B. L'anneau B est régulièrement quasi fini sur A, et A est analy­

tiquement irréductible. Alors A est un sous-anneuu de C, sur lequel 

C est fini, et aucun élément non nul de A n'est diviseur de zéro dans 

C (I, 6, h). D'autre part, on a B == Ce = Cm£, e étant un idem-

potent de C (I, 5, remarque au cor. 2 ) ; et Ce est isomorphe à C, 

puisque | | Ht" = (o). Il est clair que Ce est fini sur Ae, et donc que 
n 

B = Ce est fini sur Ae, qui est isomorphe à A (I, 6, h); d'où l'éga­

lité des dimensions de A et B (II, 4, d, cor. de la prop. 2). On 

vérifie aussitôt qu'aucun élément de Ae n'est diviseur de zéro dans 

B = Ce, et que B est régulièrement quasi fini sur A. Puisque A est 

sous-espace de B (I, 3, cor. 1 de la prop. 2) , A est un sous-espace 

de B. L'anneau B est équidimensionnel (et B est donc analytique­

ment équidimensionnel) : en effet, pour tout idéal premier p de (o) 

de B, on a p n Â = (o), B/p est fini sur Â, et l'on en déduit 

d im(Ë/p) = dim A (II, 4, d, cor. de la prop. 2) = dimÊ. Enfin, si 

R, R, Z, Z désignent les corps des fractions de A et A et les anneaux 

de fractions de B et B, on a Z = ZR, algèbre obtenue par extension à 

R du corps de base R de Z [en effet, Z et Z sont les anneaux de 

fraction de G et C, et notre assertion résulte de (I, 6,A)]. 

Dans la plupart des cas envisagés, l'anneau A sera à la fois intégra-
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lement clos et analytiquement irréductible [par exemple un anneau 
local régulier (I, 5, c), ou l'anneau local d'une sous-variété normale 
(c/- V, 2)]. 

c. PROPOSITION 1. — Si B est quasi fini sur A, si H est un idéal 
équidimensionnel de B, et sivnA est un idéal premier tel que 
A/H n A soit intégralement clos ou analytiquement irrréduc-
tible, alors B/H est régulièrement quasi fini sur A/H n A, et l'on a 
dim ( B/H ) = dim (A/un A). 

Ceci est clair lorsque U est un idéal premier ([16], I, 1, lemma 6) . 
Dans le cas général l'un au moins, p, des idéaux premiers (p,) de H 
est tel que p n A = u n A (sinon, prendre #, €P#nA, j , $ t ) n À , et 
former (lia?,)", n étant assez grand); on a alors 

dim(B/u) = dim(B/y) = dim( A/un A). 

On a. d'autre part, dim(B/p /) ^ dim( A/An Pi ) puisque B/p, est 
quasi fini sur A/An Pi (III, 1 b); comme A n p , DAnU. et comme 

dim(B/p<) = dim(B/o) = dim (A/A no), 

ceci implique que AnPi = AnU (II, 4, prop. 2) . Alors aucun 
élément non nul de A/An H, n'est diviseur de zéro dans B/H, et B/u 
est régulièrement quasi fini Mir A/A n H. 

d. PROPOSITION 2. — Si B est régulièrement quasi fini sur A, et 
si p est un idéal premier de B, Bv est régulièrement quasi fini 
sur Ap̂ A-

Soit tt l'intersection des idéaux de B primaires pour p; c'est aussi 
l'intersection des idéaux primaires de (o) dans B contenus dans p ; 
et Bp est l'anneau de fraction ordinaire (B/tt^p/n) (L 4, d). Comme H 
se compose de diviseurs de zéro, on a ttnA=(o); donc A est un 
sous-anneau de B/tt, et AvnA un sous-anneau de Bp. Comme les 
idéaux premiers de tt se composent de diviseurs de zéro, aucun 
élément de A n'est diviseur de zéro dans B/tt, et aucun élément de 
ApnA n'est diviseur de zéro dans Bp . Soit alors C un anneau intermé­
diaire, et soit B = Cm ; considérons C s , S étant le complément de 
p n A dans A; il est clair que C s est extension finie de ApnA ; on 
vérifie alors sans peine que l'on a B p = (Gs)m'ï où Ht'= p B v n C s , et 
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que Ht' est un idéal maximal de C s puisqu'il contient ( p n A ) A p n A 

([16], I, l , l e m m a 7 ) . 

e. PROPOSITION. — (Transitivité. ) Si A' est quasi fini (resp. 
régulièrement quasi fini) sur A, et B quasi fini (resp. régulière­
ment quasi fini) sur A', alors B est quasi fini (resp. régulièrement 
quasi fini) sur A. 

Soient C et C' des anneaux intermédiaires (A c C c A' C C C B). 

Écrivons C ' = jv A'xn et soit xtxJ=^/tclji,xi,(c,lix g A'). Il existe un 

dénominateur commun dçC tel que rfc/y/, € C pour tous i, y, k; et 

l'on vérifie aisément que ^^dx,C est un anneau intermédiaire entre 

A et B. 

2. Anneaux à noyaux. — Soit R un corps d'exposant caracté­
ristique p et tel que [R :R^] soit fini. Nous noterons x(n, R) 
l'anneau des fractions de l'idéal premier (xv, . . ., xn) de l'anneau 
de polynômes K[a?4, ...,xn]; c'est un anneau local régulier de 
dimension n] si p, est l'idéal premier engendré par (xi, . . ., xn-t), 
r/p, est isomorphe à x(i, R ) , et XVi à X(n — i, K(xn-l+l, . . . , xn)). 
Nous noterons x(n, m, R) (m ^. n) l'anneau de séries formelles 
K((xt, . . . , xm)) [[#m4-i, . . ., xn]]; c'est un anneau local régulier 
et complet de dimension n — m; le complété de x(n, R ) est 
r( ; / , o, R ) ; si p, est l'idéal premier de r (n, o, R) engendré par 
(xi, . . ., xn-t), on a r / p , — r ( / , o, R ) ; r^ n'est pas complet, et son 
complété est x(n, i, R). Les anneaux des types x(n, R) et x(n, m, R) 
recevront le nom de noyaux, et les s^ sternes de paramètres (x{, .... xn) 
et (xm+i, . .., xn) de x(n, R ) et x(n, m, R ) seront dits spéciaux. 
Un anneau local A est appelé un anneau à noyau s'il est régulière­
ment quasi fini sur un noyau. 

Nous allons montrer que la classe des anneaux à nojau est stable 
par rapport aux opérations suivantes : complétion, quotient par un 
idéal équidimensionnel, formation de l'anneau des fractions d'un 
idéal premier. Ceci est clair pour la complétion, un anneau à noyau 
étant analytiquement irréductible; on déduit d'ailleurs de ceci qu'un 
anneau à noyau a même dimension que l'un quelconque de ses 
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noyaux (III, 1, b, B). Pour les deux autres opérations, il nous suffira, 
en tenant compte de la transitivité (III, 1, e, prop. 3), et des propo­
sitions 1 et 2 du paragraphe précédent, de montrer le résultat 
suivant : 

LEMME DE NORMALISATION. — Etant donnés un noyau S et un 

idéal b de S, il existe, un noyau R contenu dans S et un système 
spécial de paramètres (y\ . . ., yn) de R tels que S soit régulière­
ment quasi fini sur R, et que b n R soit engendré par ( r m + 4 , . . . yn). 

i° Lorsque S est un anneau de séries formelles L[ [# i , . . ., xn\\, 
on considère, parmi les parties finies de b qui peuvent être incluses 
dans un système de paramètres de S, une partie maximale 
(y m + i , ..,, yn), contenue dans le système de paramètres (y±, ...,yn). 
On pose R = L[ [y i , . . . , ^ ] ] . Alors S est extension finie de R 
(I, 6, e). Et, si b n R contenait un élément non nul y'm de 
M[.Xi> • • • ' y™]]» a l ° r s y'm ferait partie d'un système de paramètres 
( / n • • - y'm) d e L[[y 4 , . . . , ym]], et ( j ' t , . . ., y'm, j m + 1 , ...,yn) 
serait un système de paramètres de S contrairement au caractère 
maximal de (ym+l, . . ., yn)-

2° Considérons maintenant le cas où S est l'anneau des fractions 
de l'idéal premier (a?!, ..., xn) de l'anneau de polynômes R[a?4, ...,xn]. 
Nous appellerons système d'intégrité de K[# 4 , . . ., xn] une famille 
de n polynômes ( j 4 , . . ., yn) tels que K[# 4 , . . ., xn] soit extension 
finie de R [ y i , . . ., yn~\- Considérons, parmi les parties finies de b 
qui peuvent être incluses dans un système d'intégrité de R[# i , ..., Xn\, 
une partie maximale (ym\-i, ...,yn), contenue dans le système 
d'intégrité (y4 , . . . , yn). Alors, en prenant pour R l'anneau des 
fractions de l'idéal pjemier (yx . . ., ylt) de R [ y i , . . ., yn], S est 
régulièrement quasi fini sur R, R[a?4, . . ., xn] étant anneau inter­
médiaire. Reste à montrer que b n R est engendré par (ym+{, ..., yn), 
c'est-à-dire que l'on a b n R [ j i , . . ., ym] = (o). En vertu du carac­
tère maximal de [ym-hi, • • • ^ JOi]* il nous suffira, comme dans i°, de 
montrer que tout élément non nul z de R [ j i , • • ., y m] peut être 
inclus dans "n système d^ïntégrité de cet anneau -(cf. [91] et [75]). 
Soit Zi la forme de plus haut degré de z; le procédé de (II, 2, b) 
permet de trouver m formes (zy, . . ., zm) qui engendrent un idéal 
irrelevant [c'est-à-dire contenant une puissance de l'idéal (y\,...^"m)]-
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Si R f ^ i , . . . , / n i ] n'était pas entier sur K[z, z2, . . , ; £ m ] j il 
existerait une valuation V dont l'anneau contiendrait R [z. z2, .., zm] 
et uon R[,x]î S(>it, par exemple, y 4 celui des yt dont l'ordre pour V 
soit le plus petit possible (et < o ) ; posons yi = yiy[ ', comme z est 
dans l'anneau de V et non y±, * 4 ( i , y'2, . . . ,y'm) est dans l'idéal de V; 
il en est de même des Zj(\, y\, . . ., y'm). Comme l'idéal homogène 
(z±, . . ., zm) est irrelevant, ceci implique que les y't sont tous dans 
l'idéal de V, contrairement au fait que y\ = i. 

c. Q. F. n. 

De ceci, on déduit les résultats suivants : 

a. Un anneau à noyau est analytiquement équidimensionnel 
( in , l , 6 ) ; 

b. Si p est un idéal premier d'un anneau à noyau A, on a 
dim(A/p) H- dim(Ap) = dim(A) (prendre un noyau R de A tel que 
l'idéal p n R soit engendré par une partie d'un système spécial de 
paramètres de R ) ; 

c. Si (z±, . . ., zn) est un système de paramètres de l'anneau à 
noyau A, et si p est un idéal premier minimal de l'idéal (zm+L, .,., zn), 
on a dim(A/p) = m, et dim(Ap) = /i — m [en effet les classes de 
-Si? • • • ? &m engendrent un idéal primaire pour l'idéal maximal de 
A/p, d'où dim(A/p) ^m\ et les images de -sm+i, ...,zn dans 
Ap engendrent un idéal primaire pour pAp, d'où dim(Ap) ^ n — m\. 

On appelle anneaux locaux géométriques les anneaux que l'on 
obtient à partir des noyaux par applications répétées des opérations 
suivantes : complétion, formation de l'anneau des fractions d'un idéal 
premier, passage au quotient par un idéal premier. L'étude précé­
dente montre que tout anneau local géométrique est un anneau 
à noyau. La réciproque est fausse à cause de la restriction aux 
idéaux premiers (et non plus seulement équidimensionnels) dans la 
formation des anneaux quotients. 

3. Le théorème de transition. — Soient A un anneau à noyau, 

q un idéal primaire pour l'idéal premier p de A. Comme q est équi­

dimensionnel, A/q est un anneau à noyau (III, 2) . Soient A le com­

plété de A, p un idéal premier de Ap [forcément minimal puisque A/p 

est analytiquement équidimensionnel (III, 2, a ) ] , et q la composante 
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primaire de Aq relative à p. Soient R un noyau de A/q, R le noyau 

de A/Aq obtenu par complétion de R (III, 1, b, B), L et L les corps 

des fractions de R et R, Z et Z les anneaux de fractions de A/q 

et Â/Âq. D'après (III, 1, b; B), Z est l'algèbre étendue ZE. Si (p,) 

sont les idéaux premiers de Ap, et (q,) les composantes primaires 

correspondantes de Aq, l'algèbre Z est composée directe des algèbres 

primaires (Â/q , )^^ ) . Or remarquons que L est séparable sur L 

[on a, soit L = = R ( ^ 1 , . . . , xn) et L = R ( ( # 1 , . . . , xn)), soit 

L = R ( ( # ! , . . ., xn)) et L — R ( ( # i , . . ., xm)) ((xm+\, .. ., xn)); 

dans les deux cas, on montre que I / _ I et L sont linéairement disjoints 

sur L, c'est-à-dire que 

[Kp-l(*rl, ..., xTl) : r,] = [K*- ' ( (*T\ ..., afi-1)) : E] 
ou que 

[ K'-' (K"1 , -.., <-*)) : L] = [ > - • (K- 1 , . . . , *8T')) ( t e ' , , . . . , «S"1)) : L], 

ce qui ne représente pas de difficultés, du fait que [ R : R ^ ] est fini 
(cf. [15], prop. 5 et [16], p. io) j . Alors les algèbres primaires 
dont Z est composée directe ont toutes même longueur que l'algèbre 
primaire Z (si H est l'unique idéal premier de Z, on remarque que 
uZj est, en vertu de la séparabilité, le radical de Z^ (cf, [63], 
chap. I, th. 5 ) ) . On a donc démontré la formule suivante (« théorème 
de transition ») entre longueurs d'idéaux primaires : 

(i) Longueur(q) = Longueur(q). 

On en déduit les conséquences suivantes : 

COROLLAIRE 1. — *Sï p est un idéal premier d'un anneau à 

noyau A, Ap est intersection d'idéaux premiers. 

11 suffit de prendre q = p. Ceci est le théorème de Chevaliey ([16] , 
1, i, th. 1) : tout anneau local géométrique est «analytiquement 
non ramifié ». 11 exprime essentiellement que la décomposition locale 
d'une variété algébrique en variétés algébroïdes n'est pas plus com­
pliquée au sens de la théorie des idéaux qu'elle ne l'est au sens 
géométrique. 

COROLLAIRE 2. — Si H est un idéal primaire pour l'idéal pie-
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mier p de l'anneau à noyau A, et si p est un idéal premier de Ap, 
on a P/DA \(n)^=zV/^ \(n). En particulier, les multiplicités des 

>\ 
idéaux HA P et H Ap sont égales. 

Il suffit de prendre pour q la puissance symbolique U{"> (1, 4 , / ) 
et de remarquer que U("> est la composante primaire de AH ( / / ) relative 
à p (ceci résulte de façon naturelle des définitions; cf. [63], chap. I, 
th. 7). Dans le cas où uAp est engendré par un système de para­
mètres, l'égalité des multiplicités constitue le « theorem of transition » 
de Chevaliey ([16], ï, 4, th. 4) . 

4. La formule d'associativité. — PROPOSITION. — Soient A un 
anneau à noyau, Ht son idéal maximal, (xi, . . ., xn), un système 
de paramètres de A engendrant l'idéal q, H l'idéal engendré par 
(xi, . . . , xm), et (p,) les idéaux premiers minimaux dev. On a 
alors 

c(H) =^e((q -h pi)lpi).e(v AVi). 
i 

i° Nous supposerons d'abord que A est complet. Alors A contient 
un corps R sur lequel A/Ht est fini. Soit L = R((a?i, . . ., xn)) et 
soit Z l'anneau des fractions de A. L'anneau R = R[ [x i , . . . , xn]] 
est un noyau de A, R[ [# m + 1 , . . . , xtl\] un noyau de A/p,, et l'anneau 
des fractions S de l'idéal premier (x±, ..., xm) de R un noyau de Apt. 
Nous noterons C l'anneau de fractions AT, T étant le complément de 
l'idéal (xi, . . ., xm) dans R; il est clair que C est un anneau inter­
médiaire entre S et Ap , et que les p, sont en correspondance biuni-
voque avec les idéaux maximaux de C, c'est-à-dire avec les idem-
potents primitifs e, de G (I, 5, cor. 2) . Soit L le corps des fractions 
de S; alors l'anneau des fractions de C est l'algèbre étendue ZR (III, 
1, b, B). On a donc [ Z : R ] = [ZE: E] = 2 [ Z E * # : L<?/]. 0 r 

i 

\7.lerXeï\ = c(»(Âpl)).[(Ce,/Cjl,e/):Ke(((jj;leI, . . . , xmei))] 
(II, 5, cor. 2 de la prop. 2, / ) 

= e(t.APl).[(A/,>,):iq[*i, . . . ,xm]]] 
^e(r,XVi).eHq + Vl)IVi)MNP')MVt)):K] (II, 5 , / , cor. 1) 
= c(uAP,).e((<r -t- »i)/»/).[( A/m) : K]. 
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Gomme 
[Z : R] = e(q).[(A/m) : K] (II, 4, / , cor. 1 ), 

la formule cherchée est démontrée. 

2° Si l'on prend pour U l'idéal (o), les anneaux APi sont des algèbres 
primaires, et e ( u A p ) est la longueur qt de la composante primaire 

de (o) relative à p,-. On a donc e(q) = V <jr;e((q + p,)/Pi). 
i 

3° Passons enfin au cas où A n'est pas complet. Alors Ap, est 

intersection d'idéaux premiers p,-y (III, 3, cor. 1), et l'on a 

*((* + VÙIVt) = e(M* + VÔI&Vt) =^e((&q + Vi/)lVij) 
J 

en vertu de 2°. D'autre part, e(Hp) == e (uÂp) d'après le théorème 
de transition (III, 3, cor. 2) . Comme e(q) —e(Âq) , la formule 
cherchée s'obtient par groupement de termes dans celle relative 

à e(Âq). 

COROLLAIRE. — 'Si H a pour unique composante isolée un idéal 
premier p, on a e(q) = e((q -hp) /p ) . 

En effet, Ap est un anneau local régulier (II, 5, c), et H Ap son idéal 
maximal; d'où e(uAp) = i. 

Remarque. — Soit maintenant (les notations étant celles de 
la proposition) tt l'intersection (équidimensionnelle) des compo­
santes primaires isolées de H. On a e(q/u) = e(q + tt/lt) (11 ,5 ,^ , 
prop. 3) . D'après la proposition appliquée au système de parmètres 
(xm+i, . . . ,#„) de A/tt, on a 

e((q -t~ u)/u) = V e((q-H>0/?i)-L(kvJXvPt)-
i 

Comme on a l'inégalité L(APt/uAPi) ^ e (uAp) (II, 5, a, prop. 1), 
on en déduit e(q/H) ^ e ( q ) . Lorsque e(q/H) = e(q) [ce qui a lieu 
lorsque le système de paramètres (xi, . . ., xn) a la propriété décrite 
en (II, 5, e, B)], on a L(APi/u APi) = e(u APt), et l'on peut appliquer 
la proposition 1(11, 5, a) à l'anneau de formes F (uAp) . 



ALGÈBRE LOCALE. 43 

Historique. — Les matières traitées dans ce chapitre proviennent, 
pour la plus grande part, de Chevaliey ([16], I ) . Le traitement systéma­
tique des extensions quasi finies d'anneaux locaux provient essentiel­
lement d'un cours professé par Chevaliey à Princeton en 1946-1947. 
L'introduction des quotients par des idéaux équidimensionnels, qui 
permet de préciser et de simplifier le « theorem of transition, est due 
à l'auteur ([63], chap. H, § 4) . Nous avons aussi évité la restriction 
à un corps infini R en démontrant le lemme de normalisation de 
E. Noether (§2) par la méthode de Zariski [91 ] ; la méthode de Uzkov 
donnerait le même résultat [75]. 

On peut se demander si certaines propriétés des anneaux à noyau 
se généralisent à des anneaux locaux plus généraux, moyennant des 
hypothèses convenables, d'équidimensionnalité (analytique ou non), 
par exemple. Il est en effet peu naturel, pour étudier un anneau 
local A, d'y introduire un noyau R, choisi avec un grand arbitraire, 
et dont le seul rôle est un rôle « d'armature », qui permet d'assurer 
que « les choses se passent bien ». 

CHAPITRE IV. 

STRUCTURE DES ANNEAUX LOCAUX COMPLETS. 

Soient A un anneau local complet, Ht son idéal maximal. Nous 
distinguerons deux cas suivant que le corps « résiduel » A/Ht est de 
caractéristique o o u / ? > o. Nous noterons cp l'homomorphisme cano­
nique de A sur A/Ht. Si a e A , nous noterons a sa classe modflt; 
si / e s t un polynôme à coefficients dans A, nous no te rons / l e poly­
nôme obtenu par réduction des coefficients modHt. 

1. Cas où le corps résiduel est de caractéristique nulle. — Alors A 
est de caractéristique o, et l'on a le résultat suivant : 

1. THÉORÈME. — Soit A un anneau local complet de caractéris­
tique o, tel que le corps résiduel A/Ht soit de caractéristique o; 
alors A contient un sous-corps R tel que cp(R) = A/Ht (c'est-à-dire 
que R est un système complet de représentants pour les classes modttt). 
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Du théorème 1, on déduit facilement le résultat suivant : 

COROLLAIRE. — Si (x\, ...,xn) désigne une base de Ht, A 
est isomorphe à un quotient de l'anneau de séries formelles 
R[[X4 , ..., X,,]]. Si A est un anneau local régulier, il est iso­
morphe à un anneau de séries formelles sur R. 

Remarquons que, comme A/Ht est de caractéristique o, tout 
élément n.\ (nçZÎ) de A est inversible; donc A contient un corps 
isomorphe au corps Q des nombres rationnels. D'autre part, 
l'ensemble des sous-corps de A, ordonné par inclusion, est évidem­
ment inductif; il admet donc, en vertu du théorème de Zorn, un 
élément maximal R. Nous allons montrer que cp(R) = A/Ht : 

Si A/ttt contenait un é léments trasccndant sur cp(R), on aurait 
Ht n R [ # ] = (o), et A contiendrait R ( # ) . 

Ainsi A/Ht est algébrique et séparable sur <p(R). Le théorème I est 
alors conséquence immédiate du corollaire au lemme suivant : 

LEMME DE HENSEL. —- Soient A un anneau local complet quel­

conque, f un polynôme de degré n sur A, y et y' des polynômes 

sur A/ttt tels que y soit de degré r <,n, que f= yy', et que y et y' 
soient étrangers. Il existe alors des polynômes g et g1 sur A, de 

degrés r et n — r, tels que f— gg1, et que y = g, et y' = gf. 

On détermine, par récurrence sur s, deux suites (gs) et (g's ) de 
polynômes de degrés /* et n — r, tels que gs+i ==gs(tK

s), g's+l = g's (W) 
etf=gsg's(VXs). Pour gi etg\, il suffit de « relever » arbitrairement y 
et y'. Supposons gs et gA déterminés, et soit (nu) une base de HtJ; 
posons 

*,+i(X) = * , ( X ) + 2 m , P i ( X ) et ^ + i ( X ) = ^ . ( X ) + 2 m ^ ; ( X > " 
i i 

on a, par hypothèse, 

/ ( X ) - ^ ( X ) ^ . ( X ) = 2 m ^ ' ( X ) ï 

donc la condition / = gs+i g's+l (Ht*4-1) s'écrit 

^miiwi— vtg's — v[gs) s o(m*+i); 
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ceci sera réalisé si l'on prend v< et </ tels que P / ^ + ^Jr* = iv,-; 

comme gs=y et g's = y' sont étrangers, ceci est possible d'après 

l ' identité de Bézout, et Ton peut p rendre les r, de degrés < r, et 

les v\ de degrés < n — r. Les suites des coefficients de polynômes (gs) 
c t (ë's) s o n t a l ° r s des suites de Cauchy ; comme A est complet, elles 

ont des l imites, ce qui fournit les polynômes g et g1 cherchés. 

COROLLAIRE. — Si un polynôme f sur A est tel que f ait une 

racine simple a € A/Ht, il existe une racine simple r / € A de f telle 

que a = QL. 

i . Cas où le corps résiduel est de caractéristique p > o. — Ce cas 

est ne t tement plus compliqué que le précédent . L 'anneau A peut être 

de caractérist ique o (cf. anneau des entiers />-adiques), de caracté­

rist ique p (cf. séries formelles sur un corps de caractérist ique p), 

ou de ca rac té r i s t iquep k [cf. Z / ( / / ) ] . Toute autre valeur de la carac­

téristique de A est d'ailleurs exclue. 

Remarquons d 'abord les faits suivants : 

A. Si x—yeWl(xeA, yeA, n^i), alors af'—y/,s €Ht"+S 

{ en effet xP—yp est le produi t de x—y et d 'une somme z àep termes 

dont chacun est congru à ^ - 1 m o d t H ; alors z € Ht. puisque p € Ut ). 

B. Étant donné un élément a € A/Ht, on appelle représentant 

multiplicatif àe a, un élément a € A qui a une racine / / / i è m e dans A 

pour tout / r ^ o e l tel que a = et.. L 'é lément <x ne peut avoir de repré ­

sentant multiplicatif que si, pour tout A ^ o , il admet une racine/>A/ième 

dans A/Ht. S'il en est ainsi, il admet un représentant multiplicatif 

a G A, et celui-ci est unique [soit a„ la racine />"/ième de a, et e / t € A 

tel que c „ = a / t ; la suite (c?+„) est une suite de Cauchy d'après A; 

soit a* sa l imite ; on a évidemment a = a0 = ap
k
k pour tout À\ Si b est 

un autre représentant multiplicatif de a, soit bn unerac ine/?" / ième de b 

dans A ; on a bn—an €Ht puisque la racine/>"/ième de a est un ique ; 

d'où b — a 6 Ht" pour tout n d 'après A, . et b = cï\. Si a est le r epré ­

sentant multiplicatif de a, nous noterons ap~n celui de ap~n. Si a et (3 

ont des représentants multiplicatifs a et b, l 'unicité montre que ab 

est représentant multiplicatif de a(3. 
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Nous appellerons p-anneau un anneau de valuation discrète, de 
caractéristique o, et dont l'idéal de valuation soit engendré par/; . 

THÉORÈME DE RELÈVEMENT. — Soient A un anneau local complet 
dont le corps résiduel A/ttt soit de caractéristique p > o, B un 
p-anneau complet, et z un homomorphisme de B sur A/ttt dont 
le noyau soit l'idéal maximal (p) de B ; il existe alors un homo­
morphisme (7 de B dans A tel que cp ocr = r. 

Remarquons que T définit un isomorphisme T de B/(p) sur A/ttt. 

Supposons d'abord que le corps R = A/Ht soit parfait ; soit R0 

son corps premier, et (o^) une base de transcendance de R sur R0. 
L'anneau B contient l'anneau des fractions B0 de l'idéal premier (p) 
de Z; l'homomorphisme o-0 de B0 dans A défini par cr0(n) = n.i 
satisfait évidemment à cp o <r0 = TBO. Soit K4 = R0 ( aÇ~" ) ; et soient ap~n 

et 6Ç""" les représentants multiplicatifs dans A et B de aÇ,-" et T - 1 («( f ) ; 
les bp sont algébriquement indépendants sur B 0 ; et les formules 
cr'i (6ÇT ") = aÇ"") définissent un homomorphisme <J\ de B\ = BofôÇ,"-"] 
dans A. Soit v la valuation de B ; tout élément b de l'anneau B4 de 
la restriction de v au corps des fractions de B't est un quotient P/Q 
de deux polynômes en les 6Ç,-" (n fixe) à coefficients dans B0 , tous 
les coefficients de Q n'étant pas multiples de p; alors o"', (Q)$îH> 
et cr\ se prolonge en un homomorphisme Ci de Bi dans A tel que 
())00^ = ¾ . Considérons alors l'ensemble & des couples (Bx, cr\) 
composés d'un sous anneau Bx de B contenant B4 et qui soit l'anneau 
de la restriction de v au corps des fractions de Bx, et d'un homo­
morphisme crx de Bx dans A qui prolonge <74 et soit tel que cp o o ^ = TB>; 
ordonnons & par la relation « Bx Z> BA/ et a\ prolonge ov » ; muni de 
cette structure, & est induetif, et admet donc un élément maximal 
(B', a1). L'anneau B' est complet, car sinon l'on prolongerait à son 
adhérence ex', qui est un homomorphisme continu, puisque d (p) € Ht. 
Montrons que l'on a <J(B') = R; en effet, R est algébrique et sépa-
rable sur R4 puisque R4 est parfait, donc aussi sur cr(B'); alors, 
si a € R , et si 7r(X) est le polynôme minimal de a sur R4, on choisit 
un polynôme / ( X ) € B ' [ X ] unitaire et de même degré que iz, tel 
que TT = T ( / ) ; soit g = crf(f) € A [ X ] ; le corollaire au lemme de 
Hensel (IV, 1) fournit alors des éléments açA et bçB tels que 
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g(a) = o, / ( 6 ) = 0 , T(6)=cp(a) = a; on peut alors prolongera' en 
prenant cr'(6) = a et B'[6] est évidemment l'anneau de la restriction 
de v à son corps des fractions. Ainsi le corps des valeurs de B' est 
identique à celui de B ; comme p engendre les idéaux maximaux de 
B et B', on en conclut que B = B ' (I, 6 ; e). Le théorème de relèvement 
est donc démontré lorsque A/Ht est parfait. 

Lorsque R = A/m est imparfait, le plus petit corps parfait conte­
nant R est R ' ^ R 0 - " . Nous allons construire d'abord un anneau 
local complet A' contenant A, et un/?-anneau complet B' contenant B, 
ayant tous deux leurs corps résiduels isomorphes à R'. On dit qu'une 
famille (ai) d'éléments de R estp-indépendante si, pour toute sous-
famille finie (a4 , . . . , a r ) , on a [R^(a4 , . . . , a r ) : R?] = pr ; 
le théorème de Zorn fournit une famille ^-indépendante maximale («i), 
dont on vérifie aussitôt qu'elle satisfait à R^(ai) = R ; (a t) est appelée 
une p-base de R; remarquons que, pour tout entier n, (<*p~n) est une 
/?-base de Kp~n (cf. [8] , chap. V, §8, exerc. 1). Soit (ai) une/?-base 
de R, et soient a, € A et 6t € B tels que cp(at) = r(6 t) = ai; adjoignons 
successivement à A (resp. B) des éléments (a\tn) (resp.(bx,n)) tels que 
(ai)ny = a[,n-i(resp. (b\,n)

p= b\,n-\) ; on vérifie que C = A [ a M , . . . , a r,4] 
est un A-module libre; c'est donc un anneau local complet, dont 
l'idéal maximal est Cm, et tel que ( C m ^ n A = Ht* (I, 6, g, 1 ) ; 
alors A4 = A[ttM] est un anneau ayant HtA4 pour unique idéal maxi-

mal, et tel que ^ | ( m A 4 ) * = (o) et que (HtA4)* n A = Ht*; les mêmes 

propriétés s'appliquent par récurrence à An= A[a\}n], donc à leur 
réunion A"; le complété A' de A" pour la topologie définie par les (mA")* 
est alors un anneau local complet (II, 1, g, cor. de la prop. 1) , 
d'idéal maximal HlA', ayant R' pour corps résiduel, et l'on a 
(mA') J nA = mj. On obtient, de même, un jy-anneau complet B', 
contenant B, et ayant R' pour corps résiduel. Les homomorphismes 
<p et T s'étendent canoniquement à A' et B' : 

¥(*i«) = ^ ( ^ ) = = *?"""• 

La première partie de la démonstration fournit alors un homomor­
phisme cr de B' dans A' tel que epoer = T. Il nous suffit maintenant de 
montrer que l'on a cr(B) C A. Comme cpoa(B)=R, on a a(B) C A+HtA'. 
Procédons par récurrence, et supposons que l'on ait <r(B) C A-f-Ht'A'. 
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Remarquons que, comme P = (ai) est une />-base de R, on a 
k " ' ( P ) = R (en effet R = R"(P) , K" = R"S(P»), donc 

K = KP\P/>, P) = K/»"(P), . . . ) ; 

donc, pour x E. B, on a T(X) = / ( a t ) , o ù / e s t un polynôme à coeffi­
cients de la former/*^ Y) e R ) ; par conséquent, x =f(bi)-\- pz(z ^ B ) , 
les coefficients de / étant de la forme yp*(yG B). Or il existe yf G A 
tels que a(y) = j ' ( m A ' ) ; d'où <r(yp') = y!pë(m*+l A') (remarque A 
du début du paragraphe). En remplaçant les y par les )'', on obtient 
un polynone g sur A tel que cr(f(bl)) = g(ax) (ï(ts+l A'). Comme 
a(z) = d(VXsA'), avec de A d'après l'hypothèse de récurrence, on 
a <T(x) = g(a\)-\-dp(ms+lA'), d'où o-(B) c A + nr + l A' . Comme A 
est complet, il est fermé dans A', et l'on a bien cr(B) c A. 

c . Q. F . D. 

Pour appliquer le théorème de relèvement, remarquons que, étant 
donné un corps R de caractéristique p> o, il existe un/?-anncau 
complet B de corps des fractions L et ayant R pour corps des valeurs 
(c'est clair pour le corps premier : B==Z^; pour une extension 
pure R(px), on considère l'extension canonique à L(XÀ) de la valua­
tion de L et l'on complète; pour une extension algébrique mono­
gène R ( a ) , on « relève » dans B le polynôme minimal de a sur R, 
on adjoint à L une racine a du polynôme relevé, on étend à L ( a ) 
la valuation de L, et la formule «/i = e/» înfontre que e==i) . Le 
théorème de relèvement et le fait que, si un anneau local complet 
d'idéal maximal m est contenu dans un anneau local complet d'idéal 
maximal B'nt et de même corps résiduel que B, on a B = B' (I, 6, e) , 
montrent d'ailleurs que le p-anneau complet B esJL déterminé de façon 
unique par R. 

On déduit alors du théorème de relèvement, en étudiant la structure 
du sous-anneau <r(B) de A qui est isomorphe à un quotient deB : 

THÉORÈME 2. — Soit A un anneau local complet d'idéal maxi­
mal m; supposons que A/m soit de caractéristique p > o; et soit B 
un p-anneau complet de corps résiduel isomorphe à A/m. 

a. Si A est de caractéristique &, il contient un sous-anneau 
isomorphe à B ; 
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b. Si A est de caractéristique pK(k^\), il contient un sous-
anneau isomorphe à B / ( / / ) . En particulier, si A est de caracté­
ristique p, il contient un corps R tel que cp(R) = A/m. 

Un sous-anneau de A, ayant les propriétés décrites dans le théo­
rème 2 ou dans le théorème I (§1) est appelé un anneau de Cohen 
de A. 

COROLLAIHK.— Soit G un anneau de Cohen de A, et soit (x±,..., x6) 
âne base de Ht; alors A est isomorphe à un quotient de l'anneau 
de séries formelles C[[X4 , . . ., X,]] . 

Remarques. — i° Dans le cas où A est de caractéristique p, 
l'existence du corps de Cohen R peut se démontrer directement, 
sans utiliser le théorème de relèvement ([20] , II, 4 et 5) . 

2° Lorsque A/m est parfait et de caractéristique / ? > o, l'anneau 
de Cohen G est déterminé de façon unique : c'est l'ensemble des 

éléments £^anp", où les an sont des représentants multiplicatifs. 

Lorsque A/m est C de caractéristique o, ou imparfait, il y a une infi­
nité de sous-anneaux possibles, ^ moins que m = Ap. 

3. Structure des anneaux locaux réguliers et complets. — Gomme 
un anneau local régulier n'a pas de diviseurs de zéro (II, 5, c), il est 
de caractéristique o ou p. Lorsque les caractéristiques de A et A/m 
sont égales, l'existence d'un corps de Cohen (th. 1 et 2) et le fait 
que les éléments d'un système de paramètres de A sont analyti­
quement indépendants sur tout sous-corp^ de A (II, 5, 6), montrent 
que : 

THÉORÈME 3. — Soient A lyi anneau local régulier et complet 
ayant même caractéristique que son corps résiduel, R un corps 
de Cohen de A, et (xi, . . ., x(i) un système régulier de paramètres 
de A; alors A est isomorphe à l'anneau de séries formelles 
K.[[xL, Xd]\ 

Lorsque A est de caractéristique o, et A/m de caractéristique/? >or 

les choses sont simples lorsque/? $ m2 ; en effet, on peut alors inclure p 
dans un système régulier de paramètres de A et l'on a : 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 123 . 4 
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THÉORÈME 4. — Soient A un anneau local régulier et complet 
de caractéristique o, de corps résiduel A/m de caractéristique 
p>o, et de dimension d; supposons que />$W2; alors A est iso­
morphe à un anneau de séries formelles à d — i variables sur le 
p-anneau complet de corps résiduel A/m. 

Un anneau local régulier qui est, soit d'égales caractéristiques 
(cf. th. 3) , soit d'inégales caractéristiques avec/>$nt2 (cf. th. 4) , 
est dit non ramifié. 

Pour aller plus loin, nous aurons besoin du résultat suivant : 

PROPOSITION 1. — Soit B un anneau local complet de dimen­
sion d, et tel que dim(Bj(p)) = d — i dans le cas d'inégales carac­
téristiques; alors B est extension finie d'un anneau local A régulier, 
non ramifié, complet, et de même corps résiduel que B ; si B est 
équidimensionnel, aucun élément non nul de A n'est diviseur de 
zéro dans B> 

L'hypothèse exclut le cas de la caractéristique pk(k^2), et est 
vérifiée lorsque/? n'est pas diviseur de zéro (II, 4, d). On considère 
un système de paramètres (yiy . . ., y a) de B, tel que yl=zp dans le 
cas d'inégales caractéristiques. Soit C un anneau de Cohen de B; on 
prend A = C [ [ y 4 , . . ., yd\\ dans le cas d'égales caractéristiques, 
A = ^ [ [ ^ 2 , • • -?yrf]] dans le cas d'inégales caractéristiques; alors 
(I , 6, d et e) montrent que B est extension finie de A. Alors A et B 
ont même dimension (II, 4, d, cor. de la prop. 2), et la seconde 
assertion a été vue au chapitre 111(111, 1, b, B). 

COHOLLAIRE 1. — Si p est un idéal premier d'un anneau local 
équidimensionnel et completB, on a dim(B/p) -h dim(Bp) = dim(B). 

On est aussitôt ramené au cas où B est anneau d'intégrité. Gomme 
l'anneau local régulier A est intégralement clos (II, 5, b), le « going 
down theorem » ([22] , th. 5) montre qu'il suffit de démontrer le 
résultat pour A. Lorsque A est un anneau de séries formelles sur un 
corps, ceci a été démontré au chapitre III (III, 2, 6) par la méthode 
de normalisation (l'hypothèse que [R :R^] est fini n'a été utilisée 
que plus tard). Soit alors A r = C [ [ X 4 , . . . , Xtf__4]], C étant un 
/?-anncau; si l'idéal premier p de A contient/?, il suffit de passer à 
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l'anneau quotient A/(/>), qui est d'égales caractéristiques; sinon 
on a p n G = ( o ) ; or, si R est le corps des fractions de G, et si 
A ' = R [ [ X 4 , . . . , X r f_4]], les formules p - > p A'et p ' - ^ p ' n A définis­
sent une correspondance biunivoque entre les idéaux p' de A' et les 
idéaux premiers p de A tels que p n C = (o); comme le résultat à 
démontrer s'applique à A', on peut faire passer par p une chaîne de 
longueur d — i d'idéaux premiers (p,) de A tels q u e p , n C = (o) ; 
on complète alors cette chaîne par l'idéal maximal m de A. 

COROLLAIRE 2. — Soit B un anneau local régulier et complet, 
dans le cas d'inégales caractéristiques. Il existe alors un sous-
anneau A de B, qui est un anneau de séries formelles sur un 
p-anneau de Cohen G de B, et tel que B = A [ # ] , x étant racine 
d'un polynôme unitaire irréductible x'• + a4 x'•" * + . . . + a^sur A, 
ou tous les a, appartiennent à l'idéal maximal m0 de A et où 
ak$VXl. 

Il existe un système régulier de paramètres (#4 , . . ., Xd) de B tel 
que l'idéal q = ( / ? , #2, . • . , Xd) soit primaire pour l'idéal maximal m 
deB( I I , 5, d)\ alors A = C[[#2< . . . , #< / ] ] est un anneau de séries 
formelles (II, 5, b). Si m0 est l'idéal maximal de A, on a q = Ht0B. 
Alors B/q est un A/ttt0-module de type fini et, si x'' est la plus petite 
puissance de x = Xi qui appartienne à q, les classes mod. q de 
1, x, . . ., x'*-1 forment une base de B/q sur A/m0. Donc (I, 6, e) 
(1 , x, . . ., x1'"1) est une base de B sur A, et l'on a B = A[#], où 
xk-\-aix

k-i-\-. . . + «* = o, avec a , $ A . On a a^ento pour tout « 
(sinon # A - / l €q , h étant le plus grand indice tel que ah^VX0). De 
aketal, on déduirait xK € Htq C Ht/?-}-H en posant fl=(ar9, ..., xd), 
c'est-à-dire #A€B/?# + H et x(xK~l — e/?)€H, contrairement au 
fait que H est premier et à la définition de k. L'irréductibilité du 
polynôme xh-{- a1a7/,~1 + . . . + a* se démontre alors par la méthode 
du critère d'Eisenstein ([77], §24) . 

Voici enfin une représentation d'un anneau local régulier et com­
plet comme quotient : 

PROPOSITION 2. — Un anneau local régulier et complet B, 
d'inégales caractéristiques et de dimension d, est isomorphe 
quotient d'un anneau de séries formelles à d variables S 
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p-anneau C, par un idéal premier principal engendré par un élé­
ment u de l'idéal maximal m de S tel que u ^ Ht2. 

Soient (Xi, ..., Xd) un système régulier de paramètres de B, C un 
/?-anneau de Cohen de B. On prend S = C [[X4 , . . ., X^]] (IV, 2, 
cor. du th. 2) . Le noyau p de l'homomorphisme canonique de S 

sur B est premier (II, 5, c) et tel que dim(S/p) = d. On a p € ?, Ax,, 

donc /?€ / j S X , + p, et p contient un élément u =p—^r,X, tel 

que u^VX, tt$tn2; comme u peut être inclus dans un s}stème régu­
lier de paramètres de S, l'idéal S u est premier (II, 5, e), donc P = SM, 
puisque dim (S/p) = rf(H, 4, prop. 2) . 

4. Applications : 

PROPOSITION 1. — Soient A un anneau local régulier complet 
et non ramifié, p un idéal premier ,dr A; alors \.v est un anneau 
local régulier non ramifié. 

Soient d = dim(A;, d — r = dim (A/p). Il s'agit de montrer que 
pAp peut être engendré par r éléments. Si, dans le cas d'inégales 
caractéristiques, on a />€P, on se ramène au cas d'égales caractéris­
tiques par réduction modp; nous supposerons donc/>$p dans le cas 
d'inégales caractéristiques. Il existe alors un système régulier de 
paramètres (uv, . . ., ua) de A tel que l'idéal (p, 1/,.+ 1, • • • , itd) soit 
primaire pour l'idéal maximal m de A, et que u,+l=p dans le cas 
d'inégales caractéristiques (IT, 5, d). Soit C un anneau de Cohen 
de A, Posons B = C[[ i / , + i, . . ., lia]]- Comme A/p est entier sur 
B/p n B (les idéaux engendrés par w,+.i, . . ., Ud étant primaires pour 
les idéaux maximaux de chacun), ils ont même dimension d — / ' (H, 
4, d, cor. de la prop. 2), et, comme dim (B) = d — /*, on a p n B = (o). 
Donc Av contient le corps des fractions R de B, ainsi que l'anneau 
de polynômes S = R [ ^ , . . ., u,]. On déduit, d'autre part, du fait 
que A/p est entier sur B, et engendré parles classes u,( 1 ^ i ^ r) des 
w,modp (I, 6, e), que l'on a A = p-\-B[ui, ..., w,]. En relevant les 
équations de dépendance intégrale des ut sur B, on obtient des élé­
ments at, . . ., ar de p tels que (ai, . . . , «,-, w,+i, . . ., ud) soit pri­
maire pour Ht (a, étant un polynôme unitaire de B[w,]). Si l'on pose 
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H = («i , . . . , a, ), on a aussi A = H + B [ M 4 , . . . , ur] (même raison­
nement que ci-dessus). On a donc 

\)cpcv-+-{h[uh . .,ur])r\y, d'où pApci> Av -4-(pApnS)Ap. 

Comme on a «, e S n p , on en déduit pAv = (pAp n S ) A v . Or pAp n S 
est un idéal premier de l'anneau de polynômes S = K [ H 4 , . . ., u,], 
et contient les /* éléments a, qui sont algébriquement indépendants 
sur R ; c'est donc un idéal premier de dimension zéro et est, par 
conséquent, engendré par r éléments ([91], p. 451, lemma 9), lesquels 
engendrent pAp. c. Q. F. D. 

Remarque. — Le théorème de transition (III, 3) montre que, si A 
est un anneau local régulier à noyau, et p un idéal premier de A, 
\ p est un anneau local régulier. On en déduit que, pour tout idéal 
premier H d'un anneau de polynômes R sur un corps, Ru est un anneau 
local régulier (considérer un idéal premier de dimension zéro de R 
contenant H). Entérines géométriques, toute variété (algébrique ou 
algébroïde) est sous-variété simple de l'espace linéaire ambiant. 

PROPOSITION 2. — Soient A un anneau local régulier de dimen­
sion d, et V = (ai7 ...,a,) un idéal de A tel que dim (A/H) = d — r; 
alors H est est un idéal équidimensionnel. 

On se ramène aussitôt au cas où A est complet, puis» à celui où A 
est complet et non ramifié (IV, 3, prop. 2) . Le théorème est évident 
pour r = o. Procédons alors par récurrence sur /\ Il s'agit de montrer 
qu'il n'existe pas d'idéal premier immergé p de V. Comme Ap est un 
anneau local régulier (prop. 1), nous sommes ramenés à montrer que, 
si r<d, l'idéal maximal m de \ n'est pas un idéal premier de H, 
c'est-à-dire que elHCH entraîne c€\*. Soi t t t = (a j , ...,ar-i); 
c'est, d'après l'hypothèse de récurrence, un idéal équidimensionnel 
tel que dim{A/u)=:rf — r + i. Soit (p,) la sous-famille des idéaux 
maximaux de celle des idéaux premiers de H et des idéaux premiers 
isolés de H ; les p, sont tous distincts de m. Il existe alors un système 
régulier de paramètres (u{, ...,iid) de A tel que ui^pl et que A / ^ ) 
soit non ramifié [ prendre un système régulier de paramètres 

/#l X(i\ avec Xd=p dans le cas d'inégales caractéristiques; 
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poser alors Uj = Xj (j^ 2) et Ui = x^ -f- V ctxm[t), où la somme est 

étendue aux indices i tels que ^ € p,, où xnx{l) $ p M et où e{ € I | p £ , 

c ,$p , . Si alors ctHCH, on a cifc4€H=:(u, ar), cui—rfar€tt, 

darG(U, Ui). Or «,. n'appartient à aucun idéal premier p de (tt, M4) 
[en effet d im(A/p)=:r f — r d'après l'hypothèse de récurrence 
appliquée à (tt, U 4 ) / ( M 4 ) , et p serait idéal premier isolé de A, 
contrairement au choix de u{]. D'où de(tl, ut), d — eu±en, et 
u± (c — ear) € H. Comme uv n'appartient à aucun idéal premier de H, 
on en déduit e — e a r € tt et e € tt. c. Q. F. D. 

Historique. — Les matières traitées dans ce chapitre sont dues à 
I. S. Cohen [20], qui a généralisé aux anneaux locaux complets les 
théorèmes de structure des anneaux complets de valuations discrètes, 
dus à Hasse-Schmidt [33], Tcichmuller [73] et Mac Lanc [5Q]. Son 
théorème d'équidimensionnalité (§4, prop. 2 ; th. 22 de [20], inspiré 
de celui de Macaulay ([49] et [77], §98), est la clef de l'interpréta­
tion de certaines multiplicités d'intersection comme longueurs 
d'idéaux (cf. II, 5, e). 

Notre exposé a suivi assez fidèlement celui de Cohen. La seule 
exception est que, suivant en cela une coutume mise à la mode par 
la Topologie algébrique, nous avons donné le rôle essentiel au théo­
rème de relèvement (§2) , qui ne joue chez Cohen qu'un rôle effacé 
(cor. 1 du th. 11). 

CHAPITRE V. 

ANNEAUX LOCAUX INTÉGRALEMENT CLOS ET FACTORIKLS. 

1. Quelques résultats sur les conducteurs. — a. Considérons la 
situation suivante : soient A un anneau d'intégrité intégralement clos, 
R son corps des fractions, Z une extension algébrique finie de R, 
et B l'anneau des éléments de Z qui sont entiers sur A. Supposons 
que, pour une base (zi) de Z sur R, il existe un élément non nul d 

de A tel que dB c ^ . Azt ; s'il en est ainsi pour une base de Z, la même 
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propriété est vraie pour toute base de Z. Un tel élément d existe 
lorsque B est un A-module de type fini; la réciproque est exacte 
lorsque A est noethérien. Si Z est séparable sur-R, et si les Zi sont 
entiers sur A, on peut prendre pour d le « discriminant » det (GJ(ZÎ))2, 

les Uj désignant les R-automorphismes de Z dans la clôture algé­
brique de R. Lorsque Z n'est pas séparable sur R, l'existence d'un 
« conducteur » d est assurée dans les cas suivants : 

i° A est un anneau de polynômes sur un corps R0 (car alors B est 
engendré sur R0 par un nombre fini d'éléments; cf. [66], remarque 
p. 364); 

2° L'anneau Ap~l de R ? - 1 est un A-module de type fini, p dési­
gnant l'exposant caractéristique de R (cf. [77], §101, ou [42], 
n° 35). 

b. Soient alors L une extension quelconque de R, et ZL l'algèbre 
obtenue par extension à L du corps de base R de Z. Supposons que À 
soit contenu dans un anneau intégralement clos Ai dont L soit le 
corps des fractions ; et considérons l'anneau B4 des éléments de ZL 

qui sont entiers sur A4. Étudions d'abord le cas où Z est séparable; 
nous pouvons, sans inconvénient, supposer Z galoisien. Alors les 
R-automorphismes 07 de Z se prolongent par linéarité en des L-auto-
morphismes de <ry de ZL. Soit 1(3,) une base de Z, et soit 

6 = Y f l ^ ( a / € L ) 
i 

un élément de B4 ; on en déduit crj(b) =^a,(Tj(zl); en supposant 

les zt entiers sur A, et donc sur A4, on en déduit que det (arJ(zl))ak 

est entier sur A4 ; donc, en posant d— det(<7J(zl))
2, on voit que 

dak € A4 pour tout A ; on a, par conséquent, dB± c 2 ^*zi a v e c ^ € A. 
i 

Ceci montre d'ailleurs que ZL n'a pas d'éléments nilpotents; en 
effet un tel élément est entier sur A4, mais n'a pas de « dénomina­
teur » d € A lorsque A ?é R. 

c. Étudions maintenant le cas où Z n'est pas séparable sur R. 
Nous supposerons alors que L est séparable sur R. On peut, sans 
inconvénient, supposer Z normale ; il existe alors une sous-extension 
radicielle R de Z telle que Z soit galoisienne sur R([8] , chap. V, § 10, 
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prop. 14). Alors ( [7] , §2) ZL est, en tant qu'anneau, isomorphe àL z , 
c'est-à-dire à ( L R ) Z = (LR)(g)RZ, Comme L est séparable, et donc 
linéairement disjointe de R sur R, LR est un corps, radiciel sur L. 
Soit alors C l'anneau des éléments de R qui sont entiers sur A; c'est 
l'ensemble des racines /?*/ièmes d'éléments de A contenues dans R. 
puisque A est intégralement clos; et C est lui-même intégralement 
clos. Considérons alors Z comme extension de R, prenons une base 
(z't) de Z sur R composée d'éléments entiers sur A, et désignons par 
Ci l'anneau des éléments de LRqui sont entiers sur AL; il existe alors 

(V, 1, b) un élément non nul d' de R tel que d'Bi c ^z'tCi. 
i 

d. Nous supposerons alors que A est un noyau (III, 2) et que Ai 

est le complété A de A. Dans ce cas, L est bien séparable 
sur R (III, 3) . Nous pouvons, sans inconvénient, supposer 
que R = K.p~e. Alors, comme 

C4 n'est autre que l'anneau 

KT*((*r*. • • •> *KT'))[H£i> • • •> *TM]i 

puisque ce dernier est un anneau intégralement clos, entier sur A, et 
de corps des fractions Iy ; _ e = L(K^~'); au moyen d'une base de R^~e 

sur R0 (qui est finie d'après l'hypothèse faite sur les noyaux), et de 
monômes en les x,n+i, on construit une base (z") de CL considéré 
comme A-module. On a alors C t -=2^z] » comme il existe $ € R tel 

J 

que Û C B I C Y : ; C4(V, 1, c), on a d'B4 c V ^ ^ J Â , (z\z"f) étant une 

base de Z sur R. On peut, sans inconvénient, supposer que 
l'élément rf'^R est entier sur A; en posant alors d = d'p% on a 
a fortiori dBt c £,z\ z] A, avec dç A. D'où le résultat suivant : 

PROPOSITION 1. — Soient A un noyau, R son corps des fractions, 

Z une extension algébrique finie de K., lu le corps des fractions du 

complété A de A, et B4 Vanneau des éléments de l'algèbre ZL qui 

sont entiers sur A. Alors, pour toute base (z/x) de Z sur K, il existe 

un élément non nul d de A tel que dBi c ^ . A ^ -
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COROLLAIRE 1. — Soient B un anneau à noyau sans diviseurs de 

zéro, B son complété et B4 la clôture, intégrale de 6 ; il existe alors 

un élément non nul d d e B tel que dB 4 c B. 

On prend, en effet, pour A un noyau de B, pour (zk) une base du 
corps des fractions Z de B sur le corps des fractions R de A telle 
que zk € B. Alors* ZL est l'anneau des fractions de Ê, et la proposition 1 
montre que l'on peut prendre d dans A. 

On retrouve, en particulier, le fait que B n'a pas d'éléments 
nilpotents (cf. V, 1, b et III, 3). 

COROLLAIRE- 2. — La clôture intégrale d'un anneau local 
géométrique est un B-module de type fini. 

2. Théorème d'irréductibilité et de normalité analytiques : 

THÉORÈME. 1. — Soit B un anneau à noyau, sans diviseurs de 

zéro et intégralement clos. Alors son complété B est un anneau 

d'intégrité intégralement clos. 

Soit d un élément non nul de B tel que dBi c Ê , B4 désignant la 

clôture intégrale de B (V, 1, d, cor. I de la prop. 1). Comme B est 

intégralement clos, l'idéal principal Bd est intersection de puissances 

symboliques d'idéaux premiers minimaux, soient p\s[i)) ( [42], n°37) . 

Soient p,7 les idéaux premiers de Êp, dans Ê. Comme B/p, est un 

anneau à noyau, on a Êp, = ^ ^ p , 7 , toutes ces composantes étant 

isolées (III, 2, a et III, 3, cor. 1). Considérons un des p,, soit p, et 

un des p*7, soit p. L'anneau de fractions Bp est un anneau intégra­

lement clos de dimension i, donc un anneau de valuation discrète. 

Formons Êp ; soit « e p , a $ p ( , ) ; il existe cet, e ^ p tel que cp c Êa 

(prendre c = xy, où xe(Ba:$), x$V, et où y$V est élément de 

Tinterscction des idéaux premiers de Êp distincts de p) . Si cp est 

l'application canonique de B dans B~, l'idéal maximal pÊ~ de É" est 

donc engendré par cp(«); ceci montre que Êp est l'anneau d'une 

valuation discrète v, et aussi que le noyau de cp est un idéal premier 
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de (o) dans Ê <p(o) est d'ailleurs égal à ^ | P ( / l ) , et c'est le seul 
L n 

idéal premier de (o) contenu dansp ; cf. I, 4, d\. On a, par 

conséquent, Bp\n) = f^V1^ en vertu du théorème de transition (III, 3) 
/ 

et de l'équidimensionnalité de l'anneau à noyau B /Bp^ (III, 2, a), et 

donc Ê d = f \ p}î(l,î d'après le théorème des intersections d'idéaux 

(I, 3, prop. 3) . Notons wtJ l'application composée ^/7ocp, où v(J est la 
valuation définie par B~ . Pour tout £ € B 4 , on a w,j(z) ^ o , 
d'où w,j(dz)^wlj(d)m, comme dzçB, ceci implique dz^^\fl)), 
puisque wtJ(d) = s(i). On a donc dz^Bd, et il existe ^ ' ^ B t c l 
que d(z — z!) = o. Comme l'élément d de B n'est pas diviseur de 
zéro dans Ê, ni dans BL (I, 3, cor. 1 de la prop. 1), on a z = z', et B 
est intégralement clos. Or un anneau local A intégralement clos 
(dans son anneau des fractions S), et sans élément nilpotent, est un 
anneau d'intégrité (sinon S serait composé direct de plusieurs corps, 
et contiendrait un idempotent e distinct de o et i ; comme e2 — e = o, 
e est entier sur A, d'où e € A, contrairement au fait que e et i — e ne 
sont pas inversibles). Donc B est un anneau d'intégrité intégralement 
clos. 

Remarque. — On peut établir les propriétés des p,-y sans utiliser 
les résultats du chapitre III (cf. [95], I ) . 

COROLLAIRE. — Soient B un anneau à noyau sans diviseurs de 

zéro, B son complété, B' et ( Ê ) ' leurs clôtures intégrales. Alors B' 

est un anneau semi-local, dont le complété est ( B )'. 

En effet, B' est extension finie de B (V, 1, d, cor. 2 de la prop. 1), 
et donc un anneau semi-local (I, 6, / ) . Il existe c non nul dans B tel 
que e B ' c B (V, 1, cor. 2 ) ; on en déduit e ( Ê ' ) c Ê , donc (Ê ' ) est un 
sous-anneau de (B) ' . Enfin les anneaux locaux dont (Ê ' ) est composé 
direct sont les complétés des anneaux B'm , les Ht, désignant les idéaux 
maximaux de B' (I, 5, remarque au cor. 2 ) ; ils sont intégralement 
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clos d'après le théorème 1; par conséquent, (Ê ' ) est intégralement 

clos et donc identique à (Ê) ' . 

Remarque. — Si A est un anneau local dont le complété A est 

intégralement clos, A est lui-même intégralement clos (en effet, si S 

désigne l'anneau des fractions de A, on a À n S = A puisque, pour 

tout « € A, on a Aa n A = ACT). 

3. Anneaux locaux factoriels. — Rappelons qu'un anneau A est 
dit factoriel s'il est anneau d'intégrité et si tout élément de A se met, 
et de façon unique, sous forme d'un produit d'éléments irréductibles 
(à un élément inversible près). Il revient au même de dire que A est 
un anneau d'intégrité et que tout idéal premier minimal de A est 
principal, ou encore que tout idéal engendré par un élément 
irréductible est premier. 

LEMME (« Vorbereitungssatz »). — Soient A un anneau local 
complet d'idéal maximal VX, B l]anneau de séries formelles A[[X]] , 
/ un élément de B n'appartenant pas à HtB ; si 6jXJ est le terme de 
plus bas degré de f tel que bs$m, on a, pour tout zçB, 

s 

z — uf-\-q, où u est inversible dans B, et où q =?^,-XS 

avec a , € A. 

La condition / $ H t B veut dire que l'idéal B / + B n t e s t primaire 
pour l'idéal maximal HtB + XB de B. L'anneau A [ [ / ] ] a pour idéal 
maximal ( / , m), et a même corps résiduel A/m que A et B. 
Gomme B / ( B / + B m ) a pour base sur A/m les classes de 
i, X, . . . , X y _ d , ( i , X, . . . , X*-1) c§t un système de générateurs 

s — l 

de B sur A [ [ / ] ] (I, 6, e). Ou a donc B = / B + 2 A X « . On en 
0 

A — 1 

déduit bsX
A= ^ / - j - V e z X £ ( e , € A) et, par réduction modm, on voit 

.que v est inversible dans B (son terme constant étant d'ailleurs 
s 

dans i + ttl). En posant Q = ^ A X 1 , et en désignant par U 
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l'ensemble des éléments inversibles de B, on a donc o € U / - f - Q , 
d'où Q c U / H - Q . Comme B = B / - f - Q , on a, pour tout s e B , 
soit z == M / + q, avec u € U et q € Q, soit z = mf-\- q, avec w €Ht; 
dans ce dernier cas, on écrit q = u'f-\-q\ avec « ' e U et g r ' ^Q; 
d'où .r = (/?i + */')/-+- 7', où /?i + M' € U. 

THÉORÈME 2. — £/>* anneau local régulier, complet et non 
ramifié (IV, 3) est un anneau factoriel. 

Nous procéderons par récurrence sur la dimension n de B; le 
théorème est évident pour n = 1, B étant alors l'anneau d'une 
valuation discrète. Soit / un élément irréductible de B; on va 
montrer que l'idéal B / e s t premier. Si ( / ) = (p) (p, caractéristique 
du corps résiduel), l'idéal ( / ) est premier. Sinon, il existe un 
système régulier de paramètres (x, u2, . . ., un) de B tel que u* = p 
dans le cas d'inégales caractéristiques, et que ( / , w2? • • -i Un) $°il 
un système de paramètres de B (II, 5, d). Soit C un anneau de 
Cohen (IV, 2) de B et soit A = C[[&2, . . ., ««]]; c'est un anneau 
factoriel d'après l'hypothèse de récurrence ; comme on a B = 4 L [ [ # ] ] , 

on peut appliquer le lemme. En vertu de celui-ci, on a B = B/-f- A[x] 
et les anneaux B / B / et A[x]/(B fr\A[#]) sont canoniquement 
isomorphes. Or le lemme montre qu'il existe un polynôme unitaire 
et de degré s, g GA[X] tel que B / = B ^ (y faire z = o). G o m m e / 
est irréductible, il en est de même de g; étant donné que l'anneau de 
polynômes A [x] est factoriel, £"A[#] est un idéal premier. Or 
l'idéal (g, x) de A[x] est distinct de A[x] puisque g n'est pas 
inversible; donc (I, 1, c), l'idéal g*A[#] est fermé pour la topologie 
(#A[#])-adique; par conséquent, B / n A[x] = g A[x] et B / e s t 
premier, puisque B/B/e t A[^r] /^A[^] sont isomorphes. 

c . Q. F. D. 

COROLLAIRE. — Pour qu'un anneau local régulier non ramifié B 
soit factoriel, il faut et il suffit que tout idéal premier minimal 
de B soit analytiquement équidimensionnel. 

Soit p un idéal premier minimal de B. Si B est factoriel, p est 
principal et Bp est équidimensionnel. Si, réciproquement, Bp est 
équidimensionnel, c'est une intersection de puissances d'idéaux 
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premiers principaux de B, puisque B est factoriel; on a donc 
Êp = Ê « ( « € B ) . Si (a) est une base de p, on en déduit a = 2c;6/ 
etci=adi(bi, diSÈ); d'où a(\ — 26/d/) = o; alors l'un au moins 
des bidi est inversible, par exemple 64d4, et l'on a p = Bc4 ; ceci 
montre que B est factoriel. 

On en déduit que l'anneau local régulier non ramifié B est factoriel 
dans les deux cas suivants : 

i° B est un anneau à noyau (III, 2, a); 

2? B est de dimension 2 [en effet l'idéal maximal de B ne peut être 

un idéal premier de Bp (I, 3, cor. 2 de la prop. 1)J. 

Remarque. — Il existe des anneaux locaux factoriels qui ne sont 
pas réguliers. Soit A l'anneau local d'un point P sur une variété Vrf 

(algébrique ou algébroïde). Les idéaux premiers minimaux de A 
correspondent aux sous-variétés de dimension d — 1 passant par P ; 
dire que l'un d'eux est principal revient à dire que la sous-variété 
correspondante Wdi est, localement en P, intersection complète 
de V et d'une hypersurface de l'espace. Or il existe des variétés 
projectives Q' dont toutes les sous-variétés de dimension r — 1 sont 
(globalement) des intersections complètes, et qui ne sont pas 
linéaires (un exemple, où la vérification se fait par un calcul 
élémentaire, est celui des hyperquadriques non singulières de 
l'espace projectif à quatre dimensions; d'autres exemples demandent 
une vérification algébro-géométrique plus délicate : surfaces géné­
riques d'ordre > 4 de l'espace ordinaire [53], hypersurfaces non 
singulières d'un espace projectif de dimension ^ 4 [67], grassman-
niennes [68]). On prend alors pour \r+* un cône projectant Q, et 
pour P son sommet (on vérifie en effet que, pour toute W ' de V, il 
existe un diviseur X'" formé de cônes de sommet P tel que W — X 
soit intersection complète en P [ 6 2 ] ; comme X est intersection 
complète, il en est de même de W ) . 

Historique. — Le théorème du paragraphe 2 est dû à 
Zariski ([95] pour l'irréductibilité analytique des variétés normales; 
[98] pour le complément de normalité analytique) Nous avons 
ajouté le paragraphe 1 afin de lever les hypothèses de séparabilité 
faites dans [98]. Le théorème d'unique factorisation (th. 2) , sous 
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cette forme, est dû à Cohen ([20] , th. 18); pour les anneaux de 
séries formelles sur un corps infini, il remonte à Rrull. Quant au 
« Vorbereitungssatz », c'est essentiellement un résultat fort 
ancien (cf. [42], n° 9 ) ; la forme sous laquelle il est énoncé ici 
nous a été suggérée oralement par H.. Cartan. 

Divers problèmes restent ouverts sur les anneaux locaux factoriels : 
que peut-on dire du complété d'un anneau local factoriel ? Y a-t-il 
des anneaux locaux réguliers non complets qui ne sont pas factoriels 
(cf. cor. du th. 2 )? Un anneau local régulier, complet et ramifié 
est-il factoriel (il suffit de regarder le cas où ce n'est pas un anneau 
de séries formelles sur un anneau complet de valuation discrète; 
cf. [20], cor. du th. 18)? 

CHAPITRE VI. 

QUESTIONS DIVERSES. 

1. Produits tensoriels d'anneaux Ht-adiques. — a. Soient A et A' 
des anneaux Ht-adique et Ht'-adique. Nous supposerons pour simplifier 
qu'ils contiennent un même corps R. Sur leur produit tensoriel A 0 A ' 
(sur R ) , il est naturel de considérer la topologie définie par les 
puissances de l'idéal Ht(g)A'+ A(g)m'. Cependant, ce procédé direct 
a les inconvénients suivants : 

i° Il n'est pas évident que l'on ait Ç^ (Ht(g)A'-h A(g)Ht')"= (o) 

(nous le démontrerons cependant plus loin); 
2° Lorsque A et A' sont des anneaux de Zariski (I, 1, c), A(g)A' 

ne l'est pas forcément. Par exemple, dans R [ [ X ] ] 0 R [ [ Y ] ] , 

l'élément i — X Y n'a pas d'inverse f si I / ( I — XY) était de la 

n 

forme Vs , - (X) £/(Y), Si et u étant des séries formelles, on peut 

montrer qu'il serait aussi de la forme j ? / ; ( X ) £ v ( Y ) , /,• et gi étant 
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n 

des fractions rationnelles; et l'on voit, en mettant ^ / ( X ) ^ j ( Y ) 

sous forme réduite, que c'est impossible •> 
3° Le même exemple montre que, même si A et A' sont complets, 

A(g)A' peut n'être pas complet; 
4° Il y a enfin la question de savoir si A 0 A ' est noethérien, 

question que nous n'aborderons pas. 

b. La situation étant celle décrite en a, nous considérerons 
l'algèbre Cn, produit tensoriel au sens ordinaire ( [ 7 ] , § 3) de A/Ht'1 

et A'/m'71. Pour tout n, il existe un homomorphisme canonique cp„ 
de Cn sur C„_4 (qui est le produit tensoriel des homomorphismes 
canoniques de A/nt" sur A/Ht"-1 et de A'/m'71 sur A'/m'"-1). Nous 
noterons B la limite projective des C,, pour les homomorphismes cpn, 
c'est-à-dire l'ensemble des suites (cn) (cn € Cn) telles que e«_i = cpn (c„). 
Comme la famille d'indices est une suite dénombrable, il existe des 
homomorphismes canoniques pn de B sur les C„, compatibles avec 
les cpn. Nous appellerons B le produit tensoriel complété de A et A', 
et nous le noterons A(g)A\ Cet anneau a les propriétés suivantes : 

i° Il contient des sous-algèbres canoniquement isomorphes à A 
et A', que nous identifierons à celles-ci [si aeA, on considère sa 
classe cn(a) modulo Ht"; alors cn(a)eCn et la suite (cn(a)) est 
élément de B]. Dans B, les sous-algèbres A et A' sont linéairement 

disjointes ( [7] , § 3). [Soit (at) une famille finie d'éléments de A 

linéairement indépendants sur R, et soit V l'espace vectoriel 

engendré par les «/; comme ^ H t " — (o), les sous-espaces H f n V 
n 

sont réduits à (o) à partir d'un certain indice nQ; alors les 

classes pn(a>i) des ah modm« sont linéairement indépendantes 

pour n^n0; donc, de ^àaia't = o(a'l eA!), on déduit, pour 

n^n0, ^àPn(ai)pn(ai) = o et pn(a\)^o puisque Cn est un 

produit tensoriel; d'où a't €Ht'" pour tout / i ^ nG et a\ = o . Ceci 
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montre que A 0 A ' contient le produit tensoriel ordinaire A(g)A'; 

2° Considérons les idéaux (Bnt -f- Bm')" de B. Comme (Bm -f- Bm')-" 
est contenu dans Bnt"-f-Bm'" qui est le noyau de pn, on a 

I l (Bm-f- B H I ' ) " ^ : ( O ) . La topologie définie par les puissances 
n 

de Bm -f- Bm' est donc séparée. Comme elle est aussi définie par les 
idéaux Bttt"-{- Bm'", et que B est la limite projective des Cn, B est un 
anneau complet. Comme A(^)A' est dense dans B (appliquer pn), 
B est le complété de A(££)A' pour la topologie (séparée; cf. VI, 1, a, 1) 
définie par les idéaux ( n t 0 A ' + A(££)Ht')" ; ceci caractérise 
l'anneau B. En particulier, B ne dépend pas du choix des idéaux Ht 
et m' dont les puissances définissent la topologie de A. 

c. L'idéal Bm + Bm' a une base finie. Donc, si B/(Bm + Bm') 
(qui est isomorphe à (A/m) (g) (A'/m')) est noethérien, l'anneau B est 
noethérien puisqu'il est complet (II, 1, g, cor. de la prop. 1). 
Comme A/m et A'/m' sont nœthéricns, ceci a lieu lorsque l'un 
d'eux est engendré sur R par un nombre fini d'éléments [car 
alors (A/ttt)(^)(A'/m') est un quotient d'un anneau de polynômes sur 
l 'autre]. En particulier, lorsque A/m et A'/m' sont des algèbres de 
dimension finie sur R, ou lorsque A/ltt est une algèbre de dimension 
finie sur R et A'/m' un surcorps quelconque de R, B est un anneau 
semi-local (I, 1, / ) • 

d. PKOPOSITION 1. — Soient A et A! deux anneaux locaux, H et H' 
des idéaux primaires pour les idéaux maximaux m et Ht' de A 
et A', et B le produit tensoriel complété de A et A! sur un corps R 
sur lequel A/Ht et A'/m' sont finis. Si (A/ltt) 0 (A'/m') est un corps, 
B est un anneau local, Bn -f- Bu' est un idéal primaire pour l'idéal 
maximal Bm -f- Bm' de B, et l'on a dimB = dim A -f- dimA' et 
<?(Bu + Bu') = e(H)e(H'). 

Soient f{i) et g(j) les longueurs des modules H'/u^1 et U^/H'-^1 ; 
si d et d' sont les dimensions de A et A', f(i) ctg(j) sont, pour i e t / 
assez grands, des polynômes de termes dominants e(u)id~ i j(d1—i) ! 
et e(^)jd''~y\(d1—i) ! (II, 5) . Les dimensions sur R de ces modules 
sont, cn notant r et iJ les dimensions sur R de A/m et A'/m', rf(i) 
et r'g(j). Comme 

(Bo H- BD')" = Bu"-f- Bo»-»1)'-+-.. .-t- Bu»'"-1-*- B»'", 
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la dimension sur R de B/(Bu H- Bu')ra est égale à V rr'f(i) g(j) : 

on le voit en se plaçant dans B/(Bu"-f-Bu'") qui est produit 
tensoriel de A/U" et A'/u'". Comme la dimension sur R du corps 
résiduel B/(Bm + Bm') est rrf, la longueur de B/(Bu + Bu')" 

e s t £J f(i)ë(j)- Or Ie terme dominant de cette somme est le 

même que celui de la somme e (u )e (u ' ) V [ ^ J " ) \ ~ / _ ~ ) i 

ce dernier se calcule aussitôt en considérant, à la place de A, A', U 
et H', les anneaux de séries formelles à d et d1 variables sur R-
et leurs idéaux maximaux : ce terme dominant est celui 

d e e ( u ) e ( H ' ) ( r f J ^ , J / l ) et il vaut e(v)e(*')nd+*'ftd-h d!) !; ceci 

démontre nos assertions. 

Remarque. — Lorsque B n'est pas un anneau local [ce qui 
a lieu quand (A/m) (g) (A'/m') a plusieurs idéaux premiers], 
des exemples simples (E[[X]] (g)F , E et F étant des extensions 
algébriques isomorphes de R ) montrent que l'on peut avoir 
e(Bu + Bu') yé. e (u) e(u ') . Cependant, comme 

2 /(0*C/)^L(B/(BoH-Bo')»)^dimK(B/(Bo-hBp') , l\ 

le calcul précédent montre que, si A et A' sont des anneaux semi-
locaux et R un corps sur lequel A/u et A'/u' sont finis, la 
relation dim B = dim A -f- dim A' reste vraie, et que l'on a 
e(Bu + B u ' ) ^ e ( H ) e ( u ' ) . 

e. PROPOSITION 2. — Soient A et A' deux anneaux VX-adique 

et xd-adique et B = A 0 A ' . Si U et u' sont deux idéaux fermés 

quelconques deAetA!, on a (Bu + Bu') n A = u, (Bu 4- Bu') n A ' = u', 

et B/(Bu + Bu') est isomorphe à (A/u)<gj(A'/u'). 

Soit B4 le produit tensoriel ordinaire A(g)A', considéré comme 
sous-anneau partout dense de B. D'après [7] (§ 3, prop. 1), il existe 
un isomorphisme canonique u de B4/(B4U -t- B4u') sur (A/u) (g) (A'/u'). 
Comme (A/u)(g)(A'/u') est séparé (VI, 1, b, 2) , B4u + B4u'est un 

MEMORIAL DBS SC. MATH. — n* 123. 
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idéal fermé de B4 . On a donc (Bu -h Bu ' )nB 4 = B4U + B4H'r 
puisque Bu + Bu' est l'adhérence de B4U-f-B4u' dans B. Par 
conséquent, B/(Bu + Bu') est le complété de B4/(B4U + B 4u') ; et 
l'isomorphisme u, qui est continu, se prolonge en un isomorphisme u 
de B/(BU + Bu') sur (A/u) (g) (A'/u'). La considération de u démontre 
alors aussitôt les deux premières assertions. 

Sur les produits tensoriels d'anneaux locaux, voir [16] (I, 3) (où 
la notion introduite équivaut à celle du texte), [18] (App.) et [63] 
(ch. II, § 5) . La notion a été introduite en vue de l'étude locale des 
produits de variétés algébriques et algébroïdes. 

2. Sous-espaces topologiques. — Soient A un anneau Ht-adique 
semi-local, B un anneau (HtB)-adique contenant A. Comme 
1H"cm"BnA, la topologie m-adique de A est plus fine que la 
topologie induite sur A par celle de B. Désignons par cp l'isomor­
phisme canonique de A dans B; comme cp est continu, il se prolonge 
en un homomorphisme cp du complété A dans le complété B. 

PROPOSITION. — Pour que A soit un sous-espace de B, il faut et 

il suffit que Vhomomorphisme cp soit un isomorphisme de A 

dans B. 

Si cp est un isomorphisme, A s'identifie à un sous-anneau de B et, 

comme A ( l f l B n A) = (o), A est un sous-espace de B en vertu 

de (I, 3, cor. 1 de la prop. 2) . Si, réciproquement, A est un 

sous-espace de B, A s'identifie à un sous-espace de B. 
Un cas intéressant d'application de la proposition est le 

suivant [96] : A est un anneau local analytiquement irréductible et 
l'on sait, par ailleurs, que la dimension de <p(A) est égale à celle 
de A et A (II, 4, prop. 2) . Dans [96], B est l'anneau d'une valuation 
discrète v du corps des fractions de A, et le corps des valeurs de v 
est une extension de A/m dont le degré de transcendance est égal 
à dim A — i; alors la vérification du fait que dim(cp(A)) = dim A se 
fait en utilisant les théorèmes de structure des anneaux locaux 
complets (IV; 1, th. 1 et 2, th. 2) . 
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Remarques. — i° Le résultat précédent a d'importantes appli­
cations géométriques [96], [18] ; 

2° Une méthode analogue de passage au complété permet de 
démontrer le résultat suivant : si A est un anneau local analy­
tiquement irréductible d'idéal maximal m, et si p est un idéal 
premier de A, la puissance symbolique p ^ est contenue dans VXA(n), 

où s(n) tend vers l'infini avec n [93] on considère un idéal premier 

isolé p de Ap; on remarque que Âp<") cp ( / î ) , puisque p n A = p 

(I, 3, cor. 2 de la prop. 1), et que ^ p < " ) = ( o ) , puisque A est un 

anneau d'intégrité (théorème de Rrull, I, prop. 1 ) ; on conclut 

encore au moyen de I, 3, prop. 2 I. 

3. Le passage du local au global. — Dans de nombreux cas, en 
particulier en Géométrie algébrique, on étudie un anneau A de 
fonctions d'un certain type, définies sur un ensemble V, et tel que 
tout idéal maximal m de A soit l'idéal des fonctions s'annulant en un 
certain point P de V. Les propriétés « locales » de V au voisinage 
de P sont, par définition, décrites par l'anneau de fractions Am (I, 4) . 
Si b est un idéal de A, l'idéal bAm est appelé l'idéal local de b en P . 
Les mêmes définitions s'appliquent aux « sous-variétés » de V, si.l'on 
suppose celles-ci en correspondance biunivoque avec les idéaux 
premiers de A. 

PROPOSITION. — Si une fonction a G A est telle que son image 
canonique pm(a) dans Am (I, 4, b) appartienne à l'idéal local bAm 

en tout point de V, alors a € b. 

La classe pm(a) est la classe de a modulo l'idéal H(m) des 
éléments x de A tels que xs^o pour certain s^VX. L'hypothèse 
veut dire qu'il existe s'm$VX et b'm dans b tels que s'ma — b'm = tt(Ht); 
ce qui, par multiplication par un élément convenable du complément 
de m, s'écrit aussi sma — bm= o(sm$VX, 6 m e b ) . Comme l'idéal 
de A engendré par les sm n'est contenu dans aucun idéal maximal, il 
existe des tm dans A, nuls sauf un nombre fini, et tels que lsmtm= i 
(« partition de l'unité »). Alors a = ltmbm € b. 
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Oh déduit, par exemple, de la proposition que, si tous les Am sont 
intégralement clos, il en est de même de A : si y\x (x non diviseur 
de zéro) est entier sur A, pm(x) n'est pas diviseur de zéro dans A:n 

[sinon x le serait dans A, d'après la définition de n(Ht)]; alors 
p>n(y)lpm(x) est entier sur Am et pm(y)exAm pour tout m; 
d ' o ù / € Ax. 

Remarques. — i° En Géométrie algébrique, ceci veut dire qu'une 
variété normale en tout point (et en particulier non singulière) est 
localement normale (c'est-à-dire a son anneau de coordonnées affines 
intégralement clos). La conclusion que A est intégralement clos ne 
subsiste pas si l'on suppose seulement Ap intégralement clos pour 
tout idéal premier minimal p de A [il existe des variétés non locat-
lement normales de dimension r sans singularités en dimension r — i, 
par exemple le cône de point générique (uk, uzv, uv*, P 4 ) ] . 

2° Contrairement à la propriété d'être intégralement clos, celle 
d'être un anneau factoriel ne subsiste pas « par passage du local au 
global » ; il suffit de considérer un anneau non principal d'entiers 
algébriques. Il en est de même de la propriété d'être un anneau 
noethérien : on prend un corps algébriquement clos R de caracté­
ristique ^ 2, et l'anneau 

A = K[^!, #2) . . . , xn, . . . , i/a?i, . . . , i\xn, ...], où X\ = xn-î; 

tout idéal premier non nul p de A est de la forme (x^-r-a^, . . ., 
xn—#/ÎJ • • •) ' 0 Q # i € K , aiyéo et où a^= a7l_4; un tel idéal n'a 
pas de base finie (considérer p n R [ # n , ijxn]); mais Ap est l'anneau 
d'une valuation discrète, car pAp est engendré par #4 — a4 (en 
effet xn—an.= (xn-i — an_i)l(xn+an), et Ton a xn-\-an^, 
sinon 2 a r t € P , contrairement au fait que an^ o et que R n'est pas 
de caractéristique 2). 
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