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ALGEBRE LOCALE

Par Pierre SAMUEL

INTRODUCTION

Nous entendrons par « Algebre locale » le corps de doctrines algé-
briques qui s’est développé afin de rendre possible 'étude d’une
variété algébrique ou analytique au voisinage d’un point. Lorsqu’on
quitte le corps des nombres complexes pour des corps de base plus
généraux, la notion topologique de voisinage d’un point perd son
sens, mais il reste & notre disposition un certain nombre de situations
algebriques, dont la théorie constituera, par définition, « l'étude
locale de la variété V au voisinage du point P ». Grosso modo, on
considére d’abord I'anneau A des fonctions (rationnelles ou méro-
morphes, selon le cas) sur V qui ne sont pas infinies en P (c’est un
anneau local). Sur le corps des nombres complexes, chacune de ces
fonctions admet un développement en série de Taylor au voisinage
de P, et il est naturel de considérer I’anneau de toutes les séries de
Taylor convergentes; mais, par bonheur pour les généralisations &
un corps de base quelconque, le fait, pour une série de puissances,
de converger dans un voisinage de P, n'a aucune espéce d’impor-
tance, au moins dans les questions locales. On introduit donc une
sorte d’anneau de séries formelles contenant A (I'anneau local com-
plété de A), dont la formation a partir de A est possible sur tout
corps de base.

On rejoint ici un autre courant d’idées, celui des développements
p-adiques des nombres entiers, ct des corps et anneaux p-adiques.
LA aussi on est dans la situation « anneau local-anneau local com-
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2 P. SAMUEL.

plété ». Et I'Algebre locale va contenir I'étude des anneaux p-adiques
comme cas particulier.

D’autre part, I'étude d'un nombre fini de points d’une variété a
amené les algébristes & considérer certains anneaux, plus généraux
que les anneaux locaux, appelés « anneaux semi-locaux ». Si 'on
veut aller plus loin, par exemple pour I'étude d’une variété V en tous
les points d’une sous-variété W, s’introduisent des anneaux naturel-
lement munis d’une topologie définie par les puissances d’un idéal
(« anneaux m-adiques ») qui généralisent encore les anneaux semi-
locaux.

L’étude des anneaux locaux, semi-locaux et W-adiques a constitug,
depuis une quinzaine d’années, un des secteurs les plus actifs de
I'Algtbre commutative. Si 1'étude d’anneaux locaux particuliers
(p-adiques, séries formelles) remonte a Hensel et Hilbert, c’est en 1938
que Krull [43] entreprit I'étude systématique des anneaux locaux.
Ceun-ci furent aussitot utilisés par Zariski dans ses beaux Mémoires
de Géométrie algébrique et son ¢leve I. S. Cohen élucida, vers 1943,
la structure des anneaux locaux complets [20]. Simultanément,
Chevabley développa beaucoup cette théorie, qui devait lui servir de
base a celle des multiplicités d’intersection des variétés Jalgébriques
et algébroides [16], et introduisit les anneaux semi-locaux [18].
En 1946, enfin, Zariski dégagea la notion d’anneau m-adique [93],
comme préliminaire nécessaire & sa démonstration du principe de
dégénérescence. Depuis cette époque, la théorie a regu divers perfec-
tionnements.

Le but de cet Ouvrage est de donner un compte rendu aussi com-
plet que possible de la théorie des anneaux locaux et de leurs géné-
ralisations. Cependant, nous avons laissé de coté les anneaux p-adiques
et les anneaux de séries formelles a une variable ; ce sont 13, en effet,
des « anneaux locaux de dimension 1 », pour lesquels une grande
partie des résultats démontrés ici sont triviaux et dont I’étude arith-
métique fine (par exemple au moyen des valuations) n’a pas d’ana-
logue pour les anneaux de dimension supérieure. Nous nous sommes
donc borné, en général, aux propriétés valables pour les anneaux de
dimension quelconque. Faute de place, nous avons renoncé a inclure
les applications géométriques (points simples, multiplicités d’inter-
section), pour lesquelles nous renvoyons le lecteur aux Mémoires

originaux [16], [84], [63].
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Nous énumérerons plus loin les connaissances préliminaires
qu’exige la lecture de cet Ouvrage. Comme il est coutumier dans la
collection du « Mémorial », les démonsirations ont été souvent
réduites & leur plus simple expression; il est cependant espéré qu'un
lecteur attentif et quelque peu coutumicr des anneaux commutatifs,
n'aura pas de difficulté a les suivre. Nous avons, naturellement,
donné plus de détails dans les démonstrations publiées ici pour la
premiére fois (au moins sous cette forme), que dans celles de résul-
tats que l'on peut trouver textuellement dans les Mémoires originaux ;
dans ce cas, un numéro entre crochets ([B4], par exemple) réfere a
la bibliographie. Seuls, certains résultats importants ont été érigés
en propositions ou théorémes. Mais, afin de faciliter les références,
les paragraphes ont ¢té découpés en alinéas numérotés par des lettres
latines; ainsi (I, 6, ¢) désigne I'alinéa c. du paragraphe 6 du cha-
pitre 1.

Terminologie. — Nous avons, en général, suivi l'usage de
N. Bourbaki et de ses collaborateurs. De plus (il ne s’agit ici que
o)
d’anneaux commutatifs) :

a. Un anneau A est dit noethérien si tout idéal de A admet une
base finie; autrement dit, toute famille non vide d’idéaux de A,
ordonnée par inclusion, contient un élément maximal. Un anneau A
est appelé un anneauw d’Artin si toute famille non vide d’idéaux
de A, ordonnée par inclusion, contient un élément minimal ;

b. Un ¢lément z d’un anneau contenant A est dit entier sur A s'il
satisfait a une équation de la forme 2" + ay 2" 1 4-... + a,= o(a;€A)
(équation dite de dépendance intégrale). Un anneau A est dit
intégralement fermé dans un anneau B contenant A si tout élément
de B entier sur A est élément de A. Un anneau A est dit intégrale-
ment clos s'il est intégralement fermé dans son anneau des fractions
(cf- [5], §9, n° 4);

c. Un anneau A est appelé un anneau local s'il est noethérien, et
si I'ensemble des éléments non inversibles de A est un idéal m (qui
est alors 'unique idéal maximal de A);

d. Un anncau A est dit -normal, s'il est anneau d’intégrité, et s'il
est intersection d’une famille ® d’anneaux de valuations discrates de
son corps des fractions, telle que tout z non nul de A ne soit non
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inversible que dans un nombre fini d’anneaux de valuations V€ ®
(ce sont les « endliche diskrete Hauptordoungen » de Krull
([42], § 37)]. Parmi les anneaux normaux figurent les anneaux ou
tout élément admet une unique décomposition en facteurs irréduc-
tibles; ces anneaux seront dits factoriels.

Résultats supposés connus du lecteur. — a. Les notions géné-
rales sur les corps, anneaux, idéaux, modules et espaces vectoriels,
telles qu'elles se trouvent dans Bourbaki [5], [6], [8], dans van der
Waerden [77] ou dans tout autre traité d’Algébre moderne. Certains
rudiments de Topologie générale sont aussi utilisés quelquefois
(cf- [91, [10]);

b. Le fait que, si A est un anneau noethérien, les anneaux de
polynomes ct de séries formelles sur A sont aussi nocthériens;

c. Les notions d’idéal premier P(A/p est anneau d’intégrité) et
d’idéal primaire g (dans A/q tout diviseur de zéro est nilpotent);

d. Le fait que, dans un anneau noethérien, tout idéal b est inter-
section d’un nombre fini d’idéaux primaires §;. Dans une décompo-

sition « la plus courte possible », b = 4;, les g; sont appelés les
I p PP
1

idéaux (ou composanies) primaires de b; les idéaux premiers P;
des g; sont appelés les idéaux premiers de b. Parmi les idéaux pre-
miers de b, certains ne contiennent aucun autre P;; on les appelle
idéaux premiers minimaux (ou isolés) de b; les composantes pri-
maires correspondantes sont dites isolées et sont délerminées de
fagon unique (f; est I'ensemble des z pour lesquels il existe s¢p;
tel que szeb). Les autres composantes primaires de b sont dites
immergées. Si (P;) est la famille des idéaux premiers de I'idéal (o)

de A, les diviseurs de zéro de A sont les éléments deU p; et les
i

¢éléments nilpotents de A sont ceux denp,- (Pour tout ceci, voir,

i
par exemple, [77], chap. XII, [42], § 2 ou un prochain volume de
N. Bourbaki.)
e. Les caractérisations des ¢éléments entiers sur un anneau
([77], chap. XIV), en particulier celles qui font intervenir les spé-

cialisations et valuations ([84], chap. II ou prochain volume de
N. Bourbaki);
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J. Le fait qu’un anneau d’intégrité noethérien et intégralement
clos est un anneau normal ([42], n° 37).

11 va sans dire qu'une certaine connaissance de la Géométrie algé-
brique aidera beaucoup le lecteur & comprendre pourquoi diverses
notions algébriques ont été introduites; mais une telle connaissance
n’est nullement nécessaire pour la stricte intelligence de cet Ouvrage.

CHAPITRE 1.

ANNEAUX DE ZARISKI.

Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux consi-
dérés ici sont supposés commutatifs et munis d’un élément unité.

Soient A un anneau, M un idéal de A. Les puissances (") forment
un systtme fondamental de voisinages de o pour une topologie com-
patible avec la structure d’anneau de A ([10], chap. III, § 5). Pour

que celle-ci soit séparée, il faut et il suffit que nm" = (o).

Prorosition 1. — Soient A un anneau noethérien et W un idéal

o

de A; pour quenm” = (0), il faut et il suffit qu'aucun élément
n=1

de 1 + W ne soit diviseur de zéro dans A [42].
De mz = x(m em, z 7% o), on déduit par récurrence
Z = mtz, d’ou ze nm".

Posons réciproquement b = m”; la considération de la décompo-
proq ) P

sition primaire de bm montre qu’il existe un exposant s tel que
bm>b nme ([84], chap. III, lemme 3); d’ou bm = b; si (b1, ..., br)
est une base de b, on a

b,=2m;,-b,-(miiem), dot  dbj=o0
J
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en posantd = d et (3;;—m;;); comme d € 1 -+ W, ceci implique b;=o
et B= (o).

Un anneau topologique séparé et noethérien A dont la topologie

est définie par les puissances (M) d’un idéal m de A, est appelé un
anneau M-adigue.

1. Complétion et idéaux d'un anneau M-adique [43]. — @. Si A
est un anneau M-adique et si M’ est un idéal tel que m> M > M, A est
aussi M'-adique; on peut donc remplacer t par son « radical », inter-
section des idéaux premiers de .

b. Soit (my, ..., my) une base de m; 'anneau complété AdeA
est noethérien en tant qu’image de l'anneau de séries formelles
A[[X4, ..., X,]];par 'homomorphisme continu ¢ défini par ¢(X,) = m;;
on voit, de méme, que la topologie de A est définie par les idéaux (),
oum=Amet que

mi=Amr et mr=mrnA.
c. Soit b un idéal de 'anneau m-adique A, b = nq,- une décom-

position primaire de b. L’adhérence b de b dans A est n(b ~+ mn).

n
En vertu de la proposition 1 appliquée & A/b, b est un idéal fermé
si et seulement si 'on a (b:Az)=Db pour tout z € 1 ++ m ou encore

si Pi+ M £ A pour tout idéal premier p; de b (puisque n pi/b est
I'ensemble des diviseurs de zéro de A/b). En particulier, tout idéal

contenant W est fermé. On en déduit aussi que 1'adhérence de b est
I'intersection de celles des composantes primaires §; dont I'idéal pre-
mier P; satisfait & p;+ m £ A.

d. Un anneau m-adique A est appelé un anneau de Zariski, s'il
n’est pas discret et si tout idéal de A est fermé. Il revient au méme de
dire que 'on a p + £ A pour tout idéal premier p de A — ou que mt
est contenu dans I'intersection f des idéaux maximaux de A (r est le
radical de A, au sens de Jacobson [41]) — ou encore que tout élément

de 1 + M est inversible. On notera que, si M’ C T, on anm’“—_— (o).
wv
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puisque tout élément de 1+ t est inversible (prop. 1). Les exemples
les plus importants d’anneaux de Zariski sont les suivants :

1° L’'anneau A est un anneau local et m est son unique idéal
maximal;

2° L’anneau A n’a qu'un nombre fini d’idéaux maximaux et m est
leur intersection (ou leur produit, ce qui est ici la méme chose)
(anneaux semi-locauz);

3° L’anneau m-adique A est complet (en effet tout élément 1—m
de 1+ madmet 1 + m + m*—+. .. pour inverse).

e. On remarquera que les seuls anneaux de Zariski tels que Ajm
soit un anneau d’Artin sont les anneaux semi-locaux; en effet, si A/m
est un anneau d’Artin, il n’a qu'un nombre fini d’idéaux premiers
(d’ailleurs maximaux); comme tout idéal maximal de A contient tr,
les idéaux maximayx de A sont en nombre fini, et le radical de nr est
leur intersection (I, 1, ).

S+ On déduit de (I, 1, d) et des propriétés de la complétion d’un
espace uniforme, que b A £ A est 'adhérence de I'idéal b dans 'anneau

m-adique A et que l'on a b= bAnA pour tout idéal b d’un anneau
de Zariski A.

£. Dans un anneau m-adique A, S =1 -+ t est un ensemble mul-
tiplicativement stable d’éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro
(prop. ). On peut alors former 'anneau de fractions Ag; c’est un
anneau de Zariski pour la topologie définie par les (m*Ag), puisque
tout ¢lément de 1+ MAg est inversible dans Ag. Dire que A est un
anneau de Zariski équivaut donc 4 A= Ag. Dans le cas général,
A est un sous-anneau et un sous-espace topologique de Ag [en effet,
de a(1—m)em*(mem), on déduit @ =am(M") et, par récur-
rence, a = am!(m*), d'ot aem” et M*Agn A =m"]; les complétés
de A et de Ag sont identiques, puisque tout élément de S a un inverse
dans A.

2. Homomorphismes d’anneaux Mm-adiques. — a. Soit ¢ une
représentation continue d’un anneau m-adique A dans un anneau
- . . . . -1
w-adique A’; la continuité veut dire que ¢ (M'?) > M*n) pour tout x,
ou encore que ¢(m"*)cm'™), ou £(n) tend vers l'infini avec n. En
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supposant (I, 1, @) que A'/m' n’a pas d’éléments nilpotents, on cn
déduit ¢ (W) C W, puisque ¢(M») = (¢ (m))"; la condition o(mr) c M,
implique d’ailleurs a elle seule la continuité de o.

b. Considérons, en particulier, deux idéaux m et m' d’un méme
anneau, tels que mcm'; nous noterons A (resp. A') cet anneau
muni de la topologie définie par m (resp. m')." Alors I'application
identique ¢ de A sur A'est continue. Elle se'prolonge donc en une
application continue ¢ du complété A dans le complété Al Si A est
un anneau de Zariski, l'application ¢ est biunivogue (en effet,
si g(a) = o(oc € A), on a, en posant = lima,(a, € A), a,—a; € W)
pour {>n ct a;e W9, o s(n) et ¢(Z) tendent vers l'infini; d'ou
ap € M M) et @, € M3, puisque M) est un idéal fermé de A;
par conséquent, & = 0); ainsi A s'identifie 4 un sous-anneau de A';
il est clair que A’ est le complété de A pour la topologie définie
par WA, En particulier, si A’ est complet, il en est de méme de A.

(Cf. [93], th. 8; le raisonnement ci-dessus cst d’ailleurs classique
dans la théorie des espaces vectoriels topologiques).

c¢. Supposons maintenant que 9(A)=A'. Pour que ¢ soit un
homomorphisme ([10], chap. III, § 2, n° 7), il faut et il suffit que,
de plus, 'image par ¢ d’un voisinage de o dans A soit un voisinage
de o dans A’, c’est-a-dire que I'on ait ¢(m”) > m'«(*) pour tout n. Le
fait que ¢ est un homomorphisme s'écrit donc W' co(M)cw'; on
peut alors supposer que ¢(m)=m'(I, 1, ). L’anneau m'-adique A’
est isomorphe au quotient de A par 'idéal fermé noyau de o.

d. Dans ces conditions, la relation (14 m)=r1-+4m montre
que, si A est un anneau de Zariski et si A’ n’est pas discret, alors
A'est un anneau de Zariski. Comme un anneau m-adique est métri-
sable, A’ est complet lorsque A est complet ([11], § 3, prop. 4); par
conséquent, si b est un idéal fermé de 'anneau m-adique A, le com-
plété de A/b s'identifie canoniquement & A/Ah; si, en particulier,
on a b>m, les anneaux A/b et A/Ab coincident, puisque Afb est
discret et donc complet. Si 'on prend b =m, ceci, et la remarque
sur les anneaux d’Artin (I, 1, ) montre que, si A est un anneau
semi-local (resp. local), il en est de méme de A.
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3. Intersections d’idéaux :

Prorosirion 1. — Soient A un anneau de Zariski, c un élément
de A et b un idéal de A; on a

(Ab:Ac)=R(b:Ac) e ARcnAb=~KA(Acnb) (cf [98]
La seconde formule se déduit aussitot de la premidre, puisque
Acnb=c(b:Ac).
Pour la premiére, il suffit de montrer que, si bc € Ab, b est adhérent
a (b:ac); posons b = b, + my, ot b, €A et m, € W7; on a
boce(Ab+ Amnc)nA =b+mre,
puisque A est un anneau de Zariski; d’ot
bpe =d+ mye, avec deb et m, emn;

alors b est limite de la suite (b,—m},), dont les ¢léments appar-
tiennent & (b:Ac).

Cororrare 1. — S¢ ¢ n'est pas diviseur de zéro dans U’anneau

de Zariski A, il n’est pas diviseur de zéro dans le complété A.
11 suffit de prendre b = (o).

CoroLLARE 2. — S7 A est un anneau de Zariski et si § est un
idéal de A primaire pour Uidéal premier P, on a §nAcCp pour
toute composante primaire q de Kq .

1l suffit de remarquer que les ¢léments de g/Aq sont diviseurs
de zéro dans A/A g et que les seuls diviseurs de zéro de A/q sont les
éléments de p/g.

Dans le cas out A est semi-local et complet, on a le résultat sui-
vant :

Prorosition 2. — Soient A un anneau W-adique semi-local
et complet, (b,) une suite décroissante d’idéaux de A telle

quenbnz (0). On a alors b, cmtn), o s(n) tend vers Uinfini
n=1

avec n [13].
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Remarquons que tout A/m* est un anneaud’Artin (I, 1, aetl, 1, ¢).
Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe s tel que b, ¢ me,
quel que soit n. Alors les idéaux b, + m¢ forment une suite décrois-
sante et sont distincts de m*; il existe, par conséquent, z,¢m tel
que z, € b, m* pour tout n. On peut, de méme, définir

Zsy1 €y 4+ ms+1

pour tout n et tel que z;.,— x,€m’. D'ou, par récurrence, une
suite de Cauchy (2,.;) dont la limite z est telle que zgw* et
zéb,+ m+ pour tous j et n; d’on zéb, pour tout n et x =0
contrairement a x ¢ m*.

Cororratre 1. — S7 A est un anneau semi-local complet, sous-
anneau d’un anneau W-adique B tel que mn A soit l'intersectiont
des idéaux maximauzx de A, alors A est un sous-espace topolo-

gique de B.
En effet, m» n A contient £” et est contenu dans (7)),
CoroLratre 2. — Soient A un anneau semi-local, b un idéal

deA,etaeA; on a(b+mr:Aa)c(b:Aa)+ win), ou s(n) tend
vers Uinfint.

On applique la proposition 2 a la suite d’idéaux
A((b+mr):Aa)A(b:Aa),

en tenant compte de la proposition 1.

Cororratre 3. — S¢ a n'est pas diviseur de zéro dans Uanneau
semi-local A, on a (W:Aa)cnen),

11 suffit de prendre b = (o) dans le corollaire 2.
Lorsque A est un anneau semi-local non complet, il peut exister

des suites d’idéaux b, telles quenb,, = (o) et que le filtre § ayant

pour base les b, ne soit pas plus fin que le filtre 1) des voisinages
de o dans A. Il faut et il suffit pour cela que » :nﬁbn¢ (o); on

a alors ¥nA = (o). Il correspondra une telle famille (b,) a tout
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idéal non nul v de A tel que ¥NA = (o), par exemple une base du
filtre des voisinages de o de A considéré comme sous-espace de A/v;
si ¥ est moins fin que 1), il est d’ailleurs identique au filtre des voi-
sinages de o pour cette topologie de A. Une courbe analytique planc
qui n’est branche d’aucune courbe algébrique permet de construire
un exemple d’un tel idéal ».

Prorosttion 3. — Soient A un anneau semi-local, W un idéal
contenu dans Uintersection t des idéaur mazimauz de A, b et ¢
deuz idéauz de A, et A le complété de A pour la topologie m-adique.
On a alors

AvnAc=(bno)A [64]

Soit A le complété r-adique de A. On montre d’abord que I'on
aAbnAc=(bnc)A [remarquer que AbnAc est la réunion des
AbnAc=0b(Ac:Ab), ou b parcourt Ab; approcher alors b par b, € b
et appliquer le cor. 2 de la prop. 2]. On remarque ensuite (I, 2, b)

que A est un sous-anneau de A et que A est le complété de A pour
une certaine topologie semi-locale; d’ou

AbnAc=AbnAnAcnA =(bnc)Anh =(bno)A.

4. Anneaux de fractions d’anneaux M-adiques. — . Soient A un
anneau commutatif et S une partie multiplicativement stable de A ne
contenant pas o (mais pouvant contenir des diviscurs de o). La cons-
truction d’un « anneau de fractions » As se rameéne, suivant Uzhov [76]
au probleme d’application universelle suivant (cf. [T], App. III
et [86]); appelons S-homomorphisme de A dans un anneau B un
homomorphisme ¢ tel que tout élément de ¢(S) soit inversible dans B;
il s’agit de construire un anncau B, et un S-homomorphisme ¢, de A
dans B, tels que, pour tout S-homomorphisme ¢ de A dans un
anneau B, il existe un homomorphisme w de B, dans B tel que
v = wovo. On peut appliquer ici la méthode générale exposée en [66] :
on considere la famille ¢, de tous les S-homomorphismes de A dans
les anneaux B, de puissance inférieure a celle de A < A; soit ¢,

l'application produit des ¢4 ; c’est une application de A dansl—[Ba et

c’est un S-homomorphisme puisque les ¢léments inversibles d’un
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anncau produit sont ceux dont toutes les composantes sont inversibles;
alors v, et 'anneau B, engendré par ¢o(A) ct les inverses d’éléments
de vo(S) fournissent la solution cherchée. On voit aussitot que
celle-ci est unique & un isomorphisme prés.

b. Le noyau de v, est I'intersection des noyaux des vg, et la con-
—1
naissance de ¢o(0) déterminera Bo. Or, remarquons que tout z€ A

pour lequel il existe s € S tel que sz = o est nécessairement dans c_; (o).
Réciproquement, ’ensemble de ces éléments z est un idéalnet ysen,
avec s€S entraine y €, puisque S est multiplicativement stable.
Donc I'image canonique S de S dans A/n ne contient pas de diviscurs
de zéro et 'on peut prendre pour B, I'anncau de fractions (au sens
ordinaire) (A/n)s, ¢o 6tant la composée des deux applications cano-
niques.

c. Nous noterons Ag l'anneau (A/n)s et ¢, I'application cano-
nique de A dans Ag. Par abus de langage, nous écrirons b'n A pour

;;(b’) (b cAg), et bAg pour ¢4 (b)Ag(bcA). On a alors, pour tout
idéal b’ de Ag, (b'nA)Ag=D'. Si p est un idéal premier de A tel
que pnS =g, et 4 un idéal primaire pour P, alors PAg est premier,
ct §Ag primaire pour PAg (remarquons que PNS=g et gnS =g

sont équivalentes). Si b= nq,- est une intersection, la plus courte
i

possible, d’idéaux primaires de A, alors bAg est intersection des
idéaux primaires ff;Ag pour lesquels 4;nS =g, et cette représenta-
tion cst la plus courte possible. Dans tout ceci nous pouvons, sans
inconvénicnt, adjoindre & S les éléments de A qui sont inver-
sibles mod n.

d. D’apres sa définition, le noyau n de ¢p est contenu dans tout
idéal primaire § de A tel que gnS = g. Lorsque A est noethérien,
la décomposition primaire de (o) dans A et les résultats de (I, 4, ¢)
montrent que n est 'intersection de celles des composantes primaires
de (0) qui ne rencontrent pas S; il est d’ailleurs facile de voir direc-
tement qu’il en est bien ainsi. Donc n est I'intersection de tous les
idéaux primaires § qui ne rencontrent pas S (¢f. [14]). L’anncau Ag
est noethérien avec A.

e. Le cas le plus important est celui ou S est le complément d’un
idéal premier p de A. Alors Ag se note Ay ct s’appelle P'anneau des



ALGEBRE LOCALE. 13

fractions de 'idéal premier P. L’idéal pA, est 'unique idéal maximal
de Ay et Ay est un anneau local lorsque A est noethérien.

J- Considérons maintenant un anneau noethérien A et un idéal m
de A que nous supposerons sans composantes immergées (ce sera le
cas si Wt est son radical). Considérons, dans Ag, latopologie définie
par les puissances de tAg. Posons (m?)s=m~Agn A; c’est’ensemble
des x de A pour lesquels il existe s€S tel que s € m?; comme cet
idéal a une base finie, il existe s, €S tel que s,(m*)s cm”. [Dans le
cas ou S est l'intersection des compléments des idéaux premiers de m,
(mn)g s’appelle la puissance symbolique n'*™® de m et se note M) ;
on remarquera que W) est I'intersection des composantes isolées
de m"]. Pour que Ag soit un anneau (MtAg)-adique, il faut ct il suffit

que l'on ait n(m" )s=1, ou encore que tout élément de la forme
n

s'+m'=5'(1+ m'[s") (5 €vo(S), m' emyy(A)) ne soit pas diviseur
de zéro dans A/n=¢o(A) (ceci implique en particulier mtnS = g).
Ceci aura lieu en particulier si S +mc S, ce qui est le cas lorsque S
est intersection de compléments d’idéaux premicrs contenant m.

g- Pour que, de plus, Ag soit un anneau de Zariski, il faut et il
suffit que tout idéal maximal p' de Ag contienne (m + n)/n (I, 1, d).
Une condition équivalente est que tout élément de ¢4 (S) + (1t + n)/n
soit inversible dans Ag, ce qui a encore licu lorsque S +mcS.

h. Soit A un anneau de Zariski et soit S une partie multiplicative-
ment stable de A ne contenant pas o. Considérons I’anneau de frac-
tions Ag; le noyau n de I’homomorphisme canonique de A dans A
est contenu dans An, puisque aucun élément de ¢o(S) n’est diviseur
de zéro dans A/An (I, 3, cor. 1 de la prop. 1 et 1, 4, b); que n con-
tienne n est clair, d’aprés leur définition (I, 4, ). Ainsi n= An,
et Ag s’identific 4 un sous-anneau de Ag. Or, on voit aisément que
mrAsn Ag=mnAg; donc Ag est un sous-espace de A, et il est clair
que Ag est dense dans As. Mais, méme si As est un anneau de
Zariski (I, 4, g), ce n’est pas nécessairement un anneau complet.

On prend A = Z[[X]], et pour S I'ecnsemble des séries formelles
de terme constant non nul. Ici A est complet, mais Ag ne contient

pas la série formelle 1 + X ...+ X"/n! 4. .., qui est élément du
complété Q[[X]] de As.
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ne

9. Idéaux connexes. Structure des anneaux semi-locaux complets.
— Un idéal b d’un anneau A est dit conneze s’il n’est pas intersce-
tion de deux idéaux v et v’ distincts de A etde b ettels que b+ v'=A;
autrement dit, Afb n’est pas composé dircct de deux idéaux non
triviaux. Si A est noethérien et si b est non connexe, A/b est canoni-
quement isomorphe a un produit fini A/p; od les v; sont des idéaux
connexes (raisonnement « noethérien » classique); alors A/b est
composé direct des u;/b, ot ;= nnj.

i#i

Prorosition 1. — Soient A un anneau W-adique complet tel
que W soit non connexe, v et V' des idéaux non triviaux de A tels
que v v =Aet vnv'=m. Alors A est composé direct des idéaux

n=f"Yv" ee 0=\ o" (cf. [13], [93]).

Ecrivons 1=0+6'(bew, V'€ V') et posons b,=1—(1—b")" et
b,=1—(1—b")"; on a b,ev, b, €0, by=1(0"), b,=1(0")
etb,+ b,=1(8"nv"). Or v*nV"=m", car, dc z €V ct zE D",
on déduit x = zb, + 2(1 — b,) €v*v™. Onadonc b, + b, =1 (M"*).
D’autre part, bpq—b,= (1—b")*— (1— b*+1)r+1 est multiple
de b* ct de (1—b)'=¥"; dou bpy—b,ev nV"=m". Les
suites (b,) et (b)) sont donc des suites de Cauchy, dont les limites d
et d' ont les propriétés suivantes: den,d'en, dd'e nm": (o),

n

d+d'=1; dou d=d*, d'=d"”, et A est composé direct des
idéaux Ad et Ad', qui sont évidemment égaux a n et W, puisque
naw = (0).

CoroLraire 1. — Soient A un anneau W-adique complet,
m= nni une décomposition de m comme intersection d’idéaux
L

connexes V; telle que A/Ww soit composé direct des idéaux w;/m,
o, — nn ;5 alors A est composé direct des idéaux W= n n;; et
J#i n
Uanneau W; est canoniquement isomorphe & A/(ﬂn;‘), qui est

un anneay (n,-/( nnf)>—adique compiet.
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Ceci se déduit de la proposition 1 par récurrence.

Remarque. — Les considérations précédentes s’appliquent aussi
bien 4 un anneau d’Artin qu’a un anneau noethérien. On en déduit,
en prenant pour It le radical d’un anneau d’Artin A et en remarquant
que M est nilpotent, que A est isomorphe a un produit fini d’anneaux
d’Artin primaires (c’est-d-dire admettant un seul idéal maximal,

d’ailleurs nilpotent). Le théoréme de Jordan-Holder montre alors
que A est noethérien.

Cororratre. 2. — Un anneau semi-local complet est isomorphe
a un produit fini d’anneauz locaux complets.

Remargue. — Soient A un anneau semi-local, p uu idéal maximal
de A, w Pintersection des idéaux maximaux de A. Alors Ap est un
idéal maximal de 3, etil existe un idempotente € A tel que 1—e € prA
pour tout n. L'anneau Ae est un anneau local complet d’idéal

maximal pﬁe. Pour tout € A, ze = o0 équivaut a xen:npn,

"

puisque 1—e € Ap~; done Ae s'identifie au sous-anneau A/n de Ay;
et A/n est un sous-espace de Ae (comme 1—eeApr pour tout 7,
ona Kp"enAe: p"e), évidemment partout dense (I, 4). Par con-
séquent, le complété de A/n (qui est évidemment le méme que celui
de Ay puisque P est maximal) s’identific & Ae=1Ay.

6. Extensions finies d’anneaux M-adiques. — Rappel [22]. —
Soient A un anneau, B un anneau contenant A et dont tout élément
soit entier sur A. Alors, pour tout idéal premier p de A, il existe un
idéal premier p' de B tel que ' n A =p; pour que P soit maximal, il
faut et il suffit que p'le soit. Si i est un idéal de B contenant p' et
distinct de p’, alors in A £ p. Si ® est un idéal de A, les éléments du
radical de Bp sont ceux qui satisfont 4 une équation de la forme

4o 2Vl 4. . 0, =0 avec ¢;E€EWD.
Nous dirons qu’un anneau B est une extension finie d'un anneau A

si B contient A et est un A-module lde type fini; ceci implique que
tout élément de B est entier sur A.
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a. Soit B une cxtension finie de 'anneau m-adique A ; nous pou-
vons supposer que M cst intersection d’idéaux premiers (I, 1, a).
Considérons sur B la topologic définie par les (m»B). Remarquons

que I'on a mBn A =1r; posons, en effet, m::np; et soit ' un

i
idéal premicr de B tel que p; nA=1p; (rappel); alors p,>mB,
pio>omBnAectmomBnA.

b. Pour que B soit un anneau (mB)-adique, il suffit (et il faut
naturellement aussi) que tout élément de 1 - it ne soit pas diviseur
de o dans B : en effet, si 'on a (1—m/)b=o0(m'emB, beB),
on déduit par multiplication par & de I’équation de dépendance
intégrale m' +m'"ta,+ ...+ a, = o, que 'on a

b(1+ ay+...+ap)=o0;

or on peut supposer que l'on a a; €t (rappel), ce qui implique b=o.

Cette condition n’est pas toujours réalisée : on prend pour A
l'anneau de polynomes K[X] ((X)-adique), et pour B I'anneau
A 4 Ko, avec la table de multiplication 1><x¢=v, v?*=0, vXi=¢
pour tout j > 1.

c. Lorsque A est un anneau de Zariski, B est un anneau
(Bm)-adique en vertu de (I, 6, &), puisque tout élément de 1
est inversible dans A (I, 1, d). Dans ce cas, B est méme un anneau
de Zariski : en effet, pour tout idéal maximal p’ de B, p'n A est
maximal (rappel) et contient donc mr; par conséquent, p' > Bm.

d. Lorsque A est complet, il en est de méme de B. Soit, en effet,

B =2Ab,~, et soit (v,) une suite de Cauchy dans B; on a
i
Up= Vpt1— vpE€M(M B,
ou s(n) tend vers l'infini; on peut écrire

_
u,= Za,,gbl, avec ap;emsinl;
i

si a; désigne la somme de la série (@,;) (qui est convergente dans A),
on azaib;: lim Pne
i

e. Remarquons d’ailleurs que, si A est complet et si B est un
anneau (MmB)-adique quelconque contenant A et tel que B/Bm soit
un module de type fini sur A/m, alors B est lui-méme un A-module
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de type fini. Soit, en effet, (5;) un systtme de générateurs de B/Bm

sur A/m, et soient (b;) des représentants des b; dans B; pour
tout x€B, on détermine par récurrence sur n des yi, dans A tels

que z EZyinb; (modm”B), et que yi,ns1— yi,n € M siyi=limyi,n,

on a x——zyib;e nm"B =(0). On déduit de cette construction
i n

que, si B[Bm=A/m, ona B=A.

f- Lorsque A est un anneau w-adique semi-local, I'anneau
(Bm)-adique B est aussi semi-local puisque B/But est un anneau
d’Artin, en tant que module de type fini sur l'anneau d’Artin
Am (I, 1, e).

g. On peut enfin se demander si P'anneau m-adique A est un sous-
espace de Panneau (mB)-adique B, ou s’il a une topologie strictement
plus fine que la topologie induite par celle de B. L’identit¢ des
topologies a lieu dans les cas suivants :

1° B est somme directe de A et d’un A-module supplémentaire B’
(en effet pour tout idéal v de A, on a VB =10 4 9B et ¥1BnA =0).
C’est, en particulier, le cas si B est un A-module libre qui admet
une base contenant 1, plus particulierement si B=A[b], b étant
racine d'un polynome unitaire de degré n sur A, mais d’aucun
polynome de degré << n (cf. [20], lemma 4);

2° A est un anneau semi-local complet (I, 3, cor. 1 de la
prop. 2) ou, plus généralement, un anneau ayant la propriété
décrite dans la proposition 2 (I, 3) (par exemple l'anneau d’une
valuation discréte, * ou un anneau local analytiquement irréductible
de dimension 1*);

3° A est un anneau semi-local, et aucun élément non nul de A
n’est diviseur de zéro dans B : en effet, on considére un systéme
maximal et contenant 1 (y;) d’éléments de B linéaircment indé-
pendants sur A; alors, comme B est de type fini sur A, il existe ¢

non nul dans A tel que ¢cBcC ZAy 75 on en déduit c(Bm"nA) cm»
J
et I'on applique le corollaire 3 de la prop. 2 (1, 3).

h. Lorsque A est un sous-espace de B, A s’identifie 4 un sous-
anneau de B, et B est un A-moduterle Trpe fini (si B::ZAxi,
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alorsZﬁ.z;.- est un sous-anneau B’ de B, contenant B et complet

(I, 6, d) donc B'= 3). Supposons, de plus, qu'aucun élément £ o

de A ne soit diviseur de zéro dans B [Ear exemple, dans le cas 3°
de (I, 6, f)]. Alors, des éléments b; de B qui sont linéairement

indépendants, restent linéairement indépendants sur A.; autrement

dit, B et A sont linéairement disjointssur A. [SiZaib;:—_- o(aie .@)

on pose a;= a;,,(modAm") (@ain€A), d’oﬁza,-,,b,- € Bm» n B—=Bm";
on peut supposer la famille (;) maximale; i existe alors c£ o dans
A tel que cBc ZAb;; on a ainsi anfnb;e Em"b,-, cai, € M7,
et lim (cain)=ca;=o0; dou a;=o0 en verlu du cor. 1 de la

prop. 1 (I, 3)] . De plus, tout élément a € A qui est diviseur de zéro
dans B, I’est dé¢ja dans A [de ab=o0(beB, b0), on déduit, avec

les notations précédentes, o = acbh :zau,-b,-(u,- GA); d’od au;=—o;
i
et les u; ne sont pas tous nuls, puisque ¢n’est diviseur de zéro, ni

dans B, ni donc dans B (I, 3, cor. 1, prop. i)] (cf- [13]).

Historique. — La plus grande partie des résultats du chapitre I
proviennent essentiellement de Zariski [93], de Chevalley {13]
et d’'un cours professé par Chevalley a Princeton en 1946-1947.
Nous avons cependant énoncé certains résultats sous une forme
plus générale que ces auteurs.

CHAPITRE 11.
POLYNOMES CARACTERISTIQUES.
1. Anneau de formes d’un idéal [45], [63]. — a. Soient A

un anneau, ® un idéal de A tel quenn":(o). Les groupes
n=1
additifs p"/p7+! sont canoniquement munis de structures de (A/v)-
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modules. Pour tout élément non nul @ €A, il existe un exposant s
et un seul tel que aev’, ag 'y la classe de a dans »7[ps+!
est appelée la forme initiale de a. Etant donnés des €léments
zevi o+t et y €'[p+1, la forme initiale de zy (dans pr+s[pn+i+t)
ne dépend pas des représentants z et y de z et y; on a ainsi défini
un « produit » de z et y. En étendant par linéarité cette multipli-

cation aux éléments de la somme directe F(V) —_—211"/1!"“, on

n=>o
obtient sur F (1) une structure d’anneau commutatif, comme on le

vérifie aisément. Muni de cette structure, F(9) est appelé Vanneau
de formes de I'idéal ; un éléments de 9”/v"+! est appelé une v-forme

de degré n, On notere que, si A est le complété de A pour une
topologie w-adique dans laquelle » est un idéal ouvert, les anneaux
de formes F () et F(nﬁ) sont isomorphes (I, 2, d).

On remarquera que F (1) est 'anneau gradué associé a 'anneau A
filtr¢ par les (v7) [12].

b. Si b est un idéal de « tel quen(h + w7) = b, Tapplication
n=t

canonique ¢ de % sur (9" B)/B applique v7+! sur (v7+1 4 b)/b,
et définit donc, par passage aux quotients, une application de v [p+!
sur (97+ b)/(v2+t 4 b). Par conséquent, F((d + b)/b) s’identifie
canoniquement & un anneau quotient F(v)/b. Lidéal b est engendré
par les formes initiales d’éléments de b, et est appelé I'idéal directeur
(« Leitideal » de [48]) de b; tout élément homogéne de b est
d’ailleurs forme initiale d'un élément de b.

c. Si I'anneau de formes F () est un anneau d'intégrité, alors A
est aussi un anneau d’intégrité, et ¥ est un idéal premier; dans
ce cas, si lon désigne par ¢(z) (z € A”) le plus petit entier s tel que
x g v+t (c'est-a-dire le « degré » de la forme initiale de z), on a
v(zy) = v(z) -+ v(y) [et non plus seulement ¢(zy) > o(x) + e ()];
comme la relation ¢(z -+ y) > Min(¢(2), ¢(y)) est vraie dans tous
les cas, ¢ est une valuations du corps des fractions de A, et 1 est
le centre de ¢ sur A; remarquons aussi que I'on a (97: Az) =y
pour tout z € A"

d. Supposons maintenant A quelconque, et soit b un idéal fermé
pour la topologie p-adique. On déduit de ce qui précede (b et c)
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que, si l'idéal directeur b de b est premier dans F (), alors b est
premier; lorsque b n’est pas fermé, c’est son adhérencen (b +v7)

qui est un idéal premier (cf. [48]). Par contre, il existe des idéaux
premiers fermés b dont l'idéal directeur n’est pas premier : par
exemple (X*—Y3) dans K[[X, Y]] muni de la topologie
(X, Y)-adique.

e. Si tout idéal principal de A est fermé pour la topologie v-adique
(par exemple si A est un anneau de Zariski), et si F(v) est un
anneau normal, alors A est un anneau d’intégrité intégralement
clos. En effet, le fait que A n’a pas de diviseurs de zéro résulte de c.
Considérons, d’autre part, un élément y/z(y €A, x€A) entier
sur A, et soit s un entier tel que y € Az + p°; il existe alors z €A
tel que y — sz = u €9%, et u'= ufz est entier sur A; on peut alors
trouver un élément non nul d€A tel que du'»€ A pour tout n.
Donc dun est divisible par 2” et, en passant aux formes initiales, dur

est multiple de 2" quel que soit n. Comme F () est intersection
d’anneaux de valuations discrétes, la considération de celles-ci
montre u est multiple de z; en posant u=p¢z, on en déduit
u—vzev+t, et yeAz + v+t Il en résulte, par récurrence,
que y € Az -+ 1" pour tout 7, et que y € Az puisque Az est un idéal
fermé (cf. [45], Satz 6).

/- Soit (a,) une base de I'idéal »; les monomes de degré n enles a
forment une base de 17, et leurs formes initiales constituent un
systéme de générateurs du (A/v)-module p/p"+1. Ainsi

F(v)=(A/)[(as)]

est isomorphe a un anneau quotient (A/p)[(X.)]/r de l'annecau
de polynomes (A/v)[(X4)] par un idéal r, évidemment homogéne.
L’anneau de formes F (1) est donc noethérien lorsque Afv est
noethérien, et que » admet une base finie.

g- Propostrion 1. — Si A est un anneau complet pour la topo-
logie définie par les (v7), si b est un idéal de A, et si (b;) est une

Jamille finie d'éléments de b dont les formes initiales (5,-)

engendrent Uidéal directeur b de b dans F(v), alors les.(b;)
engendrent b.
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Soit beb; si s est le degré de b, il existe des a,; dans A tels
que 5:2(1,;5,-, c’est-a-dire bzzasibi(mod. p5+1). Supposons,
par récurrence, que nous ayons trouvé une famille (@) (n>s)

d’¢léments de A telle que b EZa,,,-b,-(n"H) ; alors la forme initiale

de b—an;b;(qui est degré > n 1), est de la formezzm-z,-;
comme F () est un anneau gradué, c,; est une forme de degré
>n-+1—d°(bi). En posant u.i,i=@n,i+ Ca,i, ceci montre
que la suite (@,,;) est une suite de Cauchy; d’autre part, on a

b EZa,,_H,,bi( mod pn+2),

Donc, si a; désigne la limite de la suite de Cauchy (@,,i), on a

b =Za,b,.

La démonstration s'étend au cas ot la famille (b;) est infinie;
elle engendre alors b au sens de la topologie de A.

CoroLramre. — 8¢ A est un anneau complet pour la topologie

définie par (9"), si ® a une base finie et si A[v est noethérien,
alors A est lui-méme noethérien.

Ceci résulte du fait que F(9) est noethérien (f).

Ce résultat a été démontré par Cohen ([20], th. 3) dans le cas
particulier ou A/p est un corps et ou tout élément du complément
de 1 dans A est inversible (« generalized local ring »). Il est a noter
qu'il existe des « generalized local rings » non complets qui ne
sont pas noethériens [52].

k. Aulieu de 'anneau de formes F (9 ), on peut utiliser son complété
F(v) pour la topologie définie par les puissances de I'idéal des formes
de degré > 1; ce complété est I'ensemble des sommes infinies

L

Sa(aesorr).
=0
Comme on considére principalement les éléments et les idéaux

homogenes de F(w), les deux méthodes reviennent en général
au meéme.
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2. Eléments superficiels [63]. — a. Soient A un anneau noethérien
et ® un idéal de A. Un élément z de ° est appelé élément super-
Jictel d’ordre s par rapport a v, s'il existe un exposant ¢ tel
que (97 Az) N v¢= "~ pour tout n > : s + ¢; un élément superficiel
de degré 1 par rapport a ¥ est appelé, pour simplifier, superficiel
par rapport a v. Si z est superficiel de degré s, on a évidemment
z&v+t; mais lexemple de A=K[[X2, X3]], »=(X2, X?%),
=X montre que cette condition nécessaire n’est nullement
suffisante, en général; elle est cependant suffisante lorsque F(v)
est un anneau d’intégrité (1I, 1, ¢).

b. Considérons maintenant 'anneau de formes F(v). Dire que z
est superficiel de degré s, revient a dire que le produit de la forme
initiale z par toute forme non nulle y de degré ¢ > c est une forme
non nulle de degré s + q, c’est-a-dire, puisque F (1) est un anneau
gradué, que les seuls éléments homogeénes non nuls a de F(p) tels
que az = o sont de degré < c¢. Désignons par  I'idéal des ¢léments
de degré > 1 de F(9), par (p;) les idéaux premiers de (o) de F(v)
qui ne contiennent pas ¥, et par (f;) les composantes primaires
correspondantes. Il existe alors un exposant ¢ tel que ¥ soit contenu

dans les autres composantes primaires de (0) : ¥n (nq,-) = (o).
Si une forme z est en dehors de tous les P;, on déduit de za = o,
que l'on a a €4; pour tout ¢; si le degré de « est > ¢, ceci implique
a=o0; si s désigne le degré de z, z est donc la forme initiale
d’un élément z superficiel de degré s. Reste & montrer I'existence
d’un telle forme z. En supprimant ceux des P; qui sont contenus

dans un autre, on peut supposer que P; ¢ P; pour £ > j; comme les p;
sont des idéaux homogenes (c¢f. [91], th. 2), il existe alors une

forme a;; telle que aij&P;, aij€Pi; comme £¢P;, il existe une
forme b; de degré 1 telle que b;¢p;; en remplacant éventuellement
a;; par a,-jb,’.'"’i’, n(i, j) étant un exposant convenable, on peut
supposer les @;; de méme degré; alors, en posant Zz,-:l Ia,-j.
i#j
.a::zaj est une forme qui n’est contenue dans aucun ;. Ceci

montre 'ezistence, pour certain entier s, d’éléments superficicls
d’ordre s par rapport a .
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c. Le méme raisonnement montre que, étant donné une famille
finie (i,) d’idéaux homogenes de F(v) dont aucun ne contient

une puissance de ¥, on peut prendre une forme z en dehors de tous
les i, (remplacer chaque i, par un de ses idéaux premiers qui ne
contienne pas ¥). Ceci montre que, ¢tant donnée une famille
finie (b)) d’idéaux fermés et non ouverts de A, il existe un entier s
et un élément superficiel # d’ordre s par rapport a B qui ne soit
contenu dans aucun b, [si l'idéal directeur i, de b; contenait ¥,
on aurait 94 c b, 4 pu+t, dou puch, 4+ v(by+vert) = b, +ve2et,
par récurrence, D% C b, + 9%+ pour tout n; d’ouv*C b,]. Ce résultat
peut avoir un certain intérét technique. Supposons, en particulier,
que A soit un anneau semi-local, et que V ne se compose pas
uniquement de diviseurs de zéro; il existe alors un élément z
superficiel d'ordre s qui ne soit pas diviseur de zéro; on a alors
(v: Az) c v (I, 3), s(n) tendant vers Vinfini, d’ou (v": Az) =»"—
pour »n assez grand.

d. 11 n’existe pas toujours d’éléments superficiels de degré donné.
Soient, par exemple, A = F,[X, Y]/(XY (X + Y)), z ety les classes
de X et Y dans A, et ¥ =(z, y). Il est clair que A est son propre
anneau de v-formes. Cependant, les seuls éléments de degré 1 de A,
qui sont z, ¥ et x +y (Fy: corps & deux éléments), ne sont pas
superficiels, étant donné que, pour tout n, ils annulent respecti-
vement y"(z +y)*, #*(xz+y)" et x"y". Mais 2+ y*+ zy est
un élément superficiel de degré 2, >+ 22y + y* et ' + 2y + y°
deux éléments superficiels de degré 3.
~e. Mais, lorsque A est un anneau local, » un idéal primaire pour
l'idéal m de A et A/m un corps infini, il existe, pour tout s,
un élément superficiel z d’ordre s par rapport & ® qui ne soit
pas contenu dans un certain nombre fini d’idéaux non ouverts
b, de A. Remarquons, en effet, que dans un A /v-module de type
fini E, tout sous-module F distinct de E est tel que F 4 (m/p)E < E

<0n est aussitot ramené au cas ou E est libre et a une base (X,);
de F-+ (m/a)E=E, on deduit X,—¥m;X,eF(m,=m/p);

J
comme le déterminant de ces formes linéaires est de la forme
l+7n—(;ﬁem/n), il est inversible; d'od X,eF et F=E>. Par
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conséquent, la réunion d’un nombre fini F; de sous-modules propres
de E est distincte de E [considérer l'espace vectoriel E/(m/)E
sur le corps infini A/m]. En appliquant ceci a »°/p+! et en utilisant
le raisonnement de (II, 2, 2), on obtient 'existence d’un élément z
annonceé.

3. Polynomes caractéristiques dans les anneaux semi-locaux. —
Soient A un anneau semi-local, ® 'intersection des idéaux maximaux
de A. Un idéal » tel que m> D > M* est appelé un idéal de définition
de A; c’est un idéal dont les puissances définissent la topologie de A ;
si A est un anneau local, les idéaux de définition de A ne sont autres
que les idéaux primaires pour I'idéal maximal de A. Alors A/v est un
anneau d’Artin (I, 1, e).

Par longueur d'un anneau d’Artin B (resp. d’un module E de type
fini sur B), nous entendrons la longueur d'une suite de composition
formée d’idéaus de B (resp. de sous-modules de E). La structure
des anneaux d’Artin (I, B, remarque au cor. 1) et le théoréme
de Jordan-Holder montrent que cette longueur est finie et indé-
pendante de la suite de composition choisie; nous la noterons L(B)

[resp. L(E)].

Tutorime. — Si A est un anneau semi-local et ¥ un idéal
de définition de A, la longueur L(A[v*) est un polynome P,(n)
pour n assez grand.

La définition de l'anneau de formes F(w) (II, 1, @) montre
aussitot que L(A/0") est égale a la somme des longueurs des modules
de formes de degré p <<n de F(®). Il nous suffira donc de montrer
que la longueur du module des formes de degré n de F (1) est un
polynome en » pour r assez grand. Or F(p) est isomorphe a un

quotient de 'anneau de polynomes (A/v)[X,y, ..., X,] par un idéal
homogene.

Rappelons, d’autre part, que, étant donné un idéal homogene i
d’un anneau de polynomes K[X,;, ..., X;] sur un corps K,

la dimension d(r) de I'espace vectoriel des formes de degré n qui
appartiennent a i, est un polynome en n pour n assez grand.
(Ce résultat est da a Hilbert [34]; démonstration combinatoire
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chez Sperner [71]; démonstration par décomposition primaire de i
et double récurrence chez van der Waerden [79]; voir aussi [ 42],
n° 24).

Il ne nous reste donc plus qu'a montrer que ce résultat reste
valable si 'on remplace le corps K par un anneau d’Artin B (et les
dimensions d’espaces vectoriels par les longueurs des modules
correspondants). Pour cela on raisonne par récurrence sur la
longueur ¢ de B : soient n un idéal minimal de B, F, le module
des formes de degré n de R=B[X,, .... X;]; si i est un idéal
homogene de R, on a

L(Fnni)=L(((Fani)~+nF,)/nF,) -+~ L(nF,ni);

comme (i + nR)/nR s'obtient par réduction mod n des coefficients des
polynomes de i, L(((F.nt)-+nF,)/uF,) estun polynome en n pour
assez grand d’aprés 'hypothése de récurrence; d’autre part, innR
est canoniquement isomorphe a un idéal homogene de (B/p)[Xy,...X,],
p désignant l'annulateur de n; comme n est minimal (et en parti-
culier principal), P est un idéal maximal de B, et B/p est un corps;
donc L(nF,ni) est un polynome en n pour n assez grand, d’aprés
le résultat de Hilbert.

Le polynome Py(r) est appelé le polyrome caractéristique
de lidéal ». Comme il ne prend que des valeurs entiéres pour
tout entier n assez grand (et donc pour tout entier 2), ses coefficients
sont multiples de 1/d!, d désignant son degré [34]. Remarquons
les propriétés suivantes :

a.Sivcy,onaPy(n)xPy(n);

b.Sizev, onaPy,,(n)=Py(n)—L(v": Az);

¢. Si z est un élément superficiel d’ordre s par rapporta ® (11, 2, a)
[cest-a-dire tel que (p7:Az)npe=9""*], on déduit de b que
'on a Py(n) —Py(n—s) < Pypaz(n) L Py(n) — Py(n—s) + Py(c).
Ainsi, 4 une constante prés Pyur(n) est égal & Py(n) —Py(n—s),
et son degré est d°(Py) —1.

d. Les idéaux © et Ap ont méme polynome caractéristique.

Remarque. — Soit B un anneau noethérien quelconque, p un
idéal premier de B et 4 un idéal primaire pour P. On appelle
longueur de I'idéal primaire g la longueur maximum d’une suite
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strictement dcécroissante d'idéaux primnaires pour P reliant p a g.
Si l'on passe a 'anneau des fractions B, de p, les résultats de (I, 4,
¢ et f) montrent que la longueur de la puissance symbolique n**™° g
est finie, et est un polynome en » pour 7 assez grand.

4. Théorie de la dimension. — a. Si ¥ et ¥ sont deux idéaux
de définition de 'anneau semi-local A, on a vec v’ et ¥*C® pour
des exposant a et b convenables; d’ott

Pyl(an) > Py(n) et Py (bn) > Py(n).

Ceci montre que les polynomes caractéristiques de ¥ et v’ ont méme
degré d. Ce dégré commun est appelé la dimension de 'anneau
semi-local A. Il est clair que le complété A de A a méme dimension
que A. La décomposition de A en composé direct d’anneaux locaux
complets A, (I, 3, cor. 2) montre dim(A) = max(dim(A,)) (regarder
la structure des idéaux d'un composé direct); on a donc
dim(A) = max(dim(A,)), les p, étant les idéaux maximaux de A
(I, B, remarque au cor. 2).

b. Comme le module des polynomes de degré <n de (A/9)[X,....X]

a pour longueur L(A/D)(n:-s), et comme F (1) est un quotient

de (A/m)[Xy, ..., X;], on a d <s (s étant le nombre d’éléments
d’un systdme de générateurs de v; cf. II, 1, f), et tout idéal
de définition v de A ne peut avoir moins de d générateurs. D’autre
part, en utilisant (II, 3, ¢) et le fait que, dans un anneau semi-local
de dimension o, tout idéal de définition est nilpotent (la topologie
est alors discréte), on voit, par récurrence sur d (utiliser I'existence
d’éléments superficiels; ¢f. II, 2, b), qu'il existe un idéal de défi-
nition de A engendré par d éléments. Donc :

Prorosition 1. — La dimension d d’'un anneau semi-local A

est le nombre minimum de générateurs d'un idéal de définition
de A.

Ceci montre que, dans le cas des anneaux locaux, notre définition
coincide avec celle de Chevalley [13]. Une famille (24, ..., z4)
de d éléments engendrant un idéal de définition de A est appelé
un systéme de parameétres de A.
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c. Soit (x4, ..., zq) un systéme de paramétres de A. L’anneau A /¢,
ol ¥ désigne l'idéal (zy. ..., z,) de A, est de dimension d —r.
En effet, les classes de zr.4, ..., a4 en engendrent un idéal
de définition; et, si un tel idéal B/¥ était engendré par moins
de d—r éléments, ¥ serait un idéal de définition de A, et serait
engendré par moins de d éléments.

d. Supposons maintenant que A soit un anneau local; alors
un idéal de définition § de A est un idéal primaire pour l'idéal
maximal m.

Appelons chaine d'idéaux premiers d’un anneau quelconque B,
une suite P, d’idéaux premiers distincts tels que poDOP1D ... D Pu;
Pentier m est appelé la longueur de la chaine. Dans un anneau
local de dimension d, il existe une chaine d’idéaux premiers
de longueur d [cest clair pour d =o0; on procéde ensuite par
récurrence, en considérant Af/Az, ou z est un élémcnt'superﬁciel
n’appartenant & aucun idéal premier minimal de A (IL, 2, ¢)].
Pour montrer réciproquement que, dans un anneau local A
de dimension d, toute chaine d’idéaux premiers est de longueur < d,
on traite d’abord le cas d =1 (« Hauptidealsatz » de [42], n° 15).

[On peut supposer A sans diviseurs de zéro, par quotient par un

idéal premier minimal, et complet (I, 3, cor. 2 de la prop. 1);
soit alors p un idéal premier de A autre que (o) et que l'idéal
maximal M, et soit @ un paramétre de A; on a a 4¢P, sinon p =1;
d'ou (p™:Aa)=p pour tout n, ce qui, puisque P3£(0),
implique p*) ¢ Aa, contrairement a np("): (o)eta (I, 3, prop. 2)] .
B
Avant de passer au cas général, remarquons que, SiPodP1D ... DPm
est une chaine d’idéaux premiers d’un anneau noethérien B, et (v,)
des idéaux premiers de B dont aucun ne contient P;, il existe une
chaine d'idéaux premiers poD P, D .. .P,,_, DPn de méme longueur,
telle qu’aucun p; ne soit contenu dans aucun 1, (on se raméne aussitot
au cas m = 2; il existe alors ¢ € P, tel que c & P. et cgM,; on prend
pour P, un idéal premier minimal de ps—+ Be contenu dans P, :
on a alors P, £ P, par construction, et P, # po d’apres I'Hauptide-
alsatz). Soit enfin W>P;D...D>Pm une chaine d’idéaux premiers
de 'anneau local A de dimension d, et soit (zy, ..., Zq) unsystéme
de paramdtre de A; d’apres ce qui vient d’étre vu, on peut supposer
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que Pm_y n’'est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux
de I'idéal ¥ = Az +. ..+ Azq; alors P, _y + € est primaire pour m
(Hauptidealsatz), et Afp,_, est de dimensiin =<d-—1 (prop. 1);
d’our, par récurrence sur la dimension :

ProrosiTion 2. — La dimension d d’'un anneau local A est la
longueur maximum d’'une chaine d’idéaux premiers de A.

On en déduit les conséquences suivantes : si I'idéal b de Panneau
local A contient un élément non diviseur de zéro, on a

dim(A/b) < dimA;

si P est un idéal premier de A, on a dim (A/p) + dim (Ay) < dim (A).
D’autre part, la proposition 2 est valable pour un anneau semi-local A
(sip, désignent les idéaux maximaux de A, on considere les anneaux
de fractions Ay, et 'on utilise la relation dim(A)= max(dim(Ay))
[(IL, 4, a)]. Ceci, et les propriétés des idéaux premiers d’un anneau B
dont tous les éléments sont entiers sur un sous-anneau (I, 6, rappel),
montre que :

CoroLrLaire. — Solent A un anneau semi-local et B une exten-

swon finie de A; alors les dimensions des anneaux semi-locauz A
et B sont égales.

5. Théorie de la multiplicité. Anneaux locaux réguliers. — Soient
A un anneau semi-local de dimension d et ® un idéal de définition
de A. Le polynome caractéristique Py(2) a un terme de plus haut
degré de la forme e(®)n?/d!, ou e(®) est un entier >o (II, 3).
L'entier e(v) est appelé la multiplicité de I'idéal de définition v.
Si A est un anneau local, et si m est son idéal maximal, e(m) esy
aussi appelé la multiplicité de Uanneau local A.

a. Prorosition 1. — 8¢ Uidéal de définition v de Uanneau semi-
local A est engendré par le systéme de paramétres (x4, ..., z4),
onae(®)ZL(A/v). Si e(v)=L(A/v), lanneau de formes F(9)
est isomorphe & Uanneau de polynomes B =(A[9)[X,, ..., Xq4].

Comme F(v) cst isomorphe a un quotient B/t et comme, en
posant ¥=BX,+...+BXs, on a L(Bjer=)= ("7 ) L(Ap),

Pinégalité est claire. Sir contenait une forme non nulle de degré g,
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il contiendrait ses produits par les monomes de degré <n—gq,

lesquels engendrent un (A/v)-module de longueur >~ (n—?i-'-d);

&0t Py(n+ 1) Z L(A/v) (";") — ("—Zﬁ "), et e(v) < L(A/v).

b. Avec les notations de @, on voit de méme que [méme si
L(A/v) > e(»)] I'id¢al v ne contient aucune forme F ayant au moins

un coefficient inversible [c_an effet, une telle forme F engendre un

module de longueur L(A/v); donc, si A désigne le degré¢ de F, les
produits de F par les monomes de degré < n—~% engendrent un

module de longueur L(A/v) (n - Z_ k); alors

Fn(n-o-x)éh(A/n)((n;d) —(n—§+d)>

serait de degré <d] (¢f- [13]). On déduit aussitot de la que, si

I'anneau semi-local A contient un corps L, les éléments d’un
systtme de paraméires de A sont analytiquement indépendants
sur L.

c. Un anneau local A de dimension d est dit régulier (« p-Rei-
henring » de [48]), si son idéal maximal m est engendré par d élé-
ments (2, ..., Zd); ceux-ci forment alors un systéme de paramétres
de A. appelé systeme régulier de paramétres. Comme L(Afm) =1,
on ae(m)=1, et F(m) est isomorphe a I'anneau de polynomes &
d variables sur le corps A/m (prop. 1). Par conséquent, un anneau
local régulier est un anneau d'intégrité intégralement clos (11, 1,
¢ et ¢). Tout 6lément z € m* tel que x ¢ M+ est superficiel d’ordre &
par rapport a M. On remarquera que, si A est un anneau local
régulier, il eu est de méme de son complété A.Si (@4 ..., @) est
un systtme régulier de paramétres de l'anneau local régulier A,
Panneau quotient A/(Az,-. ..+ Az;) est un anneau local régulie
pour tout s < d.

d. Le résultat suivant a une certaine utilité technique : si A est un
anneau local régulier de dimension d, et si A/b est de dimension g,
il existe un systéme régulier de paramétres (zy, ..., Za) de A tel
que l'idéal (b, zgi4, - - ., Za) soit primaire pour m([20], lemma 13).
[Soit (w1, ..., us) un systeme régulier de parameétres de A; par
récurrence sur ¢, on est amené & montrer I'existence d’un u, tel que
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A/(b, u,) soit de dimension ¢ — 1 (lorsque ¢ 3£ 0); il suffit pour cela
de le prendre en dehors des idéaux premiers minimaux de b (II, 4,
prop. 2); comme la réunion de ceux-ci est distincte de M, 'existence
de u; est démontrée].

e. Nous supposerons, dans cet alinéa, que A est un anneau local
tel que A/m soit un corps infini. Si g est un idéal primaire pour M,
et z un élément superficiel par rapport a g, on déduit de

Pg(n) —Pq(n—1) < Pansr(n)< Py(n) — Pg(n—1)+ Pq(e) (I, 3, ¢)

que l'on a e(g9)=-c(9/Az). De ceci. on tire les conséquences
suivantes :

A. 1l existe un idéal 9’ c g, engendré par un systeme de parametres
et de méme multiplicité que § (récurrence sur la dimension d de A,
a partir du cas d = o, ou c’est conséquence des définitions) ([631],
Chap. II, th. 5).

Ce résultat permet, en Géoméirie algébrique ou algébroide, de
ramener les multiplicités de composantes excédentaires d’intersection

a celles de composantes propres [59], [61], [63].

B. Si g est engendré par un systéme de parametres (¥, ... ¥d,),
il est aussi engendré par un sysiéme de parametres (zy. ..., Za)
tel que
e(g)=e(qg/Az)=...=e(q/(Azs+...4+ Azp_1))

[prendre pour z, un élément superficiel par rapport a g de la forme
ZTy=uyi+ @2)2-+...4 aqya avec u inversible; ceci est possible
puisque, sid>1, on a g¢my, (I, 2, e); puis, on opere de méme
dans A/Az,, ...]. Considérons alors la classe z de x4 dans 'anneau
de dimension 1B=A[(Az,+4... 4+ Aza_s);onae(q)=e(Bz);si
z nest pas un diviseur de zéro dans B, les modules Bz"/Bzn+t
sont tous isomorphes a B/Bz (par les isomorphismes déduits
de y—>az"+ty), et l'on a e(Bz)=L(B/Bz) =L(A/q); dans ces
conditions, la longueur de § est égale a sa multiplicité; on peut
donc appliquer a g les résultats de la proposition 1.

La condition que z ne soit pas diviseur de zéro dans B est assez
restrictive; elle n’est remplie par aucun systéme de parametres de
I'anneau local K[[u*, u?e, uv®, v*]] [49]. Elle est cependant vérifice
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lorsque I'on peut assurer que I'idéal (o) de B n’a pas de composantes
immergées (cf. [63], § 3). Ceci explique le succés partiel des défini-
tions des multiplicités d’intersection comme longueurs de certains

idéaux [78], [79], [80], et leur échec en face du contre-exemple
ci-dessus.

J. Prorosirion 2. — Soient A' un anneau local d'idéal maximal
m, A un sous-anneau local de A' tel que A' soit extension finie
de A, et qu’aucun élément non nul de A ne soit diviseur de zéro
dans \'. Alors A et A' ont méme dimension et si §f est un idéal
primaire pour Uidéal maximalm=mnA de A, on a

[A:A)l.e(q) =[A'/m':A/m].e(A'q).

Remarquons d’abord que, si F est un A'-module de longueur finie
L,y (F), c’est aussi un A-module de longueur finie

La(F)=[A'fw’:A/m].Ly(F)

(en effet, I' est annulé par un m* et il suffit d’étudier les modules
A'/w’s, ou encore m’//m'/+1), D’autre part, il existe un élément non
nul ¢ de A, et des éléments (b, ..., b.) de A’ linéairement indé-

pendants sur A, tels que cA'cE =2 Ab,. En considérant I'applica-
i

tion canonique de E/Eg” sur (E 4 A’g7)/A’q", on obtient
(1) La(E/Eqn) > La((E+ A'qu)/A’g") > La((A'c + A'qn)/A%g"),
ou le dernier terme vaut Poq(72) — Piacqaqnec(n)-

En considérant de méme 'application canonique de A’c/A’cg” sur
(A'c -+ Eg»)[/Eg", on obtient

(2) La(E/Eq) £ La(A'c/A"cq") + La(E[(A’c + Eqn))
Z La(A'c/A’cqn) + Ly (EN(Ec + Egn)).
Les inégalités (1) et (2) s’écrivent aussi :

(1) rPq(n) > [(A'/m"):(A/m)] (Paq(n) — Pcragme(n)),
(2) r(Pq(n) — Pucrayac(n)) < [(A'fw):(A/m)]Paa(n).

Comme ¢ n’est diviseur de zéro, ni dans A, ni dans A/, les termes
de plus hauts degrés du second membre de (i') et du premier
membre de (2') sont ceux de [(A’/m'):(A/m)].Pyq(n) et de rPq(n)
(11, 4, d). Donc ces denx derniers polynomes ont méme degré d (qui
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est la dimension commune de A et A’), et méme coefficient dominant,
ce qui démontre I’égalité annoncée.

CoroLLARE. — Si A’ est un anneau local complet contenant un
corps K sur lequel A'|W est fini, et si (24, ..., z4) est un systéme
de parametres de A' engendrant un idéal v et tel qu’aucun élément
non nul de A=X[|2, ..., 24]] ne soit diviseur de zéro dans A,
alors A’ est extension finie de A, et Uon a

[A":A]l=e(»).[(A'fw'):K].

Le fait que A’ est extension finie de A a 6t6 démontré en (I, 6, e).
Le reste se déduit de ce que l'idéal (1, .., 2q) de A, qui est un
anneau de séries formelles (II, B, &), est de multiplicité 1.

Ce corollaire montre que notre définition de la multiplicité géné-
ralise celle de Chevalley ([13] et [16], I, 2, déf. 2). La proposition 2
montre aussi que la notion de multiplicité généralise celle de
« ramification degree » due a Cohen ([20], th. 23).

Cororratre 2. — Solent A un anneau local, B un anneau semi-
local, extension finie de A et tel qu'aucun élément non nul de A

. .. , A ~ , ..

ne soit diviseur de zéro dans B,.B =2‘ B: la décomposition du
13

complété B en composé direct d’anneauz locaux (I, B, cor. 2),

p: Uidéal maximal de B;, et § un idéal primaire pour lidéal
maximalmde A. On a :

[B:A].e(4) = Y [(Bifp): (A/m)].e(Ba) et e(Ba)= D, e(Bu).
1 i

Comme [B:A]=[B:A], on peut supposer A et B complets
(1,6, %). Comme B; contient un sous-anneau A; isomorphe a A, on
exprime [B;:A].e(q) par la proposition 2, et I'on en déduit [B:A]
par sommation. La seconde formule se déduit de ce que tous les B;

ont méme dimension que A et de ce que B/Bg” est isomorphe au
produit des B;/B;g".

&- Prorosition 3. — Soient A un anneau semi-local, b et ¢ deux

idéauz de A tels que dim(A[b) > dim(A/c), et v un idéal de défi-
nition de A. On a alors

dim(A/b)=dim(A/bnc) = dim(A/bc)
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et
e((v+b)b)=-e((v+(cnb))/bnc) =e(v+ be/bc).

Comme becbncch, il suffit de démontrer les égalités des termes
extrémes. Considérons les anncaux de formes F(v), F((v + b)/b).
F((v+¢)/c) et F((» + br)/bc) comme quotients d’un méme anneau
de polynomes R (II, 1, ). Le procédé « d’évitement » d’un certain
nombre d’idéaux premiers de R (II, 2. b) appliqué simultanément
pour les trois derniers anncaux dc formes, fournit un ¢lément
z€A dont les classes sont superficielles. d’ordre s par rapport
a(+b)/b, (04 c)jcet (v4be) /bc. On a alors

dim(A/(b+Az))=dim(A/b)—1,
dim(A/(c + Az))=dim(Afc) —1, e((u--b)lb).s =e((v + b+ Ax)/(b+ Ax)

et
e((v+be+ Ax)/(bc+ Az))=c((v -+ be)be).s (H, 3, e)

Comme on a (b+Az)(c+Azx)chc+ Azchb 4 Az, il suffit de
montrer la proposition 3 pour les idéaux b+ Az el ¢+ Az, cc
qui réduit dim(A/b) ct dim(AJc) d’une unité. Par applications
successives, on est raméné au cas o ¢ est un idéal ouvert, et ol
dim(A/b) > o. Il existe alors un exposant @ tel que be> b nev ([84],
chap. 1II, lemma 3), et donc un exposant b tel que be> b nvs. Onest
ainsi ramené & montrer que e((8 + b)/b) =c((v 4+-bnv’)/bnws);
or, pour n > b, (b + v2)/(b + 7) estisomorphe & 2/((b N 1Y) - p);
donc, a unc constante additive pris, les longucurs des modules
A/(b+v7) et AJ((b + 1) 4 p») sont égales; comme la preiiére est
un polynome non constant en #(dim(A/b) > o), il en cst de méme
de la seconde, ct les coefficients dominants de ces polynomes sont
égaux; ceci démontre 1’égalit¢ annoncée des multiplicités [64].

Historigue. — L’emploi systématique des polynomes caracté-
ristiques d’idéaux dans les anneaux locaux est du a Pauteur [63].
Nous avons ici remédi¢ a diverses complications inutiles de [ 63],
généralisé la plupart des résultats aux anneaux semi-locaux, et évité
[sauf en (I, 2, ¢) et (II, B, ¢)] ’hypothése d’un corps quoticnt A/nt
infini. La considération des anneaux dc¢ formes (II, 1) remonte
cssentiellement a Krull [48], ct correspond & un procédé fort a'la
mode cn Topologie algébrique [12]. La délicate proposition 2 du
paragraphe 4 est due a Krull (« Primidealsatz », [42], n° 13) pour
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sa seconde moitié, et & Ghevalley ([13], appendice) pour sa premiere
moitié; la démonstration de Krull serait beaucoup simplifiée si I'on
savait que, étant donné un élément non diviseur de zéro x d’un
anneau local A, il existe un idéal g primaire pour 'idéal maximal, et
un cntier s, tels que (4*:Az)cg"— pour n assez grand (cf. [63].
chap. IT); mais ceci scmble étre un probléme non résolu.

CHAPITRE 111.

ANNEAUX LOEAUX GEOMETRIQUES.

Nous dirons qu’un anneau local A est équidimensionnel ([16],
chap. I, § 2) si. pour tout idéal premier v, de (o) dans A, on a
dim(A/v,) =dim(A); ceci implique que (0) n’a pas de composantes
immergées (II, 4, prop. 2). Nous dirons que I'anncau local A est
analytiquement équidimensionnel si son complété A est équidimen-
sionnel; alors A est équidimensionnel puisque tout idéal premier
de (o) de A est contenu dans un idéal premier de (o) de A (I, 3,
cor. 1 de la prop. 1). Un idéal b de I'anneau local A est dit équidi-
mensionnel (resp. analytiquement équidimensionnel), si A/b est
équidimensionnel (resp. analytiquement équidimensionnel). Un
anneau local A est dit analytiquement irréductible si son complété
A n’a pas de diviseurs de zéro.

1. Extensions quasi finies d’anneaux locaux. — @. On dit qu’un
anneau local B est quasé fini sur un sous-anneau local A s'il existe
un anneau intermédiaire G(A c G cB) tel que C soit extension finie
de A, ct que B soit 'anncau des fractions (au sens ordinaire) d’un
idéal maximal m de C; ceci implique que W contienne tous les idéaux

premiers de zéro de C ct que 'on ait n m*= (o). L’anneau inter-

n

médiaire C est semi-local (I, 6, f). Si A est complet, il en est de
méme de G, ct B est un des facteurs Ce de la décomposition de C
(I, 8, d et I, B, remarque au cor. 2). L'anneau B est dit régulie-
rement quasi fini sur A, si aucun délément non nul de A n’est
diviseur de zéro dans B; alors, si A est complet, B est fini sur Ae,
qui est isomorphe a A.

b. Nous avons vu (II, 4, cor. de la prop. 2) que les dimensions
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de A ct de I'anncau intermédiaire C sont égales. Comme B est un
anncau de fractions de C, la caractérisation de la dimension par les
chaincs d’idéaux premicrs (II, 4, d, prop. 2) montre que l'on a
dimB < dimA. 1l y a égalité des dimensions dans les cas suivants :

A. D’anncau B est régulidrement quasi fini sur A, ct A est inté-
gralement clos. En effet, étant donné un idéal premier quelconque
de A, il est contenu dans I'idéal maximal p, de A, ct il existe un
idéal premier p' dé C, contenu dans m, et tel que P'NA =P (« going
down theorem », ¢f. [22], th. 3). On peut donc, de proche cn
proche, étant donnée une chaine d’idéaux premiers de A de longueur
dim A, construire une chaine d’idéaux premiers G, de méme longueur,
ot tous contenus dans 1t; ceci donne une chaine d’idéaux premiers
de B de longueur dimA.

B. L’anneau B est régulierement quasi fini sur A, ct A est analy-
tiguement irréductible. Alors A est un sous-anncau de C, sur lequel
C est fini, et aucun élément non nul de A n’est diviseur de zéro dans
G (1, 6, %). Dautre part, on a B=Ce=_Cpe. ¢ étant un idem-
potent de G (I, B, remarque au cor. 2); ct Ce est isomorphe a C,

puisque n m"= (o). Il est clair que Ce est fini sur Ae, et donc que

B=_Ce esnt fini sur Ae, qui est isomorphe a A (I, 6, £); dou I'éga-
lité des dimensions de A et B (II, 4, d, cor. de la prop. 2). On
vérifie aussitot qu'aucun élément de Ae n’est diviseur de zéro dans
B=_Ce, et que B est régulidrement quasi fini sur A. Puisque A est
sous-espace de B (I, 3, cor. 1 de la prop. 2), A cst un sous-cspace

de B. L’anncau B est équidimensionnel (et B est donc analytique-
ment équidimensionnel) : en effet, pour tout idéal premier p de (o)

de B, on a pnA = (o), ﬁ/n est fini sur A, ct Pon en déduit
dim(B/p) = dimA (IL, 4, d, cor. de la prop. 2) = dimB. Enfin, si
R,R,ZZ désignent les corps des fractions d(; A et A et les anneaux
de fractions de B et B, on a Z = Zg, algébre obtenuc par extension a
R du corps de base R de Z [en cffet, Z et Z sont les anncaux de
fraction de C et C, et notre asscrtion résulte de (I, 6,h)].

Dans la plupart des cas envisagés, 'anneau A scra a la fois intégra-
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lement clos et analytiquement irréductible [par cxemple un anncau
local régulier (I, 3. ¢), ou I'anncau local d’une sous-variété normale

(cf. V, 2)].

c. Prorostrion 1. — Si B est quasi fini sur A, si  est un idéal
équidimensionnel de B, et sivnA est un idéal premier tel que
A/vnA soit intégralement clos ou analytiguement irrréduc-
tible, alors B|v est régulierement quast fini sur Ajvn A, et lon a
dim (B/v) =dim(A/v nA).

Ceci est clair lorsque v est un idéal premier ([16], 1,1, lemma 6).
Dans le cas général 'un au moins, p, des idéaux premiers (p,) de B
est tel que pnA=vnA (sinon, prendre z, €. NnA. . ¢VNA, ct
former (IT2,)". n élant assez grand); on a alors

dim(B/v) = dim(B/p) = dim(A/unA).

On a. d’autre part, dim(B/p,) <= dim(A/Anp,) puisque B/p, est
quasi fini sur A/Anp, (III, 1 5); comme Anp,>AnD. ct comme

dim(B/p,) = dim(B/v) = dim(A/A nv),

ceci implique que Anp,=Anv (II, 4, prop. 2). Alors aucun
¢élément non nul de A/A N, n'est diviscur de zéro dans B/v, ct B/p
est régulidrement quasi fini sur A/Anv.

d. Prorosition 2. — S¢ B est régulicrement quase find sur A, et

st P est un idéal premier de B, By est régulicrement quasi fini
sur Apna.

Soit 1 'intersection des idéaux de B primaires pour p; c’est aussi
I'intersection des idéaux primaires de (o) dans B contenus dans p;
et B, est 'anncau de fraction ordinaire (B/n)(pm) (1. 4, d). Commen
se compose de diviscurs de zéro, on a nnA = (0); donc A est un
sous-anncau de B/n, et Ayqy un sous-anneau de By. Comme les
idéaux premicrs de 1 se composent de diviscurs de zéro, aucun
¢lément de A n’est diviseur de zéro dans B/n, et aucun élément de
Ajpna n'est diviseur de zéro dans By. Soit alors C un anneau intermé-
diaire, ct soit B = Cy; considérons Cg, S étant le complément de
pnA dans A; il est clair que Gy cst extension finie de Ayna; on
vérifie alors sans peine que 'on a By= (Cs)m:, od M'=pB, nCs, ct
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que W' est un idéal maximal de Cg puisqu'il contient (PNA)Apna
([16], 1, 1, lemma 7).

e¢. Prorosrrion. — (Transitivité.) 8¢ A’ est quasi fini (resp.
réguliérement quasi fini) sur A, et B quase fini (resp. régulié¢re-
ment quasi fini) sur A', alors B est quasi fini (vesp. réguliérement
quast fini) sur A.

Soient G et C' des anneaux intermédiaires (AcCcA’'cC'cB).

Ecrivons C’:Z Alz,, et soit x,z,:Z coynxi(con €A, 11 existe un
1] A
dénominateur commun d € C tel que de,y, € C pour tous 4, j, k; ct

Pon vérifie aisément que Z dz,C est un anneau intermédiaire entre
[

A et B.

2. Anneaux a noyaux. — Soit K un corps d’cxposant caracté-
ristique p ct tel que [K:K?] soit fini. Nous noterons t(r, K)
I'anneau des fractions de I'idéal premier (2, ..., x,) de l'anncau
de polynomes K[y, ..., z,]; c’est un anneau local régulier de
dimension 7n; si P, est I'idéal premier engendré par (zy, ..., Zao—(),
r/p, est isomorphe a r(Z, K), ettty a v (n—14, K(zuoinr, ..., Za)).
Nous noterons r(n, m, K)(m <n) Panncau dc sérics formelles
K{(zy ..., Zm)) [[#m+1, .- .. 22]]; c’est un anncau local régulier
ct complet de dimension n—m;le complété de r(n, K) est
r(n, 0, K);si p, est lidéal premier de r (2, o, K) engendré par
(Z1y + -y Zu—y), on a £[P,=T(£, 0, K); Iy n’est pas complet, et son
complété est t(n, £, K). Les anneaux des types r(n, k) ct ¥ (2, m, K)
recevront le nom de noyauz, etles systémes de paramétres (zy, ..., z,)
et (ZTmas - .., &o) de t(n, K) et ;(n, m, K) seront dits spéciaux.
Un anneau local A est appelé un anneau & noyau sil est régulidre-
ment quasi fini sur un noyau.

Nous allons montrer quc la classe des anneaux a noyau cst stable
par rapport aux opérations suivantes : complétion, quotient par un
idéal équidimensionnel. formation de I'anncau des fractions d’un
idéal premier. Ceci est clair pour la complétion, un anneau a noyau
étant analytiquement irréductible; on déduit d’ailleurs de ceci qu'un
anneau A noyau a méme dimension que I'un quelconque de ses
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noyaux (III, 1, b, B). Pour les deux autres opérations, il nous suffira,
en tenant compte de la transitivité (11, 1, e, prop. 3), ct des propo-

sitions 1 et 2 du paragraphe précédent, de montrer le résultat
suivant :

Lemme pE NormALisaTiON. — Etant donnés un noyau S et un
idéal b de S, il existe.un noyau R contenu dans S et un systéme
spécial de paramétres (y, ..., yn) de R tels que S soit réguliére-

ment quast fini sur R, et que b n R soit engendré par (Vimiy, . . . yn).

1° Lorsque S est un anneau de séries formelles L[[zy, ..., z.]],
on considere, parmi les parties finies de b qui peuvent étre incluses
dans un systtme de parametres de S, une partic maximale
(¥m+1y -+sy )n), contenue dans le systeme de parametres (¥4, ..., ¥n)-
On pose R=L[[y1, ..., yr]]. Alors S est extension finie de R
(T, 6, e). Et, si bnR contenait un ¢lément non nul y7, de
L[4, ..., ¥m]], alors y,, ferait partic d’un systéme de paramétres
s coovym)de L{[yay oo ¥m]b et (0hs oo s ¥ Fmsts « -2 ¥n)
serait un systéme de¢ parameétres de S contrairement au caractére
maximal de (ym+1, ...y ¥n)-

2° Considérons maintenant le cas ou S est I'anncau des fractions
de I'idéal premier (zy, .... 2,) de I'anneau de polynomes K [z, ..., 2,)-
Nous appellerons systeme d’intégrité de K[z, ..., 2,] unc famille
de n polynomes (4, ..., ya) tels que K[zy, ..., z,] soit extension
finie de K[y, .... y,]. Considérons, parmi les parties finies de b
qui peuvent étre incluscs dans un systeme d'intégrité de K[z, ..., za],
une partie maximale ()m1, ..., ¥n), contenue dans le systéme
d’intégrité ()i, ..., yn). Alors, cn prenant pour R Planneau des
fractions de l'idéal paemier (yy ..., y.) de K[y, ....7a], S est
régulierement quasi fini sur R, Rz, ..., z,] étant anncau inter-
médiaire. Reste & montrer que b N R est engendré par (ymi1s -+, ¥n),
c’est-a-dire que 'on a bnK[yy, .... ym]= (o). En vertu du carac-
tere maximal de [¥m+1, - - .. )], il nous suffira, comme dans 1°, de
montrer que tout élément non nul z de K[y, ..., yn] peut étre
inclus dans »n systeme d’intégrité de cet anneau {cf. [91] et [75]).
Soit z, la forme de plus haut degré de z; le procédé de (II, 2, b)
permet de trouver m formes (%, ..., Zn) qui engendrent un idéal
irrelevant [c’est-a-dire contenant une puissance de 'idéal (34, ..., ym)]-
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Si K[y, ..., ym] n'était pas entier sur K[z, 53, ..., 5m], il
existerait une valuation V dont 'anneau contiendraitK[z. 23, ..., 2m]
et uon K[y]; soit, par exemple, y, celui des y, dont I'ordre pour V
soit le plus petit possible (¢t << 0); posons y,— y,y,; comme z est
dans I'anneau de V et non y,, 2,(1, ¥4, ..., y,,) estdans Vidéal de V;
il en est de méme des z,(1, ¥,, ..., ¥,,). Comme I'idéal homogene
(21, ..., m) estirrelevant, ceci implique que les y; sont tous dans
I'idéal de V, contrairemen) au fait que y,=r1.
c. Q. F. D.

De ceci, on déduit les résultats suivants :

a@. Un anneau a noyau est analytiquement équidimensionnel
(1L, 1, b);

b. Si p est un idéal premier d’un anneau a noyau A, on a
dim(A/p) + dim (Ay) = dim(A) (prendre un noyau R de A tel que
I'idéal pnR soit engendré par une partie d'un systéme spécial de
parametres de R);

¢. Si (34, ..., 5n) est un systtme de paramétres de 'anneau a
noyau A, et si P est un idéal premier minimal deI'idéal (zpi4, -5, 2n),
on a dim(A/p)=m, et dim(Ay)=nrn—m [en effet les classes de
By, ..., Zm engendrent un idéal primaire pour I'idéal maximal de
Alp, dou dim(A/p)<m; et les images de Zmi1, ..., 2, dans
A, engendrent un idéal primaire pour pAy, d’oudim(Ay) £ n—m].

On appelle anneauz locaux géométriques les anncaux que l'on
obtient a partir des noyaux par applications répétées des opérations
suivantes : complétion, formation de I'anneau des fractions d’un idéal
premier, passage au (uotient par un idéal premier. L’étude précé-
dente montre quc tout anncau local géométirique est un anneau
4 noyau. La réciproque cst fausse a cause de la restriction aux
idéaux premiers (et non plus seulement équidimensionnels) dans la
formation des anneaux quotients.

3. Le théoréme de transition. — Soient A un anneau a noyau,
9 un idéal primaire pour l'idéal premier p de A. Comme g est équi-

dimensionnel, A/g est un anneau & noyau (III, 2). Soient A le com-
plétéde A, p unidéal premier de Ap [forcément minimal puisque A/p
est analytiquement équidimensionnel (III, 2, @)], et gla composante
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primaire de Ag relative a p. Soient R un noyau de A/q, Rle noyau
de A/ﬁq obtenu par complétion de R (I, 1, 4, B), L et L les corps
des fractions de R et ﬁ, Z et Z les anneaux de fractions de Alq
et A/Aq D’apres (IIL, 1, b; B), Z est I'algébre étendue Zg. Si (ﬁ,)
sont les idéaux premiers de Ap, et (4,) les composantes primaires
correspondantes de¢ Ag, algébre Z est composée directe des algébxl'es
primaires (A/q,)G/5). Or remarquons que L est séparable sur L
[on a, soit L=K(z, ..., z,) et L= K((z1, ..., xa)), soit
L=K((@i, ..., za)) et E:K((xi, coos Zm)) ((Bmats + -2y Zn));
dans les deux cas, on montre que 17~ et L sont linéairement disjoints
sur L, c’est-a-dire que

[Ke=t @™, oy ) L] = (Ko (@, o, 22T
ou qllC

IK"—' ((.’L"i“l, ey .’L‘Z")) M L] = [KP—‘ ((m’i_la e xg;—-l)) ((‘Z‘ZL:I], e .’L‘;’l—l)) . i:],

ce qui ne représente pas de difficultés, du fait que [K:K”] est fini
(ef. [15], prop. 5 et [16], p. 10)]. Alors les algebres primaires

dont Z est composée directe ont toutes méme longueur que I'algébre
primaire Z (si ® est I'unique idéal premier de Z, on remarque que
97z est, en vertu de la séparabilité, le radical de Zg (cf, [63],
chap. I, th. 5)). On a donc démontré la formule suivante ( « théortme
de transition ») entre longueurs d’idéaux primaires :

(1) Longueur(g) = Longueur(y).
On en déduit les conséquences suivantes :

Cororratee 1. — S¢ P est un idéal premier d’un annean &

~ . « 3, .
noyau A, AP est intersection d’idéaux premiers.

11 suffit de prendre g =9p. Ceci est le théoréme de Chevalley ([16],
1, 1, th. 1) : tout anneau local géométrique est « analytiquement
non ramifié ». 1l exprime essentiellement que la décomposition locale
d’une variété algébrique en variéiés algébroides n’cst pas plus com-
pliquée au sens de la théorie des idéaux qu'elle ne l'est au sens
géométrique.

CoroLrAire 2. — S¢ 0 est un idéal primaire pour U'idéal pre-
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mier P de Uanneau & noyau A, et si P est un idéal premier de Ay,
on a P(n%)(n) = P(ngp)(n). En particulier, les multiplicités des
idéaux VAy et DA sont égales.

Il suffit de prendre pour g la puissance symbolique ) (1, 4, f)
et de remarquer que (") est la composante primaire de A" relative

a P (ceci résulte de facon naturelle des définitions; cf. [63], chap.1,
th. 7). Dans le cas ol A, cst engendré par un systéme de para-
métres, I’égalité des multiplicités constitue le « theorem of transition »

de Chevalley ([16], I, 4. th. 4).

k. La formule d’associativité. — Prorosition. — Soient A un
anneau & noyau, W son idéal maximal, (x4, ..., z,), un systéme
de paramétres de A engendrant U'idéal g, v I’idéal engendré par
(15 vy Tw), et (P,) les idéaux premiers minimaux dev. On a
alors

e(a) =X e((a - p1)n)-e(vAv,).

1

1° Nous supposerons d’abord que A est complet. Alors A contient
un corps K sur lequel A/m est fini. Soit L=K((zy, ..., 2,)) et
soit Z l'anneau des fractions de A. L'anneau R=XK[[z), ..., 2,]]
est un noyau de A, K[[Zm+1, ..., #»]] un noyau de A/p,, et 'anneau
des fractions S de I'idéal premier (24, ..., £n) de R un noyau de A, .
Nous noterons C Vanneau de fractions Ay, T étant le complément de
Vidéal (2, ..., z») dans R; il est clair que C est un anneau inter-
médiaire entre S et Ay, et que les p, sont en correspondance biuni-
voque avec les idéaux maximaux de G, c’est-d-dire avec les idem-

potents primitifs e, de G (I, B, cor. 2). Soit L l¢ corps des fractions
de S; alors I'anneau des fractions de C est I'algébre étendue Zg (III,

1,6, B). Onadonc [Z:R]=[Z;: L] = [Zze.: Tei]. Or

[Zzel :Ee;] = e(n(ﬁp‘)).[(Ce,/Cme;) ‘Ke((z1€ ..., a:mcg))]

(1, B, cor. 2 de la prop. 2, f)
=e(vAp,).[(Afp): K[[z1, ..., zm]]]
=e(vAp,).e((4 -+ p)fp) [(Afp)(mfp)) K] (1L, B, f, cor. 1)
= e(vAp,).e((q+p1)/pe).[(A/m): K].
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Comme
[Z:R]=-e(q).[(A/m):K] (I, 4, f, cor. 1),
la formule cherchée est démontrée.
2° Sil'on prend pour v I'idéal (0), les anneaux A, sont des algebres
primaires, et e(DA, ) est la longueur ¢, de la composante primaire

de (o) relative a p;. On a donc e(f) =2q,-e((q +Pp)/p.).

3° Passons enfin au cas ou A n’est pas complet. Alors Ap, est
intersection d’idéaux premiers p;; (III, 3, cor. 1), et on a

e((a+plp) = e(A(g+p)/Ap) =Ee((ﬁq +P1)/py)
7

en vertu de 2°. D’autre part, e(9y ) = e(nﬁ;u) d’apres le théoréme
de transition (III, 3, cor. 2). Comme e(q)=e(Ag), la formule
cherchée s’obtient par groupement de termes dans celle relative

a e(};q).

CoroLLAIRE. — 'S¢ © a pour unique composante isolée un idéal

premier P, on a e(f) = e((4 +Pp)/p).

En effet, Ay est un anneau local régulier (II, 5, ¢), et D Ay son idéal
maximal; d’oll e(BAy) =1.

Remarque. — Soit maintenant (les notations étant celles de
la proposition) 1 l'intersection (équidimensionnelle) des compo-
santes primaires isolées de 9. On a e(q/v) =e(g+ u/u) (1L, 5, g,
prop. 3). D’aprés la proposition appliquée au systéme de parmetres
(Zm+1s -  2n) de A/1, on a

e((a+w)fw) =Y e(q-)fp)-L(Ap/Avy).
i

Comme on a l'inégalité L(Ay [0Ap)>e (9Ay) (IL, 5, a, prop. 1),
on en déduit e(q/v) > e(q). Lorsque e(g/v) =e(f) [ce qui a lieu
lorsque le systéme de paramétres (i, ..., Z») a la propriété décrite
en (II, B, e, B)], on a L(A, /8A; ) = e(BAy,), et Uon peut appliquer
la proposition 1 (II, B, @) a 'anneau de formes F(pA,).
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Historique. — Les matieres traitées dans ce chapitre proviennent,
pour la plus grande part, de Chevalley ([16], ). Le traitement systéma-
tique des extensions quasi finies d’anneaux locaux provient essentiel-
lement d'un cours professé par Chevalley a Princeton en 1946-1947.
L’introduction des quotients par des idéaux ¢quidimensionnels, qui
permet de préciser et de simplifier le « theorem of transition, est due
a lauteur ([63], chap. II, § 4). Nous avons aussi évité la restriction
a un corps infini K en démontrant le lemme de normalisation de
E. Noether (§2) par la méthode de Zariski [91]; la méthode de Uzkov
donnerait le méme résultat [75].

On peut se demander si cerlaines propriétés des anneaux a noyau
se généralisent & des anneaux locaux plus généraux, moyennant des
hypothéses convenables, d’équidimensionnalité (analytique ou non),
par exemple. Il est en effet peu naturel, pour étudier un anneau
local A, d’y introduire un noyau R, choisi avec un grand arbitraire,
ct dont le seul role est un réle « d’armature », qui permet d’assurer
que «les choses se passent bien ».

CHAPITRE 1V.

STRUCTURE DES ANNEAUX LOCAUX COMPLETS.

Soient A un anneau local complet, m son idéal maximal. Nous
distinguerons deux cas suivant que le corps « résiduel » A/m est de
caractéristique o ou p > o. Nous noterons ¢ I'homomorphisme cano-

nique de A sur A/m. Si a€A, nous noterons a sa classe modm;

si f est un polynome a coefficients dans A, nous noterons f le poly-
nome obtenu par réduction des coefficients mod nt.

1. Cas ot le corps résiduel est de caractéristique nulle. — Alors A
est de caractéristique o, et 'on a le résultat suivant :

1. Turorime. — Soit A un anneau local complet de caractéris-
tiqgue o, tel que le corps résiduel Ajm soit de caractéristique o;
alors A contient un sous-corps K tel que ¢(K) = A/m (c’est-a-dire
que K est un systeine complet de représentants pour les classes mod ).
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Du théoréme 1. on déduit facilement le résultat suivant :

CoroLLatRe. — S¢ (@4, ..., 2,) désigne une base de wm, A
est zsomorphe a un quotient de Uanneau de séries formelles
K[[Xy, ..., Xz]]. 8¢ A est un anneau local régulier, il est iso-

morphe & un anneau de séries formelles sur K.

Remarquons que, comme A/m est de caractéristique o, tout
élément n.1 (n€Z") de A est inversible; donc A contient un corps
isomorphe au corps Q des nombres rationnels. D’autre part,
Pensemble des sous-corps de A, ordonné par inclusion, est évidem-
ment inductif; il admet donc, en vertu du théoréme de Zorn, un
élément maximal K. Nous allons montrer que ¢(K)=A/m :

Si A/m contenait un ¢lément z trascendant sur ¢(K), on aurait
mnK[z]= (o), et A contiendrait k().

Ainsi A/m est algébrique et séparable sur ¢ (K). Le théoréme | est
alors conséquence immédiate du corollaire au lemme suivant :

Lemme pe HenseL. — Soient A un anneau local complet quel-
conque, f un polynome de degré n sur A, i et {' des polynomes
sur Ajw tels que v soit de degré r < n, que f=1Y', et que y et ¥
soient étrangers. Il existe alors des polynomes get g sur A, de
degrésret n—r, tels que f=gg', et quey=g, ety =g

On détermine, par récurrence sur s, deux suites (gs) ct (g% ) de
polynomes de degrés r et n —r, tels que g4 = go(W), g%, , = g’ (W)
et f = g,8.(m*). Pour 81 et g, il suffit de « relever » arbitrairement y

et Y. Supposons g; et g\ déterminés, et soit (m;) une base de m*;
posons

Fern(X) = g:(X) + Xmior(X) el gt (X) = g4(X) + X, muviX )
i 1

on a, par hypothese,
J(X)— £5(X) £4(X) = Y, muw(X);

dong la condition f= g,.1 g%, (W) s’écrit

Zm,(w,— 01gs — 01 &s) = o(ms+1);
i
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ceci sera réalisé si Pon prend o; et ¢ tels que v;g" —+ v gs=wi;
comme gy,=7y et g =1y sont élrangers, ceci est possible d’apres
identité de Bézout, et I'on peut prendre les ¢; de degrés <r, et
les v; de degrés << n— r. Les suites des coefficients de polynomes (gs)

et (g,) sont alors des suites de Cauchy; comme A est complet, elles
ont des limites, ce qui fournit les polynomes g et g’ cherchés.

CoroLLaRe. — Si un polynome [ sur A est tel que f ait une
racine simple a € Ajw, il existe une racine simple a € A de f telle
que a =a.

2. Cas ou le corps résiduel est de caractéristique p > 0. — Ce cas
est nettement plus compliqué que le précédent. L’anneau A peut étre
de caractéristique o (c¢f. anneau des entiers p-adiques), de caracté-
ristique p (cf. séries formelles sur un corps de caractéristique p),

ou de caractéristique p* [cf. Z/(p*)]. Toute autre valeur de la carac-
éristique de A est d’ailleurs exclue.

Remarquons d’abord les faits suivants :

A Si z—yemi(zeA, y€A, nx1), alors 27— )" emns
(en effet 27— y* est le produitde z — y et d’une somme z de p termes
dont chacun est congru a 27~! modm; alors z € m, puisque p € ).

B. Etant donné¢ un élément a€A/m, on appelle représentant
multiplicatif de a., un ¢lément « € A qui a une racine p*/itme dans A
pour tout k> o et tel que @ = a. L’élément « ne peut avoir de repré-
sentant multiplicatif que si, pour tout kAo, il admet uneracine p#/ieme
dans Ajm. S’il en est ainsi, il admet un représentant multiplicatif
a €A, et celui-ci est unique [soit a, la racine p7/ieme de «, et ¢, € A
tel que ¢, = a,; la suite (¢%,,) cst une suite de Cauchy d’apreés A;
soit @y sa limite; on a évidemment & = ao = &)}’ pour tout k. Si b est
un autre représentant m ultiplicatif de a, soit b, une racine p”/itme de &
dans A; on a b,— a, € W puisque la racine p"/itme de « est unique;
d’ott b — a € m” pour tout n d’alirés A, et b= a] Si « est le repré-
sentant multiplicatif de «, nous noterons a”™" celui de &”™". Si a et &
ont des représentants multiplicatifs @ et b, P'unicité montre que ab
est représentant multiplicatif de «f8.
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Nous appellerons p-anneau un anneau de valuation discréte, de
caractéristique o, et dont I'idéal de valuation soit engendré par p.

TuetoriME DE RELEVEMENT. — Solent A un anneau local complet
dont le corps résiduel A|w soit de caractéristique p > o, B un
p-anneau complet, et © un homomorphisme de B sur A/wm dont
le noyau soit U'idéal mazximal (p) de B; il existe alors un homo-
morphisme ¢ de B dans A tel que goc — 7.

Remarquons que 7 définit un isomorphisme 7 de B/(p) sur A/m.

Supposons d’abord que le corps K = A/m soit parfait; soit K,
son corps premier, et (%,) une base de transcendance de K sur K,.
L’anneau B contient I'anncau des fractions B, de l'idéal premier (p)
de Z; I'homomorphisme oo de By, dans A défini par co(n) =n.1
satisfait évidemment & g 0 69 = 7y,. Soit Ky = Ko (af™); et soient af "
ct b5 " les représentants multiplicatifs dans A et B de af,™" et 71 (a,™") ;
les b, sont algébriquement indépendants sur Bo; ct les formules
o, (b ") = a") définissent un homomorphisme o', de B}, = B, [44"]
dans A. Soit ¢ la valuation de B; tout élément & de anncau B, de
la restriction de ¢ au corps des fractions de B’ est un quotient P/Q
de deux polynomes en les b5 (n fixe) a coefficients dans By, tous
les coefficients de Q n’étant pas multiples de p; alors &), (Q) ¢ m,
et ¢, se prolonge en un homomorphisme ¢, de B, dans A tel que
g9og,=1p. Considérons alors I'ensemble & des couples (B, &)
composés d’un sous anneau By de B contenant B, et qui soit]’anneau
de la restriction de ¢ au corps des fractions de By, et d’'un homo-
morphisme o), de B; dans A qui prolonge g, et soit tel que ¢ ooy, = 7y, ;
ordonnons & par la relation « By > B, et o) prolonge oy »; muni de
cette structure, & est inductif, et admet donc un élément maximal
(B, ¢'). L’anneau B’ est complet, car sinon l'on prolongerait & son
adhérence ¢’, qui est un homomorphisme continu, puisque ¢'(p) € m.
Montrons que l'on a ¢(B') =K en effet, K est algébrique et sépa-
rable sur K, puisque K, est parfait, donc aussi sur ¢(B'); alors,
sia €K, et si m(X) est le polynome minimal de « sur K, on choisit
un polynome f(X)e&B/[X] unitaire et de méme degré que T, tel
que T =1(f); soit g=27'(f)€A[X]; le corollaire au lemme de
Hensel (IV, 1) fournit alors des éléments a €A et beB tels que
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g(a)=o0, f(b)=o0, 1(8) =¢(a) = «; on peut alors prolonger ¢’ en
prenant ¢’(b) = a et B'[ 5] est évidemment I'anneau de la restriction
de ¢ a son corps des fractions. Ainsi le corps des valeurs de B' est
identique & celui de B; comme p engendre les idéaux maximaux de
B etB', on en conclut que B=B' (I, 6, ¢). Le théoréme de reldvement
est donc démontré lorsque A/m est parfait.

Lorsque K = A/ est imparfait, le plus petit corps parfait conte-
nant K est K'=K#~. Nous allons construire d’abord un anneau
local complet A’ contenant A, et un p-anneau complet B’ contenant B,
ayant tous deux leurs corps résiduels isomorphes 4 K'. On dit qu’une
famille (ai) d’¢léments de K est p-indépendante si, pour toute sous-
famille finie (a4, ..., «;), on a [K’(ay, ..., a,):Kr]=pr;
le théordme de Zorn fournit une famille p-indépendante maximale (a;),
dont on vérifie aussitdt qu’elle satisfaita K7 (i) = K; () est appelée
unc p-base de K ; remarquons que, pour tout entier 7, (a{’_") estune
p-base de KP7" (¢f. [8], chap. V, §8, exerc. 1). Soit («i) une p-base
de K, etsoientai€ A et b, € B t¢ls que ¢ (a:) = (b)) = ai; adjoignons
successivement & A (resp. B) des ¢léments (ai,.) (resp.(by,»)) tels que
(@u,n)P = @ijn—-1(resp. (bin)? = bi,n—) ; on vérifie que C=A[ay 1, ..., @]
est un A-module libre; c’est donc un anneau local complet, dont
I'idéal maximal est Cm, et tel que (CmynA=m (I, 6, g, 1);
alors Ay = A[a;,] est un anneau ayant WA, pour unique idéal maxi-

mal, et tel que n (mA, )= (0) et que (MA,)*n A =m’;les mémes
s=1

propriétés s’appliquent par récurrence & A,= A[ai.], donc a leur
réunion A”; le complété A’ de A" pour la topologie définie par les (mA")*
est alors un anneau local complet (II, 1, g, cor. de la prop. 1).
d’idéal maximal mA’, ayant K' pour corps résiduel, et l'on a
(mA’)* A A =m*. On obtient, de méme, un p-anneau complet B/,
contenant B, et ayant K' pour corps résiduel. Les homomorphismes
¢ et 7 s’étendent canoniquement a A’ et B' :

g(ain) =(bin) = .

La premiére partie de la démonstration fournit alors un homomor-
phisme o de B’ dans A’ tel que 9o = 7. Il nous suffit maintenant de
montrer que 'on ag(B) c A. Comme goo(B)=K, onas(B) c A+mA’.
Procédons par récurrence, et supposons que l'onait o(B) cA+meA'.
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Remarquons que, comme P ='(ai) est une p-basc de K, on a

K (P) =K (cn effet K = K»(P), K»=K# (Pr), donc
K =Kr(Pr, P)=Kr*(P), ...);

donc, pour z€B, onat(z)=f(a), ou f est un polynome & coeffi-
cients de la forme n” (v € K); par conséquent, z = f(b,) + ps5(z €B),
les coefficients de f étant de la forme y*(y € B). Or il existe '€ A
tels que o(y)=y'(mA"); d'otug(y*’) =y (m+tA') (remarque A
du début du paragraphe). En remplagant les y par les )”, on obtient
un polynone g sur A tel que o(f(b))=g(a) (m+'A"). Comme
o(z)=d(mA"), avec deA d'aprés I'hypothése de récurrence, on
ao(z)=g(ai)+ dp(nw+tA'), dot o(B)c A+ m+tA'. Comme A
est complet, il est fermé dans A', et 'on a bien ¢(B) c A.
C. Q. F. D.

Pour appliquer le théoreme de relévement, remarquons que, étant
donné un corps K de caractéristique p > o, il existe un p-anncau
complet B de corps des fractions L et ayant K pour corps des valeurs
(c’est clair pour le corps premier : B=7,; pour une extension
pure K(B,), on consideére I'extension canonique a L(X;) de la valua-
tion de L et Pon compléte; pour unc extension algébrique mono-
géne K(a), on «releve» dans B le polynome minimal de « sur K,
on adjoint & L une racine @ du polynome relevé, on étend a L(a)
la valuation de L, ct la formule « n =ef'» miontre que ¢ =1). Le
théoréme de relevement et le fait que, si un anneau local complet
d’idéal maximal W est contenu dans un anneau local complet d’idéal
maximal B'nt et de méme corps résiduel que B, on a B=DB/(I, 6, ¢),
montrent d’ailleurs que le p-anneau complet B esp déterminé de fagon
unique par K.

On déduit alors du théoréme de relévement, en étudiant la structure
du sous-anneau ¢(B) de A qui est isomorphe 4 un quotient de B :

Tutorime 2. — Soit A un anneau local complet d’idéal maxi-
mal m; supposons que AW soit de caractéristique p > o; et soit B
un p-anneau complet de corps résiduel isomorphe & Afm.

a. Si A est de caractéristique o, il contient un sous-anneau
isomorphe & B;
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b. St A est de caractéristique ph(k>1), il contient un sous-
anneau isomorphe & B|(pt). En particulier, si A est de caracté-
ristique p, il contient un corps K tel que (K )= A/m.

Un sous-anneau de A, ayant les propriétés décrites dans le théo-

réme 2 ou dans le théoreme 1 (§1) est appelé un anneau de Cohen
de A.

CoroLratrr.— Soit G un anneau de Cohen de A, et soit (x4, . . ., x,)
wne base de wi; alors A est tsomorphe & un quotient de l'anneau

de séries formelles C[[Xi, o Xl

Remarques. — 1° Dans le cas ot A est de caracléristique p,
Pexistence du corps de Cohen K peut se démontrer directement,
sans utiliser le théoréme de relevement ([20], 1T, 4 et B).

2° Lorsque A/m cst parfait ct de caractéristique p > o, l'annvau
de Cohen C est déterminé de facon unique : c’est I’ensemble des

L]
¢léments Ea,l ", ou les a, sont des représentants multiplicatifs.
n=>0
Lorsque A/ut est C de caractéristique o, ou imparfait, il y a une infi-
nité de sous-anneaux possibles, § moins que m=Ap.

3. Structure des anneaux locaux réguliers et complets. — Comme
un anneau local régulier n’a pas de diviseurs de zéro (II, B, ¢), il est
de caractéristique o ou p. Lorsque les caractéristiques de A et A/m
sont ¢gales, I'existence d’un corps de Cohen (th. 1 et 2) et le fait
que les ¢léments d’un systtme de parametres de A sont analyti-
quement indépendants sur tout sous-corps de A (IL, 5, b), montrent
que :

Tutorime 3. — Soient A wun anneau local régulier et complet
ayant méme caractéristique que son corps résiduel, K un corps
de Cohen de A, et (x4, ..., xa) unsystéme régulier de paramétres
de A; alors A est isomorphe & Uanneau de séries formelles

K[[#, - ... za]]

Lorsque A est de caractéristique o, et A/utde caractéristique p >o,
les choses sont simples lorsque p ¢ M?; en effet, on peut alors inclure P
dans un systéme régulier de parametres de A et I'on a :

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 123, 4
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Tutonime 4. — Solent A un anneau local régulier et complet
de caractéristique o, de corps résiduel Am de caractéristique
P> o, et de dimension d; supposons que p&Wm?; alors A est iso-
morphe & un anneau de séries formelles & d —1 variables sur le
p-anneau complet de corps résiduel Alm.

Un anneau local régulier qui est, soit d’égales caractéristiques
(¢f. th. 3), soit d’'inégales caractéristiques avec p g m? (cf. th. 4),
est dit non ramifié.

Pour aller plus loin, nous aurons besoin du résultat suivant :

Prorosition 1. — Soit B un anneau local complet de dimen-
sion d, et tel que dim (B/(p)) = d —1 dans le cas d'inégales carac-
téristiques; alors B est extension finie d’'un anneau local A régulier,
non ramifié, complet, et de méme corps résiduel que B; si B est
équidimensionnel, aucun élément non nul de A n’est diviseur de
zéro dans B,

L’hypothese exclut le cas de la caractéristique pt(k>x2), et est
vérifiée lorsque p n’est pas diviseur de zéro (II, 4, d). On considere
un systéme dec paramétres (yi, ..., ya) de B, tel que yy = p dans le
cas d’inégales caractéristiques. Soit C un anneau de Cohen de B; on
prend A=C[[y4, ..., ya]] dans le cas d’égales caractéristiques,
A=C[[y2 ..., ya]] dans le cas d'inégales caractéristiques; alors
(I, 6, d et e) montrent que B est extension finie de A. Alors A et B
ont méme dimension (II, 4, d, cor. de la prop. 2), ct la seconde
assertion a été vue au chapitre III(III, 1, &, B).

Cororraire 1. — 87 P est un idéal premier d’'un anneau local
équidimensionnel et completB, on a dim (B[p) + dim (By) = dim (B).

On est aussitot ramené au cas ou B est anneau d’intégrité. Comme
Panncau local régulier A est intégralement clos (II, 5, &), le « going
down theorem » ([22], th. 5) montre qu’il suffit de démontrer le
résultat pour A. Lorsque A est un anneau de séries formelles sur un
corps, ceci a ét¢ démontré au chapitre IIT (III, 2, 6) par la méthode
de normalisation (I’hypothése que [K:K~] est fini n’a été utilisée
que plus tard). Soit alors A= C[[X,, ..., X4_4]], G étant un
p-anncau; si 'idéal premier p de A contient p, il suffit de passer a
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Yanneau quotient A/(p), qui est d’égales caractéristiques; sinon
on a pnC=(0); or, si K est le corps des fractions de G, et si
A'=K[[Xy, ..., X4_1]], les formules p - pA’ct p'— p' n A définis-
sent une correspondance biunivoque entre les idéaux p' de A' et les
idéaux premicrs p de A tels que pnC=(0); comme le résultat &
démontrer s’applique a A/, on peut faire passer par p une chaine de
longucur d —1 d’idéaux premicrs (p,) de A tels que p,nC=(0) ;
on compléte alors cette chaine par I'idéal maximal m de A.

Cororrare 2. — Soit B un anneau local régulier et complet,
dans le cas d’inégales caractéristiques. Il existe alors un sous-
anneau A de B, qui est un anneau dc séries formelles sur un
p-anneau de Cohen C de B, et tel que B=A[z], x étant racine
d’'un polynome unitaire irréductible '+ ayz'~*+. ..+ assur A,
ot tous les a, appartiennent & Uidéal mazximal W, de A et ou
ak¢m;.

Il existe un systéme régulier de paramétres (24, ..., z4) de B tel
que 'idéal § =(p, 22, ..., Za) soit primaire pour I'idéal maximal m
de B(I, B, d); alors A = C[[22. ..., z4]] cst un anncau de séries

formelles (II, B, b). Si m, cst I'idéal maximal de A, on a g =m,B.
Alors B/g cst un A/m,-module de type fini et, si z* est la plus petite
puissance de z =2z, qui apparticnne a 4, les classes mod. g de
1, , ..., ! forment une base de Bfg sur A/m,. Donc (I, 6, e)
(1,2, ..., zF1) est une base de B sur A, et 'on a B=A[z], ou
Zh 4+ a ' 4.. .+ a,=o, avec a,¢A. On a @, €M, pour tout 7
(sinon z'~"eq, h étant le plus grand indice tel que axgu,). De
arem?, on déduirait z' € mgCmp-+v cn posant B =(Z3, ..., Ta),
c’est-d-dire z*€Bpz -+ et z(z'~'—cp)€EWV, contrairement au
fait que » est premier ct & la définition de k. L’irréductibilité du
polynome z* -+ a, zh-14. ..+ a; sc démontre alors par la méthode
du critere d’Eisenstein ([77], § 24).

Voici enfin une représentation d’un anncau local régulier et com-
plet comme quotient :

Prorosition 2. — Un anneau local régulier et complet B,
d'inégales caractéristiques et de dimension d, est isomorphe
quotient d'un anneau de séries formelles a d variables S s
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p-anneau C, par un idéal premier principal engendré par un éle-
ment u'de Uidéal mazimal mde S tel que ugm?.

Soient (..'v,, .+., &4) un systéme régulier de paramétres de B, C un
p-anncau de Cohen de B. On prend S=C[[Xy, ..., Xq]](IV. 2,
cor. du th. 2). Le noyau p de '’homomorphisme canonique de S

sur B est premier (11, B, ¢) et tel que dim(S/p) =d. On ape ZAx,.

donc pe Z SX,+ P, ct p contient un élément u = p ———2 oo\ el

que w €M, u gM*; comme u peut élre inclus dans un systéme régu-
lier de parameires de S, P'idéal Su est premier (11, 5, ¢). done p = Su,
puisque dim (S/p) = d (11, %, prop. 2).

4. Applications :

Prorosirion 1. — Soient A un anneau local régulier complet
et non ramifié, p un idéal premier de A; alors Ay est un anneau
local régulier non ramifié.

Soient d =dim (A ), d —r = dim (A/p). 1l s’agit de monlrer que
PA, peut étrc engendré par r éléments. Si, dans le cas d'inégales
caractéristiques, on a p €P, on sc ramene au cas d’égales caractéris-
tiques par réduction mod p; nous supposcrons donc p ¢ P dans le cas
d’inégales caractéristiques. Il existe alors un systeme régulier "de
parametres (uy, ..., uq) de A tel que I'idéal (P, u,.q, - .., uq) soit
primaire pour l'idéal maximal mt de A, ct que w, 1 =p dans le cas
d’inégales caractéristiques (IT, B, d). Soit C un anncau de Cohen
de A. Posons B=C[[u,41, ..., u¢]]. Comme A/p est enticr sur
B/p n B (les idéaux engendrés par #,.4. ..., tq étant primaires pour
les idéaux maximaux de chacun), ils ont méme dimension d —r (11,
4, d, cor. dela prop. 2), ct, commedim(B) =d —r, on apnB = (o).
Donc A, contient le corps des fractions K de B, ainsi que 'anncau
de polynomes S =K[uy, ..., #,]. On déduit, d’autre part, du fait
que A/p est entier sur B, et engendré par les classes u,(1£i<Zr) des
u,modp (I, 6, ), que on'a A=p+Bfuy, ..., u,]. En relevant les
équations de dépendance intégrale des u, sur B, on obtient des elé-
ments &y, ..., a,dec P tels que (ay, ..., @ Upsas - - -, Ua) soit 'pri—
maire pour W (a, étant un polynome unitaire de B, ]). Si l'on pose
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V=(ai, .... ), onaaussi A=10+ Bfuy, ..., u,| (méme raison-
nement que ci-dessus). On a donc

veypco+{Bluy, . ., u])nyp, d’ou PA oAy +(pAyNnS)Ay.

Comme on a @, €SNP, onendéduit pA;=(pA; nS)A,y. Or pA, NS
est un idéal premier de I'anncau de¢ polynomes S =K[uy, ..., u, ],
ct contient les 7 éléments @, qui sont algébriquement indépendants
sur K; c’est donc un idéal premier de dimension zéro et est, par

conséquent, engendr¢ par 7 éléments ([91], p. 451, lemma 9), lesquels
engendrent PA,. Cc. Q. F. D.

Remargque. — Le théoréme de transition (111, 3) montre que, si A
cst un anncau local régulier a noyau, et p un idéal premier de A,
A, est un anneau local régulier. On en déduit que, pour tout idéal
premier B d’un anneau de polynomes R sur un corps, Ry est un anncau
local régulicr (considérer un idéal premicr de dimension zéro de R
contenant ). En termes géométriques, toute variété (algébrique ou
algébroide) st sous-variété simple de Pespace linéaire ambiant.

Prorosition 2. — Sodent A un anneau local régulier de dimen-
sion d, et © =(ay, ..., a,) un idéal de A tel que dim(A[v) =d—r;
alors v est est un idéal équidimensionnel.

On sc ramene aussitot au cas ou A est complet, puis a celui ot A
est complet et non ramifi¢ (IV, 3, prop. 2). Le théoréme est évident
pour r = o. Procédons alors par récurrence sur 7. Il s’agit de montrer
qu'il n’existe pas d’idéal premier immergé p de V. Comme Ay est un
anncau local régulier (prop. 1), nous sommes ramenés a montrer que,
si r<d, 'idéal maximal m de A n'est pas un idéal premier de v,
c’est-a-dire que cmCP entraine ¢ €. Soit W =(ay. ..., ar_1);
c’est, d’aprés I’hypothese de récurrence, un idéal ¢quidimensionunel
tel que dim(A/n) = d—r 1. Soit (p,) la sous—fa‘mille des idéaux
maximaux de celle des idéaux premiers de # et des idéaux premicrs
isolés de 1; les p, sont tous distincts de w. Il existe alors un systeme
régulier de paramatres (u, ..., ta) de A tel que uy &P, et que Al(uy)

soit non ramifié {prendre un systeme régulier de paramétres

(&1, .... Za) aVEC Za=p dans le cas d’inégales caractéristiques;
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poser alors u, =z, (j > 2) et uy =z + Z C:Zm(), ol la somme est
&

étendue aux indices ¢ tels que z €., ot Zim, §P,, et ot ¢, € I lpt,
rtEL
c,¢p,]. Si alors ctc®, on a cuy€9=(W, a,), cu;—da,€l,

da, € (U, uy). Or a, n’apparticnt & aucun idéal premier P de (W, u,)
[en effet dim (A/p) =d—r d’aprés I'hypothése de récurrence
appliquée a (W, u,)/(u4), et P serait idéal premier isolé de A,
contraircment au choix de u;]. D’ou de(u, uy), d—eusen, ct
ui(c—ea,) €v. Comme u, n’apparticnt & aucun idéal premier de 1,
on en déduit ¢c —ea, €t ¢t c € n. Cc. Q. F. D.

Historique. — Les matieres traitées dans ce chapitre sont dues a
I. 5. Cohen [20], qui a généralisé aux anneaux locaux complets les
théorémes de structure des anneaux complets de valuations discrétes,
dus & Hasse-Schmidt [33], Teichmiiller [73] et Mac Lane [80]. Son
théoréme d’équidimensionnalité (§ 4, prop. 2; th. 22 de [20], inspiré
de celui de Macaulay ([49] et [77], §98), est la clef de V'interpréta-
tion de certaines multiplicités d’intersection comme longueurs
d'idéaux (cf. II, B, ¢).

Notre exposé a suivi assez fidelement celui de Cohen. La seule
exception est que, suivant ¢n cela une coutume mise a la mode par
la Topologie algébrique, nous avons donné le role essentiel au théo-
réme de relévement (§2), qui ne joue chez Cohen qu’un role effacé
(cor. 1 du th. 11).

CHAPITRE V.

ANNEAUX LOCAUX INTEGRALEMENT CLOS ET FAGCTORIKLS.

1. Quelques résultats sur les conducteurs. — a. Considérons la
situation suivante : soient A un anncau d’intégrité intégralement clos,
K son corps des fractions, Z unc extension algébrique finie de K,
et B 'anneau des éléments de Z qui sont entiers sur A. Supposons
que, pour une base (z;) de Z sur K, il existe un ¢lément non nul d

de A tel que dB ¢ 2‘ Az,;s'il en est ainsi pour unc base de Z, la méme
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propriété est vraie pour toute base de Z. Un tel élément d existe
lorsque B est un A-module de type fini; la réciproque est exacte
lorsque A est neethérien. Si Z est séparable sur K, et si les z; sont
entiers sur A, on peut prendre pour d le « discriminant » det (7;(%:))?,
les o, désignant les K-automorphismes de Z dans la cloture algé-
brique de K. Lorsque Z n’est pas séparable sur K, I'existence d'un
« conducteur » d cst assurée dans les cas suivants :

1° A est un anneau de polynomes sur un corps K, (car alors B est
engendré sur K, par un nombre fini d’éléments; ¢f. [66], remarque
p- 364);

2° L'anneau A?~* de K7~* est un A-module de type fini, p dési-
gnant l'exposant caractéristique de K (¢f. [77], §101, ou [42],
n° 35).

b. Soient alors L unc extension quelconque de K, et Z; V'algébre
obtenue par extension 4 L du corps de base K de Z. Supposons que A
soit contenu dans un anncau intégralement clos A, dont L soit le
corps des fractions ; et considérons 'anneau B, des éléments de Z,
qui sont entiers sur A;. Etudions d’abord le cas ou Z est séparable;
nous pouvons, sans inconvénient, supposer Z galoisien. Alors les
K-automorphismes o; de Z se prolongent par linéarité en des L-auto-
morphismes de o, de Zy. Soit (z;) une base de Z, et soit

b=2a1z.(azeL)
]

un élément de By; on en déduit o,(b) _—_2 a,s,(%,); en supposant

les z, entiers sur A, et donc sur A, on en déduit que det (o;(z,))ax
est entier sur A,; donc, cn posant d = det(g,(z,))?, on voit que

da, € Ay pour tout 4 ; on a, par conséquent, dB, c 2 A,z;avec d € A.
i

Ceci montre d’ailleurs que Z; n’a pas d’éléments nilpotents; en
effet un tel élément est entier sur A, mais n’a pas de « dénomina-
teur » d € A lorsque A K.

¢. Etudions maintenant le cas ou Z n’est pas séparable sur K.
Nous supposerons alors que L est séparable sur K. On peut, sans
inconvénient, supposer Z normale ; il existe alors une sous-extension
radicielle R de Z telle que Z soit galoisienne sur R ([8], chap. V, §10,
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prop. 14). Alors ([7], §2) Z, est, en tant qu’anneau, isomorphe a L,
c’est-a-dire a (Lg); = (Lg) ®rZ, Comme L est séparable, et donc
linéairement disjointe de R sur K, Ly est un corps, radiciel sur L.
Soit alors C I'anncau des éléments de R qui sont entiers sur A; c’est
Pensemble des racines p¢/itmes d’éléments de A contenues dans R,
puisque A est intégralement clos; et G est lui-méme intégralement
clos. Considérons alors Z comme extension de R, prenons une base
(5,) de Z sur R composée d’éléments entiers sur A, et désignons par
G, 'anneau -des éléments de Ly qui sont entiers sur Ay; il existe alors

(V, 1, 8) un élément non nul @ de R tel que @'B, ¢ ¥5,Cu.

d. Nous supposerons alors que A est un noyau (III, 2) et que A,

est le complété A de A. Dans ce cas, L est bien séparable
sur K (I, 3). Nous pouvons, sans inconvénient, supposer
que R = Kr~. Alors, comme

A= Ko((zy, ..., zw)) [[a;mi-ly cooy Zall

Gy n’est autre que I'anneau

Ke= (2l - 2l ) [y - @),

puisque ce dernier est un anncau intégralement clos, enticr sur &, et
de corps des fractions /"= L(K#™); au moyen d’une base de K%4¢
sur Ko (qui cst finie d’apres I'hypothese faite sur les noyaux), et de
monomes en les 41, on construit une base (5;) de G, considéré

comme A-module. On a alors C; :Zs}’ A; comme il existe d' € R tel

J

que d'B, c Z:-,’ Cy(V,1,¢),onadB,c Zz:z;'A, (&'5) élant une
] &)

base de Z sur K. On peut, sans inconvénient, supposer quec

p PP q

I'élément d'€R est entier sur A; en posant alors d =d*°, on a
’ p

a fortiori dB, c 2’:: z-;'ﬁ, avec 'd € A. D’ou le résultat suivant :
Iy

Prorosition 1. — Soient A un noyau, K son corps des fractions,
Z une extension algébrique finie de K, L le corps des fractions du

complété A de A, et B, U'anneau des éléments de U'algébre 1y qui
sont entiers sur A. Alors, pour toute base (z,) de L sur K, il existe
un élément non nul d de A tel que dB, c Zﬁz,,.

4
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Cororrare 1. — Soient B un anneau & noyau sans diviseurs de
zéro, B son complété et B, la cloture intégrole de B; il existe alors
r r a
un élément non nul d de B tel que dB, cB.

On prend, cn effet, pour A un noyau de B, pour () une base du
corps des fractions Z de B sur le corps des fractions K de A telle

que 5, € B. Alors Z est Panncau des fractions de B, et la proposition 1
montre que 'on peut prendre d dans A.

On retrouve, en particulier, le fait que B n’a pas d’¢léments
nilpotents (¢f. V. 1, b et III, 3).

CoroLrare 2. — La cléture intégrale d'un anneau local
géométrique est un B-module de type fini.

2. Théoréme d’irréductibilité et de normalité analytiques :

Tutoreme. 1. — Soit B un anneau & noyau, sans diviseurs de

séro et intégralement clos. Alors son complété B est un anneau
d’intéegrité intégralement clos.

Soit d un ¢lément non nul de B tel que dB, cﬁ, B, désignant la
cloture intégrale de B (V, 1, d, cor. | de la prop. 1). Comme B est
intégralement clos, 1'idéal principal Bd est intersection de puissances
symboliques d’idéaux premiers minimaux, soient P ([42], n° 37).
Soient P,, les idéaux premiers de Byp, dans B. Comme B/p, est un

anneau a noyau, on a ﬁp,:np”, toutes ces composantes étant

i
isolées (111, 2, a et IIL, 3, cor. 1). Considérons un des p,, soit p, et

un des P, ;> soit p. L’anneau de fractions By est un anneau intégra-
lement clos de dimension 1, donc un anneau de valuation discrete.

Formons ﬁ;; soit aeP, agp”; il existe c€ ﬁ, céptel que epc Be
(prendre ¢ = zy, ou z&€(Ba:p), z&Pp, ct ol y &P est élément de
I'intersection des idéaux premiers de Bp distincts de p). Si ¢ est
Papplication canonique de B dans ﬁ;, I'idéal maximal ﬁﬁ; de ﬁ; est
donc engendré par ¢(a); ceci montre que ﬁ; est I'anncau d’'une
valuation discréte ¢, ct aussi que le noyau de ¢ est un idéal premicr
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de (o) dans B [79' (o) est d’ailleurs égal a ni("), et c'est le seul

n

idéal premier de (o) contenu dans p; cf. I, 4, d]. On a, par

conséquent, ﬁnf"’ = n ]_Jf,’” en vertu du théoréme de transition (III, 3)
/

ct de 'équidimensionnalité de I'anncau a noyau ﬁ/ﬁm"’ (111, 2, @), ct

donc ﬁd:nﬂ;“” d’apres le théoréme des intersections d’idéaux
'y
(I, 3, prop. 3). Notons w,; 'application composée ¢,j0 ¢, ol ¢, est la

valuation définie par ﬁ;;”. Pour tout z€B;, on a w,;(s)>o0,
dou w;(dz)> w,j(d); comme dzeB, ceci implique dzepy™,
puisque w,,(d)=s(¢). On a donc dzeBd, et il existe 5'eB tel
que d(z—3')=o0. Comme I'élément d de B n’est pas diviscur de
zéro dans B, ni dans B, (I, 3, cor. 1 de la prop. 1), ona z =23, et B
est intégralement clos. Or un anncau local A intégralement clos
(dans son anneau des fractions S), et sans élément nilpotent, est un
anneau d’intégrité (sinon S serait composé direct de plusicurs corps,
ct contiendrait un idempotent e distinct de o ct 1; comme e*—e = o,
e est entier sur A, d’oll e € A, contrairement au fait que ¢ et 1— e ne
sont pas inversibles). Donc B est un anneau d’intégrité intégralement
clos.

Remarque. — On peut établir les propriétés des p;; sans utiliser
les résultats du chapitre III (¢f. [95], I).

CoroLrLatRe. — Soient B un anneau a noyau sans diviseurs de
zéro, B son complété, B et (ﬁ)’ leurs clotures intégrales. Alors B
est un anneau semi-local, dont le complété est (B).

En effet, B’ est extension finie de B (V, 1, d, cor. 2 de la prop. 1),
et donc un anneau semi-local (I, 6, f). Il existe ¢ non nul dans B tel
que ¢B'cB (V, 1, cor. 2); on en déduit ¢(B') B, donc (B') est un
sous-anneau de (B ). Enfin les anneaux locaux dont (B') est composé
direct sont les complétés des anneaux By, , les m; désignant les idéaux
maximaux de B’ (I, 3, remarque au cor. 2); ils sont intégralement
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clos d’apres le théoreme 1; par conséquent, (ﬁ’ ) est intégralement
clos et donc identique a (ﬁ)’

Remarque. — Si A cst un anncau local dont le complété A est
intégralement clos, A est lui-méme intégralement clos (en effet, si S
désigne 'anneau des fractions de A, on a AnS = A puisque, pour
touta€A. ona AanA =Aa).

3. Anneaux locaux factoriels. — Rappelons qu'un anneau A est
dit factoriel s'il est anneau d’intégrité et si tout élément de A se met,
et de facon unique, sous forme d’un produit d’éléments irréductibles
(2 un élément inversible pres). Il revient au méme de dire que A est
un anneau d’intégrité et que tout idéal premier minimal de A est
principal, ou encore que tout idéal engendré par un élément
irréductible est premier.

Lemme (« Vorbereitungssatz »). — Soient A un anneau local
complet d’idéal mazimalm, B anneau de séries formelles A[[X]],
Jf un élément de B n’appartenant pas a WB; si b, X’ est le terme de
plus bas degré de f tel que bsgm, on a, pour tout z€B,

z=uf-+q, o u est inversible dans B, et o q— ZaiX",
=0
avec a, € A.

La condition f¢mB veut dire que l'idéal Bf + Bm est primaire
pour I'idéal maximal mB + XB de B. L'anneau A[[ f]] a pour idéal
maximal (f, M), eta mémc corps résiducl A/m que A et B.
Comme B/(Bf-+Bm) a pour base sur A/m les classes de
1, X, ..., X1, (1, X, ..., Xs7*) cst un systtme de générateurs

s—1

de B sur A[[f]] (I 6, ¢). On a donc B=/B+ > AX:. On en

a~—1

déduit b, X = vf+2 ¢ X!(c,€A) et, par réduction modM, on voit
i=0

-que ¢ est inversible dans B (son terme constant étant d’ailleurs

dans 1-+m). En posant Q:EAX', et cn désignant par U
0
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I'ensemble des éléments inversibles de B, on a donc o€ Uf+ Q,
d'ou QcUf+ Q. Comme B=Bf+ Q, on a, pour tout z€B,
soit s=uf+q, avecuelUet g€ Q, soit 3 =mf+ ¢, avec mem;
dans ce dernier cas, on écrit g=1u'f+ ¢, avec u'€U ct ¢'€Q;
dovz=(m—+u")f+q,oum—+ u'el.

Tutorime 2. — Un anneau local régulier, complet et non
ramifié (IV, 3) est un anneau factoriel.

Nous procéderons par récurrence sur la dimension n de B; le
théoréme est ¢évident pour n =1, B détant alors I'anncau d’une
valuation discrete. Soit f un ¢lément irréductible de B; on va
montrer que I'idéal B f est premier. Si (f) = (p) (p, caractéristique
du corps résiduel), l'idéal (f) est premier. Sinon, il existe un
systtme régulier de parametres (x, us, ..., u,) de B tel que u,=p
dans le cas d’in¢gales earactéristiques, ct que (f, us, ..., u,) soit
un systéme de parameétres de B (II, 5, d). Soit C un anncau de
Cohen (IV, 2) de B et soit A= C[[ua, ..., us]]; c’est un anncau
factoriel d’aprés I’hypothese de récurrence; commeona B = A[[z]],
on peut appliquer le lemme. En vertu de celui-ci,onaB=Bf + A[z]
et les anncaux B/Bf ct A[z]/(BfnA[z]) sont canoniquement
isomorphes. Or le lemme montre qu’il existe un polynome unitaire
et de degré¢ s, g € A[z] tel que Bf =Bg (y faire s =o0). Comme f
est irréductible, il en est de méme de g; étant donné que I'anneau de
polynomes A[z] cst factoriel, gA[z] est un idéal premicr. Or
I'idéal (g, ) de A[x] est distinct de A[z] puisque g n’est pas
mnversible; donc (I, 1, ¢), I'idéal gA[z] est fermé pour la topologie
(zA[z])-adique; par conséquent, BfnA[z]=gA[z] et Bf cst
premier, puisque B/Bf et A[z]/gA[z] sont isomorphes.

C. Q. F. D.

CoroLLare. — Pour qu'un anneau local régulier non ramifi¢ B
soit factoriel, il faut et il suffit que tout idéal premier minimal
de B soit analytiquement équidimensionnel.

Soit p un idéal premier minimal de B. Si B est factoricl, p est
principal et Bp est équidimensionnel. Si, réciproquement, Bp est
¢quidimensionnel, c’est une intersection de puissances d’idéaux
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premiers principaux de B, puisque B est factoriel; on a donc
ﬁn = ﬁa(aeﬁ). Si (¢i) est une basc de p, onen déduit a = 2¢;b;
et ci= adi(bi, d.-eﬁ); d’ott @ (1— 2b;d;) = o0; alors 'un au moins
des b;d; est inversible, par exemple b,d;, et 'on a p =Bey; cect
montre que B est factoriel.

On en déduit que Panneau local régulicr non ramifié B est factoriel
dans les deux cas suivants :

1° B est un anneau a noyau (III, 2, a);
22 B est de dimension 2 { en effet I'idéal maximal de B uc peut étre
un idéal premier de Bp (L. 3, cor. 2 de la prop. 1 )]

Remargque. — 1l existe des anneaux locaux factoriels qui ne sont
pas réguliers. Soit A 'anncau local d’un point P sur unc variété V4
(algébrique ou algéhroide). Les idéaux premiers minimaux de A
correspondent aux sous-variétés de dimension d—1 passant par P;
dire que 'un d’eux est principal revient a dire que la sous-variéié
correspondante W41 est, localement en P, intersection compléte
de V et d’une hypersurface de I'espace. Or il existe des variiés
projectives Q" dont toutes les sous-variéiés de dimension r —1 sont
(globalement) des intersections completes, et qui ne sont pas
linéaires (un cxemple. oft la vérification se fait par un calcul
élémentaire, est celui des hyperquadriques non singulieres de
I'espace projectif & quatre dimensions; d’autres exemples demandent
une vérification algébro-géométrique plus délicate : surfaces géné-
riques d’ordre >4 de l'espace ordinaire [33], hypersurfaces non
singulitres d’un espace projectif de dimension > 4 [67], grassman-
niennes [68]). On prend alors pour V/+* un cone projectant Q, et
pour P son sommet (on vérific en effet que, pour toute WrdeV,il
existe un diviseur X+ formé de cones de sommet P tel que W—X
soit intersection compléte en P[62]; comme X est intersection
complate, il en est de méme de W).

Historique. — Le théortme du paragraphe 2 est da &
Zariski ([95] pour lirréductibilité analytique des variétés normales;
[98] pour le complément de normalité analytique) Nous avons
ajouté le paragraphe 1 afin de lever les hypotheses de séparabilité
faites dans [98]. Le théoréme d’unique factorisation (th. 2), sous
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cette forme, est da a Cohen ([20], th. 18); pour les anneaux de
séries formelles sur un corps infini, il remonte & Krull. Quant au
« Vorbereitungssatz », c’est essenticllement un résultat fort
ancien (cf. [42], n® 9); la forme sous laquelle il est énoncé ici
nous a été suggérée oralement par H.. Cartan.

Divers problémes restent ouverts sur les anneaux locaux factoriels :
que peut-on dire du complété d’un anncau local factoriel ? Y a-t-il
des anneaux locaux réguliers non complets qui ne sont pas factoriels
(¢f. cor. du th. 2)? Un anneau local régulier, complet et ramifié
est-il factoriel (il suffit de regarder le cas ol ce n’est pas un anneau
de séries formelles sur un anneau complet de valuation discréte;

cf. [20], cor. du th. 18)?

CHAPITRE VL

QUESTIONS DIVERSES.

1. Produits tensoriels d’anneaux M-adiques. — a. Soilent A et A’
des anneaux m-adique ct W-adique. Nous supposerons pour simplifier
qu’ils contiennent un méme corps K. Sur leur produit tensoriel AQA'
(sur K), il est naturel de considérer la topologic définie par les
puissances de I'idéal m@A’'+ A@m'. Cependant, ce procédé direct
a les inconvénients suivants :

1° Il n’est pas évident que I'on ait-n (MRQQA'+ AR )= (o)
=0

(nous le démontrerons cependant plus loin);
2° Lorsque A et A sont des anneaux de Zariski (I, 1, ¢), ARA’
ne Dest pas forcément. Par exemple, dans K[[X]JQK[[Y]],

I'élément 1—XY n’a pas d’inverse (si 1/(1—XY) était de la

n
forme Es,-(X) ti(Y), si et ¢; étant des séries formelles, on peut
i=j

montrer qu'il serait aussi de la forme Z fi(X) gi(Y), fi et gi étant

i=1
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n
des fractions rationnelles; ct on voit, en mettant 2 [i(X) gi(Y)
=\

sous forme réduite, que c’est impossible);

3° Le méme exemple montre que, méme si A ct A’ sont complets,
AQA' peut n’étre pas complet;

4° 11 y aenfin la question de savoir si AQA' est neethérien,
question que nous n’aborderons pas.

b. La situation étant celle décrite en @, nous considérerons
Palgebre C,, produit tensoriel au sens ordinaire ([7], § 3) de A/m»
et A'/m'n. Pour tout n, il existe un homomorphisme canonique ¢n
de C, sur Cp_y (qui est le produit tensoriel des homomorphismes
canoniques de A/m» sur Aj/m 1 et de A'/m'» sur A'/m'»=1). Nous
noterons B la limite projective des G, pour les homomorphismes ¢n,
c’est-a-dire 'ensemble des suites (¢x) (ca € Gr) telles qne cn_1 = ¢n(cn)-
Comme la famille d’indices est une suite dénombrable, il existe des
homomorphismes canoniques p, de B sur les C,, compatibles avec
les ¢,. Nous appellerons B le produit tensoriel complété de A et A/,

et nous le noterons A@A’. Cet anneau a les propriétés suivantes :

1° 11 contient des sous-algébres canoniquement isomorphes a A
et A, que nous identifierons a celles-ci [si @€ A, on considére sa
classe c,(@) modulo m~; alors c.(a)€C, et la suite (cn(a)) cst
élément de B]. Dans B, les sous-algébres A et A' sont linéairement

disjointes ([7], § 3). [Soit (a,) une famille finic d’éléments de A

linéairement indépendants sur K, et soit V Despace vectoriel

engendré par les @;; comme nmn= (o), les sous-espaces m"n'V
n

sont réduits a (o) a partir d’'un certain indice no; alors les

classes pn(a,) des a; modm” sont linéairement indépendantes

pour n>no; donc, de Zam}:o(aﬁeA’), on déduit, pour
13

n> no, an(a;)pn(a2)=o et pn(a;)=o puisque G, cst un
1

produit tensoriel; d’ou @ em'™ pour tout n> ng et @, = o]. Ceci
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montre que AQ)A’ contient le produit tensoriel ordinaire ARA’;

2° Considérons les idéaux (Bnt + Bmt') de B. Comme (Bm + Buv')2
est contenu dans Bwme - Bw'» qui est le noyau de p,, on a

Bt 4+ Bm')»— (0). La topologie définie par les puissances
) polog p p

de B+ B’ est donc séparée. Comme elle est aussi définic par les
idéaux Bm” 4 Bm'», et que B est la limite projective des C,, B est un
anneau complet. Comme AQRA' est dense dans B (appliquer p,),
B est le complété de AQ)A' pourla topologie (séparée; cf. VI, 1, a, 1)
définic par les idéaux (MQQQA '+ AQm')"; ceci caractérise
Panneau B. En particulicr, B ne dépend pas du choix des idéaux mt
et w’ dont les puissances définissent la topologic de A.

¢. L'idéal Bm + Bm' a unc base finie. Donc, si B/(Bm 4 Bw')
(qui est isomorphe a (A/m) &) (A'/w')) est neethérien, 'anncau B est
neethérien puisqu’il est complet (II, 1, g, cor. de la prop. 1).
Comme A/m ct A'/wW' sont ncethériens, ceci a licu lorsque I'un
d’cux cst engendré sur K par un nombre fini d’éléments [car
alors (A/m) ) (A’/m’) est un quotient d’un anncau de polynomes sur
Pautre]. En particulier, lorsque A/m ct A'/m’ sont des algtbres de
dimension finie sur K, ou lorsque A/nt est une algébre de dimension
finie sur K et A'/m’ un surcorps quelconque de K, B est un anneau
semi-local (1, 1, f).

d. Prorosition 1. — Soient A et A deux anneaux locauz, v et v'
des idéaux primaires pour les idéaux maximauxr w et W de A
et A, et B le produit tensoriel complété de A et A' sur un corps K
sur lequel Ajw et A'/w sont finis. Si (Ajw) @ (A'/m') est un corps,
B est un anneau local, Bv + BV est un idéal primaire pour l'idéal
maximal Bo+Bm' de B, et l'on a dimB =dimA + dimA' et
e(By + Bo')=ec(v)e(v').

Soient f(¢) et g(j) les longueurs des modules vt/ve! et v'//pl+1;
si d et d' sont les dimensions de A ct A/, f(7) et g(j) sont, pourZetj
assez grands, des polynomes de termes dominants e(v)4-!/(d'—1)!
et e(v')j4-1[(d'—1)! (II, B). Les dimensions sur K de ces modules
sont, cn notant r et 7’ les dimensions sur K de A/m et A’//w', rf(3)
etr'g(j). Comme

(Bo + Bv')? = By# + Bpr—19' ...+ Bow'#»—1+ Bu'",
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la dimension sur K de B/(Bp -+ Bv')» est égale a 2 rr'f(2) g(J):
+1<n
on le voit en se placant dans B/(Bv:-Bv'™) qui est produit

tensoriel de A/vp" et A'[p'». Comme la dimension sur K du corps
résiduel B/(Bm -+ Bmw') est rr/, la longueur de B/(Bv - Bo')"

est 2 S(©)g(J). Or le terme dominant de cette somme est le
i+j<n

. ivd—1\[(]+d—1\,

méme que celui de la sommee(p) e(v') 2 ( d )( e ),
. . I+j<n

ce dernier se calcule aussitét en considérant, a la place de A, A', »

et 9, les anneaux de séries formelles 4 d et d' variables sur K.
et leurs idéaux maximaux : ce terme dominant est celui

de e(n) e(v) (d;_‘f; ") et il vaut e(v) e(d') n¢+[(d + ') ; cec

démontre nos assertions.

Remarque. — Lorsque B n’est pas un anneau local [ce qui
a lien quand (A/m)Q(A//m') a plusieurs idéaux premiers],
des exemples simples (E[[X]]®F, E et F étant des extensions
algébriques isomorphes de K) montrent que l'on peut avoir
e(Bv + Bv') £ e(v) e(v'). Cependant, comme

2 F(i)&(j) < L(B/(Bo + Bv')*) < dimg(B/(By -+ Bv')r),
i+j<ln

le calcul précédent montre que, si A et A’ sont des anneaux semi-
locaux et K un corps sur lequel A/p et A'/v' sont finis, la
relation dimB = dimA + dim A’ reste vraie, et que lon a
e(Bo +By') > e(n) e(v').

e. ProrosiTion 2. — Soient A et A' deux anneaux W-adique
et W-adique et B :A@A’. St v et v sont deux idéaux fermés
quelconques deAetA',on a (B + Br)nA=wn, (Bv +-Bv)nA'=1,
et ‘B/(Bn ~+ Bv') est isomorphe & (Ajp)R (A']p").

Soit B, le produit tensoriel ordinaire AQA', considéré comme
sous-anneau partout dense de B. D’aprés [7] (§ 3, prop. 1), il existe
un isomorphisme canonique & de B4 /(Bsp + B, ') sur (A/p) R (A'/v").
Comme (A1) @ (A'[v') est séparé (VI, 1, 5,2), Byvp 4+ B,v estun

MEMORIAL DES SC. MATH. — n* 123,
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idéal fermé de By;. On a donc (Bs+ Bv')nB,=B;»+ B,7/,
puisque Bp + Bv est I'adhérence de B;» + B;»' dans B. Par
conséquent, B/(Bv + Bv') est le complété de B,/(Byp + Byv'); et
Iisomorphisme %, qui est continu, se prolonge en un isomorphisme u
de B/(Bv 4 Bo') sur (A/n) &) (A'/v'). La considération de u démontre
alors aussitét les deux premiéres assertions.

Sur les produits tensoriels d’anneaux locaux, voir [16] (I, 3) (ou
la notion introduite équivaut a celle du texte), [18] (App.) et [63]
(ch. II, § B). La notion a été introduite en vue de 'étude locale des
produits de variétés algébriques et algébroides.

2. Sous-espaces topologiques. — Soient A un anneau M-adique
semi-local, B un anneau (mB)-adique contenant A. Comme
mrcm*BnA, la topologie m-adique de A est plus fine que la
topologie induite sur A par celle de B. Désignons par ¢ I'isomor-
phisme canonique de A dans B; comme ¢ est continu, il se prolonge

en un homomorphisme @ du complété A dans le complété B.

Prorosition. — Pour que A soit un sous-espace de B, il faut et
. 9 . - . . . I
i su»q’it’ que Uhomomorphisme o seit un isomorphisme de A
dans B.

Si ¢ est un isomorphisme, A s’identifie & un sous-anneau de B et,

comme n(m"ﬁ nﬁ): (o), A est un sous-espace de B en vertu
n

de (I, 3, cor. 1 de la prop. 2). Si, réciproquement, A est un

sous-espace de B, A s’identifie a un sous-espace de B.

Un cas intéressant d’application de la proposition est le
suivant [96] : A est un anneau local analytiquement irréductible et
I'on sait, par ailleurs, que la dimension de 5(,&) est égale a celle
de AetA (I, 4, prop. 2). Dans [96], B est 'anneau d’une valuation
discréte ¢ du corps des fractions de A, et le corps des valeurs de ¢
est une extension de A/m dont le degré de transcendance est égal
a dimA —1; alors la vérification du fait que dim(?q;(ﬁ)) = dimA se
fait en utilisant les théorémes de structure des anneaux locaux
complets (IV: 1, th. 1 et 2, th. 2).
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Remarques. — 1° Le résultat précédent a d’importantes appli-
cations géométriques [96], [18];

2° Une méthode analogue de passage au complété permet de
démontrer le résultat suivant : si A est un anneau local analy-
tiquement irréductible d’idéal maximal MW, et si p est un idéal
premier de A, la puissance symbolique p*) est contenue dans mein),

ol s(n) tend vers V'infini avec n [93] [on consideére un idéal premier

isolé p de Ap; on remarque que Apim cpin), puisque PNA=p
(I, 3, cor. 2 de la prop. 1), et que nﬁ(")= (0), puisque A estun

anneau d’intégrité (théoréme de Krull, I, prop. 1); on conclut

encore au moyen de I, 3, prop. 2J

3. Le passage du local au global. — Dans de nombreux cas, en
particulier en Géométirie algébrique, on étudie un anneau A de
fonctions d’un certain type, définies sur un ensemble V, et tel que
tout idéal maximal m de A soit I'idéal des fonctions s’annulant en un
certain point P de V. Les propriétés « locales » de V au voisinage
de P sont, par définition, décrites par 'anneau de fractions Ay, (I, 4).
Sib est un idéal de A, V'idéal bAy, est appelé I'idéal local de b en P.
Les mémes définitions s’appliquent aux « sous-variétés » de V, sil’on
suppose celles-ci en correspondance biunivoque avec les idéaux
premiers de A.

ProrosiTion. — S¢ une fonction a€ A est telle que son image
canonique pn(a) dans An (1, 4, b) appartienne a Uidéal local bAy
en tout point de V, alors aeb.

La classe pm(a) est la classe de @ modulo l'idéal w(m) des
éléments z de A tels que zs==o0 pour certain s¢m. L’hypothese
veut dire qu'il existe sy, &M et by, dans b tels que sp,a — by, = n(nt);
ce qui, par multiplication par un élément convenable du complément
de m, s'écrit aussi sm@—bm=0 (smgM, bneb). Comme I'idéal
de A engendré par les su n’est contenu dans aucun idéal maximal, il
existe des ¢y dans A, nuls sauf un nombre fini, et tels que Zsptm=1
(x partition de 'unité »). Alors @ = Ztmbmeb.

o
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On déduit, par exemple, de la proposition que, si tous les Ay sont
intégralement clos, il en est de méme de A : si y/z (z non diviseur
de zéro) est entier sur A, pn(z) n’est pas diviseur de zéro dans Ay
[sinon z le serait dans A, d’aprés la définition de n(m)]; alors
Pa(y)[pm(z) est entier sur Ay et pu(y)€xAm pour tout ui;
d'on y€Axz.

Remarques. — 1° En Géométrie algébrique, ceci veut dire qu'une
variété normale en tout point (et en particulier non singulidre) est
localement normale (c’est-a-dire a son anneau de coordonnées affines
intégralement clos). La conclusion que A est intégralement clos ne
subsiste pas si 'on suppose seulement A, intégralement clos pour
tout idéal premier minimal p de A [il existe des variétés non loca~
lement normales de dimension r sans singularités en dimension 7 —1,
par exemple le cone de point générique (u*, udvo, uv®, o*)].

2° Contrairement a la propriété d’étre intégralement clos, celle
d’étre un anneau factoriel ne subsiste pas « par passage du local au
global »; il suffit de considérer un anneau non principal d’entidrs
algébriques. Il en est de méme de la propriété d’étre un anneau
neethérien : on prend un corps algébriquemént clos K de caracté-
ristique > 2, et anneau

A=Kz, 22, ..., Zny ..., 121y ..., 1Ty, ... ], ol 22 =xp;

tout idéal premier non nul p de A est de la forme (zy—ay, ...,
Zn—Qn,y ...), oU a; €K, a;7£0 et oU a}=an_1; un tel idéal n’a
pas de base finie (considérer pnK[z,, 1/2,]); mais Ay est 'anneau
d’une valuation discréte, car PA, est engendré par z,—ay (en
effet zp—ap=(Zn1—an_1)/(Zn+ asn), et Ton a z,+ a,&¢p,
sinon 2a, €P, contrairement au fait que @,5% o et que K n’est pas
de caractéristique 2).
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