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LA 

THÉORIE DES GROUPES FINIS ET CONTINUS 
ET 

L'ANALYSIS SITUS 

Par M. Élie CAUTAN. 

INTRODUCTION. 

La première idée d'appliquer des considérations d'Analysés si tus 
à la théorie des groupes finis et continus remonte à Hurwitz[4] qui, 
en 1897, se servit, dans la recherche des invariants, d'intégrales 
appliquées à tout le domaine de certains groupes clos (groupe 
linéaire d'une forme d'Hermite définie positive, groupe orthogonal). 
Ce procédé fut utilisé en 1925 par H. Weyl [8] qui, grâce à des 
considérations tf Analyses situs appliquées aux groupes semi-simples 
clos, fit faire des progrès importants à la théorie de la représentation 
linéaire des groupes semi-simples, théorie dont E. Cartan avait posé 
les bases en 1912 en se plaçant au point de vue infinitésimal de S. Lie, 
mais avec une lacune qu'on n'a pas encore réussi à combler par voie 
algébrique.-A un point de vue différent, H. Poincaré [o, 6, 7 ] , dans 
trois Mémoires pénétrants publiés en 1900, 1901 et 1908, montra 
l'importance du rôle joué par les transformations singulières d'un 
groupe dans la théorie de la structure de ce groupe, rôle analogue à 
celui que jouent les points critiques d'une fonction analytique. 
Signalons enfin deux Mémoires de O. Schreier [24 et 25], parus en 
1926 et 1927, sur les groupes continus abstraits envisagés d'un point 
de vue très général. 

Dans tous ces travaux qui, à part ceux relativement récents de 
H. Weyl et O. Schreier, sont restés^ isolés, les groupes finis et con­
tinus sont étudiés dans leur domaine entier d'existence et non pas 
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seulement, avec S. Lie, au voisinage de la transformation identique : 
ce sont des études « intégrales » et non « locales ». Le but de ce Fasci­
cule est de passer en revue, en se plaçant au point de vue « intégral», 
un certain nombre de problèmes fondamentaux que pose la théorie 
des groupes, soit qu'on envisage, comme au Chapitre I, un groupe 
fini et continu comme une variété à l'intérieur de laquelle on a défini 
une loi de multiplication ou de composition associative, satisfaisant à 
un minimum de conditions de continuité, soit qu'on introduise, comme 
au Chapitre II, pour obtenir ce que j'appelle les groupes de Lie, des 
hypothèses supplémentaires sur les propriétés analytiques de la loi de 
composition du groupe. On ne connaît aucun groupe fini et continu 
qui ne soit pas un groupe de Lie; un théorème fondamental (n° 26) 
montre que si un tel groupe existe, il ne peut être isomorphe à aucun 
groupe linéaire. Dans la théorie même des groupes de Lie, signalons 
l'insuffisance des démonstrations ordinaires du troisième théorème 
fondamental qui ne prouvent l'existence, un système de constantes 
dk$ étant donné, que d'un morceau de groupe, incapable peut-être 
de se prolonger pour former un groupe complet; une démonstration 
rigoureuse du théorème est résumée au Chapitre IL Signalons aussi 
la recherche des conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit 
satisfaire un sous-groupe $*, connexe ou mixte, d'un groupe de Lie G 
pour que g soit le plus grand sous-groupe laissant invariant un point 
d'une variété transformée transitivement par G : ces conditions ne 
sont pas de nature exclusivement locale. Les variétés susceptibles 
d'être transformées transitivement par un groupe de Lie ne sont du 
reste pas quelconques au point de vue de Y Analysis situs. 

Le Chapitre 111 est consacré à l'étude des groupes clos, qui jouent 
un rôle si important dans les applications. Le Chapitre IV expose les 
principes, envisagés du point de vue de la théorie des groupes, de la 
théorie des espaces riemanniens symétriques due à E. Cartan, dont 
les applications à la Géométrie et à la théorie des groupes elle-même 

" sont d'une grande variété. 
La théorie de la représentation linéaire des groupes clos, a\ec les 

applications qu'on en peut faire à la théorie des systèmes orthogonaux 
complets de fonctions dans une variété close transformée transitive* 
ment par un groupe clos, est laissée complètement de côté dans ce 
Fascicule, dont elle aurait trop facilement fait déborder le cadre, 
peut-être déjà trop étendu. 



LA THÉORIE DES GROUPES FINIS ET CONTINUS ET L'ANALYSIS SITUS. 

CHAPITRE I. 

GÉNÉRALITÉS SUR LES VARIÉTÉS ET LES GROUPES CONTINUS ABSTRAITS. 

I. — Variétés; variétés closes et ouvertes1. 

1. La notion de variété est suggérée par celles de ligne et de sur­
face plongées dans l'espace ordinaire. Nous la préciserons, la généra­
liserons et la limiterons en même temps par l'introduction d'un 
certain nombre de postulats, analogues à ceux qui ont été énoncés 
par F. Hausdorff dans ses Grundzùge der Mengenlehre (Leipzig, 

i 9 ' 4 ) . 
Nous appellerons variété à n dimensions un ensemble d'éléments 

ou points tel qu'on puisse définir un système de sous-ensembles, 
appelés voisinages, satisfaisant aux conditions suivantes : 

A. A chaque voisinage V est associée une correspondance biuni-
coque déterminée entre les points de V et les points d'une hyper-
sphère 2 de Vespace euclidien à n dimensions. Les points de Vqui 
correspondent à des points intérieurs à 2 seront dits intérieurs à <Vi 

les autres constituent la frontière de V. 
B. Tout point de la variété est intérieur à au moins un voisi­

nage. 
G. Soient 1? un voisinage quelconque, 2 l1 hypersphère qui lui est 

associée, M un point intérieur à V, m le point correspondant de 2 
et o- une hypersphère de centre m intérieure à 2 . Il existe un 
voisinage V intérieur à °J et tel que les correspondants dans 2 
de tous les points de V appartiennent à CT. 

D. Soient M un point appartenant à l'intérieur ou à la frontière 
de *V, m son correspondant dans 2 , V un voisinage contenant M 
à son intérieur. Il existe une hypersphère cr<le centre m telle que 
les correspondants dans <V de tous les points de 2 qui appar­
tiennent à cr soient intérieurs à V . 

E. Etant donnés deux points distincts M et N, on peut trouver 
deux voisinages ayant respectivement M ^ N à leur intérieur et 
n'ayant aucun point commun. 
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2. Un point A de la variété est dit point d'accumulation pour 
un ensemble infini de points distincts de cette variété si tout voisinage 
contenant A à son intérieur contient au moins un point de l'ensemble 
distinct de A. Tout ensemble infini de points distincts appartenant à 
un même voisinage *V admet au moins un point d'accumulation appar­
tenant à V (en vertu des postulats A, D et du théorème de Bolzano-
Weierstrass). 

On dit qu'une suite infinie de points A n A2, . . ., A„, . . . tend vers 
un point limite A si, étant donné un voisinage quelconque ^contenant 
A à son intérieur, tous les points de l'ensemble sont, à partir d'un 
certain rang, intérieurs à V. La suite infinie ne peut pas tendre vers 
un autre point limite B (en vertu du postulat E). 

De tout ensemble infini admettant un point d'accumulation A on 
peut extraire une suite infinie de points distincts tendant ver» A. 

Il résulte des postulats A, C et D que la correspondance biunivoque 
qui existe entre l'intérieur d'un voisinage V Ql l'intérieur de l'hyper-
sphère 2 qui lui est associée est bicontinue. On peut donc définir 
analytiquement d'une manière univoque les points intérieurs à tout 
voisinage d'une variété à n dimensions au moyen de n coordonnées, 
de telle sorte que deux points infiniment voisins aient des coordonnées 
infiniment voisines. 

3. Un chemin continu est un ensemble de points qu'on peut mettre 
en correspondance biunivoque avec les valeurs numériques d'une 
variable réelle t satisfaisant à o < £ < i , de telle sorte que si tn-+t0, la 
suite des points correspondant à tn tende vers le point correspondant 
à A». 

La variété est dite connexe si deux points quelconques peuvent 
être reliés par un chemin continu. Nous ne considérerons que dos 
variétés connexes ou formées d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable de variétés connexes. 

4. Admettons maintenant l'hypothèse supplémentaire suivante : 

F. / / est possible de trouver des voisinages en nombre fini ou 
en infinité dénombrable tels que tout point de la variété soit 
intérieur à au moins l'un de ces voisinages. 

Nous conviendrons de dire pour abréger que la variété est recou­
verte par les voisinages considérés. 
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Rangeons les voisinages considérés dans un certain ordre 

vu vt, ...r vn, .... 

Nous supprimerons de la suite précédente le premier voisinage *Va 
pour lequel tout point intérieur à *Va est intérieur à l'un au moins 
des voisinages précédents. Nous recommencerons cette opération 
sur la nouvelle suite obtenue, et ainsi de suite. Aous. arriverons 
ainsi à une suite de voisinages telle que dans chaque voisinage 
Vi de la suite il existe au moins un point intérieur qui ne soit 
intérieur à aucun des voisinages <V\, Va, . . . ,^ i_i . Une telle suite 
sera dite normale. 

5. Les variétés susceptibles d'être recouvertes par une suite nor­
male finie de voisinages se distinguent des autres par des propriétés 
caractéristiques. En effet, considérons dans une telle variété un 
ensemble infini de points; il existera au moins un des voisinages de 
la suite, soit *Va, contenant une infinité de points de l'ensemble, par 
suite (n° 2) l'ensemble donné admet au moins un point d'accumu­
lation. 

Supposons au contraire que la variété soit recouverte par une suite 
normale d'une infinité dénombrable de voisinages. Prenons dans 
chaque voisinage *Vi un point M4 intérieur à Vt, mais qui ne soit 
intérieur à aucun des voisinages précédents. L'ensemble infini ainsi 
obtenu ne peut avoir aucun point d'accumulation. Un tel point A en 
effet serait intérieur à un certain voisinage % sans être intérieur 
aux voisinages précédents; soit VA un voisinage (n'appartenant pas à 
la suite normale) intérieur à V* et contenant A à son intérieur; aucun 
des points M ^ , MA+2? ..." de l'ensemble n'appartient à Vk et par 
suite Vk ne peut contenir qu'un nombre fini de points de l'ensemble, 
ce qui est en contradiction avec l'hypothèse. 

Nous dirons qu'une variété est ouverte ou close suivant qu'on 
peut ou non trouver des ensembles infinis de points n'admettant 
aucun point d'accumulation. 

On voit que si une variété close peut être recouverte par une 
infinité dénombrable de voisinages, elle peut l'être par un nombre 
fini de voisinages (généralisation du théorème de Heine-Borel). 

Une variété formée d'une infinité dénombrable de variétés connexes 
ne peut être close. 
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II. - Groupes finis et continus abstraits. 

6. On appelle groupe abstrait un ensemble d'éléments sur 
lesquels on a défini une opération, dite multiplication, faisant corres­
pondre à deux éléments quelconques A, B rangés dans un certain 
ordre un troisième élément noté AB, et satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

a. Il existe un élément I .(élément unité) tel que, pour tout 
élément A, on ait IA = Al = A; 

Jb. A tout élément k. correspond un élément krx tel que kkr{ = 1; 
c. On a 

(AB)C = A(I)G). 

Il résulte de ces hypothèses que l'on a aussi A"*A = I. En effet 
l'égalité BA = CA entraîne B = C; par suite le produit A""1 A = J se 
confond avec I à cause des égalités JA~' = A-1 AA-1 = A"' I = IA"1 . 
L'égalité AB = AC entraîne donc aussi B = C. < 

7. On peut associer à chaque élément A du groupe abstrait une 
opération ou transformation V>k, à savoir celle qui fait correspondre 
à l'élément M du groupe l'élément M ' = AM. Cet ensemble de trans­
formations contient la transformation identique ©| ; à chaque 
transformation Î5A correspond une transformation inverse ©A_i; 
enfin la résultante des transformations ï \ et ©B effectuées succes­
sivement est la transformation 

J\1'=I)(AM) = ( B A ) M , 

qui correspond à l'élément BA. Nous dirons que les transforma­
tions ©v réalisent le groupe abstrait comme groupe de transforma­
tions. Elles constituent le groupe des paramètres du groupe abstrait. 
Les transformations M ' = M A définissent le second groupe des 
paramètres. 

8. Le groupe abstrait est dix, fini et continu d'ordre r si ses élé­
ments engendrent une variété à r dimensions; si de plus, étant 
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données deux suites infinies d'éléments kn et B„ tendant respec­
tivement vers A et B, la suite infinie d'éléments kftBfl tend vers AB; 
si enfin, kn tendant vers I, A~' tend vers I. Si V0 est un voisinage de 
la variété du groupe contenant à son intérieur l'élément I, l'ensemble 
des éléments kV0 obtenus en multipliant A par les éléments de V9 

pourra être regardé comme un autre voisinage contenant l'élément A 
à son intérieur. Il en sera de même de l'ensemble des éléments *v7

0A. 
Le groupe fini et continu est dit connexe ou mixte suivant que sa 

variété est connexe ou bien formée d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable de variétés connexes; l'une des familles connexes d'élé­
ments dont il est composé, à savoir celle qui contient l'élément I, 
définit par elle-même un groupe. 

9. La variété d'un groupe abstrait fini et continu satisfait toujours 
d'elle-même à l'hypothèse F : elle peut être recouverte par une 
infinité dénombrable de voisinages kHV0, en désignant par V9 

un quelconque des voisinages contenant l'élément l à son intérieur. 
Nous allons d'abord montrer que tout élément du groupe, qu'on 

peut supposer connexe, peut être obtenu par la multiplication d'un 
nombre fini d'éléments intérieurs à V0. Joignons en effet l'élément I 
à un élément donné A par un chemin continu, un élément variable 
du chemin dépendant d'un paramètre t variant de o à i. Soit t0 la 
borne inférieure de l'ensemble des valeurs de t correspondant aux 
éléments du chemin qui ne peuvent pas être obtenus par le procédé 
indiqué, et soit A0 l'élément correspondant. L'élément A0 lui-même 
ne peut pas être le produit d'un nombre fini q d'éléments intérieurs à 
V0, car pour toutes les valeurs de t supérieures à t0 et suffisamment 
voisines de t0, on aurait un élément qui serait le produit de q -h i 
éléments intérieurs à V^ Considérons maintenant le voisinage A 0 ^ 0 ; 
il contient des éléments de la courbe correspondant à des valeurs de t 
inférieures à /0 et aussi voisines qu'on veut de t0, par exemple un 
élément A'0 = k0s, s étant aussi voisin de 1 qu'on veut, par exemple 
assez voisin de I pour que s~* appartienne à V0 ; il en résulte que 
l'élément A 0 =A' o s"' est le produit d'un nombre fini d'éléments inté­
rieurs à V{), ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Donnons-nous maintenant un entier/?; on peu!, par hypothèse, 
mettre les éléments de V0 en correspondance biunivoque continue 
avec les points d'une hypersphère 2 de rayon R dans l'espace ordi-
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naire à r dimensions. On peut trouver un nombre p jouissant de la 
propriété suivante : si A<, A t , . . . , A , sont/? points intérieurs à 2 , 
cl si M|, M2, . . . , M^ sont également intérieurs à 2, mais respec­
tivement intérieurs aux hypersphères de rayon p et de centres A,, 
A2, . . . , A^, le produit Mt M2 . . . Mp appartient au voisinage 
A , A 2 . ..kp^Vç. Le nombre p étant ainsi déterminé, nous pouvons 
trouver à l'intérieur de 2 une suite de points en nombre fini, soit 
Ci, C2, . . . , Q y telle que tout point intérieur à 2 soit intérieur à 
l'une au moins des hypersphères de rayon p et de centres C,, C21 . . . , 
Q y II en résulte que tout élément susceptible d'être obtenu par 
multiplication de p éléments intérieurs à V0 est intérieur à l'un au 
moins des (NP)P voisinages C a i C a j . . . C ^ ^ o . Cette propriété ayant 
lieu quel que soit p, on arrive ainsi à une suite dénombrable de voisi­
nages A*VQ tels que tout élément du groupe soit intérieur à l'un au 
moins de ces voisinages [cf. 24, p. 19]. 

Tout groupe fini et continu clos peut donc être recouvert par 
un nombre fini de voisinages ktVQ, tandis qu'un groupe fini et 
continu ouvert ne peut l'être que par une infinité dénombrable 
de tels voisinages. En particulier tout groupe mixte clos ne contient 
qu'un nombre fini de familles connexes d'élémenls. 

III. •— Sous-groupes. 

10. Un sous-groupe d'un groupe abstrait G est un groupe dont 
tous les éléments appartiennent à G. Un sous-groupe peut ne con­
tenir qu'un nombre fini d'éléments. S'il en contient une infinité, il 
peut être continu ou non. Dans ce dernier cas, il y a encore une 
distinction à faire. Le sous-groupe g est dit proprement discontinu 
dans G si l'on peut trouver dans G un voisinage V0 contenant I à 
son intérieur et ne contenant aucun élément de g différent de I. 
Dans le cas contraire le sous-groupe est improprement discontinu 
dans G : chaque élément de g est alprs, dans G, élément d'accumu­
lation pour l'ensemble des éléments de g. 

Le sous-groupe g est dit fermé dans G si tout élément d'accu­
mulation, dans G, de l'ensemble des éléments de g appartient aussi 
à g : tout sous-groupe proprement discontinu est fermé dans G. 
Dans le cas contraire, le sous-grqupe est dit ouvert dans G. 

L'ensemble des éléments d'un sous-groupe g ouvert dans G et de 
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ses éléments d'accumulation forme un nouveau sous-groupe g, qui 
est fermé dans G. 

Si le groupe G est clos, les sous-groupes g fermés dans G sont les 
sous-groupes clos. 

11. On appelle transformé d'un élément M du groupe G par un 
élément A de ce groupe l'élément AMA - 1 . On dit qu'un sous-groupe 
g est invai iant dans G si les transformés des éléments de g par les 
différents éléments de G appartiennent encore à g. Dans ce cas l'en­
semble des éléments kg obtenus en multipliant un élément donné A 
de G par les différents éléments de g est identique à l'ensemble des 
éléments gk. Si l'on regarde de tels, ensembles comme de nouveaux 
éléments, on peut définir sur eux une multiplication associative, en 
convenant que le produit de kg par Bg est kBg. Ces nouveaux élé­
ments définissent un groupe abstrait dont l'élément unité est g\ on le 
désigne par le symbole Gjg. 

On appelle centre d'un groupe l'ensemble des éléments du groupe 
qui sont échangeables avec tous les éléments du groupe. Ces éléments 
forment un sous-groupe commutatif invariant dans G. Le centre de G 
se confond avec G si G est commutatif. 

IV. — Les groupes abstraits d'ordre 1. 

12. On peut déterminer facilemeut tous les groupes finis et continus 
connexes d'ordre i. Soit VQ un voisinage contenant à son intérieur 
l'élément I ; on peut le représenter par un segment de droite sur lequel 
on pourra prendre pour origine le point correspondant à I ; les abscisses 
x des points du segment varieront, par exemple, de — a à -f- a. Si x ' 
et x' sont les abscisses de deux points suffisamment voisins de l'origine, 
par exemple compris entre — b et + ft, le produit des deux éléments 
correspondants appartiendra à V0) si &" est l'abscisse du point repré­
sentant ce produit, on aura une relation 

<p étant une fonction continue. On démontre facilement que <p est une 
fonction croissante de ses deux arguments» 

On peut alors trouver, dans l'intervalle (o, b)y une racine et une 
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seule des équations successives 

?(«, «,) = «. 
ç(<7 s . rt2 ) = « i , 

? ( « « , « « ) = « n - l 

Les nombres a,, a2, •••> «/M ••• vont en décroissant et restent 
positifs; ils tendent donc vers une limite a > o . Mais comme on a 

?(a , « ) < ç fa . a„)< o (a„ . tf„) = tf,,-i. 

il en résulte, à la limite, 

o(a . a ) < a = 9(0 . a ) ; 

cela n'est possible que si a = o. 
Soit S/t l'élément de paramètre #/t. Attribuons à l'élément SJ" un 

nouveau paramètre^; pour les éléments de celte nature, les nou­
veaux paramètres se succèdent dans le même ordre que les anciens et 
la multiplication de deux éléments dont les nouveaux paramètres 
sont t et t1 donne un élément dont le nouveau paramètre est t -\- t'. 
L'attribution d'un nouveau paramètre t s'étend par continuité à tous 
les éléments dont l'ancien paramètre x est compris entre o et a et la 
formule de multiplication devient 

tT= t->-t' ( o < / . /', fïi). 

Si nous convenons de poser S w = 2 f , on peut définir 2„ comme 
étant (2,)w , pour tout entier positif n3 puis 2„+ , comme étant le 
produit 2lf2f, pour t compris entre o et 1. La loi de multiplication 
s'étend pour ces nouveaux éléments du groupe. Enfin on définira 2_r 

comme (S/)"1, pour t positif, et la loi de multiplication s'étend 
encore. 

On est sûr d'avoir obtenu par ce procédé tous les éléments du 
groupe (n° 9) , mais on a peut-être obtenu chacun plusieurs fois. S'il 
en est ainsi et si c est la plus petite valeur positive de t pour laquelle 
2t. est l'élément I, c'est que l'élément le+c est le même que l'élé­
ment 2*. Le groupe obtenu est alors clos, tandis que dans le cas con­
traire, / pouvant varier dp —oc à -t- 00 sans que les éléments du 
groupe soient obtenus deux fois, le groupe est ouvert. 
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Les groupes connexes d'ordre i sont donc tous commutatif s; les 
uns sont ouverts, les autres sont clos. 

On peut ajouter que tous les groupes ouverts sont au fond iden­
tiques, ainsi que tous les groupes clos : on peut toujours en effet, 
dans le cas d'un groupe clos, prendre un nouveau paramètre t' dont 
la période sait i au lieu de c. 

V. — Isomorphisme. 

13. Un groupe G est dit isomorphe d'un groupe G's'il est possible 
de faire correspondre à un élément de G' un élément déterminé de G 
de telle sorte que si A', B', O sont trois éléments de G' satisfaisant 
à A ' B ' = C , les trois éléments correspondants A, B, G de G satis­
fassent à AB = C. A l'élément unité Y de G' correspond nécessairement 
l'élément unité I de G. 

L'isomorphisme est dit holoédrique si tout élément de G correspond 
à un élément et un seul de G' ; il est hémiédrique dans le cas con­
traire : les éléments de G' qui ont pour correspondant l'élément 
unité de G forment un sous-groupe invariant de G'. 

Deux groupes finis et continus de même ordre G et G' sont dits 
localement isomorphes si l'on peut établir une correspondance bi­
univoque continue entre les éléments d'un voisinage *v?0 de G contenant 
à soiynterieur l'élément unité et ceux d'un voisinage VQ de G'conte­
nant à son intérieur l'élément unité, cette correspondance satisfai­
sant à la condition que si A, B et C sont trois éléments de *V0 tels 
que AB = C, les éléments correspondants de V0 satisfassent à 
A ' B ' = C . 

Supposons que la variété de l'un des groupes, de G par exemple, 
soit simplement connexe. Cela signifie que tout contour continu 
fermé peut être déformé d'une manière continue de manière à se 
réduire à un point. Soit alors S un élément quelconque de G n 'ap­
partenant pas à "VQ. Joignons l'élément unité I à S par un chemin 
continu (C) et prenons sur ce chemin des points intermédiaires S t , 
S2, . . . . S/,, i tels que les éléments Si, Sy'S^, . . . , S~_tS appar­
tiennent à V0; désignons-les par s,, s2, . . . , sp ; soient s\, s2, ..., s'p 

les éléments correspondants de V0, et considérons l'élément" 
S' =s\s\ . . .s' de G'. Il est facile de voir que si l'on prend sur le 
chemin {C) une autre suite de points intermédiaires, on arrivera 
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toujours au même élément S'. Enfin on arrive encore au même élément 
en déformant suffisamment peu le chemin (C) joignant I à S. 

Comme la variété de G est simplement connexe, on fait ainsi corres­
pondre à tout élément S de G un élément bien déterminé S' de G'. 

Un raisonnement analogue montre que tout élément S' de G' 
provient d'au moins un élément S de G, et l'on voit facilement qu'on 
a entre les deux groupes une correspondance isomorphique, G' étant 
isomorphe de G. 

14. Si l'isomorphisme n'est pas holoédrique, il correspondra à l'élé­
ment unité F de G' plusieurs éléments de G, en nombre fini ou infini, 
qui engendreront un sous-groupe proprement discontinu de G. 
Soient I, T,, T2 , . . . les éléments de ce sous-groupe. Si l'élément S 
de G correspond à l'élément S' de G', tous les autres éléments de G 
qui jouiront de la même propriété seront de la forme T£S et aussi de 
la forme ST/; mais l'égalité T . S ^ S T , exige, si S est très voisin 
de I, queT, soit égal à T/, et par suite, en se déplaçant par continuité 
dans la variété du groupe, l'indice j ne peut que rester égal à l'in­
dice i. Les éléments T,- appartiennent donc au centre (n° 11) du 
groupe G. 

Par suite si le groupe G' est localement isomorphe au groupe 
simplement connexe G, à l'élément unité de G' correspond un 
sous-groupe proprement discontinu du centre de G. 

15. Ce théorème admet une réciproque. Soit g un sous-groupe pro­
prement discontinu du centre de G. Prenons pour nouveaux éléments 
les ensembles Sg = gS, où S est fixe et g désigne successivement 
tous les éléments qui le composent. Définissons la multiplication de 
ces nouveaux éléments par la relation 

on \oit immédiatement que les nouveaux éléments S g engendrent un 
groupe abstrait fini et continu G' localement isomorphe de G et tel 
qu'à l'élément unité de G' (à savoir g) corresponde le sous-groupe g 
donné. 

La recherche des groupes localement isomorphes de G revient 
donc à celle des sous-groupes proprement discontinus du centre 
de G. 
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Par exemple si G est le groupe des translations de la droite, il est 
confondu avec son centre et tout sous-groupe proprement discontinu 
est formé des puissances à exposant entier d'une translation particu­
lière : on obtient le groupe clos d'ordre 1. 

Le groupe G des similitudes de la droite est simplement connexe 
et son centre se réduit à l'élément unité. Tout groupe qui lui est 
localement isomorphe lui est donc intégralement isomorphe. 

16. Etant donné un groupe abstrait fini et continu connexe G, le 
problème de la recherche des groupes qui lui sont localement iso­
morphes est donc résolu si G est simplement connexe. Dans le cas con­
traire, on peut construire un groupe G simplement connexe localement 
isomorphe à G. Introduisons pour cela [13, 25] de nouveaux éléments 
dont chacun sera l'ensemble [ S, (C)] d'un élément de G et d'un chemin 
continu (C) joignant 1 à S; nous continuerons de dire que les deux 
éléments [S, (C)] e t [ S ' , ( C ) ] sont identiques si S' = S et si Ton peut 
passer par déformation continue de ( C ) à ( C ) . On définira le produit 
de deux éléments [S, (C)] et [S' , ( C ) ] en imaginant un élément P 
mobile sur (C), considérant le produit SP qui, suivi à partir de S, 
décrira un certain chemin (C") ; le produit cherché sera [S', (C) -+- (C)]. 
On vérifie facilement que cette définition satisfait aux conditions 
pour que les nouyeaux éléments [S, ((2)] constituent un groupe 
abstrait G. Ce groupe est évidemment simplement connexe et il est 
d'autre part localement isomorphe à G. A l'élément unité de G corres­
pondent autant d'éléments de G qu'il y a dans la variété dé G de 
contours fermés irréductibles les uns aux autres. Le sous-groupe 
commutatif proprement discontinu du centre de G qui correspond à 
l'élément unité de G est le groupe fondamental, au sens de l'Ana-
lysis situs, de la variété de G. Nous lui donnerons de préférence le 
nom de groupe de connexion, réservant, comme nous allons le faire 
dans le numéro suivant, une signification toute différente à l'expression 
« groupe fondamental ». 

VI. — Espaces homogènes. 

17. On appelle espace homogène à n dimensions une variété con­
nexe à n dimensions dans laquelle opère transitivement un groupe fini 

MÉMORIAL BBS SC. MATH. — W» 4 * . * 
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et continu G. Cela veut dire qu'il existe dans la variété un groupe fini 
et continu de transformations ponctuelles satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

i° Toute transformation de G fait correspondre à un point M 
de la variété un point déterminé M! ; 

2° Etant donnés deux points quelconques M et M' de la variété, 
il existe au moins une transformation du groupe amenant M 
en M'] 

3° Si la suite des points M,, M2, . . . M„, . . . de la variété tend 
vers un point limite M et si la suite des transformations S«, S 2 , . . . , 
S„, . . . du groupe tend vers une transformation S, le point M'n 

transformé de M„ par Sn tend vers le point M; transformé de M 
par S. 

Cette dernière condition exprime que la continuité dans la variété 
du groupe (considéré comme groupe abstrait) assure la continuité 
des effets produits sur les points de l'espace. 

Un espace homogène doit donc être regardé comme l'ensemble 
d'une variété connexe et d'un groupe G opérant transitivement dans 
cette variété. Nous dirons que G est le groupe fondamental de 
l'espace. 

On peut définir les \ oisinages d'un espace homogène par l'ensemble 
des points transformés d'un point fixe O par les transformations d'un 
voisinage quelconque du groupe fondamental. Un espace homogène 
peut donc être tecouvert par une infinité dénombrable de voisi­
nages. Un espace homogène dont le groupe fondamental est clos 
est évidemment clos, niais la réciproque n'est pas vraie. La droite 
prOjective par exemple, qui est un espace clos à une dimension, est 
transformée transitivement par le groupe homographique d'une 
variable, qui est ouvert. 

18. L'ensemble des transformations de G qui laissent invariant un 
point particulier donné O de l'çspace forme un sous-groirpc g de G 
qui est manifestement fermé dans G, car si une suite infinie de trans­
formations de g tend vers une transformation S de G, cette transfor­
mation laisse le point O invariant; nous reviendrons plus loin (n° 29) 
sur cette importante propriété. 

Il peut arriver que G admette des transformations laissant fixes 
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tous les points de l'espace; elles appartiennent nécessairement à g et 
elles engendrent un sous-groupe y invariant dans G : le groupe de 
transformations de l'espace est alors en réalité G/y. Si l'on exclut 
l'éventualité envisagée, c'est donc que le sous -groupe g ne contient 
aucun sous-groupe invariant dans le groupe total. 

CHAPITRE II. 

LES GROUPES DE LIE. 

I. — Définition et rappel des théorèmes fondamentaux [1]. 

19. Nous dirons qu'un groupe abstrait finiet continu est un groupe 
de Lie si l'on peut trouver, dans un voisinage suffisamment petit *s\ 
de l'élément unité, un système de coordonnées ou paramètres (réels) 
ax, a2, ..., ar tel que les paramètres c,- de l'élément C = AB résultant 
de la multiplication de l'élément A de paramètres ai par l'élément B 
de paramètres 6,- s'expriment par des fonctions 

ct= Ç,(CT, b) 

admettant des dérivées partielles continues des deux premiers ordres. 
Le problème de savoir s'il existe des groupes finis et continus 

d'ordre r > i qui ne soient pas des groupes de Lie n'a en somme 
jamais été abordé. Nous verrons, plus loin (n° 26) le seul résultat 
précis qu'on connaisse sur la question. 

Si l'on a affaire à un groupe de Lie, on peut choisir les paramètres 
du groupe de manière que les cp, soient des fonctions analytiques 
de leurs arguments [2] . Les opérations de chaque groupe des para­
mètres (n° 7) sont de plus engendrées par des transformations 
infinitésimales X, , X.2, . . . , X r linéairement indépendantes. 

Les crochets deux à deux des transformations infinitésimales satis­
font à des relations de la forme 

(0 X,(X /)-X /(X l)a(X IX /)=2cyA,; 
s 

les constantes (réelles) cijs satisfont à des relations algébriques 

(*) ^(OiipC^h-hC/kpCpih-^CkipCp/h) = o ( « . / . k, h = i, v . . . , r ) f 
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qui se déduisent de l'identité de Jacobi 

[ (X,X / )X*|H-[(X /XA )XiJ + [(Xjl.X|)Xy] = o. 

Si un groupe de transformations autre que l'un des groupes des 
paramètres réalise\e groupe abstrait, et si ce groupe admet des trans­
formations infinitésimales, elles satisfont aussi aux relations ( i) avec 
les mêmes constantes cfjs. 

20. Aux propriétés précédentes, qui constituent les deux premiers 
théorèmes fondamentaux de S. Lie, on peut ajouter les suivantes [13]. 
Si dans un certain voisinage du groupe on a fait choix d!un système de 
coordonnées a,, ...,an l'élément infinitésimal S - ' S * ^ peut être 
représenté par le symbole 2W*XA, OÙ les formes de Pfaff w, satisfont 
aux relations (équations de Maurer-Cartan) 

(3) </»,(«)-8 «,(//) = 2 * / / * «i(^)«y(»)-
U 

De même la transformation infinitésimale Srt+rfaS^ peut être repré­
sentée par le symbole 2w*X*, avec les relations 

( f\ ) */ m,( 8 ) — 8 m, ( r/) = — ^ 6-,-/, mt ( d) v / ( o ). 

Les formes <*>., sont invariantes par le premier groupe des para­
mètres, les formes va, par le second groupe des paramètres. 

Enfi:i le groupe peut être défini, dans un voisinage suffisamment 
petit V0 de l'élément unité, par ses paramètres canoniques, chaque 
opération étant caractérisée par les paramètres a, de la transformation 
infinitésimale 2<Ï,-XJ qui l'engendre. Les formes w„ avec ces para­
mètres canoniques, peuvent être obtenues [11] par l'intégration des 
équations différentielles 

'fax 
(5) 7F=^'' +2C"' /xft/COy. 

'./' 

en prenant la solution qui s'annule pour t = o et y faisant ensuite t = i. 
Dans ces équations il faut regarder les arguments a, et da, comme 
des paramètres constants, les <ÙS étant des fonctions inconnues de la 
variable indépendante t. 
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Les formes ms peuvent de même être obtenues par l'intégration 
des équations 

( 6 ) -j~ — das — 2 CU» aiw/ • 

Tous ces résultats peuvent être regardés comme classiques. 

21. Le troisième théorème fondamental de S. Lie exprime que 
si l'on a un système de constantes C/y* satisfaisant aux relations (a), 
il existe un groupe fini et continu d'ordre r dont les transformations 
infinitésimales indépendantes satisfont aux relations (1). On peut par 
exemple, pour le démontrer, intégrer les équations (5) comme il a 
été dit plus haut : les équations de Pfaff 

( 7 ) tOg ( a' ; du' ) = tog ( u ; du ) 

sont, en vertu des relations (a), complètement intègrables et donnent 
pour les u\ des fonctions des m et de r paramètres at- définissant un 
groupe d'ordre r satisfaisant aux conditions voulues; on prendra par 
exemple pour paramètre ae- la valeur de u] pour ut = . . . = ur= o. 

En réalité la démonstration précédente, comme du reste les autres 
démonstrations connues, sauf la première de Lie dont nous parlerons 
bientôt, est tout à fait insuffisante. Les c*)* sont des formes linéaires 
en duK, du2, - . . , dur dont les coefficients sont des fonctions .analy­
tiques entières des variables 11,-, mais le déterminant des-coefficients 
des dut n'est différent de zéro que dans un certain voisinage de l'ori­
gine Ui=o. De plus le déterminant serait-il partout différent de 
zéro, cela ne suffirait pas pour assurer l'existence de transformations 
finies du groupe valable dans tout l'espace des M/. Il suffit, pour s'en 
convaincre, de considérer l'équation simple 

du' _ du 
I •+• M'2 ~" I -+- w2 ' 

qui ne fournit aucune transformation finie valable dans tout le 
domaine d'existence de la variable réelle u. 

On a donc démontré en définitive l'existence d'un ensemble de 
transformations définies pour des valeurs suffisamment petites 
des paramètres, dans une région suffisamment petite de l^p^j^r> 
euclidien des u,, et le produit de deux des transformatk 



18 ÉLIE CARTAN. 

semble, dans le cas où ce produit est défini dans la région consi­
dérée, appartient encore à l'ensemble. On a obtenu en somme un 
morceau de groupe opérant dans un morceau d'espace. Il est 
nécessaire de prouver qu'on peut prolonger ce morceau d'espace et 
ce morceau de groupe de manière a obtenir une variété dans laquelle 
opère un groupe. 

22. La première démonstration de Lie, lorsqu'elle est valable au 
point de vue local, fournit aisément la base d'une démonstration 
rigoureuse. Elle consiste à partir des r transformations infinitési­
males 
(8) K.--.2^.,¾. 

qui satisfont aux relations ( i ) ; elles engendrent, pour des valeurs 
suffisammentpetites des paramètres, un morceau de groupe, dont toutes 
les opérations sont valables dans tout C espace des eA\ en les multi­
pliant entre elles un nombre fini de fois, et cela de toutes les manières 
possibles, on obtient un groupe de transformations linéaires bien 
défini dans tout l'espace euclidien des variables e(. Le raisonnement 
n'est valable que si les r transformations (8) sont linéairement indé­
pendantes, ce qui exige que le groupe infinitésimal n'admette aucune 
transformation infinitésimale distinguée, c'est-à-dire échangeable 
avec toutes les autres. Il en est ainsi par exemple si la forme 

r ( e ) — ^ CiCjCtA/tCf/tA. 

i /,A,h -

qui donne la somme des carrés des racines de l'équation de Killing 

Se rw-8 f /} =o («„ = J £ S' ' . = 7 V 

a son discriminant différent de zéro. Les groupes qui satisfont à cette 
condition sont les groupes simples ou semi-simples [3]. 

Dans le cas général on peut démontrer le théorème directement 
en commençant par le cas des groupes intègrâbles. On peut choisir 
la base infinitésimale d'un groupe intégrable et les paramètres 
U], . . ., ur de manière que le tableau des coefficients de dux, . . ., dur 
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dans <ùi, . . ., GV soit de la forme 

1 o o . . . o 

* cx * o . . o 

• • e ls . o , 

U, étant une forme linéaire par rapport aux variables u{, . K., u,—{, 
les termes figurés par des astérisques étant, pour la tlème ligne, des 
fonctions analytiques entières des variables ut, . . ., u{_\ ( ' ) . L'inté­
gration des équations (^) donne alors pour les u\ des fonctions ana­
lytiques entières des u, et des paramètres a,, valeurs initiales des u't. 
On a donc directement un groupe dont la variété est homéomorphe 
à l'espace euclidien et qui opère dans un espace homéomorphe à l'es­
pace euclidien. Ce groupe est simplement connexe. 

Dans le cas d'un groupe infinitésimal non intégrable G, admettant 
un plus grand sous-groupe invariant intégrable g, on peut, pour 
obtenir un groupe fini de la structure infinitésimale donnée, se 
ramener à l'intégration d'un système de Pfaff 

ias{u'; du')= 3Lsl(a)o)i(u ; du)-r . . .H- a^(a ) to , ( « , du), 

les <ÙS étant les formes dont il vient d'être question pour les groupes 
intégrables, les aij(a) étant les coefficients d'un groupe linéaire 
semi-simple de structure infinitésimale conique. La conclusion est la 
même, la variété du groupe obtenu est formée des points (a, u) dont 
chacun est l'ensemble d'un point de la variété du groupe linéaire 
semi-simple et d'un point de l'espace euclidien des u,. 

II. — Groupe adjoint. 
Génération d'un groupe par ses transformations infinitésimales. 

23. Si Sa est une opération particulière d'un groupe G, S„ une 

(1) I! peut arriver cependant que pour deux lignes conseculives, par exemple 
la iième et la (i-f-iJi*™, on ait 

les éléments al} et aH , (y < i) étant des fonctions entières de u lf , 
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opération variable, l'équation 

définit une opération Ta faisant passer de Sw à la transformée §u, 
de S« par Sa. Ces opérations Ta sont des automorphies du groupe, 
en ce sens que si Sw et S^ sont transformées en Su, et S^, le produit 
S„Stt est transformé en Slf*SM.. De plus elles forment un groupe, qui 
est le groupe adjoint de Lie. En particulier elles laissent invariante 
la transformation identique et transforment entre elles linéairement 
les transformations infinitésimales : de ce point de vue, elles consti­
tuent le groupe adjoint linéaire T de G. Les transformations infini­
tésimales de T sont précisément données par les formules (8) : la 
transformation -Se.X,, transformée par eXs, devient en effet 

La transformation infinitésimale Va^Ej a pour coefficients les élé-
s 

ments de la matrice Hrt : 

(9) Ha = 

cette matrice va jouer un rôle fondamental dans la question de la 
génération d'un groupe par ses transformations infinitésimales. 

24. Dans un voisinage V* suffisamment petit de l'opération iden­
tique, toute opération du groupe admet un système de paramètres 
canoniques déterminés (a, , . . . , ar), ceux delà transformation infini­
tésimale qui l'engendre. Suivons maintenant dans la variété du groupe 
un chemin continu partant de l'opération identique; soit S(t) l'opé­
ration correspondant à un point de ce chemin, qu'on peut supposer 
dépendre d'un paramètre t. On pourra suivre de proche en proche les 
paramètres canoniques à attribuer à S(t); en effet si les a,- sont les 
paramétres de S (t), on pourra calculer les paramètres ai^-dai 
de S(£-f-tf£) si les paramètres w, de [S(£)]- 'S(£-f-d*) sont des 
formes linéaires indépendantes de dax, . . . , dar. Or les équations (5) 
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intégrées montrent que les w, se déduisent des da, en effectuant la 
substitution linéaire représentée par la matrice 

1 « J-HS-4- + -! " — e " * _ I 

3 ! H „ - ) - . . . + n 

H a + n H î + . . . + - , H M + . . . = T T - ' 

dont le déterminant ne s'annule que si l'une des racines caracté­
ristiques de la matrice Ha (racines de Killing) est un multiple entier 
non nul de 2i7r. Par conséquent tant qu'on n'arrivera pas à une 
transformation S dont les paramètres canoniques (obtenus par 
continuité de proche en proche) donneront à la matrice Ha une 
racine de Killing multiple entier nonnul de zni, on pourra pour­
suivre la détermination des paramètres canoniques. 

Les transformations S du groupe pour lesquelles on sera arrêté 
sont celles pour lesquelles la substitution correspondante T du groupe 
adjoint linéaire admet une racine caractéristique e*™* égale à i, mais 
provenant par continuité d'une racine différente de i. Si l'on sait 
d'avance que ces transformations singulières forment, dans la variété 
du groupe, des variétés à r— 2 dimensions au plus, on pourra tou­
jours atteindre une transformation non singulière sans rencontrer 
une transformation singulière, et par suite le groupe (ou du moins 
l'ensemble de ses transformations non singulières) sera tout entier 
engendré par ses transformations infinitésimales. 

Dans le cas contraire, il pourra arriver, contrairement à ce qu'avait 
cru démontrer H. Poincaré [5], que les transformations infinitésimales 
n'engendrent qu'une portion du groupe. Le cas le plus simple est 
fourni par le groupe des substitutions linéaires unimodulaires réelles 
de deux variables 

x' — a x +-b y, 
( I 0 ) 1 , . 

{ y = ax-+-b'y; 
les substitutions pour lesquelles l'équation (a — ^)(b'— ^) — fea; = o 
admet deux racines réelles négatives, distinctes (a-\-b'<C — 2) ne 
peuvent être engendrées par aucune transformation infinitésimale du 
groupe. 

25. Dans le cas particulier d'un groupe G de substitutions linéaires 
réelles, on peut arriver à un résultat assez intéressant. Toute substi­
tution du groupe non susceptible d'être engendrée par une substitu­
tion infinitésimale peut être regardée comme le produit de deux 
substitutions du groupe échangeables entre elles, dont l'une est invo-
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lutive et dont l'autrje est engendrée par une substitution infinitésimale. 
La démonstration s'appuie sur la considération du groupe G' obtenu 
en regardant comme complexes les paramètres réels de G; d'une 
manière plus précise, G' est le groupe linéaire à 2.r paramètres réels 
engendré par les substitutions infinitésimales Xi, . . . , X, de G et par 
les substitutions / X , , iX 2 î . . . , *X,. 

Il importe à cet égard de remarquer qu'étant donné un groupe G 
d'ordre r, il n'existe pas toujours un groupe G' d'ordre %r dont G 
soit un sous-groupe et tel que les %r paramètres canoniques réels 
de G' s'obtiennent en donnant aux r paramètres canoniques de G des 
valeurs complexes arbitraires. Nous citerons comme exemple le 
groupe G simplement connexe infinitésimalement isomorphe au 
groupe homographique d'une variable réelle. 

III — Les sous-groupes d'un groupe de Lie. 

26. On peut démontrer, relativement aux sous-groupes d'un groupe 
de Lie, deux théorèmes fondamentaux. 

Le premier théorème est le suivant : Tout sous-groupe continu 
d'un groupe de Lie est un groupe de Lie. D'une manière plus pré­
cise on peut trouver, dans la variété de G et dans celle de g, deux 
voisinages VQ et v0 entourant l'élément unité, et suffisamment petits 
pour que les différentes opérations de v0 intérieures à *V0 soient celles 
qui sont engendrées par une certaine famille linéaire de transforma­
tions infinitésimales de G. Un cas particulier de ce théorème, celui 
qui se rapporte aux sous-groupes du groupe linéaire de n variables, 
a été démontré par J. von Neumann [23]. 

Soient N et /i les ordres respectifs de G et de g. Prenons, dans 
l'espace euclidien <S>N à N dimensions des paramètres canoniques de G, 
une hypersphère 2 ayant pour centre l'origine et de rayon R assez 
petit pour que deux points distincts intérieurs à 2 représentent deux 
éléments distincts de G; nous conviendrons d'appeler module d'un 
élément de G intérieur à 2 la distance de son point représentatif à 
l'origine. Considérons maintenant dans g un voisinage v0 entourant 
l'élément unité, dont nous supposerons tous les éléments de module 
inférieur à R; il est loisible de le supposer représenté par une hyper­
sphère a de rayon r de l'espace euclidien &n à n dimensions, le centre 
représentant l'élément unité. Soit R ' < R la borne inférieure des 
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modules des éléments de g représentés par les points frontières de cr. 
Prenons un nombre R"<R'; nous pourrons trouver dans &n une 
hypersphère Q de rayon r assez voisin de r pour que les éléments 
de g extérieurs à cr' et intérieurs à cr soient tous de module supérieur 
à R;/. Déterminons enfin un nombre e assez petit pour que le produit 
d'un élément de g intérieur à l'hypersphère <7e de rayon s par un élé­
ment de g intérieur à cr' soit lui-même intérieur à cr. 

Cela posé, considérons dans a une suite infinie d'éléments tendant 
vers l'origine; soient A,, A2, . . . , A„, . . . les points correspondants 
de S; les demi-droites joignant, dans êN , l'origine à ces points 
admettent au moins une demi-droite d'accumulation A; prenons sur 
cette demi-droite un point quelconque H situé à une distance 
donnée R0^R'' de l'origine. Si sn est l'élément de g représenté 
dans <êN par A», déterminons le plus grand entier pn tel que sn et 
toutes ses puissances jusqu'à s£n inclusivement soient de module 
inférieur à R0. Dans l'espace &n, le point représentatif de s\, si n est 
assez grand pour que sn soit à l'intérieur de cre, sera à l'intérieur 
de cr, et même, comme son module est inférieur à R", à l'intérieur de o-'; 
il en sera de même de toutes les autres puissances. Dans l'espace &s 

les points représentatifs sont tous intérieurs à l'hypersphère de 
rayon R0 et ils admettent manifestement le point H comme élément 
d'accumulation; on peut donc extraire de leur suite une suite infinie 
partielle de points tendant vers H. La suite des points correspondants 
de &n, tous intérieurs à cr1, admet dans &n au moins un élément d'ac­
cumulation, et comme elle ne peut pas dans G en admettre plus d'un, 
c'est donc que le point H représente un élément de g intérieur à o*. 
Le raisonnement fait pour H est valable pour tous les points de À de 
module inférieur à R" et par suite à R'. Autrement dit le voisinage v0 

de g contient tous les éléments de module inférieur à R' d'un 
sous-groupe engendré par une transformation infinitésimale 
de G. 

On voit facilement alors que toutes les transformations infinitési­
males de G appartenant à g engendrent un sous-groupe de Lie g' con­
tenu dans g, et dont les éléments de module inférieur à R' appar­
tiennent tous au voLsinage vQ de g. Il ne peut pas y avoir à l'intérieur 
de l'hypersphère 2' de rayon R' d'autre élément appartenant à v0. En 
effet un tel élément s pourrait être joint à l'élément unité de g par un 
chemin continu appartenant à v0 et dont tous les éléments seraient de 
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module inférieur à R. Soit A le point intérieur à 2 représentatif de cet 
élément; la variété lieu des éléments sg serait, à l'intérieur de 2 , une 
variété analytique passant par A, de même dimension n que l'ordre 
de g1 ; la variété plane à N — //' dimensions issue de l'origine et ortho­
gonale à gJ rencontrerait cette variété en un point déterminé ; on aurait 
ainsi une suite de points tendant vers l'origine en même temps que A 
et tels que les droites joignant l'origine a ces points feraient des 
angles tendant vers - avec les droites qui engendrent gf; il en résul­
terait l'existence dans g de transformations infinitésimales distinctes 
de celles de g, contrairement à l'hypothèse. Le théorème est ainsi 
complètement démontré. 

On en déduit en particulier la conséquence suivante. Tout groupe 
linéaire fini et continu est un groupe de Lie. Il en serait de même 
de tout groupe projectif, conforme, etc. Si donc il existe un groupe 
fini et continu qui ne soit pas un groupe de Lie, il ne peut être 
isomorphe à aucun groupe linéaire. La question de savoir si tout 
groupe de Lie est isomorphe à un groupe linéaire est encore, comme 
on sait, en suspens. 

27. Le second théorème fondamental est relatif aux sous-groupes 
fermés dans G. Il s'énonce de la manière suivante. Si un sous-
groupe g d'un groupe de Lie G est fermé dans G sans être pro­
prement discontinu, on peut trouver dans G un voisinage VQ 
suffisamment petit de l'élément unité pour que tous les éléments 
de g intérieurs à V0 soient ceux qui sont engendrés par une cer­
taine famille linéaire de transformations infinitésimales de G. 

La démonstration est analogue à la précédente, mais plus simple, 
le point de départ étant encore la considération d'une suite infinie 
d'éléments de g tendanl vers l'élément unité dans G. 

Il résulte en particulier de ce second théorème que tout sous-
groupe g improprement discontinu est ouvert dans G, le sous-
groupe formé de g et de ses éléments d'accumulation dans G 
étant un groupe de Lie continu. 

IV. — Les espaces homogènes 
dont le groupe fondamental est un groupe de Lie. 

28. Parmi les espaces homogènes dont le groupe fondamental est 
un groupe de Lie (espaces homogènes de Lie) se trouvent en parti-
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culier les variétés des groupes de Lie,* dans lesquelles opère transiti­
vement l'un ou l'autre des groupes des paramètres. Ces espaces ne 
sont pas, au point de vue de VAnalysis situs, des variétés quel­
conques, comme le montre l'examen du cas de deux dimensions. Les 
groupes de Lie à detix paramètres sont commutatifs ou isomorphes 
au groupe des similitudes de la droite. La variété d'un groupe com­
mutatif est homéomorphe soit au plan euclidien (groupe des transla­
tions du plan), soit au cylindre de révolution, soit au tore. Quant à 
la variété du groupe des similitudes de la droite x[r = ax-\-b(a> o), 
elle est homéomorphe au plan euclidien (ou à un demi-plan, ce qui 
est la même chose); ce groupe est donc simplement connexe et comme 
son centre se réduit à l'opération identique, il n'en existe pas d'autre 
qui ait la même structure infinitésimale. Nous obtenons donc, comme 
seules variétés de groupes de Lie d'ordre 2, le plan euclidien, le 
cylindre de révolution et le tore. 

29. Considérons maintenant un espace homogène de Lie quel­
conque E admettant un groupe continu connexe G pour groupe fon­
damental. Le plus grand sous-groupe g qui laisse invariant un point 
particulier O de l'espace est, comme nous l'avons vu (n° 18), fermé 
dans G, et par suite (n° 27) proprement discontinu ou bien continu, 
connexe ou mixte. De plus il n'admet aucun sous-groupe invariant 
dans G. 

Réciproquement soit g un sous-groupe quelconque fermé dans G 
et n'admettant aucun sous-groupe invariant dans G; soient r — n 
et n les ordres respectifs de g et de G. S'il existe un espace homo­
gène transformé transitivement par G et tel que g soit le plus grand 
sous-groupe laissant invariant un point O de l'espace, on pourra 
associer à chaque point M de l'espace l'ensemble S g des transforma­
tions de G amenant O en M, et qui sont toutes obtenues en multipliant 
une transformation particulière S par toutes les transformations de g. 
Considérons alors l'ensemble des « éléments » ou « points » S g. Ils 
forment une variété à n dimensions satisfaisant aux conditions voulues. 

Définissons en effet le voisinage d'un « point » Sg comme l'en­
semble des « points » s S g, où s est un élément arbitraire d'un voi­
sinage Vo de l'élément unité dans G. Choisissons arbitrairement 
n transformations infinitésimales X«, . . . , X/è formant avec les r— n 
transformations infinitésimales de SgS~x une base pour le groupe G; 
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tout élément s est, d'une manière et d'une seule, le produit d'une 
transformation t de V0 engendrée par e, X, - | - . . . -r-£„X„ et d'une 
transformation de V0 appartenant à S^S"1 ; on a donc 

sSg^tSg; 

on peut donc faire correspondre à tout « point » du voisinage VoSg-

considéré un point (et, .. .,etl) d'un espace euclidien à n dimensions 
intérieur à une hypersphère de rayon suffisamment petit. D'autre part, 
deux points distincts de cette hypersphère correspondent à deux 
« points » distincts tSg; s'il n'en était pas ainsi, et cela quelque 
petit qu'on prenne le voisinage V0, c'est qu'on pourrait trouver une 
suite infinie de couples d'éléments tn, t'lt tendant vers l'élément unité 
et tels que ^ tS soit de la forme *nSR„, l'élément Rn appartenant à g ; 
on aurait donc 

Cï»r'„=SR„S-i, 

ît„ tendant vers l'élément unité, sans appartenir au voisinage 
immédiat de l'élément unité dans g. Mais cela est en contradiction 
avec le second théorème fondamental (n°27) relatif aux sous-groupes 
g fermés dans G. Le postulat A est ainsi vérifié. Les autres postulats 
ne soulèvent aucune difficulté, sauf peut-être le dernier E, qui se 
démontre de la manière suivante. Si étant donnés deux « points » 
distincts'S^ et S'g, on ne pouvait pas trouver deux voisinages de ces 
« points » n'ayant aucun point commun, c'est qu'on pourrait trouver 
une suite infinie de couples d'éléments s,n s'n de G tendant \ers l'élé­
ment unité et tels que 

on aurait alors 

Rw appartenant à g] l'élément R7I tendrait vers S~*S', qui n'appar­
tient pas à g, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse que g est 
fermé dans G. 

Il est bien clair qu'on pourrait, pour engendrer l'espace homogène, 
partir de tout autre sous-groupe SQ^S" 1 homologue de g dans G. 

30. On peut, au lieu de supposer que l'espace E est transformé 
transitivement par un groupe isomorphe holoédrique de G, supposer 
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simplement qu'il est transformé par un groupe infinitésimalement 
isomorphe de G. Dans ce cas le sous-groupe g peut contenir des 
éléments formant un sous-groupe y invariant dans G, mais non con­
tinu; comme d'autre part y est constitué par l'ensemble des transfor­
mations de G qui laissent invariants tous les points de l'espace, il est 
fermé dans G et par suite dans g\ il est donc proprement discon­
tinu dans g. Chacun de ses éléments est alors invariant par lui-même 
dans G, autrement dit appartient au centre de G. Les espaces hoîho-
gènes transformés transitivement par G, avec la possibilité qu'tl 
existe dans G un sous-groupe non continu laissant invariants 
tous les points de l'espace, sont donc associés aux différents sous-
groupes g fermés dans G et n'admettant, comme sous-groupe 
possible invariant dans G, qu'un sous-groupe proprement dis­
continu du centre de G. 

Si G est simplement connexe, on pourra donc construire, au 
moyen de G, tous les espaces homogènes admettant pour groupe 
fondamental un groupe infinitésimalement isomorphe de G. 

31. Supposons le groupe G simplement connexe. Le sous-groupe g 
peut être connexe ou mixte; dans ce dernier cas la famille con­
nexe g0 de g qui contient l'élément unité .est invariante par toutes 
les transformations de g. 

Si g est connexe, l'espace homogène E est simplement con­
nexe. Prenons en effet dans E un contour fermé (C) partant de O 
et y revenant et associons par continuité à chaque point M de ce 
contour une des transformations de G amenant O en M, la trans­
formation de départ étant la transformation identique. Au contour (C) 
correspondra dans la variété de G un chemin (C) partant de l'élé­
ment unité et aboutissant à un élément de g, chemin qu'on pourra 
fermer sans sortir de g, puisque g est connexe. On pourra déformer 
d'une manière continue le contour fermé ( C ) ainsi obtenu de 
manière à le réduire à un point. Cette déformation entraînera une 
déformation continue correspondante du contour (C), qui peut ainsi 
se réduire à un point. c. Q. F. D. 

Si g n'est pas connexe, à chaque famille connexe gt constituant g 
correspond dans l'espace E un ensemble de contours fermés réduc­
tibles les uns aux autres par déformation continue; pour les obtenir, on 
joint, dans la variété de G, l'élément unité à un élément de gi par un 
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chemin continu ; les éléments de ce chemin fournissent des transfor­
mations qui, appliquées au point O, donnent dans E un contour 
fermé. D'une manière générale il y a autant de contours fermés irré­
ductibles les uns aux autres dans E qu'il y a dans g de familles con­
nexes distinctes. Le groupe de connexion de l'espace E, au sens 
de V Analysis si tus, est le groupe abstrait dont chaque élément (ei) 
peut être identifié à la famille gt, le produit (eï) (ej) étant égal à (e*) 
siles produits des éléments de gi par les éléments de gj donnent les 
éléments de gk-

32. De ce qui précède résulte une conséquence intéressante. Ne 
supposons plus G simplement connexe. Si l'espace homogène E est 
simplement connexe, on peut affirmer que le sous-groupe g de G 
associé à l'espace E est connexe. Si au contraire l'espace E n'est pas 
simplement connexe, on peut affirmer ou que le sous-groupe g n'est 
pas connexe, ou que le groupe G n'est pas simplement connexe. C'est 
ce qui se passe par exemple pour la droite projective transformée 
transitivement par le groupe homographique (connexe) d'une 
variable; la droite projective n'est pas simplement connexe, mais le 
sous-groupe g qui laisse invariant le point x = oo est le groupe 
xl=ax-\- b (a > o), qui est connexe; donc le groupe homogra­
phique n'est pas simplement connexe. On peut tirer la même con­
clusion pour le groupe linéaire unimodulaire de deux variables réelles, 
qui transforme transitivement le plan euclidien pointé (d'où l'on a 
enlevé l'origine), et pour lequel le sous-groupe g qui laisse invariant 
le point ( i , o) est le groupe connexe 

x'= x 4- ay, 

Ces remarques montrent le grand intérêt que peut présenter, pour 
l'étude topologique d'un espace homogène, l'étude topologique du 
groupe fondamental de cet espace. 

33. Indiquons en terminant que la connaissance de tous les 
types de groupes de Lie à deux variables permet la détermination de 
tous les espaces homogènes de Lie à deux dimensions. Contentons-
nous de signaler le résultat. 
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Tout espace homogène de Lie à deux dimensions est homéo­
morphe à l'un des espaces suivants : 

Le plan euclidien; 
Le cylindre de révolution; 
Le plan projectif pointé; 
Lasphèrœ; 
Le plan projectif; 
Le tore. 

Les trois premiers sont ouverts, les trois derniers sont clos. On 
voit que la surface de Riemann d'une courbe algébrique de genre 
supérieur à i ne peut être transformée transitivement par aucun 
groupe de Lie. Uu théorème analogue, mais moins restrictif en ce 
qui concerne la nature du groupe, a été démontré par V. van Dantzig 
et B. L. van der Waerden [261-

V. — Espaces homogènes orientables et non orientables; 
volume; espaces homogènes métriques. 

34. Soient G le groupe fondamental d'un espace homogène, g le 
sous-groupe associé, y le sous-groupe du groupe adjoint linéaire 
correspondant à g. Supposons que dans la base infinitésimale de G 
les /- — n dernières transformations infinitésimales soient celles qui 
engendrent g, ou du moins la partie connexe de g qui contient l'élé­
ment unité. Les substitutions linéaires de y portent sur les para­
mètres et de la transformation infinitésimale 2e/X, la plus générale 
du groupe, mais, comme y laisse évidemment invariant l'ensemble 
des transformations de g, ces substitutions transforment entre eux 
lès paramètres e%, e2, . . . , en\ nous désignerons par y le groupe 
linéaire qui indique comment ces n paramètres sont transformés. 

Supposons que le déterminant des différentes substitutions de y 
soit toujours positif; l'espace E sera alors orientable. Considérons un 
parallélépipède construit sur n vecteurs infiniment petits OA; issus 
du point origine O ; chaque point A/ peut être obtenu en appliquant 

fczzn 

à O une transformation infinitésimale } Â e^X*. Rangeons les n vec-

teurs dans un certain ordre et convenons de dire que le parallélé-

MÉM. nBS SC MATH. — «• 42 3 
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pîpède est de sens positif ou négatif suivant que le déterminant 
(e^J est positif ou négatif. Par toute transformation de g, le parallé­
lépipède sera changé en un autre qui aura le même sens que le 
premier, car on passe des valeurs e,'}, e\[, . . ., e(„° aux valeurs trans­
formées par une substitution de y, la même pour tous les indices i. 
On pourra de même définir le sens d'un parallélépipède infiniment 
petit d'origine A différente de O en ramenant &on origine en 0 par 
une transformation de G, et le sens se conserve par toute transfor­
mation de G. 

Si au contraire certaines substitutions de y sont de déterminant 
négatif, l'espace n'est pas orientable. 

Si le sous-groupe g est connexe, il est clair que le déterminant des 
substitutions du groupe linéaire connexe y est toujours positif; 
l'espace est donc orientable. La variété d'un groupe est en parti­
culier toujours orientable. 

35. Les considérations précédentes permettent de définir le volume 
d'un parallélépipède infiniment petit d'un espace homogène si toutes 
les substitutions linéaires de y sont de déterminant égal à i (espaces 
orientables), ou de déterminant égal à =h i (espaces non orientables). 
Le volume ainsi défini se conserve par toute transformation de G. 

Prenons en particulier la variété d'un groupe G, considérée comme 
un espace transformé transitivement par le premier groupe des para­
mètres. Ici g se réduit à la transformation identique. Définissons le 
volume du parallélépipède d'origine O (élément unité) et construit 
sur les vecteurs que définissent le*> transformations infinitési­
males e{\\, ^2^2i • • • i É?rXr, comme étant égal à p< *»3. . . e,. L'élé­
ment de volume de l'espace sera [12, 13] 

le second membre étant un produit extérieur. 
Si au contraire on regarde la variété du groupe comme un espace 

transformé transitivement par le second groupe des paramètres, on a 
un second élément de volume [12, 13] 

//T = W\ Wn . . . VSf . 

36. Si le groupe linéaire y laisse invariante une forme quadratique 
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définie positive, par exemple e'\-\- e'i + . . . -f- e';t, il existe dans l'espace 
homogène E une métrique riemannienne invariante par G. Soit en effet 
A un point infiniment voisin du point origine O ; appelons distance OA 
la quantité y/'e\ H- e\-\-. . .-\-e;t, en désignant par e\, . . . , e„ les para­
mètres de la transformation infinitésimale e,X|-f-. . . 4-^«X,i qui 
amène O en A. Si, par une transformation de g, A vient en A', on 
voit que la distance OA' est égale à la distance OA. On; définit alors 
la distance MN de deux points infiniment voisins M etN, en amenant 
M en O par une transformation de G; si alors N vient en A, on 
pose MN = OA; la distance obtenue est indépendante de la transfor­
mation qui a amené M en O. Elle se conserve par une transformation 
quelconque de G. 

Analytiquement, si Sa et Sa+da sont deux transformations de G 
amenant respectivement O en deux points infiniment voisins M et N, 
et si S^Sa+da a pour symbole <o,X,-+-., . - f -w r X 0 on a 

I\JN~ = w'f- i-wjJH-.. .-f- o>;-,. 

En particulier l'espace du groupe G, considéré comme transformé 
transitivement par le premier groupe des paramètres, admet une 
infinité de métriques invariantes par ce groupe : il suffit de prendre 
une forme quadratique définie positive à coefficients constants arbi­
traires en w,, w2, . . . , a>„. Si l'on prend pour g, au lieu de la trans­
formation identique, un sous-groupe proprement discontinu fini, y 
est un groupe linéaire fini qui laisse toujours invariante au moins 
une forme quadratique définie positive, et par suite l'espace E à 
/dimensions associé à g admet toujours au moins une métrique inva­
riante par G. 

CHAPITRE 111. 

LES GROUPES DE LIE CLOS. 

I. — Volume d'un groupe clos. 

37. Nous avons vu (n° 3o) qu'on pouvait définir dans la variété d'un 
groupe de Lie deux volumes différents. Il est évident que chacun 
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d'eux est fini si le groupe est clos, puisque la variété peut être recou­
verte par un nombre fini de voisinages, dont chacun a un volume 
fini. 

Si au contraire le groupe est ouvert, l'un et l'autre des volumes de 
sa variété sont infinis. Soient en effet Vô un voisinage de l'élément 
unité et V0 un voisinage intérieur à *s?0 et suffisamment petit pour 
que, s et s' étant deux éléments quelconques de V 0 , l'élément AS' -1 

appartienne à *s?0. Nous savons que p étant un entier quelconque, il 
existe des éléments de G qui ne peuvent pas être obtenus par multi­
plication de p éléments intérieurs à "s?0, sans quoi la variété de G 
pourrait être recouverte par un nombre fini de voisinages. Soit 
alors S un élément de cette nature : 

S = SiS2...sq (q >p); 

nous pouvons supposer que q est le nombre minimum de facteurs 
qu'on peut prendre à l'intérieur de Vi} pour obtenir S. Considérons 
les voisinages 

V'0. stS.V'H, * !* ,* ,**%. . . . ; 

on voit facilement qu'ils n'ont deux à deux aucun" élément com­
mun; ils ont d'autre part tous le même premier volume vf, volume 
de ^ 0 . On peut donc trouver dans la variété du groupe autant de 
régions qu'on veut, toutes de volume vf et n'ayant aucun point 
commun. c. Q. F . D. 

Les deux volumes qu'on peut définir dans la variété d'un groupe 
clos sont identiques. 

II. — Le théorème de H. Weyl. 

38. Il existe pour les groupes linéaires clos G, connexes ou mixtes, 
un théorème fondamental dû à H. Weyl [8, p. 28g], c'est qu'un tel 
groupe laisse invariante au moins une forme d'Ileimite définie 
positive. 

Supposons d'abord le gioupe G conneve, défini par les équations 

t\r=y^alkjrk ( / = . 1, > , . . . . n). 

A 

où les coefficients ath dépendent naturellement de la substitution S 
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du groupe. Nous désignerons les-seconds membres par S#t- et leurs 
complexes conjugués par Sxt. Formons l'intégrale suivante étendue 
à toute la variété du groupe : 

/ < SJT, S.r,-i- S,rs S«rs - h . . .-+- SJ?« S J ? „ ) */T$; 

c'est une forme d'Hermite définie positive F ( # , , . . . , £n). Elle est 
invariante par G, car si l'on effectue sur les variables Xi la substi­
tution particulière S0, la forme devient 

/ < SSoJ?i SSoJ?i -+- . . . -+- SSoJ7« SSflj?//) d'Zs ï 

en posant SS0 = S' et remarquant que drs= tfrs., si Ton a pris pour 
dz le second élément de volume, on démontre le théorème. 

Si le groupe G est mixte, il est nécessairement formé d'un nombre 
fini de familles connexes; il suffit alors de définir la forme F par la 
somme d'autant d'intégrales qu'il y a de familles dans le groupe. 

Si le groupe limaire clos G est à coefficients réels, on peut substi­
tuer à la forme d'Hermite une forme quadratique définie positive. 

39. Une conséquence particulière du théorème de Weyl est que 
les coefficients ay des substitutions d'un groupe linéaire clos sont 
bornés, car si l'on suppose que la forme invariante F est, par exemple^ 

F ===.#,.#, H- XsJC2-h. . . - h xnxn, 

on a 

( 0 ^ q À i « A - i = is 

Celte propriété peut du reste se démontrer directement. Appelons 

module d'une substitution linéaire la quantité i/"S?ozljalj. Si les 

coefficients n'étaient pas bornés, on pourrait trouver une suite infinie 
de substitutions S,, S2, . . . , S„, . . . du groupe telle que le module de 
chacune soit supérieur au double du module de la précédente, et 
cette suite ne pourrait avoir aucun élément d'accumulation dans le 
groupe. 

On peut ajouter une autre propriété essentielle qui découle de la 
précédente, c'est que les racines >. de l'équation caractéristique de S, 
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à savoir 
/7n — À «i* . . . a,„ 

rt2i <*.2— ' • • • ain 

Cln\ <t//2 . . . Ci,,/, 

- _ ( ) , 

sont toutes de module égal à i. En effet ou peut, par un changement 
préalable de variables, supposer que l'une des équations de la substi­
tution S est 

.r', - X r, ; 

la substitution S'* aurait donc } n pour coefficient, et cette quantité ne 
peut être bornée que si 1 est de module i. Il résulte enfin de là que 
le déterminante de la substitution, qui est le produit des racines carac­
téristiques, est de module égal à i. On pourrait dire directement que 
à chaque substitution S est associée la substitution v1 = Ae qui indique 
comment S change les volume*; ces substitutions ne peuvent engen­
drer un groupe clos que M A est de module égal à i. C'est du reste 
la raison du fait qu'il ne peut > avoir dans la variélé d'un groupe clos 
qu'une seule espèce de volumes. 

40. On peut rattacher aux considérations précédentes le théorème 
important suivant : Tout groupe linéaire borné et algébrique est 
clos. Un groupe linéaire Ci sera dit borné si les coefficients de ses 
équations sont bornés, et algébrique s'il est défini par un système de 
relations algébriques entières entre les coefficients. Le théorème est 
à peu près évident, car tout ensemble infini de substitutions du 
groupe admet au moins, les coefficients étant bornés, un élément 
d'accumulation 2 dans le groupe de toutes les substitutions linéaires 
portant sur les variables données, et 2 appartient au groupe G, car 
ses coefficients satisfont aux relations algébriques entières données. 

Le groupe orthogonal de n variables réelles, le groupe linéaire 
d'une forme d'Hermite définie positive, le groupe linéaire unimodu-
laire d'une telle forme sont donc des groupes clos. Mais leurs sous-
groupes ne sont pas tous clos, comme le prouve l'exemple du groupe 

,r''=- ela i. j ' — e""ay 

au paramètre réel a, m étant une constante réelle irrationnelle; ce 
groupe n'est pas clos, et cependant il laisse invariante la forme 
d'Hermite rx-\-yy. 
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III. — La structure des groupes clos. 

41. Si un groupe G est clos, son groupe adjoint T l'est aussi; il 
laisse donc invariante au moins une forme quadratique définie positive, 
soit 

F ( e ) = ef -f- ej-t-...-*- ef\ 

en exprimant que la transformation infinitésimale E, (n° 22) du groupe 
adjoint laisse F invariante, on obtient les relations 

On peut donc choisir la base d'un groupe clos de manière à avoir 

( 0 cl/k — cjkl = ckl/ = — clk/ — — ck/l = — cIlk. 

On en déduit, pour le coefficient de e\ dans la forme cp(e) définie 
au n° 22, 

La forme cp(e) est donc définie ou semi-définie négative : c'est 
du reste une propriété qui résulte immédiatement du fait qu'elle repré­
sente la somme des carrés des racines caractéristiques des substitutions 
infinitésimales du groupe adjoint et que ces racines sont purement 
imaginaires, sans quoi les racines caractéristiques des substitutions 
finies du groupe adjoint ne pourraient être de module i. 

42. Regardons ex,e-x, ...,e, comme les coordonnées rectangu­
laires d'un point dans un espace euclidien à r dimensions. Si T laisse 
invariante dans cet espace une variété plane passant par l'origine, 
elle laisse aussi invariante la variété orthogonale. On peut donc sup­
poser choisie la base infinitésimale du groupe de manière que T laisse 
invariantes séparément les variétés planes définies par lesp^ premiers 
axes de coordonnées, puis parles p2 suivants, puis par le s/>3 suivants, 
et ainsi de suite, T ne laissant invariante aucune variété plane plus 
petite contenue dans Tune des variétés précédentes. Un calcul facile 
montre alors que les constantes cljk ne peuvent être différentes de 
zéro que si les indices i, /', k appartiennent tous les trois, soit à la 
suite des/>i premiers indices, soit à la suite desy>2 suivants et ainsi de 
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suite. Les transformations infinitésimales de chaque suite engendrent 
un groupe et le.groupe G est, au moins au voisinage de l'élé­
ment identique, le produit direct d'un certain nombre d'autres 
groupes G,, G„ . . . , G*. Cela veut dire que toute transformation 
de G suffisamment voisine de la transformation identique peut être 
regardée, d'une manière et d'une seule, comme le produit d'une 
transformation de G,, d'une transformation de G2, etc., ces h trans­
formations composantes étant échangeables entre elles (et prises~cha-
cune dans le voisinage de la transformation identique). 

Les groupes composants G,, G2, . . . , GA sont simples, car ils ne 
peuvent évidemment admettre aucun sous-groupe invariant continu, 
un tel sous-groupe invariant correspondant à une variété plane inva­
riante par T. 

43. Certains des groupes composants peuvent être à un paramètre. 
Supposons d'abord qu'ils jouissent tous de celte propriété. Les 
constantes c/y* sont alors toutes nulles et Ton a un groupe commu­
tatif clos. Le groupe simplement connexe de même structure infini­
tésimale est le groupe des translations de l'espace euclidien à r dimen­
sions. Pour passer de ce dernier à un groupe clos, il faut en déter­
miner un sous-groupe proprement discontinu; on voit immédiatement 
que le groupe clos peut toujours ^obtenir en regardant comme iden­
tiques deux translations dont les projections diffèrent de nombres 
entiers. Un tel groupe est donc toujours isomorphe holoédrique au 
groupe linéaire 

x\ = elaixu x'.À — el"*x« *•',.= el"> x, 

aux paramètres a%, a*, .'. . , ar. 
Tout groupe linéaire isomorphe au précédent est réductible à la 

forme 

les mkh étant des entiers arbitraires. Pour que l'isomorphisme 
soit holoédrique, il faut et il suffit qu'on puisse réciproquement expri­
mer a,, a2, . . ., «,. par des combinaisons linéaires à coefficients 
entiers des n formes N^/n,*«*(/= i, 2, . . ., n). 

k 

Il est intéressant de remarquer que le groupe G admet une infinité 
continue d'automorphies locales, celles qu'on obtient en effectuant 



LA THÉORIE DES GROUPES FMHS ET CONTINUS ET L'ANALYSIS SITUS. %J 

sur les ai une substitution linéaire arbitraire. Mais une telle auto-
morphie locale ne peut se prolonger dans tout le groupe que si la 
substitution est à coefficients entiers et de déterminant égal à ± : i . 

44. Tout groupe clos est (infinitésimalement) i e produit direct 
d'un groupe commutatif et d'un autre groupe pour lequel la forme <p(e) 
est définie négative. Les groupes pour lesquels la forme <p(e) est de 
discriminant non nul sont les groupes simples et semi-simples. Nous 
allons étudier sommairement les groupes pour lesquels la forme y(e) 
est définie. 

IV. — Les groupes semi-simples clos. 

45. Soit G un groupe connexe pour lequel la forme y(e) est 
définie : 

9(0 = ± (« ï H-«I-*--.--*-*?); 

les constantes de structure ce*./A satisfont alors aux relations (2) et 
par suite la forme cp(e) est définie négative. Nous allons montrer que 
le groupe adjoint linéaire T est clos. 

Considérons en effet [9, 21] l'ensemble des automorphies linéaires 
de G, c'est-à-dire l'ensemble des substitutions linéaires 

«-2 a ik ek-
k 

qui, effectuées sur les paramètres d'une transformation infinitési­

male ^ C/X/, conservent les relations de structure 
1 

(X /X /)=2<? / /A-XX. 
k 

Elles sont définies par les relations algébriques entières 

(3) 2a*i«A/c*A*=2c ' / * *** ^'%J' S = ï ' '*' ""' '^ 
X,// k 

Le groupe des automorphies linéaires est donc algébrique et aussi 
borné puisqu'il laisse invariante la forme <p(e). U est donc-clos (n° 40). 
Or le groupe adjoint linéaire T en est un sous-groupe, et même un. 
sous-groupe invariant, car la transformée par une auiomorphie iX de 
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la transformation Ta du groupe adjoint 

(T a ) S M '=S a S w S^ 

est la transformation Ta qui provient de l'élément Sa de G transformé 
de Srt par l'automorphie cl . Le groupe Tr est donc (n° 42), au moins 
infinitésimalement, le produit direct de T par un groupe I\ échan­
geable avee T; mais il est impossible que ce groupe I\ ne se réduise 
pas à l'opération identique, car il donnerait des automorphies linéaires 
laissant invariante chaque transformation Ttl du groupe adjoint et 
par suite chaque élément de G. 

Le groupe T est donc identique «à T', ou, du moins, il constitue 
l'une des familles connexes, en nombre fini, qui composent Y'. Il est 
donc clos. 

46. Nous allons maintenant montrer que le groupe G lui-même 
est clos; il suffit pour cela de démontrer avec H. Weyl [8, p. ."l8o j , 
que le groupe simplement connexe de la même structure infinitésimale 
ne recouvre le groupe adjoint qu'un nombre fini de fois, ou encore 
qu'i7 existe dans la variété du groupe adjoint un nombre fini de 
contours fermés irréductibles tes uns aux autres par déformation 
continue. Ce nombre sera celui des éléments du centre du groupe 
simplement connexe de la structure infinitésimale donnée. 

Il est nécessaire, pour démontrer ce théorème, d'établir au préa­
lable quelques propriétés du groupe adjoint T. Supposons qu'on 
puisse trouver l transformations infinitésimales indépendantes de T 
qui soient échangeables entre elles et qui ne soient toutes à la fois 
échangeables avec aucune autre transformation infinitésimale; nous 
pouvons supposer que ces / transformations sont E,, Ej, . . . , E*. Le 
sous-groupe y de T qu'elles engendrent est clos, parce que c'est une 
des parties connexes du groupe borné et algébrique formé des subs­
titutions de f qui laissent invariantes les variables et, e2, . .., e/. 
Ce sous-groupe y est d'autre part commutatif; par suite (n° 13) les 
racines caractéristiques de sa transformation infinitésimale la plus géné­
rale aiE4-f-a2E2-f- . . .-h-a/E/ sont de la forme db /wff, les wa étant 
des combinaisons linéaires à coefficients entiers de l paramètres cano­
niques <p,, <p2, . . . , <p/, définis chacun à air près et dépendant eux-
mêmes linéairement des paramètres aA, a2, . . ., a/, également cano­
niques. Les racines caractéristiques sont deux à deux égales et oppo­
sées parce que le groupe y est à coefficients réels. 
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47. Les transformations infinitésimales de y qui ne sont pas sin­
gulières, c'est-à-dire pour lesquelles aucune des quantités wa ne 
s'annule, étant invariantes par y, admettent chacune oo"-' homo­
logues dans T, et, comme elles dépendent de / paramètres, on voit 
que les transformations de y et leurs homologues dépendent de 
r paramètres. Les transformations singulières de y, invariantes par 
un sous-groupe à / + 2 paramètres au moins, admettent chacune oo'1-'-2 

homologues au plus et, comme elles dépendent de /—1 paramètres 
au plus, les transformations singulières de T dépendent de 

r— / — 2 + ( / - i ) = r — S 

paramètres au plus. Il en résulte en particulier (n° 24) que toutes 
les transformations finies non singulières de T, et aussi de G, 
admettent des transformations infinitésimales génératrices, l ien 
est de même du reste des transformations singulières, qui sont limites 
de transformations non singulières, car on peut toujours supposer 
que les paramètres cp,, cp2, . . . , cp̂  d'une transformation infinitésimale 
génératrice soient compris entre o et 2ir, c'est-à-dire bornés, et dans 
ces conditions les transformations infinitésimales génératrices d'une 
suite infinie de transformations finies non singulières tendant vers 
une transformation finie singulière admettent au moins un élément 
d'accumulation, qui fournit une transformation infinitésimale géné­
ratrice de la transformation singulière. Tout groupe semi-simple 
à forme y(e) définie est donc complètement engendré par ses 
transformations in fin itési maies. 

48. Considérons maintenant, dans l'espace euclidien à / dimensions 
dont les coordonnées rectangulaires sont les paramètres canoniques 
<?,, . . ., ai d'une transformation de y, les hyperplans 

Les premiers délimitent autour de l'origine un certain nombre 
d'angles polyèdres (D,), (D2) , . . . ; les derniers délimitent avec les 
premiers, à l'intérieur de ces angles polyèdres, un certain nombre de 
polyèdres (Pi) , (P2)» ••• ayant l'origine pour sommet. Décrivons 
dans la variété de T un chemin (C) allant de l'élément unité à un 
élément quelconque T; nous pouvons toujours au besoin, par une 
petite déformation, supposer que ce chemin ne rencontre aucun élé-
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ment singulier. Suivons par continuité, les paramètres <pf, <p2, . . . , 9/ 
de l'élément variable sur (C); partant de l'origine, nous pénétrerons 
dans un dès polyèdres (P) sans en sortir jamais; par suite tout élé­
ment de T est homologue à un élément de y ayant son image à 
l'intérieur ou sur la frontière d'un des polyèdres (P). Supposons 
maintenant que le contour (C) revienne à l'élément unité; le point 
image intérieur à (P) , partant de l'origine, aboutira nécessairement 
à un de» sommets de (P) correspondant à la transformation identique 
de F (pour la transformation identique de F, les &>a sont tous des 
multiples de 2 7r). Si le point image revient à l'origine, le contour 
fermé qu'il décrit peut être réduit à l'origine par une suite d'homo-
théties de rapport k décroissant de 1 à o et le contour fermé (C?) 
peut être corrélativement réduit à un point par déformation con inue. 
Si au contraire le point image intérieur à (P) va de l'origine à un 
autre sommet, le contour ((3) ne pourra pas être réduit à un point 
par déformation continue, car s'il le pouvait, il serait toujours pos­
sible de réaliser la réduction sans jamais rencontrer les éléments 
singuliers, qui forment des variétés àr — i dimensions seulement, 
mais alors le point image, ne sortant pas de (P), irait toujours de 
l'origine au même sommet de (P), ce qui est absurde. 

Il y a donc [ 15] dans la variété de T autant de contours fermés 
irréductibles les uns aux autres qu'il y a dans le polyèdre (P) 
de sommets représentant la transformation identique. Ce nombre 
étant fini, le théorème est démontré. 

49. Les différents polyèdres (P) qui rayonnent autour de l'origine 
dans l'espace à l dimensions représentent chacun toutes les transfor­
mations du groupe. En particulier deux polyèdres voisins (P) et (P*), 
contigus par une face latérale issue de l'origine, sont symétriques 
l'un de l'autre par rapport a celte face. Il existe une transformation 
du groupe adjoint transformant les transformations infinitésimales 
de y intérieures à (P) dans les transformations infinitésimales de y 
intérieures à (Pi) . Toutes ces transformations de y en lui-même 
engendrent un groupe fini (S ) . Il n'y a pas du reste dans le groupe 
adjoint T d'autre transformation laissant y invariant; sinon en effet 
une de ces transformations T laisserait invariant l'angle polyèdre (D) ; 
£ar suite il existerait une transformation infinitésimale X non singu­
lière de y invariante par T; or la transformation T peut toujours être 
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engendrée par une transformation infinitésimale de T laissant X inva­
riante; mais les seules transformations infinitésimales de T échan­
geables avec X appartiennent toutes à y ; la transformation T laisserait 
donc invariantes toutes les transformations de y, ce qui est absurde. 

L'angle polyèdre (D) est donc la région fondamentale du groupe 
fini (S) dont les opérations génératrices sont les symétries par rap­
port aux faces latérales de (D). Le nombre des polyèdres (P) qui 
rayonnent autour de l'origine est égal au nombre des opérations 
de (S) . Le nombre des faces latérales de (D) est égal au rang i du 
groupe [K)j. 

50. La recherche des autoaiorphies de G peut se rattacher aux 
considérations précédentes. Elle se ramène à la recherche des rota­
tions et symétries autour de l'oiiginc qui laissent invariante la figure 
formée par les angles polyèdres (D), (D 4 ) , etc. Le nombre de ces 
opérations est un multiple du nombre des opérations de (S ) ; sa 
connaissance donne immédiatement le nombre de familles connexes 
distinctes dans lesquelles se décompose le groupe total r' des aulo-
morphies de G. Ce nombre, pour les groupes simples, est égal à i , 't 
ou 6, il a été déterminé par E. Cartan [10]. 

51. 11 existe quatre classes générales de groupes simples clos et, en 
outre, cinq groupes exceptionnels. Les groupes des classes générales 
sont isomorphes : 

A. Au groupe linéaire unimodulaire d'une forme d'Hermite définie 
positi\e à / 4 - i variables; ce groupe est simplement connexe et 
recouvre /-f-i fois son groupe adjoint; il admet, pour / > i , deux 
familles distinctes d'automorphies. 

B et D. Au groupe orthogonal de n(n = 2/-+-1 ou /*==*/>8) 
variables réelles; ce groupe recouvre deux fois son groupe adjoint 
si n est pair et une seule fois si n est impair; il est recouvert deux 
fois par le groupe simplement connexe de la même structure; le 
nombre de ses familles connexes distinctes d'aulomorphiesest 1 pour 
n impair, 6 pour n = 8, et 2 pour n pair et supérieur à 8. 

C. Au groupe linéaire qui laisse invariantes la forme d'Hermite 

XiX\ +- X*X«->-. . . - H X+lX+l 
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et la forme quadratique extérieure 

[Xi xn ] -+- [ xàxx | - + - . . . H - f x*j-x Xii 1 ; 

ce groupe est simplement connexe et recouvre deux fois son groupe 
adjoint. Ses automorphies appartiennent toutes au groupe adjoint. 

V. — La formation du groupe clos le plus général. 

52.' Revenons à un groupe clos connexe quelconque G. Il est infini­

tésimalement (n° 42), le produit direct d'un groupe commutatif et de 

plusieurs groupes simples. Le groupe G simplement connexe de même 

structure infinitésimale que G est donc le produit direct d'un groupe 

de translations G„ d'ordre r0 et de plusieurs groupes simples clos 

simplement connexes GM G2, . . . , G^. 

Pour passer de G à G, il faut (n° 14) construire un sous-groupe g 

proprement discontinu du centre de G, sous-groupe qui fournira 

l'élément unité de G. Or le centre de G est le produit direct des 

centres des groupes composants; le centre de G0 étant d'autre partie 

groupe G0 lui-même, on aura, en désignant par C, C,, . . ., C^ les 

centres de G, Gt, . . . , Gh, 

C = G " 0 x C , x . . . x C / , 

Tout élément de C est le produit de h -H i éléments pris respective­
ment dans G0 , C,, . . . , CA. Il se peut que le sous-groupe g' soit le 
produit direct d'un sous-groupe de G0, d'un sous-groupe de C,, . . . , 
d'un sous-groupe de C^. Dans ce cas G est le produit direct d'un 
groupe commutatif clos et de h groupes simples clos. 

Dans le cas général, désignons respectivement par g{), gt, . . . , g h 
les plus grands sous-groupes de G0, C,, . . . , C^ qui font partie de g. 
Le groupe g0X g\X.. .Xgh est un sous-groupe de g; il définit 
un groupe G;, qui recouvre G un nombre entier de fois, et ce 
nombre est fini, car il est au plus égal au nombre des opérations 
de C, X . . . X C^ ; le groupe G' est donc clos. On passe d'autre part 
de G' à G en construisant un sous-groupe fini de son centre. 

Par suite on peut obtenir tout groupe clos G en partant d"un 
groupe clos G/ produit direct d'un groupe commutatif clos et 
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d'un certain nombre de groupes simples clos; il sufût de prendre 
pour élément unité de G un sous-groupe fini gf du centre de G', 
g' n'ayant en commun que l'élément unité avec chacun des groupes 
facteurs dont le centre de G' est le produit direct. Si g ne se 
réduit pas à l'élément unité, G n'est pas le produit direct de groupes 
coin nuitatifs ou simples. 

53. Un exemple classique d'un groupe clos semi-simple qui n'est pas 
le produit direct de groupes simples est fourni par le groupe ortho­
gonal connexe de quatre variables qui est recouvert deux fois par le 
produit direct de deux groupes simples simplement connexes d'ordre 3, 
et qui recouvre deux fois son groupe adjoint. De même le groupe 
linéaire d'une forme d'Hermite définie positive xixi-\-...-+-xnxn 

est recouvert n fois par le produit direct du groupe commutatif clos 

x'k- e'^xk (k — i , 2, . . . , n) 

et du groupe linéaire unimodulaire de la forme d'Hermite. 

VI. — Les espaças homogènes à groupe fondamental clos. 

54. Si G est un groupe clos, tout espace homogène E transformé 
transitivement par G est associé à un sous-groupe clos g de G. L'espace 
est clos lui-même. / / existe dans l'espace au moins une mètrtque 
riemannienne invariante par le groupe; cela lient à ce que le 
sous-groupe y du groupe adjoint qui correspond à g est clos et par 
suite laisse invariante une forme quadratique définie positive; cette-
forme permet de définir la métrique au voisinage du point origine et 
par suite dans tout l'espace (n° 36,). 

Le raisonnement précédent s'applique du reste à tout espace 
homogène pour lequel le groupe g est clos, que le groupe fonda­
mental G soit clos ou ouvert. On peut démontrer facilement que si 
l'espace E est susceptible d'une métrique invariante par G, et si G 
est le plus grand groupe continu laissant cette métrique invariante, 
g est clos. 

La propriété d'un espace clos transformé transitivement par un 
groupe clos G d'admettre une métrique invariante par G est très 
importante. On peut s'en servir pour démontrer la possibilité de 
construire dans l'espace un système orthogonal complet de fonctions 
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en partant des groupes linéaires isomorphes de G. Mais c'est là une 
théorie qui, à cause de son importance, dépasse le cadre de ce 
Fascicule. 

CHAPITRE IV. 

LES ESPACES RIKMAftNIKNS SYMÉTRIQUES ( 1 ) . 

I. — Définition et premières propriétés. 

55. Considérons une variété riemannienne à métrique partout 
régulière et sur laquelle nous supposons que tout ensemble infini et 
borné de points distincts admet au moins un point d'accumulation. Un 
ensemble est dit borné si la distance de tous ses points à un point 
fixe reste bornée, la distance de deux points étant définie comme la 
borne inférieure des longueurs des arcs de courbe joignant les deux 
points. 

La variété riemannienne sera dite symétrique, si la symétrie prise 
par rapport à un point quelconque A de l'espace conserve la métrique. 
La symétrie est définie de la manière suivante : on fait correspondre 
à tout point M (suffisamment rapproché de A) le point M' obtenu en 
joignant la géodésique MA et la prolongeant d'un arc A M' de même 
longueur que l'arc AM. La propriété d'une variété riemannienne 
d'être symétrique est équivalente à la suivante : le transport parallèle 
de Levi-Civita conserve la courbure riemannienne; mais nous lais­
serons complètement de côté ce point de vue. 

Toute variété riemannienne symétrique admet un groupe 
continu transitif de transformations isométriques. Si en effet M 
et N sont deux points quelconques (suffisamment voisins), on n'a 
qu'à joindre la géodésique MN et à effectuer successivement la 
symétrie par rapport à M et la sj métrie par rapport au milieu P de MN : 
le point M est ainsi amené en N. Cette transformation isométrique 
fait partie d'une famille continue d'isométries obtenues en laissant le 
point M fixe et en faisant décrire au point N une géodésique issue 
de M. 

(1) Nous résumons dans ce chapitre, en les simplifiant, les théories exposées dans 
les Mémoires [14], [15], [16], [17], [21] de E. Carian; voir aussi [12] et [13]. 
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Si G est le plus grand groupe continu connexe d'isométries de la 
variété, cette variété peut être considérée comme un espace homogène 
de groupe fondamental G doué d'une métrique invariante par G. Le 
plus grand sous-groupe g de G qui laisse invariant un point donné O 
de l'espace est alors clos (n° 54). Nous admettrons que G est un 
groupe de Lie. 

56. Soit cr la symétrie prise par rapport à O. Cette symétrie définit 
une automorphie involutive du groupe G, faisant correspondre au 
déplacement S le déplacement 

S = a S s - 1 = <rSa; 

si S amène M en N, S amène le symétrique M de M par rapport à O 

dans le symétrique N de N par rapport à O. 
Les transformations de g sont manifestement invariantes par cette 

automorphie; d'autre paît, s'il y en a d autres, chacune d'elles 
amène O en un point qui doit être son propre symétrique par rapport 
à O, elles forment donc, si elles existent, une famille de déplacements 
qu'on ne peut lier par continuité à g. En particulier les seules trans­
formations infinitésimales invariantes par l'automorphie sont celles 
qui appartiennent à g. 

57. Partons réciproquement d'un groupe continu connexe G et 
d'une automorphie involutive (51 de ce groupe telle que les transfor­
mations infinitésimales invariantes par (X engendrent un sous-groupe 
clos g. Nous allons montrer que l'espace homogène & associé à g peut 
être doué d'une métrique riemannienne symétrique invariante par G. 

L'automorphie CX effectue sur les paramètres e,- des transformations 
infinitésimales de G une subsitution linéaire de la forme 

( e\ =—et (i = i , > , . . . . #*), 

^ j <? ' a = <?a ( a = / 1 - 1 - 1 , . . . , / * ) ; 

nous désignerons dans la suite par des lettres latines les n premiers 
indices et par des lettres grecques les /• — /i derniers. 

Par hypothèse les transformations infinitésimales X a engendrent 
un sous-groupe continu clos g. Le sous-groupe y du groupe adjoint T 
qui correspond à g est clos; il transforme entre elles les va-
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riables^i, . . . , en\ il laisse donc invariante (n° 38) au moins une 
forme quadratique définie positive, soit 

/ ( e ) == e\ -f- e\ -±-... — e},. 

58. Soit O le point origine invariant par g. Désignons par S la 
transformation de G transformée de S par l'automorphie CX. Soit 
enfin S g l'ensemble des transformations de G qui amènent O en un 
point M de l'espace; les transformations conjuguées Sg définissent un 
autre point bien déterminé M. On obtient ainsi, dans l'espace &, une 
transformation ponctuelle laissant fixe le point O; désignons-la par 
le symbole cr. Cette transformation est isométrique; en effet si Sn 
et Sa+<ta amènent O en deux points infiniment voisins M et M', leur* 
transformés M et M' par cr sont les points transformés de O par Sd 

et Sa+dw La distance MM' s'obtient (n" 36) en considérant la trans­
formation infinitésimale S"1 Sa+(ta de symbole 2(w/X/-h waXa), et 
l'on a 

/" MU'=â/2»?: 

la distance MM' s'obtient de son côté en considérant la transformation 
infinitésimale conjuguée 2(—w/X/-f- &>aXa) : on voit ainsi que la 
distance MM' n'est pas altérée par l'opération cr. 

Les trajectoires des transformations infinitésimales 2e,X; appli­
quées au point O sont évidemment invariantes par cr (avec un sens de 
parcours changé); la transformation cr conserve donc les directions 
issues de O, mais en les changeant de sens. En particulier les gèodé-
siques issues de O sont invariantes par l'isométrie cr; il en résulte 
immédiatement que l'on passe d'un point M au point M transformé 
de M par a en effectuant la, symétrie par rapport à O, du moins 
tant qu'il existe une géodésique joignant O à M. 

L'espace & admet donc une symétrie isométrique par rapport à O. 

59. L'existence d'une symétrie isométrique crA par rapport à un 
point A quelconque de l'espace découle immédiatement de ce qui 
précède: Deux points seront dits symétriques par rapport à A si l'on 
peut, par un déplacement de G, amener simultanément A en O et les 
deux points donnés en deux points symétriques par rapport à O. La 
symétrie ax est évidemment isométrique. 
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Si S0 est l'une des transformations amenant O en A, si S est l'une 
des transformations amenant O en un point M, le symétrique de M 
par rapport à A est défini par la transformation 

(O S ' = S 0 S Ô ' S ; 

on vérifie immédiatement que ce point ne change pas si l'on multi­
plie S0 et S par des transformations quelconques de g. 

60. Convenons de dire qu'une transformation de G est une rotation 
si elle appartient à g, et qu'elle est une transvection si l'on peut 
l'engendrer au moyen d'une transformation infinitésimale 2tf,Xs. 
Nous désignerons une rotation par la lettre R, une transvection par 
la lettre T. On a 

K = R, T = T - i . 

Soit (C) la ligne lieu des points obtenus en appliquant au point O les 
transformations T(t) du groupe à un paramètre de transvections 
engendré par une transvection infinitésimale donnée 

e\Xi-+-,.. -f- cMX„. 

Nous prendrons pour t le paramètre canonique du sous-groupe, que 
nous pouvons supposer égal à la longueur de l'arc qui sépare sur (C) 
le point O du point M transformé de O par T(t). 

Le symétrique du point M d'abscisse t de la ligne (C) par rapport 
au point A d'abscisse tQ est donné, d'après (2), par 

S ' ^ T ( ^ o ) [ T ( ~ / o ) ] - 1 T ( - 0 = T ( ^ o ~ 0 ; 

c'est donc encore un point de (C). La trajectoire est donc sa propre 
symétrique par rapport à un quelconque de ses points. 

Cela posé, soit A un point voisin de O sur la ligne (G); la géodé­
sique OA est sa propre symétrique par rapport à A; elle contient 
donc le point A, s> métrique d e , 0 par rapport à A, point qui appar­
tient à (C). Elle contiendra de même les points A2, A3, . . .obtenus en 
portant successivement sur (C) des longueurs constantes. Si A se rap­
proche indéfiniment de O, on a à la limite la géodésique tangente 
en O à (C), qui doit contenir tous les points de (C). Les géodè-
stques issues de O sont donc les trajectoires des transvections. 

61. On peut ajouter un théorème remarquable. Prenons sur la 

MEMORIAL DES 9 C . MATH — K° 4 2 . 4 
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géodésique (C) deux points A et A' d'abscisses t0 et t'{)\ en prenant 
le symétrique d'un point S successivement par rapport à A et à A', 
on obtient les points 

T(a/0)S et T ( a f i ) T ( - ^ 0 ) S = T ( ^ ' 0 - ^ „ ) S . 

Le résultat des deux symétries est donc la transvection dont 
l'amplitude est le double de la distance AA'; elle ne change pas si 
l'on fait glisser l'arc AA' sur la géodésique qui le porte sans changer 
sa longueur et son sens. 

11 importe de remarquer que la trajectoire d'un groupe de trans­
vections à un paramètre n'est une géodésique que si la trajectoire 
part du point O. 

II. — Espaces symétriques réductibles et irréductibles. 

62. Les formules (i) qui définissent l'automorphie involutive CX 
montrent immédiatement que les crochets (X,Xy) et (XaXp) ne 
dépendent que desXa , tandis que les crochets (X,X a ) ne dépendent 
que des X/. On a donc des formules de structure de la forme 

(X,S/)=2c//p V 
p 

(3) / (Xi ^ ) = ^ ^ - ^ 
k 

(Xa\3)=2r«?pV 
0 

Le sous-groupe y du groupe adjoint T qui correspond au sous-
groupe g transforme entre elles les variables e,; il transforme entre 
elles les variables ea, puisque g laisse invariante la famille linéaire de 
transformations infinitésimales Ze/X;. Le sous-groupe y, étant clos, 
laisse donc invariante non seulement la forme f(e) = e'f-|-. . . -h efn 

mais aussi une forme définie positive telle que 

(4) F(e) s c } + . . . + e î + 4 , + . . . +- e%. 

On en déduit immédiatement les relations 

(5) c*if+c*it = o, CafiY-+-CaT3=o. 
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63. Considérons la forme o(e) relative au groupe G. Comme elle 
est invariante par Tautomorphie CX, on peut supposer choisie la base 
infinitésimale du groupe de mani.ère à avoir 

i a 

Les coefficients Xa sont tous positifs; on a en eQet 

>a=2 c*" + 2 C"'3Y' 

si Xa était nul, c'est que la transformation infinitésimale Xa serait 
distinguée; le sous-groupe g contiendrait donc un sous-groupe con­
tinu invariant dans G, ce qui est impossible (n° 18). Comme le sous-
groupe y laisse invariante la forme 2Xae£, rien n'empêche de supposer 
que c'est celle qui a servi à former F, ce qui revient à supposer les Xa 

égaux à i. 
En exprimant maintenant que les transformations infinitésimales E/ 

et Ea du groupe adjoint laissent invariante la forme v(e), on obtient 
les relations 

( 7 ) CijaL = XjCaf / =r Xi C<xtf. 

64. Ces préliminaires étant posés, supposons que les coefficients X, 
ne soient pas tous égaux entre eux; séparons par exemple les n 
premiers indices en deux séries, les lettres i,j, ... étant réservées à 
la première série, les lettres i', f, . . . à la seconde série, et supposons 
que les X/ soient tous différents des X/. Les relations (7) donnent 
alors 

On voit immédiatement que les transformations infinitésimales Xt-
et Xa engendrent un groupe Gf ; de même les transformations X4, 
et Xa engendrent un groupe G', ; enfin les transformations X,- sont 
échangeables avec les Xr. Toute transvection de G est par suite le 
produit d'une transvection de G, et d'une transvection de G', échan­
geables entre elles. Le groupe Gt donne naissance à un espace symé­
trique &i associé à g] le groupe Ga à un espace symétrique &%. Tout 
point de & (suffisamment voisin de O) peut être défini par4 une trans­
vection T = T , T , ; i l existe donc une correspondance biunivoque 
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entre les points de & et les couples de points de &x et de S\. D'autre 
part la distance de deux points infiniment voisins Te,e et Té+de,e'+d*> 
de & est donnée par la considération de la transformation infinité­
simale 

T*, e' *c+de te'+de' = ( T j ^ T | e+dc ) ( T i e> T \C'-HJC' ) î 

si le premier facteur du second membre a pour symbole 

2 w i X / - t - 2 W 3 t X a ' 

et si le second a pour symbole 

2^ 'Xi ' -4 -2 w ' a X a , 

on voit immédiatement que le ds% de & est la somme des ds2 de &{ et 
de &\. 

NQUS dirons que l'espace & résulte de la composition des espaces 
symétriques &\ et &\ ; il sera dit réductible. 

On arriverait à une conclusion analogue si le sous-groupe 7, 
considéré comme opérant sur les e,, laissait invariante une variété 
plane à moins de n dimensions, que l'on peut supposer ev= o; dans 
ce cas en effet on aurait ca/l»= o, d'où, grâce aux relations (7), c i / a = o. 

65. Si l'espace & est irréductible, les n coefficients X, de la 
forme — <p(e) sont donc tous égaux entre eux. Mais il y a trois cas à 
distinguer. 

i° Si les X* sont tous nuls, les relations (7) montrent que les trans­
vections sont échangeables entre elles; l'espace est euclidien, ou plus 
exactement c'est la variété d'un groupe commutatif dans laquelle on a 
pris pour ds2 une forme quadratique définie positive à coefficients 
constants des différentielles des n paramètres canoniques. Pour n .= 2, 
l'espace est homéomorphe au plan euclidien ou au cylindre de révo­
lution ou au tore. 

20 Si la valeur commune X desX, est négative, le groupe G est simple 
ou semi-simple ouvert. L'espace & est lui-même ouvert, comme on 
peut le démontrer en s'appuyant sur la propriété de g d'être clos. 

3° Si la valeur commune X de& X, est positive, le groupe G est simple 
ou semi-simple clos; l'espace & est également clos. 

66« On peut déduire les espaces symétriques irréductibles ouverts 
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des espaces clos par un procédé très simple. Introduisons en effet les 

symboles v ^ T w M / ? 
Y*=.'\A, Y a =X a ; / V /jf 

nous obtenons 

(3') 

( Y I Y I ) = - 2 C " P Y P ' 
P 

k 

(Y«Yp)= 2Ca-3PYP" 

formules qui définissent une nouvelle structure de groupe admettant 
l'automorphie involutive ( i) . La nouvelle forme — cp(e) correspon­
dante se déduit évidemment de la précédente en changeant X en — X. 
Par suite à tout espace symétrique irréductible non euclidien 
ouvert est associé un espace symétrique irréductible non euclidien 
clos, et réciproquement. 

La recherche des espaces symétriques irréductibles est donc ramenée 
à celle des espaces clos. 

67. Avant d'aborder cette recherche, nous allons démontrer que 
si un espace symétrûjue irréductible est fourni par un groupe G 
semi-simple, G est le plus grand groupe continu de déplacements 
de l'espace. 

Observons d'abord que les crochets (X,Xy) doivent fournir r — // 
combinaisons linéaires indépendantes des X a ; sinon en effet ces cro­
chets engendreraient un sous-groupe invariant g' de g, comme le 
montre l'identité de Jacobi appliquée à [Xa(X /Xy)]. Le sous-groupe g, 
étant clos, serait le produit direct de g' et d'un autre sous-groupe g"; 
mais si Xp appartient à g", les formules (7) montrent que, cfJ? étant 
nul, les c9ij sont nuls; g" est donc invariant dans G, ce qui est 
impossible. 

Cela po«é, supposons qu'il y ait un groupe continu G', contenant G 
comme sous-groupe, et laissant invariante la métrique de l'espace. 11 
est impossible que G7 soit semi-simple, parce qu'alors les (X,Xy) ne 
fourniraient pas toutes les transformations du nouveau sous-groupe^' 
qui laisse invariant l'origine; d'autre part, l'espace, étant irréductible, 
ne pourrait qu'être euclidien, ce qui est contraire à l'hypothèse. Il y 
a donc contradiction. 
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TJI. — Les espaces symétriques irréductibles clos. 

68. Laissons de côté les espaces localement euclidiens. Le groupe G 
est alors simple ou semi-simple clos. 

Si un groupe clos G est simple et admet une automorphie involu­
tive Cl laissant invariantes les transformations d'un sous-groupe con­
tinu g, on voit facilement que g est clos. L'espace symétrique 
associé & est nécessairement irréductible; si en effet y laissait inva­
riante une famille linéaire etX ^-+-.. .-j-evXv ( v < n), les transfor­
mations X/ et (X/Xy), où les indices i et j prennent les valeurs i, 
2, . . . , v, engendreraient un sous-groupe invariant de G, ee qui est 
impossible. On a donc ainsi une classe très générale d'espaces symé­
triques irréductibles. 

Supposons maintenant que G soit, au moins infinitésimalement, le 
produit direct de plusieurs groupes simples G», Ga, . . . , GA* L'auto­
morphie CX transformera G« en un des groupes composants; comme 
elle est involutive, elle effectuera sur les groupes composants une per­
mutation involutive. Si donc h est supérieur à 2, on pourra regarder 
G comme le produit direct de* deux groupes Q\, G!2 dont chacun est 
invariant par <Jl. Le sous-groupe g correspondant sera le produit 
direct de deux sous-groupes g\ et g\ de G', et G'a. On voit immédia­
tement que l'espace & résulte de la composition des espaces associés 
aux sous-groupes g\ et g\à; il est réductible. 

Le seul cas où l'espace soit irréductible avec un groupe G semi-
simple est celui où G est le produit direct de deux groupes simples 
Gi. G* isomorphes entre eux, et où l'automorphie cX transforme 
chaque élément de G l dans l'élément correspondant de G2. 

69. Désignons, dans le cas où le groupe G est semi-simple, par S« 
et la deux éléments correspondants des deux groupes composants. 
Les rotations, invariantes par CX, sont les transformations S r t2 a , les 
transvections sont les transformations Sr t2~! inverses de leurs con­
juguées S~'2 t f . 

Parmi toutes les transformations de G, de la forme 

qui amènent O en un point M de l'espace, une et une seule appartient 
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à G|, à savoir SrtS^' ; on peut donc regarder l'espace & comme 
l'espace du groupe simple Gi. Si l'on applique au point S x de l'es­
pace & la transformation Sa2A, on obtient la transformation S « 2 A S ^ 

ou plutôt l'ensemble des transformations 

Le déplacement général de l'espace est donc défini par 

S t' = Srt S t S^ . 

Désignons par X,, X2 , . . . , X r les transformations infinitésimales 
du groupe G4; par Y,, Y2, . . . , Yr les transformations correspon­
dantes de G2. Les rotations infinitésimales sont 

U .^X.+ Y,; 

les transvections infinitésimales sont 

V ^ X . - Y , . 

La forme —cp(e) relative à G est la somme des formes — cp(<?) relatives 
aux deux groupes d et G2, et chacune d'elles est la somme des carrés 
des r paramètres. Il en résulte que îe ds2 de l'espace &, considéré 
comme l'espace de Gi, est 

<i>7 -f- 0)!j - h . . . - H iàf • 

La symétrie par rapport à l'origine remplace S ^ par lxgou S~'#; 
elle est donc définie par 

les formes co,- sont changées par cette opération dans les formes — rs,. 
paramètres de Sj;S^'rfx; on a donc la relation 

w'f-f - . . . -H ta'f = w f - h . . . -h raj?. 

Dans l'espaee & il existe deux familles remarquables de déplace­
ments, les translations gauches S ^ ^ S a S ^ et les translations 
droites S ^ = S ^ S A . Dans le cas particulier où G, est le groupe des 
rotations de l'espace ordinaire, l'espace & est l'espace elliptique à 
trois dimensions, qui admet en effet deux familles de translations au 
sens de Ciifford. 

70. Les géodésiques issues de l'origine dans un espace de groupe 
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simple clos sont les lignes représentatives des sous-groupes à un para­
mètre [ I3 | . Si le rang / du groupe est supérieur à i, une géodésique 
arbitraire n'est pas fermée, mais passe infiniment près de tous les 
points d'une variété à / dimensions localement euclidienne. Cette 
variété est représentée par le polyèdre formé de l'ensemble des 
polyèdres (P) (n° 48) qui rayonnent autour de l'origine dans l'espace 
euclidien à / dimensions; les faces opposées du polyèdre total doivent 
être regardées comme identiques [15]. Tout point de l'espace admet 
différentes variétés antipodiques [15]. 

71. Il se présente des particularités analogues dans les espaces 
symétriques irréductibles clos dont le groupe G est simple [17]. Le 
rang de l'espace est ici le nombre maximum > des transactions infi­
nitésimales linéairement indépendantes et échangeables entre elles; il 
s'introduit des polyèdres (*?) analogues aux polyèdres (P), dont les 
points intérieurs servent à représenter les transvections du groupe G. 
Si ce groupe est simplement connexe, ce qu'on peut toujours sup­
poser (n° 30), on démontre comme au n° 48 que la variété des trans­
vections finies est simplement connexe. 

Supposons maintenant le sous-groupe g connexe : l'espace & est 
simplement connexe (n° 31). On démontre que toute transformation 
S de G peut se mettre d'au moins une manière sous la forme du pro­
duit TR d'une transvection et d'une rotation, ce qui revient à dire 
que tout point M peut être relié au point origine O par au moins 
une géodésique. Quelle que soit la transformalion S qui amène O 
en M, le produit S S ' ^ T 2 est toujours le même; à tout point M 
correspond donc une transvection TJ déterminée. Par suite l'espace & 
est l'espace de recouvrement simplement connexe de la variété des 
transvections, que nous avons vue être de son côté simplement 
connexe. / / existe donc une correspondance biunivoque entre les 
points de & et les transvections %TJ. De ce point de vue les déplace­
ments de l'espace se traduisent par la formule 

(8) T*-=ST'S '. 

Cette formule montre que si l'on considère, dans l'espace du 
groupe G, la variété V des transvections, qu'on peut regarder comme 
l'image de l'espace &, les déplacements de cet espace <§se traduisent, 
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sur la variété V, par des déplacements de tout l'espace du groupe 
ambiant. Il y a plus : la métrique induite sur V par sa présence dans 
l'espace du groupe est identique à la métrique propre de é . La 
variété V est une variété totalement géodésique [13] de l'espace du 
groupe. 

72. Si le sous-groupe qui laisse invariant le point origine de l'espace 
symétrique est mixte, il se compose du sous-groupe connexe g et d'un 
certain nombre d'autres familles 0 , # , 0a£-, . . . , les 0/ étant des 
transvections convenablement choisies. Les transvections 0,, en 
nombre nécessairement fini, appartiennent au centre de G. Récipro­
quement à tout sous-groupe de transvections appartenant au centre 
de G correspond ce qu'on peut appeler une forme de Klein de l'espace 
simplement connexe &\ on peut l'obtenir en regardant comme iden­
tiques les points T2, 0 fT 2 , 0^T2, . . ., de &. Les transformations de G 
qui fournissent un déplacement identiquement nul sont les transfor­
mations qui appartiennent au centre de G et qui laissent fixe le point 
origine. 

IV. — Les espaces symétriques clos réductibles. 

73. Si un espace symétrique clos & est réductible, cela veut dire 
(n°64) qu'au voisinage de O, tout point de & est en correspondance 
biunivoque avec un couple de points de deux autres espaces symétri­
ques. Mais cette correspondance ne se prolonge peut-être pas dans 
tout l'espace. 

Partons d'un certain nombre d'espaces symétriques clos irréducti­
bles &,, &*, . . . , &h simplement connexes et considérons l'espace 
symétrique clos &, intégralement réductible, qui résulte delà com­
position des espaces précédents. On en aura une forme de Klein, éga­
lement symétrique, en considérant dans chacun des groupes simple­
ment connexes G,, G2, . . . , G* le sous-groupe abélien fini formé des 
transvections qui appartiennent au centre du groupe considéré. Soient 
(ci), (ca)> • • > (cà) ces sous-groupes. On prendra un sous-groupe 
quelconque du groupe 

( C , ) X ( C Î ) X . . . X [ch). 

Si ce sous-groupe est le produit direct de h sous-groupes apparte-
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nant respectivement à (ci), (c2), . . . , (CA), l'espace symétrique obtenu 
sera intégralement réductible. Dans le cas contraire il ne le sera que 
localement. C'est ainsi que l'espace à quatre dimensions dont chaque 
point est défini par un couple de points de deux sphères est intégrale­
ment réductible, mais il cesse de l'être si Ton regarde comme iden­
tiques deux points correspondante deux couples de points MN, M'N', 
M7 étant l'antipode de M sur la première sphère et N' l'antipode de N 
sur la seconde. Cet espace n'est autre que la variété des droites de 
l'espace elliptique à trois dimensions. 

V. — Les espaces symétriques irréductibles ouverts. 

74. Tout espace symétrique irréductible ouvert & est associé 
(n° 66) à un espace symétrique irréductible clos &u. 

Supposons d'abord que l'espace clos &u soit l'espace d'un groupe 
simple clos G. Les rotations infinitésimales et les transvections infini­
tésimales du groupe des déplacements sont respectivement 

en introduisant les transformations infinitésimales Xk et Y* de deux 
groupes isomorphes de G. Posons 

hk=\k+\k. ^ = < ( X A - ^ ) ; 
nous aurons 

( U l L / ) = - ( V , V / ) = 2 c l / i W , 

(U,\,) = ( ^ , ) = 2 ^ VA. 
A 

Ces formules définissent la structure du groupe à paramétres com­
plexes engendré par les transformations infinitésimales 2 (a*-h /6A)U*. 

L'espace ouvert & a donc pour groupe fondamental le groupe 
simple'à paramètres complexes de même structure que G. L'auto­
morphie involutive qui donne naissance à l'espace & est celle qui fait 
correspondre à toute transformation du groupe complexe la trans­
formation imaginaire conjuguée, changeant 2 (ak -f- ibk) U* en 
2 ( a A - * 6 * H V 
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Si l'espace clos &u admet un groupe simple Gtt pour plus grand 
groupe des déplacements, l'espace ouvert associé & admettra pour 
plus grand groupe des déplacements un groupe simple ouvert G de 
même structure complexe, mais de structure réelle différente. 

75. Prenons, dans l'un et l'autre cas, pour réaliser le groupe fonda­
mental de l'espace ouvert, le groupe adjoint linéaire ouvert correspon­
dant T. Les transvections infinitésimales réelles de l'espace corres­
pondent aux transvections infinitésimales purement imaginaires de 
l'espace clos associé; les racines caractéristiques d'une transvection 
finie de & sont donc toutes réelles et positives. On démontre facile­
ment que toute transformation de T peut se mettre d'une manière 
et d'une seule sous la forme TR, T étant une transvection et R une 
rotation. 11 passe donc par deux points quelconques de l'espace une 
géodésique et une seule. De plus les paramètres canoniques sont 
valables dans tout le domaine des transvections, de sorte que l'es­
pace & est simplement connexe et homéomorphe à l'espace eucli­
dien. Il n'admet aucune forme de Klein non simplement connexe. 

Deux espaces symétriques localement réductibles à plusieurs autres 
espaces symétriques ouverts sont intégralement réductibles. 

Remarquons enfin que le sous-groupe g des rotations est connexe 
pour un espace symétrique irréductible ouvert et il est le même que 
pour l'espace clos simplement connexe qui lui est associé. 

76. On peut se demander si le groupe adjoint T d'un groupe simple 
ouvert arbitrairement donné peut toujours être regardé comme le 
groupe des déplacements d'un espace symétrique irréductible. La 
réponse est affirmative. H y a plus; toutes les automorphics involu-
tives d'un groupe simple ouvert susceptibles d'engendrer un espace 
symétrique sont homologues entre elles dans le groupe adjoint con­
tinu [15, 21]. Autrement dit étant donné un espace à groupe fonda­
mental simple ouvert, il existe un choix et un seul de l'élément 
générateur de l'espace susceptible de rendre riemannienne symé­
trique la géométrie de l'espace. 

Le théorème précédent affirme en particulier l'existence, pour tout 
groupe simple à paramètres complexes, d'une forme close à paramé­
tres réels. Si Ton pouvait démontrer a priori ce théorème, sans le 
vérifier avec E. Cartan pour chaque structure particulière, ou sans 
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s'appuyer avec IL Weyl [8, p. 371] sur la théorie préalablement 
établie des groupes simples, cela permettrait une simplification consi­
dérable dans l'exposé de la théorie des groupes simples [21]. 

VI. — Applications à la topologie des groupes simples ouverts. 

77. Soit F le groupe adjoint d'un groupe simple ouvert G à para­
mètres réels ou à paramètres complexes. 11 existe un espace symétrique 
irréductible ouvert &, homémorphe à l'espace euclidien, admettant 
T pour groupe des déplacements. Soit g le sous-groupe connexe clos 
des rotations de l'espace. Toute transformation S de Y peut, d'une 
manière et d'une seule, être mise sous la forme du produit TR d'une 
transvection et d'une rotation. Toute variété fermée tracée dans la 
variété de Y correspond d'une manière biunivoque à l'ensemble de 
deux variétés fermées tracées, l'une dans la variété du groupe clos g, 
l'autre dana> l'espace &. Cette dernière est réductible à un point par 
déformation continue. Il en résulte [17, 21] que les nombres de Betti 
de la variété du groupe ouvert Y sont les mêmes que ceux de la 
variété du groupe clos g; il faut leur ajouter un nombre de Betti 
égal à 1 correspondant précisément à la variété de g, qui est fermée 
dans l'espace de Y. Le dernier nombre de Betti non nul de la variété 
d'un groupe simple ouvert est donc égal à 1, et c'est celui qui se 
rapporte aux variétés fermées ayant le même nombre de dimensions 
que l'espace riemaunien symétrique dont Y est le groupe des déplace­
ments. 

Le premier nombre de Betti du groupe clos g est d'ailleurs égal 
à o ou à 1 ; dans le premier cas, le groupe de recouvrement de Y ne 
recouvre Y qu'un nombre fini de fois ; dans le second cas, il le recouvre 
une infinité de fois, mais il n'existe dans T qu'une catégorie de courbes 
fermées dont aucun multiple entier ne soit réductible à un point par 
déformation continue. Au premier cas appartiennent le groupe pro­
jectif réel à AI> 2 variables et le groupe projectif complexe à une ou 
plusieurs variables; au second cas appartient le groupe projectif réel 
à une variable, dont la variété est homéomorphe au volume inté­
rieur à un tore. 

78. On voit que tout progrès dans la topologie des groupes clos 
entraîne un progrès dans la topologie des groupes ouverts. En ce qui 
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concerne les premiers, si l'on est exactement renseigné sur le premier 
et même le second nombre de Betti, on ne sait à peu près rien sur les 
autres nombres de Betti. Néanmoins on est sûr [20] que le troisième 
nombre de Betti n'est pas nul, du moins si le groupe n'est pas commu­
tatif, car il existe une intégrale triple de différentielle exacte, à savoir 

l'invariant intégral f f f ^Cijk^i^j^kj qui admet des périodes non 

nulles, par exemple celles qu'on obtient en étendant l'intégrale à la 
variété d'un sous-groupe simple à trois paramètres du groupe donné. 
Il v a là un sujet très important de recherches qu'on peut dire à peu 
près inexploré. 
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