D. WOLKOWITSCH

Sur les applications de la notion de moment
d’inertie en géométrie

Mémorial des sciences mathématiques, fascicule 121 (1952)
<http://www.numdam.org/item?id=MSM_1952__121__1_0>

© Gauthier-Villars, 1952, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Mémorial des sciences mathé-
matiques » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=MSM_1952__121__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Boy D6
MEMORIAL
SCIENCES MATHEMATIQUES

PUBLIE SOUS LE PATRONAGE DE

I’ACADEMIE DES SCIENCES DE PARIS,

DES ACADEMIES DE BELGRADE, BRUXELLES, BUCAREST, COIMBRE, CRACOVIE, KIEW,
MADRID, PRAGUE, ROME, STOCKHOLM (FONDATION MITTAG-LEFFLER),
DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE, AVEC LA COLLABORATION DE NOMBREUX SAVANTS.
DIRECTEUR

Henri VILLAT

Membre de I'Institut,
Professeur a la Sorbonne,
Directeur du « Journal de Mathématiques pures et appliquées »,

FASCICULE CXXI

Sur les applications de la notion de moment d'inertie en géomeéirie
Par D. WOLKOWITSCH

PARIS
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-EDITEUR

LIBRAIRE DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE

Quai des Grands-Augustins, 55

1952




Copyright by Gauthier-Villars, 1952.

Tous droits de traduction, de reproduction et d’adaptation
réservés pour tous pays.



SUR LES APPLICATIONS

DE LA

NOTION DE MOMENT I'INERTIE

EN GEOMETRIE

Par D. WOLKOWITSCH.

l. Introduction. — Considérons les représentations géoméiriques
usuelles, réalisées a I'aide de courbes et de surfaces du second degré,
ainsi lellipsorde d’inertie, la surface directrice des efforts cn élas-
licité, el, sans sortir de la géométrie pure, 'indicatrice de Dupmn.-
Ces variétés du second degré définissent la variation autour d’un
point, de certaines grandeurs qui ont un caractére commun, origine
de 'analogie de représentation, et qui est lui-méme fondamental dans
la théorie des coniques et des quadriques : la réciprocité.

Celte réciprocité apparait a tous moments dans les mathématiques;
dés le début, on trouve l'interversion de l'ordre des termes d'une
somme, plus tard c’est la polarité dans les variétés du second degré,
Pinterversion de 'ordre des intégrations, etc.

Les exemples suivants montrent, dans deux cas concrets, l¢ lien
existant entre la quadrique d’inertie (conique s’il s’agit d’un systéme
plan) et, d’unc part, indicatrice de Dupin et, d’autre part, la qua-.
drique des efforts élastiques.

L’indicatrice de Dupin de la surface des carénes d’un flottcur est
I’homothétique de l'ellipse d’inertie de I'aire de la flottaison: c’est
une propriété classique (cf. par exemple Le Besnerais [8]).

La quadrique des efforts caractérisant un état de contrainte donné,
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peut étre considérée comme une quadrique d’inertie analogue a celle
de Culmann, les efforts normaux correspondant aux moments d’inertie
et les efforts tangentiels, a certains moments centrifuges. Ce résultat
est donné par A. Foppl [4] en se limitant an cas ou la quadrique des
efforts est un ellipsoide, mais la généralisation est aisée.

Laissant de c6té pour une étude ultérieure cette analogie entre
Uinertie et I’élasticité, analogie comme il en existe lant en physique
ou en mécanique, nous nous bornerons a considérer un ellipsoide
(ou une ellipse) comme « I'indicatrice d’inertie » d’un systéme de
points matériels; et, au lieu de faire, comme d’ordinaire, une inter-
prétation géométrique de certaines propriétés de I'inertie, nous ferons
une interprétation mécanique de la géométrie pour ne pas dire
« inertique ». Cette interprétation permet de profiter du caractére
concret de certaines propriétés des systémes de points matériels pour
obtenir, par une voie quasi intuitive, la démonstration simple de
nombreuses propriétés classiques des quadriques, et méme d’en
formuler de nouvelles.

Le point fondamental est que : un ellipsoide quelconque peut étre
considéré comme un ellipsoide E; de Culmann, tandis qu’il ne peut
étre un ellipsoide de Poinsot E;, que sous certaines conditions impo-
sées aux longueurs de ses axes.

Au point de vue des applications géométriques, I'ellipsoide E; pré-
sente 'avantage d’avoir un lien trés simple avec la famille des sur-
faces enveloppes des plans.de rayon de giration constant; celles-ci
sont les homofocales de sa quadrique conjuguée E;; (quadrique qui a
méme coéne asymptote que E). Nous les appelons surfaces isogires;
toute quadrique a centre peut étre considérée comme une isogire
d’un certain systéme.

L’ellipsoide E; est défini comme une enveloppe de plans [13],
tandis que D'ellipsoide E; se détermine comme un lieu de points. Ce
caractére tangentiel de la surface E; est particuliérement important,
parce qu’il permet de ne faire aucune distinction entre un systéme
plan et un systéme dans I’espace, de sorte que la propriété additive
des systémes de masses conduit, tout naturellement, & cette propriété
sur laquelle nous terminerans cette introduction : un systéme S étant
formé de la somme.de deux systémes S, el S,, si nous appelons.e,,
€ et e les quadriques centrales d’inertie, les trois quadriques conju-
guées ¢,, ¢, et ¢ appartiennent & un faisceau linéaire tangentiel [13].
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2. Rappel des propriétés de 1’ellipsotde d’inertie. — Un systéme S
rigide, de masses ponctuelles m; appliquées en des points p;, étant
donné, menons par son centre d’inertie O un plan variable II, dont
le rayon de giration sera désigné par p; le plan parallele a I, a la
distance p, enveloppe 'ellipsoide central d’inertie dont il sera ques-
tion dans cette étude [13].

Appelons a, b et ¢ les rayons de giration principaux, I'équation
tangentielle de cet ellipsoide est

(e) a4 b’v° + c"w?— s2= o,

celle de sa quadrique conjuguée

(g) aQ’ul+ b0+ 2wl s2=o.

Les plans qui admeltent un rayon de giration conslant p, enve-
loppent les homofocales de la quadrique ¢, dont les équations tangen-
tielles sont e(upws)— p?(u2—+-¢2+ w?) = o, nous dirons que ces
quadriques sont les isogires o et nolerons, au passage, que si l'on
connait les coordonnées tangentielles u,, v,, Wy, s, d’'un plan, le
résultat de la substitution de ces coordonnées dans Uéquation
tangentielle de la quadrique ¢, donne le produit du rayon de
giration relatif au plan par le trinome ul + o) + w?.

Les isogires sont des quadriques imaginaires pour p<C¢, des
hyperboloides a deux nappes pour ¢ <<p << b; des hyperboloides a
une nappe pour b << p < a; des ellipsoides réels pour p > a.

Montrons maintenant qu’une quadrique a centre, réelle, E peut
toujours étre regardée comme l'isogire p d’un certain systéme de
masses S, autrement dit, qu’cl est toujours possible de trouver un
ellipsoide réel e, susceptible d’étre pris pour ellipsoide d'inertie
de ce systeme, et dont la quadrique conjuguée ¢ soit homofocale
de E.

Supposons, pour commencer, que la quadrique donnée E soit un
ellipsoide d’équation

a?u?+ 2024 22— s2=0;

il s’agit de montrer qu’on peut déterminer les trois demi-axes a, b, c
d’un ellipsoide, tels que la quadrique

au+ 0202+ 2w+ s2— P2 (U V24 W) =0
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soit identique a E; il suffit pour cela qu’on ait

Pl — @’ = a2, 22— b2 = P2 p2—c?=1?

on

ca choisissant g plus grand que le plus grand des demi-axes de E, la
détermination de @, b et ¢ sera toujours possible.

Si la quadrique donnée E, est un hyperboloide a une nappe, nous
remplacons 8 par iB; si c'est un hyperboloide a deux nappes, nous
remplacons, a la fois, 3 par (f et y par 7vy.

Finalement, nous pouvons dire que la quadrique donnée peut étre
considérée comme U’isogire p, d’un certain systeme, p étant supé-
ricur a la valeur du plus grand demi-aze réel de cette quadrique.

Ul faut noter ici, que ce qui précéde ne vaut que parce que tout
ellipsoide peut étre pris pour un ellipsoide d’inertie, tel que nous
’avons défini, tandis qu’il n’en esl pas ainsi de Vellipsoide d’inertie
de Poinsot.

Rappelons, en outre, qu’un systéme S étant donné, toute sphére
concentrique a son ellipsoide central d’inertie, est un lieu de points
de moment d’inertie polaire constant relativement a ce systéme.

Le rayon de giration polaire est en effet donné par la relation

P=a+ b +cr+ 17,

r étant le rayon de la sphére.

Enfin, cette propriété résultant des définitions mémes : soient P,
un plan; A, un point dece plan; D, une droite normale en A au plan;
Iy, lh. Ty, les moments d’inertie correspondants, on a

[o=Ip=+Ip,

de sorte que si deux des moments d’inertie sont constants, le troi-
siéme le sera également.

Tout ce qui précéde permet de démontrer avec une rare simplicité
hon nombre de propriétés classiques et d’en formuler de nouvelles.

3. On donne une famille de quadriques homofocales, chercher le
lien des sommets des triédres trirectangles dont les faces sont tan-
gentles a une, deux ou trois quadriques fixes, de cette famille.

Chacune de ces quadriques est une enveloppe de plans de moment
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d’inertie constant. Soient py, ps, p; les rayons de giration correspon-
dants. Il est immédiat qu’en un point du lieu A. le moment d’inertie
polaire est constant, le lieu cherché est donc une sphere.
Le carré du rayon de giralion polaire a pour expression, d’une part,
pi+eiel
d’autre part,

a?-- b+ 242

r désignant la distance OA et a, b, ¢ les demi-axes de Pellipsorde
d’inertie; le rayon de la sphére est donc

r= gl + i (@20 c?)

— Pl—;a’+p,zb- p'?cz

_;_P::';“'_*_?;‘;b’_:_p?—;c"
+P;§”2+P:‘_3b,+ﬂ;cn =2(1?+p3%+ﬁ) =%(r'f+r5§ 1 ri),

ri, ra, ry désignant les rayons des sphéres de Monge des trois qua-
driques.

Nous oblenons ainsi une généralisation de la propriété de la sphére
de Monge, qui correspond au cas ou les trois quadriques sont
confondues.

4. Propriété des géodésiques d'un ellipsoide. — Considérons, sur
un ellipsoide Q,, les géodésiques g (1, 2) déterminées a aide de la
quadrique Q,, et les géodésiques g(1, 3) délerminées a l'aide de la
quadrique Q,. Cherchons le lieu des points A, de Q,, oi une courbe
de la famille g(1,2) coupe orthogonalement uné courbe de la
famille g(1, 3). En nous rappelant le mode classique de détermina-
tion des géodésiques, nous voyons qu’un tel point A est le sommet
d’un triédre trireclangle dont chaque face est tangente a I'une des
quadriques Q, Q. ou Q,; le lieu du point A est dunc la courbe
d’interscction de la quadrique avec la sphére de rayon

/rf+r2—+~r§
I‘=\/ _3__..

Comme cas particulier, faisons se confondre les deux quadriques Q,
et Qs, nous pourrons énoncer, le lieu des points oi deux grodé-



6 D. WOLKOWITSCH.

siques d’une méme famille tracées sur Qy se coupent & angle droit
est la courbe d’intersection de Q, avec la sphére de rayon

/ri+2r;
Ve

Si la quadrique Q, est la focale hyperbolique de la quadrique Q;,
nous obtenons une vérification intéressante.
L’équation de la focale est

2 9

S —1=0;

—_— e ———
a:—b° ¢’ — b2

le rayon du cercle de Monge (qui remplace ici la sphére) est donné
par

ro=a*— b2+ c?— b= a?+ c2— 254?,

le carré de r} est toujours
r{=a?+ b2+ c2,
d'ou
at+ b2+ 2+ 2(a@’ + ) — 4 b2
3

r:= = a?—+ ¢2— b?;

or, ce rayon est celui de la sphére de centre O qui passe par les
ombilics. Cherchons, en effet, 'équation du cercle qui appartient au
faiscsau linéaire déterminé par la focale et la conique principale du
plan

Azl + a’z?— a?c} = o,

il suffit pour cela de retrancher cette derniére équation de I’équation
de la focale rendue entiére

(e2—b")x2+ (a?— b?) 32— (a?— b2) (c2— b2) = o;

il vient
22+ 32— (@ + 2 — b2) = o,

ce qui nous fournit une vérification, car toutes les géodésiques de la
famille considérée passant par les ombilics, il fallait que le lieu du
point A passat par ces points, puisqu’ils jouissent de la propriété.

On peut donner une autre expression du rayon de la sphére r cor-
respondant aux géodésiques de la quadrique d’axes a, b, ¢, déter-
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minées a l'aide de la quadrique y/a? —p?, /b2 —p%, \/c>—p%. On a

a4+ b2+ ¥+ 2(a?+ b2+ ) — 62 R R
= et 3 - =ri-+2p°

5. Lorsqu’on coupe par une sphére une surface dont les généra-
trices sont des droites isogires, puisqu’on méne les plans normaux
aux génératrices par les points de lintersection, ces plans sont
isogires, par suite enveloppent une quadrique d’une famille homo-
focale.

En particulier, coupons une quadrique réglée par une sphére
concentrique et menons les plans normaux aux génératrices par les
points de l'intersection; ces plans enveloppent une quadrique
homofocale associée a la sphéra.

Toute génératrice rectiligne d’une quadrique peut étre regardée
comme droite isogire, puisqu’il est possible — et d’une infinité de
fagons — de mener par cette droite deux plans tangents rectangu-
laires a la quadrique; son rayon de giration, dont le carré est le
double du carré du rayon de giration des plans langents a la qua-
drique, est constant.

La développable engendréc par le plan variable est, en outre, cir-
conscrite a la conique a l'infini du céne supplémentaire du cone
asymptote de la quadrique donnée; le plan générateur est, en effet,
normal aux génératrices, donc paralléle a un plan tangent a ce céne
supplémentaire. La développable est donc de 4°¢ classe.

6. Sinous coupons une surface dont les normales sont des droites
isogires, par une spheére, la développable circonscrite a la surface,
le long de Uintersection, sera circonscrite & une quadrique
associée a la sphére et les quadriques correspondant aux diffé-
rentes sphéres concentriques forment une famille homofocale.

Un ellipsoide d’inertie étant donné e, considérons les coniques
focales de la quadrique ¢; elles sont les coniques conjuguées des
focales de e situées dans les mémes plans, c’est-a-dire, avec les nota-
tions classiques, que la focale du plan 2O y est une ellipse imagi-
naire, et celle du plan y Oz, une ellipse réelle; on s’en rend compte
au seul examen des équations des surfaces e et ¢.

I1 est clair que la focale du plan 2Oy ne peut étre réelle, car cette
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focale serait I’enveloppe des plans de rayon de giration c et tout plan
réel, de 'espace, autre que 2Oy a un rayon de giration nécessaire-
ment supérieur a ¢, qui est la valeur minimum possible.

Le carré du rayon de giration relatif a une droite qui s’appuie sur
las focales réelles est la somme des carrés des rayons de giration
relatifs aux deux plans déterminés par la droite et les tangentes aux
deux coniques puisque, en vertu d'une propriété classique, ces plans
sont rectangulaires. Ces droites sont isogires, leur rayon de gira-
tion est

r= \/a2+ b2,

car les deux focales réelles sont les isogires b ct a.

Nous empruntons aux Lecons de Géométrie supérieure, de
M. E. Vessiot [11] I'équation ci-aprés d’une cyclide de Dupin,
I'indice 1 rappelant que les lettres a, b, ¢, n’ont pas la signification
usitée dans cette étude,

>

a,xj
(1) 4a}(x—xo)'-‘—'—4b,‘u"3=(x'-‘+y=+z2+b'f— ! °)°"-
1

L'intersection de cette surface par la sphére concentrique
(2) xr?+3°+ "= R?
est unc courbe du 4¢ordre, intersection de la sphére (2) et du cylindre

o ___ Ll 2
(3) fai(a =z (bl yi= [Reg by ST
L
La développable circonscrite a (1) le long de la biquadrique, est
engeadrée par des plans isogires, leur rayon de giration étant

A+ 02—+ R — («”+ b2) = R2+ ¢,

cette développable est donc circonscriteégalement & une quadrique
homofocale de ¢
e—(R2+c")(w+ 24 w”) = 0.

7. Considérons deux systémes S; et S, de masses my, mg;
0,. 0., leurs centres d'inertie; ey, e,, leurs ellipsoides centraux
d’inertie; ¢, &, les quadriques conjuguces de ¢y, e;. Soient enfin E,
et E, deux homofocales de ¢, et ¢, pour la méme valeur p? du para-
meétre.
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La sphére de Monge o, de la quadrique E, est le lieu des points de
I’espace dont le rayon de giration polaire est p /3 pour le systéme S,;
le systéme S, admet une sphére correspondante o,.

Un point P du cercle communaux deux sphéres, a méme rayon de

giration polaire p /3 par rapport aux deux systémes, donc par rapport
a un systéeme S =S,~+ S,, de masse m = m; + m,. Ce point P se
trouve donc sur la sphére de Monge o de Pisogire p de ce systéme S;
désignons par E cette isogire, et par ¢ la quadrique conjuguée de
Iellipsoide central du systéme S. Nous savons que ¢y, &, et ¢ appar-
tiennent 4 un méme faisceau linéaire tangentiel [13].

On a, pour un plan quelconque, u, ¢, w, s,

g(uvws) €

€
—_— = m
U+ 2 w2 ‘uri oy wt

my—+ mo —
(my ) w o vi4 wh

-+ ma

ou

(my =+ ma)e = m,; &+ Mata,
ce qui permet d’écrire

(my+ma)[e —p (w24 02+ w2)] = my [, — p2(u? + 02+ w?)]
+ maf g2 — p2(Ur+ 0+ w?)]

ou

(m+ ms2)E = m; Eq+ m.E,.

Ainsi, E, E,, E, appartiennent 4 un méme faisceau tangentiel.

Nous retrouvons cette propriété classique : les spheres de Monge
des quadriques d’un faisceau tangentiel forment un faisceau
ponctuel; pour obtenir toutes les quadriques du faisceau E, il suffit

. . m
de faire varier le rapport — .
ms

I1 est aisé de généraliser un peu en disant que les sphéres, lieux
des sommets des triedres trirectangles dont les faces touchent
trois quadriques, homofocales d’une quadrique d’un faisceau
tangentiel, et telles que la somme des parameétres pi + p; + p; soit
constante, appartiennent & un faisceau ponctuel.

En introduisant un systéme S; de masse m;, on verra que les
spheres de Monge des quadriques d’un réseau linéaire tangentiel,
passent par deuz points fizes.
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8. Soit e, l'ellipsoide central d’un systéme S,; ai, b1, ci, les
demi-axes.

Le rayon de giration polaire ry relatif 4 un point situé a la dis-
tance d; du centre d’inerlie est donné par

M=alaeblacl+di=dl—(—a,—b]—c})

La deuxiéme forme fait apparaitre la puissance du point considéré
par rapport & la sphére de Monge de la quadrique ¢, conjuguée
de e,, dont les axes sont i«a, {b, ic.

Tl résulte de cette constatation que les points de l’espace qui ont
méme rayon de giration polaire relativement & deux systémes S,
et S,, sont situés dans le plan radical Il des spheéres de Monge des
quadriques ¢, et ¢,.

Ce plan II est, en vertu du paragraphe précédent, le lieu des poinls
qui ont méme rayon de giration par rapport a tous les systémes S,

. ) . . my
sommes des systémes Sy, S, lorsqu’on fait varier le rapport "

Ce méme plan II est le symétrique du plan radical, des sphéres
de Monge des ellipsoides e, et e,, par rapport au milieu de la
distance O, O,. Notons aussi que c'est le plan de Monge du parabo-
loide du faisceau tangentiel défini par e, et ey, et que les sphéres
de Monge des quadriques

g—p(u2+ o+ w’)=o0 et Eo— p” (W + "+ w2) =0
ont méme plan radical que celles de ¢, et ¢,.
Le centre d’inertie O du systéme S décrit la droite O, O,, quand
/A . .. .
varie ;)71 Situé entre O, et O, quand :7—2' est positif, il se trouve hors
™ héeati = — ai
du segment pour o négatif et alors on n'a plus S =S, 4 S,, mais

cela ne crée pas de nouvelle relation géométrique. Cetle remarque
permet de dire que le paraboloide est la quadrique d'inertie du

. N . m . .
systéme qui correspond a ’7'- =-—1. Le centre d’tnertie se trouve
>
a Uinfini et la masse est nulle

m = nyq—+ my=0.

9. Familles linéaires tangentielles de quadriques dépendant de deux
et de trois paramstres. — En introduisant un 3° systéme S;, nous
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obtenons l’axe radical des trois sphéres de Monge o, comme lieu
des points qui ont méme rayon de giration polaire par rapport a
msy
ma.
Enfin, avec un 4°systéme S,, nous arrivons a définir le point g, qui
@ méme rayon de giration polaire par rapport & tous les systémes

Y . . m
tous les systémes obtenus en faisant varier les rapports -n—l—‘ et
3

obtenus en faisant varier les rapports —, =, 2s,
m, my m
Ce point est le centre radical des sphéres o)1, sa puissance
par rapport a toutes les sphéres o est constante, d’ou cet énoncé :
Les sphéres de Monge d’une famille tangentielle de quadriques
dépendant linéairement de trois paramétres sont orthogonales &
une sphére fixe.

Désignons également par p le point qui se trouve :

pour deux masses, a 'intersection du plan radical avec 0, 0,;
pour trois masses, a lintersection de l'axe radical avec le

plan 01 Og Og.

Ce point p correspond a un certain systéme. de valeurs des
masses; il est immédiat que c’est celui qui donne le syst¢me S dont
le moment d’inertie polaire relatif au centre de gravité, est
minimum, puisque c’est celui dont la sphére de Monge a le rayon
minimum.

Si les quatre systémes Sy, S,, S;, S, se réduisent a des masses
ponctuelles, toutes les quadriques ¢ obtenues en faisant varier les
quatre masses sont conjuguées par rapport au tétraédre fixe
0,0,0,0, [13].

Le point p. devient le centre de la sphére circonscrite au tétraédre
et nous retrouvons le théoréme de Faure : les sphéres de Monge des
quadriques conjuguées par rapport & un tétraédre sont orthogo-
nales & la sphere circonscrite & ce tétraédre. Ce théoréme classique
peut se démontrer directement en renarquant que le point p, équi-
distant des quatre points Oy, O, O3, O, admet le méme rayon de
giration polaire par rapport a tous les systémes S obtenus en faisant
varier les masses my, m,, ms, m,. Ce point p a donc méme puissance
par rapport aux sphéres de Monge des quadriques ¢ de ces systémes;
comme les quadriques ¢ sont conjuguées par rapport au tétraédre, le
théoréme s’ensuit.
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Appliquons ce théoréme a la famille des cllipsoides d’inertie d’un
systéme donné, relatifs aux divers points de P'espace.

Les équations tangentielles de ces ellipsoides contiennent, linéai-
rement, les trois coordonnées de leurs centres, 21, 51 et 51 [11].

Soient @, b, ¢ les demi-axes de l'ellipsoide central d’inertie;
ai, by, ¢y, ceux de I'ellipsoide d’inertie au point z, 3, 3, ou O,.

L’expression du carré du rayon de giration polaire au point O, est,
d’une part,

ai+bi+cj,
d’autre part,
a’+ 01+ + x] + ¥y + 5%,

en les égalant nous obtenons

@+ b+ c"=al+ b} +c]—(z]+ ]+ z})=r;— 00},

"o

ce qui signifie que la puissance du centre d’inertie O, par rapport a
la sphére de Monge de Pellipsoide au point Oy, est constante et égale
au carré du rayon de la sphére de Monge de l'ellipsoide central, ce
qui démontre la propriété.

COMPLEXE DE PAINVIN.

Préliminaires. — On peut s’attendre & ce que la notion de moment
d’inertic puisse étre utilisée en géométrie réglée, si on veut bien
songer qu'elle se présente soit sous la forme aziale : le moment
d’inertie relatif 4 une droite est ¢gal a4 la somme des moments
d’incrtie relatifs a deux plans rectangulaires passant par la droite

Ip=Ip,+ Ip,,

soit sous la forme radiale : le moment d’inertie relatif a une droite
est égal a la différence du moment d’inertic polaire relatif a un
point A de la droite et au moment d’inertic relatif au plan P mené,
par le point, normalement 4 la droite

Tp=Iy—Ip.

Un complexe de Pajnvin est le compleze formé par les droites D
de Uespace d’od U'on peut mener deux plans tangents rectangu-

Py

laires a une quadrique & centre donnée E. Sous cette définition, le
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complexe a fait 'objet d’importants travaux, parmi lesquels il faut
citer la thése, si substantielle, présentée, en 19o1, par M. Richard.

Nous nous proposons d’étudier ce complexe par la géométrie en
utilisant les notions de moment d’inertie et de rayon de giration.

Toute quadrique & centre E, pouvant étre considérée comme une
isogire, d’'un sysléme de masse arbitraire, mais dont I'ellipsoide
d’inertie, appartenant a une infinité simple, est une homofocale de la
quadrique conjuguée de E, nous choisissons arbitrairement un de
ces ellipsoides d’inertie el nous dirons que le complexe de Painvin est
Jormé par les droites Iy = const.; ou, si 'on veut, par les droites
pour lesquelles le rayon de giration est

rp=p \/5 = const.,

p désignant le rayon de giration des plans tangents a la quadrique
donnée.

Cette seule transposition de la définition simplifie becaucoup I'étude
du complexe par la géométrie; elle rend évidentes un grand nombre
de propriélés que nous nous contenterons d’énoncer parce qu’elles
sont immeédiates.

1° Un tétraédre étant donné A, 5 ; ., les droites D de l'espace

telles que 2 d; = const., forment un complexe de Painvin; ce
i=1,2,3,%

complexe reste fixe si le systéme des quatre masses, égales a I'unité,
appliquées aux quatre sommets, se déforme de lelle sorte que
Pellipsoide d’inertie soit lui-méme constant; il faut pour cela que le
tétraédre demeure conjugué par rapport a un ellipsoide fixe; il est
aussi inscrit dans un autre ellipsoide et circonscrit a un 3¢ ellip-
soide [13].

Si le tétraédre donné est régulier, son ellipsoide d’inerlie est une
sphére et le complexe devient celui des tangentes a la sphére dont le
centre est le centre de la sphére circonscrite au tétraédre et le rayon
déterminé par la relation

fmr>=(4m)rj ou r=ry

On voit aussi que ay, @, a,, @, élant quatre coefficients fixes, les
droites de I'espace pour lesquelles
Z{a,d] = const.
forment un complexe de Painvin.

MEMORIAL DLCS 8¢, MATH. — Ne 121. 2
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2° Comme, dans une famille homofocale, il existe deux quadriques
tangentes a4 une droite donnée, et que les plans tangents, aux points
de contact, sont rectangulaires, toule droite tangente a deux qua-
driques associées et dont les paramétres sont

P2+ A et p2— A,

appartiennent au complexe; leur rayon de giration est donné en
effet par

r=p*—+ h 4+ p2— ) = 2p2,

3° Nous avons vu, au paragraphe B, que les génératrices de la
quadrique donnée étaient des droites dont le rayon de giration satis-

faisait a la relation = p/2; elles appartiennent donc elles aussi au
complexe.

4° Enfin, si nous menons les plans normauxz aux droites du
complexe, par les points ot elles coupent une sphére concentrique
a la quadrigque donnée, ces plans enveloppent une quadrique
homofocale associée ¢ la sphere.

La relation

donne, pour le rayon R de la sphére, en désignant par r, le rayon de
giration polaire relatif au centre d’inertie O

ri—2p°=rj+ R2—2p°=r};

si rest le rayon de la sphére de Monge de la quadrique donnée,
comme r, est celui de la sphére de Monge de la quadrique centrale
d’inertie, on a :
ri—+r2= 3p?,
ce qui donne

Ri+4-p?—r2—rj=o,

et si r§=p2+)\, onaR2=7r24 2.

11. Céne du complexe; courbe plane du complexe. — Soit A un

point de I'espace, r, le rayon de giration polaire du svstéme S relatif
a ce point.



APPLICATIONS DE LA NOTION DE MOMENT D’INERTIE EN GEOMETRIE. 15

Considérons la quadrique homofocale, enveloppe des plans dont le
rayon de giration est
ro=ri—2p2.

La normale, en A, a tout plan tangent au céne de sommet A, cir-
conscrit & la quadrique, est une droite du complexe, puisque son
rayon de giration est donné par

ri=ri—rj=2p"%

Le céne du complexe est du second ordre, puisque c’est le cone
supplémentaire du céne circonscrit & une quadrique homofocale.
Cette quadrique demeure fixe si r, est fixe, c’est-a-dire si le point A
reste sur une sphére concentrique et de rayon constant

. 9 9
r’=ry,—ry,

la sphere de rayon r et I homofocale isogire ry sont dites associées.

Les focales de la quadrique donnée forment le licu des points
de Uespace pour lesquelles les cones du complexe sont de révolution ;
cela résulte de ce que le cone circonscrit 4 une quadrique homo-
focale, et ayant pour centre un point d’une focale, est de révolution (V).

Prenons, pour sommet du cone, un point a linfini, nous aurons
un cylindre du complexe. 7'ous les cylindres du compleze sont de
révolution.

Soit, en effet, A la direction des génératrices; le cylindre paralléle
a celte direction et circonscrit a la quadrique donnée, admet, pour
section droite, une conique I'. Le cercle orthoptique de celte conique
est la directrice du cylindre considéré. 1l est clair, en effet, que toute

génératrice de ce cylindre admet pour rayon de giration p /2.

Il est immédiat que les axes du cone du complexe sont les mémes
que ceux du céne circonscrit a la quadrique homofocale; ce sont les
trois normales aux trois quadriques de la famille homofocale qui
passent par le point.

(') Le lieu de ces points est en réalité la développable isotrope, enveloppe des
quadriques.homofocales. Les focales sont des lignes doubles de cette surface [4].
Cette développable est le lieu des points par lesquels passent deux quadriques
homofocales confondues. C’est aussi le lieu des points pour lesquels la quadrique
d’inertie du systéme, dont la quadrique donnée est la quadrique centrale, est de
révolution.
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Considérons la figure formée par une sphére de centre O et un
céne du second degré de sommet A. Il est possible de regarder le
cone comme le cone d’un complexe de Painvin relatif 4 une quadrique
de centre O, et nous pouvons dire que les plans normauz auz géné-
ratrices du céne, menés par les points ow elles coupent la sphére,
enceloppent une quadrique de centre O. Si nous coupons le cdne
fixe par des sphéres concentriques, les quadriques, enveloppes des
plans, appartiennent a une famille homofocale; ce sont les homofo-
cales des quadriques de centre O et inscrites dans le cone supplé-
mentaire du céne donné.

Si le point A est & I'infini, le cylindre du complexe est un cylindre
de révolution; le plan normal aux génératrices est celui de la section
droite, et mous pouvons énoncer : si l’on coupe les plans, de
direction fize, et tangents a des quadriques homofocales. par des
sphéres concentriques, associées aux quadriques, le cercle d’inter-
section se déplace sur un cylindre de révolution.

Prenons maintenant un plan quelconque P, tangent a liso-
gire p + 1, ce qui veut dire que son rayon de giration est rp==/p* -+ A.
Une droite D, de ce plan, appartiendra au complexe si elle est la
trace, sur ce plan P, d’un plan normal, et, de plus, tangent &
Uisogire p*— .

Le rayon de giration relatif a la droite sera en effet p /2.

La courbe du complexe relative au plan considéré est donc la
projection orthogonale sur ce plan, du contour apparent d’une
quadrique homofocale; c’est une conique dont le centre est le pied
de la perpendiculaire abaissée du centre O de la quadrique
donnée sur le plan.

La conique devient un cercle si le cylindre normal au plan P et
‘circonscrit a I'isogire p*— 4 est de révolution; il faut pour cela que le
plan P soit normal & 'une des asymplotes des focales de la quadrique
donnée E; ce qui donne seulement deux directions réelles de plans,
puisque la focale hyperbolique posséde, seule, des asymptotes réelles.

Si la valeur du paramétre 4 reste fixe, les deux quadriques iso-
gires p? 4 et p? — A restent elles-mémes fixes.

Notons que si le plan P varie en restant paralléle a lui-méme, les
cylindres, de direction fixe, circonscrits a des quadriques homofo-
cales, forment eux-mémes une famille homofocale; deuzx de ces
cylindres dégénérent en un coupte de deux génératrices, les
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plans P correspondants admettent une conique du complexe
dégénérée en deux points; cc sont des plans singuliers.

12. Le complexe n’est pas tétraédral. — Si le complexe était tétra-
édral, toute droite passant par I'un des sommets du tétraédre fonda-
mental appartiendrait au complexe; par suite, toul plan passant par ce
sommet aurait un rayon de giration constant. Ce sommet devrait donc
étre un point pour lequel Pellipsoide d’inertic du systéme S est une
sphere; de tels points réels n'existent pas en général.

Le lieu de ces points est 'aréte dc rebroussement de la dévelop-
pable isotrope de Darboux [4], c’est une courbe imaginaire qui ne
posséde pas de points réels, en général. C’est le lieu des points par
lesquels passent trois quadriques homofocales confondues.

Ainsi, le complexe n'est pas tétraédral, en général.

13. Corrélation de Chasles. Génératrices singuliéres. — Consi-
dérons une droite D du complexe, mais qui n’appartienne pas au
complexe de Chasles formé par les normales aux quadriques homofo-
cales. Deux quadriques de cette famille homofocale Q, et Q. sont
tangeéntes & D, en deux points distincts A, et A,; ce sont les isogires

Vp*=1, et /02—y, nous désignons par II, et II, les plans langents
en A, et A, aux quadriques Q, et Q..

Entre un point A, de la droite.D, et le plan tangent le long de D,
au céne du complexe de sommet A, il existe une correspondance
appelée corrélation de Chasles; pour déterminer le plan corrélatif du
point A, nous menons le plan N normal & D, par le point A, puis
déterminons la quadrique homofocale tangente a ce plan, cn un
point A'. La droite AA', est, d’aprés la propriété du cone du
complexe, la génératrice de son cone supplémentaire normale au
plan cherché; ce plan se trouve déterminé.

Au point A, le cone supplémentaire du céne du complexe admet,
pour plan principal, le plan II;, en vertu d’une propriété classique;
comme nous savons que le plan Ny, normal 4 D en A,, est tangent &
ce cone supplémentaire el qu'il est, en outre, normal au plan II,
c'est que la génératrice de contact A A) est lintersection de ces
deux plans I, et N,. Le plan corrélatif de A, est donc le plan II, qui
est normal a II, (puisque normal a4 A;A)) et passe par la droite D;
de méme, le plan II, est le corrélatif du point A,.




18 D. WOLKOWITSCH.

Si la droite D appartient au complexe de Chasles, il existe un
point A, sur cette droite, pour lequel le plan normal N, est tangent,
en ce méme point A,, a la. quadrique homofocale tangente; la
droite A,A| est indéterminée, de méme que le plan corrélatif du
point A,. Il est clair que ce point A, n’est autre que le point en
lequel viennent se confondre les deux points A, el A,. La corrélation
est singuliére el la génératrice est dite singuliére. On sait d’ailleurs
que ces génératrices singuliéres forment une congauence; c’est la
congruence des droites communes au complexe de Painvin et au
complexe de Chasles. C’est une congruence (4,4).

Le point A, mentionné précédemment est un point commun aux
deux quadriques Q; et Q..

Considérons un point A de la surface des singularités £; le cone du
complexe de Painvin dégénére en deux plans dont 'intersection A,
en qualité de normale & une des quadriques homofocales passant par
le point A, appartient au complexe de Chasles (cf. § 14 ci-aprés).
Cette droite est une droite double du complexe de Painvin, passant
par A. Ainsi les cones du point A dans 'un et Pautre complexe se
coupent suivant cette droite double; autrement dit, deux des droites
de la congruence des génératrices singuliéres menées par A sont
confondues; la surface Q, lien du point A, est donc une des nappes
de la surface focale de cette congruence, résultat classique. L'autre

nappe a 6té appelée surface accessoire par Sturm (thése de
M. Richard).

14. Surface des singularités Q. — Placons-nous tout d’abord au
point de vue ponctuel. En un point A situé sur Q, le céne du
complexe se décompose en deux plans, le cone supplémentaire
dégénére donc en deux droites Gy et Ga.

Nous savons (§ 11) que pour tout point d’une sphére concentrique,
le cone du complexe est le cone supplémentaire du céne circonscrit a
la quadrique associée. Ce dernier cone dégénére en deux droites si le
point se trouve sur la quadrique elle-méme; les deux génératrices de
la quadrique sont alors les deux droites G, et G, mentionnées plus
haut : et la propriété est commune a tous les points d’intersection de
la sphére et de sa quadrique associée.

Nous pouvons donc énoncer : la surface Q est engendrée par la
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courbe d’intersection d’une sphére concentrique avec sa quadrique
associée.

Soit ;-le paramétre de cette quadrique, et A4, A, ceux des deux
autres quadriques homofocales passant par un point B de la courbe
d’intersection de la sphére avec sa quadrique associée.

Les deux plans qui constituent le cone du complexe relatif au point
B se coupent suivant une droite D qui appartient évidemment au
complexe; son rayon de giration a donc pour expression py/2.

Mais cette droite D, normale a la quadrique %, (§ 10) est, en vertu
d’une propriété classique des quadriques homofocales, I'intersection
des plans tangents aux quadriques A, et A, et, de plus, ces plans
langents sont orthogonaux, de sorte que le rayon de giration, relatif
a D, a aussi pour expression

Ve —+ A+ p2—+ Ao
en égalant a la valeur précédente, nous trouvons

)»1 -+ )\2 = 0,

d’ou I'énoncé : la surface Q est le lieu de Uintersection des deux
quadriques homofocales de paramétres -1 et — k.

Ajoutons que, si la quadrique donnée est un ellipsoide, cette
intersection ne peul étre que celle d’un ellipsoide avec un hyperbo-
loide a une ou deux nappes; nous le voyons en nous rappelant que,
par tout point de 'espace, passe toujours une quadrique homafocale
de chaque espéce, et que la nature de cette quadrique, variable avec
la valeur du paramétre %, change quand celle-ci passe par le carré
des axes de P’ellipsoide.

Le degré de la surface  s’obtient en cherchant le nombre de ses
points situés sur une droite quelconque A. La quadrique Q + 2
donne deux points BB'; la quadrique Q — A, deux autres points CC'.
Les couples de points BB’ et GC' sont homologues dans une corres-
pondance (2,2), dont les points doubles, au nombre de 4, sont les
points d’intersection cherchés; la surface est donc du 4° degré.

Nous avons vu quels étaient les points de l'isogire p?+ A qui
se trouvaient sur la surface Q; placons-nous maintenant au point de
vue tangentiel et cherchons les plans tangents a cette quadrique, qui
sont également tangents a Q.
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Pour tout plan singulier P, la conique du complexe doit dégénérer
en deux points; ceci exige que l'isogire p*>—}, dont le contour
apparent se projette orthogonalement suivantla conique ducomplexe,
posséde deux génératrices normales au plan P. Dela sorte, le contour
apparent est constitué par les traces des plans tangents, droites
rayonnanles autour des traces des deux génératrices normales.

La condition indiquée revienl a dire que le cone asymptote I',,
de la quadrique isogire p>— 4, posséde une génératrice normale au
plan P, ou encore que le cone I', supplémentaire du cone I', posséde
un plan tangent paralléle a P, ou enfin que le plan P cst tangent 4 la
conique a l'infini du céne I'.

Ainsi les plans P, tangents a la fois 4 la quadrique p*~-2 et a la
surface Q, sont les plans tangents a la développable déterminée par
la quadrique p?—+ 2 et la conique a linfini du céne I'; la surface Q
est U'enveloppe de ces développables.

La génératrice rectiligne de la développable tangenle a la surface
et a 'isogire Q + 2 est la droite qui joint les deux points de contact
du plan variable avec les deux surfaces qu’il touche. Montrons que
cette génératrice est perpendiculaire a la génératrice singuliére
du complexe, g, située dans le plan singulier considéré, et passant
par le point de conlact.

Soit p le point de contact d’'un plan P, tangent a la surface Q.
Le lieu des poles du plan P, par rapport aux quadriques homofocales,
esl la normales mence par le point de contact ¢ de la quadrique de la
famille qui lui est tangente, propriété classique.

Mais le plan P, passant par la génératrice g, son podle g', par
rapport a 'une des trois quadriques homofocales qui passent par le
point p, se trouve sur la droite conjuguée de g dans cetle méme
quadrique; et puisque g est une direction principale de I'indicatrice
de la quadrique, c’est le deuxiéme axe de lindicatrice qui est la
droile conjugude.

Il s’ensuit que la droite pg, génératrice de la développable, est la
projection orthogonale de ce deuxié¢me axe sur le plan P; la propriété
se trouve ainsi démontrée.

Appelons f; et f3, les deux points qui constituent la conique du
complexe du plan singulier P. Ces deux points appartiennent a la
surface Q; en effet, le cone du complexe pour I'un d’cux, f; par
exemple, comprend déja le plan P, puisque toute droite passant
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par fi et située dans ce plan fait partie du complexe, il comprend
donc un deuxiéme plan, ce qui démontre la propriété. Corréla-
tivement, les deux plans T, et T, qui constituent le coéne du
complexe relatif & un point p de la surface Q, sont tangents & cette
méme surface, car ce sont des plans singuliers.

La droite f, f, passe par le point p de contact du plan singulier
avec la surface Q, sans quoi le plan pf, f, serait I'un des plans du
complexe relativement au point p, ce qui est impossible, sauf en des
points particuliers. Remarquons, en outre, que le milieu du
segment f) f5, centre de la conique dégénérée fi, 12, est le pied de la
normale abaissée du centre d’inerti¢ O sur le plan tangent, et comme
la droite f,f. est la génératrice singuliére tangenle, en p, a la
surface, nous pouvons dire que le plan tangent au point p est le
plan normal au plan Opf, f, mené par la génératrice singuliere
passant par le point de contact et contenue dans le plan tangent.

Pour déterminer la classe de la surface Q, cherchouns le nombre de
plans tangents qu’on peut lui mener par une droite quelconque de
I'espace D.

Nous aurons, pour cela,  considérer uue quadrique homofocale a
laquelle on peut mener, par D. deux plans tangents B et B; a cette
quadrique, est associée une conique dans le plan de I'infini a
laquelle on peut mener également deux plans tangents C, C'. On a
une correspondacne (2, 2) de plans, dont les plans doubles, au
nombre de quatre, sont tangents a la surface £ qui est, par suite,
de la 4° classe.

Tuktorime. — Soit D une droite du complexe, P un plan
tournant autour de cette droite, et P' le plan normal & P mené
puar la droite D.

La conique du complexe relative au plan P est tangente a D en un
point p; autrement dit, la quadrique homofocale, isogire 2p — ¢2
(¢t désignant le rayon de giration relatif au plan P) est tangente a P/,
en un certain point p', qui se projette en p sur le plan P.

A un plan P donné, correspond un seul point p, et puisque la
relation entre ces deux ¢léments est algébrique, la correspondance
est une horhographie.

Lorsque le plan P est tangent a la surface, la conique du complexe
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dégénére en deux points, dont un au moins est sur-la droite D;
ce point est un des points d’intersection de D avec la surface 2, d’on
cette propriété : le rapport anharmonique des quatre points
d’intersection d’une droite du complexe avec la surface des
singularités, est le méme que celui des quatre plans tangents & la
surface menés par cette méme droite; cette propriété rappelle la
propriété fondamentale du complexe tétraédral.

13. Singularités de la surface Q. — Intersection de la surface Q
par les plans principauz. — Déterminons, par exemple, la section
par le plan 50z dont le rayon de giration est b avec b = /p? — f3?
en désignant par a, b, ¢ les axes de Pellipsoide d’inertie et para, 3,y
ceux de Dellipsoide donné. Les plans paralléles a Oy et tangents a
I'isogire {/p2+ 32 ont pour traces sur 3Oz, des droites dont le rayon
de giration est

Vol B b et — 5 = 2 p;
ce sont donc des droites du complexe; elles enveloppent une ellipse
dont les axes a4, vy, sont donnés par
a+aj=p + B et 2+ y}=p2+ [,
d’ou
af=oat+ 2, Y=+
et cette ellipse est la conique du complexe du plan 50z.

Le cylindre de direction Oy et circonscrit a la sphére de
rayon \/a?—y? (cercle orthoptique de la conique principale, de la
quadrique donnée) a pour génératrices des droites du complexe,
puisque leur rayon de giration est py/2, car Lellipsoide E est
I'isogire p.

Considérons un plan P tangent au cylindre dont la base est la
conique du complexe du plan zO0z; sa trace D tangente a cette
ellipse coupe le cercle orthoptique en deux points f, fs.

La conique du complexe du plan P considéré doit étre tangente.
aux deux paralléles &4 Oy menées par f, el f, et a la droite D tout en
ayant son centre sur cette derniére, ce n’est possible que si cette
conique dégénére en les deux points f; et f,, ce qui montre que
Uellipse déterminée plus haut et le cercle orthoptique constituent
Uintersection de la surface Q par le plan z0z.
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‘Vérifions directement que les points f, et f, sont les foyers du
plan P. '

Pour cela, rappelons que la conique du complexe du plan P,
tangent a Pisogire \/p> + f* est la projection, sur ce plan, du contour
apparent de la quadrique isogire y/p?—[B*= b, mais celle-ci est la
focale de lellipsoide donné. Cette focale ayant deux langentes
normales 4 P, ce plan est un plan singulier et, d’aprés ce que nous
avons vu, les foyers nc peuvent étre que f et fa.

Un point double de la surface Q est un point pour lequel les deux
plans du complexe sont confondus; les deux génératrices G, et G,
normales aux plans du complexe, doivent donc, elles aussi, étre
confondues.

La quadrique a laquelle appartiennent G; et G, doit donc étre
développable, et comme il n'y a pas de quadrique développable,
appartenant a une famille homofocale, autre que les focales, on en
conclut que les points doubles A, se trouvent sur les focales et le
plan double qui constitue le cone du complexe en un point A,, est
le plan normal & la focale en ce point.

Céne tangent en un point double. — Par un point courant de la
surface passent trois génératrices singulieres [I'une d’elles est
double (§14)] et les perpendiculaires menées, a chacune d’elles, par
le centre de la surface, sont normales aux plans tangenls qui contien-
nent ces génératrices et dont les poinls de contact se trouvent sur ces
droites.

Par un point double, A,, passent une infinité de génératrices
singuliéres, situées dans le plan double «,, plan du complexe en ce
point. On sait, d’autre part, que le point A,’est un point singulier
de la surface .

Les normales menées de O, a ces génératrices singuliéres, sont
situées sur un céne, dont la base, dans le plan a,, est le petit cercle
de la sphére de diamétre OA.,; ce cone est donc du second degré.

Le cone de sommet A, et supplémentaire du cone dont il vient
d’étre question, est, lui aussi, du second degré. Les plans tangents a
ce cone sont tangents en A, a la surface Q; nous retrouvons la
délermination classique du cone des tangentes.

Plan double. — Un plan double est un plan singulier dont les
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deux foyers fy et fs sont confondus; la quadrique, dont le cone
asymptote a une génératrice normale a ce plan, doit donc étre une
développable, puisque les deux génératrices paralléles a celle du
cone doivent étre confondues; ainsi tout plan double est normal a un
plan principal, puisque les focales, seules développables de la famille
homofocale, sont contenues dans les plans principaux.

Prenons la focale du plan 30z; toute langente a cette conique est
axe de révolution de lellipsoide d’inertie du systéme S, relatif au
point de contact. Il devienl dés lors immédiat que, pour tout plan

normal au plan 50z, et tangent a lisogire \/p*-+ (2, les deux
tangentes a la focale, normales a la trace D, déterminent les deux
points f; et f.. Nous avons rencontré célle propriélé un peu
plus haut.

Quand la droite D, tangente a lellipse principale de I'iso-

give \/p?*+ B devient perpendiculaire aux asymptotes de la focale,
les deux points fi, f» se confondent, D devient tangente au cercle
orthoptique. C’est donc une tangente commune a Uellipse et au
cercle et nous avons un plan double dont le foyer double se trouve
a I'intersection de 'asymptote avec le cercle.

La génération de la surface @ par courbes sphériques permet
d’énoncer quelques propriétés :

— L’intersection de la quadrique donnée avec sa sphére de
Monge, lieu des points par lesquels passent deux génératrices
rectangulaires, est le lieu des points de la surface Q, pour lesquels
les deux plans du complexe sont rectangulaires; ces plans sont
eux-mémes tangenlts i la surface Q.

— Si, par les points d’intersection d’une surface £ et d’une sphére
concentrique, on méne les normales aux plans du complexe, on
obtient les génératrices d'une quadrique homofocale..

— Considérons les géodésiques de la quadrique Q.;, déterminées
a l'aide de la quadrique donnée Q. Appelons r.; et r les rayons des
sphéres de Monge de ces deux quadriques. Le lieu des points ou
deux de ces géodésiques se coupent a angle droit est 'intersection
de Q. avec la sphére de rayon

T
for—+r? .
R=\/.—3_= rt—j,
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car

ry=r2—3h;

ainsi la courbe obtenue est celle qui est déterminée par la
quadrique Q. et sa sphére associée. Or, si nous considérons 'angle
droit des deux tangentes et son plan (qui est tangent a Q...), nous
voyons que ce plan est normal & Q aux deux points de contact de ses
cotés avec cette quadrique, d’ou cetle propriété de la surface £,
d'étre le liew des sommets d’un angle droit dont les cotés sont
tangents & la quadrique donnée, son plan étant normal & cette
derniére gu deux points de contact (M. Richard).

La normale au plan de I’angle est génératrice singuliére, car elle
appartient, nous l'avons vu, au complexe de Painvin et aussi au
complexe de Chasles, puisqu’elle est normale a sa conjuguée qui
joint les points de contact des deux cotés.

La tangente a la courbe d’intersection de Q. et de la sphére est,
nous le savons, normale a la génératrice singuliére; elle est donc
contenue dans le plan de I'angle droit.

Notons que le plan de I'équerre est également normal a la surface
au sommet de 'angle droit.

16. Equation du complexe. — Soit D une droite du complexe dont
les coordonnées pliickériennes sont p, ¢, r, I, m, n; par le centre O
de la quadrique, menons le plan P normal a D, qui est coupé en un
point A.

Désignons par d la distance OA; la nature méme des vecteurs
de composantes p, g, r, d’'une part, I, m, n, d’autre part, permet
d’écrire

d\pi+q +r =VI-+m—+n2
Le carré du rayon de giration polaire relatif au point A est
a2+ a2+ b2+ .

Le carré du rayon de giration relatif au plan P est

ap+ b g+ c’r?
g
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et la différence de ces deux expressions doit étre égale au carré du
rayon de giration 2p? relatif a la droite, ce qui donne

D-m24n2=p2(2p°—b"—cC)+q°(2p°—c?— a?)+ r2(2p2—a?— b?);

c’est ’équation d’un complexe de Painvin.

17. Courbes du complexe. — Une courbe du complexe est
caractérisée par la propriété d’avoir pour tangentes des droites du
complexe. Nous en avons rencontré déja trois familles :

1° les courbes planes qui sont des coniques;

2° des lignes de courbures de quadriques homofocales, inter-
sections des quadriques Q3 et Q_y;

3° Enfin, les géodésiques des quadriques Q.. et Q_; déterminées
sur chacune d’elles a I’aide de 'autre.

Cherchons I'équation différentielle des courbes du complexe.

Soient z, y, z, les coordonnées d’un point A d’une courbe du
complexe; ces coordonnées sont des fonctions d’un paramétre ¢,
de sorte que les paramétres directeurs de la tangente en ce point
seront z'(t), y'(t), 3(t) et les coordonnées tangentielles du plan
normal en A a la courbe

£y ¥y, &, —(zxx'+yy' + z3"),
de sorte que le carré du rayon de giration relatif a ce plan est

Az b2y 25+ (X + Yy + 33')?
x4 y'24 3" ’

le carré du rayon de giration polaire au point A est
224 2+ 32+ a2+ b2+ c?;
écrivons que la différence de ces expressions donne 2p2,

@+ b2y 4 272+ [Zax' 2
9

20?= 22"+ Ta>— 77

qui s’écrit
S(yz—a'y)2+(22)[Rat—2p2] — (a2 + b2y 4+ c232) =0

ou
2(yx—ay)»+ Z[a2(b2+ c2— 2p2)] = 0.
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On retrouve I'équation du complexe sous une autre forme, comme il
convient.
La définition méme des courbes du complexe conduit a I'énoncé

de plusieurs propriétés de ces courbes faciles a obtenir par la
géométrie.

1° Soient deux quadriques homofocales Q. et Q. et les
géodésiques de 'une d’elles, déterminées a 'aide de I'autre; si 'on
méne les plans normaux a ces courbes, par les points ou elles
rencontrent l'intersection de la quadrique par une sphére concen-

trique, ces plans enveloppent une quadrique, homofocale des deux
quadriques données.

2° Soit A un point d’intersection d’une courbe du complexe G,
avec la surface Q; par ce point A passent une courbe sphérique,
intersection de la sphére de rayon OA avec la quadrique associée Q.
et une ligne de courbure de celle-ci, intersection de Q. et de Q_;.

Les deux plans, P normal a la courbe G, et I normal a la ligne
de courbure, ont méme rayon de giration et sont, par suite, tangents
au cone de sommet A ct circonscrit a la quadrique isogire corres-
pondante; ce cone est le cone supplémentaire du cone du complexe
en A; il dégénérc ici en les deux génératrices G, et G, de
la 3° quadrique homofocale qui passe par A; et le plan II est le plan
tangent en A, a cette quadrique.

Nous nous trouvons donc devant I'un des deux cas suivanls :

— le plan P passe par I'une des deux génératrices, et la courbe G
est tangente a I'un des deux plans T, T, normaux a ces génératrices
(ce sont les plans du complexe en A);

— ou bien le plan P passe par les deux génératrices, c’est-a-dire
est confondu avec le plan tangent en A a la 3° quadrique, etalors, est
confondu avec le plan II lui-mérae; par suite, la courbe G est tangente
a la ligne de courbure de la quadrique Q. ou, si Pon veut, a la
génératrice singuliére tangente en A 4 la surface.

Une géodésique g(-+ A, —1), est située sur la quadrique Q.;; sa
tangente, en A, est contenue dans le plan tangent en A a cette
quadrique, plan tangent qui est distinct des deux plans T, et T, mais
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qui, par contre, conlicnt-la génératrice singuliére langente en A;
nous en concluons que la géodésique est tangente a la ligne de
courbure, car son plan normal coincide nécessairement avec le
plan II; nous retrouvons cetle propriété connue des lignes de
courbure des quadriques d’éire '’enveloppe des géodésiques.

3° Sila courbe C est la conique du complexe relalive 4 un plan X,
ce plan est nécessairement distinct de.T, et T, puisque, par
hypothése, il n’est pas plan singulier.

La tangente Ad/, en A a la conique, doil, en sa qualité de droile
du complexe, étre dans 'un des deux plans T, ou T,. Par exemple,
Ad' sera l'intersection de X et de T, ; mais alors, I'intersection de X
avec Ty, Aa’ droite du complexe dans le plan X, devrait étre aussi
tangente a la conique, et Aa’ est distincte de Aa’; ce n’est donc
possible que siAa' et Aa” sont confondues avec la génératrice singu-
liére intersection de T, et T,.

Nous avons donc cet énoncé : les coniques du complexe touchent
la surface Q aux points de contact des génératrices singulieres de
leurs plans; elles sont ainsi quadritangentes et celte propriété est
une généralisation de celle du complexe tétraédral, dont la surface
des singularités est constituée par les faces du tétraédre fondamental,
auxquelles les coniques du complexe sont langentes. La propriété
correspondante des cones du complexe, d’étre quadritangents a la
surface Q, est connue. Il résulte de ces propriétés, que si un plan
contient une infinité de génératrices singuliéres, sa conique du
complexe doit étre tout cntiére sur la surface Q; ce qui se vérifie
pour les plans principaux dont la conique du complexe fait partie de
la section de la surface.

De méme, si par un point passent une infinité de génératrices
singuliéres, le cone sera circonscrit a la surface; il en est ainsi pour
les points a Pinfini des axes de coordonnées et 'on obtient ainsi le
reste de U'intersection de la surface avec un plan de coordonnées :
le cercle de Monge de la conique principale de la quadrique donnée.

18. Equations de la surface. — 1° Equation ponctuelle. — Nous
utiliserons la propriété de la surface Q d’éire le lieu des points pour
lesquels deux des quadriques homofocales qui y passent, corres-
pondent a des valeurs du paramétre égales et de signe contraire.
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Un point zy z appartient donc a surface si I’équation en A

x° y‘l 32
I d - —_—1=
() i TR Tyxr T

admet deux racines égales et de signes contraires, ce qui revient &

dire qu'elle admet pour racine la somme de ses racines, dont
I’expression est

2"+ Y2+ 22— (a4 B+ 1) =22+ y2+ 32—5;
la substitution dans (1) donne

) xq ya zn
(2) .z‘2+y2+z‘1—([$+‘y)+x“-‘+y2+z’1—('y+a)+x‘3-|—y'3+z'z—-(a+Ei)'_l

—O0.
Le terme en (22— y*+ 5?) disparaissant‘, il reste une surface du

4° degré, qui est la transformée apsidale de la quadrique

xz2 N ¥ N z2
B+ Y+a a—+f3

—I1=0.

En prenant pour quadrique de base du complexe de Painvin

z° 2 z?
-+ -+ —I=0,

(3) 1 1
- —B
> :

2

on obtiendrait Papsidale de la quadrique

z?
E —I1=0
I

I
;—[5"‘;'—1’

ou
z2
— —1=0
a

qui est la quadrique donnée E. Rappelons que lorsque E est un ellip-
soide, la surface & est une surface de Ponde de Fresnel.

2° E'quation tangentielle. — Soit ug, vo, We, S, les coordonnées
d’un plan quelconque Po; le carré de son rayon de giration est
aul+ b2og+c"wi+s" g

Ug =+ vo+ W’ io

(4)

dans un systéme dont l'ellipsoide d’inertie a pour axes a, b, c.

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 121, 3
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Avec la méme notation, le rayon de giration d’un plan P normal
£
a P,, de coordonnées u, v, w, s est 5

L’intersection D, des deux plans P, et P est une droite du com-
plexe si

L P

EE i
que nous écrivons
(5) i(eg— p2%0) + (e — g2¢) = o.
Or la quadrique donnée,

E=auw+ v+ 1w —s"=o,

est l'isogire p d’un systéme qui a pour ellipsoide central d’inertie la
quadrique conjuguée de e =0, sil'on a

) 9

@=p-—as, B=rp2—102 V=t

ce qui permet d’écrire la derniére équation
(6) L.Eo+l'oE=0,
équation tangentielle de la quadrique enveloppe du plan P.

Prenons l'équation tangentielle du coéne asymptote de celte
quadrique (6)

u’(Eo+ Otio) -+ 92(E0+ ﬁto) -+ W'Z(E -+ Ylo) =0,
’équation ponctuelle est

z2 y2 22
Eo—l—dlo Eo-}-[ilo Eo-f—"{lo

et si la normale au plan P,, dont les coefficients directeurs sont u,,
P9, Wo, est située sur ce cone, c’est que le plan P, est plan singulier,
c¢’est-a-dire tangent & 2; nous obtenons, pour I'équation cherchée,
en supprimant l'indice zéro devenu inutile,

u? p? w?
(7) E+ai+E+Bi+E+yi=°’

st 'on chasse le dénominateur, on trouve le trinome ¢ en facteur, il
reste une équation du 4° ordre, la surface est de 4° classe.
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On voit aussi que P'équation (7) s’obtient par I'élimination du
paramétre A entre les deux équations

(®) E—i(ut+ o2+ w?)=0
et
(9) “2 AN

PRy Ny Gy
cette derniére représentant e céne supplémentaire du cdéne asymp-
tote de la quadrique Q_;, alors que (8) est la quadrique Q.. Les
deux équations (8) et (g) définissent les développables qui enve-
loppent la surface Q.

Cherchons le cylindre circonscrit paralléle a I'axe Oy, par exemple;
nous avons, en annulant ¢ dans (7), les deux relations

E+3i=o, E+yu+awi=o0
ou

(10) awl+var—s'+B(uw+w2)=0 et (a+7)(u+w2)—s2=0;

on retrouve les courbes déja rencontrées. En outre, les valeurs de u,
w, s qui vérifient les deux équations (10), déterminent des plans
normaux au plan principal et dont lés traces font partie du contour
apparent de la surface projeté parallélement a Oyy. Il vient

u? w2 s?

a—f [3—-Y=cx2—y‘-”

ce qui donne quatre plans symétriques deux & deux par rapport au
centre de la surface et normaux aux asymptotes de la focale du
plan 0 2.

19. Courbes tracées sur la surface. Représentation paramétrique.
— Partons des relations entre coordonnées cartésiennes et elliptiques,
en remplagant a2, 32, y* par a, b, ¢ pour simplifier I’écriture

_JE= @@=t a—ry _v/w—mow—xgw—mg
r= (a—b)(a—c) ’ y=

(b—c)(bj—a)
(c— X )(c—ha)(c—123) <
(c—a)(c—0b) !

(1)

2=

M, g et A, sont les A des trois quadriques homofocales qui passent
par le point de coordonnées z, y, .
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‘En assujettissant les trois A 'a une relation, les expressions (1),
dépendant de deux paramétres, représenteront une surface.

1° };=o donne la quadrique dont les carrés des demi-axes sont
a, b, c; les courbes ;= const. et ;= const. sont les lignes de
courbure;

2° La sphére de rayon r sera représentée par

.(a—)\,)(a—)\g) R (b—')q)(b—-)\:)
(a—by(a—c)’' V7 b—c)b—a)’

(c—/1)(c—-/»)
(c—a)(c— b)
ou les courbes A; = const. sont les intersections de la surface par les

cénes homofocaux du céne asymptole de la quadrique de base.
Il vient, en effet, en ¢léminant les variables,

9

Yitn=e Mitg=o
a—-)\i— ’ a—-)\g— ’

3° Dans le cas de la surface @, la relation est A; + A;=o0, nous

poserons Ay=—}:=1/A, puis remplagons par p la lettre 1,; il
vient (?)

(a*—h)(a—p) (b>— ))(b—'P-)
(a—b)(a—c)’ y= (b—ec)(b—a)’

2= \/ (2—M(e—p),
(c=a)y(e—86)"
Si la quadrique donnée est un ellipsoide, les quanlités a, b, ¢ sont
positives, nous les supposons rangées par ordre de grandeur
décroissante.
Les dénominateurs des radicaux étant, négatifs pour y, et positifs

pour z et 3, les numérateurs doivent avoir les mémes signes pour
obtenir des valeurs réelles; ceci entraine la nécessité pour A, de

(1)

(2) La représentation ci dessus, qui s'obtient sans le moindre calcul, présente cet
avantage que les paramétres ont une signification concréte. Elle différe 1égérement
de celle donnée par M. Richard {10]. Les paramétres 4’ et p." de M, Richard sont
liés & A et p par deux équations linéaires

MN+p=a+b+c et (a+b+c)n—p' —a = ab—+ bec—+ ca.
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varier entre c? et a*, tandis que u variera entre ¢ et @, et de telle
sorte que, si A est compris entre c? et b?, p se trouvera entre b et @,
et si A est entre b2 et a?, p se trouvera entre ¢ et b.

Comme vérification, nous retrouvons aisément I'équation de la
surface @ a partir des expressions (1), en nous aidant des identités
¢lémentaires qu’il est possible d’écrire entre trois grandeurs diffé-
rentes a, b, c; nous en rappelons ci-aprés quelques-unes qui nous

serviront :
Z[(a—b)l(a—C)] =2[<a—b;z<a—c)]=°’
E[(u—b?(a—c)]:" z[wi(bb):zc—)c)]:"’
2[(;%‘%%)—?)]=ab+bc+ca, 2-(7_——1—7%:&—_—0—)]=a+b+c,

Jahats)=— Daemwna—a- @

L’élimination est trés simple et donne :

(2) 4+ +2=a+b+c—p,
22 ¥? z2 _
(3) d—p-+b——p.+c——p._l_o’
. 'Z.') .,’.Q ,52 _
(4) iy sy Nl Y
(5) z:(b+c)+y*(c+a)+z(a+b)=ab—+bc+ca—+),
z2 2 3°
6 —= - =+ - —1=0
6y a— i b— L c—Vy ’
.Z“' }ﬂ z‘z
= —+ -+ - —1=0
(7 a+yr e+ yh e+ A ’
A AL, -3
(8) 2T T T ake

La soustraction membre 4 membre des équations (6) et (7) donne
Péquation (4). Effectuons la soustraction, aprés avoir rendu les
mémes équations (6) et (7) entiéres; nous obtenons Péquation (5),
de sorte que les quatre quadriques (4), (3), (6), (7) appartieanent
a un méme faisceau linéaire ponctuel.

L’équation de la surface Q s’obtient en éliminant p entre (2) et (3),
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et, si on la désire sous sa forme entiére, en utilisant (2), (5) et (8),
ce qui donne

(9) [Ex2—Za][Z2(b+c)—Xab]+ 2" bc — abe = o,

de la forme
SQ;+ Q: = o.

S est le premier membre de I’équation de la sphére de Monge de
la quadrique Q,, qui, & son tour, n’est autre que la quadrique
donnée, dont on a rendu entier le premier membre de I’équation.

On reconnait sur les équations (2) et (3) les courbes . = const.
et, sur les équations (6) et (7), les courbes A = const.

Les identités rappelées plus haut permettent de vérifier que les
courbes A = const. et = const. forment un réseau orthogonal, car

dzx ox 1 z x 1 1
on du ZZa‘-’——)\ a—p Zz(a—-b)(a—c) =0
L’équation (8) montre que les courbes Ap==consl. se trouvent a
I'intersection de la surface avec des homothétiques de la quadrique
donnée.

Une autrc courbe intéressante de la surface est la courbe.h = p.2
qui se trouve sur la surface du 4° ordre

(10) Q,—S2=0

obtenue a I'aide des équations (2) et (3).

L’intersection des surfaces (g) et (10) est du 16° degré mais,
comme l'ombilicale est une courbe double de la surface .(10) et
courbe simple de la surface &, elle compte pour deux dans I'inter-
section, dont le degré, réduit de 4 = 2 >< 2 unités, se trouve ramené
a 12.

Les normales a la surface, le long de cette courbe A = p2 sont
des droites du complexe, et cette courbe est le lieu du point de
contact de la surface @ avec les quadriques homofocales. Celles-
ci coupent, en effet, la surface suivanl une courbe A = const. et
suivant une courbe sphérique p. = const. Ces deux courbes ont huit
points communs, qui sont les points de conlact de la quadrique
avec &; on sait, d’autre part, que le long de la courbe px = const.,
les normales a la quadrique, sont génératrices du complexe; aux
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points ou cell-ci touchera la quadrique, la normale sera commune
aux deux surfaces.

Les points qui, dans chaque plan principal, sont communs aux
deux coniques, intersection de la surface  par le plan, sont les
points coniques de la surface et commeils se trouvent a I'intersection
des courbes A = b2, p = b (en prenant pour exemple le plan 20 z),
cela montre que la courbe A = p2 passe par ces points singuliers.

Pour obtenir le nombre des points de cette courbe qui sont situés
dans un plan quelconque, nous devons procéder trois fois a 'éléva-
tion au carré, et comme les polynomes en ., sous les radicaux, sont
du 3° degré, on obtient une équation en p!2; la courbe est donc du
12° ordre, ce qui vérifie le résultat déja trouvé.

Céone du complexe relatif a.l'origine des coordonnées. — Le
rayon de giration polaire, au point O, est ro= \/az—l— b4 ¢, un
plan normal a une droite du complexe passant par l'origine, et de
coordonnées u, ¢, w, a pour rayon de giration

a’ w2+ b2+ w
u? 4 p2 4 w?

Y

el ’on doit avoir

., QU+ b’v2+ 2w’ N
ry— 3 ; 5 =12p°
U+ o+ w?

en substituant p? — a, p*— B, p*—y a a*, b, ¢?, il vient
w(B+y)+ o2 (y+a)+w(a+B)=o,

le cone supplémentaire du cone représenté par I'équation ci-déssus
est le cone cherché, son équation est

2 (p~+7)+yiy +a)+ 2 (a+L)=0

et, comme ses génératrices appartiennent aussi au complexe de
Chasles (puisque issues du point O), ce sont des génératrices singu-
lieres et le cone est circonscrit a la surface; c’est aussi le cone
asymptote de la quadrique Qj, c’est-a-dire une courbe de la surface
dans le plan de Pinfini.

Conique du compleze du plan de Uinfini. — Le plan de P'infini
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ayant pour coordonnées tangentielles u=—o0, ¢v=0, w=o0, est
normal a un plan quelconque; son rayon de giration est infini, de
sorte qu’une droite, dans ce plan, sera unc droite du complexe si
c’est la droite & l'infini d’un plan dont le rayon de giration est lui
aussi infini; ce qui n’a lieu que si ses coordonndes satisfont a

u?—4- 92+ w’ = o,

c’est-a-dire que la conique du complexe est 'ombilicale, et puisque
toute droite a U'infini appartient aussi au complexe de Chasles, car
le plan de l'infini est une des faces du tétraédre fondamental, ’ombi-
licale est tout entiére sur la surface Q.

Les cordes communes a ces deux coniques définissent les dircc-
tions de plans qui coupent la surface Q suivant des quadriques
bicirculaires, car les points cycliques de ces plans sont points
doubles. Deux de ces cordes communes sont réelles, elles donnent
les directions de plan normales aux asymptotes de la focale hyper-
bolique.

20. Surface Q cerclée. — Les équations qui, au paragraphe 19,
donnent les courbes 2 et p sur la surface &, font apparaitre un cas
particulier intéressant : celui ot la somme de deux des quantités a,
b ct ¢ est nulle, par exemple @ + b —o.

Supposons a et ¢ positifs, la quadrique de base du complexe est
alors un hyperboloide a une nappe dont la conique principale du

_plan zOy est une hyperbole équilatére.

Les biquadratiques . = const. qui engendrent la surface Q sont

les intersections des sphéres

224+ Y1 2=c -y,

avec les quadriques associées

xz° }.-_v z?

-+ =1;
a—p a+p  c—p

les deux surfaces étant bitangentes, les biquadratiques se décom-
posent en deux cercles, dont les plans se coupent suivant Oz.
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L’équa.tion' (6) du paragraphe 19 est celle du cone de sommet O qui
s’appuie sur une courbe 2; elle devient

x° ye 32
-+ - 4 =
a?— a?— c:— A

o,

qui représente un cone de révolution d’'axe Oz.
L’équation ponctuelle de la surface est

sy 2 z y
z2 2 2 " —(z? 2) = 0:
(@t 2) (S — 2L )~ @y =o;
elle montre que 'axe Oz est une génératrice double de la surface, et
que la section par le plan horizontal zOy est formée par les droites
isotropes de l'origine et par la conique,

(2) z L

a—+c a—=c

—I=0

qui est une hyperbole si @ > ¢ et une ellipse si a << c. Plagons-nous
dans ce deuxiéme cas et posons a - ¢ = R?, ¢ — a = r?. La surface
apparait, dés lors, comme engendrée par un cercle variable, de
centre O, dont le plan tourne autour de I'axe O z et dont le rayon est
égal au vecteur de Uellipse (2).

Courbes tracées sur la surface. Réseau orthogonal. — Les
expressions paramétriques des coordonnées d’un point de la surface
s'écrivent immédiatement en partant de celles qui ont été données
dans le cas général, on obtient

(a2— \)(a—p) _ (a>— N)(a—+ 1)
2a(a+c) r= —2a(a—+c)

ooy/EER,
c2— a2

Les courbes p = const. sont les cercles, qui se projettent sur le
plan y Oz suivant des droites rayonnantes autour de O; les courbes
} = const. sont des biquadriques intersections des quadriques howo-
focales

xr =

2 ¥ N 22
a—yr  a+Vh c— X

I=o0

et
22 2 z®

—— _ — —1=0
a+ i a—yL c+ VX ’
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leurs projections sur le plan Oy sont des coniques d’équations

z? r:_ .
Rz r2 = ke,
par suite, homothétiques de I'intersection de la surface par le méme
plan de coordonnées.
On vérifie aisément la relation

dz dx
2 Bop =
condition d’orthogonalité des courbes 2 = const. et . = const.

A quatre valeurs de A correspondent quatre cénes de révolution
dont lintersection par le plan d’un cercle (@ = const.) donne
quatre droites faisant des angles constants; le rapport anharmonique
des 41 est donc constant, puisqu’il est fonction de ces angles. Nous
retrouvons dans ce cas simple le théoréme de Cayley : les cercles-
sont coupés par quatre trajectoires orthogonales en des points tels
que le rapport anharmonique soit constant.

Réseau conjugué. — Soit P un point de I'axe Oz, OP =v. Le
cone circonscrit a la surface, de sommet P, se décompose en la géné-
ratrice double Oz et un céne du 2° ordre.

D'ailleurs, il est facile d’obtenir la base de ce céne surle plan y Oz
comme lieu de la trace des tangentes, issues de P, aux cercles p=—const.
‘%Z -+ ;;2 — 1+ é(x‘l+y2) =o.

La courbe de contact du cone avec la surface est le lieu du point de
contact de la tangente variable avec le cercle correspondant. Il est
immédiat que cette courbe est l'intersection de¢ la surface par la
sphére de diamétre OP; c'est aussi la transformée par inversion de
la conique de base du cone, la puissance d’inversion étant ¢? et le
pole d’inversion P.
En résolvant par rapport a z, y, 3, les équations
y?

(x‘2+y2+z‘=)<%—,, + ;—_;)—(x"—!—y”):o

de la surface des sphéres qui découpent les cercles

224 Y22 — ul=0
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et des sphéres qui donnent les courbes conjuguées de ces cercles en
vertu du théoréme de Kcenigs

24?43 — vz =0,
nous obtenons

<1— g_?_) (1 u? / w? _ u'l)
T = p2 _F> B (I_;‘l—)<l R-‘-'

I 1 " 1

r?

Autre représentation paramétrique, par courbes orthogonales.
— En partant de I'équation classique de Vellipse du plan 2Oy en

coordonnées polaires
cos? v sin” w
P2 -+ o -—I=o0,

R2 r2

nous arrivons facilement a la représenlalion paramétrique de la

surface
Z=pcosQCcosw, Yy =pcosy sinw, z = p sing,

o nous remplacerons p par sa valeur tirée de I'équation précédente.

Les courbes » = const. sont les cercles et ¢ = const., leurs trajec-
toires orthogonales.

Celte génération par cercles fait apparaitre, sur la génératrice
double, quatre points pinces, oa les plans tangents & la surface le
long de cette génératrice double Oz, sont confondus avec l'un des
plans 50z ou 50y. Ces points sont situés, de part et d’autre du
centre O, aux distances égales aux longueurs des axes de la conique
du plan zOy.

Le cone circonscrit a la surface, depuis un de ces points pinces, se
décompose en deux plans, réels pour les points les plus éloignés.
La courbe de contact d’un de ces plans avec la surface est une
circonférence, puisque c’est 'inverse d’une droite. Ces propriéiés,
qui rappellent celles de la surface Q, sont immédiates si, dans
Péquation précédemment trouvée, de la courbe de base du céne
circonscrit

x2 -2 b
R +‘?r—= —1+ S(22+y) =0,

onfait¢p—=Rouv=r.
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Soit M un point de la surface; la tangente au cercle coupe le
plan 2Oy en un certain point D et la direction conjuguée du cercle,
au point M, est la tangente a la courbe de contact du céne circonscrit
a la surface et dont le sommet se trouve a lintersection de la
droite DM avec l’axe O 5. Cette courbe de contact étant 'inverse du
lieu du point D, les tangentes aux deux courbes, en M et D, sont
également inclinées sur la droite MD. Nous pouvons donc énoncer :
la direction conjuguée de la tangente au cercle, est la symétrique,
par rapport a cette méme tangente, de l'horizontale du plan
tangent au point considéré.

Propriété des sections horizontales de la surface. — Soil G, la
courbe d’intersection de la surface par un plan horizontal de cote z.
Le vecteur de la courbe C sera désigné par p, et celui de Iellipse du
plan 20y, de méme azimut w par p. Nous avons

2 _
pi=p*— 3%

de sorte que l'aire de la section horizontale est

2T T
fp dw_-—f p"dw—i—f z2dw = n(Rz = z2).
0

Cette aire est nulle pour
= \Rr.

Tragons, dans le plan 20y, le cercle de rayon /Rr qui coupe
Dellipse en quatre points, ou le vecteur de la courbe C devient imagi-
naire; en considérant comme positives les aires situées a 'intérieur
de Dellipse et négatives celles situées a I'extérieur, on voit que la
somme des aires négatives est égale a celle des aires positives dans l¢
cas général; la différence représente justement P'aire de la courbe C.
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