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LES 

ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES 

Par M. W. SIERPINSKI. 

LES ENSEMBLES PROJECTIFS. 

Introduction. — La théorie des ensembles projeetifs créée par 
Nicolas Lusin en 1924 est devenue une branche importante de la 
théorie des ensembles de points, le grand intérêt à étudier la/) rojection 
comme une des opérations lès plus simples et en même temps les plus 
importantes de la Géométrie étant incontestable. Or, la notion 
d'ensemble projectif semble présenter un grand intérêt philosophique, 
grâce surtout aux liaisons avec la Logique mathématique (voir plus 
loin, n°13) . 

L'étude de propriétés des ensembles projeetifs est difficile; 
cependant pour comprendre ce que sont les ensembles projeetifs 
et quels sont les problèmes qui s'y posent, on n'a pas besoin de 
connaissances spéciales. Je tâcherai tout d'abord d'expliquer d'une 
façon aussi élémentaire que possible, ce que sont les ensembles 
projeetifs, quelles méthodes on emploie pour les étudier, quels sont 
les théorèmes les plus importants de leur théorie et les problèmes 
encore non résolus. 

1. Ensembles ouverts. -— Un ensemble plan E est dit ouvert (ou 
ensemble G) s'il jouit de la propriété suivante : quel que soit le 
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point p de Vensemble E, il existe un cercle de centre p dont 
Vintérieur est entièrement situé dans ^ensemble E. 

Pour les ensembles linéaires il faut remplacer les cercles par les 
intervalles (segments) (dont le centre est en/?) ; pour les ensembles 
dans l'espace R3 à 3 dimensions les cercles par les sphères. Générale
ment on peut considérer les ensembles ouverts dans l'espace Rm à m 
dimensions. 

L'espace euclidien à m dimensions, Rm, est l'ensemble de tous les 
systèmes (#4 , #2 , . . ., xm) de m nombres réels (pris dans un ordre 
donné). L'intérieur d'une sphère de Rm au centre p~ (aH, a2 , . . . , am) 
et au rayon r est l'ensemble de tous les points (#i,*#2 , • • -, &m) 
de Rm, tels que 

L'intérieur (ou l'extérieur) d'un cercle, d'une ellipse ou d'un 
triangle est un ensemble ouvert plan, mais n'est pas ouvert dans 
l'espace à 3 dimensions. Pareillement l'ensemble de tous les 
points (#, y) du plan qui ne sont pas situés sur les axes des coordon
nées. 

La circonférence d'un cercle n'est pas un ensemble plan ouvert. 
L'axe de coordonnées est un ensemble ouvert linéaire, mais n'est pas 
un ensemble ouvert plan. La propriété d'un ensemble d'être ouvert 
est donc une propriété extrinsèque : propriété d'un ensemble par 
rapport'à l'espace dans lequel il est situé. 

On démontre sans peine qu'une somme d'un nombre fini ou d'une 
infinité quelconque d'ensembles ouverts dans Rm est un ensemble 
ouvert dans Rm. Le produit (c'est-à-dire la partie commune) d'un 
nombre fini quelconque d'ensembles ouverts dans Rm est toujours 
ouvert dans Rm ou vide, mais cela ne subsiste pas pour une infinité 
d'ensembles ouverts. Par exemple si l'on désigne par Sn l'intérieur 

du cercle x2-hy2 = —, les ensembles Sn(n = i, 2, . . . ) sont ouverts 

dans le plan, mais leur produit, qui est évidemment l'ensemble formé 
d'un seul point (o, o), n'en est plus. 

2. Opérations élémentaires. — E étant un ensemble de points situé 
dans Rm, on appelle complémentaire de E (par rapport à Rm) et l'on 
désigne par CE l'ensemble Rm — E, c'est-à-dire l'ensemble de tous 
les points de Rm qui n'appartiennent pas à E. ( Par exemple le complé-
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mentaire de l'intérieur d'un cercle par rapport au plan est l'ensemble 
de tous les points de la circonférence de ce cercle et de tous les points 
extérieurs du cercle considéré.) 

On a évidemment (pour tout ensemble E situé dans R m ) 

GCE = E. 

E étant un ensemble de points situé dans le plan, on,désigne par PE 
la projection orthogonale de l'ensemble E sur l'axe d'abscisses. 

(Xij #2 , . . .j Xm-A, ocm) étant un point de Rm. on appelle projection 
de ce point sur Rm_i le point (#4 , x^ . . ., xm^ ) de Rm-*. 

E étant un ensemble de points situé dans Rm, on désigne générale
ment par PE l'ensemble de projections sur Rm_< de tous les points 
de E (et l'on appelle l'ensemble PE projection sur Rm_< de 
l'ensemble E. 

3. Ensembles projeetifs. — On appelle projeetifs les ensembles 
qu'on obtient en partant des ensembles ouverts d'un espace à un 
nombre fini quelconque de dimensions et en effectuant un nombre 
fini de fois successivement les opérations de prendre le complémen
taire et de faire la projection. 

La famille de tous les ensembles projeetifs situés dans les espaces 
à un nombre fini quelconque (variable) de dimensions peut être 
définie comme la plus petite famille ,<D d'ensembles satisfaisant aux 
trois conditions suivantes : 

i° la famille <I> contient tous les ensembles ouverts d'un espace à 
un nombre fini quelconque de dimensions; 

2° siE<=$, CEe<I>; 
3° siE«=<ï>, PE€<&. 

Il est à remarquer que tous les ensembles qui ont été effectivement 
définis jusqu'à 1924 pour fournir des exemples de toute espèce étaient 
tous projeetifs (1). Or nous verrons dans le n° 9 comment on peut 
nommer un ensemble linéaire non projectif. 

4. Classes d'ensembles projeetifs. — On appelle fermés ou 
ensembles F les complémentaires des ensembles ouverts. Les 
ensembles F de Rm coïncident avec les ensembles CG de Rm et les 

(1) Cf. N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 90. 
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ensembles G de Rm coïncident avec les ensembles CF de Rm. Les 
ensembles ouverts dans Rm ne sont pas ouverts dansRm + 1 , cependant 
les ensembles fermés dans Rm sont aussi fermés dans Rm + 1 . 

On démontre sans peine que les projections des ensembles ouverts 
de Rm coïncident avec les ensembles ouverts de R m - i (pour m = 2, 
3, . . . ). Donc, les ensembles PG coïncident avec les ensembles G. 

On démontre que les ensembles PCG (où G sont des ensembles 
ouverts de Rm) coïncident avec les ensembles (de Rm_i) qui sont 
sommes de séries infinies Ei - r -E 3 + . . . d'ensembles fermés (de 
l'espace Rm- i ) • ces ensembles sont appelés FCT. Les ensembles CPGG 
(où G sont ouverts dans R,„) coïncident avec les ensembles (de R^~i) 
qui sont produits (partie commune) E, E2 E3 . . . d'une suite infinie 
d'ensembles ouverts de Rm-i : ces ensembles sont appelés Gg. 

Les ensembles fermés et les ensembles Gg jouent un rôle important 
dans l'Analyse et dans la théorie des ensembles de points. Les 
ensembles F (fermés) coïncident avec les zéros des fonctions conti
nues. Par exemple pour qu'un ensemble plan E soit fermé, il faut et 
il suffit qu'il existe une fonction con t inue / (# , y) de deux variables 
réelles, telle que E coïncide avec l'ensemble de tous les points (x, y) 
du plan, tels que f(x, y) = o. 

Les ensembles F de Rm coïncident aussi avec les ensembles de R™ 
qui contiennent leurs points d'accumulation. 

Comme exemple du rôle joué par les ensembles Gg dans l'Analyse, 
citons la proposition suivante : f(x) étant une fonction quelconque 
d'une variable réelle, V ensemble de tous les points x auxquels f(x) 
est continue, est toujours un Gg. 

Inversement, pour tout ensemble linéaire Gg, E, il existe une 
fonction f(x) d'une variable réelle, telle que E coïncide avec 
l'ensemble de tous les points x auxquels f(x) est continue. 

Voici une autre proposition qui concerne le rôle des ensembles Gg 
dans la théorie de la mesure : tout ensemble mesurable (au sens 
de M. Lebesgue) peut être enfermé dans un ensemble Gg de même 
mesure. 

Quant au rôle des ensembles Gg en Topologie, il suffira de citer le 
théorème de M. Lavrentieff, d'après lequel une homéomorphie entre 
deux ensembles situés dans les espaces à un nombre quelconque de 
dimensions peut être toujours étendue à deux ensembles Gg contenant 
respectivement ces ensembles. 
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Les projections des ensembles Gg, c'est-à-dire les ensembles 
PCPCG, où G sont des ensembles ouverts de Rm+2 sont appelés 
ensembles analytiques de Rm et désignés par (A). 

La théorie des ensembles analytiques n'existe pas depuis beaucoup 
plus de 3o années. Malgré ce temps si court elle s'est développée 
en une branche importante de la théorie des ensembles et de la 
théorie des fonctions de variables réelles. Nous lui consacrerons un 
Chapitre spécial. 

Les ensembles analytiques sont très généraux. Pour s'en rendre 
compte, il suffit de constater que tous les ensembles qui étaient 
considérés en Mathématique jusqu'à io,o5 étaient des ensembles 
analytiques. Au moment où Souslin et Lusin introduisaient les 
ensembles analytiques (en 1917), tous les ensembles de points qu'on 
savait nommer (même les monstres artificiellement créés) étaient ou 
bien analytiques ou bien complémentaires des ensembles analytiques. 

Les ensembles analytiques coïncident avec les images continues de 
l'ensemble de tous les nombres irrationnels (voir n° 21). Voici encore 
un théorème qui lie d'une façon simple les ensembles analytiques 
avec les ensembles ouverts. 

Pour qu'un ensemble linéaire E soit analytique, il faut et il 
suffit qu'il existe un ensemble ouvert plan G, tel que E est 
l'ensemble de tous les nombres réels x pour lesquels il existe (au 
moins) un nombre irrationnel y, tel que le point (x, y) n'appar
tient pas à l'ensemble G (voir n° 33). 

Les ensembles qui sont analytiques en même temps que leurs 
complémentaires [c'est-à-dire les ensembles qui sont à la fois (A) et 
C(A)] coïncident avec les ensembles mesurables B [c'est-à-dire avec 
les ensembles qu'on obtient en partant des intervalles et en effectuant 
dans un ordre quelconque un nombre fini ou une infinité dénom-
brable d'additions et de multiplications d'ensembles (théorème de 
Souslin, voir n° 27)]. 

Les ensembles analytiques sont désignés par P*, leurs complémen
taires par C4. Les ensembles P4 et Ci constituent la première classe 
d'ensembles projeetifs. On définit, pour n = 1, 2, 3, . . . par l'induc
tion les ensembles Pn et Cn comme il suit. 

Par définition, les ensembles P„ sont les ensembles T?Gn-\ et les 
ensembles Cn sont les ensembles CP^. Suivant cette notation P0 sont 
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des ensembles F<y, C0 les ensembles G§. Les ensembles qui sont à la 
fois Pn et Gn sont appelés Brt (ou ambigus de classe n). On démontre 
que les ensembles PB, coïncident avec les ensembles P, (voir n° 27'). 
(et, généralement, les ensembles PB„ coïncident avec les ensembles 
Pu, pour n = o, i, 2, . . . ) On obtient donc toutes les classes projec-
tives P4, G,. P2, C2, . . . si l'on prend pour classe initiale celle des 
ensembles B< (c'est-à-dire mesurables B) au lieu de G, comme le fait 
M. Lusin et plusieurs autres auteurs. 

En partant des ensembles ouverts d'un espace à un nombre fini 
quelconque de dimensions et en appliquant successivement les opéra
tions de prendre le complémentaire et de faire la projection, on obtient 
ainsi les classes suivantes d'ensembles : 

G, GG(=F), PCG(=FCT), CPCG(=Gg), PCPCG[=(A)], 
GPCPGG[=G(A)], PCPCPGG, CPGPCPCG, . . . 

qui sont désignés par 

(i) G, F, P0, C0, Pi, C„ P2, C„ P3, C„ . . . . 

Le problème qui se pose, c'est quelles sont les relations entre les 
familles d'ensembles de la suite ( i) . 

On démontre sans peine que tout ensemble G (c'est-à-dire ouvert) 
est un P0 et un C0 et il en résulte tout de suite (par l'induction) que 
tout ensemble Pn-i et tout ensemble Cn_i est à la fois un ensemble Pn 

et Cn, donc qu'il est un ensemble B/?. 
L'autre problème qui se pose, c'est si chaque famille de la suite (i) 

contient des ensembles qui n'appartiennent pas aux familles précé
dentes. La méthode qui sert à résoudre ce problème est celle des 
ensembles universels que nous traiterons dans les numéros sui
vants. 

5. Ensembles universels. — Un ensemble plan U est dit universel 
par rapport à une famille & d'ensembles linéaires si, en le coupant 
par les droites parallèles à l'axe d'ordonnées on obtient tous les 
ensembles (linéaires) de la famille <î> et seulement des tels ensembles. 
Un ensemble situé dans l'espace à 3 dimensions est dit universel par 
rapport à une famille $ d'ensembles plans, si en le coupant par les 
plans parallèles au plan YOZ on obtient tous les ensembles (plans) 
de la famille <& et seulement de tels ensembles. Pareillement on définit 
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(pour m = 4, 5, . . . ) les ensembles situés dans Rm et universels par 
rapport à une famille $ d'ensembles de Rm_i (1). 

Voici maintenant un théorème qui permet d'appliquer les ensembles 
universels à la démonstration d'existence de plusieurs classes 
d'ensembles. 

Soit & une famille formée d'ensembles linéaires et d'ensembles 
plans, jouissant des deux propriétés suivantes : 

i° L'intersection d'un ensemble plan de la famille & par une 
droite est un ensemble linéaire de la famille O. 

2° Un ensemble semblable (au sens géométrique) à un ensemble 
linéaire de O est un ensemble de O. 

Dans ces conditions, en désignant par D l'ensemble de tous les 
points de la droite y = x, nous pouvons affirmer que si II est un 
ensemble plan de la famille <J>, universel pour les ensembles liné
aires de la famille ¢ , alors DU est un ensemble de la famille <ï> 
dont le complémentaire D — U (par rapport à la droite D) n'ap
partient pas à la famille <D. 

Admettons, en effet, que l'ensemble D— U appartienlàlafamille<É>: 
d'après la propriété 2° de la famille O, la projection orthogonale H 
de D — U sur la droite x — o(en tant qu'un ensemble semblable à 
l'ensemble D — U) serait donc aussi un ensemble de <D et par suite, 
d'après la propriété de l'ensemble universel U, il existerait un nombre 
réel a, tel que la droite x = a rencontre U en un ensemble E dont la 
projection sur la droite x = o est l'ensemble H. 

Désignons par Q la projection de DU sur la droite x = o : 
l'ensemble H sera évidemment le complémentaire de Q par rapport à 
la droite x = o (D — U étant le complémentaire de DU par rapport 
à la droite D) . 

Or, désignons par/? le point (a, a) et distinguons deux cas : 

(1) L'idée générale d'ensemble plan et universel par rapport à une famille donnée 
d'ensembles est due à M. H. LEBESGUE (Journ. Math., 6e série, t. 1, p. 207). La 
notion a été étudiée surtout par M. N. LUSIN, C. B. Acad. Se, t. 181, 1925, p. 95 
et Leçons, p. 146 et 290. Cf. aussi W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 14, p. 82, 
0. NIKODYM, Fund. Math., t. 14, p. i45, C. KURATOWSKI Topologie, t. 1, p. 172 et 

L. V. KANTOROVITCH, Journ. Soc. Phys. Math. Leningrad, t. 2, 1929, p. i3-2i. 
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i° /?€DU. Il en résulte que a € Q , donc a non € H et par suite 
(a, a) non e E (puisque H est la projection de E sur l'axe x = o). 
Or, E est l'ensemble de points communs à U et à la droite x = a:le 
point/?(a, a) étant situé sur la droite x = a, il résulte de (a, a) 
non € E que p non € U, contrairement à l'hypothèse que p € DU. 

2° /? non € DU. D'après p e D, on a donc p € D — U, donc a € H 
(H étant la projection de D — U sur la droite x = o et a étant 
l'ordonnée du point/?), et par suite (a, a ) € E (puisque E est un 
ensemble situé sur la droite x = a, dont la projection sur la 
droite x = o est H) donc (a, a)eU (puisque E c U ) et, d'après 
p € D, p € DU, contrairement à l'hypothèse. 

L'hypothèse que l'ensemble D — U appartient à la famille 4> 
implique donc toujours une contradiction. Or, d'après la propriété i° 
de la famille <£, l'ensemble DU appartient à <t>. 

Notre théorème est ainsi démontré. 
D'après ce théorème, si O est une famille d'ensembles linéaires et 

d'ensembles plans, alors, pour démontrer qu'il existe un ensemble 
linéaire de la famille <£ dont le complémentaire n'appartient pas à <D, 
il suffit de démontrer que la famille 4> jouit des propriétés i° et 2° et 
qu'il existe un ensemble plan de la famille <b universel pour les 
ensembles linéaires de cette famille. 

On démontre sans peine par l'induction que, pour rc = o, i, 2, ..., 
la famille O de tous les ensembles linéaires ou plans P„ (resp. C„) 
jouit des propriétés i° et 20. Pour démontrer qu'il existe un 
ensemble P„ qui n'est pas un Cn (ou inversement) il suffira donc de 
démontrer qu'il existe (pour /2 = 0, 1,2, . . . ) un ensemble plan Va 

(resp. Cn) universel pour les ensembles linéaires P„ (resp. Cn). 
Nous commencerons par démontrer l'existence des ensembles 

ouverts universels. 

6. Un ensemble ouvert universel. — Soit 

( 2 ) S . , 8 S , 83, . . . 

une suite infinie formée de tous les intervalles ouverts aux extré
mités rationnelles. (On sait définir effectivement une telle suite.) 
Supposons encore que àA désigne l'ensemble vide. 

Tout ensemble linéaire ouvert (n'exceptant pas l'ensemble vide) 
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est évidemment la somme de tous les intervalles de la suite (2) qu'il 
contient, x étant un nombre irrationnel de l'intervalle (0,1), soit 

1 I » I 1 I x = 1 1 -+- 1 1 -1- | 1 .+. 
| v ( i , a ? ) | v ( 2 , a?) | v ( 3 , 3?) 

son développement en fraction continue infinie.' 
Posons 

G(x) = 8V(ija7) -h 8v(2,ar) -+• 8v(3,a:) H-. . . , 

ce seront évidemment des ensembles linéaires ouverts, déterminés 
pour tout nombre irrationnel x de l'intervalle (0,1). 

Soit M l'ensemble de tous les points (x, y) du plan, tels que 
x est un nombre irrationnel de l'intervalle (0,1) et y non GG(X). 

Soit F l'ensemble formé de tous les points de l'ensemble M et de tous 
les points d'accumulation de cet ensemble, et soit U le complémen
taire de F par rapport au plan. On démontre sans peine que U est 
un ensemble plan ouvert universel pour les ensembles ouverls 
linéaires (1 ). 

Pareillement, si l'on comprend par la suite (2) une suite infinie 
formée de tous les intérieurs des cercles rationnels (c'est-à-dire dont 
le centre a des coordonnées rationnelles et le rayon est rationnel), on 
obtient un ensemble ouvert dans l'espace à trois dimensions, universel 
pour les ensembles ouverts plans. Généralement, en utilisant les 
hypersphères rationnelles à n dimensions, on démontre l'existence 
d'un ensemble ouvert dans Rm_Hi, universel pour les ensembles 
ouverts de Rm. Le complémentaire (par rapport à R/«_t_1) d'un tel 
ensemble est évidemment un ensemble fermé de Rm + 1 , universel 
pour les ensembles fermés de Rm. 

7. Ensembles projeetifs universels. — On voit sans peine que si 
l'ensemble U situé dans Rm + i est universel pour les ensembles d'une 
famille <b situés dans Rm, son complémentaire CU (par rapport 
à R m + i ) est universel pour la famille de tous les complémentaires 
(par rapport à Rm) dès ensembles de la famille <D, et l'ensemble PU 
(situé dans Rm) est universel pour la famille de toutes les projections 
(sur Rm_i) des ensembles de la famille <D. 

L'existence des ensembles universels ouverts dans Rm entraîne 

(1) Cf. W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 7, p. 198. 
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ainsi l'existence des ensembles universels projeetifs de toute classe 
(finie), et le fait que nous savons nommer un ensemble universel 
ouvert dans un espace à un nombre fini quelconque de dimensions 
entraîne que nous savons aussi nommer un ensemble universel 
projectif de toute classe (finie) donnée, situé dans l'espace à un 
nombre fini quelconque de dimensions. [II n'existe pas cependant 
pour aucun n naturel, un ensemble B^ plan universel pour les 
ensembles Bn linéaires (1 ).] 

En particulier la méthode indiquée plus haut permet de construire 
un ensemble plan Q universel pour les ensembles P2 linéaires (en 
partant, comme on voit sans peine, d'un ensemble ouvert universel 
dans l'espace R 5 ) . Soit maintenant E l'ensemble linéaire qu'on 
obtient en coupant l'ensemble plan Q par la droite y = x. 
M. C. Kuratowski a remarqué qu'il manque complètement de 
méthode pour décider si l'ensemble E est mesurable ou non ( 2 ) . 
M. Kuratowski observe encore que l'ensemble E s'obtient de 
trois ensembles suivants : l'ensemble de nombres naturels, la 
parabole y = x2, le plan z = x -f-y, à l'aide de cinq opérations 
suivantes : i° addition (d'ensembles); 2° soustraction (d'ensembles); 
3° projection parallèle à un axe; 4° remplacement des points par des 
droites passant par ces points parallèles à un axe (de l'espace 
ra-dimensionnel, où m est arbitraire); 5° changement des axes (X 
en Y par exemple). 

On voit ainsi que même parmi les ensembles obtenus d'une façon 
tellement élémentaire il y en a dont la mesurabilité présente un 
problème non résolu. 

Or, en 1927 j 'a i nommé un ensemble P2 linéaire, E, tel qu'il 
n'existe aucune méthode pour décider si cet ensemble jouit de la 
propriété de Baire ou non, et que l'hypothèse que E jouit de la pro
priété de Baire entraîne que tout ensemble P3 linéaire jouit de la 
propriété de Baire ( 3 ) . 

Ensembles infiniment universels, — On dit que le système 
d'ensembles plans Uj, U2, ... est infiniment universel pour les 
ensembles linéaires d'une famille 4>, si les -intersections des 

1 , _ _ • 

(1) N. LUSIN, Leçons, p. 325, Note de W. SIERPINSKI (lemme). 

(2) C. R. Congrès Int. Math., à Zurich, t. II, 1932, p. 117-118. 
(3) C. R. Soc. Se. Varsovie, CI. III, t. 19, 1927, p. 477. 
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ensembles \Un(n = i, a, . . . . )• par les droites x = const. sont des 
ensembles de # et si, quelle que soit la suite infinie Ei, E2 , ...>•», 
d'ensembles linéaires de # , il existe un nombre réel ay tel que les 
intersections des ensembles ;Ui? U-a . . . par la droite x;= a sont 
respectivement les ensembles Et, E2 , . . . . 

M. N. Lusin a donné une méthode pour construire des ensembles 
doublement universels à partir dès ensembles universels ({)\ elle 
utilise la courbe péanienne remplissant le plan et est aussi applicable 
à la construction des ensembles infiniment universels si l'on utilise 
la courbe péanienne remplissant l'espace à x0 dimensions, mais il est 
nécessaire d'admettre que la famille d'ensembles considérés reste 
invariante par rapport aux transformations continues [ce qui est le 
cas pour les ensembles Pn(n = o, i, 2, . . . ), mais ne l'est pas pour 
les ensembles Gn(n = 0, 1, 2, . . . ) ] . Une autre méthode de construire 
des ensembles infiniment universels à partir des ensembles universels, 
applicable aux familles d'ensembles satisfaisant à certaines conditions 
simples (en particulier aux ensembles Pfl et Gn pour n = o, 1,.2,-.,,..) 
a été donnée par moi ( 2 ) . 

8. L'existence des ensembles projeetifs de tout© classe. — Comme 
nous l'avons démontré dans le numéro précédent, il existe, pour tout 
npmbre » = 0 , 1 , 2 , . , . , un ensemble \]n plan qui est un P^ uni
versel pour les ensembles Vn linéaires. D'après les remarques finales 
du n° 5, l'intersection En de l'ensemble U* par la droite y = x sera 
un ensemble Vn qui n'est pas un Gn et évidemment, le complémen
taire de E^ par rapport à la droite y ~ x sera un ensemble Cn qui 
n'est pas un P n . 

Les ensembles qui sont des P„ ou des C^, mais qui ne sont ni des 
P* ni des G* pour k < n constituent la nibme classe d'ensembles 
projeetifs. Tout ensemble P*-et tout ensemble C& étant à la fois 
u n P i + 1 et un G*+1 (n° 4) , on voit tout de suite que l'ensemble E n 

(qui est un Vn sans être un G^) ne peut pas être ni un P*, a i un C* 
pour k<Z'n : c'est donc un ensemble projectif de classe n (et pas de 
classe inférieure). 

Il est ainsi démontré qu'il existe des ensembles projeetifs de toute 

(x) C. R. Acad. Se, t. 189, 1929, p. 392. 
| 3 ) W, SiERPïNSKï, Mathematica, t. 12, p. 3i. 
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classe (finie) et l'on sait même nommer un ensemble projectif (P„ 
ou Cn) de toute classe n donnée. 

On voit sans peine qu'en se bornant dans les raisonnements des 
nos 5, 6 et 7 à l'intervalle (o , i ) [respectivement à l'intervalle 
/ra-dimensionnel ( o ^ # / ^ i ; « = i , 2 , . . . , m ) ] on démontrerait 
l'existence des ensembles T?n qui né sont pas Cn (ou inversement) 
situés dans l'intervalle ( o , i ) , et, pareillement, dans un intervalle (a, 
b) donné quelconque. On en conclut qu'il existe, pour tout nombre 
naturel », un ensemble Mn qui est un Pn sans être un Gn situé dans 
l'intervalle (2» — 2, 2» — 1) et un ensemble N„ qui est un Cn sans 
être un Pn, situé dans l'intervalle (2» — 1, 2 n). 

On démontre sans peine que l'ensemble MU + N„ est un B , ^ . Or^ 
toute portion (c'est-à-dire partie contenue dans un intervalle) d'un 
ensemble P„ (resp. Gn) étant un J?n (resp. G„), on conclut que 
l'ensemble Mn -h Nn n'est ni un P„ ni un C,,. Il existe donc dans 
toute classe d'ensembles projeetifs des ensembles ambigus qui 
n'appartiennent pas aux classes inférieures. 

9. Construction d'un ensemble non projectif. — Posons mainte
nant M = Mi -f- M2 -h M3 4- . . .. Si l'ensemble M était projectif, ce 
serait un ensemble P/2 ou Gn d'une classe n déterminée, donc, en 
tout cas, ce serait un ensemble Gn+\. ainsi que la portion M,1+4 de M 
[située dans l'intervalle (2», 2 » + 1)], contrairement à la définition 
de l'ensemble Mre+1. L'ensemble M n'est donc pas projectif. Nous 
avons ainsi nommé un ensemble linéaire non projectif. 

Quant à Y existence des ensembles linéaires non projeetifs, elle 
résulte sans peine de l'évaluation de la puissance de la famille de 
tous les ensembles projeetifs. Notamment la puissance de la famille 
de tous les ensembles ouverts (d'un espace euclidien) étant celle du 
continu, on démontre sans peine par l'induction, que, pour tout 
nombre naturel n donné, la puissance de tous les ensembles P„ et Cn 

est celle du continu et l'on en déduit tout de suite le même pour la 
famille de tous les ensembles projeetifs. Or, la famille de tous les 
ensembles linéaires étant de puissance 22*0 > 2X°, il en résulte l'exis
tence des ensembles linéaires non projeetifs. Cette démonstration est 
cependant non effective. 

L'exemple donné plus haut montre en même temps que la somme 
dfune infinité dénombrable dyensembles (linéaires) projeetifs 
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peut être un ensemble non projectif (dans le cas où les classes de 
ces ensembles ne sont pas bornées; c /n° 14). 

Ce fait donne lieu à une généralisation des ensembles projeetifs. 
On peut notamment envisager la plus petite famille <D d'ensembles 
de points satisfaisant aux conditions i°, 2° et 3° du n° 3 et encore à 
la condition 4° que voici : 

4° Si E = E4-+ Eo 4- . . . , où JLn( n = i, 2, . . , ) sont des ensembles 
de Rm appartenant à la famille ¢ , l'ensemble E appartient encore 
à O. 

On voit sans peine qu'une telle famille O contient tous les ensembles 
projeetifs situés dans un espace à un nombre fini quelconque de 
dimensions, et qu'elle contient encore d'autres ensembles, non pro
jeetifs (par exemple l'ensemble M défini plus haut). On pourrait 
même considérer une classification transfinie des ensembles de cette 
famille <I> présentant une analogie étroite avec la classification trans
finie des ensembles mesurables B (voir n° 23), et pourrait même 
démontrer, dans cette classification, l'existence d'ensembles pro
jeetifs de toute classe transfinie, c'est-à-dire d'une classe arbitraire 
n'appartenant pas aux classes précédentes. 

10. Projection et image continue. — E étant un ensemble situé 
dans Rm e t / ( / ? ) une fonction définie pour les points/? de E dont les 
valeurs sont des points de Rn (où » est > , = ou <.m), on désigne 
par / ( E ) l'ensemble de tous les points / ( / ? ) , où / ? e E et l'on 
appelle / ( E ) image de l'ensemble E obtenu à l'aide de la transfor
mation (fonction)/. 

Si / est une fonction continue dans E c'est-à-dire, si, p(/?, q) 

désignant la distance entre les points p et q, les formules pn € E 
pour » — o , 1, 2. . . . et \\mp(pn, />o) = o entuaînent toujours la 

formule lim p ( / ( /?„) , f(po)) = o l , l'ensemble / ( E ) est dit image 
n— « J 

continue de l'ensemble E. 
La projection PE d'un ensemble E est un cas particulier d'une 

transformation continue, notamment lorsque f(p) est la projection 
du point/? de Rm sur Rm_i-

Soit maintenant / ( E ) un ensemble linéaire (pour fixer les idées) 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 1 2 . 2 
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qui est une image (continue ou non) d'un ensemble linéaire E. On a 
évidemment 

<3) / ( E ) = P j J [ * = / O 0 , J '€E], 

o u K [?(#> y)] désigne l'ensemble de tous les points (#, y) du 
x> y 

plan dont les coordonnées satisfont à la condition cp(#, y ) . La 
formule (3) prouve que l'ensemble de valeurs d'une fonction f(y) 
définie pour y ^ E est la projection de son image géométrique [de la 
courbe x=f (y), o ù j e E ] . 

Introduisons maintenant une opération Q en quelque sorte inverse 
par rapport à la projection. E étant un ensemble situé dans Rm, 
désignons par Q (E) l'ensemble de tous les points (x± , #2 > ..., #m , xm+i) 
de Rm+i, tels que (#!, #2 , •••, xm)sE. On a évidemment P Q ( E ) = E 
[mais pas nécessairement Q P ( E ) = E ] . On démontre sans peine par 
l'induction que si E est un ensemble P ^ r e s p . 0«) , Q(E) l'est 
également. 

Soit maintenant / (E) une image continue (linéaire) de l'ensemble 
linéaire E et prenons au lieu de l'ensemble 

J][*=/(.r),.reE]. 
*,y 

l'ensemble superposable avec ce dernier, 

H = g [ . r = / 0 0 , * € E ] . 
x, y 

Soit H = H -f- H/ la fermeture de l'ensemble (plan) H. La 
fonction f(x) étant continue pour x € E, on voit sans peine que 
H = Î Î . Q ( E ) . Si E e s t u n C z - i , Q(E) l'est également et l'ensemble H, 
étant fermé, on en déduit sans peine que H est un ensemble Gn_i. 
L'ensemble (3) est donc une projection d'un ensemble plan d - i : 
c'est donc un ensemble Pn. 

Ainsi : toute image continue d'un ensemble (linéaire) Gn-\ est un 
ensemble P». Il en résulte que les ensembles P„ (linéaires) coïn
cident avec les images continues des ensembles C n ^ . Ce résultat 
peut être généralisé aux ensembles Cn-A situés dans un espace à un 
nombre fini quelconque de dimensions. On pourrait donc, dans la 
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définition des ensembles projeetifs remplacer l'opération de projec
tion par celle d'une transformation continue des ensembles [comme 
le fait par exemple dans son livre M, Kuratowski, dans le chapitre 
consacré aux ensembles projeetifs (1)]. Cela permet de traiter les 
ensembles projeetifs linéaires sans sortir de l'espace linéaire ( 2 ) . 
En particulier, on peut définir la famille de tous les ensembles 
projeetifs linéaires comme la plus petite famille d'ensembles linéaires 
contenant les ensembles linéaires ouverts et close par rapport à l'opé
ration de prendre le complémentaire et par rapport aux transforma
tions continues des ensembles (3). 

Les images continues des< ensembles Cn-i coïncidant avec les 
ensembles P n , on conclut tout de suite que toute image continue d'un 
ensemble Pn est encore un ensemble P« (pour » = 1,2, . . . ). Donc, 
en particulier, tout ensemble homéomorphe (c'est-à-dire image 
biunivoque et bicontinue) d'un ensemble Vn est un ensemble P„. 
• Le produit d'un ensemble Gn par un Gg étant un Cn (ce qu'on 
démontre par l'induction), il en résulte moyennant le théorème de 
M. Lavrentieff mentionné au n° 4 ( '* ) que tout ensemble homéomorphe 
d'un Cn est un Cn. Donc les ensembles Vn (resp. Cn) sont des inva
riants topologiques (5) (ce qui est vrai aussi pour n = o). 

On peut définir pour tout nombre naturel » un.ensemble C,i_i 
linéaire, soit Hn , tel que les ensembles P„ (linéaires) coïncident avec 
les images continues (linéaires) de l'ensemble H„ (G). Il existe aussi 
un ensemble linéaire fermé, H0, tel que les ensembles P0 (c'est-à-
dire Fa) coïncident avec les images continues de H0. Tel est par 
exemple l'ensemble H0 = E4 + E2 -h . . ., où En est l'ensemble parfait 
non dense de G. Cantor situé dans l'intervalle (n — 1, n). 

Il existe également un ensemble linéaire fermé K0 (par exemple 
l'ensemble H0 augmenté de l'ensemble de tous les entiers négatifs), 

(1) Topologie, t. I {Monografje Matematyczne, t. III, Warszawa-Lwôw, rg33, 
p. 234, 2e éd. Warszawa-Wroclaw 1948, p. 36i. 

(2) Dans cet ordre d'idées cf. mon Mémoire Contribution à la fondation de la 
théorie des ensembles projeetifs ( C. R. Soc. Varsovie, CI. III, t. 21, 1928, p. 219-233). 

(3) Cf. W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 7, p. 237. 
(4) Fund. Math., t. 6, p. i49-
(*) Pour Cx l'invariance topoiogique a été démontrée par une autre voie par 

M. P. ALEXANDROFF, Fund. Math., t. 5, p. 164. 
(6) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 11, p. 122. 
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tel que tout ensemble (linéaire) P0 indénombrable est une image 
biunivoque et continue dans un sens de l'ensemble K0. 

M. M. Kondô a démontré qu'il existe un ensemble linéaire K4 qui 
est un Ci tel que tout ensemble P* indénombrable est une image 
biunivoque et continue dans un sens de l'ensemble K ^ 1 ) . Or le 
problème reste ouvert s'il existe un ensemble linéaire (pas nécessaire
ment projectif) K2, tel que tout ensemble P2 de puissance du continu 
soit une image biunivoque et continue dans un sens de l'ensemble K2. 

11. Projections biunivoques. — On dit qu'un ensemble E situé 
dans Rm est une projection biunivoque (univalente) d'un ensemble H 
situé dans R m + i , si E = PH et si tout point de E est la projection 
d'un et d'un seul point de H. 

Les projections biunivoques des ensembles fermés coïncident avec 
les ensembles P0 (c'est-à-dire FG). 

Il suffit évidemment de démontrer que tout ensemble P0 de Rm esl 
une projection biunivoque d'un ensemble fermé de Rm+i. Soit, pour 
fixer les idées, m = i, et soit E un ensemble P 0 linéaire. Nous pouvons 
donc poser E = E1 + E 2 + . . . , où En(n = i, 2, . . . ) sont des 
ensembles linéaires fermés et bornés. Désignons par H i l'ensemble 
de points (x, y) du plan, où XGE± et y = o et désignons, 
pour » = 2, 3, . . ., par Hn l'ensemble de tous les points (x, y) du 
plan, où x e En — (E4 + E2 + . . . H- En_i ) et 

y= 1 :p(œ, Et-h E2'-h . . . H - E„_i ) , 

où p(#, F) désigne la distance du pointa? à l'ensemble fermé F . On 
démontre sans peine que l'ensemble plan H = Hi-f- H 2 + . . . est 
fermé et que l'ensemble E est une projection biunivoque de 
l'ensemble H. 

Les projections biunivoques des ensembles C0 coïncident avec 
les ensembles Bi (voir n° 28). M. M. Kondô a démontré que les 
ensembles P2 coïncident avec les projections biunivoques des 
ensembles G| : sa démonstration est fort compliquée ('-). 

(1) Fund. Math., t. 31, p. 3o et, par une autre méthode, Proc. Imp. Acad. Japan, 
t. 14, 1937, p. 59. 

(a) Jap. Journ, Math., t. 15, 1939, p. 223. 
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12. Projection et somme. — Un rôle important dans l'Analyse 

moderne joue l'opérateur 17[?(.#)] introduit par M. H. Lebesgue. 
X 

If [9(^) ] désigne l'ensemble des x qui satisfont à la condition,cp. 
X 

Cette condition peut être une équation, une inégalité, plusieurs 
inégalités, en général une fonction propositionnelle dont la variables? 
parcourt un ensemble donné (par exemple l'ensemble de tous les 
nombres réels) et qui devient vraie pour toute valeur de x satisfaisant 
à. la condition 9(a?) et fausse dans le cas contraire. Par 

exemple h [o ^ x ^ 1] est l'ensemble de tous les nombres de l'inter-
X 

valle (fermé) (o, 1). 

Pareillement on désigne par K [9(^, y)] l'ensemble de tous les 
•*•, y 

systèmes (x, y) qui satisfont à la condition y(x. y), où 9(5?, y) est 
une fonction propositionnelle de deux variables. Dans le cas où ces 

variables sont des nombres réels ji [9(3?, y)] est un ensemble plan. 
**•> y 

Par exemple K [a?2-4-^ = 1] est la circonférence du cercle x2 -+-y2 = 1, 
x, y 

B* [x2 H- / 2 < 1] est l'intérieur de ce cercle. 
y,x 

f(x) étant une fonction (réelle) d'une variable réelle, If [y = / ( # ) ] 
*•**> y 

est l'image géométrique de cette fonction [la courbe y = / ( # ) ] . 

D'après un théorème connu de M. Lebesgue, pour qu'une fonc
t i o n / ^ ) d'une variable réelle soit limite d'une suite infinie de fonc
tions continues, il faut et il suffit que, quel que soit le nombre réel a, 

les ensembles F [ / ( # ) > a] et J ] [ / ( # ) < a] soient des P0 . 
x x 

Les ensembles P ] [ / ( # ) > « ] et J ] [ / ( J ? ) < « ] jouent, comme on 
x x 

sait, un grand rôle dans l'étude de diverses propriétés de la fonc
t i o n / ^ ) (surtout dans la théorie des fonctions mesurables B, respec
tivement L). Or, le premier de ces ensembles est, comme on voit 
sans peine, la projection sur l'axe d'abscisses de lajDjajtfig^de la 

file:///NALYTIQUES
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courbe y ^= f(x) située au-dessus, de la droite y = a, c'est-à-dire 

g[/(^)>a]=pj][j'=/(^),r>a]. 
x x,y 

Voici maintenant une formule qui prouve qu'il existe un rapport 
étroit entre l'opération de projection et celle de somme. C'est 
l'égalité suivante pour tout ensemble plan E : 

(4) PE=2E[(^-r)€E]' 
r x 

En effet, si a ^ P E , il existe (au moins) un point (x, y) de 
l'ensemble E dont la projection est a, c'est-à-dire il existe au moins 
un nombre réel b, tel que (à, b) € E, d'où 

« € £ [ ( * , 6)€E] et a e J J Î K * , J0€E] . 
x y x 

D'autre part, si 

a €2E [ (*'- v ) € E ] ' 
Y X 

il existe (au moins) un nombre réel 6, tel que 

«ejJ[(*,&)€E], 
X 

donc que (a , 6 ) G E , et a est la projection du point (a , b) de E, 
d'où a 6 PE. 

La formule (4) est ainsi démontrée. Une formule plus générale de 
ce genre est l'égalité suivante pour toute fonction proposition
nelle 9(a?, y) de deux variables réelles 

x, y y x 

Pour la démontrer, désignons par E l'ensemble de tous les 

(1) Cf. C. KURATOWSKI e t A. TARSKT, Fund. Math., t . 17, p . 243, p ropos i t ion (12) ; 
aussi C. KURATOWSKI, Topologie, t . I , p . 10, ( 3 ) . 
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points (x, y) du plan pour lesquels la proposition <p(.#, y) est vraie. 
On a donc 

£[?(*> jO] = E, 
*> y 

donc 

P E [ ? U , r ) ] = PE; 
», r 

or, on a évidemment l'équivalence 

et la formule (4) donne 

P E =2E [ ? (*' r ) ] -
y x 

Oh a ainsi l'égalité (5). 
La formule (5) montre que l'opération de projection se réduit à 

celle de sommation, mais, en général, de sommation indénombrable. 
C'est pourquoi la projection est si difficile à étudier. D'autre part, la 
formule (5) permet d'exprimer certaines sommes indénombrables 
d'ensembles par les projections : l'importance de ce fait tient, d'après 
une remarque de M. Kuratowski au fait que la projection est une 
opération continue. 

13. Les opérations logiques et les ensembles projeetifs. — 
MM. Kuratowski et Tarski ont montré (1) qu'il existe un rapport 
intime entre les principales opérations logiques et les ensembles 
projeetifs. 

Les cinq opérations logiques sont exprimées par les symboles 
' -H . S et II; 

al désigne la négation de a; 
a -f- [3 est la somme logique ( = «a ou (3»); 
a. (3 est le produit logique ( = « a et (3 » ) ; 

<f(x) désignant une fonction propositionnelle, ^^(x) veut dire 

(») Fund. Math., t. 17, p. 240-248. 
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«il existe un x, tel que 9(5?)»; | ~ | 9(5?) veut dire «quel que soit x, 
X 

on a <?(x) ». 

Le rôle des ensembles projeclifs dans la théorie des opérations 

logiques repose sur la proposition suivante qui attribue à l'opé

ration 2J u n e interprétation géométrique 

(6) Er2ç(^J)]=PE[?(*,^)] (1). 
x L r J x,y 

La formule (6) est une conséquence immédiate de la formule (5) 

du n° 12, si l'on remarque que vu le sens du symbole logique >!<p(^,j) 

on a l'identité 

Er2^^)]=SE[9(a:'-r)]-
x \_ y J x 

Une fonction propositionnelle 9 (^1 , x2l . . ., xn) de n variables 

réelles est dite prôjective, si l'ensemble 1? [9(^1,^2? . . -5#7i)] 
x1}xif. ,.,xn 

(c'est-à-dire l'ensemble de points de R„ qui satisfont à la condition cp) 
est projectif (-). 

MM. Kuratowski et Tarski ont démontré que les cinq opérations 
logiques effectuées sur des fonctions propositionnelles projectives 
conduisent toujours à des fonctions propositionnelles proj ectives (3). 

Grâce à ce fait il suffit souvent d'écrire la définition d'un ensemble 
en termes logiques pour pouvoir en déduire que cet ensemble est 
projectif; plus encore : les relations entre les opérations logiques et 
entre les classes boréliennes et projectives sont si intimes que la forme 
de la définition permet souvent d'évaluer la classe de l'ensemble 
considéré. Comme on voit, on a ainsi une application de la logique 
mathématique aux mathématiques pures (4). 

En 1936 M. Kuratovski a démontré que l'application de l'induction 

(1) Fund. Math , t. 17, p. 243, proposition (12). 
(2) Cf. C. KURATOWSKI, Topologie, t. I, p. 243 (VIII) (2e édition, p. 369). 
(3) Fund. Math., t. 17, p. 2^6. 
(') Voir C. KURATOWSKI Fund. Math. 17, p. 249. 
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transfinie dans le domaine des ensembles projeetifs ne conduit pas 
(dans des hypothèses très générales) en dehors de ce domaine (1). En 
particulier il en a déduit que la surface de M. Lebesgue dont la 
nature était jusqu'à ce temps inconnue, est un ensemble projectif (2). 

[Le problème de la projectivitè de la surface de M. Lebesgue a été 
posé par M. Lusin qui s'en est occupé à plusieurs reprises ( 3 ) ] . 

Ce résultat, rapproché de ceux dont nous avons parlé plus haut, 
met en évidence le rôle fondamental de la notion d'ensemble projectif 
dans l'étude des ensembles et fonctions effectivement définissables (4). 

Il est encore à remarquer que M. K. Menger a montré (5) que la 
notion d'ensemble analytique est étroitement liée avec celle de 
l'ensemble de M. Brouwer. 

M. Propriétés des ensembles projeetifs. — Somme et produit. — 
n étant un nombre naturel donné, toute somme et tout produit d'un 
nombre fini ou d'une infinité dénombrable d'ensembles P7l(resp. Cn) 
d'un espace Rm à un nombre m fini quelconque (mais fixe) de dimen
sions est un ensemble Pn(resp. Cn) (6). On exprime ce fait en disant 
que les classes P;l(resp. Gn) sont closes par rapport aux opérations <r 
et ô [ce qui ne subsiste pas pour n=o, notamment la classe P0 

(resp. C0) n'est pas dénombrablement multiplicative (resp. additive)]. 
Il en résulte tout de suite que la classe B„(où n~ i, 2, . . . ) e s t 
aussi close par rapport aux opérations cr et à ; elle est encore close par 
rapport à l'opération G (complémentation) (et, plus généralement, à 
l'opération p — différence de deux ensembles). 

Puissance. — On démontre que tout ensembje Pi indénombrable 
contient un sous-ensemble parfait et par suite est de puissance du 
continu (voir n° 25). On ne sait pas s'il en est de même pour les 

(1) Fund. Math., t. 27, p. 269. Cf. aussi C. KURATOWSKI et J. v. NEUMANN, Annals 
of Math., t. 38, p. 5ai. 

(2) C R. Acad. Sci. 202, p. 1239, aussi Topologie I, 2e éd. (1948), p. 38o. 
(3) Voir par exemple son livre, p. 298 et suiv. 
(*) Cf. aussi la Note de M. KURATOWSKI, Les suites transfinies d'ensembles et les 

ensembles projeetifs {Fund. Math., t. 28, p. 186-196). 
(5) Jahresber. d. deutschen Math. Ver., t. 37, p. 213-226. 
(«) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 11, p. 126 et 13, p. 23g; N. LUSIN, Leçons, 

p. 27.7; C. KURATOWSKI, Topologie, t. I, p. 236, (3). Quant à la démonstration 
pour /1 = 1, voir plus loin, n° 19. 
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ensembles C*. Or, M* K. Gôdel a signalé (Proc. NationalAcademy 
of Se, t. 24, p. 556) que l'hypothèse qu'il existe un ensemble C* 
linéaire de puissance 2x°sans sous-ensembles parfaits est non contra
dictoire avec les axiomes habituellement admis de la théorie des 
ensembles, si ces axiomes ne sont pas contradictoires. Or, on a démon
tré (voir n° 24) que tout ensemble Ci (et, plus généralement, tout 
ensemble P2) totalement imparfait (c'est-à-dire dépourvu de sous-
ensembles parfaits) est de puissance ^ x 4 , (1) (voir n° 25). 

Il en résulte tout de suite que tout ensemble C^ (ou même P2) 
indénombrable est soit de puissance x t, soit de puissance du continu, 
mais on ne sait pas s'il existe des ensembles Ci ( ou P2 ) de puissance x<. 
On ne sait pas démontrer des théorèmes analogues pour les 
ensembles C2 : la puissance de ces ensembles (donc, à plus forte raispn, 
des ensembles projeetifs de classes ;> 2) nous est complètement 
inconnue. 

On démontre que tout ensemble P2 est une somme de x4 (alephun) 
ensembles Bi (c'est-à-dire mesurables B) (voir n° 24). Il en résulte 
sans peine que s'il existe une décomposition de la droite en deux 
ensembles P2 totalement imparfaits, l'hypothèse du continu est vraie. 
Or, on ne sait pas si une telle décomposition existe. 

Mesurabilité. — On démontre que tout ensemble Pi (donc aussi 
tout ensemble Ci ) est mesurable au sens de M. Lebesgue (voir n°24) ; 
on ne sait pas cependant si c'est toujours le cas pour les ensembles P 2 

(et même pour les ensembles B2) et l'on connaît des ensembles indi
viduels P a tels qu'à l'état actuel de mathématique nous ne connaissons 
aucune méthode pour résoudre la question s'ils sont mesurables ou 
non (voir n° 7). 

Or, M. K. Gôdel a signalé (2) que l'hypothèse qu'il existe un 
ensemble linéaire B2 non mesurable L n'est pas contradictoire avec 
les axiomes habituellement admis de la théorie des ensembles, si ces 
axiomes ne sont pas contradictoires. 

(1) On appelle ensemble de puissance xx tout ensemble indénombrable qui a même 
puissance que tout son sous-ensemble indénombrable. L'hypothèse de G. Cantor que 
l'ensemble de tous les nombres réels est de puissance xt est connue sous le nom de 
l'hypothèse çlu continu. J'ai consacré tout un livre à l'étude de cette hypothèse et de 
ses conséquences [W. SIERPINSKI, Hypothèse du continu, (Monogr. Matem., t. IV. 
Warszawa-Lwôw, ig34)]. 

(*) Proc. Nat. Acad. of. Se, t. 24, 1938, p. 556. 
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M. Kuratowski et moi, nous avons démontré (1) que l'existence 
d'un ensemble plan B2 non mesurable JL résulte de l'hypothèse 
suivante de N. Lusin («). Il existe une transformation y=f(x) de 
l'intervalle (0,1) en sous-ensemble de cet intervalle dont l'image 

géométrique J ) [ j = / ( # ) ] est un ensemble d dépourvu de sous-
x,y 

ensemble parfait (non vide) (c / , n° 29). 
Les mêmes remarques concernent la propriété de Baire (même au 

sens large).' En particulier nous ne savons pas s'il existe une décom
position de la droite en deux ensembles P2 dont chacun soit de 
deuxième catégorie dans tout intervalle. 

THÉORÈMES DE RÉDUCTION. — On dit qu'une famille & d'ensembles m 

satisfait au théorème de réduction si. étant donnés deux 
ensembles Y4 et V3 de ¢ , il existe deux ensembles disjoints YA 

et V2 de 0>, tels queY.cV^ V2 c U2 et V4 + V2 = Ui + U2 (») 
On dit que la famille $> d'ensembles satisfait au théorème 

de réduction généralisé si, étant donnée une suite infinie 
d'ensembles U1, U2, . . . rfeO, il existe une suite infinie d'ensembles 
disjoints V1, V-, . . . de <D, t-els que 

V"cU" pour /i = i,2, . . . et ^ V'* = ^ U " . 
n = i n =z l 

M. Kuratowski a démontré (loc. cit.) que les ensembles P0 , C i 

et P2 satisfont au théorème de réduction généralisé. Or ce n'est pas 
le cas pour les ensembles C0, Pi et C2. On ne sait rien sur ce 
problème pour les ensembles P3 ou G;!. 

M. Kuratowski a également démontré (loc. cit., p . 190) que si <& 
est une famille d'ensembles dénombrablement additive et satisfaisant 
au théorème de réduction généralisé, la famille W de tous les complé
mentaires des ensembles de la famille <& (par rapport à l'espace dans 
lequel ils sont situés) satisfait aux deux théorèmes de séparation 
généralisés suivants : 

On dit qu'une famille W d'ensembles situés dans un espace & 

(1) C. R. Acad. Bulgare, t. 61, p. 207-211 (Note du 21 février, 1941). 
(2) Leçons sur les ensembles analytiques, p. 287. 
(3) G. KURATOWSKI, Fund. Math., t. 26, p. 184. 
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satisfait au premier théorème de séparation généralisé, si étant 
donnée une suite infinie d'ensembles Ei, E2, . . . de W, telle 

00 

que I |E„ = o , il existe une suite infinie d'ensembles 11,,(/¾ = 1,2,...) 
n—i 

qui, de même que leurs complémentaires par rapport à & appar
tiennent àW et qui satisfont aux conditions 

oo 

E „ c H „ pour /1 = 1, 2, . . . et 1 1 H W = O. 

On dit qu'une famille W d^ensembles (situés dans un espace &) 
satisfait au deuxième théorème de séparation généralisé, si, 
étant donnée une suite infinie E4, E2, . . . d'ensembles deW, il 
existe une suite infinie Hj, H2, . . . d'ensembles dont les complé
mentaires (par rapport à l'espace &) appartiennent à W et 
tels que 

E n - J j E ^ c H * et ] ^ j H „ = o . 
m = l n=:l 

La notion de séparabilité des ensembles (au moyen des ensembles 
d'une famille donnée) est due à M. Lusin qui a démontré les deux 
théorèmes de séparation pour les ensembles P4 (voir n°30). Pour les 
ensembles C2 ils ont été démontrés par M. JNovikoff(1). 

L'étude des théorèmes de séparation pour les classes projectives 
supérieures semble être extrêmement difficile. 

Séparabilité unilatérale. — On dit qu'un ensemble de points E4 

est (unilatéralement) séparable d'un ensemble E2 au moyen d'un 
ensemble H, si l'ensemble H contient E4 et n'a aucun point commun 
avec E2. 

11 existe pour tout nombre naturel n deux ensembles de points 
dont chacun est (unilatéralement) séparable de l'autre au moyen 
d'un ensemble Pn ainsi qu'au moyen d'un ensemble Cn mais qui ne 
sont pas séparables au moyen d'un ensemble Bn ( 2) . 

(1) Fund Math., t. 25, p. 465. 
(3) N. LUSIN, Leçons, p. 325, Note de W. SIERPINSKI. 
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15. Les ensembles projeetifs et le crible de M. Lusin. — E étant 
un ensemble de points situé dans le demi-plan y > o, nous désigne
rons par K ( E ) et nous appellerons ensemble criblé au moyen du 
crible E (3) l'ensemble de tous les nombres réels x, tels que la 
perpendiculaire élevée en x à l'axe OX coupe l'ensemble E en un 
ensemble de points (non vide) qui n'est pas bien ordonné à l'aide 
de cette convention que le rang des points soit conforme à la direction 
positive de l'axe OY (en d'autres termes en un ensemble contenant 
une suite infinie de points dont les ordonnées vont en décroissant). 
On a (pour /1 = 1,2, . . . ) les théorèmes suivants (4) : 

I. Si E est un ensemble P„ plan, K ( E ) est un ensemble P n 

linéaire. 
II. Les ensembles Pn linéaires coïncident avec les ensembles K(E), 

oit E sont des ensembles Cn-\ plans. 

Soit, en effet, E un ensemble Pn plan et désignons pour k naturel, 
par H* l'ensemble de tous les points (x, y) du plan, pour lesquels il 
existe au moins un point (x0, y0) de E, tel que x = x0 et 

o<y0—y< j - Posons 

(7) H = H lH^H3...; 

on voit sans peine que 
K(E) = P(H). • 

Or, désignons par FA l'ensemble de tous les points (x, y, z) deR3 , 

tels que (x, y) € E et o < z < i : l'ensemble Fk est évidemment le 

produit de l'ensemble Q ( E ) (voir n° 10) par l'ensemble ouvert 

formé de tous les points (x, y, z) de R3, où o < z < j - L'ensemble E 

étant un P„, les ensembles Q(E) et FA le sont donc aussi. Or, 

l'ensemble HA est, comme on voit sans peine, une image continue de 

l'ensemble F* [obtenue en faisant correspondre au point (x, y, z) 

de FA le point (x, y — z) de HA] : donc H* est encore un P„, de 

même que l'ensemble (7) . Le théorème I est ainsi démontré. 

(3) Cf. N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 10. 
(*) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 12, p. 1: G. KURATOWSKI, Fund. Math., t. 17, 

p. 257. 
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Il résulte tout de suite du théorème I que siE est un ensemble Crt_i, 
K ( E ) est un ensemble P„ (tout ensemble C„_i étant un P„) . Donc, 
pour déduire du théorème I le théorème II, il suffira de démontrer 
qu'il existe pour tout ensemble linéaire M qui est un Pn un 
ensemble E qui est un C„__i, tel que M — K ( E ) . 

Soit donc M un ensemble P„ linéaire : il existe donc un ensemble 

plan N qui est un C«_i, tel que M = P(N) et, comme on voit sans 

peine, on peut supposer que l'ensemble N est situé dans le demi-

plan y >>o. Désignons parN/, l'ensemble de tous les points (x, y -h Ai 

où (x, ^ ) € N . L'ensemble NA (comme superposable avec M) est 
un C n - i , de même que l'ensemble 

E = N 1 - + - N 2 - + - . . ' . . 

Or, on voit sans peine que M = K(E) . Le théorème II est ainsi 
démontré. 

16. Les ensembles projeetifs dans les espaces métriques. — 
Soit M un espace métrique complet et séparable ( 1) . On appelle 
ensembles P4 de l'espace M les ensembles contenus dans M et qui 
sont des images continues de l'ensemble de tous les nombres irra
tionnels ( 2 ) . En partant des ensembles P4 on définit ensuite les 
ensembles P7l et Cn par l'induction comme il suit : les ensembles Cn 

sont des complémentaires (par rapport à M) des ensembles P7Î et les 
ensembles P/i+i sont des images continues des ensembles Cn ( 3 ) . 

M. W . Hurewicz a démontré que dans l'espace de sous-ensembles 
fermés de l'intervalle [métrisé d'après M. Hausdorff ( 4 ) ] l'ensemble 
des ensembles fermés indénombrables est un P4 qui n'est pas 
un Ci (*). 

(1) Un espace est séparable, s'il contient une partie dense finie ou dénombrable, 
complet, si toute suite satisfaisant au critère de Gauchy est convergente: 

(2) Cf. le livre de M. LUSIN, p. i35; aussi mon livre Introduction to gênerai 
Topology, Toronto, 1934, p. i36, i45, i5r et i52; F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 1927, 
p. 209 (II) et 211 (III). 
• (3) Cf. mon livre cité, p. 190 et G. STEINBACH, Beitrdge zur Mengenlehre 
(Inaugural-Diss., Bonn, 1933, p. 35); aussi C. KURATOWSKI, Topologie, t. I, p. 234. 
Cf. aussi ma ]Sfote dans Fund. Math., t. 7, p. 237. 

(*) F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 1927, § 28. 

(6) Fund. Math., t. 15, p. 4. 
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J'ai démontré (1) que dans l'espace de tous les ensembles fermés 
plans contenus dans le carré* Q(o^x ^L i, o ^ y ^ i ) métrisé 
d'après M. Hausdorff, l'ensemble de tous les ensembles fermés situés 
dans le carré Q et jouissant de la propriété que toute droite x = a, 
o ù o Z a Z i , le rencontre en une infinité indénombrable de points 
est un C2 qui n'est pas un P2. Or, si l'on y remplace les mots une 
infinité indénombrable par les mots un ensemble au plus dénom-
brable, on obtient un ensemble Ci qui n'est pas un P4. 

Dans l'espace de tous les ensembles fermés contenus dans le 
cube ( o ^ # ^ i , o^Ly^l\,o^lz^-\) métrisé d'après M. Hausdorff, 
l'ensemble de tous les ensembles fermés F tels qu'il existe pour tout 
nombre a de l'intervalle (o, i) un nombre b de cet intervalle, tel que 
la droite x = a, y = b a un ensemble au plus dénombrable de points 
communs avec F est un ensemble C:{ qui n'est pas un P s ( 2 ) . 

M. Mazurkiewicz a démontré (3) que dans l'espace de toutes les 
fonctions continues f(x, y), définies pour o ^.x ^J, o ^ y ^ I , 
métrisé par la formule 

p(/> g)= m a x 1 / ( ^ . 7 ) - &(x>y)\> 
o £ y < i 

l'ensemble de toutes les fonctions f(x, y) qui, pour une au moins 
valeur y sont partiellement dérivables par rapport à x pour tous les x 
de l'intervalle o ^ x ^ i, est un P2 qui n'est pas un G2. 

MM. Banach et Kuratowski ont démontré (4) que dans l'espace de 
toutes les fonctions continues y—f(x), o^x ^ 1 (où la distance 
de deux fonctions / et g est égale à max | f(x) — g(cc) \ ) il existe 

o< . r< i 

des ensembles linéaires de toute classe Cn [c'est-à-dire contenant, 
avec f(x) et g(x), la fonction ^f(x)-±-\*-g(x) pour l et JLI réels 
arbitraires]. 

(1) Fund. Math., t. 25, p. 261. 
(2) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 25, p. 263. 
(»') Fund. Math., t. 28, p. 7. 
(*) Studia Mathematica, t. 4, 1933, p. 95-99. 



LES ENSEMBLES ANALYTIQUES. 

Introduction. — La naissance de la théorie des ensembles analy
tiques est assez curieuse. C'était en 1916. M. Nicolas Lusin, alors 
jeune professeur à l'Université de Moscou, recommanda à son élève, 
Michel Souslin, d'étudier le Mémoire de M. Henri Lebesgue, Sur 
les fonctions représentables analy liquement (x). 

Dans ce Mémoire M. Lebesgue énonce, entre d'autres, le théorème 
que si une fonction représentable analytiquement est à valeurs 
distinctes, sa fonction inverse est aussi représentable analyti-
quement. La démonstration de ce théorème, donnée par M. Lebesgue, 
était basée sur quelques lemmes, parmi eux sur le lemme que la 
projection sur une droite d'un produit infini descendant d'ensembles 
plans est le produit des projections de ces ensembles. M. Lebesgue 
ne donne pas de démonstration de ce lemme, en le regardant comme 
évident, ce qui fut sans doute l'avis des lecteurs du Mémoire de 
M. Lebesgue pendant dix années. Or, M. Souslin, en étudiant ce 
Mémoire, remarqua que ce lemme était faux. 

En effet, si l'on désigne par En l'ensemble de tous les points (x, y) 

du plan, tels que x = o et o <y< ^ , le produit E i E 2 E 3 . . . de ces 

ensembles, donc aussi sa projection sur l'axe OX, est un ensemble 
vide, cependant la projection de chacun de ces ensembles sur 
l'axe OX, donc aussi le produit de ces projections, est l'ensemble 
formé d'un seul point (0 ,0 ) . Or, on a E n + 1 c E n pour n = i, 2. . . , 
c'est-à-dire que la suite considérée est descendante, contrairement 
au lemme de M. Lebesgue. 

Par hasard j'étais présent au moment où Michel Souslin commu
niqua à M. Lusin sa remarque et lui donna le manuscrit de son 

(1) Journ. Math., 6e série, t. I, 1905. 
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premier travail. C'est tout sérieusement que M. Lusin a traité le 
jeune étudiant qui lui déclarait avoir trouvé une faute dans un 
Mémoire d'un savant éminent. Je fus aussi un des premiers qui, 
immédiatement après M. Lusin a lu les manuscrits de Michel Souslin; 
je sais donc bien combien M. Lusin a aidé son élève et comme il le 
guidait dans ses recherches. Les ensembles analytiques sont appelés 
par plusieurs auteurs ensembles de Souslin : il serait plus juste de 
les appeler ensembles de Souslin et Lusin. 

M. Souslin ne se contenta pas de constater que le lemme de 
M. Lebesgue est faux. Il se mit à examiner si les conséquences que 
M. Lebesgue en a déduites étaient vraies. Une d'elles était la propo
sition de M. Lebesgue qu'une projection sur une droite d'un ensemble 
plan mesurable B est mesurable B [ce qui résulterait immédiatement 
du (faux) lemme de M. Lebesgue sur la projection d'un produit 
descendant d'ensembles, vu que la projection d'une somme (quel
conque) d'ensembles est la somme des projections de ces ensembles 
et que la projection d'un rectangle est un segment]. Pour construire 
un exemple d'un ensemble plan mesurable B dont la projection est 
non mesurable B, M. Souslin a créé toute une théorie qu'il appela 
théorie des ensembles (A) (analytiques). 

Cette théorie a été ensuite simplifiée et développée par M. Lusin 
qui a aussi démontré à l'aide d'elle que le théorème de M. Lebesgue 
sur l'inversion des fonctions représentables analytiquement, bien 
que déduit d'un lemme faux, est cependant vrai. 

Les deux premières publications de la théorie des ensembles (A) 
étaient les deux Notes aux Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences (séance du 8 janvier 1917, 1.164, p. 88 et 91) de M. Souslin, 
Sur une définition des ensembles mesurables B sans nombres 
transfinis et de M. N. Lusin, Sur la classification de M. Baire. 
En 1917, M. Lusin commença à écrire un travail étendu sur les 
ensembles (A) dont une partie fut publiée seulement en 1926 dans le 
volume 10 des Fundamenta Mathematicœ (p. 1-93). En 1930 
parut dans la Collection de Monographies de M. Borel le livre de 
M. N. Lusin Leçons sur les ensembles analytiques et leurs appli
cations. 

Quelques propositions concernant les ensembles (A) ont été 
démontrées par M. Lusin et par moi dans deux Mémoires que nous 
avons publiés ensemble en 1918 dans le Bulletin de l'Académie 

MÉMORIAL DES SG. MATH. — N u 1 1 2 . 3 
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des Sciences de Cracoçie (1) et en 1923 dans le Journal de Mathé-* 
matiques ( 2 ) . 

Quant à Michel Souslin, il est mort eu 1919 sans avoir publié sur 
la théorie des ensembles (A) rien de plus que la Note citée des 
Comptes rendus. 

Plusieurs propositions et problèmes de la théorie des ensembles 
analytiques ont été l'objet de travaux d'autres auteurs, comme 
Alexandroff, MUe Braun, Gôdel, Hurewicz, Kantorovitch, Keldych, 
Kolmogoroff, Kondô? Kunugui, Kuratowski, Lavrentieff, Liapounoff, 
Livenson, Mazurkiewiez, Montgomery, Neubauer, von Neumann, 
Nikodym O., Novikoff, Mlle Piccard, Poprougenko, Sélivanowski, 
Sierpinski, S teckel, Szpilrajn, Urysohn. 

Outre le livre cité de M. Lusin, la théorie des ensembles analy
tiques est traitée dans les Ouvrages suivants : 

F . HAUSDORFF, Mengenlehre, Berlin u. Leipzig, ig35, p. 90-93, 
177-181, 184-193, 262, 274-270 et 289-290. 

H. HAHN, Réelle Funktionen, I Teil, Leipzig, 1932, V Kapitel/ 
p. 339-398 : Die analytischen Mengen. 

C. KURATOWSKI, Topologie,%.\ (Monografij'e Matematyczne,t. III), 
Warszawa-Lwôw, 1933, § 34 : Ensembles projeetifs (p. 234-246) 
et § 35 : Ensembles analytiques (p . 246-267) et 2e édition, War-
szawa-Wroclaw, 1948, p . 36o-4âi. 

K. KUNUGUI, La théorie des ensembles analytiques et les espaces 
abstraits (Journ. of the Faculty of Science Hokkaïdo Impérial 
University, série I, vol. IV, p. i-4<> (Sapporo 1935). 

N. LUSIN, Mémoire sur les ensembles analytiques et projeetifs 
(Recueil mathématique de la Société Math, de Moscou, t. 33, 
19265 p . 237-290. 

N. LUSIN, Sur les ensembles analytiques (Fund. Mathem. t. 10, 
1926, p . 1-95. 

W . SIERPINSKI, Funkeje przedstawialne analitycznie, Lwôw 1926, 
Chap. V, p . 71-101 (en polonais). 

(1) Sur quelques propriétés des ensembles (A) {Bull. Ac. Se* Cramvie, 1918, 
P- 37-48), 

(1) Sur un ensemble non mesurable B. {Journ. Math., 7e série, t. II , 1923, 
p. 53-^2). ' 
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— Zarys teorji mnogosà, t. II (Topologja Ogôlna, Warszavva, 
1928, § 63-78, p. 153-2 15) (en polonais). 

— Introduction to gênerai Topology, (Toronto, University Press, 
ig34, p. 135-190). 

— Lectiuni despre muïtimile analitice, Cluj, 1937, p. 1-16 (en 
roumain). 

G. STEINBACH, Beitràge zur Mengenlehre (Inaugural-Disserta
tion, Bonn, 1930, p. 8-34). 

Les Mathématiques en VU. R. S. «S. pendant trente années 
1917-1947 (en russe, Moscou-Leningrad, 1948) contient un article 
de MM. Liapounoff et Novikoff (pp. 243-255) qui donne l'exposé 
des résultats obtenus par les mathématiciens russes dans la théorie 
des ensembles analytiques et projeetifs. 

17. Ensembles analytiques comme noyaux de systèmes- détermi
nants. — Il existe plusieurs définitions équivalentes des ensembles 
analytiques. Nous commencerons par celle qui est historiquement la 
première, celle de M. Souslin. Nous verrons à la fois comment 
M. Souslin a été conduit aux ensembles (A). 

Les ensembles mesurables B (linéaires, plans, etc.) sont les 
ensembles qu'on obtient en partant des ensembles élémentaires 
(segments, rectangles, etc.) et en effectuant un nombre fini ou une 
infinité dénombrable de fois les opérations d'addition et de multipli
cation (prendre la partie commune) d'ensembles (1). 

Prenons comme ensembles élémentaires plans les rectangles (fermés) 
dont les côtés sont parallèles aux axes des coordonnées II sera 
commode de considérer aussi des rectangles dont les dimensions sont 
nulles, c'est-à-dire les segments parallèles aux axes et les points. 
(Il suffirait d'ailleurs pour notre but de considérer seulement les 
rectangles rationnels, c'est-à-dire dont les sommets ont des coor
données rationnelles). On pourra alors dire qu'un produit (d'un 
nombre fini ou d'une infinité quelconque) de rectangles est un rec
tangle (ou bien un ensemble vide). 

La projection sur une droite d'un ensemble élémentaire plan est 

(1) Pour. la critique de cette définition, voir N. LUSIN, Recueil Math. Moscou, t. 33, 
1926, p. 239-247; cf. ses Leçons, p. 17-40¾ 
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évidemment un segment ou un point, donc un ensemble élémentaire 

linéaire. 
La classe la plus simple dés ensembles mesurables B après les 

ensembles élémentaires c'est la classe des sommes d'un nombre fini 
ou d'une infinité dénombrable d'ensembles élémentaires. La projection 
d'une somme (d'un nombre fini ou d'une infinité quelconque) 
d'ensembles étant la somme des projections de ces ensembles, on voit 
tout de suite que la projection d'un ensemble plan mesurable B delà 
classe considérée est un ensemble (linéaire) mesurable B delà même 
classe. 

La classe suivante d'ensembles mesurables B est formée de produits 
d'une infinité dénombrable d'ensembles de ,1a classe considérée tout à 
l'heure. Les ensembles plans de cette classe sont donc de la forme 

E = J J 2 R - = (R! + R i + . . . ) ( R ï + Ri + - - ) ( R Ï + R32- , . ) . 

m = i « = i 

où R'" sont des rectangles, ce qu'on peut aussi écrire 

nx,n9,... 

la sommation V s'étendant à toutes les suites infinies de nombres 

naturels n^ n%, . . . . 
Cherchons maintenant la projection PE de l'ensemble E sur 

l'axe OX. La projection d'une somme étant la somme des projections, 
la formule (i) donne 

(2) P E = 2 P ( R A t R î . R ï . - > -
Hi,n a , . . . 

La projection d'un produit n'étant pas, en général, égale au produit 
des projections, nous ne pouvons pas remplacer P(Ri 1 Rî i . . •) 

p a r P ( R i l ) P ( R ? s ) . . . . 
Or, on démontre sans peine que la projection d un produit descen

dant de rectangles fermés c'est-à-dire dont chacun est contenu dans 
le précédent) est égal au produit des projections de ces rectangles (et 
cette proposition subsiste pour les produits descendants d'ensembles 
fermés et bornés). Il faut donc remplacer le produit R ^ R ^ . . . par 
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un produit descendant de rectangles, ce qu'on achève sans peine, en 
posant 

R ^ S . . . R ^ = I W * S , . . . . n * Pour * = ï , 2 . . . . 

et en remarquant que 

( 3 ) R„t RJL R̂ 8 . . . = R/îtR/it,n2 R«lsn„ ns — 

On a maintenant 

R/it ^ R«i, wa ^ R«i, ws, «g ^ 

et 

(4 ) PCR/ïi^Wi.Wj^Wi,/!,,^. • •) = P ( ^ l i ) P(^/ii.li) ,P("»it'»r'ï> 

Posons généralement 

P ( R«t, nt,..., rat ) = 8n l f /?3,..., /z*, 

ce seront évidemment des segments (ou des ensembles vides). 
D'après (2) , (3) , (4) et (5) on trouve 

(6) P E = 2J 8*iS/,i»,,iS,|t»'I«»'1» — 
/ î i , / î 9 , . . . 

Les projections des ensembles mesurables B de notre classe sont 
donc des ensembles de la forme (6) . 

Mais ce qui est important, c'est que si l'on considère des ensembles 
mesurables B de classes supérieures (et même transfinies), leurs 
projections sont toujours des ensembles de la forme (6) (comme 
nous le démontrerons plus loin, n° 19). 

C'est cette forme (6) qui était tout d'abord l'objet d'une étude 
de M. Souslin. 

Nous dirons, d'après Souslin, qu'on a un système déterminant 
d'ensembles { En ^ nk\, lorsqu'on a fait correspondre à tout système 
fini de nombres naturels nK, /i2, . -, rc* un ensemble (d'éléments 
quelconques) EWi>n >Wjt. On appelle noyau du système déterminant 
S{E„ .Bii.mmnk) l'ensemble 

N = jï E W l E W l > W 2 E „ 1 > W s j „ 8 . 

nuntt.. 

On appelle ensembles analytiques linéaires (resp. plans) les 
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noyaux des systèmes déterminants formés de segments (respective^ 
ment rectangles). 

On pourrait appeler ensembles analytiques d'un espace métrique 
quelconque -M les noyaux des systèmes déterminants formés 
d'ensembles fermés (resp. ouverts) de cet espace. L'analyticité d'un 
ensemble ainsi définie est relative à l'espace dans lequel il est situé. 
L'espace M est par rapport à lui-même toujours analytique comme 
noyau du système déterminant formé d'ensembles, à la fois fermés 
et ouverts, tous = M, mais n'est pas nécessairement analytique par 
rapport à un de ses sur-espaces. On pourrait envisager des ensembles 
absolument analytiques, c'est-à-dire analytiques dans chaque espace 
qui le contient. 

M. K. Menger définit autrement l'analyticité d'un espace. Il appelle 
un espace métrique M analytique s'il existe un système détermi
nant {E^^ nk] formé d'ensembles ouverts de M, tel que : i° quelle que 
soit la suite infinie / i l ? n2, . . . de nombres naturels, si E ^ ^ „ t ^ o 

pour k = i, 2, . . ., l'ensemble 1 J E„i>/?a,mmmi„k contient un et un seul 
k=i 

point, et 2° quel que soit le point/? de M, il existe une suite infinie n±, 
oo 

ra2î . . . de nombres naturels, telle que l'ensemble I I E„ii/Îs ,lk est 

formé d'un seul point p (1). 
Une telle définition des espaces analytiques semble être trop vaste. 

En effet, d'après une remarque de M. E. Szpilrajn, il existe 22* 
ensembles linéaires qui sont des espaces analytiques de M. Merîjger. 
Notamment on démontre sans peine que si E est un ensemble quel
conque situé dans l'intervalle (o, i ) et H son complémentaire par 
rapport à cet intervalle, H i la translation de H le long de la droite 
de longueur i, l'ensemble E-f-H, est un espace analytique de 
Menger. 

On ne sait pas s'il existe des ensembles linéaires qui ne soient pas 
des espaces analytiques de M. Menger. Il est enfin à remarquer qu'il 
existe des espaces métriques non séparables qui sont des espaces 
analytiques de M. Menger, par exemple l'espace Dw de M. Fréchet(2). 

(1) Jahresb. d. deutsch. Math. Ver., t. 37, 1928, p. 224 et-p. 3o5, renvoi (*). 
(3) Voir W. SIERPINSKI, Fund. Math. 35, p. 208. 
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18. Opération A. — Le noyau du système déterminant jE^^ , . . . ^} 
est dit résultat de ^opération A effectuée sur les ensembles du 
système { E ^ . . . ^ } . 

<& étant une famille donnée d'ensembles, désignons par €>Ala famille 
de tous les ensembles qui sont des résultats de l'opération A effectuée 
sur les ensembles des systèmes déterminants formés d'ensembles de 
la famille O. Une des propriétés les plus importantes de l'opération A 
est la suivante : 

Quelle que soit la famille O d'ensembles, on a la formule 

(7 ) ( $ A ) A = < Ï > A . 

En d'autres termes, si chacun des ensembles Emjm2 ^ ( o ù mY, 
m2, . . . . ms est une suite finie quelconque de nombres naturels) est 
le résultat d'opération (A) effectuée sur les ensembles de la famille ¢ , 
le noyau du système déterminant {Emumt,. _ m J est aussi le résultat de 
l'opération (A) effectuée sur les ensembles de la famille ¢ . 

La démonstration de cette proposition d« la théorie générale des 
ensembles, bien que tout à fait élémentaire, n'eslpas d'ailleurs facile. 
On démontre notamment que si l'on a l'égalité 

E = % EmiEmi>"hEmi>m*>m3 ... 

et si l'on a pour tout système fini de nombres naturels m4, m2, . . . , m3 

Kmuma,...,mM— > * T?™1» m*> •••» m « E l w i » ms> ...-tma 
JSJ '-'ni nuni • • • » 

/ ? i , n a , . . . 

alors, en comprenant par pk et qk les nombres naturels bien définis 
pour tout nombre naturel k par la formule 

k = 2P*r-i(iqk—i), 

et en posant, pour tout système fini de nombres naturels nK, 7i2, . . . , /i* 

nun„. ..,nk— ^ ^ , ^ , ^ - ^ . . . , 7 ^ - 1 ( ^ . - , ) ' 

on aura la formule 

E = J ^ EWl Enu ni Eni> „2> „ s . . . ( l ) . 
/ 1 1 , 1 1 , , . . . 

(1) Voir par exemple W. SIERPINSKI, Intr. to gênerai Topology, Toronto, 19S4, 
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Or, il est à remarquer que si <I> est une famille (simplement) 
additive et multiplicative d'ensembles, la famille de tous les ensembles 

7 J E « I E < * i , a s E a i , a 2 > a a , - • • j 

où la sommation s'étend à toutes les suites infinies <xu a2î • • • for
mées des nombres o et i et où Eai0t3 a^ sont (pour tout système 
fini a h « 2 , ' . . . , au de nombres o et i) des ensembles de la famille 4>, 
coïncide avec la famille <Dg (1). 

K. Menger a démontré que les noyaux des systèmes détermi
nants {E„i>Wa nk) où E*1*'1»*"-''1* sont des intervalles finis et fermés 
de l'espace Rm et où, pour tout k naturel, il n'existe qu'un nombre 
fini d'ensembles E„t n „fc non vides, coïncident avec les ensembles 
fermés et bornés de Rm (2). 

19. Opérations a et à. — O étant une famille donnée d'ensembles, 
on désigne par <Da, respectivement par <J>g la famille de tous les 
ensembles qui sont des sommes, respectivement des produits d'une 
infinité dénombrable d'ensembles de la famille ¢ ( pas nécessairement 
distincts). On a évidemment, pour toute famille O d'ensembles, 

(8) <ï>c4>CT et $c$5 , 

puisque, si E € ¢ , on a 

E = E + E + . . . et E = E.E."... 

Or, on a pour Coûte famille O d'ensembles les formules 

( 9 ) $<JC<I>A et $ÔC<Î>A. 

En effet, si E€<^CT, on a E = E, + E2-f-. . ., où E„€<I> pour 
7i==i, 2, . . . . Posons, pour tout système fini de nombres naturels 
n4 , /i2, . . ., /u 

E/ii,/#„ ...,«* = En i , 

p. 137-140 (Th. 70); aussi Fund. Math., t. 21, p. 261. Cf. F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 
1927, p. 92. Cf. aussi n° 28. 

(1) W. SIERPINSKI, C. B. Soc. Se. Varsovie, t. 22, 1929, p. i63. 

(a) Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver., t. 37, 1928, p. 222-223; cf. aussi'la définition 
des ensembles de points « finis » de BROUWER; Math. Ann., t. 93, p. 2^5. 
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l'ensemble E sera, comme on voit sans peine, le noyau du système 
déterminant ( E % ^ 2 j ^ } , d'où E € # A . 

D'autre part, si E c ^ s , o n a E = HiH 2 H 3 , . . . , o ù H w € # p o u r 
7 1 = 1 , 2 . . . . Posons, pour tout système fini de nombres naturels 
ni, n2, . ..., nk : 

l'ensemble E sera, comme on voit sans peine, le noyau du système 
déterminant {.E^,,,..^}, d ' o ù E € # A . 

Les formules (9) étant ainsi établies pour toute famille <& d'ensembles 
nous pouvons y remplacer # par <£A, ce qui donne, d'après (7) 

(10) ( $ A ) ( ; C $ A et ( $ A ) a c $ A . 

On exprime les formules (10) en disant que la famille $A est close 
par rapport aux opérations <J et à. 

Soit, en particulier^ # la famille de tous les intervalles fermés : la 
famille <£A est alors celle de tous les ensembles analytiques linéaires 
et la formule (10) prouve qu'une somme et un produit d'une 
infinité dénombrable dJensembles analytiques est un ensemble 
analytique. 

20. Opération B. — $ étant une famille donnée d'ensembles, on 
désigne par #B la plus petite famille W d'ensembles contenant la 
famille # et close par rapport aux opérations a et à, c'est-à-dire telle 
que<D c f = Wo-.— lFg. On démontre sans peine qu'une telle famille #B 

existe pour toute famille $ d'ensembles. 
En effet, il existe des familles W contenant <ï> et closes par rapport 

aux opérations o- et à : une d'elles est la famille #A (n° 19). Or, on 
démontre sans peine qu'un produit (partie commune) d'un ensemble 
quelconque de familles contenants # et closes par rapport aux opéra
tions a et à est de même nature. Le produit de toutes les sous-familles 
de la famille <£A qui contiennent la famille # et sont closes par rapport 
aux opérations u et ô est donc la plus petite famille jouissant de ces 
propriétés : c'est donc la famille $B . 

En particulier, si <ï> est la famille de tous les intervalles, $>B est 
(par définition, si l'on veut) la famille de tous les ensembles linéaires 
mesurables B. 
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Il résulte tout de suite dç notre définition de la famille 4>B qu'on a 
la formule 
( Î I ) <Ï>BC<Î>A, 

quelle que soit la famille <E> d'ensembles. 
Si l'on prend, en particulier, comme & la famille de tous les inter

valles, il résulte tout de suite de la formule (i 1) que tout ensemble 
mesurable B linéaire est un ensemble analytique. 

La démonstration pour l'espace Rm est tout à fait analogue. 

2 1 . Ensembles analytiques comme projections des ensembles Gg. —r-
Soit E un ensemble analytique linéaire (non vide). Conformément à la -
définition de la fin du n° 17, E est le noyau d'un système déterminant 
formé d'intervalles fermés, } àni9n%,...,nk}? 

( 1 2 ) E = 2 J 8nj8*i,*i8/ii,n.,«8> •••> 
nu w£,... 

et nous pouvons supposer que pour chaque suite infinie donnée 
d'indices nK, n2, n>,]} . . . . les intervalles èHi, àn±ni, . . . , forment une 
suite infinie descendante, c'est-à-dire que 

puisque, si ce n'était pas le cas, il suffirait de remplacer chaque 
intervalle *«lf»9,...,njfc par le produit à«Ai,«.,....*«i,"a,...,»t sans altérer le 
noyau 4u système déterminant. 

On peut encore supposer que la longueur de l'intervalle 8ni,nn,...,nk est 

toujours < , : ; si ce n'était pas le cas, il suffirait de diviser chaque 

intervalle 5^,/1,,..., ** en un nombre fini (variable) d'intervalles de lon-r 

gùeur<; T et de modifier le numérotage des intervalles ànuf7i_ nkn. 

Cette modification nous permet également de supprimer tous les inter
valles vides, de sorte qu'on pourra, supposer que chaque inter
valle ènun ,nk est non vide. 

Dans ces conditions tout produit 

{ 1 4 ) ^ 1 ^ 1 ^ 1 , ^ 1 ^ 8 - • • • ? 

se réduit, comme on voit sans peine, à un point déterminé par la 
suite infinie de nombres naturels nx, n2, n%, . . . , donc aussi par le 
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nombre irrationnel x dont le développement en fraction continue 
infinie est 

(i5) x = Ex -h ,—I -h ,—| H- ,_L| + . . . , 

(où Ex désigne l'entier le plus grand ^x). 
Nous avons ainsi défini dans l'ensemble N de tous les nombres 

irrationnels une fonction/(a?) et l 'ensemble/(N) de toutes les valeurs 
f(x) de cette fonction (pour a? € N) est évidemment l'ensemble E. Or, 
si x et x' sont deux nombres irrationnels dont les développements en 
fraction continue ont les mêmes A1 premiers dénominateurs, les points 
correspondants/(a?) etf(xl) sont contenus dans le même intervalle 

/̂i„n„...n*, de longueur < T- Il en résulte tout de suite que la fonction 

f(x) est continue dans l'ensemble N. 
Nous avons ainsi démontré que les ensembles analytiques sont des 

images continues de Vensemble de tous les nombres irrationnels (1). 
Or, l'ensemble N est un C0 (un Gg) : les ensembles P4 coïncidant 

avec les images continues des ensembles C0 (n° 10), il en résulte que 
les ensembles analytiques sont des ensembles P^ 

La réciproque est aussi vraie. Soit, en effet, H un ensemble P4 

linéaire : c'est donc une projection PE d'un ensemble plan E qui est 
un Go, donc un Gg plan et l'on peut poser E ^ E i E a E ^ , . . . . où 
E„(n = \, 3, . . .) sont des ensembles ouverts plans. Or, tout ensemble 
ouvert plan est comme on voit sans peine, la somme de Lous les 
rectangles rationnels ( fermés) qu'il contient (c'est-à-dire des rectangles 
dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées et dont les 
sommets ont des coordonnées rationnelles). On peut donc présenter 
l'ensemble E sous la forme (i) du n° 17 et il en résulte, comme nous 
savons, que PE est un ensemble analytique. 

Ainsi : les*ensembles analytiques coïncident avec les ensembles 
projeetifs P f . La démonstration a été donnée pour le cas des 
ensembles linéaires, mais pour l'espace Rm elle est tout à fait 
analogue. 

Vu la définition des ensembles P< (n° -4), nous pouvons aussi dire 

(1) C'est cette propriété des ensembles analytiques qui est prise comme leur défi
nition par M.,N. LUSIN dans son livre, p. i35. 
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que les ensembles (À) coïncident avec les projections des 
ensembles G§. 

Les images continues des ensembles Pi étant des ensembles Pf 

(n° 10), nous concluons encore que toute image continue d'un 
ensemble (À) (en particulier la projection) est un ensemble (A) 

Or, M. Hurewicz a démontré que deux ensembles analytiques qui 
ne sont pas des ensembles F^ sont chacun une image continue de 
l'autre (1) . 

22. Ensembles analytiques comme ensembles de valeurs de fonctions 
continues partout d'un côté, respectivement semi-continues. — S i au 
lieu du développement (i5) en fraction continue on prend le dévelop
pement du nombre x (où o < x. -^ i) en fraction infinie dyadique 

X = 2-n* H- 2— wf - « . — / i 2 — n z 

et si l'on conserve la définition de la fonction f(x) du n° 21 [comme 
point ( i4)] , on obtient, comme on voit sans peine, une fonction/(#) 
définie dans l'intervalle o < x ^ i et continue partout du côté gauche. 
On en conclut que les ensembles (A) (linéaires) sont des ensembles 
de valeurs d'une fonction d'une variable réelle f(x) continue du 
côté gauche en chaque point x (2) 

De telles fonctions admettent, comme on sait, un ensemble au plus 
dénombrable de points de discontinuité et sont limites de suites con
vergentes de fonctions continues, donc des fonctions de c l a s s e ^ T de 
Baire. 

D'autre part, on démontre que l'image géométrique J==j^[ j=/(a?)] 
x,r 

de toute fonction f(x) d'une variable réelle de classe ^ i de Baire 
est un ensemble G§ (plan) : l'ensemble de valeurs (pour x réels) d'une 
telle fonction f(x), en tant que coïncidant avec la projection PJ, est 
donc un ensemble analytique. 

Or, toute fonction f(x) de classe ^ i est une somme d'une série 
convergente de polynômes en x à coefficients rationnels. Donc, les 
ensembles analytiques linéaires coïncident avec l'ensemble de 

(1) W. HUBEWICZ, Fund. Math., t. 12, p. ioi. 
(2) Fund. Math., t. 10, p. 169; cf. ibid., p. >2~i5. 



LES ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES. 4* 

valeurs que prend pour x réels, la somme d'une série convergente 
de polynômes à coefficients rationnels. 

On démontre aussi que les ensembles analytiques linéaires coïn
cident avec l'ensemble de valeurs (pour x réels ) d'une fonction f(x) 
semi-continue supérieurement ( 1 ) . Il en résulte sans peine que les 
ensembles (A) linéaires peuvent être obtenus à partir des ensembles 
plans fermés par un procédé très simple. On prend un ensemble plan 
fermé F (pas nécessairement borné, mais borné sur toute droite 
parallèle à l'axe OY), on le coupe par les droites parallèles à l'axe OY; 
sur chaque parallèle on choisit le point de F dont l'ordonnée est 
maximum et l'on projette le sous-ensemble de F ainsi obtenu sur 
l'axe OY. L'ensemble fermé F étant choisi convenablement, on peut 
obtenir ainsi tout ensemble (A) linéaire ( 2 ) . 

M. Poprougénko a démontré (*) que pour qu'un ensemble linéaire 
E soit analytique, il faut et il suffit qu'il existe une fonction continue 
f(x), telle que E soit l'ensemble de toutes les valeurs/ ' (#) , x parcou
rant l'ensemble de tous les points x auquels f(x) admet la dérivée 
unique et finie. 

Il a démontré aussi (4) que pour qu'un ensemble linéaire soit un 
ensemble (A), il faut et il suffit qu'il soit l'ensemble des valeurs de la 
fonction dérivée d'une fonction continue dérivable en tout point sauf 
aux points d'uh ensemble au plus dénombrable. 

On voit ainsi comment l'étude de l'ensemble de valeurs des fonc
tions d'une nature très simple conduit aux ensembles analytiques 
linéaires et même les plus généraux. 

23. Ensembles boréliens. — «frétant une famille donnée d'ensembles 
posons ¢^) = 0(0) = ^ et définissons pour les nombres ordinaux 
a < & par l'induction transfinie les familles 0^a) et <J>(a) comme il 
suit : 

(ï6) $ (a ,= / - 2 * ( ^ 6t * l» )=^2* ( S ï ^ • 
U<a A \*<« A 

On a ainsi 
¢(1) = ¢^, <J>(i) = ¢$, <&(*> = $„5, ¢(2) = $S<T. 

(1) W. SIERPINSKI, Bull. Acad. Polonaise des Se. et L., 19-.27, p. 697. 
(2) Loc. cit., p. 701; cf. aussi Fund Math., t. 11, p. 2^ . 
(3) Fund Math., t. 18, p. 77. 
(*) Loc. cit., p. 80. 
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On a, pour toute famille O d'ensembles 

$B=2 $ { a ) = :2 $ ( a ) -
D'après (16) on a, pour a < G , * ? » = <&(a) et ( « ( a ) ) 8 = * ( a ) : la 

famille 4>la) est donc dénombrablement additive, et la famille 4>(a) est 
dénombrablement multiplicative. On appelle par suite les ensembles 
de la famille <I>(a> de classe additive a et ceux de la famille <fr(a) de 
classe multiplicative <x relativement à la famille <D. 

Il y a des problèmes difficiles de la théorie générale des ensembles 
concernant les classes boréliennes initiales. Par exemple nous ne 
savons pas démontrer sans faire appel à l'hypothèse du continu qu'il 
existe une famille <fr d'ensembles, telle que 

¢^^¢(70(7=^0(70 C1)-

D'autre part, même en admettant l'hypothèse du continu, nous ne 
savons pas résoudre le problème d'existence d'une famille # 
d'ensembles, telle que 

¢(75(7 9± *(75<7S = ¢(70(70(7 ( * ) • 

Si <É> est la famille de tous les ensembles de Rm (ou, plus générale
ment, d'un espace métrique quelconque) qui sont à 1» fois Fa et Gg, 
les ensembles de la famille <&<a), respectivement * ( a , sont dits ensembles 
boréliens (ou mesurables B) de classe oc additive respectivement 
multiplicative. Les familles 

¢(1), ¢(,), ¢(5), ¢(2), ¢ 0 , ¢(3), . . - , 

sont ici formées respectivement des ensembles 

FC T , G Ô , G§CT, F«r t , F ^ , GÔCTÔ, 

Les ensembles appartenant à la fois aux familles <I>(a> et <&(ût) sont 
dits ambigus de classe a. 

La famille <&<a) (où o < a < & ) est dénombrablement additive et 
simplement multiplicative, et la famille <D(0C) est dénombrablement 
multiplicative et simplement additive. 

(1) W. SIERPINSKI, Recueil Math. Moscou, nouvelle série, t. 1, (43), p. 3o3. 
(2) Cf. Fund Math., t. 30, p. 65. 
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On a 
^ a ' + $ (a)C$(p)$(p) pour o ^ a < [ î < Q . 

On démontre pour o < a < & l'existence des ensembles plans d>(a), 
respectivement 0 ( a ) universels pour les ensembles linéaires 0(a>, res
pectivement ¢(06, (1) et l'on en déduit l'existence des ensembles boré-
liens (linéaires) de toute classe a < & qui n'appartiennent pas aux 
classes inférieures (cf. n° 8) . 

Une généralisation d'ensembles boréliens, respectivement analy
tiques, respectivement projeetifs a été considérée par L. MaximofF(2) 
en partant d'une généralisation d'espace o-dimensionnel de Baire. 

24. Décomposition des ensembles analytiques en une somme et en 
un produit de x1 ensembles boréliens. — Soit ¢ une famille quelconque 
d'ensembles et soit E un ensemble de la famille <bk (voir n° 19) : 
c'est donc un noyau d'un système déterminant {Eni^..>)WJt} formé 
d'ensembles de la famille ¢ . 

Posons, pour tout système fini de nombres naturels ni, n2, . . . , n* 

( 1 7 ) EXi, « ! , . . . , « * = E"i>n* "*» 

/ ¥ o \ p a + i _ i ra X 1 E a 

( . 1 ° ; Ejnltnit...}nk— ^« i ,n 8 , . . . , nk ^ ^ « i , " , , . . . , ^ , » 

pour tout nombre ordinal a << &, et 

(19) ^ , ^ . . . , ^ = ^ 1 ^ , ^ , . . . , ^ 

pour tout nombre ordinal a de seconde espèce. 
On démontre sans peine par l'induction transfinie que 

(20) K,«*...,nk***> 

pour tout système fini de nombres naturels nu /i2 , . . . , 71¾ et tout 

nombre ordinal a < &. 

(1) Fbir par exemple W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 14, p. 89; cf. L. V. KANTO-
ROVITCH, Journ. Soc. Phys. Math. Leningrad, t. 1, 1929, p. i3-2i; C. KURATOWSKI, 
Topologie, t. 1, p. 172. 

(») Sur les espaces transfinis, (Recueil Math. Moscou), Nouvelle série, t. 3, 1938, 
p. 553-558. 
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Posons 

(2i) s * = 2 E » ' 
/1 = 1 

nous aurons encore Sa € ¢3 pour a < &. 
On démontre la formule 

(22) E = J | S « . 

Donc : 

Tout ensemble de la famille ¢^ est un produit de Xi ensembles 
de la famille ¢^ ( i ), 

Posons encore 

(23) T« = 2 (K,- ,nt-Kîn\,...,nt), 
nl,ni,...,nk 

la sommation s'étendant à tous les systèmes finis de nombres naturels 
ni, n2. . . ., nie. On démontre que 

(24) E = 2 ( S a - T a ) . 

Désignons par ¢p la famille formée de tous les ensembles de la 
famille ¢ et de tous les ensembles de la forme E, — E2 , où Ei € ¢ et 
E2 € ¢ . D'après (20) et (2,3), on trouve, pour a < £2, T a € ®u9(j, d'où 
S a — T a € ^ p ( 7 p . Or, on démontre qu'on a (pour toute fami l l e^ 
d'ensembles) ¢Bp(7pC¢pB. Donc : 

Tout ensemble de la famille <bx est une somme de Xi ensembles 
de la famille ¢pB (2). 

En particulier, si ¢ est la famille de tous les segments de R4 

(respectivement rectangles de R2, etc.), les formules (22) et (24) 
prouvent que tout ensemble analytique (de Rm) est une somme et 
un produit de Xi ensembles mesurables B (*). 

(1) Voir Fund Math., t. 8, p. 366. 
(2) Loc. cit., p. 363. 
(3) N. LUSIN et W. SIERPINSKI, Journ. Math., t. 2, 1923, p. 62, aussi C. KURATOWSKI, 

Topologie, t. J, p. .264. 
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En posant, pour a < SI. 

E a = G S * - V CSÊ, 

on obtient, d'après (22) 

(25) C E = Y E « , 

a<rQ 

ce qui est une décomposition d'un complémentaire analytique en une 
somme de x< constituantes disjointes qui sont toutes mesurables B. 

La condition nécessaire et suffisante pour que l'ensemble E [donc 
aussi (E)] soit mesurable B est qu'il n'y a dans le développement (25) 
qu'un nombre fini ou une infinité dénombrable de constituantes non 
vides ('). 

M. Lusin a démontré qu'il existe des complémentaires analytiques 
pour lesquels les classes des constituantes tendent vers & (2) et même 
d'une manière monotone (3). Or, on ne sait pas s'il existe des com
plémentaire analytiques non mesurables B dont les constituantes 
soient de classes bornées (par un nombre ordinal <C &) et, en parti
culier, au plus dénombrables (cf. n° 25). 

Si l'ensemble analytique E est non mesurable B, il y a une infinité 
indénombrable de constituantes Ea de CE qui sont non vides. Si l'on 
prend un point de chacune de ces constituantes, on obtient un 
ensemble indénombrable qui est toujours de première catégorie 
(c'est-à-dire de première catégorie sur tout ensemble parfait) et dont 
tout homéomorphe est de mesure nulle (4) . 

Une proposition analogue a lieu pour les constituantes disjointes 
de l'ensemble analytique E lui-même qu'on obtient du dévelop
pement (24) (5)-

Quant au développement (24) MUe Sophie Piccard a démontré que 
ses termes forment une suite transfinie non décroissante (c'est-à-dire 
S « — T « c S P - - T P p o u r a < P < f f l ) ( t t ) . 

(1) N. LUSIN et W. SIERPINSKI, Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. 39. 

(2) N. LUSIN, Fund. Math., t. 17, p. 5, {cf. n° 31). 
(3) N. LUSIN, Sur les classes des constituantes des complémentaires analytiques 

(Ann. Se. Norm. Sup., Pisa, 20 série, vol. 2, ig33, p. 271). 
(*) N. LUSIN et W. SIERPINSKI, B. Acad. Lincei, t. 6, vol. VII, p. 214 et W. SIER

PINSKI, Fund. Math., t. 7, p. 18$. 
(5) W. SIERPINSKI, Fund Math., t. 21, p. 33 et Publ. Math. Univ. Belgrade, t. 2. 

1933, p. 19. 
(«) S. PICCARD, Fund Math., t. 21, p. i52. 

MÉMORIAL DBS SC, MATH. — N° 112. 4 
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On démontre qu'il existe (pour tout ensemble analytique E) un 
nombre ordinal JUL < Q (dépendant de E) , tel que l'ensemble 
E — ( S^ — TV) est de mesure nulle (4). Il en résulte que tout ensemble 
analytique est mesurable L. 

La mesurabilité L des ensembles analytiques a été énoncée par 
M. N. Lusin dans sa Note du 8 janvier 1917 des C. R. Acad. Se, 
t. 164, et démontrée pour la première fois dans la Note de N. Lusin 
et W . Sierpinski du Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. 44- Cf. aussi 
Fund. Math., t. 10, p. 26 et C. R. Soc. Se. Varsovie, t. 22, 1929, 
p. 155. 

Plus généralement on démontre qu'un noyau d'un système déter
minant formé d'ensembles mesurables L est mesurable L ( 2 ) . 

On démontre qu'il existe pour tout ensemble analytique E et tout 
ensemble parfait P un nombre ordinal/* < & (dépendant de E et de P) 
tel que l'ensemble E — (S^ — \L>) est de première catégorie de Baire 
relativement à P (3)v Les ensembles mesurables B jouissant delà pro
priété de Baire, il en résulte que les ensembles analy tiques jouissent 
de la propriété de Baire. Plus généralement, on démontre que la 
propriété de Baire est un invariant de l'opération (A) (4). 

Soit maintenant H un ensemble P2 linéaire. Il existe donc un 
ensemble plan analytique, soit E, tel que H = PGE, et il résulte de 

(26) que H = ^ P E a . Les ensembles E a étant mesurables B, les 

ensembles PE a sont analytiques (n° 21), donc sommes de x, ensembles 
mesurables B et il en résulte (vu que xj = x4) que tout ensemble P2 

(linéaire) est une somme de x,, ensembles mesurables B. On ne sait 
pas s'il en est de même pour les ensembles C2 et pour les ensembles 
projeetifs de classes supérieures. 

25. Puissances des ensembles analytiques et de leurs complémen
taires. — M. Souslin a démontré que tout ensemble analytique 

(1) E. SÉLIVANOWSKI, Fund. Math., t. 21, p. 24 et W. SIERPINSKI, ibid., p. 3i. 
(2) N. LUSIN et'VV. SIERPINSKI, Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. 44; E. SZPILRAJN 

Fund Math., t. 21, p. 229; C. KURATOWSKI, Topologie, t. 1, p. 58, S. SAKS, Theory 
of the IntegralJMonograffe Matematyczne, t. 7), Warszawa-Lwow, 1937, p. 5o. 

(3) Fund Math., t. 21, p. 32. 
(4) O. NIKODYM, Fund. Math., t. 7, p. 4$; C. KURATOWSKI, Topologie, t. 1, p. 56; 

E. SZPILRAJN, Fund. Math., t. 21, p. 229. 
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indénombrable contient un sous-ensemble parfait (non vide) (1) et 
par suite est de puissance dû continu. Tout ensemble mesurable B 
étant analytique, il en résulte, en particulier, que tout ensemble 
indénombrable mesurable B contient un sous-ensemble parfait 
(non vide), ce qui était démontré en même temps et indépendamment 
par MM. Alexandroff ('•*) et Hausdorff (=») en 1916. Leurs démonstra
tions, fondées sur une même idée, sont assez compliquées et utilisent 
les nombres transfinis. Une démonstration sans faire appel aux 
nombres transfinis et à la théorie des ensembles analytiques a été 
donnée par moi (4). (Je définis une propriété II d'ensembles dont je 
démontre qu'elle appartient aux ensembles fermés et aux sommes et 
produits d'une infinité dénombrable d'ensembles qui en jouissent, 
et je prouve que tout ensemble indénombrable à propriété II contient 
un sous-ensemble parfait). 

Tout complémentaire analytique et, plus généralement, tout 
ensemble P2 étant une somme de x1 ensembles mesurables B (n° 24), 
il résulte tout de suite du théorème de Alexandroff-Hausdorff que 
tout ensemble P2 (donc aussi tout complémentaire analytique) 
dépourvu de sous-ensembles parfaits est de puissance ^ x * . Les 
ensembles P 2 ne peuvent donc avoir une puissance intermédiaire 
entre x4 et 2*0. On ne connaît pas d'énoncé analogue pour les 
ensembles C2. 

Or, on ne sait pas démontrer, sans faire appel à l'hypothèse du 
continu, l'existence des complémentaires analytiques (respectivement 
des ensembles P2) de puissance x,,. D'autre part, même en admettant 
l'hypothèse du continu, nous ne savons pas résoudre le problème s'il 
existe des complémentaires analytiques linéaires indénombrables sans 
sous-ensembles parfaits. Or, M. K. Gôdel a signalé (5) que l'existence 
de tels ensembles est non-contradictoire avec les axiomes habituel
lement admis de la théorie des ensembles (si ces axiomes ne sont pas 
contradictoires). 

(1) C B. Acad. Se, t. 164, 1917, p. 89, et Fund. Math., t. 10, p. 25. Voir aussi 
N. LUSIN, Leçons, p. I5T et W. SIERPINSKI, Introduction to gênerai Topologie, 
Toronto, 1984, p. i58 (th. 78). 

(2) C. B. Acad. Se, t. 162, 1916. 
(3) Math. Ann., t. 77, p. 43o. 
(*) Fund. Math., t. 5, p, 166. 
(5) Proc. Nat. Acad. of Se, t. 24, p. 556. 



48 W. SIERPINSKI. 

Or, M. Lusin a nommé un ensemble C3 linéaire, E, tel que si l'on 
savait nommer un point de E on saurait nommer un complémentaire 
analytique linéaire indénombrable et sans partie parfaite, et si l'on 
réussissait à démontrer que l'ensemble E est vide, on aurait démontré 
que de tels complémentaires analytiques n'existent pas (1 ). 

26. Ensembles analytiques non mesurables B. — Dans le n°8 nous 
avons construit un ensemble P4 linéaire qui n'est pas un C4. Un tel 
ensemble est donc analytique sans être un complémentaire analytique 
et par suite ne peut pas être mesurable B (tout ensemble mesurable B 
étant analytique et tout complémentaire d'un ensemble mesurable B 
étant mesurable B). 

Il existe donc des ensembles analytiques linéaires non mesu

rables B et nous savons définir effectivement un tel ensemble, soit E. 

La fonction caractéristique f(x) de cet ensemble E est non mesu

rable B, puisque l'ensemble W [ / ( # ) = i] = E est non mesurable B. 
X 

Elle est donc non repfésentable analytiquement, c'est-à-dire ne rentre 
pas dans la classification de Baire. Elle satisfait cependant à la 
condition de Baire, c'est-à-dire elle est continue sur tout ensemble 
parfait quand on néglige un ensemble de première catégorie par 
rapport à cet ensemble parfait, puisque l'ensemble E, en tant que 
analytique, jouit de la propriété de Baire (n° 24). 

Donc, on sait définir effectivement une fonction non représen-
lable analytiquement satisfaisant à la condition de Baire ( 2) , ce 
qui résout un problème posé par M. H. Lebesgue et regardé par lui 
comme difficile. 

Quant à l'existence des fonctions non représentables analyti
quement satisfaisant à la condition de Baire, elle a été démontrée 
en 1914 p a r M. Lusin à l'aide de l'hypothèse du continu (*)" et 
ensuite en 1917 sans faire appela celte hypothèse, mais à l'aide de 
l'axiome de choix ( 4 ) . 

( l) N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 92 et Leçons, p. 296; cf. aussi la Note de 
N. LUSIN dans les C B. Acad. Se, t. 131, 1925, p. 280. 

(a) Voir N. LUSIN et W. SIERPINSKI, Journ. Math., 7e série, t. II, 1923, p. 53. 
(8) C. B. Acad. Se, t. 158, 1914, p. 1259. 
(*) Fund. Math., t. 2, p. 157. 
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En ce qui concerne l'existence des fonctions non représentables 
analytiquement (d'une variable réelle), elle résulte tout de suite du 
fait que l'ensemble de toutes les fonctions rentrant dans la classifi
cation de ft. Baire a une puissance inférieure à celle de l'ensemble 
de toutes les fonctions d'une variable réelle (ce qu'on démontre à 
l'aide de nombres transfinis et d'axiome du choix). Le premier 
exemple effectif d'une fonction non représentable analytiquement a 
été donné en 1900 par M. H. Lebesgue (1) à l'aide de nombres 
transfinis. En 1924 j'ai donné un exemple effectif d'une fonction non 
représentable analytiquement sans faire appel aux nombres transfinis 
et à la théorie des ensembles analytiques et sans utiliser les opé
rations d'addition et de multiplication à partir d'une infinité non 
dénombrable d'ensembles ni dans la construction ni dans la 
démonstration (2) . 

27. Théorème de Souslin. — Soient E et E4 deux ensembles ana
lytiques, noyaux de systèmes déterminants formés de segments 
(respectivement rectangles, etc.). On a donc la formule (22) du 

n° 24 et une formule analogue E i = TTS". Or, on démontre que 

si E E i = o , il existe des nombres ordinaux p. < il et v < & , tels 
queS^Sj = 0 (a). Comme E c S ^ et Ei c S j et comme les ensembles S^ 
et S'J sont mesurables B, on en conclut que deux ensembles analy
tiques disjoints sont séparables B, c'est-à-dire peuvent être enfermés 
dans deux ensembles disjoints mesurables B. C'est le premier 
principe des ensembles analytiques de M. Lusin (1) . La démons
tration mentionnée fait usage de nombres transfinis; M. Lusin en a 
donné aussi une autre, sans utiliser les nombres transfinis (5) . 

Le théorème en question est une conséquence d'une proposition 
de la théorie générale des ensembles ( 6 ) ; il résulte aussi du théorème 

(1) Journ. Math , 6e série, t. I. 
(2) Fund. Math., t. 5, p. 87. 
(3) Voir par exemple, N. LUSIN et W. SIERPINSKI, Journ. Math., 7* série, t. II, 

1923, p. 58-6o. 
(*) N. LUSIN, Leçons, p. i56. 

(s) Loc. cit., p. 157; voir aussi mon livre, Introduction to gênerai Topology, 
p. 159. 

(•) Voir, W. SIERPINSKI, Fund Math., t. 25, p. 29 et 21, p. 265; cf. aussi S. STECKEL, 
Ann. Soc. Polon. Math., t. 7, 1929, p. 269. 



50 W. SIERPINSKI. 

de réduction (pour les ensembles d ) de M. Kuratowski (voir n° 14). 
Soit maintenant E un ensemble analytique dont le complémen

taire E i = C E est aussi analytique. D'après le premier principe de 
M. Lusin il existe donc deux ensembles mesurables B,.M et N tels 
que E c M, CE c N et MN = o, ce qui donne tout de suite E = M et 
prouve que l'ensemble E est mesurable B. On a ainsi ce 

THÉORÈME DE SOUSLIJV ( 1) . — Pour qu'un ensemble soit mesu
rable B, il faut et il suffit qu'il soit analytique en même temps 
que son complémentaire. 

En d'autres termes, les ensembles mesurables B coïncident avec 
les ensembles projeetifs Bi [c'est-à-dire qui sont à la fois P4 et C* 
(cf. n'A)]. 

28. Théorème d'unicité de N. Lusin. — Un système déterminant 
{E^ ^ WJt j est dit système d'unicité, si m,, m2, ... et n±, n2, ... 
étant deux suites infinies distinctes (au moins dans un terme) de 
nombres naturels, on a toujours 

oc 

k = l 

<£ étant une famille donnée d'ensembles, désignons par <&„ la famille 
de tous les ensembles qui sont noyaux de systèmes d'unicités 
{Enttna,...,nk} formés d'ensembles EWi „2>> )/2)t de la famille ¢ . On a 
évidemment ^ C ^ A - On démontre qu'on a pour toute famille $ 
d'ensembles 

($u)u = $u.' 

La démonstration de cette égalité est tout à fait analogue à celle de 
l'égalité (7) du n° 18 : il faut seulement supposer que les systèmes 
déterminants considérés sont des systèmes d'unicité ( 2 ) . 

O étant une famille quelconque d'ensembles, désignons par OB* la 
plus petite famille F d'ensembles satisfaisant aux trois conditions 
suivantes: i ° O c F ; 2°une somme d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable d'ensembles disjoints de F appartient à F ; 3 ° F g c F . 

( 1 ) M. SOUSLIN, C. B. Acad. Se, t. 164, 1917, p. 89; aussi N. LUSLX et 

"W. SIERPINSKI, Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. f\i. 
(2) Voir W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 21, p. 255 (th. III). 
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On démontre que la condition nécessaire et suffisante pour qu'on 
ait pour une famille <& d'ensembles 0>B* c<&u est l'inclusion $ c O u ( l ) « 

Si la famille O d'ensembles est telle que, E 4 , E 2 , . . . étant une suite 
infinie quelconque d'ensembles de <&, les inégalités E4 E 2 . . . E , ^ o 
pour n = i , 2 , . . . entraînent E4 E * E . . . =4 o (a), et si <&p c <&D* et $ c <£D, 
on a 

<>6) ¢[) = $B* ( 3 ) , 

Ces conditions sont, comme on voit sans peine, remplies, si # est 
la famille de segments (respectivement rectangles, etc .) et l'on a 
alors <DD* = ^ B . La formule (26 ) donne alors ce 

THÉORÈME D'UNICITÉ DE N. LUSIN ( 4 ) . — Pour quun ensemble 

linéaire (respectivement plan, etc.) soit mesurable B, il faut et il 
suffit qu'il soit noyau d'un système d'unicité formé de segments 
(respectivement rectangles, etc.). 

On en déduit la proposition suivante : 

Pour qu'un ensemble linéaire (respectivement plan, etc.) soit 
mesurable B, il faut et il suffit qu'il soit une somme de deux 
ensembles, dont l'un est au plus dénombrable et l'autre est un 
ensemble vide ou une image biunivoque et continue (dans un sens) 
de l'ensemble de tous les nombres irrationnels ( 5 ) . 

Il en résulte sans peine que, parmi les ensembles linéaires mesu
rables B existe un, soit E, tel que tout ensemble indénombrable 
mesurable B linéaire (respectivement plan, etc . ) est une image 
biunivoque et continue (dans un sens) de cet ensemble E : c'est 
notamment l'ensemble E formé de tous les nombres naturels et de 
tous les nombres irrationnels de l'intervalle (0 ,1) ( 6 ) . 

Or, on démontre que pour qu'un ensemble linéaire soit une image 
biunivoque et continue (dans un sens) de l'ensemble de tous les 

<*) Loc. cit., p. 262 (th. IV). 
(2) Pour les familles <ï> d'ensembles fermés compacts d'un espace métrique cette 

condition équivaut au Durchschnittsatz de G. GANTOR. 
(3) Loc. cit., p. 271 (th. VIII). 
(4) C. B. Acad. Se, t. 164, 1917, p- 90; cf. aussi F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 

1935, p. i85 (II) et p. 192 (IV). 
(5) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 3, p. 3o; N. LUSIN, Leçons, p. 3g.̂  
<*) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 26, p. 49-
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nombres irrationnels, il faut et il suffit qu'il soit un ensemble mesu
rable B condensé (1) . 

Une conséquence du théorème d'unicité est que toute image 
biunivoque et continue (dans un sens) (donc, en particulier, la 
projection biunivoque) d'un ensembleB mesurable est un ensemble 
mesurable B. Plus généralement, toute transformation d'un ensemble 
mesurable B à l'aide d'une fonction de Baire à valeurs distinctes 
donne un ensemble mesurable B (2) . 

29. Les classes des fonctions et de leurs images géométriques. — 
f(x) étant une fonction d'une variable réelle, désignons par J ( / ) son 
image géométrique, c'est-à-dire l'ensemble plan 

*,y 

Il se pose d'une façon naturelle le problème, quel est le rapport entre 
la classe de la fonction / e t celle de l'ensemble J ( / ) . [Les fonctions 
continues étant, par définition, de classe zéro, on définit par l'induc
tion transfinie, les fonctions de classe ^ a (où a < & ) comme limites 
de fonctions de classes < a ] . 

On démontre sans peine que si la fonction .f(x) est continue, 
l'ensemble J ( / ) est fermé. La réciproque n'est pas vraie : soit, en 

effet, f(x) = - pour x^o e t / ( o ) = o; l'ensemble J ( / ) est ici 

fermé [composé de l'hyperbole xy = i et du point ( 0 ,0 ) ] et cepen
dant la fonction f(x) est discontinue (au point zéro). Or, on voit 
sans peine que pour que la fonction f(x) soit continue, il faut et il 
suffit que pour tous les nombres réels a et b ^a la partie de J ( / ) 
contenue dans la bande a ^ x ^ b soit un ensemble fermé et borné. 
Celte condition peut être remplacée par celle que J ( / ) soit fermé et 
connexe (c'est-à-dire soit un continu). La connexité seule de l'en
semble J ( / ) ne suffit pas pour que la fonction f(x) soit continue : 
il existe des fonctions discontinues dont l'image géométrique est 
connexe (*). 

(1) W. SIERPINSKI, Mathematica, t. 2, p. 18. 

(2) N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 60. 
(3) Voir C. KURATOWSKI et W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 3, p. 3o6, où l'on donne 

un exemple d'une fonction de classe r dont l'image géométrique est un ensemble 
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On démontre sans peine que si l'image géométrique J ( / ) d'une 
fonction f(x) est un ensemble Fff, f(x) est une fonction de classe ^ i. 
La réciproque n'est pas vraie. Or, si f(x) est de classe ^ i . 
l'ensemble J ( / ) est un Gg. C'est un cas particulier du théorème 
suivant : Sif(x) est de classe ^ a, J ( / ) est un ensemble de classe 
multiplicative ^ a ( 1 ) . D'autre part il existe des fonctions f(x) de 
classe de Baire quelconque dont les images J ( / ) sont des ensembles Gg. 
Cela résulte sans peine du fait que, a étant un nombre ordinal quel
conque << £1, il existe une fonction y (y) de classe _^ a inverse d'une 
fonction f(x) de classe ^ i (-) . 

Or, on démontre que pour que f(x) soit une fonction de Baire, 
il faut et il suffit que son image géométrique i(f) soit un 
ensemble mesurable B ( 3 ) . 

On peut y remplacer les mots mesurable B par analytique ( 4) . 11 
en résulte tout de suite que si y=f(x) est une fonction de Baire 
qui prend chaque valeur réelle une et une seule fois, sa fonction 
inverse x=f~l(y) est aussi une fonction de Baire [puisque les 
ensembles 5(f) etJ(f-mi) sont superposables]. On ne peut cependant 
rien conclure sur la classe de la fonction f~*(y), lorsqu'on sait que 
la fonction f(x) est de classe a _^ i. 

Dans le cas oùf(x) est une fonction de Baire quelconque à valeurs 
distinctes, l'ensemble E de toutes les valeurs de f(x) pour x réels, 
c'est-à-dire le domaine d'existence de la fonction f~~i(y), en tant 
qu'une image biunivoque de Baire de la droite, est un ensemble 
mesurable B (voir la fin du n° 28) et l'on démontre que f~i(y) est 
une fonction de Baire définie sur E ( 5 ) . 

connexe et ponctiforme. Un exemple d'une fonction de classe 2 dont l'image géo
métrique est connexe ponctiforme et dense dans une portion du plan a été donné 
par M. VIETORIS (Monatshefte f. Math, u Phys. t., 31, p. 202), c'est la fonction 

f{x) = Iim sup —• -1 ou x = (o, alai...)i. • 

(1) Voir W. SIERPINSKI, Fund Math., t. 2, p. 78; pour les espaces métriques sépa
rable, voir G. KURATOWSKI, Topologie, t. I, p. i83. Une généralisation aux espaces 
métriques quelconque a été donnée par M. D. MONTGOMERY, Fund. Math., t. 25, 
p. 532; voir aussi C. KURATOWSKI, Fund. Math., t. 25, p. 541. 

(3) Voir W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 3, p. 26. 
(3) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 2, p. 78 (th. III). 
<*) lbid., p. 79 (th. IV). 
(5) N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 63 et Leçons, Chapitre IV. 
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M. Lusin a étudié des fonctions f(x) dont les images J ( / ) 
sont des complémentaires analytiques (1) . On ne sait pas si 
toutes ces fonctions sont mesurables L et si elles jouissent de la 
propriété de Baire. En résolvant un problème posé par M. Lusin ( 2 ) , 
M. R.Kunugi a défini deux fonctions /*(x) e t / 2 ( # ) d'une variable 
réelle, dont les images 3(f±) et J ( / 2 ) sont des complémentaires 
analytiques, telles que fA(x) < / 2 ( # ) pour x réels et qu'il n'existe 
aucun ensemble E mesurable B situé entre J ( / i ) et J ( / 3 ) [c'est-
à-dire au-dessus de J ( / i ) et au-dessous de J ( / 2 ) ] et qui soit coupé 
par chaque droite parallèle à l'axe OY au moins en un point ( 3 ) . 

On ne sait pas s'il existe une fonction f(x) d'une variable réelle 
dont l'image géométrique soit un complémentaire analytique (plan) 
dépourvu de partie parfaite. Si une telle fonction f(x) existe, 
l'hypothèse du continu est vraie (puisqu'un complémentaire analy
tique sans partie parfaite est de puissance x4, voir n° 25) (4) et il 
existe un ensemble plan B2 non mesurable L (cf. n° 14). 

En allant plus loin, on peut étudier les fonctions f(x) dont les 
images ï(f) sont des ensembles P2. On démontre sans peine que 
dans ce cas J ( / ) est un ensemble B2. La démonstration s'appuie sur 
la formule évidente 

C J ( / ) = g [ / ( * ) < r ] + £ [ / ( * ) >J^] 
•r,.v •*•, y 

et sur le fait que si l'ensemble J ) [ / ( ^ ) = j ] est un P2, les 

ensembles JJ[/(a?) <y] et £ [ / ( # ) >y] le sont aussi. 
x,y x>y 

Une fonction d'une variable réelle f(x) est caractérisée non seule
ment par l'ensemble plan J ( / ) , mais aussi par chacun des ensembles 
plans 
(27) W ) = ] î l > < / ( * ) ] e t J,(/) = ]J[7 >/<*)]• 

x,y xty 

Pour que la fonction f(x) soit de classe ^ a , il faut et il suffit que 
chacun des ensembles (27) soit de classe additive ^ a ( 5 ) . 

(1) Mathematica, t. 10, p. 71-80. 
(2) Loc. cit., p. 80. 
(3) Voir M. KONDÔ, Proe Imp. Acad. Tokyo, t. 12, 1^36, p. 3 n , renvoi (,*). 
(4) N. LUSIN, Leçons, p. 287. 
(5) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 2, p. 79-80 (th. V). 
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Pour que f(x) soit une fonction de Baire. il faut et il suffit que 
chacun de deux ensembles (27) soit analytique (1) . Or, l'analycité 
d-'un des ensembles (27) n'entraîne pas quef(x) est une fonction de 
Baire (comme le montre l'exemple d'une fonction caractéristique 
d'un ensemble analytique non mesurable B) (2) . 

30. Uniformisation des ensembles plans. — On dit, d'après 
M. Lusin, qu'un ensemble plan E est uniformisé au moyen de 
l'ensemble H c E , si toute parallèle à l'axe OY qui rencontre E, 
rencontre H en un et un seul point. 

Tout ensemble fermé plan peut être uniformisé au moyen d'un 
ensemble Gg (3) . Or, il existe un ensemble fermé plan qui a sur 
toute droite parallèle à l'axe OY au plus deux points et qui n'est pas 

uniformisable au moyen d'un ensemble Fa. Telle est la fermeture 

de l'image géométrique de la fonction 

/(a?)=22-»Ena?, 
n = l 

oùEt désigne l'entier le plus grand ^t (4) . Or, si F est un ensemble 

fermé plan, tel que toute droite parallèle à l'axe OY ou bien n'a 
aucun point commun avec F, ou bien a précisément deux points 
communs avec F, F peut être uniformisé au moyen d'un ensemble 
qui est à la fois Fa et Gg (5) . 

Tout ensemble Fa plan peut être uniformisé au moyen d'un 
ensemble qui est à la fois Faa et G^, et il existe un ensemble FCTplan 
qui n'est pas uniformisable ni au moyen d'un FCT ni au moyen 
d'un Gg. 

Il existe des ensembles Gs plans qui ne sont pas uniformisables au 
moyen d'un ensemble analytique : tels sont les ensembles Gg plans 
dont la projection sur l'axe OX n'est pas mesurable B (6) . M. Lusin 

(1) N. LUSIN, Mathematica, t. 10, p. 73 (th. IV). 

( 2 ) Ibid., p. 72. 

(3) S. BRAUN, Fund. Math., t. 28, p. 214. 
(*) Ibid., p. 217. 
( s) W. SIERPINSKI, Mathematica, t. 4, p. 178-179. 
(6) Voir Fund. Math., t. 16, p."i38. 
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a démontré que tout ensemble plan mesurable B peut être uniformisé 
au moyen d'un complémentaire analytique ( 1 ) . M. M. Kondô a 
démontré qu'on y peut remplacer les ensembles mesurables B par les 
complémentaires analytiques ( 2 ) . Il en déduit que tout ensemble 
plan P2 peut être uniformisé au moyen d'un ensemble P2 (3) et 
que tout ensemble plan B2 peut être uniformisé au moyen d'un 
ensemble B2 ( 4 ) . Une conséquence immédiate du théorème de 
M. Kondô est que tout ensemble P2 linéaire est une projection 
biunivoque d'un complémentaire analytique plan ( 5 ) . Ce résultat 
comprend comme cas particuliers, ceux de S. Mazurkiewicz (pour les 
ensembles P4 (6) et de W . Sierpinski. Une autre conséquence facile 
du théorème de M. Kondô est que le problème si tout ensemble 
(linéaire) P2 indénombrable contient un sous-ensemble parfait est 
équivalent au problème analogue concernant les ensembles Ci. Il en 
est de même pour le problème d'existence des ensembles linéaires P2 

de puissance xi. Une autre conséquence facile du théorème, de 
M. Kondô est que le problème si tout ensemble linéaire B2 est 
mesurable ou non équivaut au problème (posé par M. Lusin) si 
toute fonction d'une variable réelle dont l'image géométrique est un 
complémentaire analytique est mesurable ou non. 

On déduit aussi du théorème de M. Kondô que la famille des 
ensembles Ci, ainsi que la famille des ensembles P2 , satisfait au 
théorème de réduction généralisé (7) (cf. n° 14). Il en résulte que la 
famille de tous les ensembles analytiques, ainsi que la famille de tous 
les ensembles C2, satisfait aux deux théorèmes de séparation généra
lisés. On en déduit, en particulier, que si l'on supprime de deux 
complémentaires analytiques leur partie commune, on obtient des 
ensembles restant séparables simultanément au moyen de deux 
complémentaires analytiques ( s ) . M. Lusin a posé le problème si 

(1) N. LUSIN, Mathematica, t. 4, p. 5g; aussi W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 16, 
p. i36. 

(2) Jap. Journ. Math., t. 15, 1939, p. 198. 
(3) Loe cit., p. 229. 
(*) Loc. cit., p. 23o. 
(5) Loc. cit., p. 223. 
(•) Fund. Math., t. 10, p. 172. 
C) Voir W. SIERPINSKI, note à paraître dans les C. B. Soc. Sci. Varsovie, 42, 1949. ' 
(8) N. LUSIN, Leçons, p. 217. 
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l'on a une proposition analogue pour la séparabilité multiple ( 1 ) . On 
a ici le théorème suivant : 

Ei, E2, . . ., En étant un nombre fini quelconque des complé
mentaires analytiques situés dans un espace complet et sépa
rable, il existe dans cet espace n complémentaires analytiques 
H-i, H2, ..., H„, tels que 11^0 . . . 11^= o et que E*—E iE2 . . .E, l c H * 
pour k = i, 2 , . . . . n (2). Or, le problème reste ouvert si, E 4 .E 2 , . . . 
étant une suite infinie des complémentaires analytiques (linéaires), 
il existe toujours une suite infinie H4, H2, ... des complémentaires 
analytiques, tels que H 1 H 2 H 3 . . . = o et E/, — E 4 E 2 E 3 . . . cHU-
pour k = i, 2, . . . . 

Les ensembles plans analytiques, en tant qu'ensembles B2 , peuvent 
être, d'après le théorème de M. Kondô, uniformisés au moyen 
d'ensembles B2. Or, il existe des ensembles plans analytiques qui ne 
sont pas uniformisables ni au moyen d'un ensemble analytique ni au 
moyen d'un complémentaire analytique. Tel est par exemple 
l'ensemble plan E = E4 -4- E2 . où Ei est un ensemble analytique non 
mesurable B situé sur la partie négative de l'axe d'abscisses et E2 

est un ensemble plan mesurable B dont la projection sur l'axe OX 
est un ensemble non mesurable B situé sur la partie positive de 
l'axe OX. 

ÎVl,lc Braun a démontré (3) qu'il existe une fonction f(x) semi-
continue supérieurement, dont l'ensemble des valeurs coïncide avec 

l'ensemble de tous les nombres réels, telle quel'ensemble £ [ # = / ( y ) ] 
x,y 

n'est pas uniformisable au moyen d'un ensemble analuique. En 
posant F(x, y)=f(y) — x on obtient une fonction semi-continue 
supérieurement de deux variables réelles, telle qu'il existe pour 
lout x réel des nombres réels y vérifiant l'équalion F(x, y) = o, 
mais qu'il n'existe aucune fonction de Baire CD(X), telle qu'on 
ait F[x, <?(x)] = o pour tout x réel Jpuisqu'alors l'ensemble 

(M C. B. Acad. Se U. B. S. S., igH, p. a83. 
( = ) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 36, p. 44-
(3) Fund. Math., t. 28, p. 3oi. 



58 W. SIERPINSKI. 

| 7 [ y = cp(^)] serait un nniformisateur mesurable B de l'ensemble 
x,y 

y>x J 

31 . Opération du crible. — Soit R l'ensemble de tous les nombres 
rationnels /•, tels que o < /' < i. <& étant une famille donnée 
d'ensembles, désignons par 0K la famille de tous les ensembles 

E = ^ Ez-'E^-'E/-"'..., 

• 

où la sommation N^ s'étend à toutes les suites infinies décroissantes 

r' > r" > . . . de nombres de R, et où E r € <& pour r € R. 
L'opération K est dite celle du crible de M. Lusin ( 2 ) . On 

démontre qu'on a, pour toute famille 4> d'ensembles 

$KC<Ï>A (3) 

et, si <D est une famille (simplement) multiplicative, on a 

$ K = $ A (4) 

et 

or, ces formules ne subsistent pas pour les familles quelconques 
d'ensembles ( 5 ) . 

Dans le cas où <& est une famille d'ensembles de Rm, on peut donner 
à l'opération du crible une forme géométrique, ce que nous ferons 
ici pour m = i (°) . 

Soit R = ( r 1 , r 2 , . . .) et soit {Er } r€R un système d'ensembles 
linéaires. Soit 

(28) K 0 = 2 E ^ € E r , 7 = r], 
r€R x,y 

(1) Cf. P. NOVIKOFF, Fund. Math., t. 17, p. 16 et LUSIN, C B. Acad. Se, t. 18$, 
1929, p. 424. 

(2) Cf. N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 9-10; N. LUSIN et W. SIERPINSKI, Journ. 
Math., 7e série, t. Il, 1923, p. 54-55. 

( s) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 11, p. 17. 
(*) Loc. cit., p. 18. 
(5) Voir W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 34, p. 71. 
(6) Cf. N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 3-4 et Leçons, p. 178-179. 
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ce sera un ensemble plan dont tous les points ont des ordonnées 
rationnelles (appartenant à R) . 

Appelons ensemble criblé au moyen du crible K0 l'ensemble E 
de tous les points a de l'axe OX pour lesquels la perpendiculaire 
élevée en ce point a à l'axe OX coupe le crible Ka en un ensemble 
(non vide) qui n'est pas bien ordonné d'après la grandeur (croissante) 
des ordonnées de ses points. 

On voit sans peine que lorsque { E r } r€R parcourt tous les systèmes 
d'ensembles de la famille ¢ , E parcourt tous les ensembles de la 
famille $K . 

Crible binaire de M. Lebesgue ( 1 ) . — Soit, en particulier, 
{Er } r 6 R le système d'ensembles linéaires définis comme il suit : 
n étant un nombre naturel donné, divisons l'intervalle (o, i) 
en 2n intervalles égaux et numérotons-les au moyen des nombres i , 
2, 3, . . ., 2n de gauche à droite. Supprimons maintenant les inter
valles ayant les numéros impairs; l'ensemble des points restants est 
formé de tous les points de segments équidistants fermés en 
nombre 2n~~i, dont chacun est de longueur 1:2" : ce sera, par défi
nition, l'ensemble E,,n. Le crible (28) correspondant est dit crible 
canonique de M. H. Lebesgue. 

Soit E l'ensemble criblé au moyen de ce crible canonique et soit x 
un point de l'ensemble CE. La perpendiculaire élevée en ce point x 
à l'axe OX coupe donc le crible canonique en un ensemble (évidem
ment au plus dénombrable) de points qui est bien ordonné d'après 
la grandeur (croissante) d'ordonnées de ses points (ou vide) : 
soit p(x) le type d'ordre de cet ensemble : ce sera donc un nombre 
ordinal < Q. 

Désignons par E l'ensemble de tous les points x de l'axe OX 
pour lesquels \*-(x) = a> : nous aurons donc 

(29) CE=]£Ea-

On démontre que l'ensemble E est analytique non mesurable B Ç2) 

(1) N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 3; cf. H. LEBESGUE, Journ. Math., 1905, 
p. 2i3, lignes 25-32 et p. 214, lignes 1-17. 

(2) Pour une simple démonstration, voir C. KURATOWSKI, Fund. Math., t. 29, 

p. 5> 
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et que la formule (29) n'est autre chose que la décomposition du 
complémentaire analytique CE en constituantes disjointes [cf. n°24, 
formule (26)] . On démontre que ces constituantes sont toutes non 
vides. 

Quant à l'ensemble E lui-même, on peut le décomposer en 2** 
ensembles disjoints suivant les types d'ordre p(x) d'ensembles 
(non bien ordonnés) d'ordonnées de points en lesquels la perpendi
culaire élevée au point x à l'axe OX coupe le crible canonique. Ces 
ensembles ont été étudiés par M. Hartman (1) et par M. Kunugui : 
ce dernier a démontré qu'ils sont tous mesurables B ( 2 ) . 

Crible normal. — Un ensemble plan est dit crible normal (plan) 
de M. Lusin s'il est une somme d'une infinité dénombrable de 
segments parallèles à Taxe OX et dont les extrémités ont des coor
données rationnelles ( y ) . Pareillement on dit qu'un ensemble situé 
dans R3 est un crible normal à 3 dimensions, s'il est une somme 
d'une* infinité dénombrable de rectangles, dont les côtés sont paral
lèles aux axes OX et OY et dont les sommets ont des coordonnées 
rationnelles. 

On démontre qu'il existe un crible normal universel à 3 dimen
sions, U, tel que, quel que soit le crible normal plan K, il existe un 
nombre réel c, tel que l'intersection de l'ensemble U par le plan y = c 
est le crible K ( 4 ) . 

M. N. Lusin a utilisé le crible normal universel à la construction 
d'un complémentaire analytique plan, tel que les classes de ses 
constituantes tendent vers Q ( 5 ) . 

On démontre que la famille de tous les ensembles criblés au 
moyen des cribles normaux plans coïncide avec celle de tous les 
ensembles analytiques linéaires. 

32. Opération du crible généralisé. — Soit E un ensemble plan 
donné et soit 7r une propriété donnée dont les ensembles linéaires 
peuvent jouir ou ne pas jouir. Désignons par TW(E) l'ensemble 

(1) Fund. Math., t. 29, p. 209-214. 
(2) Journ. Fae Se Hokkaido, série I, vol. 8, 1939, p. 12 (th. 9). 
(3) Cf. N. LUSIN, Fund. Math., t. 10, p. 9-20. 
(4) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 17, p. 1.' 
(5) N. LUSIN, Fund. Math., t. 17, p. 5. 
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de tous les nombres réels a, tels que l'ensemble (linéaire) de tous 
les points communs à E et à la droite x = a jouit de la propriété 7r. 
O étant une famille donnée d'ensembles plans, désignons par 4>r\: *a 

famille de tous les ensembles I\c(E), où E e O . L'opération T% est 
celle du crible généralisé (dépendant d'une propriété donnée ir 
d'ensembles linéaires). 

En particulier, si n est la propriété d'être un ensemble non vide, 
l'opération T^ coïncide avec celle de projection. On peut donc 
regarder l'opération du crible généralisé comme une généralisation 
de l'opération de la projection. 

Si 7i est la propriété d'être une droite (parallèle à l'axe OY), on a 
évidemment rw(E) == GPC(E). 

33. Cribles fermés. — Soit, en particulier, 4> la famille de tous 
les ensembles fermés plans. On a ici les résultats suivants : 

Si 7U est la propriété d'être un ensemble formé d'un seul élément, 
la famille ¢ ^ coïncide avec celle de tous les ensembles Fffp linéaires (1). 

Si 7T est la propriété d'être un ensemble contenant plus qu'un 
élément, la famille <&[\ coïncide avec celle de tous les ensembles F^ 
linéaires ( 2 ) . 

Si 7T est la propriété d'être un ensemble infini, la famille Orv coïn
cide avec celle de tous les ensembles F̂ g linéaires (*). 

Si 7r est la propriété d'être un ensemble indénombrable, la 
famille Or\t coïncide avec celle de tous les ensembles linéaires analy
tiques C4). 

Si 7r est la propriété d'être un ensemble qui n'est pas bien ordonné 
d'après la grandeur des ordonnées de ses points, la famille %•, coïn
cide avec celle de tous les ensembles linéaires analytiques ( 5 ) . 

Si 7r est la propriété de contenir (au moins) un point à l'ordonnée 
irrationnelle, la famille <&i\ coïncide avec celle de tous les ensembles 
linéaires analytiques (6) . Voici comment on démontre cette dernière 
proposition. 

( i ) W. SIERPINSKI, C. B. Soc. Se Varsovie»t. 22, 1929, p. 1. 

(*) W. SIERPINSKI, Mathematica, t. 5, p. 5i. 

(») Fund. Math., t. 6, p. i63. 
(*) S. MAZURKIEWICZ et W/ SIERPINSKI, Fund. Math., t. 6, p: ï63 e n 6 6 ; - aussi 

C. KURATOWSKI, Fund. Math., t. 17, p. 261. 
(5) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 17, p. 77. 
(•)' G. KURATOWSKI et E. SZPILRAJN, Fund. Math., t. 18,.p. 168. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 1 2 . 5 
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Soit E un ensemble plan formé donné. L'ensemble E4 de tous tes 
points de E à l'ordonnée irrationnelle s'obtient en retranchant de E 
toutes les droites y^b, où b est rationnel. L'ensemble-somme S 
de ces droites est un F „ donc l'ensemble E 4 ^ E — S est un Gg et 
l'ensembje l\t(E) est évidemment la projection de Ef sur l'axe OX : 
c'est donc un ensemble analytique (n° 21 ). 

D'autre part, soit H un ensemble analytique linéaire donné. Il 
existe une fonction oo^f(y) définie et continue dans l'ensemble N 
de tous les nombres irrationnels, telle que / ( N ) ^ H (n° 21), 
Soit J = £ [ y € N, x =f(y)] et soit F•= J = J + J'la fermeture de 

l'ensemble' (plan) J. La fonction f(y) étant continue dans N, 
l'ensemble F — J est contenu dans la somme de toutes les droites 
y=b, où b est un nombre rationnel. Il en résulte que rw(F) = r i l(J). 
Or, on a évidemment T%(3) = H. On a donc H == ^ ( F ) , et, F étant 
un ensemble plan fermé, on trouve H € * r v 

Notre proposition est ainsi démontrée. 
Soit $ la famille de tous les ensembles fermés plans 
Si 7T est la propriété d'un ensemble d'ordonnées d'être dénom

brable dont les ordonnées constituent une suite tendant vers + 0 0 , 
la famille $r* coïncide avec celle de tous les ensembles Gg05 

linéaires (M. 
Si 7T est la propiété (d'ensemble linéaire) d'être isolé (ou vide), 

la famille ¢ ^ coïncide avec celle de tous les ensembles Gsff5 
linéaires ( 2 ) . 

Si 7T est la propriété d'ensembles linéaires de contenir au moins un 
point d'accumulation à l'intérieur de tout intervalle aux extrémités-
entières, la famille <&r. coïncide avec celle de tous les ensembles 
F ^ linéaires ( 3 ) . 

W étant une famille donnée d'ensembles linéaires, le problème se 
pose s'il existe ou non une propriété TT d'ensembles linéaires, telle 
que (en désignant toujours par <ï> la famille de tous les ensembles 
fermés plans) on ait V = ^r«- Voici un théorème qui fait comprendre 
l'importance de ce problème : 

(1) S. BRAUN, Fund. Math., t. 18, p. i38. 
(2) Voir Fund. Math., t. 18,-p. i43-
(3) Voir'Fund Math. t. 18, p. i43-
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S'il existe pour la famille W d'ensembles linéaires une pro
priété TT, telle que W = <&riï, il existe un ensemble E de lafamilleW 
dont le complémentaire n'appartient pas à W. De plus, si la 
propriété TT peut être définie effectivement, Vensemble E le peut 
être aussi (1) . 

Citons encore le théorème suivant : 

St W est une famille de puissance ^L 27° d'ensembles linéaires, 
il existe une propriété n, telle que W c ®i\ ( 2 ) . 

On démontre sans peine, pour toute propriété 7i d'ensembles 
linéaires, l'inégalité-égalité ¢ ^ ^ 2X». Or, on démontre que l'en^ 
semble & de toutes les familles Oj u (différentes), où m est une pro
priété quelconque d'ensembles linéaires est de puissance a2*0, donc 
de même puissance que l'ensemble de toutes les familles de puis
sance ^. 2*° d'ensembles linéaires. Malgré ce fait il existe parmi ces 
dernières celles qui n'appartiennent pas à & (par exemple la famille 
de tous les ensembles linéaires mesurables B) (*). 

34. Cribles fermés et les fonctions analytiques d'une suite infinie 
d'ensembles. — Une fonctions/(E,, E2, . . . ) faisant correspondre à 
toute suite infinie d'ensembles linéaires E4, E2, . . . un ensemble 
linéaire est dite, d'après MM. Kanlorovitch et Livenson (4) fonction 
analytique, si E l 5 E2, . . . et H,, H3, . . . étant deux suites infinies 
d'ensembles linéaires et a et b deux nombres réels, tels que 
a € / ( E i , E2, • • . ) et b non € / ( ! ! < , H2, . . . ), il existe toujours au 
moins un nombre naturel k, tel qu'on a ou bien a e E * et b non 
€ H*, ou bien a non eE* et b € H*. 

F désignant la famille de tous les ensembles fermés linéaires e t / 
étant une fonction analytique d'une suite infinie d'ensembles linéaires, 
désignons par F̂ - la famille de tous les ensembles / ( E 4 , E2, . . . ) , 
où E n e F pour /i = i, 2, . . . . Ceci posé, on a les théorèmes 
suivants (5) : 

(» ) W. SIERPINSKI, C B. Soc. Se Varsovie, t. 24, p. 5g. 
(2) Loc. cit., p. 69. 
(3) Loc. cit., p. 60. 
(*) Fund. Math., 18, p. 224-225. 
(*) W. SIERPINSKI, C B. Soc. Se Varsovie, CI. III, t. 41, séance d<* 25 juin 1948; 

Cf. M. KONDÔ, Journ. Fac. Se Hokkaido, série 1, t. 7, 1938, p. 10 (th. 4). 
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Quelle que soit la fonction analytique f d'une suite infinie 
d'ensembles linéaires, il existe une propriété TT d'ensembles liné
aires 1 telle que <&rw= F/ . 

Quelle que soit la propriété TT d'ensembles linéaires, il existe 
une fonction analytique f d'une suite infinie d'ensembles 
linéaires, telle que F / = #ru-

Il résulte de ces théorèmes que toute famille d'ensembles linéaires 
qui peut être obtenue par l'opération du crible généralisé en partant 
des ensembles fermés plans peut être aussi obtenue au moyen d'une 
fonction analytique d'une suite infinie d'ensembles linéaires fermés 
et inversement. 

35. Cribles fermés dans les espaces métriques. — L'opération du 
crible peut être encore généralisée si l'on remplace le plan par le 
produit cartésien (combinatorique) X x Y de deux ensembles X et Y 
donnés quelconques [X x Y désigne ici l'ensemble de tous les sys
tèmes (x, y), où xeX. et r e Y ] . 

.Supposons que les ensembles X et Y sont des espaces métriques 
indénombrables et que X est complet et séparable et Y compact. 
Dans ce cas désignons par 2Y l'espace des ensembles fermés, non 
vides, contenus dans Y, métrisé selon M. Hausdorff ( 1) . 

Au lieu de considérer une propriété 7r de sous-ensembles de Y, on 
peut [comme le font MM. Kuratowski et Szpilrajn (2)] envisager une 
famille K de sous-ensembles de Y (la famille de tous les sous-
ensembles de Y qui jouissent de la propriété 7r). 

E étant un ensemble contenu dans X x Y, désignons par T(E, K ) 

l'ensemble de tous les éléments a de X, tels que |? [ (a , y) <=E] e K . 
y 

<& étant une famille de sous-ensembles de X x Y, désignons par * K 

la famille de tous les ensembles T(E, K ) , où E € $ . 
MM. Kuratowski et Szpilrajn ont démontré ce théorème (3) : 

Soit $ la famille de tous les sous-ensembles fermés de l'espace 

(1) F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 1935, p. i46. 

(2) Fund. Math., t. 18, p. 161-169. 
(*) Loc. cit.,?. i65 (th. 5). 
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X x Y. Pour que la famille <Ï>K soit contenue dans la famille des 
ensembles boréliens, respectivement analytiques dans X, il faut 
et il suffit que K constitue un ensemble borélien, respectivement 
analytique dans 2Y. 

Ces auteurs ont déduit de ce théorème la proposition suivante : 

La-famille de tous les ensembles fermés indénombrables con
tenus dans l'intervalle l = (o^.x^i), la famille de tous les 
ensembles fermés contenus dans I dans lesquels la relation < 
n'établit pas un bon ordre et la famille de tous les ensembles 
fermés contenus dans I et contenant des points irrationnels cons
tituent chacune dans 21 un ensemble analytique non borélien ( 1 ) . 

On voit ainsi que dans l'espace des ensembles fermés il y a des 
ensembles (familles d'ensembles fermés) non-boréliens qui se pré
sentent d'une façon tout à fait naturelle (2) . 

36. Cribles boréliens et analytiques. — Jusqu'à présent nous 
n'avons considéré que les cribles fermés. Passons maintenant aux 
autres cribles. 

Soit O la famille de tous les ensembles plans mesurables B. 
Si n est la propriété d'un ensemble d'être formé d'un seul point, 

la famille Op coïncide avec celle de tous les complémentaires ana
lytiques linéaires. C'est le théorème de M. Lusin sur la projection 
de l'ensemble d'unicité (3) . 

Si TZ est la propriété d'un ensemble d'être (exactement) dénom
brable, la famille <t>rn coïncide avec celle de tous les complémentaires 
analytiques linéaires (4) . Il en est de même (pour (/1 = 1,2, . . .) 
pour la famille <&r , où nn est la propriété d'être un ensemble au plus 
dénombrable contenant au moins n. éléments, ainsi que pour la 

(1) Loc. cit., p. 169 (th. 10). 
(2) Le premier exemple d'une telle famille d'ensembles fermés est dû à 

M. W. HUREWICZ (Fund. Math., t. 15, p. ^-17), mais sa démonstration est assez 
longue. 

(») M. LUSIN, Leçons, p. 255-25g; cf. S. BRAUN, Fund. Math., t. 20, p. 168. 
(*) S. BRAUN, Fund. Math., t. 20, p. 172 (th. 9). 
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famille #^ , où rc est la propriété d'être un ensemble au plus dénom

brable contenant au moins un point isolé. 
Si TC est la propriété d'ensembles linéaires d'être fermés non vides 

et si E est un ensemble plan mesurable B, l'ensemble r n (E) est un 
complémentaire analytique (1) . On en déduit (2) que si E est un 
ensemble plan mesurable B et si toute parallèle à l'axe OY coupe E 
en un ensemble fermé, la projection de E sur l'axe OX est 
mesurable B. 

Si TT est la propriété d'ensembles linéaires d'être un Fa non vide, 
la famille «Dp coïncide avec celle de tous les complémentaires ana
lytiques linéaires. 

En particulier, si toute parallèle à Taxe d'ordonnées coupe 
l'ensemble plan mesurable B, E, en un ensemble FCT, la projection 
de E sur l'axe d'abscisses est un ensemble mesurable B (ce qui géné
ralise certains résultats de MM. Lusin, Novikoff, Braun et 
Kunugui) ( 3 ) . 

Soit maintenant <D la famille de tous les ensembles analytiques 
plans. 

Si TT est la propriété d'un ensemble d'être formé d'un seul élément, 
la famille <Df coïncide avec celle de tous les ensembles linéaires qui 
sont des différences de deux ensembles analytiques (4) . 

Si 7i est la propriété d'un ensemble de contenir plus qu'un 
élément, respectivement de contenir une infinité d'éléments, respec
tivement de contenir une infinité indénombrable d'éléments, la 
famille ^r coïncide avec celle de.tous les ensembles analytiques 
linéaires ( 5 ) . Il en est de même si 7T est la propriété d'un ensemble 
(linéaire) de n'être pas bien ordonné suivant la grandeur des ordon
nées de ses points ( 6 ) . 

(1) K. KUNUGUI, Journ. Fae Se Hokkaido, t. 8, 19^0, p. 88 (th. 11). 
(2) Loc. cit., p. 99 (corollaire 1); cf. P. NOVIKOFF, C B. Acad. Se U. B. S. S. 

nouvelle série, t. 23, 193g, p. 864-865. 
(3) V. ARSENIN, Sur la nature des projections de certains ensembles mesu

rables B (Bull. Acad. Se U. B. S. S., t. 4, 1940, p. 4o3-4io). 
(4) Cf. W. SIERPINSKI, Mathematica, t. 5, p. 5i. 

(5) Loc. cit., p. 5i et 5a. 
(•) N. LUSIN, Leçons, p. 180 et W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 17, p. 3o. 
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37. Ensembles criblés de B. Sélivanowski. — La famille de tous 
les ensembles criblés (linéaires) est définie comme la plus petite 
famille d'ensembles contenant les intervalles et close par rapport aux 
opérations K (n° 31 ) et C (complémentation) ( 1 ) . 

Les ensembles criblés admettent une classification transfinie qui est 
définie comme il suit. Cr 0 est la famille de tous les ensembles analy
tiques et, pour o < a < £ , C r a est la familleMe tous les ensembles 
qui n'appartiennent pas aux classes précédentes et qui s'obtiennent 
des ensembles de classes précédentes et de leurs complémentaires au 
moyen de l'opération K. On démontre que ces classes sont toutes non 
vides (pour o < a < Q (-) . Tout ensemble criblé ne contenant 
aucun sous-ensemble parfait est de puissance ^ xx ( : l). 

E. Sélivanowski a démontré (loc. cit.) la mesurabililé (L) et la 
propriété de Baire des ensembles criblés. Les théorèmes de sépara
tion pour les ensembles criblés ont été donnés par M. Novikoff (4) 
qui a aussi démontré que tout ensemble criblé linéaire est une pro
jection biunivoque d'un complémentaire analytique ( 5 ) . 

M. Kuratowski a démontré que tout ensemble criblé de 
E. Sélivanowski est un ensemble B3 ( 6) , ce qui a été signalé sans 
démonstration par MM. Kanlorovitch et Livenson (7 ). C'est une 
conséquence immédiate du théorème de M. Kuratowski, d'après 
lequel les classes projectives P„ et Cn, où / i ^ a, sont invariantes par 
rapport à l'opération A ( 8 ) . 

38. Cribles fonctionnels. — Ces cribles ont été étudiés par 

(1) Cf. E. SÉLIVANOWSKI, C B. Acad. Se, t. 184, 1927, p. i3n et Becueil Math. 
Moscou, t. 35, 1928, p. 384 (7)> e t N- LUSIN, Sur quelques résultats nouveaux de la 
théorie descriptive des fonctions (en russe), Rapport à la séance de mai de 
YAcad. Se. U. B. S. S., 1935, p, 48. 

(2) E. SÉLIVANOWSKI, loc. cit.; N. LUSIN, loc. cit., p. 48; cf. O. NIKODYM, Fund. 

Math.x t 14, p. 146 et renvoi (5). 
(3) W. SIERPINSKI, Fund Math., t. 9, p. 45-
(*) N. LUSIN, loc. cit., p. 53. 

(5) Voir N. LUSIN, loc. cit., p. 61. 
(•) C. B. Acad. Se, t. 203, 1936, p. 9^ . 
O-C. B. Acad. Se, t. 190, 1930, p. u i 5 et Fund. Math., t. 18, p. 217. Cf. aussi 

N. LUSIN, loc. cit. p. 61. 

(8) G. KURATOWSKI, loc. cit., p. 911 et Fund. Math., t. 28, p. 194. Cf. aussi 
L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON, C B. Acad. Se, t. 204, 1937, p. 466. 
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M. D. Montgomery (*). f(x,y) étant une fonction réelle de deux 
variables réelles, respectivement une fonction définie pour a^x^b, 
c ^ y ^ d, et TT étant une propriété de fonctions réelles d'une seule 
variable réelle, désignons par Tn(f) l'ensemble de tous les nombres 
réels x, tels que la fonction (d'une variable réelle) cp(j) =f(x, y) 
jouit de la propriété TT. En supposant que f(x, y) est une fonction de 
Baire, M. Montgomery étudie les ensembles Tn(f) pour diverses 
propriétés 7r. Il démontre, entre autres, les théorèmes suivants : 

Si TT est la propriété d'être une fonction bornée dans l'inter
valle (a, b), respectivement d'être une fonction absolument 
continue dans (a, b), la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un ensemble E situé dans (a, b) soit un complémentaire analy
tique est qu'il existe une fonction de Baire f(x, y) telle que 
W ) = E(»). 

Si 7r est la propriété d'être une fonction non décroissante et 
sif(x, y) est une fonction de Baire, T u ( / ) est un complémentaire 
analytique (3) . 

39. Les ensembles analytiques et les limites topologiques d'en
sembles. — M. P. Alexandroff a démontré (4) que pour qu'un 
ensemble linéaire E soit analytique, il faut et il suffit qu'il existe un 
système déterminant {a^n-,...,**} formé de nombres réels, tel que 

E= 2 (i™*-—-.-o-
En désignant par ltEkj respectivement UEk la limite topologique 

k T 
supérieure, respectivement inférieure (5) de la suite d'ensembles 
E*(& = i, 2, . . . ) d'un espace métrique séparable, il a démontré que, 
quel que soit le système déterminant { EWi)„o>_>/7jt} d'ensembles de cet 
espace, les ensembles 

nun. 

ltEnun%,...,nb e t ^ ^nltns,...,iik 

(1) Amer Journ. of Math., t. 56, 1934, p. 56g. 
(3) Loc. cit., p. 579 et 58i (th. 16 et 19). 
(3) Loc. cit., p. 584 (th. 22). 
(*) Fund. Math., t. 5, p. 162, renvoi (1) et t. 25, p. 562-563. 
(5) F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 1935, p. 146-147. 
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sont toujours analytiques dans cet espace (c'est-à-dire sont noyaux 
de systèmes déterminants convenablement choisis d'ensembles fermés 
de cet espace). Une démonstration bien simple de ce théorème a été 
donnée M. Kuratowski ( 1) . 

E t , E2, . . . étant une suite infinie d'ensembles, désignons par 
/ ( E i , E2, . . . ) la somme de tous les produits E^E^E^. . . , où 
ni<n2<... e tE^DE^D . . .. 

Si E4, E2, . . . sont des ensembles linéaires fermés, les ensembles 
/ ( E i ? E2, . . .) coïncident avec les ensembles analytiques linéaires(2). 
On démontre aussi que l'opération / (E- , , E2, . . . ) effectuée sur les 
ensembles analytiques donne toujours*des ensembles analytiques ( 3 ) . 
Or, on prouve sans peine que/n'est pas une fonction analytique. 

40. Ensembles analytiques dans les espaces métriques non sépa
rantes. — M. Banach a posé le problème si un ensemble situé 
dans un espace métrique quelconque qui est analytique en tout son 
point, est analytique (4) . Ce problème est résolu positivement par 
M. D. Montgomery (5) qui a aussi démontré que le mot analytique 
peut être remplacé par complémentaire analytique (6) . 

M. Fonctions analytiques positives et opérations de M. Hausdorff. 
— Une fonction / ( E 4 , E2, . . . ) d'une suite infinie d'ensembles est 
dite, d'après MM. Rantorovitch et Livenson (7) fonction analytique 
positive, si les formules 

(3o) />e/(E, , E2, . . . ) et q non e/(Hi, Ha, . . . ) 

entraînent toujours l'existence d'un (au moins) nombre naturel k, 
tel que 
(3i) />€E* et ?non€H* (cf. n° 34). 

Soit / ( E i , E2, . . . ) une fonction analytique positive. Désignons 

(1) Becueil Math. Moscou, t. 43, 1936, p. 4o3-4o4-
(2) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 6, p. 100. 
(3) Loc. cit., p. io5. 
(«) Voir W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 21, p. 112. 
(6) Fund. Math., t. 25, p. 53o (th. 2). 
(6) Cf. C. KURATOWSKI, Fund. Math., t. 25, p. 537. 
C) Fund. Math., t. 18, p. 225. 
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par N l'ensemble de toutes les suites infinies de nombres naturels n4, 
/i2, . . ., telles que E^E^E^. . . c / ( E 4 , E2, . . . ) quelle que soit la 
suite infinie d'ensembles E*, E2, . . . . On démontre qu'on a pour 
toute suite infinie d'ensembles E t , E2, . . . . . l'égalité 

(32) / (E , , E2, . . . ) = 2 E " i E " s
E ^ ' ~"> 

N 

la sommation V s'étendant à toutes les suites infinies de nombres 

naturels nt, iu, . . . qui appartiennent à N. 
On appelle fonction de Hausdorff Uoute fonction d'une suite 

infinie d'ensembles définie par la formule (3a), oùN est un ensemble 
de suites infinies de nombres naturels (qui caractérise la fonction 
considérée). Au lieu de caractériser la fonction de Hausdorff par 
l'ensemble de suites (/i4, /i2, . . . ) on peut la caractériser par 

l'ensemble de nombres irrationnels i—I -f- i—' H-. . .. 
| ni | /i2 

Il résulte de l'égalité (32) pour les fonctions analytiques positives 
que ces dernières sont des fonctions de Hausdorff. Or, on démontre 
sans peine que toute fonction de Hausdorff' est une fonction analy
tique positive. Ainsi les fonctions analytiques positives coïncident 
avec les fonctions de Hausdorff. 

On démontre que la famille de toutes les fonctions de Hausdorff 
est la plus petite famille 3* de fonctions d'une suite infinie d'ensembles 
jouissant de deux propriétés suivantes : 

i° les fonctions 

/ j t (E , , E2, . . . ) = E*, OÙ À: = I , 2 , . . . 

appartiennent à ÊF, 
2° la somme et le produit d'un nombre fini ou d'une infinité quel

conque de fonctions appartenant à 3* appartient à êf ( 1) . 

L'ensemble N de suites infinies de nombres naturels étant donné 
et <& étant une famille quelconque d'ensembles, désignons par 0HN la 
famille de tous les ensembles (32), où Ene® pour n = i, 2, .... 

( l ) W. SIERPINSKI, C. B. Soc. Se Varsovie, t. 19, 1927, p. 463. 
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On a, pour toute famille <b d'ensembles et toute opération HN de 
Hausdorff 

et 
4> c *F entraine 4>H,, c WaK. 

On démontre (*) qu'il existe un ensemble de suites N, tel que 

(quelle que soit la famille O d'ensembles) : c'est notamment 
l'ensemble N de suites infinies nK, TI2, . . . telles que la suite 
infinie ni, /i2 — ni, nà — n2, nh — /i3, . . . est une suite extraite de la 
suite infinie géométrique i, 2, 4> 8, . . . . Cela prouve que l'opé
ration A est un cas particulier de l'opération de Hausdorff. 

Il existe aussi un ensemble de suites infinies dé nombres naturels N, 
tel que la famille 0HN, OÙ <I> est la famillle de tous les ensembles 
linéaires fermés, coïncide avec la famille de tous les complémen
taires analytiques linéaires ( 2 ) . 

Or, il n'existe aucune opération de Hausdorff HN, telle qu'on ait 

quelle que soit la famille <f> d'ensembles (:{). 
HM et HN élant deux opérations de Hausdorff, il existe toujours une 

opération de Hausdorff HQ, telle que 

quelle que soit la famille ® d'ensembles ( 4 ) . 
& étant un ensemble de puissance ^ 2*° d'opérations de Hausdorff, 

il existe toujours une opération de Hausdorff HQ, telle que 

*H„c$ny. 

quelles que soient la famille <ï> d'ensembles et l'opération HN de 
l'ensemble & (5) . 

Quelle que soit la famille <& de puissance ^ 2*0 d'ensembles 

(i) F. HAUSDORFF, Mengenlehre,. 1935, p. 96. 

( = ) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 15, p. 211. 
(3) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 10, p. 427-
(*) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 15, p. 2or. 
(*) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 16, p. r. 
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linéaires, il existe toujours une opération de Hausdorff HQ, telle 
qu'en désignant par A la famille de tous les intervalles aux extrémités 
rationnelles, on a 

A H Q D * ( i ) . 

HN étant une opération quelconque de Hausdorff il existe toujours 
une opération de Hausdorff HM, telle qu'on a 

($HN)C=(«Ï>C)HM, 

quelle que soit la famille <& d'ensembles formés d'éléments d'un 
ensemble arbitraire & où *FC désigne la famille de tous les complé
mentaires par rapport à & d'ensembles de la famille W Ç2). 

Soit. F , respectivement O la famille de tous les ensembles fermés 
linéaires, respectivement plans. Étant donnée une opération de 
Hausdorff HN, il existe une opération de Hausdorff HM, telle que 

où *FP désigne la famille de toutes les projections (sur l'axe OX) 
d'ensembles (plans) de la famille *F(3) . On peut y remplacer les 
ensembles fermés (linéaires, respectivement plans) par les ensembles 
ouverts ( 4 ) . 

Il résulte sans peine de deux derniers théorèmes que, pour chaque 
classe des ensembles projeetifs Pn, respectivement C*, où n = i, 
2, . . . . , il existe deux opérations de Hausdorff, HM et HN , telles que 
cette classe peut être représentée comme résultat de l'opération HM 

effectuée sur la famille de tous les ensembles fermés, et comme 
résultat de l'opération HNra effectuée sur la famille de tous les ensembles 
ouverts (dans Rm) . Ce théorème a lieu aussi pour les classes projec
tives transfinies ( 5) . 

Opération A généralisée. — N étant un ensemble donné de suites 
infinies de nombres naturels et $ étant une famille quelconque 

(1) E. SZPILRAJN, C. B. Soc. Se Varsovie, IQ3O, p. i3 et W. SIERPINSKI, Fund. 
Math., t. 16, p. 6. 

(2) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 15, p. 209. 
(3) S. BRAUN, C. B. Soc. Se, Varsovie, t. 23, 1930, p. 89. 
(*) Voir W. SIERPINSKI, ibid., p. i5. Pour une généralisation de ces théorèmes 

voir F. HAUSDORFF, Fund. Math., t. 20, p. 100. 
(5) S. BRAUN, loc. cit., p. 99. Cf. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON, C. B. Acad. 

Se, t. 190, p. ii 14. 



LES ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES. 73 

d'ensembles, désignons par <&Ax la famille de tous les ensembles de la 
forme 

N 

E / ^ ^ En^/i^aj. 

o u E„ l > / I s > m t m „ k €<& pour tout système fini de nombres naturels nt, 
n2, . . . , /i* (et où la sommation s'étend à toutes les suites infinies de 
nombres naturels n<, n2, ... formant l'ensemble N). 

On démontre qu'il existe pour tout ensemble N de suites infinies 
de nombres naturels une opération de Hausdorff HM, telle que 

^ A S = ^ H M 

quelle que soit la famille O d'ensembles : il suffit notamment de 
désigner par M l'ensemble de toutes les suites infinies 

mjt= 2 ^ ^ + 2 ^ + ^ ^ + . . . -1-2^1+-^-1----+^-1 ( * = I, 2, . . . ) 

correspondant aux suites nK,n2, . . . de N ('). 
Le système déterminant { E ^ ^ . ^} d'ensembles d'un espace 

métrique est dit régulier par rapport à l'ensemble N de suites, si 
l'on a, quelle que soit la suite infinie nK, n2, . . . appartenant à N : 

O^E f l l ) n ! ] i i i i n i + icE„1 ] n s nk pour £ = 1,2, . . . , 
et 

lim 8 (£„,,„, „*) = o, 
k=z<x> 

où à(E) désigne le diamètre de l'ensemble E. 

Désignons par ^ et appelons ensemble caractéristique de l'opé

ration ANl'ensemDle de tous les nombres irrationnels i—I -f- i—'-+-. . . 
I ni I n% 

correspondant aux suites /i4, n2, . . . qui constituent l'ensemble N. 
On démontre que pour qu'un ensemble linéaire soit le résultat 

d'une opération AN effectuée sur un système déterminant régulier par 
rapport à N d'ensembles linéaires fermés, il faut et il suffit qu'il soit 
une image continue de l'ensemble caractéristique ^(N) de cette 
opération ( 2) . 

(1) Voir W. SIERPINSKI, C. B. Soc. Se et L. Varsovie, t. 22, 1929, Cl. III, p. 175; 
cf. aussi F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 1935, p. g3. 

(2) W. SIERPINSKI, loc. cit., p. 176.. 
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42. Problèmes qui conduisent aux ensembles analyt iques.— 
i° M. Lebesgue a remarqué (1) que l'opération qui consiste à joindre 
(par les segments rectilignes) les points d'un ensemble plan E deux 
à deux permet de former des ensembles non mesurables B à partir 
des ensembles mesurables B. Or, cette opération <p effectuée sur les 
ensembles analytiques donne toujours des ensembles analytiques (2). 

En effet, E étant un ensemble analy tique plan donné, désignons par S 
l'ensemble de tous les systèmes (x\, yK, x2,y2, t) où(xi7 y^&E, 
(^2v l 72)€E et o ^ t ^ i . L'ensemble E étant analytique, on voit 
sans peine que l'ensemble S l'est aussi (dans R 5 ) . Or, cp(E) est 
évidemment une image continue de l'ensemble S, comme l'ensemble 
de points (x, y), où-x = 'Xi-h (x2 —xi) t, y=y* -+- (/2 — y\) ^ où 
(xK,yK, x2,y%, £ )€S . L'ensemble <p(E) est donc analytique. 

Si E est un ensemble analytique situé dans Rm, l'ensemble D(E) 
de toutes les distances entre deux points quelconques de E est égale
ment analytique (?). Or, il existe un ensemble plan Gg, E, pour lequel 
l'ensemble D(E) est non mesurable B (*). On ne sait pas si le mot 
plan peut y être remplacé par linéaire. 

Si Et et E2 sont des ensembles analytiques linéaires, l'ensemble Z 
de toutes les sommes x -hy. où # e E i et y € E 2 est analytique (3). 

On en déduit que toute base hamelienne est non mesurable B ( 6 ) . 
On ne sait pas si lorsque E, et E2 sont des complémentaires analy-" 

, tiques, l'ensemble Z Test aussi (On sait seulement que Z est alors 
un P2 , en tant que projection sur la droite y ==: x du produit 
cartésien E^ x EL»). 

20 On dit, d'après P . Urysohn qu'un point p d'un ensemble 
plan E est linéairement accessible s'il existe un segment reeti l igne/^ 
tel que tous ses points, le point p excepté, soient étrangers à E, 
Soit a(E) l'ensemble de tous les points linéairement accessibles de 
l'ensemble E. 

On démontre que si E est un Fa, a(E) est un ensemble analytique 

(V) Ank.• Èc. Norm.-Sup., (3), t. 35, ig35, p, 242. 
(2) W . SIERPINSKI , Fund. Math., t . 7, p . i!\l< 

(3) Loe cit., p. i46. 
(*) Loc. cit., p. i45. 
(5) W . SIERPINSKI, Fund. Math., t . 1, p.. 109. 
(6) Luc. cit., p . 110. 
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et si E est analytique, a ( E ) est un P2 (*). Or, il existe un ensemble 
fermé plan E pour lequel l'ensemble a ( E ) n'est pas mesurable B ( 3 ) . 
Il existe aussi un Gg plan, E, tel que l'ensemble E n'est pas analytique. 

Il existe un ensemble ouvert dans R3, tel que l'ensemble-somme de 
toute les droites (illimitées) qu'il contient est non mesurable B ( 3 ) . 
D'autre part, Tensèmble-sQmme de toutes les droites contenues dans 
un ensemble ouvert (ou dans un Gg) de Rm (où m > T) est toujours 
analytique ( 4 ) . 

3° f(x, y) étant une fonction continue pour o ^ x^. i, o^y ^ t, 
considérons les valeurs de x dans l'intervalle (o, i) pour lesquelles il 
existe dans (o, i) une et une seule valeur de y, telle que/(a?, y) == o 
et soit A ( / ) l'ensemble de toutes les valeurs de y correspondant à 
ces x. On démontre que l'ensemble A ( / ) est analytique et que [(la 
fonction continue f(x, y) étant convenablement choisie)] ce peut être 
un ensemble analytique arbitraire situé dans l'intervalle (o, i).(5)* 

4° Soit E un ensemble analytique situé sur l'axe OX. Il existe, 
pour tout n naturel, un ensemble Gg, soit Hn , situé dans le plan XOY 
entre les droites y = net y = n-\-\ et dont la projection sur l'axe OX 
est l'ensemble E(n° 21). L'ensemble H ••= 13^4-112 + . . . est encore 
un Gg : soit f(x, y) sa fonction caractéristique; ce sera une fonction 
de classe ^ 2. Orf on vérifie sans peine que 

(33) ?(#) = l i m f(*,y)v. 
/=-+- * 

où l i m / désigne l'opération (de Cauchy-Hadamard) qui consiste à 
prendre la plus grande limite d'une fonction est la fonction caracté
ristique de l'ensemble E, donc que 

(34) £ [ ? ( ^ ) = i] = E/ 

Si E est un ensemble analytique non mesurable B, la fonctionf (â?) 
[(d'après (34)] n'est pas une fonction de Baire. Donc : 

(1) O. NIKODYM, Fund. Math., t. 7, p. 25o; cf. N. LUSIN, Fund. Math.,t.n,p.i5S 
e t C . KURATOWSKI, Topologie, t. I, p. 245. 

(*)•'. 0 . NIKODYM, Loc. cit., p. 257 et Ann. Soc Polon. Math., t. 7, 1929, p . 79. Cf. 
P. URYSOHN, Proe Acad. Amsterdam, t. 28, 19?5» P- 984-

f ) 0* NIKODYM et W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 7, p. *%v 

(4) Loe cit. p. 261. 
(5) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 7, p. i55. 
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77 existe une fonction de classe 2 de Baire de deux variables 
réelles, f(x, y), telle que la fonction (33) n'est pas une fonction 
de Baire (1). Or, on démontre que si f(x, y) est de classe ^ 1, la 
fonction (33) est une fonction de Baire de classe ^ 3 . On démontre 
aussi que si f(x, y) est une fonction de Baïre, les ensembles 

\ [^(%) > a] s o n t analytiques, quel que soit le nombre réel a et l'on 
X 

en déduit que la fonction (33) estmesurableL(2) Plus généralement, 
on démontre que les fondions qu'on obtient en parlant de fonctions 
de Baire d'un nombre fini quelconque variables réelles et en appli
quant un nombre fini de fois (dans un ordre quelconque) les opéra
tions lim et lim sont mesurables L. 

k r=-+-« 

Or, il existe des fonctions de Baire de classe 2 de trois variables 
réelles f(x, y, z) telles qu'il manque actuellement complètement de 
méthode pour décider si la fonction (d'une variable réelle) 

(35) ? (* )= l i m ! im f(x,y,z) 

est mesurable L ou non (:1). On démontre notamment que E étant un 
ensemble P2 linéaire quelconque, il existe une fonction de classe ^ 2 
de trois variables réelles, f(x, y, z), telle qu'on a, pour la 
fonction (35), 

]}[*(*) = o] = E (*). 
X 

: 5° f(x) étant une fonction d'une variable réelle, désignons par T ( / ) 
l'ensemble de tous les nombres réels x qui satisfont à la condition 

/ ( 0 ^ / ( ^ ) Pour *<*• 

On démontre que pour qu'un ensemble linéaire E soit un complé
mentaire analytique, il faut et il suffit qu'il existe une fonction d'une 

(1) N. LUSIN, Leçons, p. 3i8-3ig. 
(2) G. KURATOWSKI, Topologie, t. I, p. 267 et F. HAUSDORFF, Mengenlehre, ig35, 

p. 275; cf. aussi M. NEUBAUER, Monatshef. Math., u. Phys., t. 38, 1931, p. i3g. 
(3) D'après une remarque de M. Mostowski on peut démontrer que l'hypothèse 

qu'il existe une fonction f(x, y, z) de classe 2 telle que la fonction (35) est non 
mesurable L est non contradictoire avec les axiomes habituellement admis de la 
théorie des ensembles. 

(*) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 36, p. 55. 
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variable réelle f(x) de classe ^ i, telle que T ( / ) = E ('). Or, sif(x) 
est une fonction de Baire, T ( / ) est toujours un complémentaire 
analytique ( a ) . 

6° Comme on sait, il n'existe aucun ensemble plan mesurable B 
universel pour les ensembles linéaires mesurables B(n° 7). Or, j 'ai 
démontré (3) qu'il existe un ensemble analytique plan dont les inter
sections par les droites parallèles à l'axe d'ordonnées donnent tous les 
ensembles mesurables B linéaires et seulement des ensembles mesu
rables B. Le complémentaire de cet ensemble plan jouissant évidem
ment de la même propriété, on peut remplacer dans notre énoncé le 
mot analytique par complémentaire analytique. 

M. N. Lusin a démontré (4) qu'il existe un complémentaire analy
tique plan universel pour tous les complémentaires analytiques 
linéaires qui sont ou bien au plus dénombrables ou bien contiennent 
des sous-ensembles parfaits. (Il appelle un tel ensemble plan compté-
mentaire analytique semi-universel). 

7° On dit que la surface z =f(x, y) est universelle pour les 
fonctions de Baire (d'une vari-able réelle) si, quelque soit le nombre 
réel a donné, la fonction o(x) = f(x, a) est une fonction de Baire 
et si pour toute fonction de Baire (d'une variable réelle) donnée y(x) 
il existe un nombre réel a, tel que y(x) =f(x, a) (pour x réel). On 
démontre qu'il n'existe aucune surface universelle pour les fonctions 
de Baire, dont l'ensemble de points serait analytique (3). Or, 
M. K. Kunugui a construit une surface universelle pour les fonctions 
de Baire, dont l'ensemble de points est un complémentaire analy
tique (G). z=f(x, y) étant cette surface, on démontre sans peine 
que la fonction cp(#) —f(x, x) (qui est définie effectivement et dont 
l'image géométrique est un complémentaire analytique) ne peut être 
majorée par aucune fonction de Baire (7). 

(1) S. BRAUN, C. B. Soc. Se Varsovie, t. 24, ig3i, p. 2i5 et W. SIERPINSKI, Fund. 
Math., t. 15, p. 2go. 

(2) W. SIERPINSKI, loc. cit. 

(3) Fund. Math., t. 12, p. 75. 
(*) N. LUSIN, Sur quelques résultats nouveaux de la théorie des fonctions (en 

russe) (C B. Acad. Se U. B. S. S., mai ig35, p. 18. 
(s) W. SIERPINSKI, But. Math. Soc. Boum. Se, t. 35, ig33, p. 225. 
(«) K. KUNUGUI, Proc. Imp. Acad. Tokyo, t. 12, ig36, p. 273. 
C) Cf. M. KONDÔ, Proc. Imp. Acad. Tokyo, t. 12, ig36, p. 3io. 
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8° Les dérivées partielles des ensembles plans. — E étant un 
ensemble plan, on appelle, d'après M. Lusin, dérivée partielle de E 
par rapport à Vaxe OY-..et l'on désigne par E .̂ l'ensemble-somme 
de.tous les ensembles (EDy, la sommation s'étendant à toutes les 
droites D parallèles à l'axe OY (1). 

On démontre (2 ) que la dérivée partielle d'un ensemble plan 
Prt(où n ==.o,- i, 2, . . . ) est un ensemble Pw. 

En appelant ensemble aux sections dénombrables un ensemble 
plan que toute droite parallèle à l'axe OY rencontre en un ensemble 
au plus dénombrable de points, M, Lusin a démontré (3) que la 
dérivée partielle d'un ensemble plan mesurable B aux sections dénom
brables est un ensemble mesurable B. Or, il existe un complémentaire 
analytique plan aux sections dénombrables dont la dérivée partielle 
n'est pas un complémentaire analytique. 

43. Choix effectif d'un point dans un complémentaire analytique. 
— Un ensemble analytique E étant défini comme noyau d'un système 
déterminant {E^n 2 # njJ formé de segments, le problème de nommer 
un point du complémentaire CE (dans le cas, où CE n'est pas vide) 
a été regardé pendant plusieurs années comme très difficile et ne fut 
résolu positivement qu'en IQ35 par M. P. Novikoff, dont la métbode 
a été simplifiée par M. N. Lusin (4). 

Le système déterminant [Erti}Tloy,,>>7l.t} (dont le noyau est E) étant 
donné, nous avons montré dans le n° 24 comment on obtient une 
décomposition effective de l'ensemble CE en une série transfinie de 
type Q de constituantes (qui ne sont pas toutes vides, si CE 7^0) . 
MM. Lusin et Novikoff définissent effectivement un point qui appar
tient à la première constituante non vide. 

(1) N. LUSIN, Sur quelques résultats nouveaux de la théorie descriptive des 
fonctions (en russe) (Ç. B. Acad. Se U. B. S. S<, ig35, p. 3g-4o). 

(2) Par un raisonnement analogue à celui de ma Note des Fund. Math., t. 12, 

P- 2-
(3) N. LUSIN, loc. cit., p. 40. 

(4) N. LUSIN et P. NOVIKOFF, Fund. Math., t. 25, p. 55g-56o. L'ensemble É.'.y est 
supposé défini au moyen d'un crible dénombrable formé d'intervalles de Baire, mais 
cett«e différence n'est pas essentielle. 
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