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PROPRIETES

DES

POLYNOMES ELECTROSPHERIQUES

Par MM. A. GUILLET et M. AUBERT,

rédigées avec la collaboration de M. M. PARODI.

AVANT-PROPOS.

Les dons les plus rares de intelligence ont sans doute emploi
dans le développement de toute science; mais n’est-il pas évident
que la Physique, en raison de la complexité de son objet, dépasse
toujours le niveau auquel peut atleindre le Physicien. Réfléchissez
aux intuitions et aux spéculations si spéciales qu’elle exige, a leur
caractére d’attente et de décevante mobilité, a la nécessité d’une
incessante intervention de toute notre gamme sensorielle, au souci
impérieux de ne rien omettre des subtilités d’une expérimentation
d’ailleurs sans limites. Tout cela constitue autant d’obstacles aux
élans de notre esprit vers la nature. Il faut bien saisir qu’une sorte
de sentiment esthétique de ’harmonie des mécanismes invoqués, de
vague philosophie phénoménologique ne suffisent plus; il faut
aujourd’hui réaliser sans arrét, c'est-a-dire calculer et construire
avec rapidité et perfection, d’ou une double technique, en vérité
impossible a dominer par un seul.

Nous nous occuperons ici uniquement du calcul.”
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C’est a la bienveillance trés éclairée de M. le Professeur Villat,
Directeur du Mémorial, que nous devons la satisfaction d’avoir
rédigé cet opuscule. Notre dessein est seulement d’y présenter, dans
le cas d’un probléme particuliérement simple, un exposé assez
complet de ce que sera de plus en plus, en Physique, I'intervention
des mathémaliques. Nous ne pouvons pas nous attarder a caractériser
la variété des modalités d’emploi des mathématiques en Physique,
nous nous supposerons d’emblée en face de problémes conduisant &
des formules impossibles a disculer en elles-mémes, analytiquement,
leur valeur ne pouvant é&tre atteinte dans chaque cas considéré que
par des calculs numériques souvent d’un labeur extréme. Il faut
alors opérer par coupes, par cas discontinus, explicités les uns aprés
les autres pour fixer comment évoluent les grandeurs & suivre. En de
telles occurences, des fonctions, en corrélation avec les phénoménes
étudiés, s’imposent, dont il devient nécessaire de dresser a priori
des tables et qui servent au calcul effectif des expressions qui
figurent dans les formules correspondantes.

Tout cela est développé dans cette étude portant sur les caracté-
ristiques d’un systéme formé par une sphére et un plan, ou par deux
spheéres (conducteurs).

La fonction qui s’est présentée d’elle-méme au cours de nos rai-
sonnements pour exprimer les capacités, les coefficients d’induction
réciproque, les actions attractives ou répulsives, les densités de
répartition, etc., dans ces systémes est une fonction que nous avons
qualifiée d’électrosphérique, pour marquer son role, dont nous
avons établi les propriétés et dressé des tables ou figurent en outre
des puissances et des dérivées de cette fonction.

Réduit & sa stricte expression le probléme traité revient a substi-
tuer & chacun des centres des deux sphéres la série des points
conjugués du systéme pour les deux sphéres a partir de ces centres,
séries limitées aux points de Poncelet, puis a affecter chacun d’eux
d’une charge telle qu’il y ait identité dans I'espace extérieur aux
spheéres entre tous les effets électrostatiques des charges portées soit
par les deux spheéres, soit par les deux séries de centres.

Mais la fonction électrosphérique qui répond a cette fin, la dépasse
en extension logique car clle s’applique a la résolution de problémes
distincts de celui dont on I'a tirée, concernant par exemple la théorie
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des nombres, Pinscription de polygones de m cotés dans des
circonférences divisées en n parties égales, et sans doute a d’autres
cas.

Sans insister outre mesure nous montrerons enfin I’étroit parallé-
lisme, au moins de forme, qui rapproche les fonctions électrosphé-
riques de celles si étudiées d’Hermite, de Legendre, etc. Il peut
arriver qu’en raison de la présence de séries ces calculs exigent
plusieurs mois alors méme que I'on s’efforce d’élaborer des procédés
‘mettant en ceuvre des convergences rapides. Mais cela importe’ peu
puisque les calculs une fois effectués sont acquis pour toujours.
Et c’est d’ailleurs avec de telles méthodes qlie nos jeunes chercheurs
doivent étre maintenant familiarisés : c’est une condition essentielle
du progrés.

En résumé, on doit étre assuré que tout groupe de phénoménes
physiques cohérents présente nécessairement un mode particulier
d’évolution conduisant a des considérations mathématiques en
dépendance de forme avec ces phénoménes.

Il est visible que les mathématiques s’accroissent surtout par
Pobservation approfondie des divers ensembles de phénoménes dans
lesquels on peut répartir les activités de la nature.

C’est bien une telle vue qui préoccupe Huyghens lorsqu'il insiste,
dans la Préface de son merveilleux Traité de la lumiére, sur les diffé-
rences des raisonnements en géométrie et en physique; de Pascal,
lorsqu’il proclame que I'esprit se lasse beaucoup plus vite de conce-
voir que la Nature de fournir; de Fresnel qui n’envisage l'expli-
cation des phénoménes optiques de diffraction qu’aprés s’étre
convaincu que la Nature ne se préoccupe pas des complications
mathématiques possibles, mais seulement de l'économie et de la
simplicité des moyens qu’elle emploie. Si une telle opinion n’était
évidente, on appuierait aisément sur les ceuvres de nos plus illustres
Savanls et sur des exemples nombreux et précis ().

1l sera d’ailleurs facile au lecteur d’en trouver une preuve directe

(1) Voir lintervention des’fonctions d’Hermute dans la théorie de I'oscillation
harmonique linéaire, des fonctions de Legendre et de Laguerre dans l'interprétation
de la fonction de Schrodiger. Cas de Patome d’hydrogéne, Note II, p. 405 de I’'ancienne
et de la nouvelle théorie des quanta, par Fugéne Bloch.
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en complétant cette brochure par la résolution des problémes
suivants :

a. Répartition de la densité électrique o a la surface d’un tore
porté au potentiel V en présence d’une charge ponctuelle influencante
Q. placée sur I'axe du tore.

b. Calcul de P’énergie électrostatique et de la force qui s’exerce
entre les armatures des systémes formés : d’un plan indéfini et d’un
tore .dont l'axe est perpendiculaire au plan; d’un tore et d'une
sphére dont le centre est sur 'axe du tore; de deux tores coaxiaux,
les armatures étant portées respeclivement aux potentiels V et ¢.
Capacités et coefficients d’influence des armatures.

Ainsi se trouverait complétement Lraitée, dans ses éléments
essentiels, l'importante question de l’électrostatique des corps
vraiment ronds.

Que le lecteur soit bien assuré qu’en conduisant ses recherches
selon I'esprit de la méthode que nous exposons, il sera toujours
conduit A enrichir les Mathématiques de données nouvelles et la
Physique de ressources inattendues.

NOTE.

Ce fascicule devait paraitre initialement en 193g. Du fait de la
guerre, il subit un retard de neuf ans. M. A. Guillet étant décédé
dans lintervalle, je tiens a rendre ici hommage a sa mémoire. Jai eu
Phonneur d’étre son éléve, son collaborateur et son ami.

Depuis la rédaction premiére, diverses nouvelles propriétés des
polynomes électrosphériques ont été découvertes par M. Parodi qui
a montré le parti que ’on pouvait tirer de ces fonctions dans diverses
questions. M. M. Parodi a bien voulu me faire le plaisir de collaborer
avec moi pour la rédaction définitive. Je l’gn remercie vivement.

M. AusgrT.
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CHAPITRE .

LES POLYNOMES ELECTROSPHERIQUES.

1. Origine des fonctions électrosphériques (*). — On avu dans le
fascicule XXXVIII du Mémorial des Sciences physiques comment
un systéme électrisé plan-sphére P, S, élant donné, la loi de Coulomb
permettait de lui substituer un systéme équivalent constitué par
deux séries de points distribués sur la droite perpendiculaire a P,
menée par le centre O de'S

0, 04, 0-, ... Op,
o, 0y, ..., O,y, 0p,

les points primés étant déduits des points non primés correspondants
par symétrie relative au plan P et les points superposés par conju-
gaison harmonique pour S. Ces points sont d’ailleurs aflectés de
coefficients qui sont les charges images calculées.

Dans le cas de deux sphéres S,, Sy les deux séries de points pro-
viennent des conjugués pris alternativement par rapport a Sy, Sy en

_partant d’abord, par exemple, de S,, puis de Sg. L’une des séries est
intérieure a S,, 'autre a Sg.

C’est au cours du calcul des caracléristiques de ces systémes :
capacités, coefficients d’influence, action électrostatique entre les
armatures que se sont présentées différentes suites de polynomes sur
lesquels nous désirons attirer I'attention; ceci nous parait d’autant
plus utile que ces suites se retrouvent dans des problémes physiques
de nature bien différente : calcul des fréquences propres de vibrations
des filtres électriques, étude de la propagation des rayons X dans un
cristal, vibrations des longues chaines aliphatiques‘ [12], [15]-

2. Polynomes U, P, Q. — On rencontre tout d’abord la suite des
polynomes U

Uy=1, U= 2u, Uo= fuz—1, Us=8ud—4u,

(') Nous rappelons que u = _Re_ représente la distance du centre de la sphére au

plan, R étant pris comme unité (on a nécessairement u>1) et que dans le cas de
deux sphéres, z veprésente la distance des centres de ces sphéres dont les rayons
sont respectivement a et b.
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ou encore en posant ¢ = 2u

Up=1 Ui=v¢, Ur=v¢"—1, Uy=v3I— 29 R
7 bl

puis celle des polynomes P

Py=1, Pi=z, Py=.r2— &, Py= 23— (a?+ b))z, cees
L]

. . x
soit pour b = a, cas de deux sphéres égales, et en posant Ta = U

Pop=a’nU(uw), Popi1= a1 U(u),
n n+1
On peut désigner par Q des polynomes identiques a P lorsqu’ils
sont de degré impair et qui se déduisent de P par permutation des
paramétres a et b lorsqu’ils sont de degré pair.

3. Quelques relations entre les polynomes U, (%) ou entre ces poly-
nomes et leurs dérivées. — Les polynomes U(u) satisfont visible-
ment aux relations suivantes :

(1) Up=2uU,_y—Up_, Up(—2u)=(—1)?U,(2u),
). ..(p—2r+1).

(2\ Up=(2u)p+z(_ [)r(zu)p—wr(P_l‘ 7z

La relation (1) montre que les fonctions U forment une famille
orthogonale.

-En ce qui concerne (2) on voit que le premier terme de U, est en
effet (2u)” et les suivants :

(—214)”"21);;1’ +(2u)P—t(___P—2l(!P_"‘_ 3),

'".(?“)p_° (p— 3)(P;4)(p~—5),

avec
orp.
On a aussi
(3) Up=U,Up_,— U, ,U,_,_1,
d’ou
4) Uon=U,—TU;_,,
5) {pU,,: ulU,—U,_y. | Uspiy=Up(Ups1— U,—y),
U,y =2(UpUp— Upy Ujy);
(6) PUpi=2p(p+1)Up=(p+2)U)_,,
7 pp+2)Up=3u 200 ()T,

(8) Uy=[pUp+(p—2)U0p s+ (p—4)Up_5+...]2.
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4. Expression trigonométrique ou hyperbolique des fonctions
U.(u). — a. Supposons |u | < 1, on peut poser u = cosa, el il vient

sin2a
U=2u=2c¢c0sa = ——)

s e

' sin3a
Up=ju’—1=fcos’a — 1= ———-

sina

On voit apparaitre la relation générale
sin(n +1)a
U= ———-
sina
Cette relation est vérifiée pour 1, 2, ...; supposons-la vérifiée pour

n—1 et n— 2 et montrons qu’elle est vraie pour n.
On doit vérifier, compte tenu de la relation de récurrence (1),

sin(n +1)a sinna sin(n —1)a
—_——— =2 C050 — —
simna sina qana

ou
sin(n +1)a + sin(n— 1)a = 2cosa sinna,

c’est une relation bien connue; la proposition est donc démontrée.

b. Supposons |u|>1: on peut poser u = cha, et en procédant
comme plus haut, par induction, montrer que 'on a

__sh(n+1)a

Un sha

Ces expressions permettent une vérification immédiate des relations
indiquées au paragraphe 3.
Remarque. — Nous pouvons faire le changement de variable

2U =%+

-

Dans ces conditions, on a
gl g—n—1
Up="—ron-—"+- .

33— 3!

La relation est facilement vérifiée pour n = o, n =1

21

3
Up= — =h
1 I
54+ =){z— =
32— 32 z 3 1
U= — = =3+ -=2u

«
l
(2]
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Supposons maintenant la propriété vraie pour n—1 et n —2 et
montrons qu’elle est vraie pour n; on a

Zh— z—0 gh—) — g—n+1
Upg= ——— Up—o= —_—
—_— Z3—23

et la relation de récurrence entre les fonctions U, donne

1\ gh— g—n  gn—t— g—n+i
Up=(3+ = —_ 3

z) 22—zt z—z1

I
Up= m[zn+i._.z—n+i Ao zh—— =l gl 4 znwi]
g+l g—n—1
U, =
& — 23
B. Racines de I’6quation U,(u) =o. — Les polynomes U,, en
. 7

raison de la relation de récurrence (1) forment une suite de Sturm
et il s’ensuit que toutes les racines de ’équation U, = o doivent étre
réelles. _ .

Les expressions établies au paragraphe 4, donnent immédiatement

leurs valeurs
kx
n -1

U = CO0s

y (A=1,2, ..., n)

6. Fonction génératrice des polynomes U,(u). — Sil'on cherche
a déterminer une fonction

Sflu, 2) =‘2Usz,

il se trouve que, enraison de la relation (5), la fonction f est solution
de I'équation aux.dérivées partielles

ainsi

et par suite tous les polynomes U, s'obtiennent immédiatement
comme coefficients des puissances 27 en formant le carré du dévelop-

1
pement de Legendre (1— 2uz -+ 32 ) % ou plus simplement en
effectuant la division
1
I —2usz + 2°
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On a

(—2uz+2) =14 (2u)z+ (fur—1)2+ (8ud— fu)z3+..

7. Les polynomes P et la fonction génératrice de ces polynomes.
— Les polynomes P satisfont aux relations suivantes :

(I) P2p=$P:p—l_bzplp—!;
(2) Pop_,_i:.Z‘ng —a"Po,,'__|.
Ona
Q2p+1 = p’p-H > -’L‘sz = P2p+1+ b2Psp .y,

d’aprés la définition que nous avons donnée des polynomes Q.

Les polynomes P de degré impair peuvent donc servir au calcul de
tous les autres polynomes P et Q.

De (1) et (2) et des relations

Pyp(@=+b)=Psp[—(a+b)]; Popra[—(a+b)] =—Pspri(a+b),

il résulte que les polynomes Py, Py, P,, ..., P, forment une suite de
Sturm et que toutes les racines de ’équation P, = o sont comprises
entre —(a + b) et (a + b).

De (1) et (2) on tire aisément

Popir1i= Qos Popssi1 — 62 Qo5 Pap_ss,
Papi1= Qs P"p—’t_ a2 Qo P:p—!l—iv
el deux autres identités par permutation de P et Q, puis
Po= (22— a>— b2)P,s— a2b2P,_,.
11 est facile de former une fonction génératrice” pour P; on doit
avoir
F(.Z’, a, , ~)—P0+P| +Pozz+
La relation précédente donne
{3) P,=22P, o+ (22—a*— 62)P,_,—a?b2P),_,,
et 'on est tenté, en s'inspirant des résultats déja obtenus en ce qui
concerne les polynomes U, de chercher a former entre la fonction F

et ses dérivées partielles une combinaison dans laquelle les coefficients
des puissances de 5 soient nuls en vertu de la relation (3).
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Une telle opération réussit et conduit a déterminer F par
I’équation
JdF

OF .
{[x*——a’—b"]:.h—a?b?z‘} gp T 2%3 F = iz %

En conséquence, posant F = . et intégrant, on obtient
F=[zz + ¢(3)][1 —(«*— a>— b?) 32+ a’b2z*]~".

Comme lexamen direct du cas ou les deux sphéres sont égales
impose a 9(5) la forme 1 + a?32, on voit qu’il suffit, pour obtenir la
suite des polynomes P, d’effectuer la division

1+ 32+ 2’3’
.
1—(2°— a°— b°)z° + a?b’ z*

(4)

Aprés permutation de @ et b, la méme opération fournirait les
polynomes Q.

8. Expression des polynomes P st QQ en fonction des polynomes U.
— En posant

z’— a?— b?
U= — et v = abz?,
2ab v

le dénominateur de (4) prend la forme 1 —2uy + y?. On a donc

1+ 32 + a’3?
—_——— 2 22 2 -3
auy (1+ 2z + a22?)(Up+ Uy y + Upy2+ Usy3+...)
=Uo+ U1y+U1]'2+...

+z [Upz +Usyz + Uyy2z +...]

+ @’ [Upz2+ Uy yz2+ Ugy2a2+...],

En remplacant y par sa valeur abz?, on trouve immédialement

1+ 32+ a’32
1—(2*— a®°— b2%)32+ a2 b2zt

=Po+Piz+...4 Pypz2 4 Pypy 2P+ ..

avec
(1) Pep =arbP—1[bU, + aU,p—y],
(2) P2p+1= anPwUp,

et par permutation des paramétres

(3) Qup= ar—1br[aU, + bU,_y],
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el les séries 2 qui figurent dans P'action mutuelle de deux sphéres
deviennent [3]

d l \ ! ! 9
21:ap+!bP(—i;(P—3p)=—~x2(bU,,+aU,,_l)(bU,,+aU,,*1)—-
1
. d 1
—_ 1 T
;aw bp+ dx(P,p+1)
= DU, U +abo2 Y Uz
0 0

Dans le cas ou l'on voudrait introduire les fonctions Q,,, il
faudrait permuter a et b.

Ainsi les calculs numériques des caractéristiques du systéme
peuvent étre effectués a partir des polynomes U,.

Signification de la variable u. — Si du centre A de la sphére S,
on circonscrit ur coéne a Sy, on obtient un paralléle de S, a partir

dhquel on peut circonscrire un céne 4 S,, alors I’angle 8 sous lequel
on voit de A la portion de génératrice du tronc de céne compris
entre S, et Sy est tel que

° a2 — b2
tge=l/_”f__:___i.

En répétant la méme construction a partir de Sy, on obtiendrait

Jx:_a?_ b2
e

tgh'= A y
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d’ou
2u =tghtgh

9. Systémes de deux sphéres de méme coefficient d’influence. -—
A une valeur donnée « de u correspondent des systémes de sphéres
Sx et S, en nombre infini et tels que les longueurs a, b, z sont les
coordonnées d’'un méme point de la surface conique

z2— @*— b= 2aab,

mais les valeurs des polynomes U sont les mémes pour tous ces
systémes, c’est-a-dire pour tous les points de la surface conique.
Montrons par un exemple I'importance de cette remarque.
Soit a trouver un systéme de deux sphéres admettant méme coef-
ficient d’induction réciproque [4]

apP+1bp+! ab o 1
C= “2 P = 7023;'
Posons
p = ?’ p> o. ,

" D’aprés ce qui précéde. si ’on choisit
z, a, b
de facon a satisfaire aux conditions,
z?—a®—b2= 20ab,
px = ab,
c’est-a-dire si z, a, b sont les coordonnées d’un point de l'intersection
\ . . . .
du coéne et du paraboloide, tous les systémes bisphériques ainsi
obtenus auront méme coefficient d’induction réciproque.
Pour que les sphéres soient extérieures I'une a I'autre, il faut

prendre «>1; d’autre part pour que les valeurs de a, b soient
réelles, il faut que I'on ait

x> 28(a—+1).

10. Equation différentielle admettant les polynomes P comme
solution. — Reprenons I'équation différentielle en U,

dU d2U
p(p+9)Up=3ud—up-+(u’ —1)#;
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aprés substitution de

Papis z°— a®— b2
Up= arbrx et “= 2ab ’
il vient
a:p dP
(I) D¢ d.’:‘g—'-i -+ Ps d’;_'-' -+ 9 P2p—<}-1 =o,
ou

ve=2[2"—(a—b)][a"— (a+b)2] = 2°[(a2— at— b2)1— 4241,
#s=3z[zt—(a*—b2)];  qu=—[4p(p+2)zt+3{2t—(a2—b*)]].

L’équation différentielle relative a la famille P,, est moins immé-
diate. Pourtant la condition

(2) Po,,+.+a‘3Pq,,_1=xP,,,
incite a associer les équations de la forme (1) dont les fonctions
Pyp.4 et @?Pa,_, sont respectivement solutions: on a

P+ P P ’

P dg:;{“ + o dl::i..z-pﬂ —Popua[dp(p+2)2t+3 {2t —(a"— b2)2}] =0,

2 2 D P
?Gd’(ad::p—|)+95d(“;xp 1)

—a@Pop [4(p—1)(p+1)z*+ 3] 2t —(a2— b2)2 )] = 0.
Ajoutons, il vient

e %(Pzp_f.l-f- a’Pq,,_,)-l— Ps %(ng.m—l- a’Pa,,_l)

—3{zt—(a2—b2)2 | [Poprs+ atPspy|
— 42 (p*—1)[Popri+ a?Popy] — 424 (2p +1)Popyy =0,

ou, en tenant compte de (2),

dP
(3) %[xdzd:_:"+2d;;"]+<ps [x d;p +P2p]

—zPyp[4(p2— 1)zt + 3 {2t —(a?— b2)} | — 424 (2p +1)Pypry =0,

On peut éliminer Py, en tenant compte de Péquation (1); il
vient, aprés quelques calculs,

&P &P, &P, dP.,
e Ul el el L

MEMORIAL DES SC. MATH: — N° 107 a

-+ ?7P)p= 0,
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avec
o =x[(2’— a2—b2)—4a2b2];
010 = [(2°— @ — b°)° — a2 b2 ] [142° — 8(@” + b))zt — 6 (a2 — b2 )R a2]:
0y = 29(51—8p*—8p) —2a7(a”+ b2) (36 —8p>—38p)
-+ z5(a2— b°)" (6 — 8p> — 8p) +15(a2— b))t x;
oz = 28(25 — jop2—20p)
+ (8p°+8p — 6) [42°( a2+ b?) +(a2— b)Y zt] —15(a2— b2);

o, =16(p—1)p(p+1)(p+2)z".

11. Les polynomesélectrosphériques tirés de fractions continues.
— Montrons comment il est possible de rattacher les fonctions
électrosphériques aux réduites de certaines fonctions continues,

Etablissons d’abord le théoréme général suivant :

Tuéorime. — Si une suite de polynomes R,(z), de degré égal a
Uindice, est telle que trois polynomes successifs vérifient une
relation de la forme
(1) Rp(2) = f(2, n)Rp1(2) — 9 (n)Rpos(2),

ol f(z, n) est un polynome et ou deur polynomes consécutifs
n’ont pas de racines communes,

n
. . i RII—'
en fraction continue.

L’équation (1) peut se mettre sous la forme
Rn

(2) R /& ")——?(n)R"“’
sil'on change nen n—1, il vient
i
R,,_ " 3

) R’M—f(f "—1)—?('l—-l)ﬂ .
et (2) donne

Ra_ 1

Rn—l f(xa n)—?(n) Rn——:.

En recommencant, on aurait

Ba_ _ S, n)—9(n) ‘
- Sz, n—1)—¢(n—1)

Sfl®. n—2)—o(n— 2) R""‘

et ainsi de suite....
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Le dernier terme du développement sera
1

-'?(3) RO-
Sz, 2)— () B2

Or, d’aprés 'hypothése faite surle degré de Ry,
Re=C, R/=Az+B,

A, B, C étant des constantes.
Le dernier terme s’écrit donc

—9(3) ! .

C
f(n, 2)—9(2) 775

Nous pouvons appliquer ces résultats aux polynomes électro-
sphériques.
Nous avons

'

Up=1, U =2u, Us=4uw—1 v

le degré de chacun d’eux est égal & son indice et la relation de

récurrence -
U,, = 2uU,,__1-—— Un.._a

nous conduit au développement

n
=2U —
Un— . ou— 1
20 —
21

' Un—l.

Le dernier terme du développement sera
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12. Les quotients l-Jl"T’-'-‘ sont les réduites du développement de -
n

u—\/u—1. — Les polynomes U, peavent étre aisément rattachés
a la théorie des nombres.

On sait que la racine carrée de tout nombre entier de la forme
u? 41 se développe en une fraction continue dont la période
commence dés le premier terme u et se compose du seul nombre
2u [8]. :

Celte proposition résulte de I'application a la théorie des nombres
d’un théoréme relatif aux fractions continues périodiques énoncé
ainsi par Briot.

« La valeur z d’une fraction continue périodique est une irration-
nelle du second degré dont les deux racines sont de signe contraire ».

Considérons alors la relation

1
2u +£

(1) £=

Si dans le second membre de (1) nous remplagons ¢ par sa valeur
tirée de (1), il vient
I

= .

2U+

2u +E

On peut recommencer indéfiniment et 'on a

La valeur ¢ de cette fraction continue périodique “s'obtient en
résolvant I'équation du second degré fournie par (1), & savoir

P4 out—1=o;
et comme il faut prendre la racine positive
E= \/u2+ 1—u.

Le fait que u est réel n’intervient dans le théoréme que pour indiqtier
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que  est la racine positive. Rien dans la démonstration o’empéche de
supposer u imaginaire

uw=s-+it, i=\/—-1,

§ sera encore racine d’une équation du second degré et I'on choisira

la racine convenable en faisant =0 ou en se placant dans un cas
particulier.

En résumé : » étant un nombre quelconque réel ou imaginaire.
on a

\

Vut+1 lu=—-1
o2u + ! I
2u + I
2U + — »
2U
Les réduites successives sont :
Vo(u)___l_ Vi(u) _  2u
Vi(w) ~ 24’ Vo) ~ fui+1'
Vo(u)  4ur+1 Va(u) 8w +4u
Vi(u) 8w+ .u’ Va(u) ~ 16wt +120+1’
D’aprés la formation des réduites
Vo 1 \_’1 _ I _ \2
V;—;;’ \ 7 Vu—QHV1+v°,
2U 4+ =
v,
d’ou
VQ= ﬂuVQ-i" Vo.
De méme
V’ _ I . VQ
v: - Vi 2uVa+ V¥,
20 4+
Ve
c’est-a-dire
V3=2uV,+V,.
D’une fagon générale
Va(u)=2uV,_1(u) + Vpaa(u).
i dans la série d ot'ents.&’ Vi, Ve &l‘nous remplacons
Si dans la série des quotients i gy g5 «+ 4 v, plag
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u par ui, les polynomes électrosphériques vont apparaitre :

Vo_ 1 . . Uo

V== =—(0))

Vv, 2ut . 2u ./ Uy

Vo T Thaier - e —1 =—l(l—J—z)’

\ —4jw+1 —(4w—1) ___l.<§_a)
Ve T8wi+ fui —i(Sub—4u) U )’

et ainsi de suite.
¥T°, X‘l ..y étant les réduites de y/u? + 1—u,
i 2

la série ——i(%:), ——-i(g>, — i(gff)a ..+, est formée des réduites
2 3
de

On peuten conclure :

Vimwr— ui=—i(u—yur—1).

U U, U,

Ainsi les quotients 0 U, T sont les réduites correspondant

au—\yur—1.

13. Note de M. P. Appell. — Dans une Note insérée aux Comptes
rendus, P. Appell [1] s’exprime ainsi :

« On sait qu’une fonction de la variable z, holomorphe en tous les
points situés a Pintérieur d’une ellipse de foyers a, b est dévelop-
pable dans cette région en une série de la forme

V=

: — . / b—
EA\,(.Z‘—\/.L"‘-—I)V ou x=‘%_—b2—‘-z,

v=0
' N

le signe du radical étant déterminé de telle facon que le module de
(2'— /" —1) soit moindre que 'unité ».

Et plus loin :

« Je remarque en terminant que I'on pourrait dans tous les déve-

loppements précédents remplacer (z'—\/z™ —1)" par la fonction
sphérique de seconde espéce que Heine désigne par QV(z') et qui est
définie dans tout le plan par la série

@) =2 R (e v Dw)
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ou

E=a2'— \/x’ﬂ-—l. )

Cette derniére expression fait pressentir la liaison qu’on peut établir
entre les polynomes P et la fonction de Heine [5].

14. Les fonctions électrosphériques sous forme de déterminants.
— P. Humbert a montré que les fonctions élecirosphériques peuvent
étre mises sous forme de déterminants [13]. Les polynomes U,(u)
satisfont a ’équation aux différences

Up—2uUp_ 1+ Upo=o0;
si lon écrit par suite les équations
Up_t— 2lLUP_»+ Up-—3 =0,
Us—2uUs+1= o,
Uj—2u=o.

on obtient p équations linéaires a p inconnues Uy, U,, ..., Up; d’oni

I'on pourra tirer U, sous forme d’un déterminant a p lignes et
p P P

p colonnes; on trouve .

2u 1 O
1 2u 1
() Up(u)=
, o o0 o ... I 2u 1
o 0 0 ... 0 I 2u]| .

Partant de ce résultat, on écrit immmédiatement les déterminants
représentant les fonctions P,, et Py,.y, compte tenu des relahons (1)

et (2) du paragraphe 8
1l vient
b —a o 0 o ..
(2) P,P(a:)=al’bl’—'i I 2u I o o ,
. o 1 24 O O
2U (4]
1 2u I
3 P,,,_,_,(x):aP’bPa: o 24 1 .
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Le déterminant (2) étant & p -1 lignes et p—1 colonnes, le
déterminant (3) a p lignes et p colonnes, avec comme plus haut

22— aqt — b2
“=Towb
Notons que Q,, s’obtiendra en permutant a et b dans (2). Remar-
quons enfin que les formules sont plus symétriques et plus simples si
Fon pose ’
z=x>— a?— b2

On aura alors les déterminants suivants, les deux premiers &
p —+ 1 lignes, le troisiéme a p lignes

—1 a o (]

b6 o ...
Pey(2) = — a 2z a
2 o ab z ab ... |

ab o
(=) = ab z ab ’
3 ab o
Papra(z) = ab z ab

18. La fonction U,(v) et la fonction hypergéométrique [16]. —
Pour la commpodité, nous raisonncrons sur la fonction U, (¢) définie
au paragraphe 2, la variable ¢ étant lice a u par la relation v = 2u.

1l est facile de constater que les fonctions U, (v) satisfont a 'équa-
tion différentielle

(1) (»*—4)U+ 30U, — p(p+2)Up=o0.

Faisons le changement de variable v =47 — 2; l’équaiion (1)
prend la forme '

t(l——-t)U",-—(-—% +3t) Up+ p(p+2)Up=o0.

C’est une équation de Gauss qui admet pour intégrale particuliére
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la fonction hypergéométrique; avec les notations habituelles [11],
nous avons

e=—p, PB=p-+2

Nlw

et la solution est un polynome de Jacobi

3
F(—p,p+2,5;t)

=l-———2p(};+2)t+...

- —P(I—P)(2‘-IP)---(—1‘)‘(P+2)(P+3)--~(2P+l)”,'
1.2.3. ...p;(-z-—f-l) (§+2)...(%‘+(p—t))

D’aprés notre changement de variable, nous savons que I'équation
de Gauss admet l'intégrale particuliére

4t —2 1 [
I 4t—2 1
Up(ﬁt-—-fl): e teeees ,
o o 0 ... I 4t—2 I
4] o o ,.. © 1 4t ~—2

le déterminant étant a p lignes et p colonnes.
Pour n =1, 2 et 3 il vient

Uy=4t— 2,
Uy =16£2—16¢ + 3,
Us= 41683 — 2422+ 10t — I).

- Or pour n =1, 2 et 3, les polynomes de Jacobi s’écrivent

F(—1,3 8. t)=x——2t,

727

3 1622 —16¢ + 3
F(.—z, 4,;; t)=....._3__,
F(-—3. 5, %; t) =—1683+ 2482 — 10 +1.

On voit apparaitre la relation générale

: . 3 U —
F(—P1P+2: E; t) =(_I)p_p%é_‘t"_l_2_)'
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Ces considérations présentent I'intérét de démontrer simplement
que les polynomes de Jacobi peuvent se mettre sous la forme de
déterminants; les résultats énoncés au paragraphe 5, montrent
d’autre part que I'équation

3
F(—P,P""l,g; t)=°

a,p racines réelles données par la formule

te= 1|1+ cos k= k=1,2
k'—z p+1 b - ,‘,""P'

16. Les polynomes U,',(v) considérés comme la dérivée p*™° d’une
fonction. — D’aprés une formule due a Jacobi, on sait que I'on a

F(_‘P7P+2,2§ t)=l—.§.—”.2(p—2’:5_}/—1%;ym+i’
avec
¥y =Vta—1).
En revenant a la variable v = 4¢—2, on a
IL-G:
Up(9) = (—1)F 27 (p +1) 1 dr (1——:‘:) ' )

I— —

3. ... (2P +1) ( 02>!‘-¢7.1':7

17. Développements en série procédant suivant les inverses de
polynomes donnés [2]. — Les études relatives a I'attraction mutuelle
de deux sphéres électrisées ou d'une sphére et d’un plan donnent des
exemples de développements procédant suivant les inverses de poly-
nomes analogues aux fonctions sphériques; il se pose ainsi une
question d’analyse qui présente quelque rapport avec la théorie des
fractions continues.

Soient Py(z), Py(z), . ... Pa(2) des polynomes donnés, de degré
égal a l'indice, dans chacun desquels le coefficient de la plus haute
puissance de x est égal 4 'unité. Supposons que, = désignant une
varidble complexe, les racines du polynome P,(z) soient, quelque
soit n, dans l'intérieur d’un cercle fixe de centre O et de rayon R.
Soit d’autre part f(z) une fonction d’une variable complexe z, régu-
liére a 'extérieur du cercle |z| =R, c’est-a-dire développable, en



PROPRIETES DES POLYNOMES ELECTROSPHERIQUES 23
dehors de ce cercle, en une série de la forme

C [+ [4
flx)=co+ 22+ 2 .+ 2.
x x?

w"

Le probléme est de développer f (x) sous la forme suivan!

A, A,

w ”“““*P(w) OMEREZONM

les A, étant des coefficients indépendants de z.
En se plagunt au point de vue formel, on peut calculer ces coeffi-
cients par le procédé suivant :

La fonction 5 Ex) est, a I'extérieur du cercle | z | =R, développable
n
en série de la forme
1 _CQnn Qpn,n+1 @nr,n+p
P.(z) = an ah+1 Rl vy zh+p e

avec an,»=1. En admettant que le développement (1) soit possible,
a I'extérieur d’un cercle, de rayon R R, la différence

A A,
(2) A"=f(z)_A°~P_{(‘T:)_" —P_,.(x—)

est telle que limz" f(2) = o pour £ = o; le développement de A,

en série commence donc par le terme en —— ce que nous écrirons,

Il-f'l

suivant une notation habituelle dans la théorie des fractions continues,

) An= (=)

Mais alors cette condition donne immédiatement les équations
suivantes '
AO = CO; Al = Cl,
Asay o+ A= ey, '
Ajay s+ Asas s+ Ay=cy,

(4)

ey

‘ '
Ajay o+ Ao n+ oo+ Ay 1@pgn+ Ap=cnp,

qui déterminent de proche en proche les coefficients A,.. On peut, par
la méthode des fonctions majorantes, étudier la convergence de la
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série ainsi formée, dans des cas étendus. Il suffit de comparer le
développement obtenu au développement particulier étudié au
dernier alinéa de ce paragraphe.

Pour pouvoir appliquer la formule de Cauchy, cherchons le déve-
loppement de

fz]|>R, |yI<R.

On voitimmédiatement par la relation (4) que A, est un polynome
Qn-1(), en y, de degré n —1, dans lequel le coefficient de y"~* est
égal a unité; on a ainsi le développement formel

r Qn—1(¥)
z—y —2 Pn(z)

ce qui arrive a associer aux polynomes Py, P,, ..., P,, d’autres
polynomes déterminés Qq, Q,, Qn_, . ... Sil’on prend par exemple

Pa(z)=(z—a)", ,

ona
Qn-1(y) =(y — )"
Dans ce cas
Qn(y) =Paly)-
18. Polynomes d’Hermite et de Legendre. — a. Polynomes

d’Hermite. — Appliquons a ces polynomes les mémes considérations
‘que M. P. Humbert aux fonctions électrosphériques.
On a sous forme générale

n(n—ri)

"Ha(z) = (22)— .

(2x)r—"
n(n—1)(n—2)(n—
2!
_n(rn—n(n—2)(n—3)n—4)(n—
3!

-+ 3)(2x)n—k

5)(2w)"~6+. .

avec les relations de récurrence (Ho =1, Hy=2z),

(1) Hp=2zH,1—2(n —1)H,—, H;’,=2zH’,,-|1— 2nH,.

A Taide de systémes d’équations de récurrence,le lecteur recon-
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naitra sans peine que I'on a

2z 2(n—1) o o

o

I 2% 2(n —2) o 0

o I 22 2(n—3) 0

: o o I 22 o
H,= )
N [

o 0 . o

] . 2

On met ces polynomes sans plus de difficulté sous la forme de
fractions continues; de la loi de récurrence, on tire

H, H,_»
=22 —2(n—1 M
Hos (=D,
or
Hn_1 Hn—s
=2l —op—a(n—2
Ho =g
soit
H p
ﬁ—" =228~ 2(n—1) ! -
=t 22 —2(n—2) )

2x—2(n—3)#

n—3

et ce développement se terminera par I’expression

2z 2““—2.1: L
Ht - .Z"
ainsi
H . \
2=z —2(n—1)
Hn_..g I

22 —2(n—2)

2x-—2(n—-3)2z

b. Polynomes de Legeﬁdre.

On a la forme générale

zn—1

1.3.5. ..(e2n—0)[ , n(rn—1)
Ln(a) = nl [“ T
" n(n—r1)(n—2)(n—3) ]"

2.4.(2n—1)(2n —3) T
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avec les relations de récurrence (Ly=1, Ly ==z)

) (n+1)Lpy=(2n+1)zL,—nL,—,
(2°—1)Lp=—2zLL,+ n(n-+1)L,.

La résolution de systémes convenables d’équations telles que (2),
permet d’obtenir L,; |

(2n—1)r n—i1 0 o
n—1i (2n—3)x n-—2 T 0
3) Ln=—l- o n—2 (2n —5)x n—3
n! o o n—3 (2n—7)x
o [} -0 n—4

le déterminant étant & n lignes et n colonnes.
Par exemple, pour n =2, (1) donne l¢ systéme d’équations

3I3—oxLe+ 2L =0,
2o —3zLi+1=0,

lLi+z=o0,
alors
2 — b5 o
—3 2 —1
I .0 —x 1
Ly= 3 =37 [15x2—gx],

solution qui est bien identique a celle obtenue a partir du déter-
minant (3) ou l'on fait n =3.
De la loi de récurrence (2) on tire

L,,+1 2n+1 n Ln._1 .
L, = n-—+1 n+1 L, "’
or ’
L, vn—1 n—i1 L, s
= — ’
Loy n n Lp
soit
Loy _2n+1_  n 1 R
L n—+1 n+12n—1 n—i Lys’
2n—1 n—?
n Ln._1
d’autre part,
Lp—y _2n—3 n—2 Lps,

Lp— n—1 n—1 Lp_s’
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donc
Loy 2041 n 1
L, = n1 n+12n—i n—i 1
xr— ’

n n  wn—3 n—2 L,
‘l‘ —
n—i n—1 Ly

et ainsi de suite; le dernier terme du développement sera

3 1
2 2z
On aura donc finalement
" Lps 2n +1 n 1
= x —
Ln n—1 n41 2n—1 n—1i 1
x — -
n n  an—3
n—iI . (n—1)
I
2 —
22

19. Calcul des valeurs des polynomes U, et de leurs dérivées pour
des valeurs imposées de u. — On peut partir des formes diverses
données a ces polynomes et qui ont été précédemment indiquées,
mais il est préférable de faire emploi dés relations de récurrence, qut
offrent de nombreux moyens de controle portant sur de larges inter-
valles pour n.

On a

U,,= ZuUn_l-—Un_o, U2n=U;',—U"..; 3 U"n+1= Un(Un-M"“'Un—l);
nUp+ Uj , , ,
U’n=—%l; 2n=2(UpUp—Up1Ujpy),
a titre d’exemple (voir § 3). .
Mais on a le plus souvent a calculer des séries constituées de
diverses maniéres avec ces polynomes ou avec ces polynomes et leurs

dérivées telles que

1 d/ 1 1 U,
ZU",,’ ZE(U;)’ Zb.,,+,’ Ziﬁf

Convergence des séries. — 11 est facile de montrer que les
séries XUL,, el ZZI%(ITI;) rencontrées au fascicule XXXVIIT (1)

(') Loc. cit , p 14.
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dans I'expression de la capacité de la sphere ou dans celle de la force
attractive lors de I'étude du systéme plan-sphére, sont convergentes;
des considérations géométriques montrent en effet, que le rapport
dpi1,» de deux termes consécutifs est tel que

L
lim = —_—y
Gprsp U+ YUR—1

1
L]

ou la valeur de u est par nature supérieure a 1, de plus, a,,,, est
inférieur a 1 et tend vers cette limite par valeurs décroissantes.

CHAPITRE II.

LE SYSTEME PLAN-SPHERE.

20. Calcul des densités électriques gy et oy sur la sphére et le
plan P du systéme plan-sphére. — Nous avons appris a calculer ces
densités par des séries, p. 21 a 24 du fascicule XXXVIII du Mémo-
rial des Sciences physiques.

Ml
M
A \
(¢]
B8 0 A c
P
S \
OC=e OM=R
Fig. 2.

En introduisant la variable ¢ — 2u, nous avons trouvé

.

v Pz U3(v) — Up_1 (#)
=R Z’[U},(v)-o-Up_l(v)——zUp(v)Up_,(v)cosO]—i
p=

’

la sphére étant maintenue au potentiel V et le plan au potentiel zéro.

= EgV'pg Up—1(9) [Up(®) — Up—a(®)] i

p=1 { R°[Up(0) — Upa(»)P+ 422U, _,(0)}"
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le plan étant maintenu au potentiel V' et la sphére au potentiel zéro;
on a posé d’autre part

)\=(R+e)tg%-

Si 'on maintient simultanément la sphére au potentiel V, et le
plan au potentiel V/, les formules de la densité deviennent

Oy = ——— 41:}{ 2 U,(0)—Up4(»)
. __o[U,,(v)+Uz_i(v)—2U,,(0)U,,_|(v)c050]"
’ p==
“oh= L= Yope Upt ([ Up() = Upa(0)]

p=1 { R[Up(0) — U, (0)P+ 422U;_(v)}

Nous ne nous attarderons pas a démontrer la convergence de
ces séries, ce qui a été fait par M. Defourneaux [6].

On constate que les formules précédentes sont en général irration-
nelles et que chaque terme de chacune des deux séries fait intervenir
deux combinaisons homogénes du deuxieme degré des polynomes U,
combinaisons qui sont fonctions de l'indice de ce terme et qui
changent d’une série a l'autre. On se représente la difficulté de
mener rapidement le calcul de telles séries dans des cas numériques
bien déterminés. Toutefois, par I'utilisation de quelques identités
simples, M. Defourneaux a montré [6] que I'on peut remplacer les
dites combinaisons par des expressions linéaires ne contenant plus
qu’un seul polynome.

11 faut remarquer que ces formules deviénnent rationnelles pour
0=o0, 0 =180° et A =0, c’est-a-dire aux points A et B de la sphére
et au point C du plan. On a

_ p((’)‘FUp—l(v‘
oa= 41:& 2 [U,(")—Upa(mP’

V-V U,(9)+ U,y (9)
E[U

= R »(9)+ Ui (0T’
p=w
z(V’-—-V) Up_i1(»)
% = Z[Up(v)—U,,-z(o)]i

On est ainsi conduit a introduire des combinaisons linéaires des,

MEMORIAL DES SC. MATH — N° 107. 3
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polynomes électrosphériques, savoir

Fp(v)=Up(9)+ Up—i(v), Gp(9)=Up(v) — Up-a(¥),
H,(v)=Up(v) —Ups(0),

qui obéissent a la méme loi de récurrence que les polynomes U,
Fpii(0) =0 Fp(0)—Fp_1(v),
et satisfont aux relations
Ho(— o) =(—1yHa(9),  Fa(—0)=(—1)"Ga(v),

ce qui permet, dans leur étude, de se limiter au cas de ¢ positif. On
obtient ainsi les formules simples

__V—V'pz:F,,(v)_ _ V-—V'p:*Gp(V).
W=TTIR & Go(v)  PT =R F, ()’
=1 p=0
L2V =V INU (),
= =R H,(v)
p=0

Ces polynomes F, G, H interviennent encore lorsque 0 et A sont
quelconques; c’est ce qui résulte des considérations snivantes :

a. Ona
U3(0) — Uy (0) = Usp(9),  Upmi(#)[Up(#) — Upa(9)] = Uzpa(v),
d,’oﬁ
U’)p((’) = F/;(V)Gp(t’), ng_|(9) = U,;—](V)Hp(x).

b. On peut établir de proche"en proche, pour z quelconque,

Pidentité
(r':" +\/€,° —1>" =" Ha(e) + Un_.(z>\/f—‘—x,
2 4 2 4

dont une conséquence évidente est

(% _\/f&f _;>" ={;Hn(z)— U,,_.(x)\/’zi —1.

¢. De méme on démontre de proche en proche les identités

(\E;t_iz)— Vi 2 Gul(r) + Vo —2Fa(2)
> p

2

(\/.@'—1—0——\/:‘—-2)""“__ Vi +2Ga(2)— e —oFplz)

2 2 !
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d. Ces deux couples d’identité permettent d’exprimer les poly-
nomes U,_, (z), Ha(2), Fa(2), G.(z) en fonction implicite quoique
d’apparence irrationnelle, de la variable x. On a ainst

x T \" x '.1;"_— "
oy -y
U"_l(x): 2 \/ 4 2 4 ,

x“'

. 2 —4-—-1
> n ° n
H,,(.z‘):(%-i—\/‘%—l) +<§— %——I) ’

Sil'on pose
\f..}‘ :t_z_l— I
P 4 ‘97
on a

ety =1+ é, ce qui donne

. 1y _ _e—x LA
Un—l(P""P)——P"_l(P,_l) > H, P-O—P = on

Pour avoir les expressions de I, (p -+ %>, Gn(p —+ ;), il suffit de
remarquer que

x s (\/1‘—1—2+\/w—2>°
= (r+r2rVr—2)

2

et 'on obtient
: 1\ et —1 ' 0n+1+ 1
muerg) = femn olerl) =
"\FTe) T =1y’ ! o/ " palp+1)’
e. Si Pon remplace la variable quelconque z par la quantité ¢
v=92Uu = —R.— > 2y
on a .

A1
v=p\+-:; et ,,(v).._.P

P 7

(') Relation que nous avons ¥tablie directement page 8.
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14

2 . . . S
p=,+ 24— —1 est supérieur & 1, et H,(v) est supérieure a 2. On

en déduit la valeur de p” en fonction de H,.(¢)

on %Hn(v)-i-\ H'z‘(") —1,

et par suite, pour ¢ > 2, 'identité
v w2 n__ Ha(p) Hu(¢)
' (§y/F ) =2 /B2
S+ En tenant, compte de l'identité déja utilisée

(1) z ./ (Vﬁlﬁiﬁ—_“)’,

—_ —_——1 =
2

2

on peut écrire, pour ¢ > 2, et quel que soit I'entier positif 7,

Vo2 +Vv—2>"_ VH.(0)+2 + VHa(v)—2
2 2

Supposons n pair, n=2p, le premier membre de cette identité

. 2 P . . . . N
devient (; + %—1) ; en lui appliquant l'identité a, on obtient

H,,(v) \/li>,,w)+2 4+ VHop(p)—2

2

+Up_1( )v - —

On aurait de méme “

sz(v)-—bp—i(v)\/f;-—l =\/H=,,,(v)+2 —\/Hap(v)—z’
J 4

2

¢

d’oil, pour ¢ > 2,

Hp(0)=\/H9p(V)+2 et  Up(v)Vv"— 4 =yHop(v)—2,
relations qui conduisent a

(2) Hy(o)=Hp(0)+2 (v —4)Ujy(v) =Hyp(v) —2.

Supposons n impair, n == 2p —+ 1; le premier membre de l'iden-

-

)2’:+1; on peut le développer

Vorz+o—2

: b
tité \( 1) n’est autre que < >
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par application del'identité b et 'on peut écrire

\/v+2G,,(v) + \/v—zF,,(v) _ VHopi1(90)+ 2 + \/H»,H.i(v)—z,
2 2

d’oti, quel que soit v,
(3) (¢+2)Gp(¢)=Hopa(v)+2, (¢v—2)F3(v)=Hopu(v)—2

g- En remplagant F, et G, par leurs expressions en fonction de
Uy, U,_, dans les formules (3), il vient

U2(0)+ U, (0) = "m_r:)?i_"ﬁl:‘_‘, Up(0)Ups(0) = HoE:‘:E—vl—v.

Les relations f permettent de modifier 'expression de oy

pP==
ch=V—V' Uop(9) ~
4= R =0 {(0—20056)H2p+i(0)+ 2(vcosh — 2}?
v2— 4

Les relations (1) permettent aussi de modifier Iexpression de gy

o= 2R2(VI_V)P§ Usp—1(9) .
i = %[R"(cﬂ—- 4)+ 4221 Hop(0) + 2[R"(v"—4)-—4)‘]}7
v’ — 4

Pour cette derniére formule on pourrait remplacer A par

R(v +2) tgg
(e+R) tg-z— =— ;
ceci conduit aux formules définitives, données a la page 24 du fasci-
cule XXXVIII du Mémorial des Sciences physiques

Vv V=V,
o= —pz— K w=-—]x K'(9),

ol
p=w
1\(0)=% > Uop(0) 5

,,___.1;(0—2cosﬂ)H°,,+1(v)+2(v cosf —2)}z

02— 4
P:w
K(0)=2 N Uopr(0) :
=1 {(v —2c0s8) Hap(0) + 2 (v cosb —2)%
0—4
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21. Quelques relations complémentaires entre les fonctions U, F,G

et H. — o. En multipliant membre 2 membre les deux relations (b),
on obtient

(1) ;H;(z>—(“’—§1—n)ua..(m=:
ou .
1% H)(z)— (2" — §) Up, (z) = 4.

B. De méme les relations (¢) conduisent a

(2) (2 +2)Gp(z) —(z —2)Fa(x) =14
eta
(2") Un(z)+ U1 (2)—2 U, (2) Uy (z)=1.

Y- On montrerait sans difficulté que I'on a encore

Hy(z)—xzHp(2)H,q(2) + H,_;(2)=4—z°,
Fi(z)—zFn(2)Fna(2)+Fi(2)=2+2,
G;l(x) —.l‘G,.(.Z‘)G" —1(-1')+ G"_|(‘Z‘) =2—.

d. L’identité (e) élevée a la puissance entiére p, dont on déve-
loppe les deux membres par application de I'identité (b) donne
LM (o) + Unp_|(v)\/343_1
H,
= TZ‘HP(")[Hn(")] + U/'—I{Hn(")]\/—é'o—)'—l-

Or, en tenant compte de
Hior — - /or
: —’%—-I=Un—1(0)\ %-_!v
on peut écrire

(3) Hpp(0) = Hp[Hn(0)] = Ha[Hp(0)]

‘et ' )

(3)  Unpei(¢) = Up () Upet [Ha(9)] = Ups () Una [ Hp(0)],
identités vraies, si 'on remplace la variable limitée ¢ par une variable
quelconque .

n. L'identité £, pour » = 2p, devient

(_‘j +‘/f4_° ___])"= VHap(v) + 2+ \fH,p(v)-—z;

2 2
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L]

stonl’éléveala puissance 2 g 41, qu’on développe le premier membre

par application de & et le second membre par application de ¢, on
trouve

I k
3 Hpizgen (o) + Up(2q+1)(")\/'vz —1
- \/Hu,,(v) + 2 G,(H>,) +yHyp (¢)— 2 F,,(H.,,,),
2
et, par suite,

(4) Hppgin)(v) = Hp() Gr/’[Hsp(")L
(4’) Up(2q+1)—l(") =‘Up-l(")Fr][H2p(")]‘

La méme ldenulé J écrite pour n =2p + 1, élevée a la puissance
29+ 1, condmt aprés développement de chacun de ses membres
par applxcahon de c, aux intensités suivantes :

VO =+ Gopgprg(0) + Vo — 2 Fopgupig(9)
= VHop1(0) +2G,(Hypst) + \/H'p+t(9)—' 2 Fq(H2p+1)

et
(») Gopyspig(9) = Gp(¢) Gy [Hoppi ()],
(5") Fapgipra(9) =F,(v) Fy[Hojss(0)]-

22. Propriétés arithmétiques des identités précédentes. — Les rela-
tions «, { et v du paragraphe précédent permettent de mettre en
¢vidence des solutions en nombres entiers de quelques équations de
la forme

az’+bxy +cy’=m.

Bornons-nous a l'équation X* — KY? =m, K n’étant pas un
entier carré parfait et m étant un entier positif quelconque. :

Si a, { représente la solution fondamentale de X2 — KY*——: on
sait que toute solution positive (X, Y) de X2—KY?=m se déduit
par une substitution linéairea coefficients entiers de déterminant 41
qui n’altére pas la forme X2—KY?, d’une autre solution (Xo, Yy)
vérifiant les inégalités

Vm < Xo+ Yo VK < (a + BVK) Vm [g].

Ce résultat peut se démontrer par la seule connaissance des poly-
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@

nomes U et H, et 'on parvient d’ailleurs a la relation

X+YVK =(X,+ Y, ;/R)(%Hp(za) + BUp—i(22) JK),
avec p > o.
On en tire

X = -Hp(22) + KBUp_1(2a) Yo,

W[

Y= %Hp(za) Yo+ BUp-1{22) Xo.

Ces formules sont une généralisation de celles obtenues dans le
cas de I’équation de Peel [7].

Les autres solutions entiéres sont données par =X, =Y.

On peut aller plus loin: on peut démontrer qu’il suffit de connaitre
les solutions entiéres telles que

‘/—”_l_é Xo+ Y, \/Ké\/m(a2+!) +\/m(aq—l)

(intervalle toujours moindre que le précédent), pour obtenir toutes
les solutions entiéres de équation; celles-ci se répartissent en quatre
séries dont 'une est représentée par les mémes formules que précé-
demment, savoir :

= 20 oo KU )Y

Y = %Hp(zzx) Yo+ BUp—1(2a) Xo,

dans lesquelles'p est un entier qui peut étre positif, négatif ou nul;
—X est alors constamment positif, tandis que Y est positif pour
P> o et négatif pour p <<o.

Les trois autres séries sont (—X, Y), (X,—Y), (—X, =Y).
Notons que ces expressions donnent un moyen rapide de marquer les
points & coordonnées rondes qui appartiennent a hyperbole

z2—Ky2=m.
93. Applications géométriques. — Il est possible de calculer les

cdtés des polynomes réguliers sans passer par la théorie des imagi-
naires. Ce probleme a été abordé par Viéte [17], mais pas plus que
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Newton [14], il n’a mis en évidence la décomposition en facteur des
polynomes U et H et reconnu le double réle du polynome H (résolu-
tion et substitution). Revenons au changement de variable

Z =2 cosg,

on obtient
. o
sin (2p+1)~2‘-
Hp(2cosp)=2cospo, Fy(2cos9) = . ’
s =
2
]
cos(2p+1) =
2
Gp(2c089) = —-—)
cosz

et 'on a du méme coup les expressions des racines de tous: ces
polynomes.

Ce nouveau changement de variable appliqué a l'identité (a)
montre qu’elle n’est autre que I'identité de Moivre.

Ces remarques constituent un lien entre les polynomes électrosphé-
riques d’une part, les équations binomes et les polygones réguliers
d’autre part; on peut préciser comme suit :

Les relations établies précédemment (0 et n) fournissent des con-
ditions suffisantes de divisibilite de deux polynomes U, ou H, ou F,
ou G, entre eux; la forme trigonométrique (avec v = 2cosg) de
ces palynomes montre qu’elles sont aussi nécessaires, sauf bien
entendu (4') qui est une forme particuliere de (3').

Racines primitives. — On peut appeler racine primitive de
H,(x) = o, toute racine de cette équalion qui ne peut pas élre racine
d’une équation H,(2) = o de degré moindre (g << p).

Une racine quelconque de H,(z) étant 2 cos g—":—kz_—l)x, pour

k=1, 2,3, ..., p, est primitive, si 2k—1 est premier avec p;
notons que les racines primitives sont deux & deux opposées.

La définition des racines primitives s’étend aux polynomes
F,(x) =0, Gy(z)=o0 et celles de F,(z) sont opposées a celles
de G,(z); on peut également étendre cette notion aux polynomes U,
mais les relations

1

Usn(2) = Fn(2)Gn(z),
Uspi(z) = Un—r(z)Hr(z)



38 A. GUILLET ET M. AUBERT.

montrent qu’en définitive les racines primitives des U sont celles des
q p

polynomes H, F, G.

., . . 2k —1
Propriétés des racines primitwes. — 1° Soit z, , = 2 cos ap T
! une racine primitive de H,(z) = o; si 'on forme
2h —1)
H,(xps) = 2cos (—-—2——--17) VER)
I . .
pour ¢g=1, 3, 5, ..., 2p —1, on reproduit toutes les racines de

H,(z) = o. En paruiculier, les racines primitives correspondent aux
entiers ¢ premiers avec p.

ok
2p+1

2° De méme, soit z, .= 2 cos » une racine primitive de
Fy(x)=o.

k peut varier de 1 & p en étant premier avec 2 p + I, 'expression

2kqn
H =2
q(Zp,k) cos o1’
pour ¢ =1, 2,3, ., p, reproduit toutes les racines de F,(z) = o;
les primitives correspondent & ¢ premier avec 2 p + 1.
o . - 2h —1 e S
3° De méme. soit z,.,= 2 cos >p 5 ©» une racine primitive de
G,(z) = o, k peut varierde 1 & p, et 24 — 1 est premieravec 2p 1.
. 1
Soit
(2k—n)q
H = 2 0§ ——— T,
¢(Zp,k) S p w1 ©
Pour
=1,3,5,..., 2p—1, on reproduit les racines de G,(x) =o,
g=2,14,6,...,2p, on reproduit les racines de Fp(z) =o.

Un polygone régulier de m cotés, oblenu en joignant de 4 en A les
points de division de la circonférence partagée en m parties égales
(h premier avec m) a pour longueur de son cot¢

hx I h
28N — =2¢05{—— — )=
m 2 m

m —
m

2h .
— 1 est une racine

1° Si m est impair, celle quantité 2 cos
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primitive de H,, () = o, donc les c6tés des polygones réguliers d’un
nombre impair m de cotés, sont les racines primitives positives de

H,(z)=o.
2° Si m est pair :

. . a2m' —h . . e
a. St m=4nm/, le coté 2 cos ———7 esl une racine primitive
! im p N

positive de
Hopr(2) = o.

om'+1—h

— Al ; 2m 1R
b. St m=4nm'+ 2, le c6té 2 cos 2 )

tive positive de

7 est une racine primi-

Fn(zx)=o ou Gm(z)=o.

De plus, d’aprés ce qui précéde, il suffit de connaitre une seule
racine primitive pour connaitrc sans autre résolution toutes les
autres racines primitives; on peut dire qu’il suffit d'avoir calculé le
c6té d’an seul polygone régulier de m cotés pour connaitre trés rapi-
dement, par de simples substitutions, les c61és des autres polygones
réguliers de ce méme nombre m de cdlés.

CHAPITRE III.

"ETUDE DU CAS DE DEUX SPHERES.

24. Généralités. — Au Chapitre III (p. 27 & 42) du Fasci-
cule XXXVIII du Mémorial des Sciences physiques, nous avons
donné les expressions des grandeurs caractéristiques du systéme de
denx spheres. La capacité C, de A en présence de B et la capacité Cy
de B en présence de A ont pour expressions
l—”aPHbl' o p:wapbpﬂ

P)/l ) 4B = Q')[; .

pP=09 p=0

C\=

Le coefficient d’induction réciproque s’écrit d’autre part

) =

ap+ipp+1
C=—. Y o

p=0

Papi
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et la force f qui exprime I’action mutuelle des deux sphéres est

p=w
d | V' g ar+1br ap+1pprt o2 N ap bp+t
f—"‘oTz[—z‘ Pir "VZ 32. ]

P2p+l
p=0

Enfin la densité en un point M du conducteur A est donnée par
pP=xn

dAM= 2 Op -+
pP=0

tandis que la densité en un point N du conducteur B est donnée par

P

o

'
"E,”
1

P

p== P_
= -:,,-l—
p= o p_.l
avec
ar—1bp 2, —a2Pl,_
Tp = 4w v LTt 3
P + a?Pa _l-—'ZGPo Pg 10086 2
P P pt2p—
o = aP—szV Q51— a2Q5,_
T
§ [Q2p—1+a qu_n—'2aQ:p._lQ2p_o cos 0]5'
’ = aPZ:c_l v Qip— 8" Qipe 79
[Q:,;-i— bZQ‘;p_l—2bQ)pQgp_1COS(P]z
p—2 3, .,—b°P3, .
e ap:xv P3,_,—b°P3,_ -

1
[P;p—l -+ bqup_o_ 2bPzp-1P2p_9 cos ?] ’
Les séries C,, Cg, C sont évidemment convergentes en raison de

leur signification; on peut le voir aussi directement par application

du théoréme de d’Alembert. Dans la série C, le rapport d’un terme
au précédent est

Pop.._l _ 1 ,Pzp-H L o P2p+2 . AA"P+2 BA2P+3
abP"P+3_Zl§a l)’p+"%b b P=P+3%— a b ’

en se référant aux considérations du paragraphe 9 (Chap. III) du
Fascicule XXXVIIL.

Or si « et 8 sont les points conjugués communs aux deux sphéres,
on a

. AAQP_,_g BAgp_._g . Aa BB
lim — < 7 =— = 5 <.

Comme on a x>a + b, « et 3 sont en effel respectivement a
Pintérieur des sphéres A et B.
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Aux séries qui ﬁgur\ént dans Pexpression de f correspondent des
séries majorantes obtenues en faisant coincider tous les centres A, B
avec les points limites a, 3 dont la distance est plus petite que celle
de deux centres quelconques. Chacune de ces séries se décompose
d’ailleurs en un produit de deux séries pour lesquelles I'absolue
convergence s'établit comme pour la série C.

Vorci la suite des considérations qui correspondent a celles faites
par M. Defourneaux dans le cas du systéme plan-sphére.

La convergence de chacune des deux séries dont la densité d,y est
fa somme est évidente; elle résulte du théoréme de d’Alembert,
appliqué aprés avoir remarqué que les points A,p—y, Byp—y d'une
part, et A,,_s, By, d’autre part, ont une position limite commune
quand p croit indéfiniment. Ces limites sont les points conjugués des
deux spheres. Il en résulte que x4 et y,, , sont des fonctions
décroissantes de p, admettant pour limite I'expression

z°+a’—b° 2+ a—b\ R
e VT )

.

ou

2+ a— b+ (z'— a’ — b’)‘——Aa“b?’
22

tandis que Zap_» et y),,_, sont des fonctions croissantes de p, admet-
tant pour limite 'expression

x +az"—b2 \/ x° +a"——b2)
o ._a!

24+ a—b2— /(2 — @’ — b”)"—-Aazb’.
Y

ou

Dans la série a termes positifs ¢, le rapport d’un terme au pré-

cédent peut s’écrire ainsi (*)
1
Tpit Mpyy Topp— @ [.z'%,,_, +a’—2aXsp_y cosﬂ:r

_— k)
o) my Top 11— @ | Taprq+ a’—2azxepyy cosh

]H—l

ou Pon voit que la limite de o L=, lorsque p croit indéfiniment, est la

méme que celle du rapport \

(1) Nous employons 1c1 les notations et les relations de la page 4o du Fasci-
cule XXXVIII du Mémorial des Sciences physiques.
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Or,

’n;;+1 ab ab ab

m;, - .l‘o,,.‘.]l"»p - x¢,,_1(.2‘——.1;qp) - .z'xz,,_i—ai

Ce rapport a pour limite

2ab
B — b+ (2 —a— b2 —fub’

ou

22— at—b— (&' —a’ — b)Y — fa2 b’
2ab !

qui est une quantité inférieure a 1, car > « + b. De méme pour la

série a termes posilifs (—7'), la limite du rapport " L2, lorsque
p

p croit indéfiniment, est la méme que celle du rapporl%’“, c’est-
p

N b -
a-dire de -—1,—9——61; cette limite est donc la méme que la précédente.
S2p—=27

25. Transformation des formules o, o', 7 et 7. — Les formules
données précédemment obligent & des calculs longs et compliqués a
cause de la présence de combinaisons homogénes du deuxiéme degré
des polynomes P et Q. On peut remplacer ces combinaisons du
deuxime degré par des formes linéaires non homogénes de ces poly-
nomes, grace aux relations suivantes :

p:/’___aap:p_l= PS[?) P:l‘ ,—b’P:I,-;zpip_o,
(1‘ + a’ '——b“)(PblH—Z"—‘a‘)b P;p.s)—-—éd"ﬁ"'obﬂ"(l"

P, +aP, =
2p et (@ —a— by —fab

)

(°+0—a)(Pip —ab°P, ) — fa’P b2 2°

Popy+ 2Py = (W —a =82y —4a &b ’
p P _ .z'(P,.,,_H——a?b"P;,,_o)—a2l'b"/7.z‘(.'t"+ a“——b")
p Tt = (22— @ — b)Y —fazb? ’

Z(Pip—a?b°P, ) — a’r b2r—2z(2° +b‘—a1)
(’—a’— b6’y — ja’ b2

Pap—-l P!p-‘z =

et les relations analogues pour Q, obtenues en permutant @ et b dans
les précédentes. ,
On introduit d’ailleurs ains1 des polynomes

R,=P,—ab’P,,;, S,= QnT“ a‘b’Q,,_.;
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qni se déduisent les uns des autres de la méme facon que les poly-
nomes P ou Q; ainsil’on a
Ren = 2ZRop—y — b2Royp s, San =2 Sop_1— a%S:p—,
R)n.H:.Z‘R.n ——a’R;,,_l, San+1= .I‘Snn —_ b’So,,_‘,
Rp=(22— & —b)Rpo— @ b?Rpy.  Sp=(z2—a"—b")8ps—a?b2Sn.

Ropr= S-n+l-

Dans ces conditions, 1l vient

—1
op= aPAEbI'v P,y N
[\ (2°+ @ —b>—2ax cosO)Ripis T
I +2aP+1b°P2[(2°+ a°— b) cosh —2azx]
L (w»__aa__bg)q_éaab-p
L, ar—br v " Qup ,
Yo= T i
4= B (z°+ a°— b — 2ax c0s0)Sip 17
| +2aPbPz[(x°+a —b)cosb —2azx]
! B (x2—a”— b°)t— fa2b? i
iy = aP br— v’ QA/) -
i= 'g (2°+b"— a*—2bx c08 9)Sipsn 'r
+2a’Pborrig[(z2+ b"—a?)cosp —2bx]
(r’—a’— b2—farb? h
-0 Pip—o
c,p______al’bl’ v Ap =
b= [ § (' + b— a>—2bzx cosp)Rip 1*
11 4 2awbriz[(2’+ b —a’)cosp —2bx]
L (xn___aw_b»)o___4agbn A

Ces expressions deviennent rationnelles et s¢ simplifient lorsque
0 —=o0 ou 180°, lorsque ¢ =o ou 180°. Toutefois, elles ne peuvent
&tre d’un usage courant; la présence simultanée de trois para-
métres z, a, b entraine que des nombres tels que P, et Rip,a,
peuvent étre trés grands et d’un maniement compliqué. De plus, il
est nécessaire de recommencer tous les calculs lorsqu’on passe d’un
systéme z, @, b @ un autre systéeme ', @', b', méme si celui-ci est
proportionnel au premier (sphéres homothétiques).

11 convient donc d’introduire de nouveaux paramétres; mais tou-
jours en vue de la rapidité des calculs, il faut prendre des paramétres
supérieurs & un, c’est-a-dire qui puissent devenir entiers. On pour-
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o . . L X . . .
rait introduire =1 5" Pour conserver une ceitaine analogie avec
le sysiéme plan-sphére, posons

— —b
x a=a’ z —B.

b a

Ces paramétres « et 3 sont analogues au paramétre .

Ona
-
cosDBS
B=£§{= A
cosEAR

Par ce changement de variable, les polynomes précédents donnent
naissance a d’autres polynomes tels que

2 2,
Py, = anbn__ﬂ_, Qon= arnbn =20,
B—1 a—I
Ponr1=a"b?xZon4, Qani1=a"b"x2ap 4,
01, - 3;,,
Rop = anbn —22, Sop=anbr —=,
p—r1 o—I
Ropy1= arbn xd(on_,,,, S-n+1 = a" b”$$9n+‘.

Notons que €,, est de degf'é an—+1 et <Ly, de degré 2n.
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Ces nouveaux polynomes satisfont a des relations simples telles
que
(¢ —1)Zrpn+ (B—1)Zop—0=(af —1)2Dop—y,
(B— D%opp1+ (2 —1) B2t = Top,
Dniat Trs=(af + a + B —1)Ty,
Rn=Zp—Zp_s.
Rpqot+Rp—o=(aB +a+ B—1)Rp,
(B—1) 2op 4 (2 —1)2spes= (af —1)° op_1,
(2 —1)20p 11+ (B —1)22p—1= 25,
Dppo+ po=(af +a+B—1)2,
Sp=2p— 2y,
Spia+Spa=(af+a+—1)8,
avec
Zy=B—1, D=1, D=B@B+P—2); Dr=af+a+f—r1, .
Q=a—1, =1, o=a(@f4+a—2), Zy=af+a+f—1.
D’ailleurs,
an—o—l = Q”n-!—l'

Les expressions de ), 7,,. .., deviennent

Tp= l (B—I)‘,Q"‘P )y
fra '5[(a+1)-(31-—29+a—1—2(043-——t)cose]di,p+»+2(¢ﬁ—x)}'1T
] > [{(e+1)p—2f+a—1}cosb —2(af —1)]
L (a+1)(p+1)(ap+a+ﬁ—3) i
7 _ v B—r2ip) L,»
bra [(@ +1)B2—2B+4-0a —1—2(af —1)cosB]S,p+ 2(«(3—1)}"3
< [{(e+1)B"—2B+a—1}cosh —2(af —1)]
L (a+0)(B+1)(ef +a+E—3) i
'tp= ‘—-v—,— (a——l)""Qip C1d
458 (@ 1wt —2a o+ 1 sl eons]Suy a0 |
g < [1(B+1)a®—20+B—1}cosp—2(af—1)]
(a+1)(B+1)(ef+a+B—3) ]
vV (@ —1) Zip_s )
/. 4xb -g[(ﬁ+l)a°—za+3—1—2(aB—I)COS<p](R5P+ 2@B—1)|
><[{(B+1)a2—2a+B—-1}cos<p——2(ap——-1)]
Y | (a+D(B+1D(ef+ac+p—3) ]

Ces expressions sont irrationnelles, sauf pour 6 =0 ou 180°,
@ = o ou 180°.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 107. 5
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Lorsque 6 = o (point D), les expressions deviennent

— A% 1 ‘?e,,+(aﬁ——~1)‘ib’)p_»
P= fra B—1 [Qg,,_(ap—l)%,,_.]»’
[#
p—I

A 1 (aB—1)25 )44+ 24>
T dma B—1 l(ap—l)27p_|+323,;_7 '
B—r1

Quand 0 =180° (point D'), les expressions deviennent

l cz,,,_(ap_:)%p_.]

_ v g—r
= m(p_l)z[‘l’ap+(aﬁ-—l)‘l?,,,_-.j"
[(ag —I)Q)p_.| —Q»,,_>]
G o (B — :
r= 41!& [(aB——l)ﬁ!»p__x-i—.‘,’Zop_.)]‘

On trouverait de méme les expressions de 7, et ¢, aux points E et
E' de la sphére B. Les combinaisons linéaires qui sont mises en évi-
dence se calculent suivant la loi trés simple qui permet de déierminer
D, en fonction de €, et €,_, ou R,.»enfonctionde R, et R,_o.

De plus

‘t';p—(a?t—l)g:ep_l et ((13—1)27p_|—99p._0

B—1 g—1

sont des polynomes.

26. Cas particuliers. — 1° Les sphéres sont égales; a =56, a =f

et o+ 1= 5 Les polynomes %, 2, R, S deviennent
T)p = Q)p =(a—1)U7p(a+I),

L Uspi(a+1),

a —+1I

Q"p-H = Q”p+l =

(R.p = 52,) =(GQ—I)H=:,;__;(G+I),
m2p+1 = $"’P+i = H.,,(a -+ I).
Les lsymboles U et H représentant les polynomes déjd utilisés
dans le systéme électrisé plan-sphére, la variable ¢ étant remplacée
ici par o —+ 1.
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Dans ces conditions .

op= A\ Usp(&—i-l) .
! - >
ina [(a+l—2cosﬂ)lli,,+,(a+l)+z[(a+1)coeﬂ——2] 3

(a—1)(a—+3)
< =___L U.ip..o(a—i—l) .
g ita 32
(@ +1—2¢c080)H,, y(a+1)+2[(a+1)cosd —2]]’

L (a—1)la~+3)
P v Uipla +1) .
r fra ) 9
(a+1—2cos0)H;p (@ ~+1) +2[(a+ 1cosd —2]] ¢

[ (e —1)(a—+3)

' M [JI,)._')(«—F])
Q’P————Zx—a _“
(@ +1—2cos0)H;,_(a+1)+2[(a+1)cosh —2]]’

| (a—1)(a+3)

Pour le point D, on obtient

G, — A\ F)/;(d +I) o = \% 'Fap_|(a +1)
"= ima Gy (a+1) 4 fra G, (a+1)
tandis que pour le point D', on a
_ \% G)pld+l) ;o v’ G]p_ﬂa-f-l)
= e o) Ty o S
dra Fl(a+1) fre Fi,_(a+1D

4
Il convient de rapprocher ces résultats de ceux qui out été trouvés
dans le cas du systéme électrisé plan-sphére.
VI

ina

. . . . \'%
Si l'on fait abstraction des coefficients conslants Tk

» on peut dire que les termes de la série précédente ¢ sont

’

47 R
identiques aux termes de rang pair, et que ceux de la série précé-
dente 7’ sont 1dentiques aux termes de rang impair, de la série qui
exprime la densité sur la sphére faisant partie d’un systéme électrisé
plan sphére.
2€e
3
supposer que ce systéme électrisé plan-sphére se compose d’une des
sphéres égales etde leur plan radical, R=a, 2¢ = z. Cetle remarque,
qui a son importance puisqu’elle évite de nouveaux calculs, a été
utilisée dans les résultals numériques donnés aun fascicule XXX VIIT
du Mémorial des Sciences physiques.

. . x
D’ailleurs, puisque v = = est remplacé par a1 = —» on peut
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2° Envisageons un systéme composé de deux sphéres satisfaisant
aux conditions suivantes :

a _ b _ x
Unai(e) ~ Uima(0) — Uhiami(9)’

dans lesquelles U est la notation habituelle des polynomes électro-
sphériques; % et k sont des entiers positifs et ¢ est un nombre quel-
conque supérieur a 2.

Notons que le systéme des sphéres égales est un cas particulier de
celui-ci ; 1l suffit de prendre

h=14 et a+1=U,(»)].

Les entiers 4 et k peuvent toujours éire supposés premiers entre
eux, car s'ils ne I'étaient pas, d désignant leur plus grand commun
diviseur, en posant h = h'd, k= k'd, on pourrait écrire

a _ b _ z
Una—i(¢) ~ Ugra—1(9)  Uinrakna—i(v)

L’identité

Unp—1(9) = Unr1(¢)Up—yi[Hn(9)]

permet, aprés suppression du facteur non nul Uy_,(v), d’écrire les
relations précédenles comme suit :

a _ b _ z
Upa(or)  Up(er) Uh'+lc'—1(01), .

'
dans lesquelles o, = Hy(v), &' et k' étant premiers entre eux.
Ces hypothéses conduisent aux expressions suivantes :

" Upish—1(0) — Upa(v)

Uz—i(v) ’
8= Upak—1(9)— UA_,(v)’
Ulz—l(")
R (af—1) Witkinek (0) g o Uthrkinan—a(0)

Ubrk—1(9) Ubrk—1(v)

U —
R

Ron=(af —1)Hjrrtyu—n(v), Son=(af —)Hinit)n—t(¥),
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et il s’ensuit

\J

i AN Uit kyprk—1(9) L
[[Hk(o)—z 08 8 THo py ) p£(0)+2[Hz () cos 6—2] ]—‘
(1) , v
1;=~L Ui, (v) Usihikjp—i—1(9) .
- i
fra [[Hk(v)—zcos 8] Hopsh) pr(0)+2[He(v)cos 8—2] J"
. o —4

Les expressions de 7, et o), s'en déduisent par permutation de A
etk,de VetV

On peut obtenir facilement les expressions dea, et7,, rationnelles,
pour les points D et D'. Toutefois leur forme change avec la parité
de k; il en serait de méme en E et E/, £ remplagant & et inver-
sement.

Lorsque 'on fait £ =1, on constate que les termes o, et 7,, aux

facteurs ~—, — -V prés. font partie de la série qui donne la densité
fra 4T a
en tout point d’une sphére appartenant a un systéme électrisé plan-
sphére; les termes o, y occupent les rangs o, A +1, 2(h 4 2), etc.,
et les termes 7, les rangs &, 2k +1, 3h 42, etc. .
Entre les quantités e, R du systéme plan-sphére et les quantités 2,
a, b du systéme des deux sphéres existent les relations

u (%) ()
,Pour k=2, si I'on pose Hy(¢v)=¢"—2 =y,, on trouve pour
opett, '

. A\ Uipnp(01)
Gp = m _‘!
[(v.— 2c08 ) Hipv0) pr1(01) + 2( v cos b — 2)]‘
vi—4
, v’ U(h+*]p~——"("l)
=" Ira T

(v1—2c0s 0 Hj)p0(01) + 2(¢;cos6 — 2)]
| i
transformations faciles a obtenir si 'on tient compte des identjtés
déja établies a propos du systéme plan-sphére, telles que
Hnp(e) = Hp[Ha(v)],
Unp—li(v) = U"—j((’)Up_l[Hn(V)].
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Puisque A et k(=2) sont supposés premiers entre eux, ceci
impose que A est impair.

Donc les termes g, et 7, de rang pair, seuls, appartiendront a la
série qui donne la densité électrique en tout point d’une sphere d’un
systéme électrisé plan-sphére et ceux de rang impair, a un facteur
constant prés, apparticndront a la série qui donne la densité
électrique en tout point du plan, pourvu que ce systeme plan-sphére

soit tel que vy = ?—Re-

Pour toute valeur entiére de A4 différente de 1 et 2, les termes o,
et 7, tels que 2p soit un multiple de A, appartiendront a I'une ou
l'autre des deux séries donnant la densité électrique soit sur la

sphére, soit sur le plan, d’'un systéme électrisé plan-sphére, Lel
2e
que & = H;(v).

Tous ces résullats sont applicables, quel que soit entier A.
On trouverait des conclusions analogues concernant 7, et o),
I'entier & étant, cette fois, quelconque.

Remarque. — Sil’on convient de poser

GvT-) -C-vE-)"

Upiv)=

quel que soit le nombre n, on généralise par la méme. la notion de-
polynomes électrosphériques, et si 'on peut écrire, par analogie,
quelle que soit la nature de nombre 7,

o P n (v /h‘), n
Hp(er=Upi0)—U,»(v)= , T‘—l + z‘\ {_; ,
Fa(v) =Un(0)+ U,_i(0) ’

<¢—-—-—-v o v{‘_p — >9u+1 (v/u' _l_"_z" . /——V — 2)‘zn+l

_ 2 2
- VY—2 ’
Gn(9) = Un(#) = Unt(#)
(VETZ o o3y ()
2

_ 2
- Vo 2

’
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Ces fonctions U, H, F, G, satisfont aux identités déja établies
pour les indices entiers.

D’apres cela, il st toujours possible de déterminer trois nombres
hy k, ¢, les deux premiers positifs, le troisiéme supérieur a 2, tels
‘que

2] . b _ L
Upa ()~ Uui(9)  Upasa(w)

Iy a méme indétermination, puisqu’il n’y a que deux équations
pour trois inconnues, ce qui permet de choisir & ou A égala 1.
Cela résulte aussi des transformations suivantes :
a o
=, l) = —_———y
Up—i(v) Upii—1(v)
Ui (v) Uz (#)

et, en tenant compte d’une identité précédemment rappelée, on peut
écrire

Up—1(9) = Ui (0)Un _ [Hi(0)],
z ,

Upram1(0) = Uz (0) U [Hz(e)];
k

par suite,

X~

— o p = i
Un_ [Hi(e)] 7 Uil Ha(v)]
A

On voit que k, &, ¢ sont respectivement remplacés par%, 1, Hi(v).

11 en résulte que les expressions (1) pour g, et ), et celles qui s’en
déduisent par permutation pour 7, et o), peuvent étre considérées
comme générales, on a méme la possibilité de prendre soit 2 =1,
soit A = 1. Pour appliquer ces formules, qui ont un intérét théorique
véritable, lorsque 4 et k ne sont pas entiers, il faut pouvoir calculer U
et H, F et G, quine sont plus des polynomes.

On peut faire facilement leur développement en série, si l'on
remarque que ces fonctions, comme nous I'avons ir}diqué pour U,
sont liées a la série hypergéométrique.

Le changement de variable ¢ =4¢'—2 montre que l'on a les
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équations différentielles

ayu,
Tdv'

(
v’(:—-v’)d—,,” +(% —
¢

v'(l—v)ddj,,”-i- ! 20’)55,’1 +p(p+1)F,=0,

3 .\ dU
V(1— o) —2 4+ 2—30)—30—1’+p(p+2)U,,=o,

<,

,\ dH,
) d'+P Hp=0,

v’(l——o’)a;gz" +(3 —29’) dG” +p(p+1)Gp=o,

2

qui rentrent dans la forme générale de I'équation différentielle de
Gauss

. N A
v(x—v);;% +[7~(a+$3+1)v](—[-§——aﬁy=o.

En outre, lalimite commune, pour p infini, des quatre rapports 2+,
’ Sp

T T o} .
e, P, 2=, prend la forme remarquable suivante
14

g
Tp Tp
<v o )h+(c
—_—— —_—1 .
2 4

Limite de Uerreur. — Pour 8 = o, c’est-a-dire au point D, les
séries a termes positifs ¢ et — 7’ sont maxima.

Le rapport ?—Z—i’ qui. pour § = o, prend la valeur
P

ab x»p+1+a(xo,,_1—a‘)2

x.zg,,_.— a? Zop—1—+ a xqp_,_‘— a

ou, en Pexprimant a P'aide de la seule quétité 5,4, la valeur

Zopi1+ a (x_a_(x—a—b)(x+b——a))"

1
Z (a+x)(w—r.z~,,_1)—b" Zop1— Q@

est unc fonction qui décroit lorsque p croit, puisque Zjp.y est
elle-méme une fonction décroissante de p. Ainsi si ¢, désigne le
dernier terme calculé de cette série g,, au point D, une limite supé-

. T v2 . .
rieure de la somme des termes négligés est——”———-, quantité qui
p—1—

peut elle-méme étre remplacée par une limite supémeure en prenant
pour ¢, une valeur par excés, et pour ¢,_, une valeur par défaut. On
obtient des résultats identiques pour la série — 7'; puisqu’il suffit de
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remplacer dans ce qui précéde le paramétre 25,4 par le paramétre y, »
qui, lui aussi, décroit lorsque p croit et qui a d’ailleurs méme limite
que Zopiy.

Pour tout autre angle 8 3£ 0, le nombre des termes calculés de la
série g, étant le méme que dans le cas 8 =o, la quantité précé-

03 .. .
dente $—“—— esL encore une limite supérieure de la somme des
p—1—¥p

termes négligés. Donc, pour un rang délerminé, on obtient ainsi une
limite supérieure de la somme des termes négligés indépendante de 6.

Si I'on étudie la variation du rapport d’un terme au précédent,
dans les séries o, et 7, en fonction de 8, on parvient aux conclusions
suivantes :

Série g,. — Soient 0, et 0, deux angles géométriques tels que

b _(z+a+b)zx+a—b)
o = T—a—B e rb—a) P

la quantit¢ m= cotg*’gétant la racine positive de l'équation du
deuxiéme degré en m

— (@1 f— D) (m +1)[(a +10m + o] (B +1)]
+ 3(as+1)(fr+1)(m + a1 By) [y (BL+1)— m(a1+1)]= 0,

avec

a

_ z°— a®— b? B_(m+a+b)(x+a—b).
S z—a—b)Xz+b—a) = > —at—b°

1° Pour 0 £0 <0, le rapport d’'un terme au précédent décroit
constamment lorsque p croit;

2° Pour 0, <0 <C0,, le rapport d’un terme au précédent peut
commencer par décroitre, pour croitre ensuite;

3° Pour 0, <<0<C180° le rapport croit constamment.

Dans le premier intervalle, la limite de la somme des termes
négligés s’obtient comme pour 6 = o; pour la troisi¢me, on prendra
’expression

22— a?— b — V/(x’— ar— b2 —4a2b®
2 ab

comme limite supérieure du rapport d’un terme au précédent;
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v, désignant encore le dernier terme calculé, une limite supérieure
de la somme des termes négligés est

l[ (z+a—b)(zxz+b—a) U
5 Zraxd(z—a—0b) |7

Pourle deuxiéme intervalle, on prendra comme limite supérieure du
rapport de deux termes consécutifs négligés, celui des deux nombres
qui estle plus grand, soit le rapport des deux derniers termes calculés,
doit la quantité

z—a— b — (2P — a— b2)2— far b?
2ap

Série t'. — Les conclusrions se déduisent des précédentes en y
remplacant seulement 0, par 'angle 9, tel que cotg*%’ = m'; m' étant
la racine positive de I’équation du deuxiéme degré en m'

—(ar— B Bi—1) [(2efr—ar— By + (o + Bi—2)2m']
< [af(Br—1)"+ (a1 —1)"m’]
—|—'3(a|—1)(ﬁl——f)(2a.§31—a|—— Bl)(al'*‘ Bl“‘ 2)(11314- ml)
X[a|(31—1)(2a1 {31— oLy — Bl)—(a,—l)(al-f- 51— z)m'] = 0.

Le changement de variable signalé plus haut permet de donner un
autre aspect a ces discussions . les résultats prennent des formes plus
simples et plus faciles a utiliser numériquement.
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