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DÉFORMATION 
A 

RÉSEAU CONJUGUÉ PERSISTANT 
ET 

PROBLÈMES GÉOMÉTRIQUES QUI S'Y RATTACHENT 

Par M. S. FINIKOFF. 

CHAPITRE I. 

RÉSEAU CONJUGUÉ PERSISTANT D U N E SURFACE. 

I. — Réseau conjugué commun à deux surfaces. 

1. S et S' étant deux surfaces quelconques en correspondance 
ponctuelle biunivoque, il existe sur S un réseau conjugué corres-* 
pondant à un réseau conjugué de S'. Ce réseau, en général unique, 
est indéterminé si la correspondance conserve les asymptotiques, et 
dans ce cas seulement [8, 10]. 

Si la correspondance est une applicabilité, et si S, S' ne sont ni 
égales ni symétriques, les asymptotiques ne se correspondent pas. 
Il existe donc un réseau conjugué et un seul, de Tune des deux 
surfaces, correspondant à un réseau conjugué de l'autre, défini par 
l'équation [8, 22] 

(i) ( D D ' ^ D ^ V ^ + t D D ' J - D t D V w ^ + l D ' D ^ D i D V c ^ o , 

où D, D', . . r , D'J sont les coefficients des secondes formes quadra-
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tiques de S, S;, et où u, v sont les paramètres définissant les couples 
de points homologues sur les deux surfaces. 

Si S, S' sont réglées et si les génératrices rectilignes se corres
pondent, les courbes du réseau conjugué commun se réduisent, sur 
chaque surface, au système des génératrices rectilignes. 

2. Commençons par étudier le problème suivant : 
Etant donné la formé définie positive 

(2) ds*- = E du"--+- 2F du dv -4- G afc2, 

existe-t-il une surface S admettant cette forme pour élément 
linéaire et sur laquelle les courbes u, v constituent un réseau 
conjugué ? 

Si S existe, elle est intrinsèquement déterminée par sa seconde 
forme ( ! ) 

(3) D du*-h D"di>*==— S dedx 

et le problème revient à chercher s'il existe des fonctions 

V/EG — F2 y^G— F* 

vérifiant les équations de Gauss-Codazzi 

wî-l?!'-!'."}'. £--{?!H1.'!'• »-"' 
où les symboles de Ghristoffel et la courbure totale R se rapportent 
à la forme (2) . 

La dernière équation (5) permet de poser 

8 = /̂Kf, 8 " = I / K - > (t = fonction auxiliaire). 

(1 ) Dans la Théorie des Sur/aces de Darboux, les coefficients D, D', D" sont au 
contraire ceux qui donnent la relation 

Ddu*-h 2D'du dv-+- D"dv* = — v/EG — F2 (S de dx). 
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Les deux premières équations s'écrivent alors 

à\ogt , ft ^loet b 

avec 

(7) 
- r . 1 ! - - i T j - - i v i - i - * . 

« i -{:i 

llÏ _L_ I ^ l Q g K 

I 

i àlogK 
2 dv 

La condition d'intégrabilité de (6) est 

( 8 ) t* (biv — 2 a i ^ i ) -+- av-\r a m — 4 661-+- -5 ( 6 M — 2 a 6 ) = 0. 

Si t est une solution de (8) vérifiant (6) il en est de même de — 1 \ 
ces deux solutions déterminent, intrinsèquement, deux surfaces 
symétriques satisfaisant aux conditions imposées. 

A deux solutions essentiellement différentes de (8) , vérifiant (6) , 
correspondent deux surfaces applicables S, S' rapportées au réseau 
conjugué (u, v) commun. 

S'il existe trois surfaces applicables avec le même réseau con
jugué (u, v), il existe trois solutions de (8) vérifiant (6 ) ; l'équa* 
tion (8) disparaît identiquement et l'on a 

(9) biv= 'iaiblf bu=9ab, «„-+- aiu= \bbu 

Le système (6) est alors complètement intégrable et détermine t 
avec une constante arbitraire : il existe donc une famille de 
oo1 surfaces applicables S sur lesquelles les courbes u, v forment 
un réseau conjugué [8, 10]. Le réseau (u, v) est dit réseau 
conjugué persistant ou permanent ou encore base principale delà 
déformation qui fait passer de l'une quelconque des 00' surfaces S 
ci-dessus à toutes les autres. 

3. Une surface étant rapportée à un réseau conjugué, la per
manence du réseau est caractérisée par les équations suivantes, 
obtenues [77] en portant les expressions (7) dans les relations (9) 

l l l j |22( 
11/ 1 d . / 2 \ \22) 1 à . / 1 \ 

(10) < I 1 j - ï 321 0* — f j 2 i = 2 ^ 1 0 ^ - K 

W-'HTl-r:!!?!-dut 
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Les équations (10) supposent] [e t ] j ^ o. La condition j | = o 

exprime que les u sont géodésiques; alors (8) est linéaire en t2, et 

l'on peut dire [130] : 

S1 il existe deux surfaces applicables à réseau (u, V) conjugué, 
les courbes u étant géodésiques sur les deux surfaces, il existe 
oo' surfaces applicables sur les premières jouissant des mêmes 
propriétés. 

Dans le cas où J11! est nul, le système ( io) est à remplacer par 

122) ^f11' r)\22\ 
, x ( I I ) \22) I d . / I I ( 1 2 i «JMogK 

Si les lignes conjuguées u, v sont géodésiques [le réseau [u, y) est 
alors dit de Voss] [14], (8) est réduite à un seul terme. II en résulte 
qu'ira réseau de Voss persiste dans une déformation continue 
[3, 31] (10) est ici à remplacer par 

<-> l ï l - l T l - G j m ^logK 
= 0 . dv du du dv 

Les raisonnements précédents se modifient si, au lieu de se 
donner un élément linéaire, on se donne une surface S sur 
laquelle le réseau coordonné est conjugué. La connaissance des 
deux formes fondamentales de S entraîne alors celle d'une solution / 
des équations (6) vérifiant (8). Il en résulte que la condition d'inté-
grabilité complète de (6), assurant la permanence du réseau coor
donné, se réduit aux deux premières équations (10). Le résultat 
subsiste dans les cas (11) et (12). 

La dernière équation (10) est de forme classsique et s'intègre. 

En prenant (2) sous la forme 

ds* = A2âfa9-h 2 AC cos&dudv -+- C2«fa2, 
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et en choisissant convenablement u, v, (10) peut «s'écrire 

d _ A9K G . 
-7- log—j— = 2 — b cosûT du b A 

c> , C'K A , , , 1 
^ l o g Tr = 2 G 6 l C ° S ^ bb*=4(u + *)*' 

dC dkcosQ , A2 . _ 
-+• 61 -rr sin2Û = 0, 6>M G*P G 

^L + 4-^¾ ^ s i n û ^ -+- 4 f * - T s i n û ^ = KAGsinQ, 
1 dv du \ G / ^ \ A / 

et prouve que les surfaces avant un réseau persistant dépendent 
de six fonctions arbitraires d'un argument; mais sur une telle 
surface, les réseaux dépendent de deux constantes au plus [151]. 

De même (11) et (12) s'écrivent sous les formes 
dk r^Gcosû d I G \ 
Tv lu— = 0 ' Tv\TFj=C0S^ 

, ,, ; àC dXcosQ . A9 . 9rk 

<"> \ ^ - - ^ T - + 6 l G - S , n Û = °' 
d'il à / L X . \ G . n 

, ,x dX ^GcosQ dG efAcosû d'Q 
( 1 2 ) - : = 0 , -T -: = o, ——- = s m û ; 
v ' dv du du dv dudv 

qui prouvent que les réseaux conjugués persistants contenant une 
famille de géodésiques et les réseaux de Voss dépendent, respec
tivement, de cinq et quatre fonctions arbitraires d'un argument. 

4. II est remarquable que les réseaux conjugués persistants 
puissent être caractérisés par une propriété de leur image sphé-
rique. 

Soit S une surface douée d'un réseau conjugué persistant et rap
portée à ce réseau. Les symboles de Christoffel accentués se rap
portant à la représentation sphériqne de S, on sait que Ton a les 
formules [Weingarten ( 1 ) ] 

l u ) <*logD ( u ) ' \22) _ <JlogD" \22)' 
I i\=-du--[ij' { 2 ? - " 3 ; î 3 r 

11) D I 1 2 ) ' I22 ) D" l i a ) ' 

2 l = - i r M ' j i i ^ - p u r 
(1) Voir, par exemple. L. BI\NCHT, Geometrla differenziale, 3e édit., t. 1, 

p. 252. 
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En portant les expressions précédentes des ] , / j dans les équaJ 

tions (10), et eu égard aux identités 

( I I ) ' ( 1 2 ) ' I <*IOj gK £ <MogDD" 
du 2 du 

22)' ( i 2 i ' _ 1 cJlogK 1 <JIogDD" 
2 j ( 1 \ 12 dv 2 dv 

on obtient les deux équations indépendantes 

(*4) 

^ 1 2 

du 

qui caractérisent l'image sphérique d'un réseau conjugué persistant, 
et dont l'ensemble constitue la condition de Cosserat [23, 24, 33]. 

Les relations ( i4) subsistent si j j ou i = o. 

L'égalité obtenue en ne conservant que les deux premières expres
sions (i4) exprime que les courbes u, v de la sphère unité sont les 
images des asymptotiques d'une certaine surface ou encore que les 
coordonnées c, c', c" du point de la sphère vérifient une équation de 
Laplace à invariants égaux. 

5. Les équations ( i4) s'intègrent 

{lù) ( 1 ) 2(U + V)* ( 2 ) 2 ( U + V ) ' 

Ici, et dans la suite, U, V désignent des fonctions de u ou v 

L U - " ^ , , , , , Y -d-v>---\> 

que l'on peut (sauf si elles sont constantes) prendre pour variables 
indépendantes. 

Si V est une constante, on peut l'annuler en ajoutant la même 
constante à U. Les courbes u du réseau sont alors géodésiques^ 



DÉFORMATION A RÉSEAU CONJUGUÉ PERSISTANT. t 

et l'image sphérique est déterminée par le système 

i?!'- i?r-s-
Si U et Y sont constantes, le réseau est géodésique. 

Pour donner une application supposons le réseau (u, v) ortho
gonal (réseau de courbure). Les équations (io) s'intègrent et 
conduisent à la forme suivante de l'élément linéaire sphérique 

_,, V y du? + \ x de* 
(17) **= ¢-^ 

Si l'on exprime que la courbure de la forme (17) est égale à un, 
on constate que l'une des deux fonctions U ou V doit être constante 
et, moyennant un choix convenable des paramètres, on obtient 

(18) ds'« = ^ ^ du»+ (a9J- U'9) dv\ 

Les équations finies de la surface portant le réseau sont 

— — cosap -+• / Vsinap dv, y = sinae -+- / V cosap dv, 

U et V sont des fonctions arbitraires et a le paramètre de défor
mation. La surface est une surface moulure dans le cas général 
[2, 3, 6, 13, 25, 34, 143], et se réduit à une surface de révolution 

« V = o[5] . 

6. Étant donné un réseau conjugué persistant, tout réseau de 
même représentation sphérique jouit de la même propriété. lien 
résulte une méthode de transformation des réseaux conjugués 
persistants, que Peterson [8, 10] a obtenue comme il suit : 

Soient (M) et (M*) deux surfaces dont les réseaux coordonnés sont 
parallèles (les tangentes homologues sont parallèles). Si M et M* 
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sont les rayons vecteurs des points M et M*, la condition de parallé
lisme se traduit par les équations 

(20) M* = XMM, M ; = IAM„, 

où X et p. sont des facteurs scalaires et où les indices désignent des 
dérivations. 

En éliminant M* on obtient 

(21 ) ÀpMM- i- X M a t , = [XMMM-+- [xM U p. 

Si X = /x, (21) montre que Xt, = {iu = o ; X est constant et la sur
face (M*) est homothétique de (M). 

Dans le cas général ( X ^ J J L ) , multiplions (21) par le vecteur n 
normal à (M); nous obtenons 

( 2 2 ) X n M i i p = [xnM M ( , ; 

d'où l'on déduit l'égalité nMtt„— o, qui prouve que le réseau (u, v) 
est conjugué sur (M) et, par analogie, sur (M*). 

En multipliant (21) par Mu. puis par Mt,, on obtient 

, , ^ , . , . ^ , 

où ô, 3*, (%> sont les coefficients de l'élément linéaire de (M). 
Le réseau (M) étant donné, le système (23) détermine X, /JL avec 

deux fonctions arbitraires d'un argument, et les (20) déterminent (M*) 
transformé de Peterson de (M). 

L'élément linéaire de (M*)-est 

dt*'=\*&dui,-h2p'k&dudv +p*g,dv*. 

1 et p ne dépendant que de l'élément linéaire de (M), on voit que 
si (M) se déforme sur le réseaux (u, v) comme base, il en est de 
même de (M*). La transformation de Peterson transforme bien un 
réseau conjugué persistant en un réseau analogue^ 
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II. — Réseaux conjugués persistants d'une surface 
ou d'un élément linéaire. 

7. La méthode du paragraphe 1 peut être généralisée. Étudions le 
problème suivant [86, 131] : 

Étant donné la forme (2) et deux équations différentielles 

du . «. du , , . 
(24) _ = <pKp) , — = b(u,v)r 

existe-t-il une surface S, d'élément linéaire (2) , sur laquelle 
les (24) définissent les deux familles de courbes d'un réseau con
jugué? 

(25) 

Il s'agit de voir s'il existe trois fonctions 

D ., D' %„ D " 
V/EG — F2 s/KG — F ' s/EG — F 2 

satisfaisant aux deux équations de Codazzi et aux deux autres 

^ û ç ^ - h 8 ' ( ? - t - ^ ) - J - 8 " = o , 

dont la première exprime que les lignes (24) sont conjuguées sur S. 

et la deuxième que la courbure totale de S est la courbure — -p dcrb 

forme (2). 
Introduisons une fonction auxiliaire T par les équations 

1 ( ? -h '^)shT -+- (? — '^)ch-c 
ô = — p '— > 

l ^ 9 — *̂  

JLes expressions (27) vérifient les équations finies (26) , et donnent 
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aux équations de Codazzi les formes 

(-8) {d; 
di'z 

Si Q(t) représente le premier membre de l'équation des géodé
siques 

les expressions des coefficients J\l, 91, <$ sont 

D]l=^^[^(9)-^?e^)i ^=_^_^e(?)--9e(^)j, 

^ = cMog9 r 2 ^ i ^ l og^ r 2?2 i 

(29) ;
 âu L (?-+rJ au L (9 -+ /J 

^lQg9 2? ^ l Q g ^ 2 ^ 9Q^ [ U 

<*> (9 — •i')' "*" àv ( 9 - + ) ^ 9 ^ ( 2 

2 L ± i n M ( ^ l o » r l • ?_ [(22) ( I 2 I , ^logrl 

on obtient J ï t , , 5 1 ^ # , , en changeant M en v et 9, iL en - , - . 

La condition d'intégrabilité du système (28) a la forme 

(3o) Clsh2T-h2ech2<p + J ? = o. 

Toute solution T de (3o) vérifiant (28), donne une surface S répon
dant à la question. S'il existe trois surfaces d'élément linéaire (2), 
admettant le réseau conjugué (24), (3o) est identiquement véri
fiée; le système (28) est alors complètement intégrable, et donne 
oo1 surfaces applicables S admettant le réseau (24) pour réseau 
conjugué persistant. 

Les réseaux conjugués persistants relatifs à un ds2 donné sont 
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déterminés par les équations obtenues en annulant 6L, 8C} £, à savoir 

[ ^ - ^ J b + OT*! -OT»3 = o , 
l dv du 

(3i) J ^ - ^ i + j R ^ -jrua =o, 
x ' \ dv du 

f ^ _ 2*1 - + - 0 î l ^ 1 - 3 1 l 1 ^ = o. 
| ew c'a 

On a deux fonctions inconnues cp, d» et trois équations; l'élément 
linéaire général n'admet pas de réseau conjugué persistant 
[77, 83, 87, 86, 131], car M, Lusin a donné des exemples d'élément 
linéaire privé de réseau persistant [151]. 

8. Si les lignes ^ = cp sont géodésiques, le système (3i ) se sim

plifie beaucoup et donne 
296( + ) ^ -, 29 + 6(+) . 

0 ( 9 ) = 0 , 011 = ^ = - ^ - ^ , ^ = ^ , = - ^ - ^ 5 

^ . ^ + ^ - 0 1 1 ^ = 0. 
dv du 

Si les ^ = ty sont aussi géodésiques, (3 i ) devient 

(33) e(Ç) = o, 6( + ) = o, _ - — = o. 

9. Posons-nous maintenant le problème de la recherche des réseaux 
conjugués persistants d'une surface Si donnée. On connaît alors une 
solution r, des équations (28), et les conditions (31) se réduisentaux 
deux premières équations 

(34) 

dv du 

Les réseaux persistants avec une ou deux familles de géodésiques 
sont respectivement déterminés par les systèmes 

(35) 6(9) = 0, Ç - ^ i + a i S . - O I t t S - o , 

(36) 6(9) = 0, 6(^.) = 0. 
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Pour donner au système (34) une forme aus3i simple que pc^sible, 
rapportons la surface à ses asymptotiques ; on a alors <p = — ty, et (34) 
prend la forme [78, 86, 131] 

^]ogp_ _ flMog? . ( I I { dlogo i ( 2 2 ) 
* dudv " du ? ( 2 1 <>P ?» \ I ( 

' d u o9 dv ' 

^(ITl-tfD-ifri 
^[iivi-idvi-l?!)] 
-[m-'U'M-ir 

Pour les réseaux persistants avec une famille de géodésiques, la 
deuxième équation (3rj)est conséquence de la première et de l'équa
tion des géodésiques. 

10. Transformons (34) en introduisant la représentation sphérique 
de S| . Au moyen des formules de Weingarten ( ' ) 

et les analogues, et compte tenu des (27), (28), on obtient 

(38) 0 ( Ç ) = — 0(o)[ch2T,-4-sh2Xij , 

OÙ 

(1) Voir, par exemple, L. Bi\NCdzr Lezioni, 2e édit. t ] 1, p. 23o. 
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Le tableau (29) prend la forme 

J\l = n sh2Ti — m ch2T], dt = m sh2T|.—n c h 2 t i , 

JII l = /i1sh2Ti — mich2Ti, Sfty. = mish2Ti— n^chiz,, 

où m, n, m n nK sont construits avec le symbole 9 comme J\l, 9ty 

J î t t , 3Ci avec 0 . En substituant dans (34), on obtient le système 
transformé 

( dm drrt\ _ 
Ih ~~ 1u~ " °' 

j dn on, 
f - h m n, — iriy n = o. 
( dv du 

Le système (4°)> o u ?? 4* s o n t liées par la relation spéciale aux 
lignes conjuguées, détermine tous les réseaux persistants de S^ 

Pour les réseaux contenant une ou deux familles de géodésiques, 
on obtient les systèmes respectifs 

( 4 0 6(0) = 0, _ - _ = o , 

(42) 6 ( ? ) = o, 0( + ) = o. 

Les équations obtenues ne dépendant que de l'image sphérique, 
on peut intégrer ( 4o ) sans connaître S,. L'intégrale générale donne 
toutes les images sphériques des réseaux conjugués persistants 
[ 8 6 , 8 7 , 1 3 1 ] . 

III. — Applications. 

11. Sphère. — Pour une sphère rapportée à ses génératrices recli* 
lignes, les deux formes fondamentales sont 

4 _ . Adudv 
ds* = — — - du dv, (M + C ) ' ' (u-*-vy 

Les équations (37) prennent ici les formes 

r^Iogç 
= o, dudv 

<JMog? 2 cJMogy _ 20 9 d\ogo 2 <?log9 2 ^ 2 9 2 

du* ? "*" dv* ~~ ~~ u -+- v du u-+-v dv {u-^-vf ( M + P ) 1 

La première donne cp2= ev~y, et la seconde devient 

(tt + 0 , ( U f f e u - W ) + 2 ( w + c ) ( U ' e , ] - V ' e v ) 4 . 4 ( e v - e l , ) = o , 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 9 6 . 2 

l« 
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Cette dernière équation a trois types de solutions : 

a> = =h—- r (A = const.), o=±—» ç = ± i . 

Les deux premiers types donnent le système des méridiens et des 
parallèles, le troisième un système imaginaire [131]. 

12. Quadriques. — Pour une quadrique rapportée à ses généra

trices, on a < ( = 1 ( = o, et la première (37) donne 

* V 

Prenons une quadrique à centre 

ax* -t- by* H- cz1 = 1, 

d'équations paramétriques 

I I -h UV ï II — V I I'— uv 
# = -7= y y=—= ? 

/ II _1_ t) v t #_ II ' - £i 
z = • 

La seconde équation (37) prend la forme 

Ui -f- P U . - I - P2 U3 = Vi-i- wV2-+-i*2V3, 

où U*, Vi dépendent de U, V et de leurs dérivées. L'examen de cette 
équation montre que U, V sont certains carrés parfaits et donne, pour 
la quadrique à centre à axes tous différents, les trois réseaux persis
tants 
, , o x . U U* -4-1 U9—I 
(43) o = ± — ) © = H 1 © = H • VH ' 4 v r — p'-t-I ê ~ V9 — I 

Si la quadrique est de révolution ( a = 6), on a en outre 

u2 -\- 2 ku — 1 
9 = ±—5 7 (A: = const.). 

v* — 1 kv — \ v ' 

L'intégration des équations (43) fournit les trois réseaux double
ment conjugués au sens de Kœnigs 

(A) x = const., — = const., 

(B) y = const., — = const., 
z 

(C) * sa const., — =5 const. 
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Pour les quadriques de révolution on a en outre 

(D) y — kiX = const., - — k{ ^ = const.; 
z z 

(A), (B), (D) sont identiques à une rotation près. 
Pour le paraboloïde 

2 z = ax9 -h by9, 

d'équations paramétriques 

u -h v u— v 
# = — = - > y= — , z = 2uv, 

Sj a y — b 

on obtient deux réseaux cp ^= dz — 5 cp = dr i, d'équations 

(A) z = const., - = const., 
Y 

( B ) x = const., y = const. 

Si le paraboloïde est de révolution (a = b), y = ±k donne en 
outre 

(D) x — k±y = const., y -+- kxx = const. 

Les surfaces précédentes sont les seules dont nous connaissions 
tous les réseaux conjugués persistants [78, 131]. 

13. Etudions maintenant [87] les réseaux persistants d'un ds2 de 
révolution 

(44) ds9 = du*-h\J9dv9. 

11 s'agit d'intégrer ( 3 i ) où DR, 91, . . . , dérivent de (44) au 
moyen des formules (29). Écartons d'abord les ds2 portante»réseaux 
persistants; les différentiations successives des équations ( 3 i ) et 
l'élimination des dérivées de cp et <+> conduisent à deux équations 
indépendantes entre cp,Hp, U et ses dérivées; cp, <+ sont donc des fonc
tions de u seul. 

Une solution évidente du problème est cp = o, i = o; elle donne le 
réseau des méridiens et des parallèles d'une surface de révolution; 
nous laisserons de côté ce cas banal. 

Si le système (28) admet une solution T fonction de u seul, les 
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coefficients (27) ne dépendent que de u et la surface correspondante 

est hélicoïdale ou de révolution. En portant -r- = o dans la seconde (28), 

on obtient 

(45) 3 î l i s h 2 T -+- 5 I i c h 21 : -+ -^ = o, 

équation que l'on peut écrire, en la regardant comme équation du 
second degré en e-x : 

(45') P ï l ! + 5 1 0 ^ + 2 2ie9* -h âtt — JR* = o. 

On a ainsi deux valeurs de e2T correspondant chacune (sauf si e2x 

est nul ou infini) à un hélicoïde ou une surface de révolution; nous 
avons à distinguer les quatre cas suivants : 

L (45') a deux solutions distinctes, finies et non nulles 

Parmi les oo1 surfaces applicables portant le réseau persistant, il y 
aura deux hélicoïdes, et le réseau ne contient pas de géodésiques. 

Un hélicoïde d'élément linéaire (44) est défini par 

c ? - U3 U" ^ _ ci 

(46) { u y * i r - U ' U " - g T ' ^ ' 

U 

et les constantes Cj, c4 donnent un deuxième hélicoïde. 
En portant les (46) dans la première (26) on détermine cp, ty, c'est-

à-dire le réseau commun aux hélicoïdes considérés. Le système (28) 
admettant deux solutions évidentes [correspondant aux deux héli
coïdes (46)] , la condition d'intégrabilité complète se réduit à une 
seule équation, la première (3i ) par exemple. En y portant cp, '+, on 
obtient une équation différentielle du quatrième ordre en U. Le 
réseau général du type actuel dépend de huit constantes arbi
traires seulement. 

II a. (45') a une solution double, finie et non nulle 

(47) 311? - STC\ JÏ o, Jïll - &L\ •+• 2 ; = o. 

Le réseau ne contient pas de géodésiques, et il existe un héli-
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coïdè parmi les oo1 surfaces applicables. Les (26) , (47) et la 
première (3 i ) déterminent cp, +, U. L'élimination de cp et + donne, 
en général, une équation du cinquième ordre pour U. 

116. (45') a deux solutions, l'une nulle {ou infinie), l'autre 
finie et non nulle : JTl1 — 9tA ^=zo,ëtKyé o. 

La première équation donne, en vertu de (29), 

(48) e ( ? ) = o; 

La famille cp est géodésique, et il existe un hélicoïde (46) 
parmi les oo' surfaces applicables. JTt et 9t étantégaux d'après (48), 
les deux premières (3i ) coïncident, et la troisième est vérifiée du fait 
que le réseau (cp, +) est conjugué sur la surface (46). Les premières 
équations (26) et (3i ), jointes à (48), déterminent cp, <+ et U. 

I l l a . (45') a une solution double nulle (ou infinie) 

(49) D\lx — Sdi = o, #! = o. 

La famille cp est géodésique, et il n'y a pas d'hélicoïde parmi les 
00' surfaces applicables. JIX = 9t et ( 31 ) se réduit à une seule équa
tion. (49) et ( 3 i ) déterminent cp, + et U avec cinq constantes arbi
traires. 

III b. (45') a deux solutions, l'une nulle, l'autre infinie : 

Jîli -+- 5 t , = o, 0Xix — £ l j = o, 

soit, en vertu de (29), 

(50) 3(9) = 0, 6( + ) = 0. 

<p et + sont géodésiques et il n'y a pas d'hélicoïde parmi les 
oo1 surfaces applicables. ( 3 i ) se réduit à la dernière équation 
et détermine, avec (5o), 9, + et U avec six constantes. Toutes les 
surfaces sont de Voss [109]. 

IV. U équation (45) disparaît 

(Ôl) Jlti = 0, 3 I L = 0 , ^ ! = 0. 

D'après la seconde (28) T ne dépend que de u\ toutes les surfaces 
sont hélicoïdes et le réseau permanent est de Voss; (3i ) est 
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et (5 i ) détermine cp, vp et U avec cinq constantes arbitraires. Ge cas 
à été étudié par Staeckel [35, 37] qui n'a pas observé que le réseau 
persistant est de Voss. 

IV. — Surfaces avec x réseaux persistants. 

li. Les réseaux de Voss sur une surface S rapportée à ses asymp-

totiques, sont déterminés par le système (4^), soit ici 

/ 5 o ^ « M o g 9 _ c, <Mog? 

où l'on a posé 

(53) ._{•_•)•, „„,{»(', . . j . ^ , „_{ - ) : . 

La condition d'intégrabilité de (52) est 

/ A / \ ^/^c \ àa\ da i /<tei \ 
(û4) ? 2 U- 2 a c J-^"^ + 4 c c i ^u^- 2 a i C i )=° -

O/i uo«7 groe, si une surface admet plus de deux réseaux de Voss, 
elle en admet une infinité [51]. Cette circonstance se présente si 
(54) est identiquement vérifiée. On a alors 

, , - > . de dax da dcv 

(55) - = tac, _ + _ = 4 c C l ; - a i a i f t | 

avec la condition de Dini 
da __ da\ 
dv ~~ du 

Le système (52) donne â°** = o. Les réseaux sont isothermes 
conjugués. On peut, moyennant un choix convenable des para
mètres u, v. réduire à l'unité une solution cp arbitraire du système 
complètement intégrable (52); (52) et (55) donnent alors 

(55) a = cu ai = c, 7-=-=2^. 
du dv 

Si Ton introduit les nouvelles coordonnées curvilignes a = u + v> 
fi = u — v, les deux premières (55') s'écrivent 

n '• M,-0 ' 
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el, en remplaçant a, (3 par a4 - = / 4 ( a ) , (3, = / 2 (j3), l'élément linéaire 
sphérique prend la forme caractéristique 

ds1 = da2 -+- 2 cosw «?ai d$v -+- <tf(3?. 

Les deux dernières (55') et l'équation de Gauss pour la sphère 
donnent 

«i = a, Pi = P, cosw = 5 r ( a ± (3). 

En coordonnées w, y et avec le signe -h dans êF, on a 

<&'2 = 2 (ûfo2 -4- flfo*) + 2 ^ ( B ) (</W2 — </p2). 

Les asymptotiques sont orthogonales et la surface est minima. 
Les courbes v = const. de la sphère sont géodésiques, donc planes 
et les asymptotiques u sont rectilignes. Il existe deux surfaces 
minima réglées: Vhélicoïde réel et Vhélicoïde algébrique de 
M. Gambier [114, 119]. Le premier 

# = shwcosp, t / = shwsinp, z = v 

admet les réseaux de Voss 

X9 du9 — (ch* u — X2) dv9- = o (X = const.); 
l'autre 

U2 — P 2 , V 3 
y -+- iz = V, y—lZ = U9V — -rr 2 

admet les réseaux 
X2 du* — ( u9- — X2 )dv* = o. 

Pour d'autres développements t>oj> [51, 15, 86, 131, 87, 114]. 

15. Les réseaux persistants contenant une famille de géodésiques 
sont déterminés par le système 

JDÇ + Ç' + C? + a ? — ai = o , 

Ci q i de a i dc\ i 

"*" ^ T O7 2 tfM 2 (7P O 2 

cHog9 <^log9 

La dérivation des équations (56) (la première deux fois en u ou t>, 
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la deuxième une fois), l'élimination des dérivées troisièmes ,&% 
secondes delogcp, et le remplacement de q par son expression tirée 
de (56), conduisent à l'équation 

i de de2 

(57) 4/>9(c96 - ci 9 3 )+ /^ ( ^ 9 7 + • - - + 7 ^ ) - ^ 0 - 9 7 + . . . - ^ - = 0. 

ace Si c = C\ = o, les asymptotique sont rectilignes et la surf 
est une quadrique. Ce cas écarté, (5^) contient effectivement/?. 

Le s)stème en p, q formé par (57) et la première (56) doit être 
complètement intégrable. Le; premier membre de (57) est un trinôme 
en p; désignons par ët*(p, cp), ce trinôme, ou le carré de l'un de ses 
facteurs de décomposition s'il est réductible dans le domaine des 
fonctions rationnelles de cp. Dérivons êF = o par rapport à u (ou v), 
et remplaçons dans le résultat p, q et leurs dérivées parleurs expres
sions tirées de (56). L'expression obtenue doit être nulle en vertu 

d& d& 
de &* = O ; - T - et—doivent donc être divisibles par &* ; il en résulte 

&(P, 9) = ( ^ 9 ' - + - « 9 ' — ciY; 

nous retrouvons les (52 ) : il n'y a pas de surface à oo1 réseaux 
persistants avec une seule famille de géodésiques [86, 131]. 

16. La même méthode s'applique au système (4°)- Lft surface 

étant rapportée à ses asymptotiques, on a n\ = racp, n = —*> et le 
9 

système (4o) prend la forme 

dm dm\ dm (C\ \ dmt 1 nu , 

58){ A ' 
I ^ Ci 1 c/çp 
- - ~ = — — a n - m, - - ^ = - c 9 2 - + - a i — m i . 
9 du cp2 9 dv 

Les équations (58) sont rationnelles en m, m,, cp et leurs dérivées; 
en différenciant et éliminant pour compléter le système, on obtient 
des équations de même forme. Le système complet contient des équa
tions finies en m, m*, cp qui, le cas des quadriques exclu, ne dispa-
raisssent pas identiquement. 

Pour obtenir le nombre maximum de réseaux, il faut que le système 
contienne une seule équation finie de la forme &*(m, mx, cp) = o, et 

alors si les autres équations dé terminent-r-? -r- , la différentiation 
* du dv 
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de &* = o et l'élimination des dérivées de m, m,, cp, fournit une 
équation conséquence algébrique de ÊF = o, donc divisible par 3* 
si &* est irréductible. On retrouve ainsi les deux hélicoïdes minima 
déjà signalés. Les oo2 réseaux persistants sont déterminés par le 
système [86, 131] 

cUog9 ci àlogo 
= o, 

, * v i ^ 9 ' dv 

i c H o g m Ci d m 

( ~du—=a~^3 ~dv- = ° 

CHAPITRE IL 

SOLUTIONS QUADRATIQUES D'UNE ÉQUATION DE LAPLACE. 

I* — Réseau conjugué persistant et solutions quadratiques 
de son équation tangentielle de Laplace. 

17. En coordonnées tangentielles, un réseau persistant et sa sur
face support 2 , sont déterminés par quatre solutions d'une équation 
de Laplace 

^) du-Jv=\l\-d^^)2\-dv--^^ 

dont les trois premières vérifient la relation 

(2) X*-f-Y2H-Z2= I. 

Les J J sont déterminés par les formules ( i5) du Chapitre I, ei 

/ e s t le coefficient moyen de l'élément linéaire de la sphère; ( i) est 
à invariants égaux; en posant 

(3) e = wv/u-+-v, 

on ramène (i) à la forme de Moutard 

et la relation (2) prend la forme 

<5) e?+-ô2-He§ = u-t-v. 
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Les solutions de (4) liées par (5) sont dites quadratiques [36]* 
Etant donné une équation de Moutard (4), quatre solutions 0I? 02? 
03, 04, dont les trois premières sont quadratiques, déterminent un 
réseau conjugué persistant porté par la surface 2 enveloppe du 
plan 

(6) 8 i # -4- 0*y -+- 03s-f- 6 4 = o. 

Il suffit, pour le voir, de remonter à (1), et d'observer q u e / e s t 
uniquement soumis à la condition d'appartenir à l'élément linéaire 
sphérique, ce qui a lieu d'après (2) . Voir [36, 47, 59, 76]. 

Les trois solutions (5) déterminent (Lelieuvre) une surface S rap
portée à ses asymptotiques, correspondant à 2 avec parallélisme des 
normales. S est une surface de Bianchi (voir Chap. V) associée à S. 

18. Le coefficient Dïi d'une équation de Moutard à solutions 
quadratiques n'est pas arbitraire. Si le réseau ne contient pas de 
géodésique, on peut prendre U et V pour variables u, v. Introduisant 
alors [48] une fonction auxiliaire ij/ par l'équation 

<'> / - - & • 

et exprimant que l'élément linéaire sphérique qui, compte tenu des 
équations ( i5) du Chapitre I, a la forme 

/ Q \ j ' * W du* <^+ 1 ^ ^+ dv* 
(8 ) ds*= -ri 2 — 3 - dudv-+- -T1 , 

du u -h v dudv dv u •+- v 

admet la courbure unité, on obtient pour + une équation aux 
dérivées partielles du quatrième ordre. 

Si les courbes u sont géodésiques, on peut poser U = o, Y^=v] 
l'élément linéaire sphérique s'écrit 

(9) ^ = ^ ( à ' + 2 ^ du dv -+- + rfp2 V 

où 41 est une solution de l'équation de Gauss qui, avec les notations 
de Monge, prend la forme 

(10) £(*-/>*-)+(>'- l)(p^^)=e^-P^ 
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Pour les réseaux de Voss on a 

( n ) ds"1 = du9 — 2 cos o) du dv -h dv9-, 

(12) T _ - _ - = s l ï U o . 
dudv 

M. Vasseur [130] a déduit les équations (8)-(10) de (5) . 

II. — Réseaux persistants contenant une ou deux familles 
de lignes planes ou coniques. 

19. Le problème de la déformation à réseau persistant se 
trouve ramené à la recherche des solutions quadratiques d'une 
équation de Moutard de solution générale connue. 

La plupart des résultats connus correspondent au type 

a, s d"2ft / i ( n + i ) A . v &(n)= -—r -H 9 = o (/i = const.), v ' dudv (u-hv)9- v h 

caractérisé par la propriété que la transformation de Moutard, 
effectuée à l'aide d'une solution particulière [( w-h p) / l+1 ], conserve 
le type de l'équation en augmentant n d'une unité [121], 

Si /i est entier on déduit la solution générale de celle de &(o). 

20. La solution générale de &(o) est 

e .^UH-V,. 

En portant ces expressions dans ( 5 ) on obtient 

(a) 2 ( U ' + V ' ) Î = U + V-
1 = 1 

La différentiation par rapport k u et v donne 

(b) U;V^UiV'2+lJ'3V'3 = o; 

(b) est vérifiée pour Yi(ou Ut) = const. ; la surface est alors 
développable. 

Si, par exemple, U'3 et Y\ ne sont pas nuls, la dérivation en u et v 
du quotient de (b) par Ur

3 V'̂  donne 

« & ) ' ( * ) ' - * 
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Le premier facteur fournit les solutions quadratiques 

(i3) ei = aU3-+-Vi, ô2 = 6U3-hV2, 63= U3 — aVi — 6V2 (a, b = const.); 

La surface correspondante est l'enveloppe des plans 

(i4) («U3-hVi)^-4-(6U,-hV,)jr-+-(U3— aVi— 6V,)2 + ^ + V 4 = o . 

Les points caractéristiques sont déterminés par 

( i 4 « ) U'3 (ax-+- by-t- z) -h U'4 = o, 

(Ub) y\ (x - az) -4- Y2(y - bz) -4- V\ = o, 

qui prouvent que les lignes u, v du réseau sont planes. Les plans 
des v sont parallèles à ax-{- by -f- z = o; en prenant ce plan pour 
plan (xy) on annule a, b. 

21. L'arête de rebroussement de la développable circonscrite à la 
surface (14) le long d'une ligne u est déterminée par ( i4) et ses deux 
premières dérivées en u, qui, en coordonnées homogènes xx, et sup
posant a = b = o, s'écrivent 

V t xi -+- V, x, -+- U3 xz -+- ( U4 -4- V4 ) # 4 = o, 
( i 5 ) 

( u 3# 3 -+-u' 4a? 4 = Q, u 3 # 3 - f - u ' ; ^ 4 = o 

Le cas où U3 et U4 sont proportionnelles doit être écarté, car la 
surface se réduirait alors à une courbe plane; donc les deux der
nières ( i5) donnent #3 = xu= o ; l'arête de rebroussement se réduit 
à un point à l'infini; toutes les lignes u du réseau ( i3) sont cylin
driques ( ') 

De même, l'arête de rebroussement de la développable circons
crite le long d'une v est déterminée par ( i4) et 

(16) V > 1 + V ^ 2 + V 4 ^ = o , V ; ^ l - + - V ' ^ , - + - V > 4 = o . 

L'arête se réduit au point X\ = x2 = o, Ua x^ -f- U4 x^ = o si 
V4 = o ; les lignes v sont alors coniques. 

La surface V 4 = o , dont on peut écrire les équations paramétriques 
sous la forme 

(17) # = M 9 ( P ) C O S P , y = uy(v)smv„ z=f(u), 

(1) Sur une surface, on appelle lignes cylindriques ou coniques, les courbes de 
contact de cylindres ou de cônes circonscrits. D'autre part nous appelons lignes u 
celles le long desquelles v est constant et u le seul paramètre variable. 
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est une surface de Peterson. Le réseau (u, v) contient, une famille 
(v = const.) de lignes cylindriques situées dans des plans issus 
de 0,5, et une famille (u = const.) de lignes coniques situées dans 
des plans perpendiculaires à Oz, les sommets des cônes étant 
sur 0,5, 

Si les V, ne sont pas proportionnels, le système (16) détermine 
les rapports mutuels de xx, x2, #4 , lesquels ne dépendent pas de v si 
l'une des quantités V,, V'2, V'4, est nulle. 

Si V4 = o, on obtient les surfaces de Peterson ; si V'2 (ou Y\ ) = o, 
on peut ramener V2 à l'unité ( V 2 = o doit être écarté) et l'on 
obtient une surface de translation 

(18) VltfH-ip-*-U3*-hU4-+-V4=o, U'3*-hU'4 = o, \ > + v ; = o. 

Soit en changeant les notations 

08') x = v, z = u, ^ = / ( w ) - h ( p ( p ) . 

Les courbes génératrices (arbitraires) sont dans des plans 
rectangulaires. Les deux familles du réseau sont cylindriques. 

Les surfaces minima offrent un exemple dans lequel les lignes du 
réseau sont minima. 

Les surfaces de translation exclues, la surface générale (i3) 
est une transformée de Peterson de (17) 

• = («-+-V)9(p)cos p— / \T'y(v)cosvdv, 

) y = (M-f-V)9(p)sin v -h I V ' O ( P ) sinp dv, 

z =f(u). 

Pour cp(p-) = 1, on a la surface moulure générale. 

22. La solution générale de ë>(\) se déduit de celle de &(o)par 
une transformation de Moutard faite à l'aide de la solu
tion u - j - v; elle a la forme 

où 3 ( = UJ— V^ est la solution correspondante de ê ( o ) . 
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On constate sans peine que les fonctions 

(21) Ui-H«M*H- bu-\- c, Vf— ap2-{- bv— c (a, b, ,c = const.) 

donnent la même solution 0j [76] , 
La remarque, presque évidente, suivante [Masloff, 121] simplifiera 

l'exposition des résultats ultérieurs : 
Si la solution 6t est transformée en 3 r à l'aide de la solution parti

culière R, on a 

où 

dudv 

est l'équation transformée. 

Soient B{, 02, 03 trois solutions quadratiques de ë ( i ) , 3 I ? 3 2 ? 3 3 

les solutions correspondantes de &(o), K= la solution trans

formatrice. En ajoutant les trois équations (22) relatives à i = 1, 2 , 3 , 

on fait disparaître le dernier terme; ( 2 3 ? — 20; ) vérifie &(o), 

et l'on a 
s ( u ; - v ; r - u - v = [9(M)-4-/(p)](M-HP); 

d'où par différentiations successives 

2UfV?' = o. 

Cette équation, traitée comme l'équation (b) du n° 20, fournit 
deux solutions essentiellement distinctes : 

i° Tous les Y'" sont nuls; les Yt sont alors des polynômes du 
second degré que la transformation (21) réduit à zéro; 

(23) 6̂  = 2 - 3 U'<, 6*=2 — U'f> 0 3 = 2 - H L - _ _ U ' , . 

En portant ces expressions dans (5) on obtient une seule relation 
entre les fonctions arbitraires U,-

(24) U?-4-Ue + U2 = o; 

2° 

Uï = aU5,- U2'=6Uff
3, Y ; = —fliVï-6V5 (a, 6-= const.). 
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En intégrant, compte tenu de (21), on obtient 

Ui = «U 3 , U2 = 6U3, V3 = - a V 1 - 6 V 2 . 

En changeant les coordonnées x, y, z, on annule a, b et l'on a 

(25) e1 = 2 - ^ J — v , , e, = 2 — — v 2 , 6 3 = ? - ^ - - u ; . 
U+-V " u-hv 2> 3 a - + - p 3 

(5) et 6(1) montrent que 

y d^ d*\_ = 2 y ^ = V 
AÀ dv dudv (u-+-vy2jildv (w-t-p)2' 
1 = 1 i = l 

d'où, après une intégration, 

Jk^ \dv J ~ tt+P 

1 = 1 

En portant dans cette relation l'expression (â5), on trouve 
(26) Uî = 34(i0, 

^ ( w ) étant un polynôme du quatrième degré à coefficients cons
tants. La relation (5) nous donne 

(26') V?-+-V2 = - ^ 4 ( - p ) . 

Une homographie convenable sur u et v, respecte (4) et réduit 
%A(u) au troisième degré [47, 76, 55, 75, 119, 134, 121]. 

23. En coordonnées homogènes xt, l'arête de rebroussement de 
la développable circonscrite à la surface (23) le long d'une 
ligne u = const., est définie par l'équation du plan langent 

(27) [ 2 U 1 - U\(u~+- v)]xv-+-[2Uo— U'2(a-4- v)]x% 

+ [ 2 U 3 - - U 3 ( M H - p ) ] ^ 3 - t - [ 2 ( U 4 - H V 4 ) - ( U 4 - f - V ,
4 ) ( M H - p ) ] à 7 4 = 0, 

et ses deux dérivées successives par rapport à v 

( 2 7 « ) U', X\ -+- U2Xn-h U > 3 — [ ( V 4 — U',) — V4(M -4- P)] # 4 = O, 

( 2 7 6 ) V 4 ' ( a - h P ) # 4 = o. 

(276) montre (sauf si V4 = o, auquel cas la surface dégénère) que 
l'arête de rebroussement est dans le plan de l'infini;- la développable 
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est donc un cylindre. Les équations (27), (27 a ) prennent la 
forme 

U] X\ -h Uo Xy -h U 3 # 3 = O, 

\J\ # i - 4 - U 2 3^-4- U 3 # 3 = O, 

et (2.4) montre que la direction des génératrices est isotrope, La 
surface (23), (24) est imaginaire, avec un réseau persistant formé 
de lignes de longueur nulle (v = const.) et de lignes cylindriques 
(u = const.) [76]. 

24. L'arête de rebroussement d'une développable v = const. de 
la surface (25), (26), (26') est définie par les équations 

(28) [2V, — V^a-+-*>)]*-h [2V,— V,(tt + P ) ] / 

-4- [2 U 3 - U'j( ft 4- P ) ] * + 2( U 4 + V4) - ( U i + V ' 4 ) ( u + P) = o, 

(.28a) - V > - V'2 r •+- [ U', - U3( u -h P ) ] « -h U'4 - V4 - U 4 (u-h v) = o, 

(28e) , u ;* -4 -11 : = 0. 

Si U 4 = o, le système prend la forme 

Vi x.-h y2y -+- V4 = o, V; a; + V ' a / + Vi = o, z = o ; 

l'arêle de rebroussement est un point du plan (xy), et /es dévelop-
pables v = const. sont des cônes dont le lieu des sommets est 
une courbe plane. Inversement, si les lignes u du réseau sont 
coniques, la solution (x, y, z) des équations (28), ( 2 8 a ) , (286) 
doit être indépendante de u de sorte que (28 b) représente un plan 
fixe; si ce plan est (x, y), on a V'l=o et U4 est un polynôme 
du deuxième degré réductible à zéro [69, 76]. 

La surface générale (a5) , (26), (26') est une transformée de 
Peterson des surfaces U 4 = o. 

25. Les lignes u sont coniques si U,, = o. Si les v le sont aussi, 
les arêtes de rebroussement des développables u = const. se 
réduisent à des points : or, ces arêtes sont déterminées par (28) et 
ses deux dérivées successives 

(a9a) [y\^y'i(u^v)]x^[yf
2^y^(u^v)]y^\]'.iz^y\^yi(U^v)=o^ 

(296) v7* -4 -v 2 ' r - i -v 4 ' = o. 

Il faudra donc que le système (28), 29a ) , (29 e) ait une solrir 
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tion x=Un, y=u<>, z = u% ne dépendant que de u; or la rela
tion Y»ux + V2'w2 + V j = o exige qu'il y ait entre (u^, u2, i)p 
relations linéaires à coefficients constants ( / ? = i } 2 , 3) et entre 
V", V2, Y'l(3 p) relations linéaires. Le cas p = i convient seul, le 
point (ut, u2, w3) décrit un plan fixe que l'on peut choisir pour plan 
yz; on a V™ = V" = o, et V2, V4 sont des polynômes du second 
degré [107, 109, 110, 111, 113, 129, 126] et l'on constate que la 
condition est suffisante. 

26. Les recherches de MM. Gambier [119, 134] et Demoulin [92], 
sur les solutions quadratiques d'une &{n), ont montré que, pour 
n entier, il existe des groupes de solutions quadratiques, le nombre^ 
des solutions des différents groupes pouvant être un nombre pair 
quelconque, ou un entier supérieur à n -f- 2 ; le nombre 3, qui cor
respondrait à notre problème, se trouve exclu. 

Ergoroflf [47] a indiqué que l'équation ê ( - ) conduit aux surfaces 

tétraédrales 

!

l 'A 3 

x = A ( a -4- ii)'2(a -4- P ) " , 

/3n\ ) y = B(b-+- ufib-^- p)*, 

z = G(c -4- w) 2 ( c -h P )~, 

(A, . . . , a . . . = const.). 

L'élément linéaire ne contient évidemment les six constantes que 
par les cinq combinaisons SA2. Sa A-, ..., Sa 4 A2 ; ces combi
naisons fixées, il reste une arbitraire dont la variation fournit la 
déformation de la surface conservant le réseau (u, v) [40, 46, 66, 44, 
45, 47, 99, 106]. 

III. — Mécanismes déformables de M. Gambier. 
27. Les développables des congruences des tangentes aux 

courbes d'un réseau persistant, sont conservées dans la défor
mation de la surface support. Il est donc naturel de chercher à 
caractériser un tel réseau par des propriétés de ses lignes etdesdéve-» 
loppables circonscrites. La théorie des réseaux à lignes planes ou 
coniques se rattache à ce point de vue. 

Soit 2 une surface portant le réseau (u, v) dont les lignes u sont 
MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 96. 3 
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coniques. Les droites de la congruence des tangentes aux lignes v se 
répartissent en oo1 cônes dont les sommets sont sur une courbe 2< 
(deuxième nappe focale). 

Les coordonnées ponctuelles de 2 vérifient une équation de 

Laplace 

( 3 i ) QUv=atiu-^bQi,. 

Les deux invariants de (3i ) sont h = ab — -r- et k = ab — j -« 

Les coordonnées ponctuelles de 21 se déduisent des coordonnées 
homologues de 2 par la transformation (de Laplace) 

(32) e1 = e - I e p . 

Si les lignes u de 2 sont coniques, les BA sont fonctions de v seul, 
donc 

(33) 
dQy dB i da db i ^ 6 

du du a" du dv a du dv 

et 0 vérifie une équation de Laplace de premier invariant nul. 
Inversement, si le premier invariant d'une équation de Laplace est 
nul, trois solutions donnent un réseau à lignes u coniques. 

Dualistiquement, si un réseau a ses lignes u {ou v) planes, un 
invariant de son équation tangentielle de Laplace est nul. 

LYquation tangentielle d'un réseau persistant est à invariants 
égaux, donc, si les lignes u d'un tel réseau sont planes, il en est 
de même des v [50, 69, 76, 124, 130]. La seule équation de Mou
tard, à invariants nuls est &{o), dont nous avons étudié les solutions 
quadratiques. Les surfaces minima, de translation, de Peterson 
{et leurs transformées de Peterson) sont les seules donnant des 
réseaux persistants formés de lignes planes. 

28. Si les lignes v de 2 sont planes, les droites de la congruence 
de leurs tangentes se répartissent en oo' plans enveloppant la 
deuxième nappe focale 2 , ; 2 , est développable et ses lignes v sont les 
génératrices rectilignes : supposons d'abord que 21 n'est ni un cône 
ni un cylindre, de sorte que la seconde transformée de Laplace 2 2 

de 2 est une courbe (arête de rebroussement de 2 j ) , et ses coor-
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données ponctuelles sont fonction de u seul; supposons que l'équa
tion ponctuelle relative à 2, soit (3 i ) et que les coordonnées 

ponctuelles de 2 2 soient (d — - oA. On doit avoir 

(34) 0^=(^+¾^ 

et la condition de compatibilité de (3 i ) et (34) est 

/ Q A \ dHoga 
(oo) • , h f l « — b v — « 6 = o. 

Or, si l'on introduit les deux invariants de (3i ) 

h = :— \ -ab, k = :— \-ab, 
du dv 

(35) prend les deux formes équivalentes 

dzloga _ _ dloga d\ogh 
—-2 au=2h—k, — 2 a = —r^— • 

«toute dp dp 

Si l'on se rappelle que le premier invariant hA relatif à l'équation 
en 04, transformée dans le sens P de l'équation en 0, est 

hi= 2h — k — 
d2 iogh 
dudv 

on voit que les deux équations précédentes donnent h{ = o ; l'équa
tion (3i) correspond à 21 se ramène, par une opération de Laplace, 
à une équation avec un invariant nul; l'équation ponctuelle de 2 
admet deux opérations de Laplace {est de rang 3 par rap
port à v). 

Si, les lignes v de 2 étant planes, la développable 21 est un cône 
{ou un cylindre). 2 2 est un point; l'équation de 21 a elle-même son 
invariant h nul, et celle de 2 est de rang 2. Si 21 est une droite, 
l'équation de 2 a son invariant h nul. Dualisliquement, si les u de 2 
sont coniques, les sommets des cônes étant sur une courbe gauche, 
l'équation tangentielle du réseau {u, v) admet une suite de 
Laplace se terminant dans les deux sens après deux opérations 
{rang 3). Si le lieu des sommets est plan, la suite se termine 
après une opération {rang 2 ) ; si c'est une droite, Véquation est à 
invariants nuls. 
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Les équations de Moutard de rang i et 2 sont & (o) et & (1); leurs 
solutions quadratiques sont connues [69, 76] ; il n'en est pas de 
même pour le rang 3 [124, 130]. Le cas où la courbe lieu des 
sommets est gauche n'est pas traité; celui des réseaux doublement 
coniques l'est complètement, grâce aux travaux de M. Gambier [93]. 

29. Soit M le rayon vecteur du point courant de 2 , M, celui 

du point homologue de sa transformée 2 4 ; d'après (32) la lon

gueur MM1 v au t - y/'g où g et a, qui sont respectivement un coeffi-

cient de l'élément linéaire de 2 et le symbole j "{ relatif à cet 

élément {voir 31), restent invariants par déformation de 2 ; MM, est 
donc invariable, de même d'ailleurs que MM* (Mo -= transformé 

de Laplace de M dans le sens u). L'angle M|MM2 des tangentes aux 
courbes u, v restant invariable pendant la déformation de 2 . il en 
est de même de M,M2. 

Si une surface 2 ' roule sur une déformée 2 à réseau {u, v) per
sistant, le point de contact décrivant une courbe u, les développables 
circonscrites à 2 et 2' le long des courbes u homologues roulent 
aussi l'une sur l'autre. Il en résulte que les courbes u de 2 l 7 2', se 
correspondent avec égalité des arcs et des courbures; si l'une se 
réduit à un point, il en est de même de l'autre; un réseau persistant 
contenant des lignes coniques (ou cylindriques) conserve cette pro
priété pendant la déformation [130]. 

Soit, sur 2 , un réseau persistant {u, v) k lignes toutes coniques. 
Les coordonnées courantes at, bL des courbes {a), {b) lieux des 
sommets des cônes, sont fonctions de u ou de v seul. 2 ' étant une 
déformée de 2 sur la base {u, v) et (A) , (B) les lieux des som
mets des cônes circonscrits, on a, quels que soient a, b et leurs 
homologues A, B, 

(36) ab = AB. 

Deux courbes ( a ) , {b) constituent, d'après M. Gambier [93], un 
mécanisme transformable, s'il existe un second couple (A), (B) en 
correspondance ponctuelle biunivoque avec le premier et tel que, 
(a , b), (A, B) désignant deux couples quelconques de points homo
logues, on ait ab = AB. [{a), {b)] est un mécanisme déformable 
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s'il existe oo1 couples (A), (B) transformables parmi lesquels figure 
( a ) , (b). 

La théorie des réseaux doublement coniques est intimement liée 
à celle des mécanismes déformables. 

30. A un couple de surfaces applicables relatif à une base double
ment conique correspond donc un mécanisme {a), {b) transfor
mable, la réciproque n'étant pas nécessairement vraie. De même un 
mécanisme déformable connu peut ne donner que des couples de 
surfaces applicables, car les deux surfaces du couple peuvent dépendre 
toutes les deux des paramètres de déformation du mécanisme. Une 
discussion minutieuse de cette théorie a été effectuée par M. Vasscur 
[130] qui a introduit en même temps que le mécanisme {a, b) un 
nouveau mécanisme ( a , b) en liaison étroite avec le premier sys
tème {a, b; a, b) formant un mécanisme double. Il est très remar
quable de constater que la discussion relative aux mécanismes se 
fait indépendamment de la recherche de l'équation de Moutard 
et de ses intégrales quadratiques. Le seul mécanisme déformable 
qui puisse donner, soit des couples de surfaces applicables, soit une 
famille de oo' surfaces applicables est constitué par une première 
courbe plane {a), lieu du point (a i 5 a2, o) réunie à une seconde 
courbe plane {b) lieu du point (6 , , o, è3) . 

Le système (A, B) déformé de {a, b) est défini par un couple 
(A<, A2, o) et (B.,, o, B3) avec 

A i = ha, A | = a 2 ( i — h 2 ) -4- a\ -h 2mha^—G, 

B 1 = | l -4-m, B 2 = 6 | ( i - i j + 6 2 - 2 w ^ + G - m ' , 

où les constantes arbitraires h, m, C sont trois paramètres de défor
mation. 

31. L'étude de MM. Gambier et Vasseur ayant prouvé que les 
courbes lieux des sommets des cônes d'un réseau doublement 
conique sont nécessairement planes, Véquation tangentielle corres
pondante de Laplace est donc de rang deux au plus (1). Le 

(1) Le géomètre Egoroff avait signalé ce résultat par un raisonnement qui a été 
repris par MM. Coursât et Vasseur. 
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résultat est évident pour les réseaux cylindro-coniques ou double
ment cylindriques, car alors le lieu des sommets est dans le plan de 
l'infini. 

Nous avons examiné les solutions quadratiques de & (o) et ê ( i ) . 
et obtenu les surfaces à réseau doublement conique déterminées 
par les équations (25), (26), (26') où V2. V4 sont des polynômes 
du second degré. Les lieux des sommets sont des lignes planes 
situées dans des plans rectangulaires ; elles correspondent à un méca
nisme du type indiqué plus haut. Les réseaux c dindro-coniques 
sont donnés par les surfaces de Peterson; les réseaux doublement 
cylindriques par les surfaces de translation et minima [93, 127, 
124, 130]. 

IV. — Transformations des réseaux conjugués persistants. 

32. La difficulté du problème de la détermination des réseaux 
persistants, amène à rechercher des méthodes de transformation de 
pareils réseaux en réseaux analogues. 

Telle est la transformation de Peterson, qui ne change pas les 
solutions quadratiques 0M 02, 03 déterminant la représentation 
sphérique du réseau, et remplace 04 par une solution arbitraire 
de l'équation de Moutard (4) . 

Une autre transformation évidente est fournie par la déformation 
des 00' surfaces les unes en les autres. Cette transformation modifie 
l'image sphérique du réseau : elle remplace un groupe de solutions 
quadratiques (04, 02, 03) par un autre groupe {Q\, 0'2, 0'3). 

Les B\ vérifient [98, 146, 130] la même équation (4) que les 0/. 
On a en effet 

U'V 
(37) J H = - / - 4 ( U + V ) i ; 

/ ne varie pas pendant la déformation car / = — FK, F étant le coeffi
cient de l'élément linéaire de la surface support du réseau et R sa 
courbure totale; quant aux U, V elles sont déterminées par les ( i5) 
du Chapitre I qui, en vertu de ( i3) , s'écrivent 

M«ï _ U _ (22) D V I I I J D ' 
Ki*}

 2 ( u + V ) - { 1 ( D"' 2 ( U - 4 - V ) - | 2 | D " 
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De là la formule suivante démontrant la proposition : 

(39) Oîl^K-^jj2;} 

33. M. Tzitzéica [49, 58] a donné les formules qui déterminent 
les variations de D, D" pendant la déformation. 

Envisageons les équations (6) du Chapitre I, et soit fo la valeur de t 
correspondant à la surface déformée. En retranchant ces équations 
écrites pour t et t/t, et après élimination de b, bK au moyen de (38) 
et [(7), Chap. 1)], on obtient 

d_ 

du 

<l 
dv 

d'où l'on déduit 

, 0 ° t 2 f U - l - V ) \ t » 1 ) ' 

, th V / t'\ 

7 =\/ T-ù' 
et par siule 

(4o) D A = D V / | ^ V , D ^ 0 , D » = D y | ^ | ; 

h est le paramètre de déformation. 
Pour les coefficients de l'élément linéaire sphérique on trouve 

(40 ^ = *7r=Tj' / * = / > e» = $hTy' 

Il en résulte que les U;,, VA sont liés aux U, V par 

(42) UA = T TF5 ^h 
h — \J7 n~~ h-h \ 

34. Nous allons étudier maintenant une tranformation due à 

M. Eisenhart [88, 94]. Considérons le plan ^TT, 37, = o, où les T/ 
1 = ) 

sont fonctions de u, v et supposons que les courbes u, v de l'enve
loppe forment un réseau conjugué. Nous appellerons plan r le plan 
précédent et réseau (T) le réseau ( u, v). L'intersection de deux plans r, 
?{u, V) et T {u, v), engendre une congruence que nous appellerons 
congruence (T, T ) . Deux réseaux T et r, conjugués à une même 
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congruence C, donc harmoniques à la congruence H = ( T , ' T ) 

seront dits en transformation &. 
On vérifie sans peine que les plans focaux 

2 ( X T , — zt)xx = o, S(JJL-UZ — zl)xl = o 

de H, correspondant respectivement aux développables u, v, vérifient 
les relations 

T m + f l t ( = À ( x , t t + a T i ) , T l t.4- 6 T I = ^(^11'"+- ^Tz)> 

où a, a, b, b sont certaines fonctions de u, v. 
En exprimant Tintégrabilité du système précédent, et après multi

plication de T, T par des facteurs convenables, on obtient les équations 
suivantes (DARBOUX, Surfaces, t. 2, p. 245) caractérisant la transfor
mation £F. 
, / o x dz dz dz dz 
( 4 3 ) ^ = x ^ ' ^ = ^ -

Les équations de Laplace vérifiées par zt et xt sont 

(44a) ^ - 1 0 ^ + ^ - ^ 1 = ° . 

(446) a - , a ) ^ ï - + ^ , , ^ - ^ ^ , , ^ = 0 . 
c'a dv X cto jj. l dv 

Il est bien connu que les foyers de H obtenus par les variations 
respectives de u et de v, sont respectivement situés sur les tan
gentes aux courbes v et u de ( T ) ; on vérifie d'autre part immédia
tement que les plans TU, T„, qui contiennent les points homologues 
M, M de (T ) , ( T ) , sont les plans focaux de la congruence engen
drée par la droite MM = (T„, T,,). 

Une équation de Laplace arbitraire peut être mise d'une infinité 
de manières sous la forme (44 a)-

35. (44 et) et (44 b) s o n t à invariants égaux si 

/ À <HogX\ _ ^ / _ i L _ î°A{f \ 
\X — fx dv / dv\n — X du ) ' 

d_ 
du 
â ( P <* I o S X \ = à / X <Jlog[i.\ 
o>a \ {JL — X dv ) dv \ X — ii du ) 
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En ajoutant les (45) on obtient 

à*\ogl _ di logjjL 
du dv du dv 

Si l'on pose 
X = v U i , [A = v V i , 

on remplace (45) par 

d.f-VH^n.v.'-gï-v.uiiSï-* 
Si U2, V2 sont égaux à une même constante (que l'on peut 

réduire à l'unité), v reste arbitraire. L'égalité de X, p. conduisant à la 
dégénérescence de (44#)« on a JUL = — X et les (44 a), (44 6) prennent 
la forme 

d*z i oUogX dz i oUogX dz __ 

(466) 

Élttfilp 2 6*P ^ w 2 ^ a dv 

d2z i cMogX o>- i d\og\ dz 
dudv 2 dv du 2 du dv 

Les plans focaux >.T + T, XT— T divisent alors harmoniquement les 

plans tangents T, T des réseaux. On dit que ces derniers sont en 

transformation Q (au lieu de &*). 
Supposons que le réseau (T) soit défini par les cosinus direc

teurs X, Y, Z de la normale au plan tangent et la distance W de ce 
plan à l'origine, ces quatre quantités vérifiant l'équation à invariants 
égaux 

( 4 7 ) J ^ p " + 2 - â ï p ~ ^ r + 2 -dlT ^ T + / X - 0 -

Si w est une solution quelconque de (47)? le changement 

(48) X = zw 

ramène (47) à la forme ( 4 6 a ) avec 

(49) X = p«*. 

De même, le changement 

(50) .8 = XVp 

ramène (47) à la forme de Moutard 

( 5 1 ) 6,,, = 0119, Ole = ^ - / . 
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Pour le réseau transformé ( T ) on a les formules analogues 

(52) X = TW, ë = Xv/ô, y = pw2. 

36. Avec M. Eisenhart [94], exigeons que la congruence (T. T) 
soit normale; l'orthogonalité des plans focaux donne 

(53) ${lz -+-z){lz -z) = WSz* — Sz*= o, 

S s'étendant à T,. T2, TJ. D'après (48), (4g), (52), on a 

S T - i = f S ? = A = X p ; 

(53) donne donc 

( 5 4 ) ~? = P-

Les (43) prennent maintenant la forme 

(55) ett+-e„= (e -T) ^ W P ) , e„- 5,= (e + î ) ^ V D ; 
du dv 

d'où. nmultipliant par 0, 0 et sommant pour/' = 1 , 2 , 3, 

^S(9 : i + 2e,FJ+ëf) = 2[s(ea ,-e?)]^M^Vp), 
du ,)u 

(55') { , , ._, 
^ S ( e ; - a M l + e ? ) = 2[s(eï-ëî)]^2£4ïVÊZ. 
©V o*p 

Or, si <J est l'angle des plans tangents T, T. on a 

(56) S62 = Së 2 =p , S6Â=pcos<T, 

il en résulte que les seconds membres des (55') sont nuls; on peut 
donc intégrer et écrire 

(57) p(l-4-COS<j) = 2 ( V — k), p(l — COSff)=2(U -h k), 

où V dépend de v, U de u seul et où k est une constante. On en 

déduit 

(58) P =,U + V,-tang- = y y—^. 
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Les 6t, Bt sont quadratiques et ( T ) , ( T ) sont persistants; la 
transformation de M. Eisenhart résulte de ces remarques. 

Elle consiste essentiellement à partir d'une équation de Moutard 
possédant trois solutions quadratiques connues Q\, 02, 03 et à déter
miner une quatrième solution R telle que pour l'équation trans
formée au moyen deR, les solutions 0,, 0'2, 0'3 correspondant à 6if 03, 03 

soient elles-mêmes quadratiques. 

37 Soient 
ds'x = e du* -h 2 \Jeg cos 2 w du dv -+- g dv9 

l'élément linéaire de l'image sphérique de ( T ) , et X, Y, Z, X n . . . , 
X2 , . . . les cosinus directeurs des arêtes du trièdre T dont la pre
mière arête est la normale de (T) et les deux autres les bissectrices 
des angles des lignes u, v de la sphère. On a les formules connues 

— = \Je ( sino)Xj -+- cos to X2) , — = \Jg ( — sin to \ x -H COS W X2 ), 

( 5 9 ) 

-r— = — AX2— \Je sin wX, —-— = BX2-+- \jg s inwX, 

—r-̂  = AXi—v/^coswX, —^ = — BXi— d g coswX, 
dU Y > fo V O J 

La normale de ( T ) a pour cosinus directeurs 

(6o) X = X cosd •+- sin<r(sinotX1 —• cosaX 2 ) , 

où a est donné par (58) et a est une fonction inconnue. 
Portant (6o) dkhs (52), (55) et tenant compte de (5o), on trouve 

-r- = j i - i / i s j n a w c"°~V P _ v'e sin(a-+-w) c o t - , 

( 6 n { ^ '*' a 

£ = _ _ ^ / ^ s i n 2 W ^ W £ + v / ? s i n ( a - u ) ) t a n g ^ 
O>P dv y e àll

 V ô ° 2* 

^loglV Œ /- . I ^ logp 
—-B— = cot - v/ecos( a -h w) T-2-^? 

<7M 2 v I — cos s a« 
( 6 1 a ) < : » , ) . 1 d\ogw ¢ , - . , . i " logo 

— : = — tang - d g cos (a — to) *——• 
dv °.2 v e i -4-cosar <?p 
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Pour (61) et (61 a) la condition d'intégrabilité est vérifiée, et w 
satisfait à (47 ). La fonction w détermine la transformation de 
M. Eisenhart. On peut observer que les (61 a) déterminent le réseau 
conjugué spécial de coordonnées tangentielles X, Y, Z, w. 

38. Nous reviendrons au Chapitre IV, consacré à la théorie de 
Bianchi, sur la transformation d'Eisenhart. Pour terminer le chapitre 
actuel, nous observerons que la déformation à réseau persistant d'une 
surface 2 , qui ne change pas l'équation de Moutard dont les quatre 
solutions 0t déterminent 2 , ne change pas non plus la solution parti
culière w\/p qui détermine la transformation de M. Eisenhart, de 
sorte que le réseau persistant spécial (X, Y, Z, w) correspond à une 
série de surfaces 2 applicables [94, 103, 105, 130]. Il suffit, pour le 
voir, de remplacer dans (6 i ) , a, v, p par 

/« x <*h ? * /y •+• h 
(62) « / , = «, t a n g - = t a n g - i / / ^ __ ^ ?h= h* (h— U ) ( A - 4 - V ) 7 

et e^ g h par leurs expressions (40* ®n obtient ainsi 

(63) wk= cw\'(h— U ) ( À H - V) (c = const.); 

d'où, en négligeant un facteur constant, w/lypjl= w\/p. 

CHAPITRE III. 

CONGRLENCES CYCLIQUES. 

I. — Déformation d'une congruence à développables persistantes. 

39. Attachons, à chaque point M d'une surface 2 , un trièdre 
trirectangle T formé par deux tangentes et la normale. 2 est déter
minée par les composantes d'entraînement (Ç, YJ, Ç) et de rotation 
{p, q, r) de T. Associons à M un rayon r, défini par les cosinus oc, (3, y 
des angles qu'il fait avec les axes de T et par les coordonnées 
mobiles a, b, c de l'un, A, de ses points. SiZse déforme en entraî
nant les T et les rayons r associés, on dit que la congruence C 
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des r se déforme. La déformation est à développables persistantes 
si les développables de C se transforment en développables. Nous 
examinerons ici le cas d'une déformation continue [86, 122]. Soient 
(en n'écrivant que l'une des trois formules), x = a + tcc{t = AF) 
les coordonnées d'un point F de r. Si F est un foyer et si du : dv 
détermine la développable correspondante, les composantes du dépla
cement infinitésimal de F 

(i) dx -+• \du-+- Ci dv -h (q du -h qv dv)z — (/* du -4- rL dv)y 

sont proportionnelles à a, [3, y. Noiib aurons donc 

(2) («i -4- Jocj) du-¥- («2-+- *a2) dv H- Xa = o, 

où X est un facteur de proportionnalité, et où aly bt, a, aM (30 yj 
désignent les expressions suivantes : 

H > àa , >. à a , 
«! = !•-+-- v-qc — rb, « o = £ i - h - j H ^ c - 7 ' i f t , 

(3) < ' *« U s* 
a i = — - 4 - ^ r y - r p , « , = ^ - H ^ y - r ^ . 

L'élimination de X et £ entre les trois (2) donne l'équation des 
développables de C 

4) \a±tiiaL\du*-h i | a i a # a | - H a * a i « | i du dv-h \ a->a*QL \ dv*= o. 

Si les lignes coordonnées correspondent aux développables de C 
nous avons, en annulant les coefficients de du- et dv-, 

t (paL-hqft)[p(bv — c$)-+-q(caL — a7)]-+-Lp-hMq-hN = o, 

(5> \ (^1a-4-^1J3)[/?1(6y — c P ) - 4 - ^ , ( c a — a Y ) ] - 4 - L , / ? 1 - 4 - M 1 g r 1 4 - N 1 = o , 

L, M, N, LA, M l ? N1 ne contiennent pas/?, 7, /?,, ĝ  et restent inva
riantes pendant la déformation de 2 . 

Le problème revient à trouver une solution {p,q,p\,q\) contenant 
une constante arbitraire, du système formé par les (5) et les quatre 
équations fondamentales de la théorie des surfaces. 

Les (5) sont linéaires <mp, q, />,, qx dans trois cas : 

1 ° a = (3 = o ; r est normal au plan tangent P de 2 ; 
20 y = c = o ; r est dans P ; 
3° a : b : c : : a : (3 : y; r passe par le point M. 
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40. Si r est normal à P, prenons A à l'intersection de r 
et P(<x = (3 = 0, y— i, c = o). Les deux premières (2), indépendantes 
de X, donnent l'équation des développables 

(6) (atdu-+- a^dv)(pdu-^ pidv)-h (bxdu-+- b*dv)(q du •+• qx dv) = o. 

La déformation laisse aK, a2, b\, b2 invariables : 

t- da , » db 
« ! = £ - + . - /-b, bi= f\ - 4 - 1 h ra, 

du du 
y da , , ctô 
* fl>P # P 

Introduisons le lemme suivant : 

LEMME I. — Si les rotations p, q, pA qK d'une surface non déve
loppable satisfont à une équation de la forme 

(7 ) Ap -4- B q -4- Ai/?! -4- B! q± = o, 

le réseau suivant est conjugué : 

(8 ) (A 1 Ç-4-B 1 Ti)8 M 2_ h ( A l t 1 ^B 1 Ti 1 — Ai; — B T I ) S M 8 P ^ - ( A $ 1 - H B T 4 1 ) S P * = O. 

Si en effet, dans les conditions exprimant que les directions {du, 
j \ / * ' -N \ .. • ' 1 A?P , S P rfp B P 1 

dv), {ou, ov) sont conjuguées, on remplace ^ — h g- et -,- =- parla 
somme et le produit des racines de (8), on obtient (7) multipliée 
par le facteur non nul £ ^ — £, YJ. 

Si l'on applique le lemme I à (6), (8) se décompose en 

I (S ou -+- Çidv)(aidu -+- a*dv) -h (r\ du -+- rildv)(b1du H- bidv) = 0 , 
(9 ) ! 

( hudv — du hv = o, 

oùôw : ov correspond aux directions conjuguées définies par le lemme, 
et du : dv aux développables de l'une ou de l'autre famille de la con
gruence C. Chaque famille de développables persistantes donne 
un réseau persistant sur 2 , et pour que C soit à développables 
persistantes, il faut que les deux réseaux coïncident. En exprimant 
qu'il en est ainsi, on voit que les développables de C correspondent 
aux lignes de l'unique réseau persistant, et, ce réseau étant pris pour 
réseau coordonné, les quantités a, b définissant le rayon r de C sont 
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déterminées par les équations 

( io ) Ça 2-4- ' i^2= o, Çiai-h r^bi= o. 

Les C du type actuel sont cycliques; ces congruences jouent, 
comme nous le verrons, un rôle important dans notre théorie. 

41. Si l'une des familles de développables de C vérifie les deux 

équations 

(n) aidu-+-a>dv = o, bydu -4- 62^p = o, 

le raisonnement qui précède cesse de s'appliquer, car pour cette 
famille la première équation (9) disparaît identiquement, et par suite 
aussi l'équation (8) qui doit déterminer le réseau. L'autre famille de 
développables de C détermine un réseau conjugué persistant que nous 
pouvons prendre pour réseau de coordonnées; supposons que les 
courbes 8u = o soient obtenues par la seconde équation (9) (de sorte 
que du = o représente la famille de développables de C à adjoindre 
à la famille déjà indiquée). La première équation (9) est donc satis
faite par àv = o et du = o. Cela donne 

(12) Za,-hf\b, = o 

et puisque, en vertu de (11), o n a a ^ ^ ^ f l s ! b2, on a aussi 

(I2a) £«1-4-716!= O, 

(12) et (12 a ) déterminent les coordonnées a, b du rayon r. 
D'après (11), la première (2) donne t = o; le premier foyer de r 

est constamment dans P ; nous appellerons C les congruences 
actuelles. 

42. Si r est dans P(y = c — o), les expressions (3) de aL, bh, oc,, 

(3t ne contiennent pas/ ; , q, />,, qx ; les deux premières (2) sont indé
pendantes de ces rotations, et aussi par suite la solution {t, X); les 
foyers sont donc fixes sur 7' pendant la déformation [30]. La troi
sième (2) s'écrit : 
( i3 ) p(b -t- tri) du — q (a -+- ta ) du -4- fi(b -4- l}) dv — qx(a -h ta) fiv = o, 

et le lemme I met en évidence le réseau conjugué 

(r4) [ ( . 6 - 4 - ^ ) ( ? Ô M . - 4 - Ç 1 O P ) — (a+tti)(yi 8w + T\ISv)](duàv — df> SM; = O 
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où du : àv correspond au réseau et du : dv aux développables de la 
congruence, chaque famille de développables donnant un réseau. 

Le premier facteur de (i4) n'est identiquement nul que si 
a-\-ta=b-{-tfi = o, c'est-à-dire a = b = t = o; r contient alors M, 
et la congruence est l'une des congruences des tangentes aux lignes 
du réseau. 

Ce cas écarté, les deux réseaux conjugués coïncident, et les courbes 
de l'unique réseau correspondent aux développables de la congruence. 
Avec ce réseau pour réseau coordonné, on a 

( 6 - h * i [ 3 ) ? — ( a - + - * i a ) 7 i = o, 
( i 5 ) 

[ ( 6+ f )P ) f i - ( r t + ^ « h i = o, 

qui déterminent rdans P ; nous appellerons C" ces congruences. Les 
rayons homologues de G, C sont conjugués par rapport à la 
sphère centrée en M, admettant le rayon de G pour corde de 
contact avec son enveloppe. 

43. Si r contient M, on prend a = b = c = o; un choix conve
nable de T réduit [3 à zéro, et les (5) sont linéaires (non homogènes) 
enp, q,p\, q\. La surface 2 est assujettie à une déformation plus 
générale {à réseau cinématiquement conjugué persistant), que 
nous étudierons au Chapitre VI. Nous nous bornerons ici à 
signaler le lemme : 

LEMME II. — Si les rotations p, q, px, qx de deux surfaces appli
cables non développables satisfont à une même équation 

(16) Ap-hBq -h A I / ? I - 4 - B I ^ I = G, 

où A, . . . , C ne dépendent que de l'élément linéaire commun, les 
lignes (8) sont cinématiquement conjuguées sur les deux surfaces. 

Ce lemme se vérifie en écrivant (16) sous la forme 

(l6') A(p — p')-hB(q — q')-hA1(pr-p\)-+-Bi(ql—q\)=:o, 

où les lettres accentuées se rapportent à la deuxième surface 2' , et en 
appliquant les raisonnements du lemme I. 

L'application du lemme II associe aux deux familles de dévelop
pables de la congruence, deux réseaux cinématiquement conju
gués, qui coïncident si y2££i + rm\ = o, c'est-à-dire si le dièdre 
d'arête r, dont les faces contiennent les tangentes aux lignes du 
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réseau est droit; 2 se déforme alors avec un réseau cinématique
ment conjugué persistant, dont les lignes correspondent aux 
développables de C . Le réseau est conjugué au sens de Dupin 
si 2 est de Peterson [95] . 

44. Si les {5) sont du second degré en p, q, px, qK, mais décom-
posables chacune en deux facteurs, ces facteurs sont évidemment 
de la forme 

/>a-h # [3-h/ , p(by — c(3) -h q(ca— a y ) - t - m, 

pia-hqi$-ï- h, pi(b*{ — c$)-h 0 i ( c a — a y ) - h r o i , 

où /, m, /s, mx sont des fonctions ne contenant pas/?, q, /?,, q\. La 
discussion conduit : i° à la déformation des surfaces réglées à 
génératrices persistantes, le rayon r étant orthogonal à la 
génératrice correspondante ou la coupant; 2° à la déformation à 
réseau cinématiquement conjugué persistant {correspondant aux 
développables de la congruence), r étant orthogonal à l'une 
des tangentes du réseau et coupant l'autre. 

Si la première (5) est irréductible, on a (D, D', D"= coefficients 
de Gauss) 

(17) PD*-4- QDD'-4- RD'*-h SD 4- T D ' H - N = O, 

( 1 7 a ) P D N + Q D ' D " + R D f f 2 + S 1 D ' 4 - T i D " + N 1 = o , 

(17) étant irréductible dans le domaine des fonctions rationnelles de 
D, D'. En éliminant D" au moyen de l'équation de Gauss, on obtient 
une seconde équation entre D, D'. Si les deux équations déterminent 
D et D' {D^é o), l'équation de Gauss donne D" et la surface est indé
formable; si D = o on obtient la déformation d'une surface gauche à 
génératrices persistantes. 

Si les deux équations ne déterminent pas D, D', le premier 
membre de la seconde est divisible par celui de (17); la discussion 
montre que (17) devient réductible en introduisant D, D', D", et con
duit à la déformation à réseau cinématiquement conjugué persistant 
signalée au 20 [86, 122). 

II. — Systèmes cycliques de Ribaucour. Congruences des axes. 

45. Ribaucour a montré que s'il existe plus de deux surfaces 
normales aux cercles d'une congruence, il en existe une infinité. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N« 9 6 . 4 
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Les cercles de la congruence constituent alors un système 
cyclique, et la congruence des axes est dite cyclique [23, 33]. 

Une congruence rectiligne n'est généralement pas cyclique; 
lorsqu'elle l'est, elle l'est en général d'une seule façon (il existe un seul 
système, système cyclique admettant la congruence pour congruence 
des axes). Si une congruence est cylique déplus de deux façons, elle 
lest d'une infinité de façons. Les congruences oo fois cycliques sont 
liées aux réseaux conjugués persistants : la représentation sphé
rique des développables d'une telle congruence est celle d'un 
réseau conjugué persistant (congruence G du paragraphe I) . 

Soit C une congruence arbitraire rapportée à ses développables; 
2 l'enveloppe du plan perpendiculaire au rayon générateur r en un 
point A qui sera fixé ultérieurement. Attachons un trièdre T à 
chaque point M de 2 et conservons les notations du paragraphe I. 
On a <x= ( 3 = o , y== i, et les deux premières (2) donnent 

(18) ai-h tvq = o , bi — tip=o, a2-h t^qi — o, 6«,— tipi=o, 

où tK = AF, , / 2 = AF2 sont les abscisses des foyers F , , F 2 . 
Si C est donnée, les rotations/?, q, r de 2 sont connues, et les (18) 

déterminent £, n ainsi que la distance focale t\ — t2 de C. 
Supposons que chaque r soit l'axe d'un cercle K de rayon R centré 

en A; les coordonnées, relatives à T, d'un point P de K sont 

(19) x = a-4-RcosS, 7 = 6-4-RsinS, z = c, 

3 étant l'angle de AP avec l'axe x de T. En exprimant que P décrit 
une surface orthogonale aux cercles de C, on obtient l'équation aux 
différentielles totales 

(20) ûfë-4- -̂ - {q sin£-i-/>cos3)-»-r du 

-h ^ (grisinS-4-piCos£)-4- / ^ 1 ^ = o. 

La condition d'intégrabilité est de la forme 

(21) Mcos5-4-Nsin2r-4-P = o. 

Chaque solution 3 de (20), (21) donne une surface ( P ) ; s'il 

existe trois surfaces (P) , (21) est vérifiée identiquement, (20) est 

complètement intègrable, $ est déterminé avec une constante 
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arbitraire; il existe oo1 surfaces (P) , K engendre un système 
cyclique. Les équations déterminant un système cyclique s'obtiennent 
en annulant M, N, P : 

,(*29 à) ( g ) ^ - ( g ) B ? l H - S ( ^ + ^ ) - ïf (qm + pir) = o, 

(22c) M s + R ' = o . 

(22 c) montre que P est sur la sphère de diamètre F1 F 2 . 

Si B est le point moyen de r, et si l'on pose ABP = TZ — <r, on a 

(23) * i = R c o t - j U — — Rtang . 

C étant donnée, t\ — to est connue, et les (23) donnent R. 

46. Si Ton porte les expressions (23) dans (22 a ) (226) , R s'éli
mine, et l'on voit que cr ne dépend que des rotations p, q, ..., c'est-
à-dire de la représentation sphérique de C. On a 

, #N G>COSŒ , N f 1 ^ / ' ^COSŒ , \ ( 1 2 ) ' 
{^> - ^ T = 2(C0Sff + l ) i 2 i ' - ^ 7 - = ^ ^ - ^ 1 , ^ 
où les | j se rapportent à l'élément linéaire sphérique. Chaque 

solution a de (24) donne un système cyclique dont C est la con
gruence des axes. La condition d'intégrabilité de (24) est 

«> m-km-»m+i\:Mm--
S'il existe deux systèmes cycliques attachés à G, (25) est iden

tiquement vérifiée, (24) est complètement intégrât le et G. est 
00' fois cyclique. Cela a lieu si l'on a 

d ( i 2 ) ' _ d ) i 2 i ' _ ( 1 2 ) ' ( 1 2 ^ 

du \ 1 ( - Tv \ 2 \ - 2 \ 1 j / 2 j ' 

c'est-à-dire si les équations de Cosserat [( i4) , Chap. I] sont vérifiées. 
La représentation sphérique des développât les. d'une, con

gruence oo* fois cyclique est donc celle d'un réseau persistant \%%}s 
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En éliminant tK, t2 entre les équations ( 18), on obtient 

{26) /?ai-h qbx = o, / ) t a 2 + q^b^= o; 

les relations pru — q^—pin—^£=0 caractérisant une surface 
rapportée à un réseau conjugué, les (26) coïncident avec les (10), 
et la congruence C du paragraphe I est la congruence 00' fois 
cyclique la plus générale [86, 122]. 

47. Une congruence cyclique C étant donnée, 2 est déterminée 
par les équations (18) qui s'écrivent 

I r da , . _ ^ da , N 

t~{-ju-~*~q(c~*~t^~' h-+- j ^ +qi(c-hh) — rlb = o, 

àb àb 
V\-h r P\C-+- ti) H- r« = O, TJi-4- -r /? t (c -4- £2) -4- r\a = o. 

£, ri, £ 1 , 73 i ? tirées de (27) et portées dans les équations fondamen
tales de la théorie des surfaces, donnent, eu égard à (23), (24), 
(28) ca — RM tang- = aq — bp, c„ -4- R„ cot - = aqY— bp\ ; 
d'où, par élimination de R, 

, . d*c de ( 12 )' de \ 12V . N 

Or, 2 est rapportée à un réseau conjugué; le second membre de 
(29) est nul, et (29) détermine c, c'est-à-dire le plan enveloppant 2 . 

Les coordonnées a, t sont déterminées par (28). Inversement, 
si c = o. on a pr\x — q\K = 0; les développables de la congruence 
des axes d'un système cyclique correspondent donc, sur Venve
loppe des plans des cercles, à un réseau conjugué {Dartoux). 

Nous n'avons pas utilisé (25) ; les résultats de ce numéro s'appli
quent donc à tout système cyclique. Si la congruence des axes 
est 00 ' fois cyclique, les plans des certes associés enveloppent un 
réseau conjugué persistant; E. Cosserat [33] a montré que les 
points caractéristiques des plans des cercles correspondant à un 
même rayon de la congruence cyclique sont alignés, la droite qui 
les contient engendrant une congruence dont les développatles 
correspondent au réseau {u, v); l'équation (29) coïncide avec 
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l'équation tangentielle relative au réseau {u, v) de 2 ; pour chaque 
solution c de cette équation le système (27), (28), (24) est complè
tement intégrable et détermine a, t, R, G avec quatre constantes arbi
traires. 

48. — Pour une congruence 00' fois cyclique, les cercles relatifs à 
un même rayon r de la congruence sont sur une sphère admettant 
pour diamètre le segment focal. Quand 2 se déforme à réseau {u, v) 
persistant, les foyers se déplacent et la sphère varie. D'après (40> 
(Chap. II) et (27), les distances tA, U (pourc = o) des foyers au 
plan tangent varient pendant la déformation, mais leur produit reste 
invariable. Le rayon R du cercle situé dans le plan tangent de 2 
ne varie donc pas {Ritaucour). 

Ce dernier cercle est sur la sphère de rayon nul de centre 
Q {a, t, «R). Si aK = 6, _= c, = a2 = t2 = c2 = o, où les lettres 
barrées désignent les expressions (3) avec c = iR, Q est fixe 
quand u, v varient et tous les cercles du système sont sur une même 
sphère de rayon nul. D'après (27) (où c = o), les at, ti, ct pour une 
déformée 2^ sont 

«i = t'R I qh -4- iq cot ) , b[ = — i R (ph -4- ipcot - J> 

d = b l ph -+- ip cot - J — a ( q/i -4- iq cot - \ > 

et les analogues a2 , 62, c2. En portant dans ces expressions, a tirée 
d e ^ ^ C h a p . H ) et/?A, qh tirées de(4i ) , (Chap. H), on voit que tous 
les a,, tn a s'annulent pour h = — k. Il en résulte que l'enveloppe 2 
des plans des cercles d'un système associé à une congruence 
oo' fois cyclique, peut être déformée à réseau persistant en 2 / o de 
façon que le système déformé soit composé des sections d'une 
sphère de rayon nul par les plans tangents de 2^ (BIANCHI, 

Lezioni, t. 2, p. 25o). Les axes des cercles passent alors par un 
point fixe Q. De là la construction suivante des congruences 
cycliques attachées à un réseau conjugué persistant : on prend un 
transformé de Peterson du réseau, on déforme à réseau persis
tant sa surface support et l'on abaisse, d'un point arbitraire de 
Vespace, les perpendiculaires aux plans tangents à la déformée. 
Si la surface revient à sa forme initiale, en entraînant les droites 
précédentes, on obtient la congruence cyclique la plus générale 
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admettant pour image sphérique de ses développables l'image 
du réseau considéré. 

49. D'après (24), <? est constant si j ' | = I 2 | = o et vice versa; 
les plans des cercles des systèmes cycliques attachés aux réseaux 
de Voss partagent donc les distances focales des axes en rapport 
constant. 

Pour qu'une congruence cyclique soit normale, il faut et il 
suffit que le réseau correspondant soit de courbure. S iR = const., 
etsi2estl'enveloppedesplans des cercles, les(28) donnent a= 6 = 0; 
les axes sont les normales de 2 , et tu /2 les rayons de courbure prin
cipaux de 2 ; (22c) montre que tA t2 est une constante négative; 
2 est pseudosphérique, de même d'ailleurs que les surfaces normales 
aux cercles (Ribaucour). 

III. — Transformation de Ribaucour. 
Surfaces dont les lignes de courbure se correspondent 

avec intersection des tangentes homologues. 

50. On vérifie sans peine les propriétés suivantes des systèmes 
cycliques (Ribaucour) : 

Dans la correspondance état lie par les cercles du système sur 
les oo1 surfaces {<$>) orthogonales aux cercles, les lignes de cour-
ture se correspondent et correspondent aux dèveloppatles de la 
congruence des axes; les tangentes aux lignes de courtures 
homologues en des points homologues concourent en l'un ou 
l'autre des deux foyers de l'axe correspondant; les normales 
à deux surfaces (*?<), (®o) en deux points homologues, tangentes 
à un même cercle, concourent en un point G et l'on a GP4 = GP2 : 
( ¾ ) et ( # 2 ) sont les deux nappes de l'enveloppe de la sphère à 
deux paramètres de centre G et de rayon GP*. 

Les deux nappes de l'enveloppe d'une congruence de sphères sont 
dites en transformation de Ribaucour si les lignes de courbures 
se correspondent; toutes les surfaces orthogonales aux cercles 
d'un système cyclique sont donc transformées de Ribaucour de 
l'une d'elles. On démontre d'ailleurs aisément que, si deux surf aces 
sont en transformation de Ribaucour, les tangentes aux lignes, 
de courbure homologues se coupent (BIANCHI, Lezioni, t. 2, p. 168). 
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51. Étudions, d'une manière générale, les couples de surfaces 
dont les lignes de courbure se correspondent avec intersection des 
tangentes homologues [135]. Soient (P ) , (Q) deux surfaces d'un 
tel couple rapportées à leurs lignes de courbure, F | , F 2 les inter
sections des tangentes homologues, T le trièdre formé par les 
tangentes aux lignes de courbure et la normale de (P) , e,, e2, e 
les vecteurs unitaires des arêtes de T. Supposons Q fixé par 
rapport à T par la distance f ^ P e d e P à ( F 1 ; F 2 ) , l'angle (3 des 

plans tangents de (P) , (Q) et les angles a = F 1 Pe, cp = Q F 2 F i ; (Q) 
est uniquement assujettie aux conditions : i° les lignes u, v sont 

de courbure; 2° leurs tangentes sont les droites e, = Q F i ? e2 = QF>. 
i° se traduit par 

à r n ^ r T 

soit en développant les dérivées du produit vectoriel [ c n e2] 

(3o) ( . , . . ^ ) = 0 , ( . , . , ^ ) = 0 - , 

2° se traduit par les équations 

àQ dQ /dQ \ /dQ \ 
( 3 0 * , _ = o , ^ = - = 0 , ^ ^ ^ = 0 , ^ . , ^ = 0 . 

Portant les expressions de Q, e4 e2 dans (3o), ( 3i) on trouve : 

/ da \ i e*3 cosa sino — sinacosBcoso 
(32a) c o t o l -r- -4-^)-4--^-^ -f- -+-q • Q " = °> 
v ' * \du J sm(3 du * s in^s inç 

fdoL \ i dû s i n a c o s ç — cosa cos us ine 
(32 b) — tango( -7--+-^1) -+--=-31 T Pi =—0 - = °> 
v ' b ' \dv j sin p dv r s inpcosç 
,n , dlo°t $ / det \ 

<32c> -5£-+ïcosa = c o l a U + ' / ' 
<3arf> ^ + 7 s , n a = - l a n g a U + 'V' 

dz da. dz> dx 

( 3 2 « ) t a n g 9 ^ = t a n g a ^ , c o t ? ^ = c o t « ^ . 

L'élimination de (3 dans (3a a, b) ou de t dans (32 c, d) donne 

(32/) ^[^'{^^r)yéi[lm^{%^ri)] = 0 
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et celle de cp dans (32 e) : 

(33) [tanga cot? - cot a tango] ^— ^cota ^ ) + ^ (tanga £ H = o. 

En annulant le premier facteur (33) on trouve <p = d z a ; 
les (32 e) sont alors vérifiées; quelle que so i t (P) , ( 3 2 / ) donne a; 
avec deux fonctions arbitraires d'un argument, et, pour chaque a, le 
système (32 a, b, c, d) est complètement intégrable et détermine (3, t 
avec deux constantes; les normales de (P ) , (Q) se coupent et {Q) 
est transformée de Ribaucour de {P). 

Si cp yé a, le second facteur de (33) montre que 

(34) tanga = - , 

et ( 3 2 / ) impose à (P) la condition 

£(ï') *£(?»)" 
Moyennant (34), (35), le système (32« , . . ., e) est complètement 

intégrable et donne o, (3, t avec trois constantes arbitraires. 

52. Fixons la solution a, [3, cp; lorsque la constante d'intégration 
de t varie, la figure P F 1 F 2 Q subit une homothétie et Q décrit 
une droite; les tangentes aux lignes de courbure des différentes 
surfaces ( Q ) sont parallèles, et toutes ces surfaces sont transfor
mées de Combescure de l'une d'elles. 

Si l'on fixe la solution t, a, cp. les (32 a, b) déterminent [3 avec une 
constante dont la variation fait tourner le triangle F 1 Q F 2 autour 
de F , F 2 ; Q décrit un cercle d'axe FjF., engendrant, lorsque u, v 
varient^ un système cyclique normal aux (Q) . 

Si cp = a, F , Q F 2 sont congruents et (P) fait partie des (Q) . Quelle 
que soit (P) , ( 3 2 / ) détermine a et donne oo2 systèmes cycliques; 
chaque (Q) est transformée de Ribaucour de (P) . 

Pour les surfaces (35) on a d'autres solutions. Fixons a et t, 
les (32 e) donnent cp avec une constante, puis les (32 a, b) donnent (3 
avec une autre constante. Si la constante de (3 varie, Q décrit un 

cercle d'axe F 1 F 2 qui varie avec la constante de cp. FjcpFo étant 
droit, tous les cercles sont sur la sphère de diamètre F 1 F 2 . Ces 
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cercles engendrent oo1 systèmes cycliques'dont ( F , F 2 ) est la con

gruence des axes. On constate que a== 7 du paragraphe IL 

53 . Pour une surface ( P ) de la classe ( 3 5 ) , a est déterminé 
par ( 3 2 / ) et 

(35') -— (cota /•) n- -—(tanga rr) = o. 
dvv ' d u n ' 

Avec une fonction auxiliaire y, ( 35') s'écrit 

/oa\ ^a d \os/\ . v da dlogr . v 
(36) — = -2—sinacosa-t--i-cot a, -r-= -^- sin a cosa-4-- tanga; 

du du /*, dv dv r & 

en portant ces expressions dans ( 3 2 / ) on obtient 

\ dy 9 f^ logr ^ l o g / ' ! . „ 1 ^ l o g r 

J e>Y 2 n r^logr! 2^1ogr „ 1 ^2log/'i . „ 

dont la condition d'intégrabilité est de la forme 

(38) MY-4-NCOS* a-4- P s i n 9 a = o . 

La discussion de ( 36 ) , ( 3 7 ) . (38) montre qu'une surface ( 35 ) 
ne peut admettre trois familles de oo1 systèmes cycliques, que si 

M = N = P = o ; à la surface sont alors liées oo2 congruences 

cycliques portant chacune oo1 systèmes cycliques. 

La surface est déterminée par les équations 

d* r d*\(jgr _d*\o%r d\o% rr\ 
, dudv to r* ~~ ' du dv2 ~~ du dv dv 

(3q) l 
* d3 log /'1 _ d' Jog r\ d log rrx 

du9 dv du dv du 

Les (3CJ) donnent, u et p étant convenablement choisis, 

(4o) r, = r = K ^ U , < ^ (K = const.). 
U i — Vi 

Avec celte expression de J\ = r, les équations de la théorie des 
surfaces donnent pour UJ, V| certaines équations différentielles. 
Ainsi, si K = 1 on a U' = c, U 2 + c 2 U + c3 {ct = const.) et V est 
arbitraire. 
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54. Si r = o, (35) donne r, = U2V2 ; les équations de la théorie 
des surfaces fournissent deux solutions : 

i° r = ri = qi=o,pl=i; (P) est un cylindre; l'élément linéaire 
de la représentation sphérique de la congruence cyclique 

//x ^ / u ' v Y J . U 'VUV , , r/ v u y v* i _ t 

dépend de deux fonctions arbitraires U, V. 

2° r = o, T| = sin u. q = i. ps = cos t/; (P) est de révolution ou 
transformée de Peterson d'une telle surface. La congruence cyclique 
est déterminée par l'élément linéaire de l'image sphérique 

, , v / >* V B ( i - 4 - V ° ) _ . V V ' s i n w c o s u . , 
( 42 ) dS* = -—r-~ ÏTTTT du* — 2 — r - ^7777 «M ^P v ' ( s i n s a - h VJ)> ( s i n * w H - V 1 ) ' 

V 1 s i n ' w V ' s i n ' w s i n ' w cos" u . . ) , . 
4 — ^ - ÎT- -4- s m 2 a > dp ( s i n ' w - H V ' ) ' " s i n ' M - 4 - V ' s i n 2 w -h V 

Les normales de (P) , (Q) sont perpendiculaires si 

tang* ç = ( ± i — ) tang° o 
\ •> 2 / 

Les cercles des oo' systèmes cycliques liés à la congruence 
cyclique sont de rayon constant {variable d'un système à 
l'autre) si 

( q = s\ny, ^i = cosy, tanga = U, 

f 2 U -h v^cU' " 2 

(P) est alors une surf ace pseudosphérique particulière [135, 149]. 

CHAPITRE IV; 
SURFACES DE BIANCHI. 

I. — Congruences W telles que les courbures des nappes focales 
aux points correspondants soient égales. 

55. Trois solutions QA, 62, 0.\ d'une équation de Moutard 

déterminent (Lelieuvre) une surface S rapportée à ses asympto^-
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tiques u, v, dont la courbure totale est 

(2) K = - - l , p = 02 + 02 + 02. 

Si R est solution de ( i ) , la transformation de Moutard, 

(3) £(., + , , ) - ( . , - , . ) ^ , £<,._,,) —(.,+ , , )^5, 

associe à 9t les solutions 9' de l'équation transformée 

et à S une surface S' déterminée par 9\ ; on peut placer S' de façon 
que S. S' soient nappes focales d'une congruence W . 

Si Ri, R2 transforment 0f en 9', 9\, R', transformée de R* à l'aide 
de Ri et R, transformée de Ri à l'aide de R2 vérifient 

( 5 ) 5S = R ' "3 f iT — - R l "55"' ^ = R l"^"R2^p"' 
(6) X = Ri R'2 = Ra R![. 

Il existe une solution 2rz transformée de Moutard de 9\ à l'aide 
de R2 ou de 9" à l'aide de R '̂, déterminée par 

(7) 2F, — 6 , = ^ ^ ( 6 5 - o ; ) . 

S* correspondant à 2rt, convenablement placée, est la deuxième 
nappe focale de deux congruences W dont les premières nappes 
sont S', S". Le quadrilatère gauche formé par quatre points homo
logues M, M', N, M'7 de S, S', S", S* engendre quatre congruences W 
de nappes focales S, S', S", S*. (5) déterminante avec une constante 
arbitraire, il existe oo1 surfaces S* à points homologues alignés 
sur MN (BIANCHI, t. 2, Chap. XVII). 

56. Examinons [18] les congruences W {de Bianchi) dont les 
courbures des nappes focales aux points homologues sont égales. 

Si (MM') est une congruence de Bianchi, les (2) donnent 

(8) Se2=p, 26 i 2 =p, 2 M ; = pco6<r, 
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où (j est l'angle des plans focaux. En multipliant les (3) par 0£, puis 
par B\ {i = i, 2, 3) et ajoutant, on obtient 

, , dcosa . .cMogp dC0S<S . x ^ logp 

dont la condition d'intégrabilité, , = o, donne 

(10) p = U + V. 

La courbure de S, S' est de la forme 

(u) K = -
(U-4-V)* 

Les surfaces de la classe (11) sont dites de Bianchi; l'image sphé
rique de leurs asymptotiques est celle d'un réseau persistant. Si une 
surface (11) est donnée, on déduit des (9) 

/ v Œ /L ) -h A . . x 

(12) t a n S - = l / y-Z"k (* = c o n s t ) -

Avec le trièdre T du n° 37 (Chap. II), les coordonnées x, y, z 
de M sont définies par le système 

(i3) -r— = p \/e (costoXi—sinwX*), — = — p \Jg (cosa) X! -4- sinw X-»); 

or la distance des points limites d'une W est l'inverse de la racine 
quatrième du produit des courbures des nappes focales (Ribaucour); 
on a donc 

(i3') MM' = p sin s, 

et le point W{xf, y', zr) de S' est déterminé par les formules 

(i4) x = x -4- p sin<r(XiCosa -4- X2sina), 

où a est l'angle de MM' avec le premier axe de T. Les cosinus 
directeurs X', Y', 7J de la normale de S' sont déterminés par les (60) 
du Chapitre IL En portant dans le système 

„ v ' àx „ v , dx 
SX -r - = 0 , SX' — = 0 , 

du dv 

on obtient le système (61) du Chapitre II, qui est complètement inté-
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grable et donne a avec une constante. On vérifie aisément que la 
congruence obtenue est de Bianchi. Chaque surface de Rianchi est 
nappe focale de oo2 congruences de Rianchi [18]. 

57. Les congruences de Rianchi possèdent des propriétés carac
téristiques remarquables. 

i° Dans la représentation sphérique, les asymptotiques des 
nappes focales ont pour image un système orthogonal. 

Il suffit pour le voir, de vérifier à l'aide des (5g), (61) du Chapitre II r 

que les cosinus directeurs du rayon X = Xi cosa + X2sina, satisfont 

à la relation ^ T " T~ = ° (BIANCHI, t- 2, p. 85). 

2° Les surfaces principales interceptent des réseaux conjugué? 
sur les nappes focales. 

Rapportons une congruence C (non normale) à ses développables; 
soient 2p la distance focale et 

ds* = e du2 -4- 2 yeg costo du dv -h g dv" 

l'élément linéaire de la représentation sphérique. Deux direc
tions {du : dv), {au : àv) sont conjuguées sur une nappe focale 
(BIANCHI, t. 1, p. 488) si 

( i5 ) \/e sinw y - -4- \ > p du ou 

- ? & [ï + y f IllIsin w ]dv Sp=°-
Les surfaces principales de C sont déterminées par 

(16) e du" + 2 du dv -+- g dv* = o ; 

en portant dans ( i5) du du : dv àv = g : e, on obtient 

("7) K l = - - 4 ? ^ ' 

où Ri est la courbure totale de la première nappe focale ; (17) montre, 



58 S. FINIKOFF. 

qu'au signe près, K, est l'inverse du carré de la distance des points 

limites. 

Si les surfaces principales interceptent aussi sur la deuxième 
nappe un réseau conjugué, deux réseaux conjugués {donc les 
asymptotiques) se correspondent sur les deux nappes et la con
gruence est W ; en outre Ki et K2 ont la même valeur (17) et la 
congruence est de Rianchi [97]. 

3° Les nappes focales d'une congruence de Rianchi {non pseu-
dosphérique) se touchent le long de deux asymptotiques com
munes. 

D'après (10), (12), (i3') on a 

(18) MM'= 2 v/(U -4- k) (V - * ) , 

et les points correspondants de deux courbes homologues 

(Tj-4-it)(V — k) = const. 

sont à distances constante. Les asymptotiques U + /r — o, V — k = 0 
des deux nappes focales sont confondues et, en vertu de (12), les 
plans tangents à S, S'le long de ces courbes coïncident [146]. 

4° Imaginons, dans chaque plan tangent d'une surface (M), un 
cercle, centré au point M, dont les points sont les centres de oo1 facettes 
dont les plans passent par M et font l'angle cr avec le plan tangent. Si 
les plans des oo3 facettes enveloppent 00 ' surfaces, (M) est une 
surface de Rianchi et les surfaces enveloppées en sont des trans
formées de Rianchi [84] . 

58. Le théorème de permutabilité des transformations asympto
tiques (par congruences W ) , appliqué aux surfaces de Bianchi, 
donne le résultat suivant : Parmi les oo' surfaces S* déduites des 
transformées S', S" de S, il en existe une et une seule corres
pondant à S avec égalité des courbures totales aux points homo
logues. 

On déduit de (7) 

(19) s32 = s0? + 2 ^ ( 2 6 , 0 ; _ se, 02 ) H- ^ t p î s (a; » -1- e; 
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et l'on a ici 

s3 2 = so? = se;2 = s e p = p, se.e; = P cosa, 

S6Z0J = p cosa", S0; 6- = p [ cos <r' cosa" -+- sin n' sin a* cos (a'— a")], 

la dernière formule s'obtenant en tenant compte des (60) du 
Chapitre IL 

En portant les expressions précédentes dans (19), on trouve 

, N * ~ ~ cos a'cos a"—1 -4- sin<i'sin<j"cos(a'—a") 
(20) X = R tR 2 - . i > 

cosa — cosa 

et cette expression vérifie les (5) (BIANCHI, Lezioni, t. 2, p. 81). 

59. La transformation de Rianchi des surfaces S correspond à 
la transformation de M. Eisenhart des réseaux conjugués per
sistants. Le théorème de permutabilité s'étend, comme l'a montré 
M. Eisenhart à cette dernière transformation [94]. Il suffit, pour le 
voir, de remarquer que les formules de la transformation de Bianchi 
et, en particulier, la formule (20), s'appliquent aux quatrièmes solu
tions 04, 9\, 9\ qui, avec les trois premières, déterminent tangentiel-
lement les surfaces 2, 2', 2", 2*. 

Deux surfaces continues du quadruple déterminent,par l'inter
section de leurs plans tangents homologues, une congruence nor
male dont les développables correspondent au réseau conjugué 
persistant. 

La configuration du théorème de permutabilité de M. Eisenhart 
contient quatre congruences normales dont les développables se 
correspondent; les réseaux conjugués persistants sont enveloppés 
par les plans des rayons homologues de deux congruences contiguës. 

L'équation (7) est vérifiée par les coordonnées tangentielles de S, 
2 ' . 2", 2*; il en résulte que les quatre plans tangents passent par 
un même point et que, par suite, il en est de même des quatre 
rayons homolog ues des congruences normales signalées plus haut 
dans la configuration. 

60. Le théorème de permutabilité détermine en termes finis la 
surface S* (obtenue par double application de la transformation de 
Bianchi) dès que les surfaces S', S" (transformées de Bianchi du 
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premier ordre) sont connues. Il en résulte que, si toutes les trans
formées du premier ordre sont connues, les applications ulté
rieures de la méthode de Rianchi n'exigent aucune quadrature. 

M. Masloff[112] a fait une application élégante de cette propo
sition, en prenant une droite comme surface initiale de Rianchi. 

M. Masloffa aussi étudié le théorème de permutabilité dans le cas 
limite où les constantes k\ k" sont égales, et cette élude l'a conduit à 
une transformation nouvelle [146]. 

II. — Surface associée. 

61. Dans la déformation à réseau conjugué persistant d'une 
surface 2 , est incluse une déformation infiniment petite. La surface S 
associée à 2 dans cette déformation correspond à 2 par parallé
lisme des normales et, dans cette correspondance, les asympto
tiques de S correspondent au réseau persistant de 2 : S est par 
suite une surface de Rianchi. 

Aux trois sortes de réseaux persistants correspondent trois classes 
de surfaces de Bianchi. Si le réseau contient deux familles de géo
désiques, les fonctions U, V sont constantes^ et la surface associée 
(B0) estpseudosphérique. 

Si le réseau contient une famille de géodésiques, l'une des fonc
tions, V par exemple, est une constante que l'on peut annuler. 

La surface associée (Bi) est caractérisée par le fait que sa 
courbure le long des asym/Jtotiques v est constante. Il en résulte 
{théorème d'Enneper) que les v sont des courbes à torsion cons
tante. En coordonnées curvilignes quelconques {u, v), Bi est caracté
risée par l'équation 

/ N r^fàKY ^àKàK ™/àKY 

où K est la courbure de Bi et D, Df, D" les coefficients de sa 
deuxième forme quadratique. On peut voir à ce sujet BIANCHI, 

Lezioni, t. 2, p. 29, et aussi [19, 87, 144, 148]. 
Les surfaces de Rianchi (B2) de la troisième classe corres

pondent à des fonctions U, V contenant effectivement u, v. En 
coordonnées asymptotiques. une B2 est caractérisée par l'équation (11) 
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qui peut s'écrire 

àïïTv VT^K J = ° ' 

Les fonctions è, ô', ô" définies par les (25) du Chapitre I sont ici 0 = 0, 

à'= y — R, à,r=o; les équations de Codazzi donnent 

| i 2 / _ i ^jog^/^K (12) _ 1 ^logy/^K 
( 1 i 2 dv ' ( 2 ) 2 du ' 

et (22) peut se mettre sous la forme 

(22,) lit.-». 
où les indices désignent une dérivation covariante. 

Si nous remarquons maintenant avec M. Buchguence [144, 145] 
que (22') n'est qu'un cas particulier (correspondant aux coordonnées 
asymptotiques) de l'équation générale 

< - > » ( * ) - — > • ( * ) , . * » * ( * ) . , -

qui signifie que les deux familles de courbes définies sur B2 par 
l'équation 

(M) (£)^+,(^)^+(^)^-0 

sont conjuguées, nous voyons que celte dernière propriété géomé
trique des courbes (24) caractérise les B2 en coordonnées curvi
lignes u, v arbitraires. 

Si l'on a égard à l'image sphérique de B2 , (22) devient (logK)', 2 = o, 
la dérivation covariante se rapportant à l'élément linéaire de la repré
sentation sphérique. On déduit de là la propriété caractéristique 
suivante des B2 : les lignes déterminées sur ces surf aces par l'équa
tion 

(25) (logK), , du"-h 2(\ogK)\2dudv-h ( logK) 2 2 dp 2 = o 

forment un réseau conjugué nouveau. 
La propriété caractéristique précédente montre que, si une 

surface B2 est susceutible d'une déformation la laissant dans 
sa classe, la déformation est à réseau conjugué persistant 
[réseau (24)] . 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N* 9 6 . 5 
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62. Gomme exemples simples de surfaces de Bianchi, nous signa
lerons, les surfaces B applicables sur les surfaces de révolution 
déterminées par M. Vasseur [130], et les surfaces B réglées déter
minées par M. Buchguence [144, 148]. 

Les premières surfaces comprennent les surfaces pseudosphériques 
(type B0), les deux hélicoïdes minima (type Bi) , et des surfaces de 
révolution (type B2). Les surfaces B réglées comprennent l'hélicoïde 
minimum (type B,) et des conoïdes {typeB2). 

CHAPITRE V. 

SURFACES DE VOSS-GUIGHARD. 

I. — Congruences de Guichard. 

63. Les surfaces de Voss-Guichard [14] sont celles qui possèdent 

un réseau conjugué formé de géodésiques. — En portant dans les 

équations de Godazzi [ (5) , Chap. I ] les valeurs. 

qui expriment que les u, v sont géodésiques, Voss obtient des équa
tions qui s'intègrent et donnent 

( 2 ) a = - ^ . &"= 
u * _ v 

~ 7 ^ ' ô = "7=' 

après quoi l'équation de Gauss et les équations (i) permettent de 
ramener le problème de la détermination des surfaces de Voss à l'in
tégration d'une équation aux dérivées partielles du second ordre. 
Voss a remarqué que le réseau conjugué géodésique correspond, 

par parallélisme des normales, aux asymjjtotiques d'une surface 
pseudosphérique, mais il n' a pas signalé la permanence du réseau 
dans une déformation continue. Il a recherché les surfaces V minima, 
déterminées plus tard par Razzaboni [15] et M. Gambier [133], puis 
les surfaces V de révolution étudiées par M. Tahauer [56] . 

64. Les résultats de Voss ont été retrouvés et prolongés par 
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Guichard [16], qui les a reliés à la théorie des congruences à 
réseaux focaux orthogonaux. 

Considérons une surface G rapportée à ses lignes de courbure u, v, 
et attachons à chaque point M de G le trièdre T formé par les tan
gentes principales et la normale en M. G est déterminée par les com
posantes du déplacement de 

T : s, Y1==ç1 = 0 j n i j p=zqi=zQ ^ pu r> r i 

Envisageons la congruence des tangentes aux lignes u de G. Pour 
un point M', situé à la distance p de M sur la tangente en M, les 
déplacements, lorsque u ou v varient seuls, sont représentés parles 
vecteurs 

(3) 6 I (?H- pM)-4- p(e2r — e^), eip^H-e^-niH-rip). 

Si M' est foyer de MM', le second vecteur est sur MM', donc 

(4) P = - 3 1 . 

ri 

Le réseau focal (M) est orthogonal; (M') l'est également si 

( 5 ) Ç-t-p« = o, 

et la congruence est dite de Guichard. En portant (4) dans (5), on 
obtient l'équation suivante, caractérisant les congruences de Guichard 
( 6 ) rlu = o. 

Un choix convenable de v donne r, = i. Les équations fonda
mentales de la théorie des surfaces s'écrivent 

(7 ) Pui = —q, q»=rpx, rv= — pxq, 

et montrent que q2-\- r2 est une fonction de u, qu'on peut réduire à 
l'unité, w étant l'angle des plans focaux, on a 

(o ) ^ = s i n t o , r= — cosw, p1 = - - , 

( 9 ) » = s ina> ' 

et l'élément linéaire de la représentation sphérique de la congruence 
est de la forme 

(10) ds'2= du2— 2COSUdudv -4- dv". 
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(9), (10) montre que Vimage des développables est celle des 
asymptotiques d'une surface pseudosphérique S. La normale à la 
nappe 2 de la développée de G portant les développées des u est 
parallèle à MM' et les u, v tracent sur 2 un réseau conjugué; il en 
résulte que 2 est une surface de Voss avec le réseau {u, v) géodé
sique. 

Inversement, pour une surface 2 de Voss, les congruences des 
tangentes aux u, v sont normales, les surfaces Gi, G2 normales aux 
deux congruences sont de Guichard, et les tangentes aux u de Gi et 
et aux v de G2 engendrent des congruences de Guichard dont les 
développables interceptent sur les nappes focales G,, G\, G2, G'2 les 
réseaux de courbure. 

La développée de G\ relative aux lignes v ou celle de G'2 rela
tive aux u sont des surfaces de Voss; cette remarque fournit une 
méthode de transformation des surfaces de Voss [16, 17, 21, 133]. 

65. L'élimination de e2 entre les équations fondamentales e i t , = e2 , 
e2M = — ei r montre que les cosinus directeurs de la normales de 2 
vérifient l'équation de Laplace 

(n) 
dudv 

à laquelle satisfait d'ailleurs aussi la quatrième coordonnée tangen
tielle w=Mei (dislance du plan tangent à l'origine). Une solution 
de (9) et quatre de (11) donnent une surface 2. La développée v de 
G', engendre une surface 2 ' dont les normales, parallèles à MM', le 
sont aux normales de 2. Les trois premières coordonnées tangentielles 
de 2 ' coïncident avec celles de 2 , la quatrième est 

(12) w'= M'et = (M-4- pei)eL= w — t\x 

ou 
(i3) £ = J'sino), TJ! = B -4- t'mv ' = / ( —— du-\-B cot w dv ) ' 

J \sinw / ' 
. (VMCOSO) — «v wu—«vcosw A = Wuu + W + CO„ : , B = Wvu -4- W -h U>„ —- : . 

smw sinto 

La constante additive de t! fait correspondre à une surface 2 dte 
Voss 00' surfaces de Guichard. A chaque surface G correspond une 
autre surface de Guichard G', et une surface 2' de Voss qui est une 

file:///sinw
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nappe de la développée de G'. Si l'on recommence la construction en 
partant d'une 2' , on obtient 2 et aussi oo1 autres surfaces de Voss. Si 
l'on part de 2 en considérant les tangentes des v on obtient, par 
1 intermédiaire de deux surfaces de Guichard, oo1 surfaces de Voss, 
dont les normales sont parallèles à celles de 2 et dont la dislance du 
plan tangent à l'origine est 

(i4) t / = ( v + A + w K ^ , ^ = / ( AcotwGfa-h - — dv). 
J \ sinw / 

La droite joignant les points homologues des différentes surfaces G', 
coupe la normale à G au centre de courbure autre que le point corres
pondant de 2 [133]. 

66. La transformation précédente des surfaces de Voss ne 
change pas la représentionsphérique du réseau de Voss : c'est un 
cas particulier de la transformation de Peterson. Le lien entre les 
surfaces de Voss et pseudosphériques fait correspondre, à chaque 
transformation d'une surface pseudosphérique, une transforma* 
tion des surfaces de Voss associées. La tranformation la plus géné
rale des surfaces pseudosphériques est celle de Racklund {cas par
ticulier de celle de Rianchi étudiée au Chapitre IV) ; en théorie 
des réseaux persistants il lui correspond la transformation de 
M. Eisenhart : 

2 étant une surface de Voss, il existe dans ses plans tangents, 
002 droites engendrant des congruences normales dont les développables 
correspondent au réseau géodésique de 2 , les foyers étant situés sur 
les tangentes du réseau et les plans focaux étant inclinés à angle cons
tant sur le plan tangent de 2 . Le symétrique de ce plan tangent par 
rapport aux plans focaux de l'une quelconque de ces congruences 
enveloppe une nouvelle surface de Voss [82, 94]. 

M. Vincensini [140] a présenté sous un nouvel aspect la tranforma
tion de M. Eisenhart, en la rattachant à la transformation de Ribau
cour des surfaces de Guichard. 

II. — Déformation d'une surface faisant correspondre, 
aux asymptotiques, un réseau conjugué. 

67. Les surfaces de Voss sont solutions d'un autre problème de 
déformation : déterminer deux surfaces applicables telles que les 
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asymptotiques de l'une correspondent, dans Vapplicabilité, à un 
réseau conjugué de l'autre. 

La question, étudiée par MM. Demoulin [51, 64] et Eisenhart 
[71], a été résolue complètement par M. Gambier [109]. 

Généralisant une propriété bien connue des surfaces minima 
associées, M. Gambier cherche deux surfaces applicables Si, S2 

telles qu'une combinaison linéaire à coefficients constants des 
deuxièmes formes quadratiques détermine intrinsèquement oo1 

surfaces S applicables sur Si et So. Les coefficients 

AD1-4-/:D,5 hD\ + kD'2, /iD'jH-ÂrD^ (h, k = const.) 

vérifient les équations de Codazzi et. en les portant dans l'équa
tion de Gauss DD" — D'2 = &, on obtient 

( iô ) h*Q -+- hkQii-+- £2Q = Q, 

(16) û t* = D, D'à* -4- D,D'J — iV\ D'2. 

( 15 ) revient aux deux relations 

(17) Q^=mQ, k2-h mkh-¥- h2= 1 (m = const.). 
1 

Si la première est vérifiée, la seconde donne oo1 surfaces S appli
cables, h (ou k) restant arbitraire. Le réseau conjugué commun à 
S| , S2 reste conjugué sur S qui se déforme ainsi à réseau conjugué 
persistant. 

Si les deux familles de lignes du réseau se confondent, on a la 
déformation des surfaces réglées avec génératrices persistantes; ce 
cas, qui correspond à m= 2, sera écarté. 

Appelons associées les oo1 surfaces S vérifiant (17). On peut sub
stituer à Si, S2 un couple quelconque de surfaces S sans modifier 
la famille des associées, m prenant une valeur différente. Pour le 
couple [Si, S {h, k)], m'= 2 h-\- km: si m' = o, donc si 

2E 

k = -=^= > h = V/4 - m2 v74 — rnï 

S {h, k) est dite adjointe de Si ; les deux signes de s correspondent 
à des surfaces S symétriques. 

Ecartons le cas impossible m = ± 2 et soient Si, S2 deux adjointes ; 
on a m= o et (16) montre que les asymptotiques de Si corres
pondent à un réseau conjugué de S2 et vice versa. Inversement, si 
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les asymptotiques de S t s'appliquent sur un réseau conjugué de S, 
choisi comme réseau coordonné, on a Di = D" = D ' 2 = o; (17) est 
vérifiée avec m=o, et l'on a un couple d'adjointes donnant une 
famille de surfaces associées. 

68. Rapportons deux adjointes Si, S2 au réseau conjugué commun; 
l'équation de Gauss et (17) donnent 

Di D'[ — D2 D'̂  = o, Di D£ -h D2 DJ = o; 
d'où 

D:; = Î D ; , D * = — I D , , D'i = D 2 = 0 . 

Les équations de Codazzi donnent J ( = j {= ° et le réseau est 

géodésique. Inversement, toute surface de Voss est solution du 
problème ; les surfaces associées sont ses déformées d réseau géo
désique persistant. 

Les surfaces réelles de Voss à réseau géodésique réel sont à 
adjointe imaginaire et vice versa. Pour les détails de l'étude de la 
réalité, nous renvoyons aux deux Mémoires de M. Gambier [109,133] 
dont le second contient un exposé complet de la théorie des surfaces 
de Voss. 

686/,5. Les surfaces minima sont de Voss, le réseau persistant étant 
constitué par les lignes minima. Voss [14] et Tahauer [54] ont déter
miné les surfaces de révolution à réseau géodésique conjugué. 

Les surfaces de Voss à ds- de révolution, dont l'existence a été 
prévue par M. Buchguence [87], ont été explicitement déterminées 
par M. Gambier [109]. 

III. — Réseau persistant contenant une famille de géodésiques. 

69. Supposons que le réseau focal de la première nappe de déve
loppée 2 d'une surface G (qui comprend une famille de géodésiques), 
soit persistant. La normale de 2 étant parallèle au premier axe du 
trièdre, l'élément linéaire de l'image sphérique de 2 est 

(18) ds"1 = (q*-+- 7'*) du* H- 2rr^ du dv -+- /-2 dv*, 
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et l'on a 

<-> l?H IÎ|-TF-
La condition de Cosserat, qui se réduit ici à 

donne, avec un choix convenable de v, rA — U. L'équation tangen
tielle de Laplace du réseau de courbure de G, à savoir 

M _ rpv d§ r±à% 
dudv q du pi dv 

se réduit à —-—o( r , = U) si Ton remplace 9 par'/>j (troisième 

coefficient de l'élément linéaire de l'image sphérique de G). D'où 
cette élégante proposition d'Egoroff [59] : si l'équation tangen
tielle relative au réseau de courbure d'une surface G admet 
comme solution particulière le troisième coefficient g de l'élé
ment linéaire de la représentation sphérique de G, le réseau cor
respondant aux lignes de courbure sur la première nappe de 
développée de G est persistant avec une famille de géodésiques, et 
{avec un choix convenable de v) cette propriété est caractéristique 
des réseaux en question. 

On vérifie de même que l'équation ponctuelle de G admet pour 
solution le coefficient G de l'élément linéaire. 

70. (21) est vérifiée par les cosinus directeurs X, Y, Z de la normale 
de G; cela conduit à penser que g est une combinaison linéaire à 
coefficients constants deX, Y, Z; effectivement, les axes étant conve
nablement choisis, on a 

(22) g = n — Z, (ra=const . ) , 

Z satisfaisant à l'équation bien connue A'(Z) = 1 — Z2 (où le para
mètre différentiel A' se rapporte à la sphère); si l'on porte l'expres
sion (22) de Z dans cette équation on trouve 

(23) 4 . ( ^ ) = , - ( , , - , ) . - 4 ^ , 

qui s'inlègre par fonctions elliptiques [59 j . 
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71. Les équations fondamentales 

( 2 4 ) %v= — 1\l>', T\\u=V'l 

donnent, par élimination de £ et en vertu de (20), 

(»«> ££=_„,„.,. 
L'équation tangentielle relative au réseau focal de 2 

d'e\ dlogri etei 
- - X 7 — e i ^ i du dv du dv 

se ramène à la forme (25) si l'on introduit 3 — — ; il en résulte une 

transformation des réseaux persistants avec une famille de géodé
siques imaginée par Egoroff[§9]. 

La représentation sphérique de G étant donnée, à chaque solution 
de (20) correspond une fonction £ déterminée par (24) et une surface G 
déterminée en termes finis par les formules d'Olinde Rodrigues. 
Soit 9A une solution particulière de {20); déterminons la surface Gi 
correspondante, et envisageons en la nappe 2, de développée dont«>i 
est la distance de l'origine au plan tangent; W\ vérifie l'équation tan
gentielle 2 , , et par suite ^ = Q» est une nouvelle solution de (20). 

A 92 correspond une nouvelle surface G2 sur laquelle on peut 
raisonner comme sur G|. On obtient ainsi une suite infinie de sur
faces . . ., G|, G2, . . •. et une suite homologue de réseaux persis
tants . . ., 2 i , 2o, . . . contenant une famille de géodésiques. 

CHAPITRE VI. 

DÉFORMATION A RÉSEAU CINÉMATIQUEMENT CONJUGUÉ PERSISTANT. 

I. — Roulement de surfaces applicables. 
Réseau caractéristique de Voss. 

72. La déformation à réseau persistant ou celle des surfaces 
réglées à génératrices persistantes, sont des cas particuliers du 
problème de la déformation continue assujettie à une condition. 
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Chaque condition imposée à une surface S d'élément linéaire donné 
s'exprime par des équations entre D, D', D", E, F , G. Pour que la 
condition soit compatible avec une déformation continue de S, il faut 
que D, D', D", qui sont liés par l'équation finie de Gauss, ne soient 
pas liés par plus d'une autre équation finie; cette dernière équation 
finie détermine le caractère de la déformation. Supposons l'équation 
linéaire 

( i ) «D -h 2 | 3 D ' - 4 - Y D " = C , 

a-> P? Y? C étant fonctions des coefficients E, F , G et de leurs dérivées. 
Considérons l'équation différentielle 

(2) y du"— 2$ dudv -4- a dv" = o. 

Si (2) définit deux familles de courbes sur S, choisissons-les pour 
lignes coordonnées; (1) s'écrira alors 

«Y-
1 

où M dépend du choix des paramètres, mais ne varie pas pendant la 
déformation; si les lignes (2) sont confondues, en les prenant pour 
lignes v, (1) se ramène à la forme 

O) D = 5 . 

Si G = o, les déformations relatives aux cas (3) et (4) sont bien 
connues; (3) exprime que la déformation de S est à réseau con
jugué {u, v) persistant; (4) montre que les (2) sont asymptotiques, 
donc droites, et la déformation est celle d'une surface réglée à 
génératrices persistantes. 

Si C ^ o . la déformation continue est impossible dans le cas (4) ; 
dans le cas (3) la déformation est d'un caractère plus général et, pour 
donner à (1) son sens géométrique, nous avons besoin d'une digres
sion sur la théorie du roulement des surfaces applicables [104]. 

73. Rappelons les résultats du Chapitre VI (vol. 4) de la Théorie 
des surfaces de Darboux. 

Soient S, S' deux surfaces applicables. S' étant fixe, on peut 
amener S à être en contact avec S', le contact ayant lieu en deux points 
homologues et réalisant celui des courbes homologues. On obtient, 
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pour S, oo° positions; le roulement qui leur correspond est un roule
ment de S sur S'. 

Tout déplacement élémentaire de S eut une rotation dont l'axe 
passe par le point de contact M et est situé dans le plan tangent 
commun, \ttachons en effet à chaque point de S un trièdre T dont 
les rotations ont pour composantes (par rapport à T)p, q, r,p\, q\,rA. 
Les composantes de ces rotations relatives à des axes quelconques 
invariablement liés à S sont données par les formules 

%'= aup-h ai*q-h a^r, %\ = flup\ -4- a^q{ -4- «13^1, •••> 

où alk est le cosinus de l'angle du ilèrae axe fixe et du /cième axe mobile. 
Remplaçons aiK, al2 par leurs valeurs déduites des équations 

—- = a n E - H - a n i i , . . . , 

où x,y, z sont les coordonnées de M par rapport aux axes fixes et \, n 
les composantes de sa vitesse relative à T ; nous obtenons 

<*> * = * £ - » £ + * " • ' **-*%-*£+*»«• 

En considérant T comme attaché à S' on trouve de même pour ses 
rotations #", SJ , etc., les valeurs 

( y ) v_ Vl »£ _ 8l £ H- «„r, *ï - «J % - *, % - a13ri, 

di, d\, d'[ désignant les valeurs que prennent à, à', à" quand on passe 
à la surface S'. Cela posé, supposons que u, v prennent des accroisse
ments infiniment petits quelconques et que T prenne la position T' 
dans S et T" dans S'. Le roulement de S amène T' en T"; ce mouve
ment se décompose en deux : l'un amène T' en T avec les rotations 

— %'du, —%\dv, . . . , 

l'autre T en T" avec les rotations 

%udu-4-&'idv, . . . . 
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Il en résulte pour les composantes du roulement de S sur S' 

2 = 2* — 2', 2a = 2 ; — <%\ ; 

d'où, en vertu de (5) et (5'), 

(6) «--(r-roJUd-*)*;, *--(*-«;)£.,.(*-.*,)£. 

L'axe de la rotation infinitésimale est bien dans le plan tangent. On 

peut poser &du -f- *£i dv — j - ôw + -r- àv, où dw, ô> correspondent 

à un déplacement suivant l'axe de rotation. En tenant compte des (6), 
df die 

on obtient une équation linéaire et homogène en -r-, ~ ; l'équation 

étant vérifiée par x, y,z% les coefficients de •?-» -r- sont nuls; en expri

mant ce fait, et après avoir remplacé ô, ô', ô" par les quantités propor

tionnelles D, D', D", on trouve 
(7) (D — DJdutu H- (D'— D'< ){duhv H- dvhu) -h (D"— D'\ )dvhv = o. 

(7) ne change pas lorsqu'on échange les caractéristiques d, à, c'est-à-
dire les directions du mouvement de M et de l'axe instantané; la rela
tion entre ces directions est donc réciproque; Bianchi {Lezioni, t. 2, 
p. 111) appelle ces directions cinématiquement conjuguées. 

74. Les éléments doubles de Vinvolution des directions cinéma
tiquement conjuguées sont donnés par l'équation 

(8) (D — Dt )<*«* + 2(D'— D; )dudv -4- (D"— D'\)dv" = o, 

qui détermine le réseau caractéristique de Voss {' ). Si l'on rapporte 
S, S' au réseau caractéristique, (8) et l'équation de Gauss donnent 

(9) D = D1? D' = - D ' l 7 D " = D Ï . 

Il en résulte que les lignes du réseau ont même courbure nor
male sur S et S'. Le réseau se confond avec le réseau asymptotique 
si S et S' sont symétriques. 

Si le réseau est conjugué sur S au sens de Dupin, il l'est aussi 

(1) Ueber isometrische Flàchen (Math. Ann., 46). 
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sur S' d'après (7 ) ; c'est le réseau conjugué commun à S, S'; cette 
remarque a conduit Ribaucour [22] au théorème de Peterson. 

75. C et G' étant deux courbes homologues d'un réseau cinémati
quement conjugué de deux surfaces applicables S, S', considérons les 
surfaces réglées R, R', lieux de Taxe instantané dans le système mobile 
et dans l'espace fixe, lorsque S roule sur S', le point de contact M 
décrivant C et C . R et R' sont circonscrites à S, S'le long de C, C . 
Lorsque S roule sur S', R roule sur R' et R, R' sont applicables 
(DARBOUX, Surfaces, t. 4, p. 118). 

La congruence des tangentes aux lignes d'une famille du réseau 
de S comprend oo' surfaces réglées R touchant S suivant les lignes de 
l'autre famille. Si S se déforme avec conservation du réseau cinémati
quement conjugué, la congruence se déforme, mais toutes les R cor
respondantes sont applicables. 

II. — Déformation à réseau cinématiquement conjugué persistant. 

76. Deux surfaces applicables S, S, déterminent, en chaque 
point M, une involution de directions cinématiquement conjuguées. 
S2 applicable sur S, donne en M une autre involution. Les deux invo-
lutions déterminent par leurs couples d'éléments communs, un réseau 
cinématiquement conjugué à la fois sur SS , , SS 2 , Si S2. Ce réseau 
s'obtient par élimination de du:ôV entre (7) et l'équation analogue 
relative à S, S2. Son équation, si l'on rapporte le couple S, Si au 
réseau caractéristique de Voss, e^t (D2 , D'̂  se rapportant à S2) 

(10) (D«— n)du" — (Dl— D") dv" = o. 

Pour l'étude du réseau cinématiquement conjugué sur S, Si, S2, 
on peut voir Finikoft [104]. 

77. Posons-nous le problème suivant : S étant donnée par ses deux 
formes quadratiques, existe-t-il une surface Si telle que le réseau 
coordonné soit cinématiquement conjugué sur S, S!? (7) donne la 
condition D', = D', et, d'après le théorème de Gauss DiD" = DD"; 
on peut donc poser 

D" 
(11) Di=D£, D'{ = — (t — fonction auxiliaire). 
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En portant ces expressions dans les équations de Codazzi on trouve 

, x dlost „ , âlost 

/ 

(i3) 

D' IViogD' 122) l l 2 ) l 22 ) D _ D' Vd'iOsD' 122 1 

du 

, " 1 D' , D7 T^logD' \ I I 
«1 = { - n ' 2 D »—SI'-TF-IÏM'.*}]-

_ cNogD 
~~ dv 

C-~^--{i 
La condition d'intégrabilité de (12) est 

(14) « • [ g - a a e 1 ] + i f 5 - 3 a 6 1 - 6 c l ] + g + $-a661-4aa1 

(i4)est du quatrième degré en t. Si un réseau est cinématiquement 
conjugué sur six surfaces applicables {dont une est S), (i4) admet 
cinq solutions et est vérifiée identiquement ; (12) est complètement 
intégrable et donne t avec une constante; il existe oo1 surfaces appli
cables admettant {u, v) pour réseau cinématiquement conjugué, 
S admet une déformation à réseau conjugué persistant. En annu
lant les coefficients de (i4), on obtient le système caractérisant les 
surfaces rapportées à un réseau cinématiquement conjugué persistant 

22 ) 122 j l u ) j II 

I i (12) j I 1 d 1 2 J ( I 2 | j 2 
dv DD" """ 2 j 1 \ DD" ~~ °' du "DD7 + 2 } 2 ( "DP 

_B_ j 22 ) j V \ 12) B 
DD" j 1 j DD" ( 1 ) DD" 

A _ l 11 ) J B _ _ J i 2 ) _A_ 
DD" " j 2 J DD" ( 2 J DD" 

( i5) { <*P DD" f 1 j DD" ( 1 j DD' 

du 

<riogDD" _ AB j n } j 2 2 ( ±\™\ à\\i 
dudv ~2 DD""4"4) 2 ( ( 1 \* du\ 1 \~*~ dv\ 1 

<-)-s--[r: !-!"!]• »-ï-»-[i:i-{?|]' 
(i4) et l'équation de Gauss constituent un système de six équations 
pour cinq fonctions inconnues E, F, G, D' et le produit DD". Pour 
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chaque solution de ce système, les équations de Godazzi s'intègrent 
complètement et donnent D et D" avec une constante arbitraire. 

78. ( io) se simplifie si le réseau contient des géodésiques. Si les u 

sont géodésiques, on a ] l l j = o, équation remplaçant la deuxième (i 5). 

Comme exemple on peut citer les hélicoïdes 

1 ds"=du"-^ \J"dv", 

D = ( U " - H C » U - 3 ) U _ D'=ev-i D " = v ^ U + - 2 i m J - - 2 C , 
^010-4-2 0^11 — 1C 

c est une constante arbitraire. c4 le paramètre de déformation. Le 
réseau est formé des hélices et de leurs trajectoires orthogonales. 

Si le réseau comprend deux familles de géodésiques, on a 

\"\~{"l~ y 

et, en disposant des paramètres, ( i5) s'écrit 

DDyË p DP" y/G T DD"y/ÊG i 

Comme exemple on peut citer les hélicoïdes 

/ , du2 •+- 2 cos w du dv -h dv2 

[ ds2 = c > 
1 sin4 — 

(19) 

D = acot^ D'=-£-, P '=Icotï ; 2 sin w a 2 ' 

a est paramètre de déformation, c et c4 sont des constantes et w une 
fonction de x = u-)-v déterminée par l'équation 

/ 2 0 \ ( J! ) -s — 2COSW H — hcS) Cj=const. 

2 

L'exemple (17) montre que le même réseau peut servir de réseau 
cinématiquement conjugué persistant à plusieurs séries de surfaces 
applicables. L'examen du système (i5) prouve que si un réseau 
possède cette propriété il contient toujours des géodésiques [104]. 
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