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THÉORIE 

DE LA 

CONVERGENCE DES PROCÉDÉS D'INTERPOLATION 
ET 

DE QUADRATURE MÉCANIQUE 

Par M. Ervin FELDHEIM. 

INTRODUCTION. 

On connaît bien le théorème classique de Weierstrass, d'après 
lequel toute fonc t ion / (#) , continue dans un intervalle donné, peut 
être représentée avec une approximation aussi grande que l'on veut 
par des polynômes de degré assez élevé. Depuis que ce théorème 
a été découvert, plusieurs mathématiciens en ont donné des 
démonstrations différentes, et ont construit divers polynômes 
d'approximation P n ( # ) , de degré AI, tels que le maximum de la diffé­
rence | / ( # ) — P/i(^) | tende vers o pour n->oo. Les deux problèmes 
principaux qui se posaient alors étaient la construction effective des 
polynômes d'approximation de degré prescrit, et la détermination de 
la précision de l'approximation. Il est naturel de chercher celui des 
polynômes d'approximation, désigné par R n ( # ) , pour lequel le 
maximum de la différence considérée est plus petit que pour tous les 
autres polynômes de même degré. En posant 

E 4 / ] = m a x | / ( ^ ) - R „ ( ^ ) | , 

E n [ / ] s'appelle la meilleure approximation de / ( # ) dans l'inter­
valle considéré. La théorie de la meilleure approximation des fonctions 
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continues, depuis les travaux de Tchebychef, des Markoff, Kirch-
berger, Borel, de la Vallée-Poussin [3] , Fréchet, S. Bernstein [7] , 
D. Jackson [9] , J. Shohat et d'autres, a connu un grand développe­
ment. Nous nous contentons ici de cette indication en renvoyant 
pour plus de détails aux ouvrages cités. 

Passons maintenant au premier des problèmes signalés tout à 
l'heure : la recherche des polynômes d'approximation. L'approxima­
tion de f(x) au sens de Weierstrass suppose la connaissance 
complète de la fonction dans l'intervalle considéré. Mais, en vertu de 
la continuité, f(x) peut être entièrement déterminé par un ensemble 
dénombrable, partout dense, de ses points. On peut aller plus loin 
— ce qui est d'une importance fondamentale pour la suite — et 
chercher un polynôme d'approximation de / ( a? ) si l'on ne connaît 
qu'un nombre fini de points de la courbe (par exemple, d'abscisses 
rationnelles) qui r e p r é s e n t e / ( ^ ) , de sorte que l'on puisse obtenir 
une approximation de précision quelconque, si le nombre de ces 
points est suffisamment grand (et qui sont à la limite distribués d'une 
façon partout dense). Ces polynômes s'obtiennent par des formules 
d'interpolation. Nous ferons abstraction ici de la valeur pratique des 
formules d'interpolation, et ne nous occuperons que de la question 
de la convergence du procédé. 

Nous étudierons en détail la théorie de l'interpolation de Lagrange 
et d'Hermite, et traiterons à part quelques formules modifiées, ainsi 
que des formules d'interpolation trigonométriques. 

L'application la plus importante des formules d'interpolation est le 
calcul approché des intégrales définies, appelé quadrature mécanique. 
La seconde partie du travail sera consacrée à la théorie des procédés 
de quadrature par les méthodes interpolatoires, ou plutôt par la 
formule de Lagrange. Jusqu'à ce jour un ne connaît que peu de 
résultats pour la quadrature au moyen de la formule d'Hermite. Un 
dernier chapitre sera consacré à l'étude de la convergence en 
moyenne pour les séries d'interpolation de Lagrange. 

Les théorèmes seront, dans la plupart des cas, énoncés sans 
démonstrations. Nous esquisserons quelquefois des démonstrations 
qui ne sont peut-être pas plus utiles que d'autres, mais qui présentent 
à notre avis un caractère de généralité et de possibilité d'application à 
d'autres cas. 

Il peut se poser de même le problème de l'approximation des 
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fonctions analytiques par des polynômes. Pour tout ce qui concerne 
cette question, voir le fascicule LXXIII de ce Mémorial ( J. L. WALSH, 

Approximation by Polynomials in the complex Domain). Men­
tionnons encore le livre de M. N. E. Nôrlund, qui traite la théorie des 
séries d'interpolation de nature entièrement différente de celles que 
nous allons exposer. 

Qu'il me soit permis maintenant d'adresser mes bien vifs remer­
ciements à M. le professeur H. Villat de m'avoir fait l'honneur 
d'accueillir ce travail dans la Collection du Mémorial qu'il dirige, 
et à M. le professeur Fejér, dont les conseils précieux m'ont été très 
utiles dans la rédaction. 

CHAPITRE I. 

THÉORIE DE L'INTERPOLATION DE LAGRANGE. 

1. La formule de Lagrange. — Cette formule détermine le 
polynôme unique de degré au plus égal à n — i , qui coïncide en 
n points d'abscisses distinctes xu x2, . . . . xn de l'intervalle (a , b) 
avec les valeurs que prend en ces points la fonc t ion / (^ ) , continue 
et définie dans l'intervalle (a , b). Son expression est la suivante : 

n 

(0 M/) =2/(**)'*(*), 

où les fonctions h{x) sont des polynômes de degré n — i. Si (ùn(x) 
désigne le polynôme de degré AI, ayant comme zéros les valeurs xu 

#2* - . . ? xn, — appelés points fondamentaux (ou nœuds) de 
l'interpolation —, c'est-à-dire, en posant 

ùn(x) = c J J ( # — xk) (c ^ o), 
* = 1 

nous aurons 

Ces fonctions s'appellent fonctions fondamentales (ou polynômes 
fondamentaux) de l'interpolation de Lagrange. 

Si l'on applique la formule (i) à un polynôme de degré m<n — i, 
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nous aurons 

et en prenant o-m(#)==i, nous serons conduits à l'identité remar­
quable 

(3) 2fc(*) = i. 
A = i 

Considérons maintenant un système triangulaire de points fonda­
mentaux 

Ti\) 

r ( 2 ) « . (2) 
6 1 5 -^2 > 

( 4 ) *< 3 ) > 

# ( / ° , a?(
2

,4î, ar<j»> 

où la Ai,ème ligne représente encore les n zéros du polynôme &)„(#). 
A chaque ligne correspond un polynôme de Lagrange L „ ( / ) , donné 
par ( i) , où l'on remplace quelquefois les xk par x['k

l\ et les lk(x) 
par llil)(x). L'indice supérieur sera le plus souvent supprimé, s'il n'y 
a aucune confusion à craindre. 

En donnant à n toutes les valeurs possibles, on obtient la suite des 
polynômes d'interpolation de Lagrange de la fonction continue f(x) 

(5) M/), M/), ..., M/), .... 

2. Divergence du procédé d'interpolation de Lagrange. — Le 
polynôme Ln(f) étant égal aux n points xk à la valeur que prend la 
fonction donnée f(x) en ces points, il se pose évidemment la 
question si, n augmentant indéfiniment, le polynôme Ln(f) tendra 
vers / ( # ) , ou encore, si la suite de polynômes (5) tendra, pour n->oo 
vers une limite, et si cette limite sera bien la fonction donnée f(x). 
Il est connu, depuis longtemps que, dans le cas de l'interpolation 
équidistante de Newton, c'est-à-dire lorsque les points fondamen­
taux xk divisent l'intervalle en n + i parties égales, la suite (5) ne 
converge pas vers la fonction à interpoler dans tout l'intervalle 
considéré. C. Runge et M. E. Borel ont donné les premiers des 
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exemples qui prouvent la divergence en question. L'exemple de 
Runge [2] est le suivant : 

Considérons le polynôme Vn(x) de degré n qui prend aux n points 

équidistants de l'intervalle ( — 5 , + 5 ) les mêmes valeurs que la 

fonction —— ; . Ce polynôme ne converge pas nécessairement 

vers 1 ,* non seulement dans l'intervalle total ( — 5, + 5), mais il 

diverge aussi à l'extérieur de l'intervalle ( - - 3 , 6 3 . . . , + 3 , 6 3 . . . ) . 
D'ailleurs, Gh. Méray [1,2] a remarqué déjà que rien ne prouve, 
a priori, que ce procédé fût légitime, et il a même signalé l'exemple, 
étudié plus tard par Runge. M. Borel a démontré aussi, par une 
méthode toute différente, que la multiplication indéfinie des points 
où le polynôme P„(#) et la fonction f(x) coïncident, n'entraîne pas 
la convergence de Pn(x) versf(x) aux autres points. C'est effective­
ment ce qu'on observe dans l'étude du procédé d'interpolation de 
Lagrange. 

3. Les résultats de G. Faber et S. Bernstein. — Les recherches 
relatives au comportement de la suite des polynômes de Lagrange 
sont basées sur un théorème célèbre, trouvé simultanément par 
G. Faber [4] et M. S. Bernstein [4] , d'après lequel il est possible de 
trouver pour tout système de points fondamentaux (4) une fonc­
tion f(x), continue dans l'intervalle (— r, + i) telle que la suite (5) 
des polynômes de Lagrange L„( / ) ne converge pas uniformé­
ment vers f(x). La démonstration de ce théorème que Faber a 
établi pour le cas de l'interpolation trigonométrique, sera exposée 
dans un chapitre ultérieur, sous sa forme donnée par M. Fejér. 

L'étude du problème dépend essentiellement de celle de la somme 
n 

(6> M*)=2l4fl)<*)|. 

M. Bernstein a démontré que le maximum de ln(x) est de l'ordre 
de JogAfc pour n assez grand. Le point où ce maximum se produit 
peut varier avec n. M. L. Fejér a observé que, dans le cas des 
abscisses de Tchebychef 

('>k —1)7: 
- ^ = cos"—77T- (* = I> 2> - - - i * ) > 
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la somme ln(&) est déjà de l'ordre de logA^ pour x = o, c'est-à-dire 
pour une valeur fixe de x. Ce fait a été généralisé par un théorème 
ultérieur de M. Bernstein [13] qui est le suivant : 

Pour tout système de points fondamentaux (4) il est possible de 
trouver une fonction / ( # ) , continue dans l'intervalle (—i , + 0 
telle que la suite des L„ ( / ) n'est pas bornée pour une valeur 
fixe |o de la variable, où — i <£o^i • 

La démonstration de ce théorème est basée sur une étude plus 
approfondie de la somme (6). 

n 

Le rôle de la somme V | ̂ k
n){x) I dans l'étude de la convergence des 

procédés d'interpolation a été mis en évidence par H. Hahn [1] . Il a 
établi des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence 
des formules d'interpolation dans le cas général, d'applications très 
fréquentes dans les recherches ultérieures. Les démonstrations sont 
faites d'après un principe général et désormais classique, dû à 
M. Lebesgue [3 ] . 

Indiquons seulement le théorème suivant de M. Hahn : 

Pour que Von ait, pour toute fonction continue f{oo) dans 
Vintervalle (a , b), en un point x0 de cet intervalle, la relation 

(7) lim Ln (f)v=Xo = f(x0), 

il faut et il suffit qu'il existe un nombre C, indépendant de n, 
tel que 

(8) X w ( ^ ) = 2 l 4 n ) ( ^ ) l < G . 
A = I 

Nous appellerons un procédé d'interpolation satisfaisant, p o u r # = # 0 

à cette condition, un procédé convergeant dans x0. 
Remarquons que dans le cas des points fondamentaux équidistants 

cette condition est en défaut : on retrouve le fait connu et déjà 
signalé que pour l'interpolation équidistante de Newton il n'existe 
aucun point x de l'intervalle (a, b) dans lequel le procédé de l'inter­
polation de Lagrange soit convergent. 
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4. Le cas des abscisses de Tchebychef. — Comme nous avons 
déjà mentionné, dans le cas des abscisses de Tchebychef, la somme (6) 
augmente indéfiniment avec AI, ce qui entraîne la divergence des 
polynômes Ln(f) en un point. 

Tout récemment MM. G. Grùnwald et — un peu plus tard, mais 
d'une façon entièrement indépendante — J. Marcinkiewicz [1,4] ont 
trouvé le théorème suivant : 

Il existe une fonction f (x) continue dans l'intervalle (— i, -f-1) 
pour laquelle la suite des polynômes d'interpolation de Lagrange, 
relative aux abscisses de Tchebychef 

xk
n) = cos 6 ^ = cos ( 2 * ~ I ) 7 C 

* K in 

(A=i , 2, . . . , n\—i<at,p<xtËLx<...<a\v< + i) 

est divergente {et même, ne reste pas bornée) en tout point de 
l'intervalle — i ^ x < i. 

Esquissons la démonstration de M. Grùnwald [3] qui est encore 
basée sur des évaluations de la somme (6). Un calcul assez simple 
donne les deux inégalités 

(9) X/i(j?)^ — ! cosrcO I logn — C\(x) ( # = COS0) 

et 

(10) X/i(#, m)> — | Tn(x) I log/w. — c»(x), 

où C\ (x) et c 2(#) sont deux fonctions positives et finies de x, qui ne 
dépendent pas de n. Précisons encore la signification des quantités 
qui figurent dans (9) et (10). Dans le cas considéré des abscisses de 
Tchebychef, le polynôme ww(^r) est 

T/i ( x ) = cos n ( arc cos x ), 

les fonctions fondamentales ont donc l'expression 

h{x) = Ijdfù = ( - , ) ^ 1 ^ sh l6 ' ' . 
n ; Tn(xk)(x — Xk) K } n cos0 — cosô* 

Si 2v -f- 1 est le plus petit indice, tel que #2V-HI -+-1^ — > lorsque 
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x + i = 2 ^ " f " ' ( /*> o entier, o ^ ô < i) , le premier membre de (10) 

représente la somme 

\n(x,m)=. V |/ï*+i(a?)| M ^-7-^ étant la partie entière de — — V 

Si n et AI' sont deux entiers premiers entre eux, £ = o est la seule 

racine commune de Tn(x) et Tn,(x), et £ =± — les seules racines 
V/2 

communes de T2#1(J?) et T2n,(x) [tandis que T„ (^ ) et T2„,(#) sont 
toujours premiers entre eux]. On peut alors construire une série 
absolument et uniformément convergente sur le segment (— 1, -f- 1) de 
fonctions continues 

30 

telle que x(—1 < # ^ 0 étant arbitrairement donné, il lui corres­
pond une infinité de couples de nombres ( r , nr), jouissant de la 
propriété que 

\Lnr[ur(x)]\>-, Ci(x) [c{(x) borné], 

\Lnr[o(x)-ur(x)]\<3, 

de sorte que 
|LW r [?(^)] | ->oo. 

D'une façon analogue, on construit une fonction ty(x) telle que 
L n [ ^ ( ^ ) ] est borné en tous les points du segment ( — 1 , + 1 ) , sauf 
le point x = — 1. La suite L/l[cp(a?) + ^ ( # ) ] n'est bornée en aucun 
point de l'intervalle — 1 <^<ï 1, si les abscisses d'interpolation sont les 
zéros du polynôme de Tchebychef T^a?) . 

La méthode précédente peut être appliquée dans le cas plus 
général où les points fondamentaux sont les zéros des polynômes de 
Jacobi (dont le polynôme de Tchebychef n'est qu'un cas particulier), 
ainsi que dans le cas des abscisses équidistantes de Newton (Grùn­
wald, Marcinkiewicz). 

Il est d'ailleurs très probable qu'on peut faire correspondre à tout 
système de points fondamentaux d'interpolation une fonction continue 
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et bornée telle que la suite des polynômes d'interpolation de Lagrange 
correspondante soit presque partout divergente, c'est-à-dire que les 
points de convergence — s'il en existe — forment un ensemble de 
mesure nulle. On ne pourra pas aller plus loin parce qu'il existe des 
points fondamentaux sur lesquels les polynômes d'interpolation d'une 
fonction continue et bornée convergent dans un ensemble dénom-
brable des points. Un tel système de points est, par exemple, le 
suivant : 

xk
n) = xk pour k = 1, 2, . . . , n ; n = 1, 2, 3, . . . . 

Indiquons encore quelques résultats relatifs au mode de conver­
gence des polynômes de Lagrange sur les abscisses de Tchebychef. 

P . Turân a remarqué qu'on peut construire une fonction f(x) 
continue dans l'intervalle (— i, H- i) telle que les polynômes d'inter­
polation correspondants convergent en tout point de l'intervalle vers 
la fonction f(x), mais la convergence n'est pas uniforme dans 
aucun intervalle. D'autre part, il existe une fonction continue dont 
les polynômes de Lagrange formés sur les zéros de Tn(x) augmentent 

indéfiniment au point # ==±:cos - (Erdos). Mais, si les polynômes 

d'interpolation sont convergents, alors ils convergent vers la fonction 
à interpoler en tout point x = cosQ, d'argument non commensurable 

avec 7r, c'est-à-dire pour ^ ^ C O S - T T , p et q étant deux nombres 

impairs, premiers entre eux (Erdôs-Turân, [1] ) . 

5. Analogies avec les séries de Fourier. — Les polynômes 
d'interpolation de Lagrange d'une fonction / ( # ) , relatifs aux abscisses 
de Tchebychef considérées, présentent une analogie très marquée 
avec les sommes partielles de la série de Fourier de cette fonction. 
A cause de cette analogie, plusieurs auteurs ont étudié parallèlement 
les séries de Fourier et les polynômes de Lagrange appartenant aux 

abscisses de Tchebychef x/x= cos (k — -\~(k = i , ?. . . . , n). 

Une analogie formelle apparaît immédiatement des développements 
suivants. On sait que la fonction fondamentale lk(x) peut être mise 
sous la forme suivante : 

/ i—i 
I 2 ^k^ 

( i l ) lk(x)=i 1 > cosrGArCOsrô (cosô=#) 



IO ERVIN FELDHEIM. 

(Fe jé r , [ 4 ] e t [ 1 0 ] , ou Fe ldhe im, [ 2 ] ) . Alors 

i
L n ( / ) = c(

0
/l)-hcVl)cose^-c(

2'
l)cos2 6^ . . . - ^4 ;^ cos(/i—i)8 .(ÇQS8=*?), 

avec 

c(
0'

l)= ^ / ( c o s e * ) , crl ~ ^ / ( c o s 6 * ) c o s r 6 * ( r=i ,2 , . . . , n-ijr 

k=\ k=i 

tandis que la somme partielle d 'ordre n de la série de Four i e r de là 

fonction / ( c o s 9) est de la forme suivante : 

S7l(/) = a^-ha^ïcosÛ-W/^coss 6 + . . . + ^ ¾ cos(/i—1)8 (ços $==#), 

avec 
( l 3 ) î i rT" 2 r71 

I ^ ) = - / /(cos8)c?8, . -a</'>=^ / /(cos8)cosr8d8. ( r = i , 2 , .. . ,*—ï). 

E t si nous posons encore 

9 ^ 0 ) = 8 ^ = 6 ^ " pour 6 ^ 6 < 6 ¾ ; (À- = o, î, 2, . . . , n). 

les relations (12) deviennent-

^ ) - ^ / V ( c o s 8 ) r f ? n ( 8 % : ; . . ; 

(M) 
c ^ = - r / ( cos8 )cos r8d9n(8 ) , v ; ( r = i , 2 , . . . ^ - r ) , 77 */ o 7 

qui sont de même forme que les formules ( i 3 ) . 

O n sait qu ' i l existe des fonctions continues et de période 2 7T don t 

la série de Four ie r diverge en certains points isolés de l'intervalle; 

( o , 2 7r), ou même dans un sous-ensemble parfait et non dense, mais 

la quest ion s'il existe une fonction cont inue, et de période 2 7i, dont 

la série de Four ie r diverge en tout point de l ' intervalle (ou au 

moins sur un ensemble mesurable de points) reste encore ouverte . 

Nous avons vu que le même problème peut être complètement résolu 

pour les polynômes d ' interpolat ion de Lagrange ( 1 2 ) . Les sommes» 

X/i(#) des modules des fonctions fondamentales lk{x), dont l ' impor­

tance a été signalée, j ouen t le même rôle que les constantes de 

Lebesgue des séries de Four ie r . L 'analogue de l ' inégalité ( 9 ) , p o u r 
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les constantes de Lebesgue 

?a=^{ s in (-3-
sin - 1 

2 

dt ( / 1 = 1 , 2, . . . ) , 

est le résultat de M. Fejér 

Jim T+ 

w>00 logn 

En étudiant le problème de l'équiconvergence des séries de 
Fourier et des polynômes de Lagrange, Faber [3] a obtenu des 
résultats très intéressants. Un de ses théorèmes — qu'il a établi pour 
le cas de l'interpolation trigonométrique, mais qui peut être transcrit 
sans changement au cas des polynômes de Lagrange formés sur les 
abscisses de Tchebychef — est le suivant : 

Il existe des fonctions continues f(x) dont la série de Fourier est 
partout uniformément convergente, tandis que les polynômes 
d'interpolation de Lagrange divergent en un nombre fini ou infini 
de points, ou au voisinage de certains points leur convergence n'est 
pas uniforme. Inversement : on peut donner une suite de nombres 
entiers croissant indéfiniment niy n*, . . ., rav, . . ., tels que la suite 
hri/(f) des polynômes de Lagrange de la fonction continue f(x) con­
verge uniformément v e r s / ( # ) , tandis que les sommes partielles de 
la série de Fourier formées avec les mêmes indices divergent en 
certains points de l'intervalle. 

La première partie du théorème de Faber a été généralisée par 
MM. Erdos et Grùnwald qui ont démontré (d'après une communica­
tion orale) qu'il existe une fonction cont inue/ (#) dont les polynômes 
d'interpolation formés sur les zéros de Tn(&) divergent partout, 
tandis que sa série de Fourier est uniformément convergente dans 
tout l'intervalle. 

Les moyennes arithmétiques 

< i 5 ) "«(*)=£ 2 L*(/> 
k=i 

des polynômes d'interpolation de Lagrange, formés toujours sur les 
abscisses de Tchebychef présentent encore des analogies avec celles 
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des sommes partielles de la série de Fourier de / ( ^ ) . Les résultats 
de M. Fejér [1] seront exposés dans le Chapitre III; nous nous 
contenterons ici de l'indication de quelques résultats récents. 

M. J. Marcinkiewicz [2] a démontré qu'il existe une fonction 
continue pour laquelle les moyennes arithmétiques o-n(x) sont diver­
gentes en un point. Le même résultat a été trouvé.— indépendem-
ment — par MM. Erdôs et Turan [1] pour le point # = 0. Le problème 
proposé par M. Marcinkiewicz [2] de voir s'il existe une fonction 
continue pour laquelle les (rn(%) soient presque partout divergents a 
été résolu à son tour par MM. Erdôs et Grùnwald. Ils ont démontré 
le théorème plus général d'après lequel la divergence des moyennes 
arithmétiques peut avoir lieu partout dans l'intervalle. 

6. Un défaut d'autre nature du procédé de Lagrange. — M. de la 
Vallée Poussin [ î] a remarqué que la formule de Lagrange présente 
encore un inconvénient d'ordre pratique : c'est d'exagérer l'influence 
des erreurs d'observation. Autrement dit, si les valeurs yK + s4, 
J ^ 2 - } - £ 2 J . . . , yn-Jr^n<j utilisées pour déterminer L w ( / ) aux points 
xA,X2,..., xn ne sont égales aux valeurs correspondantes^; JK2v? fn 
de f(x) qu'à une certaine approximation près, il en résulte pour la 
valeur de Ln(f), en un point différent des précédents, une erreur qui 
peut devenir pour des valeurs assez grandes de AI beaucoup plus 
grande que cette approximation. Mais si cette circonstance ne se 
produisait qu'en des points isolés ou dans des intervalles dont la 

longueur totale tend vers o avec présumé par M. de la Vallée 

Poussin — ce défaut ne serait pas très grave, et il pourrait par 
exemple ne présenter aucun inconvénient pour l'intégration. Or, il 
n'en est pas ainsi, parce que, comme l'a montré M. Fréchet[4] , cette 
exagération de l'influence des erreurs d'observation peut se présenter 
effectivement dans une suite d'intervalles dont la longueur totale peut 
devenir et rester aussi voisine qu'on voudra delà moitié delà longueur 
de l'intervalle d'interpolation, à partir d'un nombre d'observations 
assez grand. 

Remarquons encore que, tandis que les singularités signalées par 
Méray se présentent pour des fonctions elles-mêmes singulières [il 
faut supposer au moins que f(x) n'est pas holomorphe dans un cer­
tain intervalle comprenant l'intervalle d'interpolation], la singularité 
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de de la Vallée Poussin (et c'est ce qui en fait la gravité) est indépen­
dante de la fonction f(x) qu'il s'agit de représenter. 

H. Hahn a cherché des conditions pour que des changements 
négligeables des valeurs de la fonction à interpoler f(x) n'aient 
comme conséquence, dans le cas de méthodes générales d'interpo­
lation, que de petits changements dans l'expression de la fonction 
d'approximation. Indiquons une de ces conditions : la circonstance 
précédente se produit sûrement dans tout intervalle (a, b) si le 
procédé d'interpolation est uniformément convergent vers f(x) dans 
(a, b), la fonction à interpoler/(.z-) étant continue dans cet inter­
valle (Fréchet-Rosenthal, [1]). 

CHAPITRE U. 

LES FORMULES D'INTERPOLATION MODIFIÉES. 

7. Le théorème de Borel et ses diverses démonstrations. — 
M. Borel, en démontrant la divergence de la formule d'interpolation 
de Lagrange pour les abscisses équidistantes de Newton, a cherché la 
possibilité d'approcher une fonction par un polynôme bien défini, et 
a trouvé le théorème suivant : 

On peut former, une fois pour toutes, des polynômes P m > n (^) 
de degré n qui jouissent de la propriété suivante : Etant donné 
une fonction f(x) définie et continue dans l'intervalle (o, i), on a 

(i) f(x) = nx(x)^[ïl.(x)-Ul(x)\ 
-+- { u-i(x) — n?{x)} -*-.. 

en posant 

(2) nn(x) = 2 / ( ? ) P'».«(*)> 
m = 0 

et la série de polynômes figurant au second membre de ( î ) 
converge uniformément vers f(x) dans l'intervalle (o, î). 

M. Borel [1, 2] a démontré Vexistence de ces polynômes Vm)n{x)^ 
qui a été après construit effectivement par plusieurs auteurs, tant 
dans le cas trigonométrique que dans le cas d'interpolation par poly­
nômes proprement dite. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 9 5 2 
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La méthode de M. Sierpinski [1] consiste dans l'approximation 
de \x | par un polynôme. Indiquons encore les constructions de 
Krause [1] et Potron [1]. Il faut aussi mentionner la méthode générale 
de M. Lebesgue [3] par laquelle on peut déterminer (en partant de 
représentations intégrales au moyen d'intégrales singulières) les poly­
nômes précédents, et d'autres solutions — analogues à celles de 
Borel - du problème d'interpolation. Cette méthode a été utilisée 
par M. Radakovic [1] pour l'étude de la dérivabilité des séries d'in­
terpolation. 

Une autre démonstration du'théorème de Borel a été fournie par 
les célèbres polynômes de S. Bernstein [2, 10, 15] 

n 

Ci) B„(/) = ^ / ( ^ ) G» *"(' - *)"""• 
m = 0 

Il est extrêmement simple de voir que, dans l'intervalle (o , i ) , on 
a uniformément 

(f) \imBn(f)=f(x), 

J(x) étant continu sur ce segment. 
Pour cela, rappelons les identités 

n 

(5) ^ G%x™(l—x)n-m = l 
m = o 

et 
n 

(6) V (m — nxyCiïxm(i — x)n-'n = nx(i — x). 
m = o 

Posons 
n 

où 2 ' désigne la somme de la quantité précédente pour toutes les 

valeurs entières de m telles que | m — nx\<n%, Z" la même somme 

pour les autres valeurs de m, c'est-à-dire telles que \m — nx \ >> AI4. 

Dans la somme 2 ' , mai f(x)—ft — \\=£n(x), avec 111115̂ (47) = 0 
\ n I \ 7Z>«> 

uniformément pour toute x, donc sn(%)<i£n et lim en = o. Par 
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suite 
n 

- ' < e* 2 0 2 ^ ( 1 - ^ ) 1 - ^ = sn [en Aertu de (5)]. 

Ensuite, si | / ( a ? ) | < M , 

2" < 2 M V Cg« a?™ ( î — x )«-'". 
3 

Mais, dans ces conditions, d'après l'identité (6)^ 

** ^ CJ?a?'«(i — a?)«-"»^Aiar(i — ^ ) < T , 

1 /« —« r 1>«4 

l'où 

1 < T n - , 

et ainsi 
M - i 

| / ( a ? ) — B W ( / ) | < S W H - T / Î ' . C . Q . F . » . 

8. Les formules modifiées de S. Bernstein. — Les formules d'in­
terpolation convergentes de M. Borel sont de nature entièrement 
différente de celle de Lagrange. Cette dernière a la propriété caracté­
ristique que 

Ln[/(**;] =/(**), p°»r * = i, a, . . . , " . . 

tandis que B„(/) ne coïncide pas aux points fondamentaux avec 1» 

fonction donnée f(x). Par exemple, pour les abscisses équidistantes 
k 

Xk=z 7T ' o n n a ' c o m m e l'a montré M. Bernstein [10] que la relation 

approchée 

••['(;)]-2/(ïXH"-^r m — 0 

Î Ï X . '{ï + 'V-^*-1)' dt-s/ 

La formule de Lagrange étant divergente, si l'on veut la conserver, 

il faut soumettre la fonction à interpoler à des hypothèses plus restric­

tives que la continuité, par exemple, à une condition de Lipschitz. ou 

à être à variation bornée dans tout intervalle du segment (—-1, -f-1). 
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D'autre part, la continuité seule peut suffire pour obtenir des formules 
convergentes si l'on modifie le procédé d'interpolation d'une façon 
convenable, par exemple, en augmentant le degré des polynômes. Le 
cas classique de l'interpolation d'Hermite sera traité dans un chapitre 
ultérieur. Ici nous montrerons qu'une petite modification de la for­
mule de Lagrange peut assurer la convergence de la formule modifiée 
dans tout intervalle oùf(x) est continue et assujettie seulement à la 
condition de rester bornée sur tout le reste du segment (— i, -h î)-
Cette modification permet de construire des polynômes de degré 

M = n — î qui se confondent avec la fonction f(x) en N = AI— -^ 

points, 2/étant un entier pair quelconque, et tendent uniformément 
M 

vers f(x) lorsque n augmente indéfiniment. Le rapport ^ , qui est 

égal pour la formule d'Hermite (voir Chapitre IV) à — — = 2 * 

peut être rendu dans notre cas aussi voisin de l'unité qu'on veut. 
la convergence ayant lieu dans tous les cas (Bernstein, [9] , [10]). 

En choisissant pour les points fondamentaux les zéros de Tn(x) 

Xk = COS lk J — ( £ = I, 2, . . ., 7l). 

la formule d'interpolation en question sera définie par 

n 

<7) Q-(/>-T-(*>Z(«-xOTi»(«)' 
O U 

!

k 
kk=f(xk), pour — non entier, 

11 
A A — A*_i -+- A A-2 — .. .-+- A £-2 /+ .2- A *_9/ + 1 = o, pour k=2ls. 

On aura alors 

Qn(/)=^2(-^ 
X — xk 

Passons à la démonstration de la convergence de cette formule. 
Posons 
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où pn correspond à la partie de la somme où xk> x, p"n à celle où 
xk < ce. Il suffit d'examiner la première somme. Ecrivons encore que 

P/i= Si -+- S*, 

Si contenant h points fondamentaux voisins de x, et S2 tous les autres 
(s'il y en a), réunis en groupes de il termes. En désignant par w(ô) 
l'oscillation maxima de f(x) dans un intervalle de longueur à, et en 
observant que 

Tn(x)\/i-œl\ 

on aura l'inégalité 

(10) 

n{x — Xk) | 

S l | < 6 A W ( ^ ± I * ) . 

D'autre part, la fonction u(z) = • _ — est croissante pour x tixe, 

donc, en supposant \f(x) | < M dans (— 1, + 1), il vient 

| S . | < ^ | i * ( * O i , 

xko étant le point fondamental le plus voisin de x. Un calcul simple 

donne u(xko) << - 5 d'où 

| S 2 | < - ^ - . 

s étant arbitrairement petit, on peut prendre n assez grand, pour que, 

si n = 5 on ait 

6Au> ( TU ) = a) ( ) < - • 
\ n I s \ s/i / 2 

(10) et (11) montrent que 
! ?'n ! < •• 

En appliquant le même raisonnement pour l'évaluation de p"n, on aura 
finalement 

IP»I = I Q I . ( / ) - / ( * ) ! < ! » . 

et cela prouve le théorème. 
Indiquons comme conséquence particulière la form 
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à l=z I , 

(i2) o-(/)= ï*wy( ^i-j-J/^o+zc^+i)]^-^ 
2
 AI ^ J J ; — xk - • xk 

k — \ 

qui sera convergente pourvu que l'on prenne 

/(*o) = / ( * i ) et f(xn+l) =f(xn). 

On aura une formule encore plus symétrique et aussi bien conver­
gente si l'on emploie la même formule de Lagrange (7), avec les 
conditions suivantes : 

et 

** = 4 [/(**-i)-f- 2f(xk) -+-f(xk+i)], pour k = 2, 3 , . . . , n - 1, 

A i = j j [3 / (* i )+/ (* 2 ) ] , Aw = ^ / ( ^ - 0 + 3 / ( ^ ) ] . 

Une autre formule modifiée de M. Bernstein [10] est constituée de 

polynômes P(x) de degré /i + 2 A - i se confondant avec la fonc­

tion f(x), continue dans l'intervalle (— 1, + 1 ) , en n points de cet 

intervalle, où le rapport ~ = ô peut être pris aussi petit qu'on veut. 

La formule est la suivante : 

{16) V{X)- n(2h + i)Z (x-xkY "m(aAH-i)arcsin—j-i. 

La convergence uniforme de cette formule ne sera toutefois assurée 
qu'à l'intérieur de l'intervalle ( — 1, + 1 ), et ce n'est qu'en multipliant 
le reste par y/i — x2 qu'on obtient la convergence uniforme de (i3) 
sur tout le segment. La brièveté nous oblige de négliger la démons­
tration de ce théorème. 

9. D'autres formules d'interpolation convergentes. — a. Formule 
de Faber. — Considérons la série 

n 

<*4) 1.(-)=2^(^)/(^), 

oùf(x) est continu dans (o, 1); xfî sont n-h 1 points rangés dans 
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l 'ordre de grandeur cro i s sante de c e t in terva l l e ; x{
Q

n) = o, x{„] = î , 

u n i f o r m é m e n t p o u r k = o , 1 , 2 , . . . , AI — 1. Q u a n t aux fonctionsR. l" ](x) , 

elles doivent tout d'abord vérifier les deux relations 

Rîfc l )(4 , 0)=i (* = o, 1,2, . . . , / 1 - , ^ = 2 ,3 , . . . ) , 

^ ( ^ ) = 0, pour i^k, 

qui montrent que 

M * r ) = / ( 4 ' ° ) , Pour * = o, 1,2, . . . , /* . 

Si l'on prend ensuite xk
n) = - ? 

!

T» 1 n ) / \ s **• ~"~" I »s. AC —r~ I 

Ryi(x) = o, pour # < et xd j 

Rk
n)(x) = cos2 (a? j — ? pour g # ^ Î 

on aura, uniformément dans l'intervalle (0 ,1) , la relation 

lim J/i(#) = / ( # ) . 

Remarquons que l'on a, d'une façon approchée, 

Rk
n)(x) & e-^-k)^ c o s 2 ( ^ ^ _ *) - -

Cette approximation est très bonne, et conduit à une erreur très 
petite. Si l'on développe le second membre en série de puissance de 
(nx — k), on pourra prendre un nombre de termes suffisant pour que 

le reste soit inférieur en module à — • Alors 
n2 

Jn(x) = in{3C)^rrn{x\ 
et 

lim in(x)=f(x), 

ce qui fournit une démonstration du théorème de Weierstrass. 
Pour d'autres formules, ne supposant pas les abscisses distribuées 

d'une manière équidistante, voir le Mémoire [1] de G. Faber. 
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b. Formule de Ch. de la Vallée Poussin. — Considérons une 
fonctionf(x), continue dans l'intervalle (—rc, + 7 T ) , et AI = 2AAI+ Î 

points équidistants d'abscisses xk = — (k == — m,. . ., + m), de cet 

intervalle. En partant de la formule 

- 4 - / H 

Y(X) =sinyyia? y ( - 1 )^/(^); 
^ -=.—m 

M. de la Vallée Poussin [1] construit un polynôme FA(x) de degré 
12 m (donc 6 fois plus élevé que celui de Newton) qui converge, ainsi 
que F(x), vers la fonction considérée f(x), en prenant les mêmes 
valeurs que f{x) aux points xk, pourvu que f{x) soit à variation 
bornée. 

On a 

n(-ïS)-><*>«<*>. : X 

* = l 

avec 

'w-n(-Tr)- «•>- n (-s> 
A = 1 ^ = / w + i 

et en définissant un polynôme S (a?), de degré /?, tel que 

Q ( g ) - S Q Q / 1 \ 

Q(*) \ms/m)9 

le polynôme en question aura l'expression 

F l ( . ) - p ( * ) 8 ( , ) y ( -ov( .^)Q(^) . 
k = — m 

Il est facile de voir que 

F(x)-Fi(x) = 0(-1~). 
\)/mJ 

M. Bernstein [11] a montré que le degré de ces polynômes peut 
être considérablement abaissé : il suffit de prendre un polynôme de 
degré 5AAZ. 

Diverses extensions et généralisations de la formule de M. de la 
Vallée Poussin ont été données par S. Bernstein, M. Krawlchouk [1], 
N. Kryloff et J. Tamarkine [2] . Le lecteur est prié de se reporter 
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pour ces formules — qui ne sont en général pas des formules d'inter­
polation par polynômes — aux mémoires cités. 

10. Sur la formule d'interpolation de Newton. — Le polynôme 
d'interpolation de degré n — i, outre la forme (î) , Chapitre I, due à 
Lagrange, peut être exprimé de la manière suivante : 

n — l 

<i6) N n ( / ) = j B A / u W , 

les polynômes nk(x), de degré A:, étant définis par 

nQ(x) = i, nk(x) = (x — Xi)(x — x2).. .(x — xk) (* = i , 2, . . . , rç), 

où les xk sont les points fondamentaux, et les coefficients B*les diffé­
rences divisées 

B * = j Xi, # 2 , . . . , xk j , 

où l'on a posé 

\xi] = / i ( * ) , 

ocu x2 = ^ — i — s L L J - i , 
X<> — X\ 

, , _ j XU Xo, . . . , Xk-U Xk+1 } — { XX, Xo, . . . , Xk-U Xk } 
\ X\y X2, . • . , XJc+i i — • — L . 

Xk+1 — Xk 

Ce polynôme N„( / ) est, bien entendu, identique au polynôme de 
Lagrange. M. W . Gontcharoff [4] a étudié dans un travail récent la 
convergence de ces deux procédés d'interpolation, dans le cas d'abs­
cisses assez générales, soumises à être réelles et positives, 

o < Xi < Xo < . . . < xk < . . . f\im xk = x>\. 
U > « J 

et telles que la série V —est convergente. La formule (î 6) de Newton 
xk 

k=\ 

correspondante aura la même forme, la sommation étant seulement 
étendue à la suite indéfinie des points xk. Quant à la formule de 
Lagrange, elle sera remplacée par 

QO 

L(*) =2/(**)**(*)> 
k=.0 
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ou encore 
00 

lk(x)= ,. " ( a ? ) et co(*) = ï T ( i - - î ) (* = i ,2, . . .) . 
' iù{Xk){x — Xk) H \ XkJ v 

k=l 

M. Gontcharoff a établi des théorèmes et des conditions pour la 
convergence simultanée des méthodes d'interpolation de Lagrange 
et de Newton. Indiquons seulement la conclusion intéressante qu'il 
a déduite : 

La convergence, dans le cas des abscisses précisées, de la 
méthode de Lagrange entraîne celle de la méthode de Newton, 
mais la réciproque n'est pas vraie : la méthode de Newton peut con­
verger sans qu'il en soit de même pour celle de Lagrange. 

CHAPITRE III. 

INTERPOLATION TRIGONOMETRIQUE. 

11. Le théorème de Faber et sa démonstration due à L. Fejér. — 
Nous ne pouvons pas faire une distinction bien marquée entre l'in­
terpolation par polynômes et l'interpolation trigonométrique. H y a 
des cas qui peuvent bien se classer à chacune des deux sortes d'in­
terpolation. Tel est, par exemple, le cas de l'interpolation formée 

par les abscisses de Tchebychef xk= cos( k — j - ? zéros du poly­

nôme Tn(x) = cos AI (arc cos 57). Nous exposerons les principaux 

résultats analogues à ceux des chapitres précédents. 
La divergence de la formule de Lagrange dans le cas trigonomé­

trique a été établie par G. Faber [4 ] , comme nous l'avons déjà 
mentionné dans 3. Ce théorème peut s'énoncer de la façon suivante : 

Soient t0, ^ , . . . , tn des valeurs arbitraires données, différentes 
entre elles, et appartenant à Vintervalle o<t^n. Il existe un 
polynôme de cosinus T(t), d'ordre au plus égal à n tel que, d'une 
part, 

(O |T(*o)|£i, | T ( * I ) | ^ I , . . . , |T(*„) |gi , 

mais, d'autre part, tel qu'il existe un nombre T appartenant 
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également à l'intervalle o^t<n, pour lequel 

(2) | T ( T ) | > i l 0 g / l . 

M. L. Fejér [3] a donné une démonstration très élégante de ce 
théorème que nous reproduisons dans ses grandes lignes. Consi­
dérons les deux polynômes de cosinus 

, ,AN î / c o s 8 cos26 cosrcôX 
< L ( 6 ) = - ( h • h . . . H , T V ' 6 \ n n — i î / 

et 
I /COS(/i H- l )6 COS(/lH-2)G COS2/i6\ 

X ( 8 ) = - ë ( + \ + . . . + — — ) , 

et soit 
9(6) = ^(0) + ^(6), 

ensuite 
, . N ? (a — O -+- ?(« •+• t) 4>(a, 0 = ^ 1—4 L, 

où a est un nombre réel quelconque. Désignons par J(a, £) le poly­
nôme de Lagrange de <D(a, t), d'ordre <AI 

J(a, t)=^^tk)lk(t) 
k=o 

= V 9 ( « - ^ ) + 9(«H-^) 
^ 2 

= <K« - O -*- <K« -+- O , y x ( a — '*) •+• x.(<*•*• **) ^(jf)> 

Alors 

J ( a > g ) = ^ + i(y)+^x(«-^)^-x(^^)4(g) = j^) + u<a)i 

U(a) étant un polynôme de cosinus en a, saAis terme absolu. 
Désignons par \ un des zéros de U ( a ) ; pour cette valeur 

( 3 ) J ( î ) ï ) = i(2) = ± ( I ^ i + . . . + i ) > ± i o g / l . 
X J v*> w 2 12 \ 2 n) 12 ° 
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Si l'on considère le polynôme de cosinus 

on aura, d'une part, 

* = 0 * = 0 

| T ( * O I = | J ( 5 i * * ) l = ^ - ^ - ^ 9 ( ^ 1 0 ^ , ( , = 0 , , , 2 , . . . , , ) , 

ce qui vérifie ( î ) ; d'autre part, en vertu de (3), 

T«) = J(ç,Ç)> ^logn, 

qui vérifie (2), et par suite le théorème. 
Une nouvelle démonstration de ce théorème, non essentiellement 

différente de celle de Fejér, a été donnée tout dernièrement par 
M. Marcinkiewicz [3 ] . Désignons par Xk(k = o, 1,2, . . ., 2Â ) 
2A1 + 1 points de l'intervalle (0,271), rangés dans l'ordre croissant, 
et soit U , Î [ / , # ] le polynôme trigonométrique d'ordre n défini par 
les 2 n 4- 1 égalités 

U « [ / , Xk] = / ( * * ) (A = O, I, 2, . . ., 2 71). 

Si Sn(f,x) est la somme partielle d'ordre n de la série de Fourier 
def(x), supposée intégrable au sens de Lebesgue, et de période 27T, 
on aura 

1 r** (4) — / Vn[gu,X—u]du = Sn(f,x), 
2KJ0 

où l'on a posé gu=f(x -h u). Si l'on fait 

Ln = max| Uw[/, x] |, 

, où le maximum est pris pour toutes les fonctions f(x), vérifiant la 
condition \f(x)\^i dans o<x^2iz, on tire de (4) , que, pour x=o, 

L^max|Sn(/)| = i f 
5in (n+J-). 

2 sin — 
2 

dx, 

le maximum étant pris pour toutes les fonctions f(x), sou-
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mises à l'unique condition \f(x)\<i. 11 existe alors une fonction 
continue fn(x) telle que 

et 

X 
2sin — 

2 

<ate->oo. 

D'autre part, L n < o o pour / i = î, 2, . . . . Si l'on considère la fonction 

(5) /(^)=2^/..(^), 
Z = l 

on aura 
lim sup max | U n [ / , x] | = 00, 

dès que la suite Aij croît assez rapidement, ce qui fournit la démons­
tration signalée du théorème de Faber. 

D'autre part, la fonction continue f(x) étant donnée, on peut 
choisir un système de points fondamentaux {xk}, tel que la 
suite Uyjf/, x] converge uniformément vers f(x). 

12. La forme trigonométrique de la formule de Borel. — Nous 
avons vu dans le n° 7 du Chapitre II comment M. Borel a défini une 
formule d'interpolation par polynômes donnés une fois pour toutes et 
qui converge toujours vers la fonction à interpoler. Sa méthode a été 
étendue au cas trigonométrique par M. Fréchet [1] qui a démontré 
qu'il existe des polynômes trigonométriques M M ( 0 ) , formés une fois 
pour toutes, pour lesquels 

(6) / ( 6 ) = lim V / ( 2 ^ ) 1 ^ ( 6 ) , 
p = 0 

uniformément dans l'intervalle (o, 2TT), la fonction f{6) étant continue 
dans cet intervalle. Si f(Ô) est encore supposée de période 2 7T, 
on a 

/w-'r.i/C2?)8^^ 
P=i 

uniformément par rapport à 0 dans (o, 27r), S M ( 0 ) étant également 
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de période 2 7r. On pourra prendre, par exemple 

M. D. Jackson [2] s'occupait, à son tour, du même problème. Il a 
posé 

s,,,(ii) = ? , ( e - 2 ^ ) > 

<?q(x) étant une fonction continue, de période 2 7r. Si, pour toute 
valeur de 0, 

n 
S,i7(e)*°> y S M ( f l ) = i, lim y S M ( 8 ) = o, 

l'ensemble des indices 3 étant constitué par les valeurs de p pour 

lesquelles 6 — ^^- diffère du multiple le plus voisin de 2 7T de moins 

de à, à > o étant indépendant de d et q, la relation (6) a lieu unifor­
mément dans l'intervalle (o, 2TT). Nous avons vu que M. Fréchet prend 
la fonction cp7(#) sous la forme la plus simple possible, sa courbe repré­
sentative étant une ligne brisée : la somme des î + q2 premiers termes 
de sa série de Fourier. La propriété de convergence uniforme (6) 
peut être obtenue en ne prenant qu'un nombre de termes de Tordre 

de O (\j • Si l'on prend, par exemple, 

? ^ 6 ) = 2 \ I _ h c ° 2 / p o u r < 0 < — q ~ - q9 

?7(0) = o pour les autres points de l'intervalle (— w, -H rc), 

la série de Fourier de cp9(0) est 

S[o-(8)J = 1 - q- Y - t \-. -^in^cosnB, 
l,qK n q n A J / i ( 2 / i — g r ) ( 2 / n - q) q 

/i = i 

et il suffit de conserver dans SP,q(Q) les N premiers termes, 

o ù i = o(sTS). 
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13. L'interpolation trigonométrique par abscisses équidistantes. — 
So i t / (0 ) une fonction bornée et intégrable au sens de Riemann dans 
l'intervalle 0^0^271. Désignons par 

(7) *„(6)= - +2)(«iicosA-e-hô*sinite), 
* = i 

la somme des A I + 1 premiers termes de sa série de Fourier. Les coef­
ficients sont donnés par 

(8) 

1 r',n 

ak= — I f(t) coskt dt 
(A = 0 , 1, 2, . . . , n). 

bk= - f / ( 0 sinktdt 
w-7o 

Or, considérons la somme trigonométrique d'ordre n, 

n 

(9) S„(ô) = ^ -+-]£ (A* c o s * 6 -K8* sin*6), 
k=i 

avec 

( 1 0 ) 

On a 

( 1 1 ) 

A * = -

Bt=-
3U 

2 /(6v)cosA:6v! = 7, /vcosA:0v J V ' 2/1-4-1 JmJJ 

- ^ - ^ / ( M s i n ^ _ _ J _ 2 / , sin*6v 

(A = o, 1, 2, . . . , n). 

S V ( 0 V ) = / ( 0 V ) = / V (v = o, 1, 2, . . . , 2/1); 

donc (9) est une sorte de formule d'interpolation pour / ( 0 ) , aux 
abscisses 0V. Il est connu (Fejér [1, 2]) que 

,(i2) ,„(6)=J-jf / (o 
• n s i n ( 2 / i - b i ) 

* — 0 
• < f t , 
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et 
9 /1 s i n ( 2 n - h i ) — — 

I 27U XT1 /.,« x 2 <i3) Sn(0) = — _ ^ L _ y / ( e v ) 
2 ^ 2 / 1 + 1 ^ J V ' 

V=zO 

9/1 s in(2/i + i ) 

. 0v—0 sin 

-2 /v. s. «vl« ' 
v = o ( 2 / i + i ) s i n 

2 

d'où l'on déduit immédiatement les relations (î î) . Les formules (12) 
et ( i3) montrent très clairement l'analogie qui existe entre sn(9) 
et S7l(0). Prenons maintenant le cas des abscisses équidistantes 

0 4 ) 6 V = V — ^ - ( V = 0 , I, 2, . . . , Al), 

et calculons les moyennes arithmétiques des sommes partielles sn(0) 
et Sn(0). Pour la série de Fourier, nous aurons 

<io) ^ ( 6 ) = ^ ^ ^ ( 9 ) = ^ + ^ ^ ^ - ^ ( ^ ^ ^ 6 + ^ 8 ^ 6 ) , 

avec les valeurs (8) de ak et b^ tandis que pour la somme trigono­
métrique, 

n n 

(16) M„(e)=-LT2s'(9) = ? + 2 ^ T r ^ ( a i C O S * 9 + ^ s i n * 9 ) ' 
7 = 0 k=l 

avec 

a*= ; T + T 2 ^ V C O S A 6 V ' S ^ = ^ + T ^ ^ v S i n A : e v (v = o, 1,2, . . . , / i ) . 

Or, on peut encore mettre ( i5) et (16) sous une forme plus con­
densée 

... . sin(/i + i ) ^ = - B 

. t — 0 
sin 

sin(/i + 1)-

(18) M w ( 0 ) = 2 / v ( 
v=o \ ( / i + i ) s i n -
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Cette dernière formule permet de montrer que l'on a encore 

' M W ( 6 V ) = / ( 6 V ) = / V ( v = o , 1,2, . . . , / i ) , 

donc (18) est encore, dans un certain sens, une formule d'interpola­
tion généralisée. M. Bernstein [4] a remarqué qu'il suffit d'introduire 
les conditions supplémentaires 

M^(6v) = o (v = o, î, 2, . . . , n) 

pour que (18) devienne une véritable formule d'interpolation. 
Or, 

n / sin(/i + i ) 
M*(0) - / (0 )=2 [ / ( e v) - / (ô ) ] ( g-3 

v=o W / i + i ) s i n - ^ -

et si l'on suppose/(0) partout continue, de période 2TC, on aura 

| M „ ( 6 ) - / ( 0 ) | < £ , si /i-^oo. 

Pour ce qui est de Tordre de l'approximation, nous renvoyons aux 
travaux de Faber [2, 3 ] , Jackson [3, 5 ] , Kryloff [2, 6 ] , ainsi qu'aux 
ouvrages cités dans l'Introduction. Indiquons seulement que 

I M»(6) - /(0) | = O (l2Jp) (Kryloff [2J). 

14. Interpolation trigonométrique par la méthode des moindres 
carrés. — L'interpolation trigonométrique des fonctions périodiques 
par la méthode des moindres carrés, traitée par M. S. Bernstein [14] 
dans le cas où les points fondamentaux sont équidistants, conduit aux 
sommes 

m 

(19) S^(6) = /^(flyCOsvO + 6vsinv8), 
v = o 

avec les coefficients 

#0 
A 

kz=0 

2ATJCV 2 v 1 W 2 * w \ 

p±fvT y 
Ar=o 

P—1 

^ = p2df\—j s i n — (v = i,a, . . . , ^ ) , k=o 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 95. 
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P 

lation. On a aussi 

quel que soit m< — > p désignant le nombre des abscisses d'interpo-

„ , . 2m + 1 
p~l . , v sin (»-!?)-

^/fc=o * ^ s i n - (0 

Si /? = 25 + i, (20) se réduit à la formule exacte de Lagrange, 

lorsqu'on fait m = s = ±- ; si/? = 2s, on ne peut plus prendre m = s 

et alors la formule d'interpolation exacte d'ordre s, dont les coeffi­
cients pour v^s sont toujours donnés parles expressions précédentes, 
sera remplacée par 

«:<.>-±=i2<-.>«/(£).«.i(.-£)*»-.... 
Si l'on suppose 

I / O l"«r\ 

c.) | / ( Î & ) 

on aura 
l/(e)-S™(0)|<[log(2/rc + i) + 3]Em/(0), 

où Fimf(0) est la meilleure approximation d e / ( 0 ) par des sommes 
trigonométriques d'ordre m. 

On obtient un résultat encore plus satisfaisant en formant les 
moyennes des sommes Sm(0) analogues à celles de Fejér 

. v /fiv S 0 + St + . . • + S m—! 
(22) »ni(6) = 

La condition (21) entraîne 

(23) K „ ( 6 ) ^ i , 

quels que soient 0 et m < ^ . On en déduit que, si AAI croît indéfini­

ment, 
lim { ^ ( 6 ) - / ( 6 ) 1 = 0 , 
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uniformément par rapport à 0, quelle que soit la fonction continue 
périodique / ( 0 ) . On pourra encore considérer les moyennes géné­
rales des sommes Sm(0). 

15. Relations avec les séries de Fourier. — Écrivons la formule (9), 
en remplaçant les coefficients A* et B* par A(/° et B{/° 

(24) S„(6) = -^ - + 2 (A^cos/H + B^sinite). 
* = i 

Si l'on écrit 

?w(0) = v , pour v < 6 < ( v + i ) 
271 + I - 2 / 1 + 1 

(V = 0 , I , 2, . . . , 2 Al), 

les coefficients auront pour expression 

(25) Ak
n)=± /(6)cos/c6rf?w(e), Bk

n)=± / (6) sin*Ô rf?w(6) 
71 JQ

 n ./0 
( * = I, 2, . . . , Al). 

L'analogie entre les coefficients (8) , (10) et (26) est évidente. Elle 
apparaît encore mieux si l'on met (24) sous la forme 

(26) S„(6) = I f * / ( 0 i M 6 - 0 r f ? i . ( 0 , 

D/,(j) étant le noyau 

sin ( n + - ) t 
( " - Ï ) ' Dn(0= i j-i-y 
2sin-

2 

tandis que la somme (7) est égale à 

(27) «•(«) = - /" / ( O D , ( t - 0 * . 

(Jackson [9] , Marcinkiewicz [2]) . Dans toutes ces formules / ( 6 ) 
désigne une fonction continue, de période 2 7r dans l'intervalle (o, 2ir) 

M. Marcinkiewicz [4] a démontré qu'on peut construire une fonc­
tion £"(0), continue et définie pour o^0<7r, telle que la suite 
S„(0) = U„[g-, 0] soit partout divergente (théorème analogue à celui 
traité dans le n° 7 du Chap. I). 
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•> Le même auteur [2] a trouvé d'autre part, que la convergence 
absolue de la série de Fourier de / ( 0 ) entraîne la convergence 
uniforme de Sn(0) = U„[ / , 0] v^rs la fonction f (6). 

Considérons, en effet, la fonction 

Vrrl 

alors 

Vrrl 

et 

00 

/ ( 0 ) = 2£ + V ( a v cosvô + Â3V sinvÔ); 
Vrrl 

n 

s w ( ô ) = — + ^ V («vcosvô +/3vsinv6), 
Vrrl 

S„(6) = U„[/, 6] = ^ - ' + 2 i (A^cosve H-BS,'"sinve). 
Vrrl 

Les formules (25) montrent que 

00 

90 

B v " ^ ^ V + / J [ ^ ( ' B + I ) - H + &f(2n+l)-v]> 

*=rl 

de sorte que 
I U„ ( / , 6) — *„(6) | ^ 2 ^ { | «/(2/ï+Drfcv | H- | *«(m+i)±v I î 

1 = 1 Vrrl) 

= ( 2 i«»i+i*vi)-*°-
\ v = in - i / 

On démontre de même que si la fonction continue et impaire / ( 0 ) 

admettes coefficients de Fourier décroissants et d'ordre o ( — J j alors 

la suite U n [ / , 0] converge uniformément. 

Indiquons encore quelques résultats. Soit 

A<»> 

et 

8,,,,(6) = Un rf/, 6 ] = ~ + 2 [ ^ c o s v ô + B^sinvB] 

v = i 

n 
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Alors la suite des <jn(9) converge uniformément vers / (0 ) . 
Enfin, s i / ( 0 ) désigne une fonction continue, et î <p < oo, on a la 

relation 

lim f |U„( / ) - / (6 ) |PdB = o. 

16. Quelques formules modifiées. — Considérons la formule de 
M. D. Jackson [5 ] , analogue à celle de Kryloff-Tamarkine [2], 
signalée dans le n° 9 b du Chapitre II 

6 A — 6 \ * 
/ 5II1/7 

(28) ^(6) = ^ 2 / ( 0 0 ) 

ou 

et 

H„ " 2 d 

TZ 
6 * + ! — 6 * = - (AC = I, 2 , . . . , 2/1 — 1) . 

n 

H,j est indépendant de 0, donc 2„ est un polynôme trigonométrique 
d'ordre ^ 2 ( n — 1). D'autre part, comme 

3 - ( 6 0 = / ( 6 0 (* = i , 2 , . . . , 2 / 1 - 1 ) , 

(28) est une formule d'interpolation. On a le théorème suivant : 

Si la fonction / ( 0 ) , de période 21:, satisfait partout à la 
condition 

(29) l / (6")- / (6 ' ) |gX|e"-6' | , 

la somme trigonométrique d'ordre <n, 2W(0) approche cette fonc­

tion avec une précision ne dépassant pas -2-^-

Plus précisément, 

| 2 n ( 6 ) - / ( 6 ) | < ^ ^ , 

ou, d'après M. Kryloff [2 ] , 

| S n ( 6 ) - / ( 6 ) | < - 1 - . - + i r - , 
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S étant la longueur de l'intervalle où la condition (29) est valable, et 
w désignant l'oscillation d e / ( 0 ) dans tout l'intervalle. 

Remarquons qu'une erreur au plus égale à e, commise sur /(0*) 
n'entraîne sur 1n(9) une erreur supérieure, en valeur absolue, à e, 
contrairement à S„(0) [formule ( T 3 ) ] , pour laquelle cette erreur est 
de l'ordre de £ logAi. 

Si / ( 0 ) est continue, 2„(0) tend uniformément vers / ( 0 ) , 
pour AI->OO. ' 

Une autre formule d'interpolation généralisée, analogue à l'intégrale 
singulière de M. de la Vallée Poussin, rencontrée dans sa méthode 
de sommation des séries trigonométriques [1] a été traitée par 
M!. N. Kryloff [2] . Elle est la suivante : 

>n 

V„(9) = A , / £ / ( e * ) ( c o s i ^ ) 
2/1 

*=rl 

avec 

- = ^ (cOS —-J , et 6 * 4 - 1 — 6 * = ^ (AC = I, 2, . . . , 271 — 1). 
I 

h 
k=\ 

Cette formule ressemble beaucoup à celles considérées antérieure­
ment par MM. Kryloff et Tamarkine, et Jackson. On démontre 
encore que hn est indépendant de 0, et l'on a le théorème suivant : 

Pour toute fonction continue f (9), 

] i m V / / ( 6 ) = / ( 6 ) J 
n > 00 

la convergence étant uniforme dans l'intervalle de continuité 
de f(9). Si la fonction f (9), au lieu d'être continue, satisfait à la 
condition plus restrictive (29), on aura 

| V „ ( 6 ) - / ( 6 ) | < °wJ" 
Cette approximation est donc moins bonne que celle de la for­

mule (18). 

17. Une formule de M. Riesz. — C'est une formule d'interpo-
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lation qui représente, pour les abscisses de Tchebychef, la dérivée 
d'une fonction trigonométrique. Soit 

F ( 9 ) = a 0 -*- «J cos 9 + 61 sin 9 + . . . + #„ cos /i 9 + bn sin n 9 
n 

= 7 , j av cosv9 + 6V sinvo J. 
VrrO 

c - ( 2 r —i)au f v 

ai <pr= i— (/- = 1, 2, . . ., 2/i), on aura 
n 

F ( o + ? r) = % cosv9r(«2v cosvo + by sinv9) 

VrrO 

n 

+ N s inv9 r (6 v cosv9 — a v s inv9) . 
VrrO 

En observant que 

2 « 9 W 

î x ? ( — i ) r + 1 sinvo^. î XT'(—i^"1"1 cosvo r 
— > . - — = n, — > ^ '- ! ~ = o , pour V<AI, 
ITIJLA . , 9 r 2tljLi . „ 9 r > r _ » 

r = i 2 s i n 4 — / = 1 2sm*-î-
2 2 

on trouve la formule de M. M. Riesz [1, 2 ] 

•>/2 

(3o) IT( 9)„-L2F ( Ç + Ç r ) t l ^ , où 9 r - ( r - j ) ï . . 
r r r l 2 S i n 2 — N ' 

2 

On peut encore établir la relation 

(3i ) F( ? ) = a n cosno + ^ i 2 F ( ? ' - ) < - I ) ^ « > t g ^ ^ - , 
r r r l 

d'où l'on pourrait aussi déduire la formule (3o). 
Remarquons que cette formule d'interpolation a de nombreuses 

applications, en particulier pour établir des inégalités pour la fonc­
tion F(ç ) . Nous n'en citerons que la fameuse inégalité de M. Serge 
Bernstein [7] , 

Si \F((f)\<i, on aura pour toute valeur réelle de ç, l'inéga­
lité 1^(^)1 = 71, ^a méthode de M. Riesz lui a permis de trouver 
diverses extensions de ce théorème. 
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M. Kryloff [4] , en démontrant la formule de Riesz, a établi un 
théorème plus général que nous insérons ici, bien que ce théorème 
ait été donné pour l'interpolation de Lagrange, mais qui peut aussi 
être formulé dans le cas trigonométrique. L'énoncé est le suivant : 

La formule d'interpolation de Lagrange est convergente 
quand n->ao dans le cas où les points fondamentaux sont les 
zéros des polynômes de Tchebychef, pour toute fonction con­
tinue f(x) admettant la représentation de la forme 

f(x) = / $(#) dx + c, 

lorsque &(x) est intégrable au sens de Riemann, et c est une 
constante. 

CHAPITRE IV. 

THÉORIE DE L'INTERPOLATION D'HERMITE. 

18. La formule d'interpolation d'Hermite. — Nous avons vu dans 
le Chapitre II que l'augmentation du degré des polynômes interpola-
teurs peut entraîner la convergence de la formule vers la fonction 
considérée. On peut soumettre ces polynômes X„(#) , outre la coïn­
cidence avec f(x) aux points fondamentaux à d'autres conditions, 
par exemple limiter ses dérivées d'une façon convenable pour que la 
suite 

(O Xi(a?), Xt(x), . . . , X„(#), . . . 

converge vers f(x). Cette possibilité a été développée par M. L. Fejér, 
dans une série de travaux importants [ 1 , 2, 3, 4, 11]. En partant de 
la formule d'interpolation de Lagrange généralisée par Hermite, 
M. Fejér [3] a considéré d'abord les polynômes à escalier, c'est-
à-dire une suite de polynômes X n ( # ) , de degré <2Ai — i coïncidant, 
pour les abscisses d'interpolation avec les valeurs correspondantes 
de la fonction continue donnée f(x>), et tels que la dérivée dispa­
raisse en ces mêmes points 

(2) X „ ( # * ) = / ( * * ) , X'n(xk)=ro (* = i, 2, . . . , /i). 



THÉORIE DE LA CONVERGENCE DES PROCÉDÉS D'INTERPOLATION. 3y 

La suite des polynômes (1) ainsi formés converge uniformément 
vers f(x) dans l'intervalle de continuité a^x^b (b — a fini) de cette 
fonction, dans le cas de points .fondamentaux particuliers [par 
exemple les zéros du polynôme de Tchebychef Tn(x), ou de 
Legendre Pn(x)]. Le même résultat reste valable (Fejér [4]) aussi 
dans le cas où les dérivées, au lieu d'être nulles, sont seulement infé­
rieures, en module, à une borne fixe indépendante de n. 

Nous signalons seulement ces résultats particuliers, parce que les 
polynômes de Tchebychef et de Legendre font partie de la classe 
générale des polynômes de Jacobi, et pour ces derniers le problème 
de la convergence de l'interpolation d'Hermite a été complètement 
élucidé par M. G. Szegô et, indépendamment de lui, par M. J. Shohat. 
Ces résultats seront traités en détail. 

Considérons le cas de la formule d'interpolation d'Hermite qui fait 
correspondre à n valeurs distinctes # , , #2 , . . . , xn de x un polynôme 
de degré ^2n— î, égal pour ces points à n valeurs prescrites yA, 
y"a? • • • 5 X/n tandis que sa dérivée est égale, pour ces mêmes valeurs,, 
à V\ ? y'21 - - "> y n respectivement. Ce polynôme est mis sous la forme 

n n 

(3) x«(*) = 2 yk hk{x) + 2 y\ »*(*)• 
*r r l £ r r l 

Les fonctions fondamentales de première et de deuxième espèce 
hk(x) et \)k(x) sont données par les formules 

(4) ^(*)=^(*)«(*)=[i-J^(*-*0]fl(^ 
(5) \)k (x) = (x-xk)lî(x), 

où h{x) est la fonction fondamentale de l'interpolation de Lagrange 
[formule (2), Chap. 1], Les fonctions fondamentales de première 
espèce hk(x) vérifient une identité analogue à celle des fonctions fon­
damentales lk(x) de l'interpolation de Lagrange {formule (3), 
Chap. I] 

n 

(6) 2^(^)^^ 
*rr l 

Les facteurs linéaires caractéristiques Vk(x) satisfont à l'identité 
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découverte par M. Fejér [12] 

2 * * ( * ) = Al\ 
A r r l 

Introduisons encore une notation. La formule (3) peut s'écrire 
sous la forme 

(7) Xn(x) = Hn(x) + 2tn(x), 

où Hn(x) et <ftn(x) sont les deux termes du second membre de ( 3 ) . 
Ici, Hn(x) représente le polynôme de degré <^2n — î qui est égal 
aux points Xk à \n(xk), tandis que sa dérivée s'annule pour x = x^, 
de même que 3Cn(x) est le polynôme de degré S2/1 — 1 qui dispa­
raît pour x = xh, et dont la dérivée prend aux mêmes points les 
valeurs X'fl(xk). Hn(x) est le polynôme à escalier [la courbe y = Hn(x) 
est la parabole à escalier], 3Cn(x) s'appelle le polynôme d'onde 
[ y = 9Cn(x) étant la parabole d'onde]. 

Enonçons alors les deux théorèmes suivants, relatifs au cas des 
abscisses de Tchebychef (Fejér [3, 4]) : 

THÉORÈME I. — Soient y=f(x) une fonction donnée quelconque, 
partout continue dans l'intervalle — \<x<\, et xx, x2, .... xn les 
n abscisses de Tchebychef 

Xk=COS(2k — l ) ~ (k = l,2, . . . , n). 

Posons yk=f(xk). Soity = \n(x) une parabole de degré au plus 
égal à 2n — 1, passant par les points (xk, yk), et telle que les 
pentes aux points fondamentaux soient inférieures, en 'module, 
à un nombre positif donné A 

<*) \*n(*k)\<* ( * = I , 2 , . . . , n ) . 

Dans ces conditions 
lim Xn(x) = / ( # ) , 

et cela uniformément dans l'intervalle — 1 <x< 1. 

THÉORÈME II. — Les résultats précédents ne seront pas changés 
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si l'on remplace la condition (8) relative aux pentes par 

I X ^ O I ^ 1 1 ^ 8 » ^ (A: = i ,2, . . . , / i ; ^ = 2, 3, . . . ) , 

avec 
lim £«=== o. 

Pour la raison indiquée tout à l'heure, nous n'insistons pas sur la 
démonstration de ces théorèmes. 

19. Le cas des abscisses équidistantes de Newton. — Dans ce 
cas, le théorème de convergence des polynômes d'interpolation 
d'Hermite n'est pas vérifié : \Xn(x)\ peut dépasser toute valeur 
donnée à l'avance, si n est assez grand, bien que les inégalités 

|X„(**)I^ , |X'fI0rOI£i 

ont lieu pour k = î, 2, . . ., n (Fejér [4]). 
Supposons les abscisses équidistantes distribuées de façon que 

celle du milieu, x,, soit égale à o, et que 

w"(#r) = o, 

avec 

CO(JT)= J J ( ^ — XÙ' 

/ r r l 

La formule (4) donne alors 

Ar(*) = A(*)= [ 1 - ^^)(^-xf)^lHx)=l?.(x) = [l(x)y, 

pour toute valeur de x, en supprimant l'indice r. Alors 

A(i) = [ / (o r . 
D'ailleurs, on a aussi 

Ki ) = [*(or. 

Si les AI = 2v H- 1 points fondamentaux sont 

— # v , — # v - i , • • • > — XU °5 œU # 2 Î • • • ? # v - l j #Vj 

on aura 
V 

u>(#) = ^ 1 1 (x^~ x?) = osQ(x), 

1=1 

' ( * ) = = - w ^ ) - ô ^ y Z ( I ) - Q ^ ) ' 
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*' . »<•>-[$]•• 
Posons maintenant 

2k 2k . . x 

#* = — = (k = 1, 2, . . . , v). 
n 2v + i v ' ' ' ' 

Il vient 

.,.,_n(-_£). 
^ - 7 ¾ ¾ 

* = 1 

n ( - £ ) n<-'-«-) , , ... 
- ^ i + £ v ; , 

2V+i 

A i * » A 4^v!)'(av)!(av+i) KV 

*=i A=I 

où lim £ v = o . Donc 
V>oo 

2 4V+1 
A i ( l ) ~ 

ce qui montre que A(i) augmente indéfiniment avec n, et, par cela, 
le théorème est démontré. 

20. Les points conjugués de l'interpolation d'Hermite. — Dans 
les recherches de M. Fejér, le facteur linéaire caractéristique 

joue un rôle fondamental, et surtout son zéro 

X 4 = ^ + Ï 5 i £ i ) (* = i ,2 , . ; . , / i ) 
K(xk)

 v ' ' ' } 

qu'il appelle le point conjugué des points fondamentaux xk{k = î , 
2, . . . , AI), ou plus simplement, le point conjugué de l'interpolation 
d'Hermite. 

Supposons que tous les points fondamentaux soient situés dans 
l'intervalle (— î, + 1 ) . Il faut alors distinguer deux sortes de points 
fondamentaux : 
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a. Tels que tous les points conjugués X* soient en dehors de 
l'intervalle (— î, -H î), et qui sont alors appelés points normalement 
distribués; 

b. Tels qu'il y ait des points conjugués dans l'intervalle (— i, + 1 ) . 

Au point de vue de l'interpolation, c'est la classe a qui est de 
beaucoup la plus importante. 

Indiquons qu'à celte classe a appartient parmi les groupes de 
points les plus fréquents les abscisses de Tchebychef, de Legendre, 
et en général, les zéros des polynômes de Jacobi J„(a, (3, x), de para­
mètres vérifiant les conditions 

— i g a < o , —i^P<o . 

La définition des polynômes wAl = J„(a, (3, x) adoptée ici est, 
d'après la notation de Pôlya-Szegô [1], celle qui correspond au poids 

^(^) = ( 1 - ^ ) ^ ( 1 + ^)^, 

et à l'équation différentielle 

( I _ j ; î ) w ; i + [ ( P - a ) - ( p + a + 2)a;]a)'rt+n(» + a + p + i)Wn = o. 

Au contraire, dans le cas des abscisses équidistantes de Newton 

#* = — ! + k (* = I, 2, . . . , Al), /1 + I 

tous les points conjuguésSX* tombent dans l'intervalle (— î , -f-1), et 
y sont distribués d'une façon partout dense. 

Remarquons que pour les points fondamentaux de la classe a, les 
fonctions fondamentales hk(x) sont toutes positives pour — i^x<\. 
Pour les abscisses de Tchebychef considérées à plusieurs reprises 

» ( 2 * ~ l ) 7 r = C O S e , ( * = I , 2 , . . . , / l ) , 

on a 

xk= cos• 
2AI 

X * = — 5 
Xk 

c'est-à-dire X* est le conjugué harmonique de xk par rapport aux 
points — î et -f-i, et comme tel est toujours à l'extérieur de l'inter­
v a l l e - I < # ^ I (Fejér [6]). 
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Si nous considérons la série trigonométrique 
00 

S(*>(6) = ~ + ^ 2 c o s v 0 c o s v e * e* = U — -)~> 
V = l 

et si nous posons 
r 

Vrrl 

nous aurons 

**(*)= 57 [^(6) + ^ ( 6 ) + . . . + ^ ^ ( 8 ) 1 , 

ce qui montre, d'après un théorème connu relatif aux moyennes 
arithmétiques d'une série trigonométrique, que hk(x) est toujours 
positif pour —• I ^ ^ I (Feldheim [2]). 

21. Convergence dans le cas des points fondamentaux normale­
ment distribués. — Nous allons démontrer dans ce numéro le théo­
rème suivant de M. Fejér [11] . 

Si le système de points fondamentaux x{(l), x2
n), ..., x^ est 

normalement distribué dans l'intervalle (— î, + 1 ) , la suite cor­
respondante des polynômes d'interpolation d'Hermite ( î) COAI-
verge uniformément vers f(x) dans tout l'intervalle — I < # < I . 

Désignons par T2n__i (x) le polynôme de Tchebychef de degré 2AI—-1, 
qui appartient à f(x) dans l'intervalle — i^x^i. Nous avons vu que 
ce ^polynôme fournit une approximation, au sens de Weierstrass, 
pour la fonction f(x). Et de plus, si nous posons 

(9) max \f(x)-T,n_ï(x)\ = E*n_1, 
— l ^ r ^ l 

cette différence sera plus petite que 

max |/(a?) — tfm-i(aO|, 
— l ^ r < i 

quel que soit le polynôme g2n-i(x) de degré 2AI— 1, différent de 
T2/i_< (x). En d'autres termes, T2n_A (x) fournit, dans un certain sens, 
la meilleure approximation de/(a?) par un polynôme de degré 2 AÏ—1. 
Ceci fait, considérons un polynôme X ( # ) , de degré au plus égal 
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à 2 AI — î, pour lequel 

X ( * 0 = / ( * * ) , X'(arjfc) = ^2, ,^(a*) (* = i, 2, . . . , n). 

Alors, en vertu de (3), 

n n 

(io) X(x) = 2 f(xk)hk(x) + 2 T2„_< («*) »*(*), 
* r r l * r = l 

et, d'après la même formule, 

n n 

( n ) T , M ^ i ( a ? ) = 2 T t ' i ^ ( ^ * ) ^ * ( ^ ) + 2 T ' a , * - ^ a ? * ^ * ^ " 
A r r l ytrrl 

En prenant la différence des deux membres de (î î) et ( io) , il vient 

n 

( 12) T , ^ * ) - X(x) = 2 [ T ^ - i ( ^ ) - / ( * * ) ] **(*) . 
* = i 

On déduit de (12) et (9) que 
n 

/ C r r l 

Par hypothèse, les points fondamentaux sont normalement distri­
bués, de sorte que les hk(x) sont positifs, et, en tenant compte de 
l'identité (6) , il vient 

( i 3 ) \T,n^(x)-X(x)\^E,n^. 

Enfin, (9) et ( i3) montrent que 

\f(x) — X(x) |^2E2«_i pour — i g # ^ i . 

Le théorème est donc démontré. Il comprend, comme cas particu­
lier, le théorème I du n° 18 relatif aux abscisses de Tchebychef, et 
est valable pour la classe des abscisses de Jacobi normalement distri­
buées, que nous avons précisées dans le n° 20. 

22. Le cas des abscisses de Jacobi. — Le problème de la conver­
gence des suites de polynômes d'interpolation d'Hermite pour les 
abscisses de Jacobi a été tranché, en toute sa généralité, par 
MM. Szegô et Shohat, par des méthodes assez différentes, et indé-
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pendamment l'un de l'autre. Les résultats obtenus ne sont pas essen­
tiellement différents, mais pour ne pas prêter à une confusion, nous 
les exposerons tous l'un après l'autre. Le premier en date est 
M. Szegô. Indiquons d'abord sa méthode et ses résultats (Szegô [1])* 

Plaçons-nous dans les conditions du théorème I du n° 18. 
Soient f(x) une fonction continue dans — i < x < \ , et X.n(x) la 

suite de polynômes de degré 2n — î, vérifiant les conditions 

x * ( 4 , 0 ) = / K n |Xi(4# , ))I^A (v = i32, . . . , * ) , 

où A est un nombre positif fixe, indépendant de n et v, les points x^l) 

étant les zéros du AiIème polynôme de Jacobi J,i(a, (3, x) qui sont tous 
réels, différents et situés dans l'intervalle (— 1, + 1), lorsque a > — 1 
et P > — 1. 

M. G. Szegô a établi les théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — Pour toute fonction f(x), continue dans l'inter­
valle — 1 < x < 1, la relation 

Jim Xn(x) =f(x) 

a lieu à l'intérieur de (— 1, + 1), et cela uniformément dans tout 
intervalle — 1 + ô ^ # < 1 — à, pour o < à < 1. 

THÉORÈME IL — Si — i < a < o , et dans ce cas seulement, 

lim X « ( i ) = / ( 1 ) , 

la fonction f {x) étant continue dans — i < , r ^ i . On a le résultat 
analogue pour le point x—— 1. 

THÉORÈME III. — Soit .—1 < a < o. Si f(x) est continue dans 
— 1 < x < 1, OÂ  aura dans l'intervalle — 1 < x ^ 1 

lim Xn(x)=f(x), 

et cela uniformément dans l'intervalle —1 +ô*^#£i , ou 0<Cd<O. 

En particulier, si — i < a < o e t — i < ( 3 < o , l e s polynômes Xn(x) 
convergent uniformément vers la fonction continue f(x) dans tout 
l'intervalle — I < # < | I , ce qui est contenu dans le théorème général 
de M. Fejér. 
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Indiquons, pour donner une idée de la méthode de M. Szegô, la 
démonstration du théorème L D'après la formule (3), 

n n 

V rr 1 V rr 1 

2 [/(**>-/(*)]**(*> 
|.r, — r | ^ S 

n 

+ 2 [/(^)-/^)1^)+-2-^^-
\.r r | > £ Vrrl 

Si \xy,— x |^e, \f(xv) —f(x) |^w(fi), où limw(s>) = o. Soit, d'autre 
~ £>0 

part, \f(x)\^M. Enfin,'par hypothèse, \y^\^A(v = i, 2, ...,n). 
Donc 

(14) | X , , ( * ) - / ( * ) | £ « ( i ) 2 |Av(*)| 
| r , - x | ^ S 

n 

+2M 2 .1 *v(«) I n-^21 M«) !• 
lr, —.r|>S v m 

On peut démontrer à l'aide de formules asympto tiques établies 
pour les polynômes de Jacobi (Szegô [2]) que 

lim 2, |^v(#)| = ij l»m z_, I hy(x) | = o 
|.rv—a:|^e |.Tv—.r|*>e 

et 

lim V | bv(a?) I = o, 
7 l > 0 0 ^ " 

de sorte que (14) donne bien la démonstration du théorème I.' 
M. Szegô a étudié encore les cas où les points fondamentaux sont 

les zéros du Aiièmo polynôme de Laguerre, défini par l'équation diffé­
rentielle 

xy"+ (a + 1 — x)/-+- ny = o [y = V%\x)] 

et la condition L(,f (o) = G"+a. Alors 

I. Pour tout x > o, f(x) étant continu et borné, 

lim Xn(x) = f(x), 

et cela uniformément dans tout intervalle positif à<x^to (ô > o). 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 9 5 . 
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II. Pour — î < a < o. et dans ce cas seulement, 

lim X„(o) =/(*>), 

pour toute fonction f(x) continue et bornée. 

III. Si — î < a < o, le théorème I est valable dans tout intervalle 
non négatif o < x < co. 

Le principe de la démonstration est encore le même que pour les 
points fondamentaux de Jacobi. Finalement, si l'on considère les 
zéros du polynôme d'Hermite Hn(x), vérifiant l'équation différen­
tielle. 

y"— xy +xy = o [ / = HW(J?)], 

on aura le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si f(x) est une fonction continue et bornée de la 
variable réelle x, la relation 

lim X„(.r) = / ( # ) 

a lieu pour tout x, uniformément dans tout intervalle fini. 

M. Shohat [3] a retrouvé les mêmes résultats en faisant intervenir 
dans ses calculs la formule de quadrature mécanique, dont nous par­
lerons plus loin. Il n'a considéré que les polynômes à escalier et, par 
la méthode signalée, parvient à compléter en certains points les 
résultats de Fejér et Szegô. Ses principaux résultats sont les sui­
vants : 

I. Abscisses de Jacobi. — Dans ce cas, sif(x) est supposé borné, 
X.n(x) converge vers f(x) en tout point de continuité de celle-ci, si 
les paramètres vérifient les inégalités a > — î, p > — î ; si, de plus, 
a << o, (3 < o, la convergence sera uniforme sur le segment — i<x<\, 
pourvu que f(x) reste continue sur tout ce segment. 

II. Abscisses de Laguerre. — Si a > — 1 , X„(#) converge 
versf(x) pour toute valeur positive de x, en supposant q u e / ( # ) est 

J/»00 

f e~xx0L+2 \f(x) \ dx ait un sens. La convergence est 
o 

uniforme dans tout intervalle fermé (e, A) , où f(x) est continue 
(e > o) ; si a < o, on a aussi limX#1(o) = / ( o ) . 
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III. Abscisses d'Hermite. — Dans ce cas, X n (# ) -** / (# ) pour 
AI->oo en tous les points de continuité de f(x), en la supposant 

bornée, et l'intégrale / e^x2 \f(x) I dx ayant un sens. 

23. Formules d'interpolation d'Hermite plus générales. — On a 
considéré aussi des polynômes à escalier d'ordre supérieur. Dans cet 
ordre d'idées, MM. Kryloff et Stayermann [1] ont obtenu le théo­
rème suivant : 

THÉORÈME. — En tout point de continuité x de la fonction 
réelle et bornée f(x) dans — î ^ x < î, on a 

lim Fn(x) =f(x), 

oà y = Fn(x) représente la parabole à escalier d'ordre supérieur, 
c'est-à-dire passant par les n points donnés et où, par exemple, 
les trois premières dérivées sont égales à o en ces points. 

Ce théorème a été démontré dans l'hypothèse que les points fon­
damentaux sont les zéros du polynôme trigonométrique, et il serait 
intéressant d'essayer de l'étendre au cas où les ^abscisses d'interpo­
lation sont les zéros des polynômes hypergéométriques. 

CHAPITRE V. 

THÉORÈMES DE CONVERGENCE POUR L'INTERPOLATION DE LAGRANGE. 

24. Convergence de la formule de Lagrange dans le cas où les 
points fondamentaux sont normalement distribués. — Nous avons vu 
que les points conjugués de l'interpolation d'Hermite jouent un rôle 
très important dans l'étude de la convergence de celle-ci, tandis que 
dans l'interpolation de Lagrange ces points n'interviennent pas expli­
citement. M. L. Fejér [5. 6, 11] a observé plus récemment qu'ils 
peuvent toutefois servir pour la recherche des conditions dans les­
quelles les polynômes d'interpolation de Lagrange sont convergents 
si l'on fait encore sur la fonction continue f(x) quelques hypothèses 
restrictives. 
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La base de ces recherches est l'identité déjà signalée 

n n 

* r = l Ârrrl 

Si les points fondamentaux sont normalement distribués, dans 
l'intervalle (a, b), 

( a^Xn<Xn-l<...< tf2<#l^&, 

( 2 ) ( X^Aj ou Xk%a (AC = I, 2, ...,n), 

on aura nécessairement 

Ok(^)Z° pour a^x^b et /c = i, 2, i . . , AI. 

Faisons encore les hypothèses 

*M(&)^P> * M ( « ) ^ P (/f = 1, 2 , . . . , /1) 

o ù o < p < i , indépendant de /t et n. Alors 

(3) ^ ( # ) = P P0ur a^x^b (k = 1, 2, . . . , n) 

et (1) donne par suite 
(4) *?(*) + /£(#) + . . . + J£0r)g- (a £ *£&),' 

P 
et l'inégalité de Gauchy-Schwartz montre que 

(5) | h(x) | + | L(x) | + . . . + | J„(ar) | ^ t / ^ ( a g # < 6). 

Nous avons alors le 

THÉORÈME I. — Si les points fondamentaux vérifient la condi­
tion (2) et (3), la suite des polynômes d'interpolation de Lagrange 
correspondante converge vers la fonction f(x), la convergence 
ayant lieu uniformément dans l'intervalle a<x<b si f(x) est 
partout continue dans cet intervalle, et y vérifie une condition de 

Lipschitz d'exposant > -• 

En effet, cette condition 

(6) \f{x")-f{x')\^1\x"-xt\^ {a^af<^<b,^<X%i\ 
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entraîne (d'après de la Vallée Poussin, [3 ] , Lebesgue, [1 ] , [2 ] , [4 ] , 
S. Bernstein, [7] , D. Jackson [9]), la relation 

(7) l / ( * ) - P ( * ) l ^ - V 
AlA 

P(#) étant un polynôme de degré < n — î, et c2 une constante indé­
pendante de n. 

Observons que l'opération L n ( / ) est linéaire et que, d'après 1a 
formule (2a) du Chapitre I, on a 

/ ( * ) - L » ( / ) = / ( a O - L 4 P + ( / - P ) ] 
= / ( * ) - L „ ( P ) - M / - P ) = / ( * ) - P ( * ) - M / - P ) . 

Or, 
n 

M / - p) = 2 [/<**) - p(**)] ^*)> 

et, en vertu de (7) et (5), 

n * 
de sorte que 

(8) | / ( t f ) - M / ) | s | / ( t f ) - P ( * ) | + ! M / - p ) | < ^ • C3 

1 

*-4 

Les constantes c2 etc3 étant indépendantes de n et X > -1 on aura, 

si AI est assez grand, 

(9) - I / O * ) - M / ) K i , 

dans tout l'intervalle a < # < 6. Notre théorème est donc démontré. 
Pour citer un exemple où ce théorème s'applique, rappelons que 

les abscisses de Jacobi sont normalement distribuées si les paramètres 
vérifient les inégalités — 1 ^a < o, — 1 ^(3 < o. Dans ces conditions, 
on a la relation intéressante 

n 

(10) y , ^ ( ^ ) < . , ' — p ? , 
v ' Ami lV / - m i n { —a, — P) 

A r r l 

où min { — a. — [3} désigne le plus petit des deux nombres positifs 
— a, — (3, et l'on pourra énoncer le théorème suivant : 
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Les polynômes d'interpolation de Lagrange d'une fonction f(x) 

Li(/)i L2(/), . . . , M / ) , . . . 

convergent dans l'intervalle — K # < i , uniformément vers f(x), 
si les points fondamentaux x\n), x^, . . ., #(„'° sont les zéros du 
/i lèmepolynôme de Jacobi Jn(a, (3, x), avec les paramètres — i ^ a < o , 
— i < ( 3 < o . La fonction f(x) doit vérifier la condition de 
Lipschitz (6) . 

On peut énoncer des théorèmes analogues dans le cas où l'hypo­
thèse (2) de la distribution normale est seule vérifiée. Alors, dans 
l'intervalle 

a + i%x^b — s ( ° < £ = ) ' 

on aura 

( „ ) çk(x) = Vk{b)-s—^->rVk(a)T—zl J—^, 

de sorte que 

n n . 

(12) 2 « ( * ) ^ ^ et
 SI^I^IAT^-

ifcrrl k = l 

On en déduit le 

THÉORÈME IL — Si l'intervalle a^x^b contient tous les points 
fondamentaux xk

n\k = 1, 2, . . . , n; n = 1, 2, . . . ) , mais aucun des 
points conjugués X.k(k = 1, 2, . . ., n) ne tombe dans l'intervalle 
'a<C.x<C b, la suite des polynômes d'interpolation de Lagrange 
Ln(f)(n-= 1, 2, . . . ) correspondante tend, dans l'intervalle 
a<ix <Zb, vers f(x) et cela uniformément dans tout intervalle 
partiel a-\- e^x^b — £. 

On suppose encore que la fonction f(x) vérifie, dans l'inter­
valle a<x<b, la condition de Lipschitz (6) . 

25. Le cas où les points fondamentaux ne sont pas normalement 
distribués. — L'exemple des points fondamentaux de Jacobi, de 
paramètres ne vérifiant pas les conditions — i < a < o e t — i ^ ( 3 < o , 
montre qu'il existe des classes de points qui ne sont pas normalement 
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distribués. (Telle est encore, comme nous l'avons vu, la classe des 
points équidistants de Newton.) Pour ces points on a le 

THÉORÈME III. — Si les points fondamentaux x["\k = 1,2,..., AI; 

/1 = 1, 2, . . .) sont tous dans l'intervalle A<^#^B, tandis que les 
points conjugués sont tous à l'extérieur d'un intervalle plus 
petit a<x<b(A<a<b<zB), la suite des polynômes d'interpola­
tion de Lagrange converge dans a<.x<b vers f(x), et la con­
vergence est uniforme dans tout intervalle a-\- e<x^b — £. 

11 faut encore faire ici l'hypothèse qu'il existe un nombre positifs, 
aussi petit qu'on le veut, tel qu'on ait toujours X * > xk, pourvu que 
Xk>b — Y}, et X.k<Xk, lorsque Xk^a-\-v\. La fonction f(x) satisfait 

encore à une condition de Lipschitz d'exposant 1 > dans l'intervalle 

total A < # ^ B . 
On vérifie, en effet, que pour a-\-s<x<b — £, on a 

Vk(x)Z , * 1 

et le reste de la démonstration est sans changement. 
M. Fejér [6) a déterminé, pour les abscisses de Jacobi, le plus 

grand intervalle qui est libre de points conjugués. Cet intervalle est 
le suivant 

M(«, $)<x<nt(<x, (3), 
OU 

— I pour — 1 < P^-o, 

M(a, ft)= ( P ' - ^ ) - 4 v ^ ( « - H p ) ( « + 0 ^ + 0 0 < s ? 
( ( a + p + 2 ) ' 

I 

m (a, p ) = ( y - a - ) + 4 y/( a + p ) ( a + 1 ) ( p + 1 ) 

\ ( a + j â + 2 / 

pour — i < a ^ ° j 

pour o < a. 

26. Les résultats de J . Shohat. — M. Shohat [3] a étudié aussi 
le problème de la convergence des polynômes d'interpolation de 
Lagrange, sous les hypothèses que f{x) vérifie une condition de 
Lipschitz. Il a établi, pour les abscisses de Jacobi, Laguerre et 
Hermite, des théorèmes analogues à ceux du numéro précédent 
Indiquons seulement les résultats, sans entrer dans le détail 
démonstrations : 
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a. Si les points fondamentaux xk sont les zéros du nlème polynôme 
de Jacobi J,t(a, (3, x), on a 

lim Ln(x)=f(x), 

la convergence étant uniforme dans tout intervalle partiel de (—î, + 1 ), 

où f(x) vérifie une condition de Lipschitz, d'exposant ;> j et uni­

forme dans l'intervalle total — i ^ # < i , si (a, (3)<Jo, et ff(x) est 

continue. [Si l'on a seulement a^o , (3 > o, la convergence uniforme 

a lieu seulement dans l'intervalle — î < x <J î — £.] 

b. Si les points fondamentaux sont les zéros du Aiième polynôme de 
Laguerre, on a aussi la relation ( i3) uniformément dans tout inter­
valle fini situé à droite de l'origine, sif(x) vérifie dans cet intervalle 

une condition de Lipschitz d'exposant X > • Si f(x) est continue 

dans l'intervalle (o, £), et en désignant par E„ la meilleure approxi­
mation de f(x) par un polynôme de degré n, si l'on a E„ Aia+,->o 
pour AI-> oo, alors on a aussi 

lim L„(o)=/(o) . 

Donc, pour a = — î , 

lim Ln( / ) = / ( * ) , 
/ l > oo 

uniformément dans tout intervalle fini (o, A), où f'(x) est continu. 

c. Si les xl£l) sont les n zéros du polynôme d'Hermite Jîn(x), on a 
encore la relation (i3), uniformément dans tout intervalle fini où f(x) 

satisfait à une condition de Lipschitz d'exposant 1 > -• 

Les démonstrations sont faites à l'aide des méthodes de quadrature 
mécanique basées sur la formule d'interpolation de Lagrange. 

27. Théorèmes de convergence dans le cas de polynômes orthogo­
naux. — MM. Shohat [3], Grùnwald et Turân ont étudié le problème 
de la convergence de l'interpolation de Lagrange dans le cas où les 
points fondamentaux sont les zéros de polynômes orthogonaux. Ils ont 
trouvé les théorèmes suivants : 
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THÉORÈME I. — Soit donné une fonction-poids p{x), positive et 
restant supérieure à une borne m : p(x)>_m> o, et intégrable 
au sens de Riemann dans l'intervalle — I ^ ^ ^ I . Si l'on désigne 
par u>n(x) le polynôme orthogonal par rapport à p(x), tous les 
zéros de ce polynôme sont réels, distincts, et situés dans (— î, -+- î ) . 
Formons l'interpolation de Lagrange sur ces zéros comme points 
fondamentaux, et pour une fonction vérifiant une condition de 

Lipschitz d'exposant > - • Alors, à l'intérieur de l'intervalle 

— i1^x<i, la suite des polynômes de Lagrange L „ ( / ) converge 
uniformément vers f(x). (Théorème de J. Shohat [3 ] . ) 

THÉORÈME II. — Dans les mêmes conditions, si la fonction f(x) 
admet une dérivée première continue, la convergence sera uni­
forme dans tout Vintervalle — î ^x<\. (Théorème de J. Shohat [3].) 

THÉORÈME III. — Si l'on fait l'hypothèse 

( i4) p(œ)\J\ — x*'ïm> o (— I ^ # ^ I ) 

et sif(x) vérifie uniformément dans (— I , + I ) une condition de 

Lipschitz d'exposant > -> la convergence des L n ( / ) aura lieu 

uniformément dans tout l'intervalle — I < # < J I . (Théorème de 

Grùnwald-Turàn.) 

Nous indiquerons la démonstration du théorème I, donnée par 
M. P. Turân. Elle est basée sur l'inégalité intéressante en elle-même 

(l5) 2^^[(i"-^)P;?(^)+^PK^)L 
Vrrl 

où Vn(x) est le AiIèrae polynôme de Legendre, / v(#) la fonction fonda­
mentale de Lagrange relative aux zéros de iùn{x), enfin A*v le nombre 
de Stieltjes 

/cv= / lv(œ)p(x)dx (v = i , 2, . . . , n). 

Il est facile à voir que tous ces nombres /rv sont positifs. La diffé­
rence l*{x) — lv(x) est, en effet, un polynôme de degré 2AI — 2, qui 
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est nul pour x = xv(v ==1,2, . . . , » ) 

/ ? ( # ) — /v(a7) = 0)w(a7)R / l_2(â?), 

R/?_2(#) étant un polynôme de degré n — 2. Si l'on multiplie les 
deux membres par p{x), et intègre de —1 à + 1 , celle du second 
membre est nulle et ainsi 

( 1 6 ) /cv= / h(x)p(x)dx = / l$(x)p(x)dx, 

ce qui montre que /rv>> o. 
Pour établir la relation ( io) , cherchons le polynôme cp,i_i(#), ^e 

degré AI — 1, qui rend minima l'intégrale 

1= / 97i-i(x)p(x)dx, 

si l'on fait encore la condition supplémentaire yn-\ (x0) = 1. 
La formule de Lagrange du polynôme ®n-\{x), formée sur les 

zéros xv de ton(x) est la suivante 
n 

( ifi) ?«-i(#) = 2 9„_i(a?v) ^(ar), 
Vrrl 

donc 

I = = 2 Zd ?"-i(^)?«-i(^v) / l[L(x)lv(x)p(x)dx. 
{JlrrlVrrl ~~1 

S i p ^ v , 

fyX*) *v(*) = ¢0) , , (^ )^- ^ ^ - —r =ct*n(x)l{ïl_2(x), 
\^ — ^y.) \'L — *vA 

c étant une constante non nulle, et R^_2(#) un polynôme de 
clegré n — 2, Donc 

( 1 7 ) / l^(x) h(x)p(x)dx = o pour jx y£ v. 
^ — 1 

En tenant compte de (16) et (17), nous aurons 

n 

I=2?8-i(*v)*v 
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Si nous appliquons l'inégalité de Gauchy-Schwartz au second 
membre de (16) pour x = x0 qui s'écrit, par suite de la condition 
<Pn-i (x0) = i, sous la forme 

ou 

alors 

^9n- i (a?v) /v (a?o) = i 

V r r l 

y?,,_l(*vyFv%>=r, 

Vrrl ^ /v(a?p) 

Zà A V 
Vrrl 

D'autre part, le second membre est bien la borne inférieure de I, 
qui est atteinte si l'on prend pour cp„_i (x)\e polynôme 

n 
/ \ * V A/(#o) J f s 

^ / y ( ^ 0 ) Vrrl 

ZL AV 
Vrr l 

pour lequel 

/ g\x)p(x)dx= — 
J~* X? /3Qr0) 

v = i 

Donc, d'après (18), 

d e / f*(x)p(x)dx>mmin t f*(x)dx, minimum i 

y /g(^0) J / ( ^ ) de degré / i - i , 

v m 

le second minimum étant pris dans les mêmes conditions que le pre­
mier. Nous devons donc résoudre le même problème que précédem­
ment, mais avec le poids p(x) = î . Le polynôme correspondant étant 
le polynôme de Legendre, nous aurons, pour la valeur de ce minimum, 
l'expression 

1 , 1 -T-^ ' 
L?(#o) 
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les grandes lettres indiquant que les quantités sont relatives aux 
abscisses de Legendre. Un calcul assez simple .donne alors l'inéga­
lité (î 5). 

On peut déduire de propriétés connues du polynôme de Legendre 
et de l'inégalité ( i5), que 

n 

(19) V—f—- Sci/i pour —i + sS#5;i— s, 
v —1 

C\ étant une constante (dépendant de s), et 

n 

(20) V Jii£2 < C2^2 p 0 u r __i^a;^i. 
Vrrl 

Ecrivons maintenant, en utilisant encore l'inégalité de Schwartz, que 

Vrrl Vrrl » V ^ Vrrl Vrrl 

or, 

2 J ^ V = / p(x)dx, 
Vrrl _ l 1 

et en vertu de (19) et (20), on en déduit que 

n 

£i\lv(x)\^c>Wn P o u r — I f £^^â I_~ s> 

et 

^ , I lv(x) I ^C4AI pour — i ^ ^ â 1 ? 

V = 1 

et le reste de la démonstration du théorème I est identique à celle du 
théorème I du n° 24. 

Pour étudier la somme des | lv(x)\, considérons le polynôme de 
degré n — 1, qui est égal, pour x = cos9, à 

r/sinra(fl-fl°>y /sin»(fl+eo)y-i 

•™-'[(wMw)) 
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o ù 0 o = 8 v correspond à l'abscisse xv où cp(cos0v) = i. On peut 
écrire que 

n 

#v< ?(#v)£v<29(cos8v) / lv(x)p(x)dx. 
Vrrl - 1 

Mais 

h(x)p(x)dx = / /v(cos8)/>(cos0)sin6 dti. 
- î *A> 

En faisant Phypothèse/?(cos0) sin0 < c, il vient 

' 9(cos0) <a?0 < — (les c étant toujours des constantes). 
o n 

Maintenant, 

Vrrl Vrrl 

et, en tenant compte de (20), nous aurons 

n 

2 lv(X)<CGn> 
Vrrl 

et, dans l'intervalle intérieur, 

n 

2^(#)<c7. 
Vrrl 

On en déduit que dans ce cas les valeurs absolues des fonctions fon­
damentales sont bornées dans (—1 + e, 1—e). On en verra des 
applications dans le chapitre suivant. 

CHAPITRE VI. 

APPLICATIONS DES THÉORÈMES DE CONVERGENCE DES POLYNOMES DE LAGRANGE. 

28. Les résultats de L. Fejér sur la distribution des points fonda­
mentaux. — Jusqu'à maintenant nous avons toujours cherché, pour 
un système de points fondamentaux donné, des propriétés — et, 
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en général, les propriétés de convergence ou divergence — des 
polynômes d'interpolation de Lagrange, et nous avons vu comment 
des hypothèses particulières faites sur le système de points fonda­
mentaux (par exemple la distribution normale) permettent de trouver 
des théorèmes sur le comportement des suites hTl(f). C'est M. Fejér 
qui a eu le premier l'idée de voir si la connaissance de propriétés 
interpolatoires permettent de tirer certains renseignements sur la 
distribution des points fondamentaux. Sous « propriété interpola-
toire » nous entendons des relations ou conditions remplies par les 
quantités figurant dans les formules d'interpolation; par exemple, 
dans le cas des abscisses de Tchebychef, les fonctions fondamentales 
sont bornées : ( lk(x) | <C sj2, dans le cas où les points fondamentaux 
sont les zéros de polynômes orthogonaux par rapport à un poids 
positif, les nombres de Stieltjes (voir n0 ,17) sont positifs, et ainsi 
de suite. 

Le premier théorème de M. Fejér [6] est le suivant : 

Si les points fondamentaux xk
n\k=.\,2,. . . , n) de l'interpola­

tion sont normalement distribués dans a^x<b, alors ils couvrent 
l'intervalle d'une façon partout dense, dans le sens strict suivant : 
si i désigne un intervalle partiel quelconque de a<x<b, au moins 
un point fondamental x(

k
n) tombe dans cet intervalle i, pour n assez 

grand. 
Soit X<C#<C*o cet intervalle A,', situé tout entier dans (a, b) : 

a<i'k<Zn<ib, et considérons la fonction 

/ o pour a ^ # < X , 

f(x) = l (x — X) ([x — x) pour A < x ^ JJI, 

\ o pour JJL<5? ^ 6, 

qui satisfait dans l'intervalle a<x<b à une condition de Lipschitz 

d'exposant a > - (et même a = i) . 

Supposons maintenant que la proposition relative à la distribution 
des points fondamentaux ne soit pas vraie. Il existe alors une suite 
indéfinie d'indices 

/2-1, / l o , • • . , /îv? 

telle que les systèmes de pointsx{^], x{^], . . ., x{£] correspondant à 
ces indices n'aient pas d'éléments dans l'intervalle A < # < * } . Mais 
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alors Ln^(x) = o, et ainsi 
lim LnXx) = o, 

V > a o 

pour toute valeur de x. D'après le théorème II, du n° 24, on aura, 

pour le point x = ' "*" ¾̂ 

^ , , . ( ^ ) , / ( ^ . ( ^ ) - ^ , 

ce qui conduit à une contradiction. Le théorème est donc démontré. 
Considérons maintenant les « nombres de Cotes » 

*r=jrv (x)dx (A = i, 2, . . . , /i; /i = i, 2, . . . ) , 

c'est-à-dire l'intégrale des fonctions fondamentales. 
Si les nombres de Cotes possèdent la propriété d'être non négatifs, 

^kl)= ° P o u r AV = i , 2 . . . . . n ; /i = i , 2 , . . . , 

alors les points fondamentaux x{
k
n) sont encore distribués d'une façon 

partout dense dans l'intervalle (a , b), dans le Jsens précisé tout à 
l'heure. Le rôle de ces nombres de Cotes sera expliqué dans le cha­
pitre suivant, dans la théorie [des procédés de quadrature où nous 
signalerons aussi la démonstration de la proposition précédente, 
d'ailleurs analogue à celle que nous avons donnée ici. 

29. Quelques recherches récentes. — M. Fejér [6] a établi encore 
des limites [supérieures pour la différence de deux points fondamen­
taux consécutifs, dans le cas de distribution normale. Ces résultats 
ont été généralisés par MM. Erdos, Grùnwald et Turàn. La plupart 
de leurs recherches ne sont pas encore publiées, et nous avons le 
plaisir de les insérer ici avant leur publication. 

THÉORÈME I (de Erdos-Turân). — Considérons la classe de points 
fondamentaux de l'intervalle — î < x ^ î 

xk
n)= cos0 (/° (A: = i , 2, . . . , n\ n = o, 1 ,2 , . . . ) . 

Si les fonctions fondamentales correspondantes sont toutes 
bornées dans Vintervalle — 1 ^ x < 1, 

(1 ) \lk(x)\£c ( * = i, 2, . . . , n; /i = o, 1, 2, . . . ) , 
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alors on a les deux inégalités 

(2) eift-eï^î 

et 

(3) 0¾ — 0(/° < — (ci et c2 indépendants de n). 

La limitation supérieure est valable aussi pour k = o et k = AI, 
tandis que pour l'inférieure ce n'est pas vrai. 

THÉORÈME II (de Erdôs-Turân). — Si Von fait l'hypothèse rela­
tive aux nombres de Cotes 

(4), | X(/° | < cna (c et a indépendants de n et k), 

n étant fixe et k = î , 2, . . . , n, alors on a l'inégalité 

« & - » r < « i ^ p (*i=const.). 

COROLLAIRE. — Si les x{"] sont les zéros d'un polynôme ortho­

gonal par rapport à un poids p(x) > o, l'inverse de ce poids -T^T 

étant supposé intégrable au sens de Riemann, on aura encore 
le théorème II. 

THÉORÈME III (de Grunwald-Turân). — Si le poids p(x) est supé­
rieur à une quantité m 

p(x)> m, 
oAi a l'inégalité 

e(/ïi-e{A , i}>-c
3 (* = const.). 

Faisons l'hypothèse restrictive que p(x)^m et possède un nombre 
fini de points où il devient infini (Erdôs-Turân). On aura, dans tout 
intervalle excluant ces points singuliers, les inégalités (2) et (3). 

Si l'on remplace la condition (4) par celle que tous- les nombres 
de Cotes soient non négatifs (Erdôs-Turân) 

X j ^ o (/c = i, 2, . . . , /1), 

on pourra démontrer que 

0 a - 0 r < - £ (c = const.). 
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Indiquons encore que les inégalités (2) et (3) restent valables 
aussi dans le cas où l'interpolation d'Hermite de toute fonction conti­
nue est convergente (ou seulement si tous les \hk(x)\ sont bornés). 

CHAPITRE VIL 

CONVERGENCE DES PROCÉDÉS DE QUADRATU1Œ MÉCANIQUE. 

Les possibilités de la convergence des procédés classiques de cal­
cul numérique d'intégrales définies ont été recherchées, pour la pre 
mière fois, par Stieltjes. Il a démontré que les valeurs approchées 
fournies parla méthode de quadrature de Gauss tendent vers la valeur 
exacte de l'intégrale, s'il s'agit d'une intégrale au sens de Riemann. 
Il a soulevé par ailleurs la question si le procédé de Newton-Cotes 
fournit le même résultat. 

M. Pôlya, en étudiant cette question, a introduit une notion plus 
générale de procédé de quadrature, et a donné des conditions néces­
saires et suffisantes pour la convergence de tels procédés. 

Nous traiterons d'abord ce cas général, dont les procédés interpo-
latoires ne forment, en vérité, qu'un cas particulier. Le résultat 
classique de Stieltjes, ainsi que les considérations élégantes de 
M. Fejér seront esquissées en relation avec ce dernier cas. Nous 
mentionnons à la fin de ce chapitre quelques résultats d'autre 
nature, tandis que les méthodes d'un caractère entièrement différent 
(de Mises [ 1 , 2 ] , R. Schmidt [1]) ne peuvent pas être traitées ici à 
cause de rétendue limitée de ce travail. 

30. Les théorèmes de convergence de G. Polya. — Un procédé 
de quadrature (Q) sera défini par les deux schémas 

( Q ) œnj e t X„y ( / = 1 , 2 , /*; /1 = 1, 2 , . . . ) , 

où les x,,j appartiennent à l'intervalle (a , b) donné 

a<^Xn\<xn*<.. .<xn,Sb (AI = 1, 2, . . . ) . 

A toute fonction f(x), définie et intégrable au sens de Riemann 
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dans (a, b), appartient une suite de « quadratures » 

IL 

(o Q#I( / )=2*» / / (*"A) ( * = I ' 2 ' •••>• 
A = l 

L'intervalle (a , 6) est l'intervalle fondamental, les nombres #,iy 

les points fondamentaux, les nombres X„y les poids du procédé de 
quadrature. Il s'agit de trouver des conditions pour que la conver 
gence 

(K) I imQ„( / )= C f(x)dx 
«>» Jn 

ait lieu. 
Introduisons les deux conditions» 

n 

[. N | \ni | < L (constante indépendante de AI). 
/ r r l 

II. lim supY |Afl/| = A(I), 

où 1 désigne la somme d'un nombre fini d'intervalles fermés appar­
tenant à (a, b), la sommation étant étendue à toutes les valeurs 
de xrlJ qui tombent dans I. Soit ensuite I i7 I2, . . . une suite arbi­
traire de telles sommes d'intervalles d, décroissantes et de longueur 
totale tendant vers o, A(I) est une fonction de la somme d'inter­
valles I, et ses propriétés principales sont qu'elle est : non négative, 

A(ï)^o; 
monotone, 

A(I)^A(I + P); 
sous-additive, 

A(I-+-I*)<;A(I)-t-A(I*). 

La longueur totale m(in) tend, par hypothèse, vers o avec ^ 

^ D ' O - ' O ' C > , i m 'Al(I„) = 0. 

On peut alors supposer que 

(2) limA(Iw) = o. 
/ l > ao 

Dans ce cas la fonction A(I) est dite « semi-continue ». 
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Si l'on désigne par P la classe des polynômes, par C celle des fonc­

tions continues et par R celle des fonctions intégrables au sens de 

Riemann, les théorèmes de M. Pôlya [ 1 ] s'énoncent de la façon sui­

vante : 

THÉORÈME A. — Supposons la relation ( R ) vérifiée pour la 

classe P. Pour qu'elle soit vraie aussi pour la classe C, il faut et 

il suffit que la condition I soit vérifiée. (La nécessité de I est 
signalée déjà par E. HELLY, Sitzungsber. d. Akad. in Wien, 121 , 
1912, p. 265-297.) 

THÉORÈME B. — Supposons ( K ) vérifiée pour la classe C 11 en 

sera de même pour R, SOUS la condition nécessaire et suffisante IL 

Pour ce qui est du cas des polynômes, nous ne nous y arrêterons 

pas longtemps. L'opération Qn(f) étant linéaire, on aura 

(3) Q 4 / + g) = Q » ( / ) •+• Q»(*)i Qn(cf) = C Q n ( / ) , 

donc le procédé convergera pour tout polynôme s'il converge pour les 
polynômes spéciaux 1, x, x \ . . . , parce que tout polynôme peut être 
formé par une combinaison linéaire de ces derniers. Il est nécessaire 
et suffisant pour la convergence du procédé de quadrature dans le 
cas des polynômes que l'on ail 

lim [X/,1^,-1-).,1^112-+-----1-^^1^111] = — - r r r z — (A = 0 , 1, 2, . . . ) . 

Passons maintenant à la démonstration du théorème A. Pour la 
démonstration du théorème B qui est basée sur un raisonnement 
bien connu, dû à M. Lebesgue, mais qui est un peu longue, le lec­
teur est prié de se reporter au Mémoire cité de M. G. Pôlya. 

Désignons une fonction continue par C(x) en général, et déter­

minons conformément au théorème de Weierstrass, un polynôme P (a?) 

tel que, £ > o étant donné, on ait 

(4) | C ( * ) - P ( * ) i < i . 
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Alors 

/ C ( x ) r f x - Q „ ( C ) 
J a I 

b \ b n 

<^f \G(xy-P(x)\dx+\ f P(x)dx-Qn(P) -F-V |P(̂ „7) —C(^y)| |Xra/f 

^s(A3 —«)-+- s -h sL, 

d'après ( 5 ) et I. Cela démontre donc que I est une condition suf­
fisante. 

Si l'on supposait alors que la condition I n'est pas vérifiée, on 
pourra construire par une méthode fréquemment employée, et qui 
remonte à M. Lebesgue [ 3 ] , une fonction continue c(x), pour 
laquelle Qn(c) est divergente. 

Si nous posons 
n 

/ = i 

notre hypothèse s'exprime par 

lim supA,î = -»-oo. 
W > 30 

Considérons la fonction gk(x) qui est « en résonance » avec le pro­
cédé ( Q ) , c'est-à-dire telle que 

i\gk(x)\<,i pour a<:X<;b, 

t Q * ( * * ) = A*. 

On obtient cette fonction, en posant 

(6) Uk{Xi>)=viïr u=1'2' -'k)' 
( gk(xkj) = o pour X*/ = o, 

et en prenant gk(x) linéaire dans les k — i intervalles (xkj, Xk,j+\ ) , 
et constante dans les deux intervalles extrêmes (a, xk\) et (xkk, b). 

Faisons les deux hypothèses suivantes : 

a. Il existe un k tel que 

) lim 

Dans ce cas la fonction continue cherchée est c(x) = gk(x). 

(7) lim supQ„(^) = + ». 
Ai > 30 
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(3. La limite figurant au premier membre de (7) est finie pour 
A = 1 , 2 , 0 , . . . . 

Définissons alors une suite partielle indéfinie de fonctions gk(x) 

ghSx)> g**(x)i •••< gkn(x), . . . . 

On détermine gkn(
x) P a r induction totale, en prenantgk i(x) = gi (x), 

et 

bo >rne sup I Qn (^ -+-££-+-...-+- ^ r r ) = M'n-i (nombre > o, fini). 

On peut choisir la fonction gkm(x) de telle façon que 

k/n^> h,n—i 

et 

(8 ) A*m>3"*2(M,„_t-h/?i) . 

Si nous posons maintenant 

c ( x ) = £^) + £ ^ + . . . + ^ + . . . , 

c(x) sera, comme la somme d'une série uniformément convergente, 
une fonction continue, pour laquelle 

donc 

Q * » ( O ^ A ^ - M m - t - A x m ( ^ 

d'où, en vertu de (8) , 

Si An -> 00, le procédé est divergent, et cela démontre la nécessité de 

la condition I. 
Le passage des polynômes aux fonctions analytiques est plus diffi­

cile que les cas des théorèmes A et B. Pour ces fonctions, M. Pôlya 
a étudié le procédé de Newton-Cotes, qui est un procédé interpola-
toire. Nous en parlerons donc dans le numéro suivant, et ici nous 
n'indiquerons que le résultat relatif aux abscisses équidistantes^ 
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Alors 
Q . ( / ) T X . . / ( J ) + X , I / ( I ) + . . . + X,.11/(J)1 

OU 

_ A"1 nx(nx — i ) . . .(nx— Â -+- i)(nx— À —-î).. .(nx — n) 
Xnk~JQ A ( A - l ) . . . 2. ! ( - ! ) . . . ( * - # ! ) ^ * 

M. Ouspensky [ 1 ] a établi (et M. Pôlya l'a retrouvé dans son travail 
cité) l'expression asymptotique 

où YÎ71A->- o, pour AI -> oo, uniformément pour /t = î , 2, 3 , . . . , A I — i . 
• M. Pôlya a démontré, à l'aide de cette formule asymptotique, que 

le procédé de quadrature de Newton-Cotes ne peut pas être conver­
gent pour toute fonction continue, de même qu'il ne sera pas conver­
gent pour toute fonction analytique dans l'intervalle (o , î ) . La 
méthode employée ici est encore celle delà construction de Lebesgue. 

3 1 . Les formules de quadrature interpolâtoires. — Un cas parti­
culier très important de la théorie précédente est celui où Q« ( / ) est 
une formule de quadrature interpolatoire, c'e^t-à-dire où Qn(f) est 
l'intégrale du polynôme bien défini, de degré <AI — i, [qui interpole 
la fonction f(x) aux points xnl, xiv>, . . . , xnn. Dans ce cas, les 
poids lnk(k = i, 2, . . . , n) sont entièrement définis par les points 
fondamentaux xnk. Le procédé converge sûrement pour tout poly-

nomef(x), car alors Q,t(f) est exactement éga la / f(x)dx, tant 

que n dépasse le degré de f(x). Considérons la formule d'interpo­
lation de Lagrange : 

lMf)=^f(*nk)!nA(x)=J^f(Xk)ik(x). 
k = \ A = i 

Alors 
b n b n 

(9) Q.(/) = f U{f)dx = Sf{xk)f lk{x)dx = Sf(xk)\i 

où 

r" 
( io) \K= j h(x)dx (A- = i, 2, . . . , n) 

'•'a 
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sont les « nombres de Cotes » de la quadrature. En tenant compte 
n 

de l'identité V 4 ( a ; ) = i, on tire de (10) une identité relative aux 
k=i 

nombres de Cotes 
n 

( n ) ^ X * = A 3 — a. 

n 

Dans le cas de l'intervalle — î <J#<i. on aura ^7^* = 2. 
k=i 

Le premier résultat important relatif à ce procédé a été établi par 
Stieltjes [2] . Il a démontré que l'on a, dans le cas où les points fon­
damentaux Xk sont les zéros du nièmG polynôme de Legendre T?n(x), 
la relation 

{12) l i m Q „ ( / ) = r f{x)dx. 
n >• «o J 4 

Stieltjes a basé la démonstration de son théorème sur les trois faits 
suivants : 

I. Les nombres de Cotes X#, relatifs aux abscisses de Legendre, 
^ont tous positifs. (Propriété connue par Gauss.) 

II. 1 — (AI-+- X?-f-...-+- XO <U?A < ! — (Xi-f- X«>H-.. .-t- X/fc-l) 

(Tchebycheff, Markoff). 

IH. Max X#->o si /z->oo. 

(Ce résultat a été établi par M. Fejér pour tous les cas où les 
nombres de Cotes sont non négatifs, de même que le résultat 
indiqué p. 5g). M. Fejér [10] a observé que la condition I seule 
suffit pour la convergence du procédé de quadrature, et a démontré 
le théorème général suivant : 

THÉORÈME I. — Soit xh
H) (k = 1, 2, . . ., n; n = 1, 2, . . . ) une 

suite triangulaire indéfinie de points, situés tous dans l'intervalle 
— i<j?<i . Ies points du A*ieme groupe x{"\ x["\ . . ., x\'p étant tous dif­
férents. Si les nombres de Cotes correspondants VA

#0(A = 1.2, . . . , n ; 
n = 1, 2, . . . ) sont tous non négatifs, on a la relation (12), 
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pourvu que f(x) soit borné et intégrable au sens de Riemann dans 
l'intervalle — i < x < i. 

Nous voyons que ce théorème est une conséquence très impor­
tante des théorèmes de Pôlya, parce que l'identité (11) et l'hypo­
thèse X*>o (A: = i, 2, . . ., n) montrent que la condition I du n° 29 
est vérifiée. 

M. Pôlya, en le généralisant un peu, a énoncé ce théorème sous la 
forme suivante : Si un procédé de quadrature est convergent pour 
tout polynôme, et si les poids sont tous non négatifs : Ara*^o, alors le 
procédé converge aussi pour toute fonction intégrable. 

Rappelons que ce théorème est valable aussi pour le cas où les 
points fondamentaux sont les zéros du polynôme de degré n 

R„(x) = Vlt(j) + \ P / ( _ 1 ( T ) + B P „ _ , ( 4 

Vn(x) étant le nième polynôme de Legendre, A et B < o deux cons­
tantes choisies de façon que les zéros de R , Î ( # ) soient tous réels, dif-
rents et situés dans — i < x < i. 

Pour démontrer que les nombres de Cotes sont [encore non 
- négatifs, employons la différence introduite dans le n° 26 

Zl(x) — h(x) = g(x) R„(.r), 

où g(x) est un polynôme de degré n — 2 qu'on peut développer en 
série de polynômes de Legendre 

g{x) = c0ï
>o(x) H- CIVI(X) -+-...-+- cn-.*Pn—<>(x) avec C/,_>>o. 

L'orthogonalité des polynômes de Legendre permet alors d'écrire que 

f [ïi(x)-I,Ax)]<h = Cn->KJ Vl_^x)dx. 

L'hypothèse B < o montre que 

( i 3 ) X*= / h{x)clxlj ljt(x)dx>o. 
J— i J— i 

M. Fejér a indiqué quelques cas — des polynômes particuliers de 
Jacobi — où les nombres de Cotes sont non négatifs. Tels sont par 
exemple les polynômes de Jacobi de paramètres : 

a = (3 = — i (polynôme proportionnel à P„—P/i_2 î considéré 
déjà par R. Radau [1]) , 
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a = (3 .= — r[polynome de Tchebychef T „ ( # ) ] , 

a = (3 — o [polynôme de Legendre Pn(x)], 

a = P =- - [polynôme de Tchebjchef Un(x)], 

a =— 1, (3 —— (polynôme proportionnel à P„— P/i_i). 

Le cas général des polynômes de Jacobi, au point de vue de la 
convergence de la formule de quadrature formée sur ses zéros, a été 
traité par M. Szego [ 2 ] , qui a établi le théorème suivant : 

o 

THÉORÈME IL — Si mai(« , (3) > ? il existe une fonction f(x) 

continue dans r intervalle (—î, -i-1) pour laquelle la suite des 
quadratures (g) est divergente. 

Si max (a, (3) < - , les quadratures Qn(f) convergent vers 

I f(x)dx pour toute fonction f(x), intégrable dans l'inter­

valle — I ^ J C ^ I . Le même résultat est encore valable pour 

r 2 

Nous voyons donc que les formules de quadrature déduites de la 
formule d'interpolation de Lagrange par intégration peuvent être 
convergentes bien que la formule de Lagrange elle-même est diver­
gente. 

32. Le cas où les points fondamentaux sont les zéros de poly­
nômes orthogonaux. — Il faut distinguer des résultats relatifs à la 
positivilé des nombres de Cotes d'autres résultats anciens (connus 
par Heine et Stieltjes), correspondant au cas où les points fonda­
mentaux hont les zéros de polynômes orthogonaux, et où l'on fait 
l'intégration avec le poids. 

Considérons une fonction p(x), non négative et intégrable dans 
l'intervalle — i < x < î, et soit 

w 0 (# ) , Wi(^), . . . , w«(a?), . . . 

la suite de polynômes orthonormés par rapport au poids p(x) dans 
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l'intervalle — î < x < i 

/ wm(#)w„ (x)p(x)dx = 8/n„, 

où Smn — o si m ^é n, et ô\i,t = i (AZ = o, i, 2, . . . ). 
Il est connu que tous les zéros xK, x2, . . . , xn d'un tel poly­

nôme (ùn(x) sont réels, distincts et tombent dans l'intervalle — 1 <x< 1. 
La fonction fondamentale lk(x) de l'interpolation de Lagrange formée 
sur ces points fondamentaux xk est encore égale à 

h(x)r- "»W 
M/l{Xk){X — Xk) 

On sait (voir par exemple Feldheim, [2]) que lk(x) peut être déve­
loppé, à l'aide de la formule de Darboux [1] . en une série de poly­
nômes w, (x) 

ti—i 

dn lû,l-hi(Xk)M'n(Xk) AJ fK h/ ' V ' 
r=0 

/ / — t 
I 

- ^ 0 ) , ( ^ / ) M, ( # ) , 

2»;(*i)r=0 

où a n est le coefficient de x'1 dans (*)n(x). Le développement (i4) 
fournit alors la relation suivante, démontrée d'ailleurs directement 
dans le n° 26, 

r4"1 r+i > 1 
(i5) / h(x)p(x)dx= I h(x)p(x)dx=jr=[ > ° -

2^ (̂̂ ) 

Les « nombres de Stieltjes » / lk(x)p(x)dx sont donc tous 

positifs tandis que les nombres de Cotes / h(x) dx ne le sont pas 

toujours. Pour les polynômes de Legendre p(x) — i, la positivité 
des nombres de Cotes correspondants résulte donc siniplementde (i5) . 
Pour les abscisses de Tchebychef. ( i5) donne 

/ / * ( # ) — = = = > o pour A = 1, 2 , . . . , /1; XA = cos (A — l ) - , 
_ j VI — *^2 \ 2 / n 
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1 

et le résultat de M. Fejér s'exprime par / lk(x)dx>o, pour 

k = 1, 2, . . . , n. 

La relation ( i5) montre que si l'on effectue l'intégration avec le 
poids p(x), le procédé de quadrature converge !pour toute fonc­
tion f(x) bornée et intégrable dans l'intervalle — i ^x<i 

/

-+-1 ^ . + 1 

L„(f)p(x)dx = / f(x)p(x)dx, 
— 1 J—\ 

dans tous les cas où les points fondamentaux sont les zéros de poly­
nômes orthogonaux relatifs au poids p(x)> o, borné et intégrable 
dans — 1 < x < i. 

33- D'autres résultats. — MM. Shohat et Winston [1] ont étudié 
le procédé de quadrature mécanique rapporté à un poids positif dont 
nous venons de parler, et ont donné, dans les cas des abscisses de 
Jacobi, de Laguerre et d'Hermite, des limitations pour les nombres 
de Stieltjes 

H M = / l\r:)(x)p{x)dx ( A = I , 2 , . . . , Al). 
J a 

Dans le cas des abscisses d'Hermite, ils ont établi des propriétés de 
séparation intéressantes pour les nombres H*^. 

Mentionnons encore les recherches de MM. Shohat [ 1 , 2 ] , 
Winston [1] , Kryloff [ 1 , B], Steklofï [1 , 2, 3], S. Bernstein [16], et 
beaucoup d'autres que la brièveté nous oblige de laisser de côté. 

Disons seulement quelques mots de la formule de quadrature 
interpolatoire obtenue par l'intégration de la formule d'interpolation 
d'Hermite [formule (3) , Chap. IV] 

\tt(x) = H„(x)-h9t„(œ). 

Dans quelques cas particuliers [par exemple pour les abscisses de 
Tchebychef, zéros de Tn(x) et U#l(a?)], on peut démontrer que 

lim / Xn(Jc)dx= j f(x)dx, 
n > » J _ j " — 1 

(Fejér [3] , Feldheim [5]) , mais, en général, la question n'est pas 

encore traitée. 
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Si les points fondamentaux sont les zéros de polynômes orthogo­
naux par rapport à un poids p (x) > M > o, on aura toujours 

r"""1 /-+1 

(16) / \)k(x)p(x)dx = o et / hk(x)p(x)dx>o, 

d'où 

lim / X,,(x)p(x)dx = / f(x)p(x)dx. 

Si les points fondamentaux sont encore normalement distribués, 
on a 

hk(x) = VJL(X) li{x)^o dans — I ^ # ^ I , 
donc aussi 

/ hk(x)dx^.o (A = i , 2, . . . , /i), 
* —i 

et ainsi 

lim / Xft(x)dx= lim / Hn(x)dx= / f(x)dx. 

La première relation (16) résulte très facilement de l'hypothèse 
d'orthogonalité des polynômes 

a#i(aO=£J(* — xk). 

En effet, 
L=i 

\>k(x) = l\(x)(x — Xk) = — ! -lk(x)u)n(x), 

et h(x) étant un polynôme de degré n — î , on aura bien 

j bk(x)p(x)dx= -j-—- / h(x)tùn(x)p(x)dx = o. 

C'est une propriété générale, valable pour tous les polynômes ortho­
gonaux. Pour les polynômes spéciaux de Tchebychef 

T„(#) = cos/z(arc cos#), 

nous avons une propriété très intéressante 

dx / &,,(*) b,t(a?)...b,r(:r)-=^ o (/• = i , ?, . . . , / i ; ï t 7 £ f , ^ . , 4 ? £ ir)y 

c'est-à-dire les polynômes ï)k(x) de degré 2n — i vérifient entre eux 
une relation d'orthogonalité d'ordre quelconque (Feldheim [ 2 ] ) . 
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CHAPITRE VIII. 

CONVERGENCE D'ORDRE SUPÉRIEUR DANS L'iNTKRPOLATION DE LAGRANGE. 

34. Convergence en moyenne. — MM. Erdôs et Turân [1] ont 
étudié dans un travail récent la possibilité de la convergence en 
moyenne des polynômes d'interpolation de Lagrange, et ont obtenu 
les théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — La convergence en moyenne 

<i) lim C [ / ( * ) - Ln(f)Ydx = o 

a lieu pour toute fonction intégrable au sens de Riemann f(x) 
dans l'intervalle — i <a?< i, dans tous les cas où les points fonda­
mentaux sont les zéros de polynômes orthogonaux &>„(#), formés 
par rapport à un poids p(x)>M> o, intégrable dans — I ^ # < I . 

THÉORÈME IL — La relation limite (r) a lieu aussi dans le cas 
plus général où les points fondamentaux sont les zéros du 
polynôme 

Rn(x) = ion(x)-h An tow_i(.r)n- B„ u)„_«>(#), 

où les (*>n(x) sont les polynômes orthogonaux précédents, An et 
B,i < o deux constantes choisies de façon que tous les zéros de 
J\.n(x) soient réels, distincts et situés dans — i <#<^ î . 

Nous ne démontrerons que le théorème I, et cela encore dans le 
cas des fonctions continues. Il est basé sur la propriété d'orthogona­
lité, déjà signalée, des fonctions fondamentales l{

k
n)(x), relatives aux 

zéros des polynômes orthogonaux 

l[")(x)iyi
l)(x)p(x)dx = o pour i j6 A, 

qui résulte aussi facilement du développement ( i5) du n° 32. 
Considérons un nombre s > o donné, aussi petit que l'on veut, et 

adjoignons à f(x) un polynôme cp(ar) de degré ^n — î tel que, si 
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l'on fait 
/ ( * ) — ?(*) = *(*). 

on ait | A(#) |<s , pour — i ^x^i. 
Nous avons déjà vu que 

f(x) - L„(/) =f(x) - c(x) - Ln[f(x) - ?(*)] = A(*) - L„(A), 

de sorte que 

/ [f(x)-U(f)r p{x)dx= / f A ( ^ ) - L „ ( A ) ] ^ ( ^ ) ^ 

^ 2 ^ A* (*)/?(.*) dx-h? j L^^)p(x) dx. 

Or 

: T A*(tf)/>(.*)^2- f p(x)dx=-2^— = %, J-i J-t ™ô(x) a* 
et 

- ( - 1 fi n 

2j L?t(A)p(x) dx = 2 ^ ^ A ( ^ ) L\(xk)f l[n)(x)l^(x)p(x)dx. 
~i 1 = 1 k=.\ ~l 

n 

= 2 ^ ^ ( ) ( l\{x)p(x)dx 

n 

= 2 ^ të(xk) f h(x)p(x)dx, 

et ainsi 

2 / Vjl{A)p{x)dx^2^2u / lk(x)p(x)dx = 2z* p(x)dx=~. 
J-\ k=\ v -1 a* 

Finalement 

(2) f [f(x)-Ln{f)Yp(x)dx^K Si /*->oo. 
»A_ i a 5 

Mais, par hypothèse, p(x)>M >> o, donc 

°<jf [A^-LnWVdxï+rf* [f(x)-\*n(f)]*p{x)dx±^L> 

ce qui démontre le théorème 1, pour les fonctions continues. Pour 
ce qui est du passage des fonctions continues aux fonctions intégrables 
au sens de Riemann, nous renvoyons au Mémoire cité des auteurs. 
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Si ce théorème est vérifié, on a a fortiori, pour toute fonction 
bornée et intégrable au sens de Riemann, la relation 

< 3 ) , i m / I / ( • * ) - M / ) ! «te = o, 
i > - * «y 4 

résultat plus fort que la convergence de quadrature. Pour cela il 
faut seulement supposer />(*)> o dans ( _ I ? + ,) f e i que les inté-

^ p(x)dxet£^ - ^ e x i s t e n t . On déduit alors de (2) , au 

moyen de l'inégalité de Schwartz, que 

0% j \/(x)~L/t(f)\dx 

= / ^ 1 / ( ^ ) - ^ ( / ) ^ ^ ( ^ - ^ : J-i \<p(x) 

V J-i V .L , P(*)-aoV J_x p{x)' 

ce qui suffit pour la démonstration de (3). 
Indiquons quelques cas où ces théorèmes sont valables. Si Ton 

considère les polynômes de Jacobi, relatifs au poids 

P{x) = (l-x)*{l-+x)$, 

nous voyons q u e / , ( # ) > o pour - i < a <o et — 1 < (3 <o, donc le 
théorème I est valable pour les zéros de Jn(<x, (3, x) de paramètres 
vérifiant ces inégalités, tandis que la relation (3) est applicable à tous 
les polynômes Jn (a, (3, x), avec — i < a < i , _ - i < j 3 < , . 

Mentionnons encore deux conditions pour la convergence (ou 
divergence) en moyenne : 

CONDITION I. — / / est suffisant {mais non nécessaire) pour la 
convergence en moyenne (1) que la somme 

n n +1 i 

2 2 / li(*)tk(x)dx\ 
i=\k=i _ 1 ' 

soit bornée pour n->oo (Feldheim [2]). 
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CONDITION II. — Si Von a 

7,1 lji(x)dx-±x> pour /i-*-*», 
k=i - 1 

on pourra trouver une fonction continue g(x) telle que 

« r - ^ J L t [g{x)-L'^Wdx=+* (Erdos-ïurân, [1]). 

Indiquons un cas où la convergence en moyenne n'a pas lieu, mais 
où cette condition II ne suffit pas pour décider la question. C'est le 
cas des polynômes de Tchebychef 

r , . Ux M l l ( / l H - l ) f t 
l l „ ( C O S f t ) = 1 — _ L. , 

sin 6 ' 

x = cosbt xk=. cose*= cos-^— (A = i 2 n) 

qui est le polynôme ultrasphérique, de paramètres a = (3 = ' , de 

poids />(*) = v/i —ar'. Nous avons trouvé (Feldheim [5]) que pour 
ces points fondamentaux 

d'où 
2 ^ ^ = ^^7)^3 - . (^ ) - -^ 

H - 7 - . / ' H - I ^ d 2 A - - f - I V '* / ' 

donc reste borné pour AI -^ oo. 

Mais si l'on observe que, pour les points fondamentaux considérés 
on a (Feldheim [3 , 5]) * 

k=i 

dont la démonstration vient simplement du fait que 

s i n « 0 / U n _,(^) = ^1± = '±±1 
s i n -

^TëT = ^ 1 - = ( - 1 ) ^ 1 . 
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alors il en résulte que 

( 5 ) 2 2 ( - l ) ' + * . / l,(.x)li{x)dx=f+ Ul_<(x)dx>\og™. 
l = i k=z\ ~l —1 

Si nous considérons la fonction fn (x) définie de la manière suivante : 

Mx
k
n)) = ( - 0 * (k = I, 2, . . ., / i ; X^ = COS - ^ - ) , 

fn(x) est linéaire de x{
k
n)k x[,[1^ (k = 1, 2, . . . , n — 1) 

e t / / t ( j ? ) est constante de — 1 à a?^£) et de J?</1) à -H- I , 

on verra que, d'après (5), 

f*lLn(f„ydœ>\o«^, 

et le procédé employé à plusieurs reprises permettra d'établir 
l'existence d'une fonction g(x), continue dans l'intervalle (— i, -f-1), 

pour laquelle, et sur les points fondamentaux xk
n>= cos—— ? 

(6) lim sup / [g(x) — \<n(g)Ydx = -

Remarquons que la relation (2) étant valable pour ce cas aussi, 
nous aurons pour toute fonction continue 

lim / [/(x) — Ln(f)Y \j\ — x*dx = o, 

donc la convergence en moyenne sera vérifiée dans l'intervalle 
— I + £ < • # < ! —• s, 

(7) 

et cela montre que la divergence (6) est due à la croissance rapide 
des polynômes L „ ( / ) aux extrémités de l'intervalle fondamental. 

35. La forte convergence en moyenne dans le cas des abscisses de 

Tchebychef xk= co*(k —-\ j (k = \, 2, . ., n). — Le résultat 

relatif à la convergence en moyenne, vérifié pour une classe impor-
MÉMORIAL DOS S( . MATH — N" 9 o . 6 
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tante de points fondamentaux étant acquis, nous nous sommés 
proposé de rechercher s'il existe une fonction continue dans l'inter­
valle — I < # < I , pour laquelle la relation plus forte 

(8) Hm f [f(x)-Ln(f)fdx = o 

sera encore vérifiée. Nous avons résolu (Feldheim [2]) le problème 
dans le cas où les points fondamentaux sont les zéros du Aiierae polynôme 
de Tchebychef T„(#) = COSAI0, .r = cos0, et nous avons trouvé le 

THÉORÈME 1. — Si les points fondamentaux sont les abscisses de 

Tchebychef Xk= c o s ^ - f — - (k = i, 2, . . ., n), on aura la rela­

tion (8) pour toute fonction continue f(x) dans l'intervalle 

Le poids relatif à ce polynôme Tn(x), p(x)= ^ étant 

toujours positif, il suffit de démontrer au lieu de (8), la relation 

/ • + 1 dx 
<9) Hm / [ / ( ^ ) - 1 ^ ( / ) ^ . - = = = 0 . 

En faisant le même raisonnement que pour la démonstration de la 
convergence en moyenne, nous aurons 

f [ / < * ) - U < / ) ] * - ^ = = / [Hx)-U(W-== 
J_y yi — x' J-Ï y\ — xn 

¢ 8 ^ ^ ( ^ = 4-8 f + 1 L „ ( A y - â = . 
" J-x \ / i — X* J-i \/l—X* 

Si l'on tient compte du 

THÉORÈME IL — Dans le cas des abscisses de Tchebychef les 
fonctions fondamentales lk(x) vérifient la relation d'orthogonalité 
d'ordre pair 

/

+ 1 dx 
lh(x) / , , (*) . . ./Ifr(ar) = o, 

—1 sji — x1 

pour i , ^ é ù ^ . . . ^ i 2 n r = i,2, . . . , [~] (Feldheim [1]) , 
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et de l'inégalité de Fejér [ 6 ] , 

k=i 

on pourra démontrer que 

r+i dx 
I L/i(A)*— ^Crcs* (G = constante indépendante de /i), 

donc 

f [ / ( - g ) - U ( / ) ] * ^ ^8(C + l)7US* Si /*->X. C.Q.F.D. 

^— i y/1 — *̂ " 

Dans ce cas nous avons même le théorème plus général suivant : 

THÉORÈME III. — Si les points fondamentaux sont les points 
(?k — i ) ^ , . . » » . 

xk = cos ( A = i , 2. . . . , n). on a la relation 

(12) lim f [f(x) — Ln(f)Yrdx = o (r = i, 2, ..., indépendant de n) 

si f(x) est une fonction continue dans l'intervalle (— i , -f-1). 

Pour la démonstration voir Erdôs-Feldheim [1 ] . 
On peut déduire de (12) que l'on a aussi 

( 1 

r + i 
3) liai / \f(x)-L„(J')\/>dx = o (/1 = 1 , 2 , . . . ) , 

ce qui est à rapprocher d'un résultat de M. J. Marcinkiewicz [ 2 ] 
(voir le n° 15) . 

Nous avons vu que les relations (10) et (11) sont essentielles pour 
la démonstration de noire théorème. Remarquons que, dans le cas 
de polynômes orthogonaux co /t(^) généraux, la relation (10) , avec 
r = 2, sera sûrement vérifiée, si l'on a 

04) *>80r)= 2 «i#l)M*)-
k-n- : 

Nous avons donc (Feldheim [ 2 ] ) le 
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THÉORÈME IV. — La relation limite (8) a lieu, pour les zéros de 
polynômes orthogonaux par rapport à un poids p(x) > o dans 
l'intervalle — i < x ^ î, si Von a les deux conditions : 

n 

a- ' ^ / A ( # ) < C (constante indépendante de n). 
k = i 

b. La relation ( i4) est vérifiée. Cette condition peut être rem­
placée par les suivantes : 

2 2 2 2 " f il{
x)h(x)ip(x)iq(x)dx 

iz£k z£p z£ q 

OU 

< Cl Si A?->QO, 

2 2 2 2 ZlZkZPl(i f li(x)lk(x)lp(x)lq(x)dx < G 2 

si n->co, avec | s f | = i. 

Indiquons pour terminer que la forte convergence en moyenne des 
polynômes d'interpolation de Lagrange n'est pas vérifiée dans le cas 

où les points fondamentaux sont les zéros xk = cos —— (k = i, 2 , . . .n) 
rt+P ' 7 ' A 

du polynôme de Tchebychef Un(x) _= s i n ( ^ l ) 6 , x = cosB, même 

si Ton fait l'intégration par rapport au poids p(x) = y/i — x'2. Nous 
avons démontré en effet (Feldheim [5]) qu'il existe une fonction g(x), 
continue dans l'intervalle — i ^ a r ^ i . telle que dans le cas considéré 
on ait la relation 

/ - + 1 

lim sup / \g(x) — Ln(g)]x s/i — x* dx= + cc 
n > ao J _ 1 
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