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THEORIE

DE LA

CONVERGENCE DES PROCEDES D’'INTERPOLATION

ET

DE QUADRATURE MECANIQUE

Par M. Ervin FELDHEIM.

— Q ———

INTRODUCTION.

On connait bien le théoréme classique de Weierstrass, d’aprés
lequel toute fonction f(z), continue dans un intervalle donné, peut
élre représenlée avec une approximation aussi grande que I'on veut
par des polynomes de degré assez élevé. Depuis que ce théoréme
a él6 découvert, plusieurs mathématiciens en ont donné des
démonstrations différentes, et ont construit divers polynomes
d’approximation P, (z), de degré n, tels que le maximum de la diffé-
rence | f (z) — P,(z) | tende vers o pour n —o0. Les deux problémes
principaux qui se posaient alors étaient la construction effective des
polynomes d’approximation de degré prescrit, et la détermination de
la précision de I’approximation. Il est naturel de chercher celui des
polynomes d’approximation, désigné par R.(z), pour lequel le
maximum de la différence considérée est plus petit que pour tous les
autres polynomes de méme degré. En posant

E.[f]=max| f(z) —Rn(2)l,

E.[f] s’appelle la meilleure approzimation de f(z) dans I'inter-
valle considéré. La théorie dela meilleure approximation des fonctions
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continues, depuis les travaux de Tchebychef, des Markoff, Kirch-
berger, Borel, de la Vallée-Poussin [3], Fréchet, S. Bernstein [7],
D. Jackson [9], J. Shohat et d’autres, a connu un grand développe-
ment. Nous nous contentons ici de cette indication en renvoyant
pour plus de détails aux ouvrages cités.

Passons maintenant au premier des problémes signalés tout a
I’heure : la recherche des polynomes d’approximation. L’approxima-
tion de f(z) au sens de Weierstrass suppose la connaissance
compléte de la fonction dans l'intervalle considéré. Mais, en vertu de
Ia continuité, f(z) peut étre entiérement déterminé par un ensemble
dénombrable, partout dense, de ses points. On peut aller plus loin
— ce qui est d'une importance fondamentale pour la suite — et
chercher un polynome d’approximation de f(z) si I'on ne connait
qu’un nombre fini de points de la courbe (par exemple, d'abscisses
rationnelles) qui représente f(z), de sorte que P'on puisse obtenir
une approximation de précision quelconque, si le nombre de ces
points est suffisamment grand (et qui sont a la limite distribués d’une
fagon partout dense). Ces polynomes s’obtiennent par des formules
d’interpolation. Nous ferons abstraction ici de la valeur pratique des
formules d’interpolation, et ne nous occuperons que de la question
de la convergence du procédé.

Nous étudierons en détail la théorie de Iinterpolation de Lagrange
et d’Hermite, ct traiterons a part quelques formules modifi¢es, ainsi
que des formules d’interpolation trigonométriques.

L’application la plus importante des formules d’interpolation est le
calcul approché des intégrales définies, appelé quadrature mécanique.
La seconde partie du travail sera consacrée a la théoric des procédés
de quadrature par les méthodes interpolatoires, ou plutdét par la
formule de Lagrange. Jusqu'a ce jour on ne connait que peu de
résullats pour la quadrature au moyen de la formule d’Hermite. Un
dernier chapitre sera consacré a l’étude de la convergence en
moyenne pour les séries d’interpolation de Lagrange.

Les théorémes seront, dans la plupart des cas, énoncés sans
démonstrations. Nous esquisserons quelquefois des démonstrations
qui ne sont peut-étre pas plus utiles que d’autres, mais qui présentent
d notre avis un caractére de généralité et de possibilité d’application a
d’autres cas.

Il peut se poser de méme le probléme de I'approximation des
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fonctions analytiques par des polynomes. Pour tout ce qui concerne
celte question, voir le fascicule LXXIII de ce Mémorial (J. L. WaLsm,
Approzimation by Polynomials in the complex Domain). Men-
tionnons encore le livre de M. N. E. Norlund, qui traite la théorie des
séries d’interpolation de nature entiérement différente de celles que
nous allons exposer.

Qu’il me soit permis maintenant d’adresser mes bien vifs remer-
ciements & M. le professeur H. Villat de m’avoir fait I’honneur
d’accueillir ce travail dans la Collection du Mémorial qu'il dirige,
et & M. le professeur Fejér, dont les conseils précieux m’ont été trés
utiles dans la rédaction.

CHAPITRE 1.

THEORIE DE L'INTERPOLATION DE LAGRANGE.

1. La formule de Lagrange. — Cette formule détermine le
polynome unique de degré au plus égal 4 n—1, qui coincide en
n points d’abscisses distinctes z,, Z, ..., z, de lintervalle (a, b)
avec les valeurs que prend en ces points la fonction f(z), continue
et définie dans l'intervalle (a, b). Son expression est la suivante :

(1 La(f) =, f(x) (=),
k=1

ou les fonclions /;(z) sont des polynomes de degré n — 1. Si w,(z)
désigne le polynome de degré n, ayant comme zéros les valeurs z;,
Zyy -++y Zn, — appelés points fondamentauzr (ou neuds) de
Pinterpolation —, c’est-a-dire, en posant

n

wn(x)=cn(x—xk) (c#0),

k=1
nous aurons
(2) (zy=——2232) ___ p_1 5 n).

wp(zr) (x — zk)

Ces fonctions s’appellent fonctions fondamentales (ou polynomes
Sfondamentauz) de I'interpolation de Lagrange.
Sil'on applique la formule (1) & un polynome de degré m<n —1,
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nous aurons
i

3
(2a) La(gm) = gmn(z),

et en prenant g, (z) =1, nous serons conduits a l'identité remar-

quable
(3) 2 Li(z)=1.
A=1

Considérons maintenant un systéme triangulaire de points fonda-
mentaux

=
2, )

(4-) 2P, D, 2P,
Ceey ey e,
M, =z, 2w, L, i,

.oy ey ceey Y ey

ou la »*™ ligne représente encore lcs n zéros du polynome w,(z).
A chaque ligne correspond un polynome de Lagrange L, (f), donné
par (1), ou l'on remplace quelquefois les par 2y, et les L(z)
par §i’(z). L’indice supérieur sera le plus souvent supprimé, s’il n’y
a aucune confusion a craindre.

En donnant i n outes les valeurs possibles, on obtient la suite des
polynomes d’interpolation de Lagrange de la fonction continue Sf(z)

(%) Li(f) Lo(f), -oty La(f),

2. Divergence du procédé d’interpolation de Lagrange. — Le
polynome L, (f) étant égal aux n points z; a la valeur que prend la
fonction donnée f(x) en ces points, il se pose évidemment la
question si, n augmentant indéfiniment, le polynome L.(f) tendra
vers f(z), ou encore, si la suite de polynomes (5) tendra, pour n—>o
vers une limite, et si cette limite sera bien la fonction donnée f(=z).
Il est connu, depuis longtemps que, dans le cas de I'interpolation
équidistante de Newton, c’est-a-dire lorsque les points fondamen-
taux z; divisent l'intervalle en n -+ 1 parties égales, la suite (3) ne
converge pas vers la fonction a interpoler dans tout I'intervalle
considéré. C. Runge et M. E. Borel ont donné les premiers des
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exemples qui prouvent la divergence en question. L’exemple de
Runge [2] est le suivant :

Considérons le polynome P, (z)de degré n qui prend aux n points
équidistants de l'intervalle (— 5, + 5) les mémes valeurs que la
fonction

I .
;+ Ce polynome ne converge pas nécessairement
x

vers — non seulement dans I'intervalle total (— 5, + 5), mais il

diverge aussi & l'extérieur de l'intervalle (— 3,63 ..., +3,63...).
D’ailleurs, Ch. Méray [1,2] a remarqué déja que rien ne prouve,
a priori, que ce procédé fut légitime, et il a méme signalé I'exemple,
¢étudié plus tard par Runge. M. Borel a démontré aussi, par une
méthode toute différente, que la multiplication indéfinie des points
ou le polynome P, () et la fonction f(x) coincident, n’entraine pas
la convergence de P, () vers f(z) aux autres points. C’est effective-

ment ce qu’on observe dans I'étude du procédé d’interpolation de
Lagrange.

3. Les résultats de G. Faber et S. Bernstein. — Les recherches
relatives au comportement de la suite des polynomes de Lagrange
sont basées sur un théoréme célébre, trouvé simultanément par
G. Faber [4] et M. S. Bernstein [ 4], d’aprés lequel il est possible de
trouver pour tout systtme de points fondamentaux (4) une fonc-
tion f(z), continue dans I'intervalle (— 1, 1) telle que la suite (5)
des polynomes de Lagrange L.(f) ne converge pas uniformé-
ment vers f(z). La démonstration de ce théoréme que Faber a
établi pour le cas de I'interpolation trigonométrique, sera exposée
dans un chapitre ultérieur, sous sa forme donnée par M. Fejér.

L'étude du probléme dépend essentiellement de celle de la somme

(6) Mn(2) = | K (2) .
k=1

M. Bernstein a démontré que le maximum de A,(z) est de I'ordre
de log» pour n assez grand. Le point ot ce maximum se produit

peut varier avec n. M. L. Fejér a observé que, dans le cas des
abscisses de Tchebychef

k—1)=x

Xk = c0% (k=1,2, ..., n),
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la somme A,(z) est déja de l'ordre de log n pour z =o, ¢’est-a-dire
pour une valeur fize de z. Ce fait a été généralisé par un théoréme
ultérieur de M. Bernstein [13] qui est le suivant :

Pour tout systeme de points fondamentaux (4) il est possible de
trouver une fonction f(z), continue dans l'intervalle (—1, +1)
telle que la suite des L,(f) n'est pas bornée pour une valeur
fixe & de la variable, o —1<§<1.

La démonstration de ce théoréme est basée sur une étude plus
approfondie de la somme (6).

Le role de la sommez | &m(z) | dans I'étude de la convergence des

. k=1
procédés d’interpolation a été mis en évidence par H. Hahn [1]. Il a
établi des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence
des formules d’interpolation dans le cas général, d’applications trés
fréquentes dans les recherches ultéricures. Les démonstrations sont
faites d’aprés un principe général et désormais classique, di a
M. Lebesgue [3].

Indiquons seulement le théoréme suivant de M. Hahn :

Pour que lon ait, pour toute fonction continue f(zx) dans
Uintervalle (a, b), en un point z, de cet intervalle, la relation

o) lim Ly (f)emm=F ()

il faut et il suffit qu'il existe un nombre C, indépendant de n,
tel que

(8) M (z0) =21 L7 (20)| < C.
A=1

Nous appellerons un procédé d’interpolation satisfaisant, pour z=2z,
a cette condition. un procédé convergeant dans z,.

Remarquons que dans le cas des points fondamentaux équidistants
cette condition est en défaut : on retrouve le fait connu et déja
signalé que pour linterpolation équidistante de Newton il n’existe
aucun point z de I'intervalle (a, b) dans lequel le procédé de l'inter-
polation de Lagrange soit convergent.



THEORIE DE LA CONVERGENCE DES PROCEDES D'INTERPOLATION. 7

4. Le cas des abscisses de Tchebychef. — Comme nous avons
déja mentionné, dansle cas des abscisses de Tchebychef, la somme (6)
augmenle indéfiniment avec n, ce qui entraine la divergence des
polynomes L, (f) en un point.

Tout récemment MM. G. Griunwald et — un peu plus tard, mais
d’une facon entiérement indépendante — J. Marcinkiewicz [1,4] ont
trouvé le théoréme suivant :

Llexiste une fonction f(z) continue dans Uintervalle (— 1, + 1)
pour laquelle la suite des polynomes d’interpolation de Lagrange,
relative aux abscisses de Tchebychef

(n)

2k—1)=
2" = cos 8t = cos 2K =17

2n
(h=1,2, ..., n; —1< 2P <2, <... <2< +1)

est divergente (et méme, ne reste pas bornée) en tout point de
Uintervalle — 1<z <1.

Esquissons la démonstration de M. Griinwald [3] qui est encore
basée sur des évaluations de la somme (6). Un calcul assez simple
donne les deux inégalités

(9) )\n(z)gilcosnellogn-—ci(z) (2 = cosf)
et
(10) An(z, m)2 = | Tn() | logm — or(2),

ou ¢, (z) et ¢,(x) sont deux fonctions positives et finies de z, qui ne
dépendent pas de n. Précisons encore la signification des quantités
qui figurent dans (9) et (10). Dans le cas considéré des abscisses de
Tchebychef, le polynome w,(z) est

Tn(x) = cosn(arccosz),
les fonctions fondamentales ont donc 'expression

Tr(x)
Th(zi) (z— 1)

Tn(z) sinfz

l(z) = n cosﬂ—cosﬂk‘

= (__ 1 )]H-i

Si 2v +1 est le plus petit indice, tel que sy, 4+ 1< %"’ lorsque
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z+1= Egﬁ-———"':s) (> o enlier, 0 <8 < 1), le premier membre de (10)

représente la somme

%3]

Mz, m) = Z [ brri(z)] ([n : [] étant la partie entiére de r j I>.
k=v

Si n et n' sont deux entiers premiers entre eux, { = o est la seule

. 1 .
racine commune de T,(z) et Tn.(z), et £ === — les seules racines
2

communes de Ty, () et Typn(2) [tandis que T,(2) et Typ(z) sont
toujours premiers entre eux]. On peut alors construire une série
absolument et uniformément convergente sur le segment (— 1, 4 1) de
fonctions continues

20 =3, ur(),

r=1

telle que #(—1 <2 <1) élant arbitrairement donné, il lui corres-
pond une infinité de couples de nombres (r, n,), jouissant de la
propriété que

Lo [ur(@)]12 7z —ei(2)  [ei(«) borné],
| La[o(x) —ur(2)]| <3,

de sorte que
L [o(2)]| = .

D’une facon analogue, on construit une fonction ¢(z) telle que
L.[¢(2)] est borné en tous les points du segment (-1, + 1), sauf
le point z =—1. La suite Lo.[¢(2) + ¢(2)] n’est bornée en aucun
point de l'intervalle —1<x<1, si les abscisses d’interpolalion sont les
zéros du polynome de Tchebychef T, (2).

La méthode précédente peut étre appliquée dans le cas plus
général ou les points fondamentaux sont les zéros des polynomes de
Jacobi (dont le polynome de Tchebychef n’est qu’un cas particulier),
ainsi que dans le cas des abscisses équidistantes de Newton ( Griin-
wald, Marcinkiewicz).

11 est d’ailleurs trés probable qu’on peut faire correspondre a tout
systéme de points fondamentaux d’interpolation une fonction continue
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etbornée telle que la suite des polynomes d’interpolation de Lagrange
correspondante soit presque partout divergente, c’est-a-dire que les
points de convergence — s'il en existe — forment un ensemble de
mesure nulle. On ne pourra pas aller plus loin parce qu'il existe des
points fondamentaux sur lesquels les polynomes d’interpolation d’une
fonction continue et bornée convergent dans un ensemble dénom-
brable des points. Un tel systéme de points est, par exemple, le
suivant :
M=z, pour k=1,2,...,n;n=1,2,3,.

Indiquons encore quelques résultats relatifs au mode de conver-
gence des polynomes de Lagrange sur les abscisses de Tchebychef.

P. Turin a remarqué qu'on peut construire une fonction f(z)
continue dans U'intervalle (— 1, + 1) telle que les polynomes d’inter-
polation correspondants convergent en tout point de I'intervalle vers
la fonction f(z), mais la convergence n’est pas uniforme dans
aucun intervalle. D’autre part, il existe une fonction continue dont
les polynomes de Lagrange formés sur les zéros de T, (x) augmentent

indéfiniment au point x ==t cos 1;, (Erdés). Mais, si les polynomes

d’interpolation sont convergents, alors ils convergent vers la fonclion
a interpoler en tout point £ = cos, d’argument non commensurable

avec m, c'est-a-dire pour z % cosZm, p et ¢ étant deux nombres

impairs, premiers entre eux (Erdos-Turan, [1]).

8. Analogies avec les séries de Fourier. — Les polynomes
d’interpolation de Lagrange d’une fonction f (), relatifs aux abscisses
de Tchebychef considérées, présentent une analogie trés marquée
avec les sommes partielles de la série de Fourier de cette fonction.
A cause de cette analogie, plusieurs auteurs ont étudié parallélement
les séries de Fourier et les polynomes de Lagrange appartenant aux

abscisses de Tchebychef z,= cos <k — é) % (k=1,2....,n).

Une analogie formelle apparait immédiatement des développements
suivants. On sait que la fonction fondamentale () peut étre mise
sous la forme suivante :

n—1
12
I 14 = — —_ =
(11) k(z) ~ + anoerkcosrﬂ (cosb = z)

r=1
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(Fejér, [4] et [10], ou Feldheim, [2]). Alors

L (f)=cV+c{ cosb + e cos 28 +...+ ¢l cos(n —1)b (cost=z),

avec
(12) a
= zf(cosﬁk), = %Zf(cosﬂk)cosrﬂk (r=1,2,.,n—1),

k=1

tandis que la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier dc la
fonction f(cos 6) est de la forme suivante :

Sn(f)=a{{P+a{¥ cosb+ai* cos2 0 +..+all¥, cos(n—1)8  (cost=zx),
avec '

<I3) 1T 9 T
afl= :Ef S(cosb)d, aS!"::;r-f J(cos)cosrbdd  (r=1,2,..,n—1).
! 0 . 0 B

Et si nous posons encore

en(8) =64 =6z,  pour e“”<e<e<';’1; (k=o0,1,2, ..., n).

les relations (12) deviennent:

- ,

‘ c((jll):j_t.f S (cos®) dzn(0),

(14) P ‘

c(r'”:;f f(cosb)cosrbde,(8) * (r=1,2 ..., I}—/—l),
- 0 ‘

qui sont de méme forme que les formules (13)

On sait qu'il existe des fonctions continues et de période 27 dont. -
la série de Fourier diverge en certains points isolés de l'intervalle
(0, 27), ou méme dans un sous-ensemble parfait et non dense, mais
la question s’il existe une fonction continue, et de période 2w, dont
la s¢rie de Fourier diverge en tout point de Vintervalle (ou au
moins sur un ensemble mesurable de points) reste encore ouverte.
Nous avons vu que le méme probléme peut étre complétement résolu
pour les polynomes d’interpolation de Lagrange (12). Les sommes
hn(z) des modules des fonctions fondamentales ix(z), dont I'impor-
tance a été signalée, jouent le méme role que les constantes de
Lebesgue des séries de Fourier. L’analogue de I'inégalité (g), pour
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les constantes de Lebesgue

. I
sin{n—+-)¢
o . fzﬂ ( 2)
n= —
27 f

dt (n=1,2,...)
sin ! t
2
est le résultat de' M. Fejér

Pn 4
m — = —
n>wlogn w2

En étudiant le probléeme de DP'équiconvergence des séries de
Fourier et des polynomes de Lagrange, Faber [3] a obtenu des
résultats trés intéressants. Un de ses théorémes — qu’il a ¢établi pour
le cas de U'interpolation Lrigonométrique, mais qui peut étre transcrit
sans changement au cas des polynomes de Lagrange formés sur les
abscisses de Tchebychef — est le suivant :

11 existe des fonctions conlinues f(z) dont la série de Fourier est
partout uniformément convergente, tandis que les polynomes
d’interpolation de Lagrange divergent en un nombre fini ou infini
de points, ou au voisinage de certains points leur convergence n’est
pas uniforme. Inversement : on peut donner une suite de nombres
entiers croissant indéfiniment n,, na, ..., ny, ..., tels que la suite
L., (f) des polynomes de Lagrange de la fonction continue f() con-
verge uniformément vers f(z), tandis que les sommes partielles de
la série de Fourier formées avec les mémes indices divergent en
certains points de l'intervalle.

La premiére partie du théoréme de Faber a ét¢ généralisée par
MM. Erdés et Grinwald qui ont démontré (d’apres une communica~
tion orale) qu’il existe une fonction continue f (z) dont les polynomes
d’interpolation formés sur les zéros de T,(z) divergent partout,
tandis que sa série de Fourier est uniformément convergente dans
tout l'intervalle.

Les moyenncs arithmétiques

(15) on(@) = = 3 La(f)
k=1

des polynomes d’interpolation de Lagrange, formés toujours sur les
abscisses de Tchebychef présentent encore des analogies avec celles
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des sommes partielles de la série de Fourier de f(x). Les résultats.
de M. Fejér [1] seront exposés dans le Chapitre 1II; nous nous
contenterons ici de I'indication de quelques résultats récents.

M. J. Marcinkiewicz [2] a démontré qu’il existe une fonction
continue pour laquelle les moyennes arithmétiques o, () sont diver-
gentes en un point. Le méme résultat a été trouvé — indépendem-
ment — par MM. Erdés et Turén [1] pour le point x=o0. Le probléme
proposé¢ par M. Marcinkiewicz [2] de voir s'il existe une fonction
continue pour laquelle les ¢, () soient presque partout divergents a
été résolu a son tour par MM. Erdés et Griinwald. Ils ont démontré
le théoréme plus général d’aprés lequel la divergence des moyennes
arithmétiques peut avoir lieu partout dans intervalle.

6. Un défaut d’autre nature du procédé de Lagrange. — M. de la
Vallée Poussin [1] a remarqué que la formule de Lagrange présente
encore un inconvénient d’ordre pratique : c’est d’exagérer I'influence
des erreurs d’observation. Aulrement dit, si les valeurs yit+en,
Ya—+Eay..., ¥n—+¢en, utilisées pour déterminer L,(f) aux points
Zyy Zay...; Tn DEsont égales aux valeurs correspondantes ¥y, ¥ayeery ¥n
de f(z) qu’a une certaine approximation prés, il en résulte pour la
valeur de L, (f), en un point différent des précédents, une erreur qui
peut devenir pour des valeurs assez grandes de n beaucoup plus
grande que cette approximation. Mais si cette circonslance ne se¢
produisait qu’en des points isolés ou dans des intervalles dont la

longueur totale tend vers o avec ;L— présumé par M. de la Vallée

Poussin — ce défaut ne serait pas trés grave, et il pourrait par
cxemple ne présenter aucun inconvénient pour P'intégration. Or, il
n’en est pas ainsi, parce que, comme I’a montré M. Fréchet[4], cette
exagération de U'influence des erreurs d’observation peut se présenter
effectivement dans une suite d’intervalles dont la longueur totale peut
devenir eLrester aussi voisine qu’on voudra de la moitié de la longueur
de l'intervalle d’interpolation, a partir d’un nombre d’observations
assez grand.

Remarquons encore qﬁe, tandis que les singularités signalées par
Méray se présentent pour des fonctions elles-mémes singuliéres [il
faut supposer au moins-que f(z) n’est pas holomorphe dans un cer-
tain intervalle comprenant l'intervalle d’interpolation], la singularité
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de de la Vallée Poussin (et c’est ce qui en fait la gravité) est indépen-
dante de la fonction f(z) qu’il s’agit de représenter.

H. Hahn a cherché des conditions pour que des changements
négligeables des valeurs de la fonction a interpoler f(z) n’aient
comme conséquence, dans le cas de méthodes générales d’interpo-
lation, que de petits changements dans P’expression de la fonction
d’approximation. Indiquons une de ces conditions : la circonstance
précédente se produit sirement dans tout intervalle (a, b) si le
procédé d’interpolation est uniformément convergent vers f(z) dans

(a, b), la fonction a interpoler f(z) étant continue dans cet inter-
valle (Fréchet-Rosenthal, [1]).

CHAPITRE 1I.

LES FORMULES D'INTERPOLATION MODIFIEFS.

7. Le théoréme de Borel et ses diverses démonstrations. —
M. Borel, en démontrant la divergence de la formule d’interpolation
de Lagrange pour les abscisses équidistantes de Newton, a cherché la
possibilité d’approcher une fonction par un polynome bien défini, et
a trouvé le théoréme suivant :

On peut former, une fois pour toules, des polynomes Py n(x)
de degré n qui jouissent de la propriété suivante : Etant donné
une fonction f(x) définie et continue dans Uintervalle (0,1), on a
(1) f(z)=Mi(z)+ {M(2)— D (r)]

+ {I(z)—O(z) | +...4+ { () — Mg (z) } +...,
en posant

(2) () =2f(1) Punn(@),

m=—0

et la série de polynomes figurant au second membre de (1)
converge uniformément vers f(z) dans Uintervalle (o,r1).

M. Borel [1, 2] a démoniré¢ 'ezistence de ces polynomes P, o (),
qui a été aprés construit effeclivement par plusieurs auleurs, tant
dans le cas trigonomélrique que dans le cas d’interpolation par poly-
nomes proprement dite.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 95 2
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La méthode de M. Sierpinski [1] consiste dans I'approximation
de |z| par un polynome. Indiquons encore les cousiructions de
Krause [1] et Potron [1]. Il faut aussi mentionner la méthode générale
de M. Lebesgue [3] par laquelle on peut déterminer (en partant de
représentations intégrales au moyen d’intégrales singuliéres) les poly-
nomes précédents, et d’autres solutions — analogues a celles de
Borel — du probléme d’interpolation. Cette méthode a été utilisée
par M. Radakovi¢ [1] pour I'étude de la dérivabilité des séries d’in-
terpolation.

Une autre démonstration du 'théoréme de Borel a é1é fournie par
les célebres polynomes de S. Bernstein [2, 10, 15]

3 Bu(f) = 2 f(f’,;‘) Chram(1—z)r="m.

m=0

Il est extrémement simple de voir que, dans l'intervalle (o,1), on
a uniformément

) lim B, (f) = (),
ny»®

J (z) étant continu sur ce segment.
Pour cela, rappelons les idenlités

(5) i Cmam (1 — g)n—m =1
et m=e
(6) Zn, (m— naz)CRam(1— z)—n=nz(1— ).
Posons " )
F@—Bu) =Y, [7@) =7 (2)] crama—oy-m=za 2,

ou X' désigne la somme de la quantité précédente pour toutes les
valeurs entiéres de m telles que | m — nx|§n'_.:, 2" la méme somme
pour les autres valeurs de m, c’est-a-dire telles que |m — nz|> nt.

Dans la somme 2/, max|f(a:) —f(%)l =¢a (), avec 11;11 en(Z)=0

uniformément pour toute z, donc ¢,(z) <& et lime, =o. Par
ny»wo
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suite

X< e, 2 Cllam(1—gz)»—m=¢, [en vertu de (5)].

m=0

Ensuite, si | f(z)| < M,
< aM Chtzm(1— z)yu—m,
2
|m—nx|>nt

Mais, dans ces conditions, d’aprés l'identité (6),

1

Y CRena—ayrgneG— )<t

3
lm—nxv|>n4

d’ou
oM 1t
< 205
et ainsi
M -1
If(x)”Bn(f)l<€n+?n z, C.Q. F. 1.
8. Les formules modifiées de S. Bernstein. — Les formules d’in-

terpolation convergentes de M. Borel sont de nature entiérement
différente de celle de Lagrange. Cette derniére a la propriété caracté-
. ristique que

L[ f (k)] = f(22), pour k=u1,2, ..., n,

tandis que B, (f) ne coincide pas aux points fondamenlaux avec la
fonction donnée f(x). Par exemple, pour les abscisses équidistantes

k A . .
Zx= —-» on n'a, comme 'a montré M. Bernsicin [10] que la relation

approchée

B, [f(:;)] =’§ f( >C"t (Z)’“ <n:A>n—m
I

0

s e ( +tv//.(n—/C)> S di.
2W Y

La formule de Lagrange étant divergente, si I'on veut la conserver,
il faut soumettre la fonction a interpoler a des hypothéses plus restric-
tives que la conlinuité, par exemple, & une condition de Lipschitz. ou
a étre a variation bornée dans tout intervalle du segment (—1, 4-1).

14
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D’autre part, la continuité seule peut suffire pour obtenir des formules
convergentes si 'on modifie le procédé d’interpolation d’une fagon
convenable, par exemple, en augmentant le degré des polynomes. Le
cas classique del'interpolation d’Hermite sera traité dans un chapitre
ultérieur. Ici nous montrerons qu’une petite modification de la for-
mule de Lagrange peut assurer la convergence de la formule modifiée
dans tout intervalle ou f(z) est continue et assujeltie seulement a la
condition de rester bornée sur tout le reste du segment (—1, +1).
Cette modification permet de construire des polynomes de degré

. . n
M = n — 1 qui se confondent avec la fonction f(z) en N=n — [E—l]
points, 2/ étant un cntier pair quelconque, et tendent uniformément
' . . M .
vers f(z) lorsque n augmente indéfiniment. Le rapport N qui est

2n—1I I

—2— —)

égal pour la formule d’Hermite (voir Chapitre IV) &

peut étre rendu dans notre cas aussi voisin de 'unité qu’on veut.
la convergence ayant lieu dans tous les cas (Bernstein, [9], [10]).
En choisissant pour les points fondamentaux les zéros de T ()

m=cos(l‘—%>E (k=1,2,...,n),

n

la formule d’interpolation en question sera définie par

n
A
7) Qn(f)=T"(x);mm’
on =
g Ar=f(zr),  pour ®  non entier,
(8) 2l
Ar—Apa+Aro—.. ..+ Araie— Ag_oppy=o0, pour k=2ls.

On aura alors
n —
_ Ta(z) f Ary1—2?
Q)= == X (e 0=t
k=1
Passons a la démonstration de la convergence de cette formule.
Posons

@ on= Q) —f@) = oD (—ayers A= L@V 2
k=1

L — Tk

= ph+ Py
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ou p), correspond & la partie de la somme ou z; > z, p), & celle o
z; < z. Il suffit d’examiner la premiére somme. Ecrivons encore que

pn=S81+ Ss,

S, contenant & points fondamentaux voisins de x, et S, tous les autres
(s’il y en a), réunis en groupes de 2/ termes. En désignant par o ()
l'oscillation maxima de f(z) dans un intervalle de longueur d, et en
observant que

Ta(2)V1— 2}

n(x—x) <3

on aura l'inégalité

(10) iSl|<6hw(h+In).

n

. 1—z° . .
D’autre part, la fonction u(z) = Vizsz est croissante pour z tixe,
r—23

donc, en supposant | f(z)| <M dans (— 1, + 1), il vient
180 1< 228 u(an,) ),

z;, étant le point fondamental le'plus voisin de z. Un calcul simple
, LA LA
donne u(z;,) < 7> d’o
M
(ll) | Se | < 2T-o
¢ étant arbitrairement petit, on peut prendre r assez grand, pour que,
si h= HTM, on ait

6ho (h;—lﬂ) — 241Mw(4lM)< 85

€ £En

(10) et (11) montrent que
eni<e

En appliquant le méme raisonnement pour I’évaluation de p,, on aura
finalement

len|=1Qn(f)—F(2)| <25,

et cela prouve le théoréme.
Indiquons comme conséquence particuliére la formulf
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al=r1,

(12) Qn<f) — T"(":") 2 (— 1)‘_” [.f(xk) + f(Zk+1 ) \/1_32 s
k=1

2 X — Tk

qui sera convergente pourvu que 'on prenne
S(z0) = f(21) et S(Zni1) = f(zn).

On aura une formule encore plus symétrique et aussi bien conver-
gente si 'on emploie la méme formule de Lagrange (7), avec les
conditions suivantes :

‘\Ic=%[f(-’b‘/l—i)-'-2f(-%‘k)+f(xk+1)]7 pour k=23,...,n—1,

et
A= I3/ + f@)],  An= 1S (2n) + 3f(n)]

Une autre formule modifiée de M. Bernstein [10] est constituée de
polynomes P(z) de degré n+ 2k —1 s¢ confondant avec la fonc-
tion f(z), continue dans lintervalle (— 1, - 1), en n points de cet

. R 2h . . . ,
inlervalle, ou le rapport — = 9 peut étre pris aussi petil qu’on veut.
La formule est la suivante :

2T, (z) ", (—“l)k"'if(wk)\/l-—xi . w—
n(2h+1)A_.4 (x —zr ) sin(2k + 1) arc sin
=1

(13) P(a)=

La convergence uniforme de cette formule ne sera toutefois assurée
qu’a l'intérieur de U'intervalle (— 1, + 1), et ce n’est qu’en multipliant
le reste par \/1 — % qu’on obtient la convergence uniforme de (13) -
sur tout le segment. La briéveté nous oblige de négliger la démons-
tration de ce théoréme.

9. D’autres formules d’interpolation convergentes. — a. Formule
de Faber. — Considérons la série

n

(14) In(2) = D R (@) f(a),

k=0

ou f(z) est continu dans (o, 1); 2 sont n +1 points rangés dans
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Vordre de grandeur croissante de cet intervalle; z{" = o, " =1,

. (n) (),
lim {2}, —2%" | = o,
ny o

uniformément pour £ = o, 1, 2,..., n — 1. Quant aux fonctions R{"(z),
elles doivent tout d’abord vérifier les deux relations

R (2¢)=1 (k=o.1,2,...,n;n=2,3,...),

R{Y(2{") = o, pour i3k,

qui montrent que

Ja(2) = f(2{), pour k=o0,1,2,...,n
Si I'on prend ensuite zi" = ’I—:,
Ry (z) = o, pour z< k= et 2 E—?)
(15) Rscn)(x)_—'cosz(m_é)%’i’ pour k;—lgwgk:[,

on aura, uniformément dans l'intervalle (0,1), la relation
Alm In(2) = f ().
Remarquons que I'on a, d’une fagon approchée,

R (z) s e—(nxe—k1* cost(nz — k) g .

Cette approximation est trés bonne, et conduit & une erreur trés
petite. Si I'on développe le second membre en série de puissance de
(nz — k), on pourra prendre un nombre de termes suffisant pour que

le reste soit inférieur en module a ni! . Alors

Jo(2) = in(z) + ra(2z),
et

lim in(2) = f(2),
ny>wo

ce qui fournit une démonstration du théoréme de Weierstrass.
Pour d’autres formules, ne supposant pas les abscisses distribuées
d’une maniére équidistante, voir le Mémoire [1] de G. Faber.
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b. Formule de Ch. de la Vallée Poussin. — Considérons une
fonction f(z), continue dans Vintervalle (— 7, +7), et n=2m + 1

points équidistants d’abscisses z; = ’—c’;’; (k=—m,...,+ m), de cet
intervalle. En partant de la formule
F(a)— SOmE ~ (1S @),

m Z — X}
A=—m

M. de la Vallée Poussin [1] construit un polynome F,(z) de degré
12m (donc 6 fois plus élevé que celui de Newton) qui converge, ainsi
que F(z), vers la fonction considérée f(x), en prenant les mémes

valeurs que f(z) aux points x;, pourvu que f(z) soit a variation
‘bornée.

On a

sinmax = m2z?
” ="!] (‘— k—;) =P(2)Q(=),
=1

avec

m @

p— ’anB méxﬂ
ro=e[[(i-F) == ] (’—F;z)’
k=1 A=m-+1

et en dé¢finissant un polynome S(z), de degré p, tel que

Q(z)—S(x) _ I
Q@ - °<mm>’

le polynome en question aura l’expression

+m _ &
k=—m

I1 est facile de voir que

F(z)—Fi(2)=0 <VI§)

M. Bernstein [11] a montré que le degré de ces polynomes peut
étre considérablement abaissé : il suffit de prendre un polynome de
degré 5m.

Diverses extensions et généralisations de la formule de M. de la
Vallée Poussin ont éié données par S. Bernstein, M. Krawtchouk [1],
N. Kryloff et J. Tamarkine [2]. Le lecteur est prié de sc reporter
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pour ces formules — qui ne sont en général pas des formules d’inter-
polation par polynomes — aux mémoires cités.

10. Sur la formule d’interpolation de Newton. — Le polynome
d’interpolation de degré n — 1, outre la forme (1), Chapitre I, due a
Lagrange, peut étre exprimé de la maniére suivante :

n—1

(16) Na(f) =, Bi na(a),

A=0
les polynomes rn;(z), de degré &, étant définis par
no(z) =1, np(z) =(x—z1)(x — 23)...(x — zi) (k=1,2,...,n),
ou les 2; sont les points fondamentaux, et les coefficients By les diffé-
rences divisées '

Bi= {2z, 29, ..., 1},
ou l'on a posé

{z} = fi(z),
zs) — f(zx
{:m,xg}=f( °) f( l)’
To— 1
......................... R
{m,,z,,...,wk+1}={x"x°’""xk_l’w""i}_{x"xo’""xk_"mk}-

Lh4+1— Tk

Ce polynome N,(f) est, bien entendu, identique au polynome de
Lagrange. M. W. Gontcharoff [4] a étudié dans un travail récent la
convergence de ces deux procédés d’interpolation, dans le cas d’abs-
cisses assez générales, soumises a étre réelles et positives,

0 <L X<l <Ll x <. (}_i)mm:oo),

ettelles que la série 2 ;I; est convergente. La formule (16) de Newton
k=1

correspondante aura la méme forme, la sommation étant seulement

¢tendue a la suite indéfinie des points zx. Quant a la formule de

Lagrange, elle sera remplacée par

L(z) =Y f(zx) (),
A=0
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ou encore

zum:ﬁé_‘;—)_,—m et w(x)=!](x—§k) (k=1,2,..). .

=1

M. Gontcharoff a établi des théorémes et des conditions pour la
convergence simultanée des méthodes d’interpolation de Lagrange

et de Newton. Indiquons seulement la conclusion intéressante qu’il
a déduite :

La convergence, dans le cas des abscisses précisées, de lu
méthode de Lagrange entratne celle de la méthode de Newton,
mais la réciproque n’est pas vraie : la méthode de Newton peut con-
verger sans qu’il en soit de méme pour celle de Lagrange.

CHAPITRE III.

INTERPOLATION TRIGONOMETRIQUE.

11. Le théoréme de Faber et sa démonstration due i L. Fejér. —
Nous ne pouvons pas faire une distinction bien marquée entre I'in-
terpolation par polynomes et l'interpolation trigonométrique. Il y a
des cas qui peuvent bien se classer a chacune des deux sortes d’in-
terpolation. Tel est, par exemple, le cas de l'interpolation formée

par les abscisses de Tchebychef z; = cos(k — ;) ;;, zéros du poly-

nome T,(z)=cosn(arccosz). Nous exposerons les principaux
résultats analogues a ceux des chapitres précédents.

La divergence de la formule de Lagrange dans le cas trigonomé-
trique a été établie par G. Faber [4], comme nous Pavons déja
mentionné dans 3. Ce théoréme peut s’énoncer de la fagon suivante :

Sotent ty, ty,. .., t, des valeurs arbitraires données. différentes
entre elles, et appartenant a Uintervalle oSt<n. Il existe un
polynome de cosinus T(t), d’ordre au plus égal & n tel que, d’une
part,

(1) | T(t)|<1, | T(t)| <, vy IT(t’l)I§I5

mais, d’autre part, tel qu’il existe un nombre v appartenant
’ part, q 144
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également a Uintervalle o< t<w, pour lequel
(2) | T(x)| > = logn.

M. L. Fejér [3] a donné une démonstration trés élégante de ce
théoréme que nous reproduisons dans ses grandes lignes. Consi-
dérons les deux polynomes de cosinus

$(8) = 1(00’:0 - cos2f o coslnﬁ)’

6 n—1
et
_ 1 fcos(n—+1)b cos(n +2)6 cosanf
X(e)——6< I + 5 +e — )
et soit
9(8) = 4(8) + % (8),
ensuite

q)(a’ t)= Q(G-——t)-;— ?(a"_ t),

ou o est un nombre réel quelconque. Désignons par J(«, t) le poly-
nome de Lagrange de ®(«, t), d'ordre Sn

I(e, t) =2 ®(a, tr) L (2)
k=0 '

=i pla—t)+oatt), o
2

k=0

= Y= t)-ZHP(a +1t) "‘Z x(a—t) -;- £ (2 + tk){k(,).

A=0

Alors

3a, o) = q%o_) N ',';(za) +Z G tlc):'){(a+tk) L(a) = q%o) + U(a),
A=0

U(a) étant un polynome de cosinus en a, sans terme absolu.
Désignons par £ un des zéros de U(«); pour cette valeur

3) I, s)=4‘(2°)=‘—‘2(1+§+...+5)>I_‘510g,..
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Si I’'on considére le polynome de cosinus

()= 0= D 05 2 k(= 3, T HET W) )

k=0 k=0

on aura, d’une part,

T =136 )| = [LEZDEEX D ¢, (ke 1y, 0y ),

ce qui vérifie (1); d’autre part, en vertu de (3),
T(E)=1(5 £)> 7, logn,

qui vérifie (2), et par suite le théoréme.

Une nouvelle démonstration de ce théoréme, non essentiellement
différente de celle de Fejér, a été donnée tout derniérement par
M. Marcinkiewicz [3]. Désignons par zix(k=o,1,2,...,2R)
2n -1 points de l'intervalle (o, 2m), rangés dans I'ordre croissant,
et soit U,[f,z] le polynome trigonométrique d’ordre n défini par
les 2n + 1 égalités

Unlf, zi] = f(xk) (h=o0,1,2,...,2n)

Si Sa(f, ) est la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier
de f(z), supposée intégrable au sens de Lebesgue, et de période 2,
on aura

I

0 [ Ulgw a—uldu=5u(, ),

ou 'on a posé gu= f(z + u). Silon fait
n=max | Unlf; 2]},

. ot le maximum est pris pour toutes les fonctions f(z), vérifiant la
condition | f(«)|<1 dans 0o Sz <2, on tire de (4), que, pour z=o,

. LY 3 sin (n+ %) x
Li2max|Sa(/)| =2 [ |——p |z,
[}

. &
28 —
2

le maximum étant pris pour toutes les fonctions f(z), sou-
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mises & I'unique condition |f(z)|<1. 1l existe alors une fonction
continue f,(z) telle que

[fn(-l')lél,
et
. ( 1)
s |sin(n+ - )z
max | Un[ fo, 2]]2 L,,gLf 2! iz
0 2sin§

D’autre part, L, <o pour n=1, 2, .... Si I'on considére la fonction

) F@) = L fu(a),

=1
on aura
lim sup max |Up[f, z]| =,
n>w 0oZrom
dés que la suite n; croit assez rapidement, ce qui fournit la démons-
tration signalée du théoréme de Faber.

D’autre part, la fonction continue f(z) étant donnée, on peut
choisir un systeme de points fondamentaux {x:}, tel que la
suite U,[ f, x] converge uniformément vers f(x).

12. La forme trigonométrique de la formule de Borel. — Nous
avons vu dans le n° 7 du Chapitre II comment M. Borel a défini une
formule d’interpolation par polynomes donnés une fois pour toules et
qui converge toujours vers la fonction a interpoler. Sa méthode a été
étendue au cas trigonométrique par M. Fréchet [1] qui a démontré
qu’il exisle des polynomes trigonométriques M, ,(6), formés une fois
pour toutes, pour lesquels

q
®) S0y = lim 3 £(2E2) My, (0),
p=0

uniformément dans V'intervalle (o0, 27), la fonction f(6) étant continue

dans cet intervalle. Si f(6) est encore supposée de période 2,
ona

9
T < /M
f(e)—;;nlp}:lf\ 22) $p,q(0),

uniformément par rapport a 6 dans (o, 2m), S, 4(0) étant également
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de période 2. On pourra prendre, par exemple

T
_I 2_12 2pT
Sp.e(8) = 7 + = K > cosn( q )
n=

M. D. Jackson [2] s'occupait, a son tour, du méme probléme. Il a

posé

sin —

o4(z) étant une fonction continue, de période 2m. Si, pour toute
valeur de 6,

T
. ¥
Spa(®)20, ¥ Spu =1, lim DS, (0) =0,

reg

I'ensemble des indices J étant constitué par les valeurs de p pour
lesquelles 6 — 2’% difféere du multiple le plus voisin de 27 de moins

de 8, > o étant indépendant de § et ¢, la relation (6) a lieu unifor-
mément dans 'intervalle (0, 2m). Nous avons vu que M. Fréchet prend
la fonction g, (z) sous la forme la plus simple possible, sa courbe repré-
sentative étant une ligne brisée : la somme des 1+ ¢® premiers termes
de sa série de Fourier. La propriété de convergence uniforme (6)
peut étre oblenue en ne prenant qu'un nombre de lermes de I'ordre

de O ( > Si 'on prend, par exemple,

=1 Al _ 2T g 2T
9,7(0)_2<1+cos 2> pour q <6< q’
2,(0)=0 pour les autres points de l'intervalle (— =, + =),
la série de Fourier de ¢4(0) est
=t TV ' anz
SeOl=g =7 ZnGa—gGrrg)’ sin=geosnd,

et il suffit de conserver dans S,4(6) les N premiers termes,

ou % =0 (q—%).
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13. L’interpolation trigonométrique par abscisses équidistantes. —
Soil f(6) une fonction bornée et inldgrable au sens de Riemann dans
P'intervalle 0 <6 <2n. Désignons par

7 sn(8) =20 +z (a1 cosk® + by sinkb),
k=1

la somme des n+ 1 premiers termes de sa série de Fourier. Les coef-
ficients sont donnés par

ar= ﬂlf.,ﬂf(t)cosktdt
(8) ‘ (h=0,1,2, ..., n)
k=2 f " f (e sinkedt

Or, considérons la somme trigonométrique d’ordre 7,

(9) Sn(8)= 20 +2 (Agcosk® +'By sink9),
k=1
avec

2

n *n
1 T 2
Ar= ;szn_'_l Zf(ﬂv)coskev} =2 vacoskﬂv,
v=0

(o) Bk xim_._l Zf(ev) smkﬂvg = 2n2+1 anv sin k6,
(k=o, 1,2, .00y 0) h

Ona

(1) SuB) =f(0) =/ (v=0,1,2 ..., 20);

donc (9) est une sorte de formule d’interpolation pour f(8), aux
abscisses 0,. Il est connu (Fejér [1, 2]) que

sm(zn+1) —9

J(12) sn(e)=—f f(t)——fezdt,
2

sin
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et
) sin(2n+1)e":ﬂ
(13) Sa(0) = 2% 2n+12‘f(6") _ by— b
v=0 sin——

6,— 6

°n sin(2n-+1)
=va

- b,—0’
v=0 (2n+1)sin =

d’ott 'on déduit immédiatement les relations (11). Les formules (12)
et (13) montrent trés clairement I'analogie qui existe entre s,(0)
¢t S,(0). Prenons maintenant le cas des abscisses équidistantes

; om
(14) 6"=vn+1 (v=o0,1,2, ..., n),

et calculons les moyennes arithmétiques des sommes partielles s, (6)
et Sp(0). Pour la série de Fourier, nous aurons

n n

X 1 ~ __ap n+1—k .
(19) ma(8) = e Zs,.(ﬂ) =5 +Z——m(a‘ cosh O + by sink9),
r=o k=1

avec les valeurs (8) de a; et by, tandis que pour la somme trigono-
métrique,

n

n
+1—k .
(16) M,(8) = ,7-‘_:2 5,(0) =2 +Z 2L R (o cos kb —+ Py sin k6),

n—4+1
1= A=1
avec
n n
ap= 2 vacoslnev, s = 2 va sin k0, (v=o0,1,2, ..., n).
n+1 n—+1
v=0 v=0

Or, on peul encore mettre (15) et (16) sous une forme plus con-
densée

. om sin(n+1)t_2-6 ?
(17) 'nn(9)=mjo‘ S0 T_e—‘ dt,
’ 2
n sin(n+1)ev:0 ’
(18) M,,(ﬂ)_—.z M —= )

v=0 (n +1)sin
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Cette derniére formule permet de montrer que I'on a encore
L Ma(8)=f(8)=fr (v=0,1,2, ..., 1),

donc (18) est encore, dans un certain sens, une formule d’interpola-
tion généralisée. M. Bernstein [4] a remarqué qu’il suffit d’introduire
les conditions supplémentaires

My(8)=0 (v=0,1,2 ...,n)
pour que (18) devienne une véritable formule d’interpolation.
Or,

n sim(n+1)ﬂ\':e :
M (6) — f(8) = X [f(0) — SO | ————=5 | »

(n+1)sinL2_—

et si 'on suppose f(0) partout continue, de période 2, on aura
I Ma(8)—f(0) <e, si n->o.

Pour ce qui est de ’ordre de ’approximation, nous renvoyons aux
travaux de Faber [2, 3], Jackson [3, 5], Kryloff [2,6], ainsi qu’aux

ouvrages cités dans 'Introduction. Indiquons seulement que

| Ma(6)— f(8)| =0 (long”) (Kryloff [2]).

14. Interpolation trigonométrique par la méthode des moindres
carrés. — L'interpolalion trigonométrique des fonctions périodiques
par la méthode des moindres carrés, traitée par M. S. Bernstein [14]
dans le cas ou les points fondamentaux sont équidistants, conduit aux

sommes
m

(19) Sm(0)=2(avcosv0+bv sinv ),
v=0
avec les coefficients

p—1
1 2k1:)
a°_pk=20f( A

'S .2k k

2 2KT 2KTY
Ay = — -— ) CO8
v pgof(p> P’

p—1 ‘
2 2kz\ . 2k=xv
bv_;,g)f(T) sin (v=1,2, ..., m),

p

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 95,



3o ERVIN FELDHEIM.

quel que soit m < —f » p désignant le nombre des abscisses d’interpo-

lation. On a aussi

. 2m—+1 2kn
Ip—1 (2](1\: s (0— P ) !
(0) Sm(®)= 2 ¥, 7(227) .
pk: P sin — 1 (0_ 2_k£_) ah
2 p

Si p=2s+1, (20) se réduit a la formule exacte de Lagrange,
pP—1
2

lorsqu’on fait m=s= ; si p=2s, on ne peut plus prendre m=s

et alors la formule d’interpolation exacte d’ordre s, dont les coeffi-
cients pour v<s sont toujours donnés par les expressions précédentes,
sera remplacée par

S;(9) = smmﬂz(_l)kf( )cotvl(ﬂ—lisf>+bsinsz.

Si I'on suppose
e

on aura

| £(8) —Sm(8)| <[log(2m +1) + 3] Ex f(8),

ou E, f(8) est la meilleure approximation de f(8) par des sommes
trigonométriques d’ordre m.

On obtient un résultat encore plus satisfaisant en formant les
moyennes des sommes S,,(0) analogues a celles de Fejér

So+ S1,+...+ Sm_1

(22) om(8) =

m
1 < o kw smﬂ(ﬂ—%) ’
EOWES
mp% P sin ' (0.— 2_,27_:)
P
La condition (21) entraine
(23) [om(0)|<1,

quels que soient 6 et m < i:- On en déduit que, si m croit indéfini-

ment,

lim {on(6) = £(8)} = o,



THEORIE DE LA CONVERGENCE DES PROCEDES D’INTERPOLATION. 31

uniformément par rapport a 6, quelle que soit la fonction continue
périodique f(6). On pourra encore considérer les moyennes géné-
rales des sommes S, (6).

15. Relations avec les séries de Fourier. — Ecrivons la formule (g),
en remplacant les coefficients A et Bx par A" et B

n
n
(24) Sa(0) = A—;’-—+2(A‘,{”cosk0+B‘k’”sink0).
k=1
Si 'on écrit
2m an om
- <
() =v ooy pour Voo SO+ o
(v=o0,1,2,...,2n),

les coefficients auront pour expression
1 o I o
(25) A(k")= ;‘f S (0)coskb d9p,(0), B(k")= ;:-f f(6)sinkb 49,,(0)
0 1)
(k=1,2, ..., n).

L’analogie entre les coefficients (8), (10) et (25) est évidente. Elle
apparait encore mieux si 'on met (24) sous la forme

(26) SO =% [ £ Du(d =) d (o),

D, (¢) étant le noyau
. 1

sin (n -+ E) t

Dp(t)= ——22

.t
2s81n —
2

)

tandis que la somme (7) est égale a
I 27
(27) sn(e)=;[ F(£)Dn(8— ) dt.

(Jackson [9], Marcinkiewicz [2]). Dans toutes ces formules f(6)
désigne une fonction continue, de période 27 dans 'intervalle (o, 2m)

M. Marcinkiewicz [4] a démontré qu’on peut construire une fonc-
tion g(0), continue et définie pour 0S8, telle que la suite
S.(8) = Ux[ g, 0] soit partout divergente (théoréme analogue a celui
traité dans le n° 7 du Chap. I).
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 Le méme auteur [2] a trouvé d’autre part, que la convergence
absolue de la série de Fourier de f(0) entratne la convergence
uniforme de S, (0) = U,[f, 8] vers la fonction f(8).

Considérons, en effet, la fonction

©

F(®) =2+ ¥ (aycosvd + bysinvb);

v=1
alors
n
a N .
sn(0) = —29 +Z (ay cosvh + by sinvl),
v=1
et

n
(n)
Sn(0) = Un[f, 0] = i"_g_ + Y (A cosvb + BY sinse).
v=1

Les formules (25) montrent que

@

—y
A = “”"”2.' [as2n+t)rvy+ at(an+i)—v];
=1

B{" = b, +2 [Be(onra)yv =+ bian+1)—v ]

=1
de sorte que

1Un(sy ) —a(0)1 € ) D {latinsnrss | + | briansev|

=1 v=0

=< b 1av|+|bv|> —o.

v=n-+1

On démontre de méme que si la fonction continue et impaire f(9)

admet les coefficients de Fourier décroissants et d’ordre o (-’I-L-) y alors

la suite U, [ f, 6] converge uniformément.
Indiquons encore quelques résultats. Soit

i
Al
Sna(0) = Unil f, 8] = =2 +Z [ A{ cosvb + B{sinv0]
v=1 '

et

an(9) = ;ﬁ;vn,zm 0]
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Alors la suite des ¢, (8) converge uniformément vers f(9).
Enfin, si f(8) désigne une fonction continue, et 1 <p <, on ala
relation

27
I;nf {Un(f) = f(0) 1P db = o,

16. Quelques formules modifiées. — Considérons la formule de
M. D. Jachson [B], analogue a celle de Kryloff-Tamarkine [2],
signalée dans le n° 95 du Chapitre II

o n sinne"_—o '
(28) 2a(8) =Ha 3 SO0 | —5—=5 | »
k=1 sin 5
ou
. 2n sinnek_e )
et ’

0k+1—0k=% (k=1,2, ..., 2n—1).
H, est indépendant de 6, donc 2, est un polynome trigonométrique
d’ordre <2(n—1). D’autre part, comme

2.0 =F(0) (k=1,2,...,20—1),
(28) est une formule d’interpolation. On a le théoréme suivant :

Si la fonction f(0), de période 2m, satisfait partout a la
condition

(29) £ —f(O)|SA0"—0),
la somme trigonométrique d’ordre <n, 3,(8) approche cette fonc-
37X

tion avec une précision ne dépassant pas ~£=.
n

Plus précisément,

23 A
ERORFIOTRE -

ou, d’aprés M. Kryloff [2],

3z A 3
1 Za(0)— F(0) 1 < BE 2 4 42 2,
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d étant la longueur de I'intervalle ou la condition (29) est valable, et
w désignant l'oscillation de f(6) dans tout intervalle.

Remarquons qu'une erreur au plus égale a ¢, commise sur f(0k)
n’entraine sur 2,(6) une erreur supérieure, en valeur absolue, & ¢,
contrairement a S,(0) [formule (13)], pour laquelle cette erreur est
de I'ordre de e logn.

Si f(6) est continue, 2,(6) tend uniformément vers f(0),
pour n— . ¢

Une autre formule d’interpolation généralisée, analogue a 'intégrale
singuliére de M. de la Vallée Poussin, rencontrée dans sa méthode
de sommation des séries trigonométriques [1] a été traitée par
M. N. Kryloff [2]. Elle est la suivante :

Va(8) = hni S(0k) (cose_2 0")2"’
k=1

avec

n
1 6 —6;\2» td
F=2 (cos 5 L) ’ et 0k+1—0k=; (k=1,2, ..., 2R —1).
n

k=1

Cetle formule ressemble beaucoup a celles considérées antérieure-
ment par MM. Kryloff et Tamarkine, et Jackson. On démontre
encore que k, est indépendant de 6, et 'on a le théoréme suivant :

Pour toute fonction continue f(0),
lim V,.(0) = £(0),
ny»w
la convergence étant uniforme dans Uintervalle de continuité

de f(6). Si la fonction f(0), au lieu d’étre continue, satisfait & la
éondition plus restrictive (29), on aura

| Va(8)— f(8)| < O (V‘i)

Cette approximation est donc moins bonne que celle de la for-
mule (18). '

{17. Une formule de M. Riesz. — C’est une formule d’interpo-
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lation qui représente, pour les abscisses de Tchebychef, la dérivée
d’une fonction trigonométrique. Soit

F(¢)=ao+ a1 cosg + by 8ing ...+ ancosny + b, sinng

n
=2 {aycosve + by sinve |.

v=0

(2r—1)x
2n

Si¢r=

(r=r1,2,...,2n), on aura

n

F(o+9,)= Z cosvo,(ay cosvo + by sinve)

v=0

+2 sinve,(by cosvy — aysinve),
v=0
En observant que

on

—q)r+1 —1)r+1
2( 1)+ sinve, —n, X 2( 1)1 cosve, =o, pour v<n,
on =

2n
—1  2sintIf ?" J=  2sin®if 9"

on trouve la formule de M. M. Riesz [1, 2]

(30) F/(9)__'§‘F(9+9,)£_D_'““, oit ?r=(r—-l)£-.

Yr
2sin? =
r—= l 2

On peut encore établir la relation

n
cosn —
(31)  F(?)=ancosng+ 2 ¥ F(e,)(— 1)+ cotg L7,

r=1

d’oti I'on pourrait aussi déduire la formule (30).

Remarquons que cette formule d’interpolation a de nombreuses
applications, en particulier pour établir des inégalités pour la fonc-
tion F(¢). Nous n’en citerons que la fameuse inégalité de M. Serge
Bernstein [7].

Si |F(¢)|<1, on aura pour toute valeur réelle de ¢, l’inéga-
lité |F'()|<n. La méthode de M. Riesz lui a permis de trouver
diverses extensions de ce théoréme.



36 ERVIN FELDHEIM.

M. Kryloff [4], en démontrant la formule de Riesz, a établi un
théoréme plus général que nous insérons ici, bien que ce théoréme
ait été donné pour l'interpolation de Lagrange, mais qui peut aussi
étre formulé dans le cas trigonométrique. L’énoncé est le suivant :

La formule d’interpolation de Lagrange est convergente
quand n— o dans le cas oi les points fondamentaux sont les
zéros des polynomes de Tchebychef, pour toute fonction con-
tinue f(x) admettant la représentation de la forme

Jf(z) =f vﬂb(x) dx + ¢,

lorsque ®(z) est intégrable au sens de Riemann, et c est une
constante.

CHAPITRE IV.

THEORIE DE L'INTERPOLATION D'HERMITE.

18. La formule d’interpolation d’Hermite. — Nous avons vu dans
le Chapitre II que ’'augmentation du degré des polynomes interpola-
teurs peut entrainer la convergence de la formule vers la fonction
considérée. On peut soumettre ces polynomes X, (z), outre la coin-
cidence avec f(z) aux points fondamentaux a d’autres conditions,

par exemple limiter ses dérivées d’une fagon convenable pour que la
suite

(1) Xi(2), Xo(z), ..., Xa(z),

converge vers f(z). Cette possibilité a été développée par M. L. Fejér,
dans une série de travaux importants [1, 2, 3, 4, 11]. En partant de
la formule d'interpolation de Lagrange généralisée par Hermite,
M. Fejér [3] a considéré d’abord les polynomes & escalier, c’est-
a-dire une suite de polynomes X, (z), de degré <2n—1 coincidant,
pour les abscisses d’inlerpolation avec les valeurs correspondantes
de la fonction continue donnée f(), et tels que la dérivée dispa-
raisse en ces mémes points

(2) Xa(zr) = f(2r), Xn(zr)=o0 (k=1,2, ..., n).
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La suile des polynomes (1) ainsi formés converge uniformément
vers f(z) dans I'intervalle de continuité a<z<b (b — a fini) de cette
fonction, dans le cas de points fondamentaux particuliers [par
excmple les zéros du polynome de Tchebychef T,(z), ou de
Legendre P,(z)]. Le méme résultat reste valable (Fejér [4]) aussi
dans le cas ou les dérivées, au lieu d’étre nulles, sont seulement infé-
rieures, en module, & une borne fixe indépendante de n.

Nous signalons seulement ces résultats particuliers, parce que les
polynomes de Tchebychef et de Legendre font partie de la classe
générale des polynomes de Jacobi, et pour ces derniers le probléme
de la convergence de l'interpolation d’Hermite a été complétement
élucidé par M. G. Szegé et, indépendamment de lui, par M. J. Shohat.
Ces résultals seront traités en détail.

Considérons le cas de la formule d’interpolation d’Hermite qui fait
correspondre & n valeurs distinctes z,, 1, ..., z, de  un polynome
de degré <2n—1, égal pour ces points a n valeurs prescrites y,
Yas - -y ¥n, tandis que sa dérivée est égale, pour ces mémes valeurs,
49, Yoy - -+, v, respectivement. Ce polynome est mis sous la forme

©) S OES WANCES WANCH!
k=1 A=1

Les fonctions fondamentales de premiére et de deuzieme espéce
hi(z) et hz(z) sont données par les formules

6 m@ =@ i@ = [1- 2858 @ — ] d),

(5) be (#) = (& — ax) i} (),

ou /i(z) estla fonction fondamentale de I'interpolation de Lagrange
[formule (2), Chap. 1]. Les fonctions fondamentales de premiére

espéce hiz () vérifient une identilé analogue a celle des fonctions fon-

damentales [;(x) de linterpolation de Lagrange [formule (3),
Chap. I]

(6) th(w)sl.
k=1

Les facteurs linéaires caractéristiques vx(z) satisfont a I'identité
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découverte par M. Fejér [12]

n

2 vr(z)=n",

A=1

Introduisons encore une notation. La formule (3) peut s’écrire
sous la forme

(7) Xo(2) = Ho(2) + Hn(z),

ou Hp(z) et #,(z) sont les deux termes du second membre de (3).
Ici, H, () représente le polynome de degré <an—1 qui est égal
aux points 2x a X, (z), tandis que sa dérivée s’annule pour z = zy,
de méme que #,(x) est le polynome de degré San —1 qui dispa-
rait pour = = z;, et dont la dérivée prend aux mémes points les
valeurs X/ (zx). H.(z) estle polynome a escalier [la courbe y = Hy(z)
est la parabole a escalier], 4¢,(x) s’appelle le polynome d’onde
[ = #a(z) étant la parabole d’onde].

Enoncons alors les deux théorémes suivants, relatifs au cas des

abscisses de Tchebychef (Fejér |3, 4]) :

Tutoneme I. — Soient y = f(x) une fonction donnée quelconque,
partout continue dans Uintervalle —1<x<1, et z,, x,, ..., z, les
n abscisses de T'chebychef

xk=cos(2k—1)—21n (k=1,2, ..., n)

Posons yr= f(zx). Soit y = X(z) une parabole de degré au plus
égal & 2n—1, passant par les points (xx, yx), et telle que les
pentes aux points fondamentaux soient inférieures, en 'module,
a un nombre positif donné A

(8) | Xp(2£)1SA  (k=1,2, ..., n).

Dans ces conditions
lim X, (2) = f(2),
ny»x»

et cela uniformément dans Uintervalle —1<z<1.

Tatonime II. — Les résultats précédents ne seront pas changés
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si l’on remplace la condition (8) relative aux pentes par
e n
1X,L(xk)|\/1—x,{§snm (k=1,2, ...,0; =123, ...),
avec

lim ¢, = o.
ny» o

Pour la raison indiquée tout a I'heure, nous n’insistons pas sur la
démonstration de ces théorémes.

19. Le cas des abscisses équidistantes de Newton. — Dans ce
cas, le théoréme de convergence des polynomes d’interpolation
d’Hermite n’est pas vérifié : |X,(z)| peut dépasser toute valeur
donnée a ’avance, si n est assez grand, bien que les inégalités

| Xn(@e)[S1, [ Xp(2r) ST

ont lieu pour k =1, 2, ..., n (Fejér [4]).
Supposons les abscisses équidistantes distribuées de fagon que
celle du milieu, z,, soil égale a o, et que

w"(xr) =0,

w(z)= ]](w — z1).
=1

La formule (4) donne alors

avec

he(@) = h(@) = [1— 5D (2 — )] () = B(@) = L1
pour toute valeur de z, en supprimant I'indice r. Alors
h(1) =[I(1)].
b(1) = [L(1)]

Si les n = 2v + 1 points fondamentaux sont

D’ailleurs, on a aussi

— Xy, — Ty—1y .03 —T1, O, Ty, Tay ...y Ty—1y; Dy

on aura

o(@) =z J(@—2t) =z 2(),
=1
o(z) _ 9(2) (1)

U@) =20 = 2(0)’ 1) =3y
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o= (831"

et

Posons maintenant

Th= — = (k=1,2, ...,9).
11 vient
o= (- 4).
k=1
= 2(1)
VRO = T500)]
v k: v
I—— (n*—4k*) 1
- k='1< ) g (4v +1)! a3

TN ) (2v+1) | A (1+e),

= v
kz
e [I«
k=1

ou lim ¢,— 0. Donec
V> o
2hv+1

R(1)~

I
T2y2

ce qui montre que k(1) augmente indéfiniment avec 7, et, par cela,
le théoréme est démontré.

20. Les points conjugués de Pinterpolation d’Hermite. — Dans
les recherches de M. Fejér, le facteur linéaire caractéristique

w'(zr)
w'(zr)

vk(x)#l— (z—a1) (k=1,2,...,n)

joue un role fondamental, et surtout son zéro

W (Zk)

Xp=xr+
wy (k)

(k=1,2; .i., n)

qu’il appelle le point conjugué des points fondamentaux zx(k =1,
2, ..., n), ou plus simplement, le point conjugué de I'interpolation
d’Hermite.

Supposons que tous les points fondamentaux soient situés dans
Pintervalle (— 1, 4 1). Il faut alors distinguer deux sortes de points
fondamentaux :
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a. Tels que tous les points conjugués Xy soient en dehors de
Pintervalle (— 1, + 1), et qui sont alors appelés points normalement
distribués;

b. Tels qu’il y ait des points conjugués dans Pintervalle (—1, +1).

Au point de vue de l'interpolation, c'est la classe a qui est de
beaucoup la plus importante.

Indiquons qu’a cette classe a appartient parmi les groupes de
points les plus fréquents les abscisses de Tchebychef, de Legendre,
et en général, les zéros des polynomes de Jacobi J,(e, B, z), de para-
métres vérifiant les conditions

—18a<o, —1iB<o.

La définition des polynomes wn=J.(a, B, z) adoptée ici est,
d’apres la notation de Pélya-Szegd [1], celle qui correspond au poids

p(@)=(—=2)(1+2)8,
et a 'équation différentielle
(1— 2ol +[(B—a)— (B+a+2)z]w,+n(n+a+ B+1)wp=o0.
Au contraire, dans le cas des abscisses équidistantes de Newton

2
n-+1

rr=—1+k

(k=1,2,...,n),

tous les points conjuguési X tombent dans l'intervalle (— 1, 1), et
y sont distribués d’une fagon partout dense.

Remarquons que pour les points fondamentaux de la classe a, les
fonctions fondamentales Ax(x) sont toutes positives pour —1<z <.
Pour les abscisses de Tchebychef considérées a plusieurs reprises

xk=cos§-2i—_—12£=cosﬂk (k=1,2, ..., 0)
2n
on a

c'est-a-dire Xj est le conjugué harmonique de zx par rapport aux
points —1 et -1, et comme tel est toujours & I’extérieur de I'inter-
valle — 1<z <1 (Fejér [6]).
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Si nous considérons la série trigonométrique
©
I 2 I\ ®
w0y =+ + 2 2 =(k—21)Z
Stk (6) ~+ 5 cosvl cosvl; 6z (k 2) %’
v=1
et si nous posons

.,
I I 2 .
S0 =~y (D)= + ZZcosvﬂ cosvly  (r=1,2,...),
=1

nous aurons

ha(@) = 2= [6(0) + sI(8) ...+ st (8)],

ce qui montre, d’aprés un théoréme connu relatif aux moyennes
arithmétiques d’une série trigonomélrique, que Ax(x) est toujours
positif pour — 1<z <1 (Feldheim [2]).

21. Convergence dans le cas des points fondamentaux normale-
ment distribués. — Nous allons démontrer dans ce numéro le théo-
réme suivant de M. Fejér [11].

Si le systéme de points fondamentauz z'\°, ", ..., 2 est
normalement distribué dans U'intervalle (— 1, +1), la suite cor-
respondante des polynomes d’interpolation d’Hermite (1) con-
verge uniformément vers f(zx) dans tout Uintercalle —1<z<1.

Désignons par T5,_, () le polynome de Tchebychef de degré an—1,
qui appartient & f() dans U'intervalle — 1 <z <1. Nous avons vu que
ce 'polynome fournit une approximation, au sens de Weierstrass,
pour la fonction f(z). Et de plus, si nous posons
(9) max | f(2)— Ton1(2)| = Eon,

—1<vL1
cette différence sera plus petite que

_jpax | f(2)— gam—1(2)],
quel que soit le polynome gy, (2) de degré 2n—1, différent de
T2n_i(z). En d’autres termes, T,,_, () fournit, dans un certain sens,
la meilleure approximation de f(x) parun polynome de degré 2 n—1.
Ceci fait, considérons un polynome X(z), de degré au plus égal
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4 an —1, pour lequel
X(z1) = f(zk), X!(zk) = Top-1(®k) (k=1,2, ..., n).

Alors, en vertu de (3),

(10) X(2) = X, /(@) hi(2) + D) Ty (@2) bi(2),
k=1 k=1

et, d’aprés la méme formule,

(11) Top—1(2) =2 Ten—1(2k) ha(x) +2 Ton-s(2k) bx(2).
k=1

k=1

En prenant la différence des deux membres de (11) et (10), il vient
(12) Tens(2) — X(2) =, [ Tons(20) — f (1)) ha ().
k=1

On déduit de (12) et (9) que

n

| Tan-s(2) = X(@) | Ezns D) | Ri(2)].,

=1

Par hypothése, les points fondamentaux sont normalement distri-
bués, de sorte que les h;(z) sont positifs, et, en tenant compte de
Pidentité (6), il vient

(13) [ Tons(z) — X(&) | < Eons.
Enfin, (9) et (13) montrent que
| f(z)—X(2)|£2E2n1 pour -1§x§£.

Le théoréme est donc démontré. Il comprend, comme cas particu-
lier, le théoréme I du n° 18 relatif aux abscisses de Tchebychef, et
est valable pour la classe des abscisses de Jacobi normalement distri-
buées, que nous avons précisées dans le n° 20.

22. Le cas des abscisses de Jacobi. — Le probléme de la conver-
gence des suites de polynomes d’interpolation d’Hermile pour les
abscisses de Jacobi a été tranché, en toule sa généralité, par
MM. Szego et Shohat, par des méthodes assez différentes, et indé-
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pendamment I’'un de 'autre. Les résultats obtenus ne sont pas essen-
tiellement différents, mais pour ne pas préter a une confusion, nous
les exposerons tous l'un apres l'autre. Le premier en date est
M. Szegé. Indiquons d’abord sa méthode et ses résultats (Szegd [1]).
Plagons-nous dans les conditions du théoréme I du n° 18.
Soient f(x) une fonction continue dans — 1<z <1, et X, () la
suite de polynomes de degré 2 n — 1, vérifiant les conditions

X (2{M) =f($§'n)), [ Xn(2{M)|SA (yv=1,2, ..., n),

ou A est un nombre positif fixe, indépendant de r et v, les points 2\
étant les zéros du ™ polynome de Jacobi J,(«, 8, #) qui sont tous
réels, différents et situés dans l'intervalle (— 1, + 1), lorsque a>—1
etf>—1.

M. G. Szegbo a établi les théorémes suivants :

Tutorkme I. — Pour toute fonction f(z), continue dans U'inter-
valle —1<z<1, la relation

lim X, () = f(z)
n>wo
a lieu a Uintérieur de (— 1, + 1), et cela uniformément dans tout
intervalle — 1+ d<2<1 — 9, pour o <<d<1.
Tatorime II. — Si —1 < a << 0, et dans ce cas seulement,
lim X, (1) = f(1),
n>w
la fonction f(x) étant continue dans —1<z<1. On a le résultat

analogue pour le point x =—1.

Tatorimk IIl. — Soit —1<a <<o. Si f(x) est continue dans
—1Lz<1, on aura dans Uintervalle — 1 < x <1

lim X, (z) = f (=),
n>w®
et cela uniformément dans Uintervalle —1+90<x<1, 00 0 <<d<a.

En particulier, si — 1 << a <o et — 1 << 8 < 0, les polynomes X, ()
convergent uniformément vers la fonction continue f(z) dans tout
Pintervalle —1<2 <1, ce qui est contenu dans le théoréme général
de M. Fejér.
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Indiquons, pour donner une idée de la méthode de M. Szegd, la
démonstration du théoréme 1. D’aprés la formule (3),

n

Y @) —F @] k(@) + X (=)

v=1 v=1

= Y @) —f(@)]h@)

Xn(2) f(2)

le,—r|LE
+ D @)= (@) k(@) + Y, ().
|, —T|>¢ V=1

Si | @y— o |<e, | f(@,) —f(@) |0 (e), 0d lima(s) = o. Soit, dautre
£>0

part, | f(2)|<M. Enfin, 'par hypothése, |y, [SA(v=1, 2, ..., n).
Donc

(1) 1 Xa@) —f@)|Su() X k()]
le.—x|<e
M Y k(@) [+ A (@)
|, —x|>e v=1

On peut démontrer a l'aide de formules asymptotiques établies
pour les polynomes de Jacobi (Szegs [2]) que

. . Y
lim ¥ h@)=1 lim ¥ [h(2)|=0
lev—x|LE |e,—x|2€

et
lim ¥ [b(2) | =0,
v=1

de sorte que (14) donne bien la démonstration du théoréme 1.
M. Szegd a étudié encore les cas ou les points fondamentaux sont
les zéros du n'*™° polynome de Laguerre, défini par I’équation diffé-

rentielle
zy'+(a+1—2)y +ny=o0 [y=L(z)]

et la condition L®(0) = C},. Alors
I. Pour tout > o, f(z) étant continu et borné,

lim X (2) =/ (=),

et cela uniformément dans tout intervalle positif s<z S w (6 > o).

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 95.
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II. Pour —1 < a << o, et dans ce cas seulement, .

lim X,(0) = f (o),
ny> o

pour toute fonction f(z) continue et bornée.

II. Si —1< a <o, lc théoréme I est valable dans tout intervalle
non négatif o<zl w.

Le principe de la démonstration est encore le méme que pour les
points fondamentaux de Jacobi. Finalement, si 'on considére les
zéros du polynome d’Hermite H,(z), vérifiant I'équation différen-
tielle.

y'—azy'+ay=o [y=Ha(2)],

on aura le théoréme suivant :

Tutorime. — Si f() est une fonction continue et bornée de la
variable réelle z, la relation

lim X, (z) = f(x)
ny>» .
a lieu pour tout x, uniformément dans tout intercalle fini.

M. Shohat [3] a retrouvé les mémes résultats en faisant intervenir
dans ses calculs la formule de quadrature mécanique, dont nous par-
lerons plus loin. Il n’a considéré que les polynomes & escalier et, par
la méthode signalée, parvient & compléter en certains points les
résultats de Fejér et Szegd. Ses principaux résultats sont les sui-
vants :

I. Abscisses de Jacobi. — Dans ce cas, si f(x) est supposé borné,
X, (z) converge vers f() en tout point de continuité de celle-ci, si
les paramétres vérifient les inégalités a > —1, > —1; si, de plus,
a < 0, B < 0, la convergence sera uniforme sur le segment —1<2<1,
pourvu que f () reste continue sur loul ce segment.

1I. Abscisses de Laguerre. — Si a>—1, X,(z) converge
vers f(z) pour toute valeur positive de z, en supposant que f(z) est

borné, et quef e~*zot2| f(x)|dz ait un sens. La convergence est
0

uniforme dans tout inlervalle fermé (e, A), ou f(z) est continue
(> 0); sia<<o, on a aussi lim X, (0) = f(0).
ny»w
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III. Abscisses d'Hermite. — Dans ce cas, Xn(z)—f(z) pour
n—>o en tous les points de continuité de f(z), en la supposant

+
bornée, et l’intégralef e z?|f(z)|dz ayant un sens.

— 0

23. Formules d’interpolation d’Hermite plus générales. — On a
considéré aussi des polynomes a escalier d’ordre supérieur. Dans cet
ordre d’idées, MM. Kryloff et Stayermann [1] ont obtenu le théo-

reme suivant :

Tutorime. — En tout point de continuité z de la fonction
réelle et bornée f(z) dans —1<z<1,0na

lim Fp(z) = f(x),
ny>w®

ou y = F,(z) représente la parabole a escalier d’ordre supérieur,
c’est-a-dire passant par les n points donnés et ou, par exemple,
les trois premiéres dérivées sont égales a o en ces points.

Ce théoréme a été démontré dans I'hypothése que les points fon-
damentaux sont les zéros du polynome trigonométrique, et il serait
intéressant d’essayer de I'étendre au cas ou les rabscisses d’interpo-
lation sont les zéros des polynomes hypergéométriques.

CHAPITRE V.

THEOREMES DE CONVERGENCE POUR L'INTERPOLATION DE LAGRANGE.

24. Convergence de la formule de Lagrange dans le cas ou les
points fondamentaux sont normalement distribués. — Nous avons vu
que les points conjugués de I'interpolation d’Hermite jouent un réle
trés important dans 1’étude de la convergence de celle-ci, tandis que
dans l'interpolation de Lagrange ces points n’interviennent pas expli-
citement. M. L. Fejér [B. 6, 11] a observé plus récemment qu’ils
peuvent toutefois servir pour la recherche des conditions dans les-
quelles les polynomes d’interpolation de Lagrange sont convergents
si Uon fait encore sur la fonction continue f(x) quelques hypothéses
restrictives.
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La base de ces recherches est I'identité déja signalée
(1) N k(@) =Y, ox(@) B(2) =1
A=1 k=1

Si les points fondamentaux sont normalement distribués, dans
'intervalle (a, b),

(2) alen<zna<...<ze<215b,
X2 ou Xp€a (k=1,2,...,'n)

on aura nécessairement
vi(z)20 pour alzlbet k=1,2,...,n
Faisons encore les hypothéses
vi(b)2p, vi(a)2pe (k=1,2, ..., n)
ou 0 < p<1, indépendant de & et n. Alors
(3) vi(z)2p pour alz<d (k=1, 2, ...,r{)
et (1) donne par suite

(4) G(z)+ B(2)+...+ li(2)s (agz b)),

!
4
et I'inégalité de Cauchy-Schwartz montre que

() lli(w)[+ll»(x)[+...+lln(w)|§‘/§ (agz$d).

Nous avons alors le

Tutorime 1. — Si les points fondamentaux vérifient la condi-
tion (2) et (3), la suite des polynomes d’interpolation de Lagrange
correspondante converge vers la fonction f(z), la convergence

ayant liew uniformément dans Uintervalle a<z<b si f(x) est
partout continue dans cet intervalle, et y vérifie une condition de

Lipschitz d’exposant > ;

En effet, cette condition

(6) | f(a)—f(@)|<erlal—a' (agw'<x'<b,i<‘z;:)
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entraine (d’aprés de la Vallée Poussin, [3], Lebesgue, [1], [2], [4],
S. Bernstein, [7], D. Jackson [9]), la relation

(7) | f(@)—P(@)[$ 5,

P(z) étant un polynome de degré <n —1, et ¢y une constante indé-
pendante de n.

Observons que I'opération L,(f) est linéaire et que, d’aprés la
formule (2a) du Chapitre I, on a

f(@)=La(f)=f(2)— La[P + (f—P)]
=f(2) = Lu(P) = La(f — P) = f(2) — P(2) —La(f— P).

Or,

La(f— P) =, [f(26) — P(21)] k(2),

k=1

et, en vertu de (7) et (3),

Cs I—L C3
_ <l /P _ _C
| La(f P)‘=nx\/p —
n ?
de sorte que

(8) /(@)= La(f) S| f(@)—P(@)| + | La(f— P)|S 53 + 2

<
AR
. I
Les constantes ¢, et ¢; étant indépendantes de n et A > -y on aura,
2
si n est assez grand,

(9) | f(@)=La( )| <,

dans tout I'intervalle a <2 < b. Notre théoréme est donc démontré.

Pour citer un exemple ou ce théoréme s’applique, rappelons que
les abscisses de Jacobi sont normalement distribuées si les paramétres
vérifient les inégalités — 1 <a << 0, —1 <P < 0. Dans ces conditions,
on a la relation intéressante

(10) Elﬁ(x)ém’
k=1

ou min{ — a, — 3} désigne le plus petit des deux nombres positifs
— a, — 3, et 'on pourra énoncer le théoréme suivant :
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Les polynomes d’interpolation de Lagrange d’une fonction f(z)
Li(f), La(f)y --os L (f),

convergent dans Uintervalle — 1 <z <1, uniformément vers f(z),
si les points fondamentauz z\", 2y, ...,z sont les zéros du
n'®*"¢ polynome de JacobiJ,(a,B,z), avec les parameétres — 1Sa<<o,
—1$B<o. La fonction f(z) doit vérifier la condition de
Lipschitz (6).

On peut énoncer des théorémes analogues dans le cas ou '’hypo-
thése (2) de la distribution normale est seule vérifiée. Alors, dans
I'intervalle

b—
a+cixsb—« <0<€§ Za)’
on aura

b-—.z'2 € ,
b—a~b—a

(11) vk(z)=uk(b)'§-——zg+vk(a)

de sorte que

) Ya@i=t o« Z‘,!lk(x)lg\/"j“\/ﬁ-
k=1 =

k=1

On en déduit le

Tutorime II. — Si Uintervalle a<z < b contient tous les points
fondamentauzx 2’ (k=1,2,...,n;n=1,2,...), mais aucun des
points conjugués Xz(k=1, 2, ..., n) ne tombe dans lintervalle
a <<z <b, la suite des polynomes d’interpolation de Lagrange
L.(f)(rn=1, 2, ...) correspondante tend, dans [l’intervalle
a<<z<b, vers f(z) et cela uniformément dans tout intervalle
partiel a +eSx<b—e.

On suppose encore que la fonction f(z) vérifie, dans l'inter-
valle a <z < b, la condition de Lipschitz (6).

25. Le cas ou les points fondamentaux ne sont pas normalement
distribués. — L’exemple des points fondamentaux de Jacobi, de
paramétres ne vérifiant pas les conditions —1{a <<oet—1<B <o,
montre qu'il existe des classes de points qui ne sont pas normalement
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distribués. (Telle est encore, comme nous I'avons vu, la classe des
points équidistants de Newton.) Pour ces points on a le

Tutorime III. — Si les points fondamentauz 2" (k =1, 2, ..., n;
n=r1, 2, ...) sont tous dans Uintervalle A<z <B, tandis que les
points conjugués sont tous & Uextérieur d’un intervalle plus
petit alz<b(A<a<<b<B), la suite des polynomes d’interpola-
tion de Lagrange converge dans a <<z <b vers f (z), et la con-
vergence est uniforme dans tout intervalle a +¢<x<b—e.

11 faut encore faire ici 'hypothése qu’il existe un nombre positif ,
aussi petit qu’on le veut, tel qu’on ait toujours X;> z;, pourvu que
212 b—m, et X4 < zx, lorsque zx$a +n. La fonction f(z) satisfait

encore a une condition de Lipschitz d’exposant A > ; dans lintervalle
total A<z <B.
On vérifie, en effet, que pour a +-e<x<b—¢, ona

vi(r)2 b —E— @’
et le reste de la démonstration est sans changement.

M. Fejér [6) a déterminé, pour les abscisses de Jacobi, le plus
grand intervalle qui est libre de points conjugués. Cet intervalle est
le suivant

M(a, ) <z <m(e, B),
ou
—1 pour —1< <o,
M (e, B) = g (B—a)—4V(e+B)(a+1)(f+1)

(e +B+2)

pour o< B,

(1 pour —1<afo,
m(e, §) = 2 (—a*)+ 4@+ p)(a+1)(B+1)

(a+3+2)

pour o < a.

26. Les résultats de J. Shohat. — M. Shohat [3] a étudié aussi
le probléme de la convergence des polynomes d’interpolation de
Lagrange, sous les hypothéses que f(z) vérifie une condition de
Lipschitz. 11 a établi, pour les abscisses de Jacobi, Laguerre et
Hermite, des théorémes analogues a ceux du numéro précédent.

démonstrations :
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a. Siles points fondamentaux z; sont les zéros du »"*™° polynome

de Jacobi J,(«, B, ), on a
lim Lp(2) = f(z),
n>» o

la convergence étant uniforme dans tout intervalle partiel de (—1,+1),
ou f(z) vérifie une condition de Lipschitz, d’exposant > ;, et uni-

forme dans l'intervalle total —1<2 <1, si («, B)<o, et f/(x) est
continue. [Sil’on a seulement « Lo, f > o, la convergence uniforme
a lieu seulement dans P'intervalle —1 <z <1—¢.]

b. Si les points fondamentaux sont les zéros du n'*™¢ polynome de
Laguerre, on a aussi la relation (13) uniformément dans tout inter-
valle fini situé a droite de 'origine, si f(z) vériﬁe dans cet intervalle

une condition de Lipschitz d’exposant l> - Si f(#) est continue

dans l’intervalle (o, ¢), et en désignant par E,, la meilleure approxi-
mation de f(z) par un polynome de degré n, si 'on a E,n*+'—o
pour n — <o, alors on a aussi

lim Lp(o) = f(0).
n>mw

Donc, pour a =—1,

lim Lo (f) = f(2),
ny o
uniformément dans tout intervalle fini (0, A), ou f/(z) est continu.

c. Siles z{" sont les n zéros du polynome d’Hermite H,(z), on a
encore la relation (13), uniformément dans tout intervalle fini ou f (=)

satisfait 4 une condition de Lipschitz d’exposant A > 2

Les démonstrations sont failes a 'aide des méthodes de quadrature
mécanique basées sur la formule d’interpolation de Lagrange.

27. Théoremes de convergence dans le cas de polynomes orthogo-
naux. — MM. Shohat [3], Griinwald et Turén ont étudié le probléme
de la convergence de l'interpolation de Lagrange dans le cas ou les
points fondamentaux sont les zéros de polynomes orthogonaux. Ils ont
trouvé les théorémes suivants :
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Tutorime I. — Soit donné une fonction-poids p(x), positive et
restant supérieure & une borne m : p(z)2m> o, et intégrable
au sens de Riemann dans Uintervalle —1<x <. Sil'on désigne
par wn(z) le polynome orthogonal par rapport a p(z), tous les
zéros de ce polynome sont réels, distincts, et situés dans(—1, +1).
Formons Uinterpolation de Lagrange sur ces zéros comme points
Jondamentauz, et pour une fonction vérifiant une condition de

Lipschitz d’exposant > é Alors, a Uintérieur de Uintervalle
—182<1, la suite des polynomes de Lagrange L,(f) converge
uniformément vers f(z). (Théoréme de J. Shohat [ 3].)

" Tutorime II. — Dans les mémes conditions, si la Sonction f(z)
admet une dérivée premiére continue, la convergence sera uni-
Jorme dans tout Uintervalle — 1 Sx <1. (Théoréme de J. Shohat[3].)

Tutorime III. — Si lon fait U'hypothése
(14) p(@)W1i—azzm>o0 (—1gzsr)

et si f(x) vérifie uniformément dans (— 1, + 1) une condition de
Lipschitz d’exposant > i, la convergence des Ln(f) aura lieu

uniformément dans tout Uintervalle —1<x <1, (Théoréme de
Griinwald-Turan.)

Nous indiquerons la démonstration du théoréme I, donnée par
M. P. Turan. Elle est basée sur I'inégalité intéressante en elle-méme

(15) N B(2) ¢ L g0y Pp(a) 4 nt PA(2)],

ot P,(z) est le n'*™¢ polynome de Legendre, {,(z) la fonction fonda-
mentale de Lagrange relative aux zéros de w,(z), enfin k, le nombre
de Stieltjes

kv=f L(z)p(@)de (V=12 ...p R

11 est facile a voir que tous ces nombres k, sont positifs. La diffé-
rence 2(z) —I,(x) est, en effet, un polynome de degré 2n — 2, qui



54 ERVIN FELDHEIM.
est nul pour z =z, (v=1,2, ..., n)
B (z)— l(z) = wn(2) Ra—2(2),

Ry_a(z) étant un polynome de degré n—2. Si I'on multiplie les
deux membres par p(z), et intégre de —1 a +1, celle du second
membre est nulle et ainsi

+1 +1
(16) k= f L@ p@)de= [ B(x)p(a)da,
—1 —1

ce qui monire que ky>> o.
Pour établir la relation (15), cherchons le polynome ¢n_,(z). de
degré n—1, qui rend minima l'intégrale

1= [ ¢hi(@)p(a) dm,

si 'on fait encore la condition supplémentaire ¢,_;(z,) =1.
La formule de Lagrange du polynome ¢,_,(z), formée sur les
zéros z, de w,(z) est la suivante

(16) 71-1(2) = Y, ons(@) (),

donc

(=3 N ors@mmat@) [ 4@ b))
p=1v=1 -1

Sip v,

lu(z) l(z)= cu),,(a:)(x — wn(2)

zp) (T — zy)

=cwq(z) R},_o (),

¢ étant une constante non nulle, et R;_,(z) un polynome de
degré n— 2. Donc

+1 '
(17) f I(2) b(2)p(z)dz=0 pour wv.

En tenant compte de (16) et (17), nous aurons

n
1= 93t (@) k.
v=1
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Si nous appliquons Pinégalité de Cauchy-Schwartz au second
membre de (16) pour £ =z, qui s'écrit, par suite de la condition
®n1(Zy) =1, sous la forme

N cumi(2) b(an) =1

v=1

ou
. b (@)
— (2
v; on—1(2v) \/kvL\/—% =TI,
alors
n
N o I
(18) 1=Y ot (@) k25— -
et 2 53 (z0)
ky
v=1

D’autre part, le second membre est bien la borne inférieure de I,
qui est atteinte si 'on prend pour ¢,_,(z) le polynome

g(x)= n ‘1 ZJV(kxO)l“(x)y
l\’:(l‘o)v=1 Y

Ay

v=1

pour lequel
S e@p@ = ——.
—1 2 le(.’lfo)
ky

Donc, d’aprés (18), =

-+

“+1 1
minimum def f?(x)p(x)dx>mminf Ji(z)dx,
I —1 —1

_l%’(—?.) - J(z) de degré n—1,
Z kv f(.z'o):[,

A1

le second minimum étant pris dans les mémes conditions que le pre-
mier. Nous devons donc résoudre le méme probléme que précédem-
ment, mais avec le poids p(z) =1. Le polynome correspondant étant
le polynome de Legendre, nous aurons, pour la valeur de ce minimum,
I'expression

I
m ———

n
L3 (.Z'o)
Ky

v=1
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les grandes lettres indiquant que les quantités sont relatives aux
abscisses de Legendre. Un calcul assez simple .donne alors 'inéga-
lité (15).

On peut déduire de propriétés connues du polynome de Legendre
et de l'inégalité (15), que

n
2
(19) 2#2§cln pour —i1+:eSxl1—¢,
v=1 v
¢, étant une constante (dépendant de ¢), et

(20) N (:z:)

< e n? pour —i1S2<r.

v=1

Ecrivons maintenant, en utilisant encore I’inégalité de Schwartz, que
s g q

2 (@) —lev(w)l = VR 2 TEDS Zkv,

or,
7 +1
Dk=[ p@)da,
v=1 —1

et en vertu de (19) et (20), on en déduit que

n
2]1.,(x)[§c;\/7¢ pour —1-+e¢Sazli—s,
et

E|lv(x)|§c,.n pour —i1Sz<r,

v=1

et le reste de la démonstration du théoréme I est identique a celle du
théoréme I du n° 24.

Pour étudier la somme des | Z,(2)|, considérons le polynome de
degré n—1, qui est égal, pour z = cosf, a

‘sin——n(e_eo) : sin*n(0+00)\ :
(cosb) = L 2 Vel —2
¥ n —6 N ’

sin

sin
2 2
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ol 6,=10, correspond a l'abscisse z, ou ¢(cosf,)=1. On peut
écrire que ‘

" +1
kv< ?(Zv kv< os 0y lv z) dx.
2(y) g:?(cs )f_1 (#)p ()
Mais

-+1 k13
f h(w)p(w)dx:f {y(cosb8) p(cosb)sinb db.
-1 0
En faisant Phypothése p(cosf)sind < ¢, il vient
T
k< cf 9(cosb) db < 07;1 (les ¢ étant toujours des constantes).
0

Maintenant,

et, en tenant compte de (20), nous aurons
n
D B@) <eon,
v=1

et, dans I'intervalle intérieur,

2 B(z)<en
v=1

On en déduil que dans ce cas les valeurs absolues des fonctions fon-
damentales sont bornées dans (—1+4¢€, 1—e). On en verra des
applications dans le chapitre suivant.

CHAPITRE VI.

"APPLICATIONS DES THEOREMES DE CONVERGENCE DES POLYNOMES DE LAGRANGE.

28. Les résultats de L. Fejér sur la distribution des points fonda-
mentaux. — Jusqu’a maintenant nous avons toujours cherché, pour
un systéme de points fondamentauxz donné, des propriétés — et,
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en général, les propriétés de convergence ou divergence — des
polynomes d’interpolation de Lagrange, et nous avons vu comment
des hypothéses particulié¢res faites sur le systéme de points fonda-
mentaux (par exemple la distribution normale) permettent de trouver
des théorémes sur le comportement des suites Ly (f). C’est M. Fejér
qui a eu le premier I'idée de voir si la connaissance de propriétés
interpolatoires permettent de tirer certains renseignements sur la
distribution des points fondamentaux. Sous « propriété interpola-
toire » nous entendons des relations ou conditions remplies par les
quantités figurant dans les formules d’interpolation; par exemple,
dans le cas des abscisses de Tchebychef, les fonctions fondamentales

sont bornées : | l(#) | <<y/2, dans le cas ou les points fondamentaux
sont les zéros de polynomes orthogonaux par rapport & un poids
positif, les nombres de Stieltjes (voir n°17) sont positifs, et ainsi
de suite.

Le premier théoréme de M. Fejér [6] est le suivant :

Si les points fondamentaux xi{"(k =1, 2,...,n) de Uinterpola-
tion sont normalement distribués dans a <z <b, alors ils couvrent
Uintervalle d’une fagon partout dense, dans le sens strict suivant :
si / désigne un intervalle partiel quelconque de a<x <4, au moins
un point fondamental z{”’ tombe dans cet intervalle i, pour n assez
grand.

Soit A <<x <<n cet intervalle ¢, situé tout entier dans (e, b) :
a<<A<<n<<b, et considérons la fonction

! o pour alz<),
f@ =) @—NeE—2 pour r<aiu
l o pour pu<z<b,

qui satisfait dans Vl'intervalle @<z <b a une condition de Lipschitz
) 1 —
d’exposant o > 5 (et méme g =1).

Supposons maintenant que la proposition relative 4 la distribution
des points fondamentaux ne soit pas vraie. Il existe alors une suite

indéfinie d’indices
ny, nNgy, ..., Ny,

telle que les systémes de points 2§, z{™, ..., £ correspondant a
ces indices n’aient pas d’éléments dans l'intervalle A << z << 0. Mais
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alors L, (z) = o, et ainsi
lim L,,(2) = o,
V>

pour toute valeur de 2. D’aprés le théoréme II, du n° 24, on aura,

pour le point 2z = )‘—"2'—“,

i e (552) = (55 = (552) 2o

n,>® 2 2

ce qui conduit a une contradiction. Le théoréme est donc démontré.
Considérons maintenant les « nombres de Cotes »

+1
x;"’:f (z)yde (k=1,2,...,n;n=1,2,...),
—1

c’est-a-dire I'intégrale des fonclions fondamentales.
Si les nombres de Cotes possédent la propriété d’étre non négatifs,

MNP20  pour k=1,2....,n;n=1,02, ...,

alors les points fondamentaux z\” sont encore distribués d’une facon
partout dense dans l'intervalle (a, b), dans le Jsens précisé tout a
I'heure. Le role de ces nombres de Cotes sera expliqué dans le cha-
pitre suivant, dans la théorie 'des procédés de quadrature oi nous
signalerons aussi la démonstration de la proposition précédente,
d’ailleurs analogue a celle que nous avons donnée ici.

29. Quelques recherches récentes. — M. Fejér [6] a établi encore
des limites 'supérieures pour la différence de deux points fondamen-
taux consécutifs, dans le cas de distribution normale. Ces résultats
ont été généralisés par MM. Erdés, Grunwald et Turan. La plupart
de leurs recherches ne sont pas encore publiées, et nous avons le
plaisir de les insérer ici avant leur publication.

Tuéoriime I (de Erdos-Turan). — Considérons la classe de points
Sondamentaux de Uintervalle —1<x <1
2 =cosb"  (k=1,2,...,n;n=0,1,2,...).
Si les fonctions fondamentales correspondantes sont toutes
bornées dans U'intervalle — 1<z <1,

(1) |(z)|Se (k=1,2,...,n5n=0,1,2,...),
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alors on a les deux inégalités

e

(2) 0 — 60> 2

et

(3) %%, — o4 < %’ (e1 et c; indépendants de n).

La limitation supérieure est valable aussi pour k=o et k=n,
tandis que pour Uinférieure ce n’est pas vrai.

Tutorime II (de Erdos-Turan). — Si l’on fait I'hypothese rela-
tive aux nombres de Cotes

(4). [ M| <en* (¢ etaindépendants de n et k),

n étant fizeet k=1, 2, ..., n, alors on a U'inégalité
0, — o < ey li,gt—n (¢4 = const.).

CoroLLAtRE. — Si les zY" sont les zéros d’un polynome ortho-
gonal par rapport & un poids p(z) > o, Uinverse de ce poids }_%“‘—)
étant supposé intégrable au sens de Riemann, on aura encore

le théoréme I1.

Tutorime 11 (de Griinwald-Turan). — Si le poids p(x) est supé-
rieur & une quantité m
p(z)>m,
on a l'inégalité

c
8y, — 8 > —  (c=const.).
Faisons 'hypothése restrictive que p(2)2m et posséde un nombre
fini de points ou il devient infini (Erdés-Turén). On aura, dans tout
intervalle excluant ces points singuliers, les inégalités (2) et (3).

Si l'on remplace la condition (4) par celle que tous les nombres
de Coles soient non négatifs (Erdés-Turan)

W20  (k=1,2,...,n),
on pourra démontrer que

0%, — o <

o

(¢ = const.).
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Indiquons encore que les inégalités (2) et (3) restent valables
aussi dans le cas ou I'interpolation d’Hermite de toute fonction conti-
nue est convergente (ou seulement si tous les | A;(z)| sont bornés).

CHAPITRE VII.

CONVERGENCE DES PROCEDES DE QUADRATURE MECANIQUE.

Les possibilités de la convergence des procédés classiques de cal-
cul numérique d’intégrales définies onl été recherchées, pour la pre
miére fois, par Stielijes. Il a démoniré que les valeurs approchées
fournies par la méthode de quadrature de Gauss tendent vers la valeur
exacte de I'intégrale, s'il s’agil d'une intégrale au sens de Riemann.
Il a soulevé par ailleurs la question si le procédé de Newton-Cotes
fournit le méme résuliat.

M. Polya, en étudiant cetle question, a introduil une notion plus
générale de procédé de quadrature, et a donné¢ des conditions néces-
saires ct suffisantes pour la convergence de tels procédés.

Nous traiterons d’abord ce cas général, dont les procédés interpo-
latoires ne forment, en vérité, qu’un cas particulier. Le résultat
classique de Stieltjes, ainsi que les considérations élégantes de
M. Fejér seront esquissées en relation avec ce dernier cas. Nous
mentionnons & la fin de ce chapitre quelques résultats d’autre
nature, tandis que les méthodes d’un caractére entiérement différent
(de Misés [1, 2], R. Schmidt [1]) ne peuvent pas étre traitées ici a
cause de I'étendue limitée de ce travail.

30. Les théorémes de convergence de G. Pélya. — Un procédé
de quadrature (Q) sera défini par les deux schémas
Q) Ty €Uy (J=1,2, .03 n0=1,2, ...),
ou les z,, appartiennent a I'intervalle (a, b) donné

aéxni<-’l‘n°<---<xnn§b (n=1,2, ...).

A toute fonction f(z), définie et intégrable au sens de Riemann

MEMORIAL DES SC. MATH — N° 9o.
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dans (a, b), appartient une suite de « quadratures »

(1) Qn(f)=27\n/f(-z‘n,) (n=1,2,...)

J=t

L’intervalle (a, b) est U'intervalle fondamental, les nombres z,,
les points fondamentaux, les nombres A, les poids du procédé de
quadrature. 11 s’agit de trouver des conditions pour que la conver
gence

h

ait lieu.
Introduisons les deux conditions

n

I. 2 | An; 1 <L (constante indépendante de r).
i=1
IL. "];n:supzp\n, | = A(D),

ou 1 désigne la somme d’un nombre fini d’intervalles fermés appar-
tenant a (a, b), la sommation étant étendue a toutes les valeurs
de z,; qui tombent dans I. Soit ensuite I,, I, ... une suite arbi-
traire de telles sommes d’intervalles 1, décroissantes et de longueur
totale tendant vers o, A(I) est une fonction de la somme d’inter-
valles I, et ses propriétés principales sont qu’elle est : non négative,
A(D)2o0;
monotone,
A SA(T+I%);

sous-additive,
AL+ I SA(L) + A(I%).

La longueur totale m(l,) tend, par hypothése, vers o avec ,—i

LDOLD.. DL ..., lim m(I,)=o.
n>x»

On peut alors supposer que

(2) ' lim A(Iy) = o.
ny

Dans ce cas la fonction A (I) est dile « semi-continue ».
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Si I'on désigne par P la classe des polynomes, par C celle des fonc-
tions continues et par R celle des fonctions intégrables au sens de
Riemann, les théorémes de M. Pélya [1] s’énoncent de la fagon sui-
vante :

Tutorime A. — Supposons la relation (K) vérifice pour la
classe P. Pour qu’elle soit vraie aussi pour la classe C, il faut et
il suffit que la condition 1 soit vérifiée. (La nécessité de I est
signalée déja par E. HeLLy, Sitzungsber. d. Akad. in Wien, 121,
1912, p. 265-297.)

Tutorimr B. — Supposons (K) vérifiée pour la classe C. 1l en
sera de méme pour R, sous la condition nécessaire et suffisante 1.

Pour ce qui est du cas des polynomes, nous ne nous y arréterons
pas longtemps. L’opération Q, (f) étant linéaire, on aura

(3) Qu(f+&)=Qu(f)+Qu(g)  Qulef)=cQu(f)

donc le procédé convergera pour tout polynome s’il converge pour les
polynomes spéciaux 1, z, z, ..., parce que lout polynome peut étre
formé par une combinaison linéaire de ces derniers. II est nécessaire
et suffisant pour la convergence du procédé de quadrature dans le
cas des polynomes que 'on ail

b+l — qh+1

lim [Aprzh )+ Mo The 4+ oo hanzhy ] =

n>® k+1 (k=0’ b2 ‘“).

Passons maintenant a la démonstration du théoréme A. Pour la
démonstration du théoréme B qui est basée sur un raisonnement
bien connu, dd a M. Lebesgue, mais qui est un peu longue, le lec-
teur est prié de se reporter au Mémoire cité de M. G. Pélya.

Désignons une fonctlion continue par G(z) en général, et déter-
minons conformément au théoréme de Weierstrass, un polynome P (z)
tel que, ¢ > o étant donné, on ait

(4) |G(z)— P(2)! <.
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Alors

b
[ C@yds— Qn(C)‘

b b
< [ 16@—P@) do+| [ Pa)de—Qu(P)

+ 2 [P@n)— C(ap)| | Ans
Se(b—a)+e+cel, =

d’aprés (5) et I. Cela démontre donc que I est une condition suf-
fisante.

Si 'on supposait alors que la condition I n’est pas vérifiée, on
pourra construire par une méthode fréquemment employée, et qui .
remonte 4 M. Lebesgue [3], une fonction continue c(z), pour
laquelle Q. (c¢) est divergente.

Si nous posons
n

> g 1= A,

j=1
notre hypothése s’exprime par

lim supA, =-+.
ny>x

Considérons la fonclion g4(2) qui est « en résonance » avec le pro-
cédé (Q), c’est-a-dire telle que

|gr(z)| £ 1 our alz<b,
(5 {g()l_ P Szg

Qi(gr) = Ak

On obtient cette fonction, en posant

A ,
(6) 3gk(xkl)=|Ti;l_ (J=1,2, ..., k),
gr(xrj)= o0 pour XA¢j=o,

et en prenant gx(z) linéaire dans les k — 1 intervalles (zxj, @, ji1 ),
et constante dans les deux intervalles extrémes (a, zz) et (Zu, b).
Faisons les deux hypothéses suivantes :

a. Il exisle un & tel que

) lim sup Qn(g4) =+

Dans ce cas la fonction continue cherchée est ¢ (z) = gz ().
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B. La limite figurant au premier membre de (7) est finie pour
k=1,2,3,....

Définissons alors une suite partielle indéfinie de fonctions gi(z)

gi(®), Zk(Z), ..., &k (2),

On détermine g, () par induction totale, en prenant g, (%) =g (=),
et

Q. (5_ + 8 ﬂﬁ'—‘) ‘ =M, (nombre > o, ﬁnli).

borne sup Lo
3 3° 3m oy

On peut choisir la fonction g, (z) de telle fagon que

k> Am—
et

(8) Mg, > 3m2(Mp_y+ m).
Si nous posons maintenant

gh(z) | gn(z) | 8ia(2)
- .

c(x)= e ceny

¢(z) sera, comme la somme d’une série uniformément convergente,
une fonction continue, pour laquelle

Qu,(¢) = 3—1,,70&".(&,,.)

8ky 84y Shm—1 Skt Skms
+er,,,< 3 +—3-;+...+m—_—l +le '?;:l_.'_‘l‘-i-—-“jm"_"_' +..0 )y
donc
> L Ap—M \ ( ! . = My
Qun(e)2 g Ay M= Mo (T ¥ s o0 ) Sgmy — Nt

d’ou. en vertu de (8),
Qin(c)2m.

Si m— oo, le procédé est divergent, et cela démontre la nécessité de
la condition I.

Le passage des polynomes aux fonctions analytiques est plus diffi-
cile que les cas des théorémes A et B. Pour ces fonctions, M. Pdlya
a étudié le procédé de Newton-Cotes, qui est un procédé interpola-
toire. Nous en parlerons donc dans le numéro suivant, et ici nous
n'indiquerons que le résultat relatif aux abscisses équidistantes?
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Alors

()= ‘A,,of(g) + ).,,,f<%> e x,,nf(%),

ou

_ (‘nx(nz—1)...(nz—k+1)(nx—h—1)...(nx —n)
)‘""_\/0. k(h—1)...2.1(—1)...(k—n) dz.

M. Ouspensky [1] a établi (et M. Pélya I’a retrouvé dans son travail
cité) ’expression asymptotique

l,,/l= ! h [<_1)A+(_2n;k](l+'ﬂnk),

" n(logn)y " k n

ou n,,—>o0, pour 2 -> o, uniformément pour k =1.2,3, ..., n—1.
* M. Pélya a démontré, a I'aide de cette formule asymptotique, que
le procédé de quadrature de Newton-Cotes ne peut pas éire conver-
gent pour toute fonction continue, de méme qu’il ne sera pas conver-
gent pour toute fonction analytique dans lintervalle (o, 1). La
méthode employée ici est encore celle de la construction de Lebesgue.

31. Les formules de quadrature interpolatoires. — Un cas parti-
culier trés important de la théorie précédente est celui ou Q, (f) est
une formule de quadrature interpolaloire, c¢’est-a-dire ou Q, (f) est
'intégrale du polynome bien défini, de degré <rn — 1, \qui interpole
la fonction f(z) aux points Z,,, Zus, ..., Zan. Dans ce cas, les
poids Ayi(k=1, 2, ..., n) sont entiérement définis par les points
fondamentaux z.;. l.e procédé converge sirement pour tout poly-

b
nome f(z), car alors Q, est exactement égal a x)dx, tant
g

que n dépasse le degré de f(z). Considérons la formule d’interpo-
lation de Lagrange :

Ln(f) = D S (@nk) lus (2) = Y, f(@x) Ue(@).
Alors = -
b n .b n
© Q)= [ Lalf)dz =3 S0 [ @) de =, flo0m,
a A=1 a A=1
ou

b
(10) = f li(z)dx (k=1,2,...,n)

Ya
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sont les « nombres de Cotes » de la quadrature. En tenant compte
n

de Iidentité ¥ ly(#) =1, on tire de (10) une identité relative aux
A=1

nombres de Cotes
n
(11) Z M=b—a.
A=1
Dans le cas de I'intervalle —1 <z <1. on aura Zlkz 2.

k=1
Le premier résultat important relatif a ce procédé a été établi par
Stieltjes [2]. Il a démontré que l'on a, dans le cas ou les points fon-
damentaux z; sont les zéros du n"*™° polynome de Legendre Pr(z),
la relation

(12) tim Q)= [ ()

Stieltjes a basé la démonstration de son théoréme sur les trois faits
suivants :

I. Les nombres de Cotes 2, relatifs aux abscisses de Legendre,
sont tous positifs. (Propriété connue par Gauss.)

I1. I— (M oo+ 1) < f <T— (Mg~ Ao o hg—1)
(Tchebycheff, Markoff).

Ir. Max Ag—>o0 si n—>oo,
k=12, ,n

(Ce résultat a été établi par M. Fejér pour tous les cas ou les
nombres de Cotes sont non négatifs, de méme que le résultat
indiqué p. 59). M. Fejér [10] a observé que la condition I seule
suffit pour la convergence du procédé de quadrature, et a démontré
le théoréme général suivant :

Tutonime 1. — Soit 2" (k=1,2,...,n; n=1,2,...) une
suite triangulaire indéfinie de points, situés tous dans l'intervalle
— 1 << les points du 2°™° groupe 2, 2", . . ., z}," étant tous dif-
férents. Si les nombres de Cotes correspondants " (A =1.2, ...,n;
n =1, 2, ...) sont tous non négatifs, on a la relation (12),
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pourvu que f(z) soit borné et intégrable au sens de Riemann dans
I'intervalle —1 <z <.

Nous voyons que ce théoréme est une conséquence trés impor-
tanle des théorémes de Pdlya, parce que l'identité (11) et I’hypo-
thése A+>0 (k=1, 2, ..., n) montrent que la condition I du n°29
est vérifiée.

M. Pélya, en le généralisant un peu, a énoncé ce théoréme sous la
forme suivante : Si un procédé de quadrature est convergent pour
tout polynome, et si les poids sont tous non négatifs : 2,:2 0, alors le
procédé converge aussi pour toute fonction intégrable.

Rappelons que ce théoréme est valable aussi pour le cas ou les
points fondamentaux sont les zéros du polynome de degré »

R"(.'I') = I’I:(1)+ \Pn_1(l‘) —+ BPn_o(.z‘)

P,(z) élant le n*™° polynome de Legendre, A et B<o deux cons-
tantes choisies de facon que les zéros de R, (z) soient tous réels, dif-
rents et situés dans — 1 Sz <1.

Pour démontrer que les nombres de Coles sont |encore non
- négatifs, employons la différence introduite dans le n° 26

i (r)— li(z) = g(2) Ra(r),

ou g(z) est un polynome de degré n — 2 qu’on peut développer en
série de polynomes de Legendre

g(z)=coPo(z) + 1 Py(2) +... 4+ ch—oPn_s(x) avec c€p—»>o0.

L’orthogonalité des polynomes de Legendre permet alors d’écrire que

+1 "
f [G(z)— li(z)]da = c,,__,Bf P;_.(x)dr.
-1

—1

L’hypothése B <o montre que
+1 -+
3 = L(z)de> B} (z)dz > o.
(13) S u@az [ Ca@d>o

M. Fejér a indiqué quelques cas — des polynomes particuliers de
Jacobi — ou les nombres de Cotes sont non négatifs. Tels sont par
exemple les polynomes de Jacobi de paramétres :

o« =f=-—1 (polynome proportionnel a P,—P,_,, consigléré

déja par R. Radau [1]),
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a=f =— i[polynome de Tchebychef T, (x)],
a={ —=o [ polynome de Legendre P,(z)],
a=f = é [polynome de Tchebychef U, (z)],

o=—1,B =— : (polynome proportionnel a P,— P,_,).

Le cas général des polynomes de Jacobi, au point de vue de la
convergence de la formule de quadrature formée sur ses zéros, a été
traité par M. Szego [2], qui a établi le théoréme suivant :

Tutorime . — S max(a, B) > 3, il existe une fonction f(x)

continue dans Uintervalle (— 1, +1) pour laquelle la suite des
quadratures (9) est divergente.

Si max (a, ﬁ)<§, les quadratures Q,(f) convergent vers

+1
f f(x)dx pour toute fonction f(z), intégrable dans Uinter-
—1

valle. —1<x<i. Le méme résultat est encore valable pour
3

o = ﬁ = ;-

Nous voyons donc que les formules de quadrature déduites de la
formule d’interpolation de Lagrange par intégration peuvent étre
convergentes bien que la formule de Lagrange elle-méme est diver-
gente.

32. Le cas ou les points fondamentaux sont les zéros de poly-
nomes orthogonaux. — Il faut distinguer des résultats relatifs a la
positivité des nombres de Cotes d’autres résultats anciens (connus
par Heine et Stieltjes), correspondant au cas oa les points fonda-
mentaux sont les zéros de polynomes orthogonaux, et ou l'on fait
I'intégration avec le poids. .

Considérons une fonction p(z), non négative et intégrable dans
I'intervalle —1 <2 <1, et soit

wo(z), wi(z), ..., wa(z),

la suite de polynomes orthonormés par rapport au poids p(x) dans
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Pintervalle — 1 Szl

+1
f wp(z)w,(z) p(x)de = 8,
—1
oudy,,=o0simzZn,etdp,=1(n=0,1,2, ...).

Il est connu que tous les zéros zy, zs, ..., z, d’un tel poly-
nome w, (z) sont réels, distincts et tombent dans I'intervalle —1 <z<1.
La fonction fondamentale /;(2) de 'interpolation de Lagrange formée
sur ces points fondamentaux z; est encore égale a

_ wy(x) .
W)= SEn@—an)

On sait (voir par exemple Feldheim, [2]) que /;(z) peut étre déve-
loppé, a I'aide de la formule de Darboux [1]. en une série de poly-
nomes o, ()

n—1

a1 I
(14) l[((ﬂ):— an wn+l(-l'/~)(!);z(-z'/\)Z‘)wr(xk)wr(.{)

n—1

— ._.n_l___ Zu),(.I‘A)wl(x))
2“’3'(9%)':0
s$=0

ou a, est le coefficient de z" dans w,(x). Le développement (14)

fournit alors la relation suivante, démontrée d’ailleurs directement
dans le n° 26,

+1 +1
(15) f U(z) p(x)dx =f U () p(x)de = ”__11* > 0.
—1 —1
W wy(zh)
/d 3

+1
Les « nombres de Stieltjes »f U(x)p(z)dz sont donc tous

+1
positifs tandis que les nombres de Cotes f li(x) dx ne le sont pas
HEN|

toujours. Pour les polynomes de Legendre p(x) =1, la positivité
des nombres de Cotes correspondants résulte donc simplementde (15).
Pour les abscisses de Tchebychef. (15) donne

+t dx 1\ =
[‘ lk(x)v/l_ﬁ >o0 pour A=1,2,...,n; .l"=(:0§(/.— 2) ?
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+1
et le résultat de M. Fejér s’exprime parf ly(z)dx > o, pour
k=1,2,...,n. -
La relation (15) montre que si 'on effectue I'intégration avec le

poids p(z), le procédé de quadrature converge jpour toute fonc-
tion f(z) bornée et intégrable dans I'intervalle —1 <2 <1

+1 +1

lim [ (e de= [ f@)pe)da,
ny» = —1 —1

dans tous les cas ou les points fondamentaux sont les zéros de poly-

nomes orthogonaux relatifs au poids p(z) > o, borné et intégrable
dans —1 <z <.

33. D’autres résultats. — MM. Shohat et Winston [1] ont étudié
le procédé de quadrature mécanique rapporté a un poids positif dont
nous venons de parler, et ont donné, dans les cas des abscisses de
Jacobi, de Laguerre et d’Hermile, des limitations pour les nombres
de Stieltjes

b
H"»"=f L (@) p(z)de  (A=1,2, ..., n)
a

Dans le cas des abscisses d’Hermite, ils ont établi des propriétés de
séparation intéressantes pour les nombres Hy ..

Mentionnons encore les recherches de MM. Shohat [1, 2],
Winston [1], Kryloff [1, 8], Stekloff [1, 2, 3], S. Bernslein [16], et
beaucoup d’autres que la briéveté nous oblige de laisser de coté.

Disons seulement quelques mots de la formule de quadrature
interpolatoire obtenue par l'intégration de la formule d’interpolation
d’Hermite [formule (3), Chap. IV]

\p(x)=Hnp(z)+ 8, (x).

Dans quelques cas particuliers [par exemple pour les abscisses de
Tchebychef, zéros de To(x) et Us(z)]. on peut démontrer que

—+1 +1
lim Xoyde= [ f(z)dz,
1

ny» o —1 “_

(Fejér [3], Feldheim [3]), mais, en général, la question n’est pas
encore traitée.
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Si les points fondamentaux sont les zéros de polynomes orthogo-
naux par rapport & un poids p(#)2M > o, on aura toujours

+1 +1
(16) / w(z)p(z)dr =0 et j hi(z)p(zx)dr > o,
—1 —1 :
d’ou
+1 +1

lim X, (2) p(z)dz =f F(z)p(z)da.

nrrv_g —1
Si les points fondamentaux sont encore normalement distribués,

ona
hi(z) =vi(2)li(z)20  dans —1<z<i,

donc aussi
+1
[ hi(x)dzx 2o (h=1,2, ..., n),
g
et ainsi
+1 +1 +1
lim Xu(x)dr = lim Hn(x)dx=f S(z)dz.
n> o —1 n>oJ_y —1

La premiére relation (16) résulte trés facilement de I'hypothése
d’orthogonalité des polynomes

oy (z) = I](x — Zk).
En effet, =

(@) = (@) (@ = 21) = s lu(a) wa (),

et [;(x) étant un polynome de degré n — 1, on aura bien

+1 1 +1
f: bA(w)p(w)dw=m[I li(z)wp(z) p(z)de =o.

C’est une propriété générale, valable pour tous les polynomes orthe-
gonaux. Pour les polynomes spéciaux de Tchebychef

Tr(2) = cosn(arc cosz),
nous avons une propriété trés intéressante

+1
I ..
f Da(2) 0y (2 )er by (F) e =0 (£ =1, 2, sy B S e e 1),

—1 Vi—a°

c’est-a-dire les polynomes hz(z) de degré 2n — 1 vérifient entre eux
une relation d’orthogonalité d’ordre quelconque (Feldheim [2]).
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CHAPITRE VIIL

CONVERGENCE D'ORDRE SUPERIEUR DANS L'INTERPOLATION DE LAGRANGE.

34. Convergence en moyenne. — MM. Erdés et Turan [1] ont
étudié dans un travail récent la possibilité de la convergence en

moyenne des polynomes d’interpolation de Lagrange, et ont obtenu
les théorémes suivanls :

Tutorime I. — La convergence en moyenne
(1) o f~ [f(@)— La(/)] dz =0

a lieu pour toute fonction intégrable au sens de Riemann f(x)
dans Uintervalle — 1<z <1, dans tous les cas o les points fonda-
mentauz sont les zéros de polynomes orthogonauz w,(x), formés
par rapport & un poids p(z)2M > o, intégrable dans —1<z 1.

Tutorime II. — La relation limite (1) a lieu aussi dans le cas
plus général ou les points fondamentaux sont les zéros du

polynome

Ru(z) = wn(2) + Ay wa_a(2) + By wps(2),

ou les wy(x) sont les polynomes orthogonauz précédents, A, et
B.<o deux constantes choisies de facon que tous les zéros de
R, (z) soient réels, distincts et situés dans —1<z <.

Nous ne démontrerons que le théoréme I, et cela encore dans le
cas des fonctions continues. Il est basé sur la propriété d’orthogona-
lité, déja signalée, des fonctions fondamentales I5"(z), relatives aux
zéros des polynomes orthogonaux

+1
f 5 (z) I (z) p(x)de =0 pour i34,
—1
qui résulte aussi facilement du développement (15) du n° 32.
Considérons un nombre ¢ > o donné, aussi petit que 'on veut, et
adjoignons a f(z) un polynome 9(z) de degré <n —1 tel que, si
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Pon fait

S(z)—o(2) = A=),

on ait | A(z)|<e, pour — 1 Szl
Nous avons déja vu que

S(@)=La(f) =F(x) = ¢(2) — Lu[ f(2) — 9(2)] = A(z) — La(4),

de sorte que

+1 +1
[ V@=Ll p@rde = [ [82) — La(A)F p() de
Jy /oy

+1 +1
< 2[ A°(z) p(x) da:+:7[ L3 (A) p(z) dz.
0 o -
r

*t 1 2¢° 2:°
2f A“(z)p(w)dx_f_z:"f plzyde = 25 25
1

— —1 (1)6(.&‘) ay
et

o[ L p e =3 3 a0 A [ 1@ 19 @) (o) o

t=1k=1

+1
=22 A*(xﬁ)f 13 () p(z) dz
k=1 —!

=N are) [ (@) p(a) do,
2lc2=‘ .L'A‘/—‘l L.z'_p.z'

et ainsi
“+1 .
f L,,(A)p(w)d.z'<2¢°z‘/ lk(w)p(x)dx—-zsf p(x)dx:i_}!.

Finalement

) @ = <

OI-D

Mais, par hypothése, p(.z)>M > o, donc
o<f L) = La /) e [ [j(x)—ln(f)]’p(w)deM—
ce qui démontre le théoréme 1, pour les fonctions continues. Pour

ce qui est du passage des fonctions continues aux fonctions intégrables
au sens de Riemann, nous renvoyons au Mémoire cité des auteurs.
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Si ce théoréme est vérifié, on a a fortiori, pour toute fonction
bornée et intégrable au sens de Riemann, la relation

+1
(3) lim [f(2) = La(f) ! dz = o,
nyx=J_,
résultat plus fort que la convergence de quadrature. Pour cela il
faut seulement supposer P(z)20 dans (—1, +1), et que les inté-

+1 +1 .
grales‘/:1 p(z)dz et ‘/_‘1 ;‘%) existent. On déduit alors de (2), au

moyen de I'inégalité de Schwartz, que

+1
o [ s —Laf)ids

—1

+1 dx
=f | f(#) — L (f) | Vp(a) —=2—
. Vp(x)

——

<\ [/ :’[fm—r.n(f)rp(x) dx\/ [ + PV +1%

ce qui suffit pour la démonstration de (3).
Indiquons quelques cas ou ces théorémes sont valables. Si P'on
considére les polynomes de Jacobi, relatifs au poids

P(z)=(—z)*(1+ )8,

nous voyons que p(z)>o pour —1<<a<oet —1 << B<o, donc le
théoreme I est valable pour les zéros de J,(«, 8, x) de paramaétres
vérifiant ces inégalités, tandis que la relation (3) est applicable & tous
les polynomes J,(«, 8, x), avec —1<<a <1, —1< B<i,

Mentionnons encore deux conditions pour la convergence (ou
divergence) en moyenne :

Conorrion I. — 11 est suffisant (mais non nécessaire) pour la
convergence en moyenne (1) que la somme

n n
23
=1 k=1

f_+ll,(x)lk(x)dz'!

soit bornée pour n— « (Feldheim [2]).
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Connrrion II. — Si l'on a
"
2] lf(x)dz—>»  pour n—=x,
hA=1 —t

on pourra lrouver une fonction continue g(z) telle que

+1

lim sup [g(x)— La(g) de =+ (Erdos-Turan, [1]).
n>=» —1

Indiquons un cas ou la convergence en moyenne n’a pas lieu, mais
ou cetle condition II ne suffit pas pour décider la question. C’est le
cas des polynomes de Tchebychef

sin(n+1)6

Uy(eost) = T
nl ) sin !
x = cosl &g = cosfr = cos Ll (k=1,2 n)
L= C c 1
) k k n I ) 2y ’ ’

qui est le polynome ultrasphérique, de paramétres o« — 5 = ;, de

poids p(z)=\/t— z". Nous avons trouvé (Feldheim [B]) que pour
ces points fondamentaux

n

0, 3 R
;l/.(l’)—“— m[Uu—«(x)—l],
=1 .

d’on

n 1 " n—A1 ]

) _ L N ogn
;[l l"($)dx_2+zc+lz-zr+1—2+0( n )’
=1

r=1

donc reste borné pour n — co. .

Mais si 'on observe que, pour les points fondamentaux considérés,
on a (Feldheim |3, 5])
%) N (=0 (@) = Usy (1),

k=1

dont la démonstration vient simplement du fait que

sinn

sinnfy n—+1
U~.Z‘ = — =“_=_[k+1
n—1(24) sinfy wk (=0,
sin

n-—+1
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alors il en résulle que

n n

(5) 22(—1)1+/¢/‘+‘l,(x)l/.(x)dx =f+lU;2,_,(z)dx>log23n'

1=14h=1 -

Sinous considérons la fonction f, (z) définie de la maniére suivante :

nk
Sr(&l) = (— 1)t (k=1,2, ...,/z;x(,{"=cosn+l>’

Sn(r) est linéaire de z{a i, (k=1,2, ..., n—1)

et fu(z) est constante de — 1 & 2}/ et de £\ a + 1,

on verra que, d’apreés (5),

+1
f Ln(fu) dz> |og27",

-1
et le procéd¢ employé a plusieurs reprises permettra d’établir

Iexistence d’une fonction g (), continue dans I'intervalle (— 1, 4-1),

. k=
pour laquelle, et sur les points fondamentaux =}’ = cos —

)
+1

(6) lim sup [g(x)— Lu(8)] dr =+ .

H>»n —1

Remarquons que la relation (2) étint valable pour ce cas aussi,
nous aurons pour toute fonction continue

Hlim fﬂ[.f(.z')— L.(f)) vi—a* dz = o,

> =

donc la convergence en moyenne sera vérifiée dans I'intervalle
—1+eSzli—e,

1—.

(7) lim Lf (&) = La( /)] dz = o,

> vt

et cela montre que la divergence (6) est due a la croissance rapide
des polynomes L,(f) aux extrémités de U'intervalle fondamental.

35. La forte convergence en moyenne dans le cas des abscisses de
Tchebychef z":C()s(k— —;) % (k=1, 2, . .. n). — Le résultat
relatif 4 la convergence en moyenne. vérifié pour une classe impor-
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tante de points fondamentaux étanl acquis, nous nous sommes
proposé de rechercher s’il cxiste une fonction continue dans I'inter-
valle — 1<z <1, pour laquelle la relation plus forte

(8) S f_+ 1 [f(2)— La(f)} dz =0

sera encore vérifiée. Nous avons résolu (Feldheim [2]) le probléme
dans le cas ou les points fondamentaux sont les zéros du n'¢™ polynome
de Tchebychef T,(z)=cosnf, x = cosf, et nous avons trouvé le

Tutorime 1. — Si les points fondamentauz sont les abscisses de

(2 L—l)r

Tchebychef x;= cos (k=1,2,...,n), on aura la rela-

tion (8) pour toute fonctzon continue f(z) dans Uintervalle
(—1,+1).

Le poids relatif a ce polynome Tn(z), p(x)= " = =, étant
1—x

toujours positif, il suffit de démontrer au lieu de (8), la relation

—— = 0.

® tim [ /)~ (S

nywooJ_ 4 .z'

En faisant le méme raisonnement que pour la démonstration de la
convergence en moyenne, nous aurons

dx

\/I-—.Z‘"
dz

+1
+8 [ Ln(A)‘ V:w_.-

S =t

[A(x)— Lu(B)]

<sf "AG »

Si l'on tient compte du

Tatorime II. — Dans le cas des abscisses de Tchebychef les
fonctions fondamentales lx(z) vérifient la relation d’orthogonalité
d’ordre pair

(x0) S @ - bt 7

POUP iy v Fodary T=1y 2 ey ['21] (Feldheim [1]),

=0,
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et de I'inégalité de Fejér [6],

n
(1) PIACIEL
A=1

on pourra démontrer que

+1
f La(A)+ _dz_ SCmet (C = constante indépendante de n),
—1 Vi—x’

donc

+1
f [f(x)—La( )] <8(C +1)mst si n-—>%. C. Q. F. D.

—1 Vi—e'
Dans ce cas nous avons méme le théoréme plus général suivant :

Tutortme Ill. -— 8i les points fondamentaux sont les points
(2k—
2

1)7 .
Zp= Ccos ) (A=1,2....,n), on a la relation

n
+1
(12) lim f [f(#)—La(f)rde=0 (r=1,z2, ..., indépendant de n)
n>®oJ_y

st f(z) est une fonction continue dans Uintervalle (— 1, +1).

Pour la démonstration voir Erdos-Feldheim [1]-
On peut déduire de (12) que I'on a aussi

+1
(13) lim f f(2)—La(f)rde=0 (p=1,2, :..),
=),
ce qui est & rapprocher d’un résultat de M. J. Marcinkiewicz [2]
(voir le n° 15).

Nous avons vu que les relations (10) et (11) sont essentielles pour
la démonstration de notre théoréme. Remarquons que, dans le cas
de polynomes orthogonaux w,(z) généraux, la relation (10), avec
r = 2, sera siirement vérifide, si I'on a

in

(14) wi(@)= Y, " wi(@).

k=n—:

Nous avons donc (Feldheim [2]) le
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Tutorime IV. — La relation limite (8) a lieu, pour les zéros de
polynomes orthogonauz par rapport & un poids p(z)>o dans
Uintervalle — 1<z <1, si on a les deux conditions :

a. ‘z li(z) < C (constante indépendante de n).
k=1

b. La relation (14) est vérifiée. Cette condition peut étre rem-
placée par les suivantes :

2333

f L(2) (@) by(2) I, (z) dz
i£k#£p#£gqg

-1

< Cy si n-—>oo,

ou

< Ge

Z 2 2 Z',' :‘°“P"If+|lt(w) le(z) Up(2) Ig(2) dzx
i —1

zkEpZyqg

st n—w, avec |&| =1.

Indiquons pour terminer que la forte convergence en moyenne des
polynomes d’interpolation de Lagrange n’est pas vérifiée dans le cas
k=
n+1
sin(n +1)0
sinb

ot les points fondamentaux sont les zéros z; = cos

(h=1,2,...,n)

du polynome de Tchebychef U,(z) =

y £ = cosf, méme

si I'on fait I'intégration par rapport au poids p(z) =/1— z*. Nous
avons démontré en effet (Feldheim [3]) qu’il existe une fonction g (z),
continue dans l'intervalle — 1<z <1. telle que dans le cas considéré
on ait la relation

e |
lim supj [&(2)— Ln(g)] VI— 2 dir =+
n>w —1
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INDEX BIBLIOGRAPHIQUE.

Nous essayons de donner ici une bibliographie aussi compléte que possible\
{en mai 1937) des problémes traités, et pour cette raison nous y indiquerons

plusieurs travaux que I'étendue limitée de ce fascicule nous a empéché de traiter
en détail.

BernstEIN (S.). — 1. Sur l'approximation des fonctions continues par des

2.

34

10.

11.

12.

13.

14.

polynomes (C. R. Acad. Sc., Paris, t. 182, 1911, p. 502-504).

Démonstration du théoréme de Weierstrass fondée sur le calcul des proba-
bilités (Communic. de la Soc. math. de Kharkoff, 2¢ série, t. 13, 1912,
p. 1-2).

. Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions continues par des

polynomes de degré donné (Mém. Acad. roy. Belgique, 2¢ série, t. 4,
1912, p. 3-104).

. Quelques remarques sur linterpolation (Communic. de la Soc. math. de

Kharkoff, 2 série, t. 14, 1914).

. Sur la convergence absolue de séries trigonométriques (C. R. Acad. Sc.,

Paris, 1914).

. Quelques remarques sur l'interpolation (Math. Annalen, .79, 1918, p. 1-12).
. Legons sur les propriétés extrémales et la meilleure approximation des

fonctions analytiques d’une variable réelle (Paris, Gauthier-Villars, 1926)

. Etat actuel et problémes de la théorie des polynomes d’approximation des

fonctions réelles d'une variable (Congr. Math. de Kharkoff, p. 58-77).

. Sur une formule d’interpolation (C. R. Acad. Sc., Paris, t. 191, 1930,

p. 635-637).

Sur une modification de la formule d’interpolation de Lagrange (Communic.
de la Soc. math. de Kharkoff, p. 49-57).

Sur une formule d’interpolation de M. de la Vallée Poussin (Ibid., p. 61-64).

Exemple d’une fonction continue pour laquelle la formule d’interpolation
trigonométrique de Lagrange diverge (C. R. Acad. Sc. de l'U. R. S. S.,
1931, p. 365-366).

Sur la limitation des valeurs d’un polynome P, (z) de degré n sur tout un
segment I;al‘ ses valeurs en (n + 1) points du segment (Bull. Acad. Sc.
de 'U. R. 8. 8., 1931, p. 1025-1050).

Sur l'interpolation trigonométrique par la méthode des moindres carrés
(C. R. Acad. Sc. de 'U. R. S. 8., t. 4, 1934).
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18. Sur le domaine de convergence des polynomes
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(C. R. Acad. Sc., Paris, t. 202, 1936, p. 1356-1358). .
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Paris, t. 203, 1936, p. 1305-1306).
Borer (E.). — 1. Sur linterpolation (C. R. Acad. Sc., Paris, t. 104, 1897,
p. 673-676).
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