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FONDEMENTS MATHÉMATIQUES 

DE LA 

THÉORIE DES CORPS PLASTIQUES ISOTROPES 

Par Mrae Hilda GEIRINGER. 

INTRODUCTION. 

La théorie de l'élasticité qui a pour but d'étudier les tensions et 
les déformations que subissent des corps solides sous l'action de 
forces extérieures suppose que ces déformations disparaissent complè
tement le corps étant déchargé peu à peu. On peut admettre que 
chaque corps solide se comporte de cette façon tant que les efforts 
sont suffisamment petits. D'ailleurs ces hypothèses ne constituent 
qu'une sorte de définition du « corps solide ». Le domaine d'élas
ticité complète est caractérisé par l'existence d'une correspondance 
biunivoque entre les tensions et les déformations. Expliquons-nous 
de plus près. 

La théorie classique de l'élasticité suppose des» déplacements infi
niment petits. En ce cas les déformations s'expriment en fonctions 
linéaires des dérivées des composantes du déplacement. De plus, 
dans cette conception classique le tenseur des tensions est lié au 
tenseur des déformations par une relation linéaire (sïrain-stress-
relation), généralisation de la fameuse loi de Hooke. Si l'on ne se 
borne pas à supposer les déplacements infiniment petits, les défor
mations dépendent des dérivées des composantes du déplacement 
d'une façon non linéaire. D'autre part on a essayé d'étu.dier une 
strain-stress-relation généralisée qui fait dépendre les tensions de 
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façon non linéaire des déformations. Mais en tout cas on garde 
l'hypothèse d'une stricte correspondance entre les tensions et les 
déformations. Les déformations sont donc réversibles. 

Les phénomènes de la traction d'une barre sont bien connus. Si 
l'on commence à charger une barre de métal dilatable, tout d'abord 
sa longueur sa augmenter proportionnellement à la force appliquée. 
Si l'on décharge la barre elle regagnera de nouveau sa longueur 
initiale, c'est-à-dire la déformation provoquée est réversible, la barre 
est élastique. Ici la relation entre la tension cr et la dilatation s est 
représentée avec une très grande approximation par une droite 
inclinée passant par l'origine. 

Mais si la force s'accroît au delà d'une certaine limite, c'est-à-dire 
si une certaine grandeur de cr est dépassée, d'autres phénomènes se 
présentent. La ligne représentant la relation entre s et <r change brus
quement sa direction et s'approche de plus en plus d'une droite 
presque horizontale. C'esl-à-dire la déformation augmente rapide
ment tandis que l'effort reste presque constant. Si l'on décharge un 
tel corps, la déformation ne disparaît pas complètement. Le phéno
mène a cessé d'être réversible. Une partie de la dilatation reste après 
le déchargement. Celte partie constitue une déformation perma
nente. En même temps la matière de la barre est transformée, ses 
propriétés sont modifiées. 

La valeur de <r pour laquelle ces phénomènes se produisent 
s'appelle la limite élastique ( ' ). L'ordre de grandeur de cette limite,' 
c'est-à-dire la valeur critique de la tension est, par exemple, pour 
le fer doux de 2000 à 3000 kg/cm2 . Il n'y a pas d'inconvénient à 
supposer qu'en principe une telle limite existe pour toute sorte de 
matériaux. Elle aura des \aleurs très élevées pour certains matériaux 
et des valeurs très petites pour d'autres, par exemple pour l'argile. 
Cela veut dire que l'argile ne se comporte comme un corps élastique 
que pour des efforts très peu considérables. 

Dans la théorie de plasticité on étudie — moyennant des hypo
thèses convenables — des phénomènes qui se produisent au delà de 

(1) Souvent il convient de distinguer la limite élastique et la limite de propor
tionnalité. Dans l'intervalle intermédiaire, c'est-à-dire pour des valeurs de a infé
rieures à la première, mais supérieures à la seconde, le corps est encore élastique, 
mais la tension c en fonction de s n'est plus donnée par une droite inclinée passant 
par l'origine. 

file:///aleurs
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la limite élastique. D'ailleurs cette limite élastique est nommée 
souvent limite plastique. Ajoutons encore différentes remarques. 

Il va sans dire que pour les corps réels la distinction entre les deux 
domaines d'élasticité et de plastioité n'est pas précise. Par contre 
on pourrait même supposer que toute déformation élastique, quelque 
petite qu'elle soit, soit déjà accompagnée d'une petite déformation 
permanente négligeable. En tout cas il se trouve un certain domaine 
de transition entre l'état élastique et l'état plastique du corps. — 
Souvent on a affaire à des problèmes où la limite élastique n'est 
atteinte que dans une partie du corps tandis que le reste du matériau 
se comporte encore comme un corps élastique. — Jusqu'ici il n'était 
question que de la traction d'une barre où n'intervient qu'une seule 
grandeur or et une seule s. Pour le problème d'efforts plus généraux 
nous donnerons plus tard (n° 5) la définition complète de limite 
plastique. 

L'ensemble des phénomènes au delà de la limite élastique est très 
étendu et l'on ne dispose pas encore d'une théorie satisfaisante assez 
générale et comprenant la totalité des faits qui se présentent, théorie 
en même temps assez précise et concrète pour donner lieu à des déve
loppements mathématiques. On ne connaît aujourd'hui qu'une 
seule théorie précise qui soit arrivée à établir des équations diffé
rentielles et à en déduire des conséquences mathématiques de même 
façon qu'on le fait par exemple dans la théorie d'élasticité. Certai
nement cette théorie de plasticité néglige différents détails des 
phénomènes observables. D'autre part il existe plusieurs conceptions 
plus générales embrassant les autres aspects des phénomènes. 
Parmi ces recherches il faut mentionner les importants travaux de 
M. Brillouin. de L. Prandtl, R. v. Misés, H. Hencky, W . Prager, 
A. Reuss. G. I. Taylor, etc. 

La théorie ci-mentionnée dont nous allons traiter dans ce fascicule 
fut inaugurée par B. de Saint-Venant [38] et donna lieu à un assez 
grand nombre de mémoires. La théorie de Saint-Venant est basée sur 
les notions de la mécanique rationnelle des milieux continus. Plusieurs 
auteurs ont réussi à compléter et étudier de plus près le système 
des équations différentielles établi par Saint-Veuant. Nous pourrons 
nous borner à ne développer dans ce fascicule que la théorie de 
Saint-Venant, et ceci d'autant plus que dans la même collection va 
paraître un fascicule très documenté de M. W . Prager [31] qui 
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s'occupe de l'ensemble des hypothèses et des théories de la plasticité 
proposées jusqu'ici. 

Dans ce qui suit nous supposerons toujours les matériaux étant 
isotropes. On ne s'occupera pas des questions d'ailleurs très intéres
santes concernant la plasticité des cristaux, problèmes qui ont été 
étudiés d'une façon approfondie au cours des dernières années. 

CHAPITRE I. 

LE PROBLÈME GÉNÉRAL DANS L'ESPACE. 

1. Les tensions. — Lorsqu'un corps subit un système de*forces, 
tout élément d'aire à l'intérieur du corps est soumis à des forces 
internes. Le quotient d'une telle force par l'aire correspondante 
d'application est une grandeur qu'on appelle en mécanique classique 
un effort, ou bien une contrainte, ou une tension. Suivant la 
conception fondamentale des milieux continus, il existe à chaque 
point du corps un tenseur symétrique T et que nous nommons le 
tenseur des efforts ou des tensions. 

Appelous tx l'effort qui s'exerce sur la face négative d'un élément 
perpendiculaire à l'axe Ox rapporté à l'unité de surface ef 

(1 ) *r, "Cro Tr

ies composantes de tT par rapport aux Ox, O j , Oz. On déduit de 

même façon les vecteurs t} et tz avec les composantes 

(*") T j r , <*>, lyz, 

( O ^z-c, ' ; , , Vz> 

Alors la tension en M sera donnée par les neuf grandeurs formant 
une matrice ( ^ , . . ., <rz). On appelle (TX, <ry, <JT les tensions normales 
et les grandeurs r,,,, . . . , T J 5 les tensions tangentielles. 

La condition de l'équilibre à l'intérieur du milieu continu exige la 
symétrie de cette matrice. En introduisant une notation plus simple 
pour les tensions tangentielles on peut donc poser 
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Le nombre des composantes de T se réduit donc à six. Désignons 
> > • > -

encore par i, y, k les vecteurs unités ayant respectivement comme 
direction celle des axes positifs, on pourra écrire 

> > > > 
tv= ' r ï + ^ y + T , k, 

C\\ ; > > > > 

> • > > > 

f. = t , i + T r y H- 7^ k. 

On sait qu'à chaque instant l'effort £v dans le point M ( * , ^ , *) 

dépend de la direction v de la normale à l'élément d'aire auquel il 

s'applique. Suivant la définition d'un tenseur T le vecteur /v s'ex-
> > > 

prime par les composantes tx, t^, tz de la façon suivante : 

> > > -v 
( 4 ) * v = tv COSV X -h ty COSVJ^ -+- tz COSV£. 

L'équation (4) se décompose en trois équations 

i £v;L= crrcosv# H- T- COSVJ/ -4- Tr COSV s, 

t^ =iz c o s v ^ - h ^ cosvy -h -zx COSV ^, 

£v- = Tv COSV# •+- Tr cosvj^ •+- a3 COSV s. 

Désignons par cr la tension normale, c'est-à-dire la composante 

de tv en direction des v positifs, et par T la tension tangentielle, 

c'est-à-dire la composante perpendiculaire à v. On trouve en dési

gnant par v° le vecteur unité de la direction positive de la normale 

( 5 ) <J = £ v v = * v v ° = *vrCOSV# -+- t^y COSVJ/ -+- £v2! COSV .S. 

Ici on peut encore remplacer £vr, L0, tvz par leurs valeurs tirées 
de (4 ;)- Pour T on aura 

(6) z = \fe-**m 

Chaque tenseur symétrique tel que T 

(4*) 
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possède au moins un système de trois axes, orthogonaux l'un à l'autre, 
pour lesquels les grandeurs T7, T>, T3 s'annulent. On les appelle les 
axes principaux de tension. Les trois grandeurs cr,, <r2, crô dans la 
diagonale de la matrice transformée 

!

«T, O O 

o s. o 
O O <J3 

sont appelées les tensions principales. Ces valeurs sont les racines 
de l'équation de troisième degré 

(7) 
*^ T.r <3z— ^ 

1Z <J} — X 1X = O. 

Donc, en chaque point M du milieu continu il existe au moins trois 
éléments d'aire perpendiculaires l'un à l'autre et pour lesquels les 
vecteurs des tensions correspondantes coïncident en direction avec 
les normales respectives. 

En introduisant les cr,, cr2, cr{ dans les formules (5) et (6) et en 
désignant par v h v2, v3 les directions principales (les directions des 
axes principaux), on trouve 

i
ff = <7t COS2(Wi) -+- G* COS 2 (w 2 ) •+- <T3 COS2(vVj), 

T 2 = <T*7 C0S2(VV!) -4- a ] c o s - ( v v 2 ) -+- <J^ c o s 2 ( v v 3 ) 

— [ff! cos ' ( w i ) -h cr> c o s - ( v v 2 ) H- CJ-Î C0S2(VV3)J2. 

De ces formules on peut déduire sans difficulté la représentation des 
tensions par les trois cercles dits de O. Mohr [21] . On fait corres-

pondre à chaque vecteur de tension £v un point dans un plan dont les 
coordonnées cartésiennes sont la tension normale Œ et la tension 
tangentielle T. Alors O. Mohr a démontré que ces points, pour toutes 
les directions des éléments d'aire dans un point du corps, remplissent 
l'aire entre les trois cercles de la figure i. Ces trois cercles coupent 
l'axe des cr dans les points qui ont pour abscisses respectives 
cr,, cr2 et cr3. 

Lorsqu'on soustrait du tenseur T des efforts un tenseur sphèrique 

ç E = —/>E, 
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où E désigne le tenseur unité 

(8') 

et 

(8) 

i o o 

O I o 

O O I 

S= 1 = = - / > 

Fig. i. 

désigne la tension moyenne (égale au signe près a la pression 
moyenne), on obtient le tenseur 

T'=T — *E. 

Dans la matrice de T'la somme des termes de la diagonale principale 
s'annule, tandis que les efforts tangentiels ne sont pas altérés. Posons 

(9) <3\ = cr, — s = < 7 r - h / > , 

a- = a- — s = a- -+- p. 

On sait que la somme des termes dans la diagonale principale d'utfe 
matrice est une invariante. Donc il s'ensuit de (9) que 

(10) n'x -h Œ'} -+- a- = ts\ -+- ffj, H- ff'o = o. 

La matrice de T' sera respectivement pour des axes quelconques #, 
y, z et pour les axes principaux : 

( n ) x r >, resp. 
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Introduisons encore les trois tensions tangentielles principales 

( 1 2 ) T i = - , T 2 = , T 3 = — - . 

Leurs valeurs sont égales respectivement aux rayons des trois cercles 
de Mohr. La représentation de Mohr fait ressortir qu'aucune des 
tensions tangentielles ne peut dépasser en valeur absolue le plus 
grand de ces trois rayons. Les trois valeurs (12) satisfont à la 
relation 

(12') Xt-f- T>-h T T = O. 

Sait v la direction [d'une des deux bissectrices des directions prin-

cipales v1 et v,. Alors la formule (6') fait voir que la tension tangen-

tielle correspondant à cette direction v est égale a ± T _ , ; la for
mule (5') permet de calculer la tension normale pour cette direction; 
cette tension devient égale a ——— • Dans la représentation de Mohr 
c'est le sommet du cercle sur cr,, crt. Des résultats analogues 
subsistent pour r, el r . 

2. Équations du mouvement. — Les équations fondamentales de 
la mécanique des milieux continus (Newton-Cauchy) établissent une 
relation entre le tenseur symétrique des efforts et le vecteur résul
tant des forces extérieures d'une part et le vecteur d'accélération 

d'autre part. Soient pour un point M, p. la densité, y le vecteur résul

tant des forces extérieures rapporté à l'unité de volume, r le vecteur 

de la vitesse, -?- celui de l'accélération qui est nul dans le cas de 

l'équilibre. Alors on a l'équation vectorielle 
> > > -̂  

dv àtv àt, àtz > 

( I 3 > ^ = 35- + 3 5 ^ ^ - ^ 

dont les composants sont 

dvT (tex <hz (h y 

O3') t^=ï- + xr 
dvy _ àiz (h) &zx 

dt ~ly ~*~àx~ " ^ d y + l / i " ' 
dvz &zy àz7 ônz 

^ dt ' ôx ôy àz 
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Ces équations sont valables pour les milieux continus de toute sorte. 
De plus pour chaque milieu continu subsiste la condition de 

continuité 

(i4) -£ H-div(jAp) = o? 

et notamment pour /JL constant (cas d'incompressibilité) 

(i4') divf = o, 

c'est-à-dire 
/ ///, àvv àvy ôvz ' 
( , 4 ) TÏ + ïï + lTz*0-

Dans ce qui suit nous baserons notre théorie sur l'hypothèse que les 
corps plastiques sont incompressibles. 

L'ensemble des équations ( i3) et ( i4) forme un système de quatre 
équations comprenant neuf inconnues, les six tensions et les trois 

composantes de v. 
Nous allons compléter ce système : i ° par une hypothèse concer

nant la limite élastique qui sera une généralisation de la conception 
simple d'une valeur critique cr introduite dans le cas d'une seule 
dimension; 20 par une hypothèse sur la correspondance entre les 
tensions et les déformations. 

3. Les déformations. — Nous avons caractérisé le corps élastique 
par l'hypothèse d'une correspondance uniforme entre les tensions et 
les déformations, ou bien, plus exactement, entre le tenseur des 
tensions et celui des déformations. 

Rappelons-nous la définition du tenseur symétrique des défor-

mations dans le cas des déformations infiniment petites. Soit r le 
vecteur du déplacement élastique d'un point M du milieu continu, 

u%, ur, uz les composantes de r, on déduit de r le tenseur 

au c au c ()ux 

ôx ày âz 
ÔUy ÔUy àUy 

ôx ày àz 
âuz àuz du-
ôx ôy ôz 
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Ce tenseur non symétrique se décompose d'une façon univoque en 

une partie symétrique et une partie antisymétrique rolr. La première 

partie nous fournit le tenseur des déformations défr : 

I
ôuc i (ôux ôu^\ i /ôur ôuz\ 

ôx 2 \ ôy ôx I i\ôz ôx ] 
x ' i \ ôy ôx I ôy i\ôz ôy} 

1 /ÔUV ÔUZ \ I / ÔUy ÔUz \ 
2 \ ôz ÔX J 2 \ ôz ôy ) 

I 

( 
ôuz 

~ôz 

I I 

I T 

Une déformation infiniment petite est caractérisée en chaque point 
par les valeurs des six fonctions gx, . . ., ya. sx donne pour chaque 
point M (a?, j \ -s) l'accroissement de longueur rapporté à l'unité de 
longueur pour un élément de droite parallèle à l'axe des x. En 
d'autres termes : sx est le coefficient de dilatation linéaire d'un 
élément issu de M et parallèle à l'axe des» x. La somme 

qui ne dépend pas de l'orientation des axes, s'appelle le coefficient 
de dilatation cubique. — y n yM y= nous fournissent les dilatations 
angulaires, c'est-à-dire les accroissements (ou décroissements) des 
angles droits qui avaient, avant la déformation, leurs côtés parallèles 
aux axes; ces grandeurs y r , y>, y- sont appelées aussi des glissements. 
Lorsqu'on rapporte ce tenseur aux axes principaux, les glissements 
s'annulent et nous allons désigner par s,, s2, s{ les dilatations 
principales. 

Envisageons maintenant les vitesses de déformation; elles dépen
dent de la même façon de la vitesse 

P ~ dt 

que les déformations mêmes de /*. Le tenseur symétrique des vitesses 
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de déformations sera dénommé def p : 

ôvx i /ôvc e ^ \ ]_(<fo_c àvz\ \ 
~ôx 2 \ ôy ôx I 9\ôz ôx ) 1 

^1 ' \ 2 \ ~ôy ôx} ôy 2\ ôz ôy / 

ôvy ôvz \ ôv 
Tz 

i lôvx ôvz\ i (àv± àvz\ 
2\ÔZ^~ÔX/ 2 \ ôz ôy ) 

dtx i d^z i d~fY 

dt 2 dt i dt 

i d^z diy I d^TC 
2 dt dt 2 <# 

i dy^ i a?yr â?es 

2 dt 2 dt dt 

En désignant brièvement par des points les dérivées par rapport au 
temps £, l'équation (i4) montre que l'on a 

/ /wx àvx ôv, ôvz 
x ' <fo ĵr ôz v > ~ 

Les e r, 6r, iz sont les vitesses de dilatation linéaire, y*, y r , ys les 
vitesses de dilatation angulaire. Par rapport aux axes principaux les 
vitesses de dilatation angulaire s'annulent. Les vitesses de dilatation 
linéaire principales seront désignées par s,,, s2, es, et l'on aura 

(16") s\ -4- S2-H £3 = O. 

4. La relation entre le tenseur des efforts et celui des vitesses de 
déformation. — La différence essentielle entre le corps plastique et 
le corps élastique est que pour le premier la proportionnalité entre les 
efforts et les déformations n'existe plus. Le corps plastique est 
susceptible de déformations permanentes. C'est-à-dire ce n'est pas 
l'état déformé mais plutôt le procès de déformation qui est en corres
pondance avec les tensions. On a donc essayé, pour caractériser de 
façon mathématique le milieu plastique, d'établir une relation entre 
les tensions et les vitesses de déformation. 

Tout d'abord on voit bien que le tenseur T lui-même ne peut pas 
figurer dans cette correspondance. Car on sait, qu'en général un 
corps solide sous l'influence d'une pression hydrostatique, c'est-à-
dire d'une pression uniforme dans toutes les directions, ne subit pas 
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de déformation plastique. Il faut donc chercher une relation telle 
qu'une pression hydrostatique n'exerce pas d'influence sur les vitesses 
de déformation. Ce ne sera donc pas le tenseur T, mais le tenseur 

T ' = T — <JE = T - 4 - / ? E 

introduit par (11) qu'on va mettre en rapport avec le tenseur des 
vitesses de déformation. 

Tout ce que nous venons de dire est aussi vrai pour les fluides 

visqueux. Là aussi il y a une correspondance entre T' et deft\ En 
hydrodynamique ces deux tenseiîrs sont proportionnels l'un à l'autre 

defp = A ï . 

Mais nous allons voir tout de suite qu'il > a pourtant une différence 
essentielle entre ce cas et celui du corps plastique. 

Rappelons-nous l'exemple de la barre sous Finfluence d'une traction. 
Toutes les expériences font ressortir que la valeur de cr ne dépend 
pas sensiblement de la vitesse de déformation. Par contre, dans le cas 
des fluides visqueux, on constate la proportionnalité entre la tension 
et la vitesse. Pour le corps plastique on est en bon accord avec 
l'ensemble des expériences en admettant que la valeur de l'effort reste 
la même si la vitesse de déformation augmente. 

En généralisant ces résultats on est conduit à l'hypothèse que 
l'ensemble des cinq composantes de T' soit soumis aussi à une 
certaine condition de constance. On prétend que les composantes 
de T' sont assujetties à la condition de satisfaire pendant tout le 
procédé de déformation plastique à une équation 

(17) F( f f r , ?\, ff'_, T r , TV, T r ) = 0. 

Cette équation étend au cas général l'équation qui exprime en cas 
d'une seule dimension l'existence de la limite élastique cr = const. 
(17) est appelée la condition de plasticité ou équation de la limite 
plastique ou encore équation de la limite élastique. Pour un corps 
isotrope cette limite élastique ne dépendra certainement pas des 
directions des axes principaux, mais seulement des trois valeurs 
principales cr\, cr'2, a\. Donc (17) prend la forme 

(17') G ( a ' , , <J'2, ¢ 1 3 ) - = 0 

(pour plus de détails, voir n° 5) . 
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En reprenant le problème de la correspondance entre T' et def P, 
on voit que l'existence de la limite élastique (17) rend impossible ici 

l'hypothèse de la simple proportionnalité entre T' et def v. D'autre 

part, il paraît plausible de supposer que les deux tenseurs T' et def v 
soient des tenseurs semblables. Cela veut dire que les directions des 
axes principaux coïncident et que les trois valeurs principales ont 
même rapport pour les deux tenseurs, ce qui s'exprime par l'équation 

(18) d e f p = X T . 

Mais ici le coefficient A n'est pas une constante (comme c'est le cas 
pour les fluides visqueux), mais prend des valeurs différentes dans 
les différents points du corps. La valeur A entre comme une variable 
dans le système des équations différentielles et pourra être éliminée 
moyennant la condition de plasticité. 

La relation (18) s'exprime aussi de la façon suivante : 

e t = Aff,, 

(18') { £*=A<r2, 

£ , = \<l\, 

avec les conditions 

( i ^ ) £! H- £2 H- £3 = O, 

(I9W) *i H" *2 + *\ = O-

Enfin elle donne lieu aux six équations (18) 

l dvx ôvy ôvz 

\ ôx x' ôy T ôz 

(rt,l-:(S?+è)-ta- K è + S ) - ^ U S ^ ) - ' -
Ces équations n'équivalent qu'à cinq équations indépendantes, car si 
l'on additionne les trois premières on retrouve (10) et (i4")- ^ e s 

équations (18) ont été établies par Saint-Venant [38] pour le cas ' 
plan. Leur généralisation pour le cas de trois dimensions est due à 
MM. Lévy et de Misés [15], [ 17]. 

En\isagcons maintenant le système formé des équations (i3"), 

MTMORIAI DES SC MATH — N« 86 2 
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( i4) , (17), (18). Posons dans (i3") 

> du 
t = ° e t. dt=°-

Nous nous bornons donc à n'examiner qu'un problème d'équilibre 
pour un instant initial. Les équations (i3") auront la forme 

Ô , , v ÔZZ ÔZy 

On a donc au total dix équations indépendantes l'une de l'autre 
(3 + 1 + 1 + 5) pour les dix inconnues 

°'x, <<n ffi> T*> ^ , T-, /?, P ^ *>r, Pz , X 

(<*i+ ^ + ^ = O). 

Ces équations forment le système complet des équations de la théorie 
classique de plasticité. 

D'ailleurs ce système de dix équations peut être réduit facilement 
à un système de cinq équations, ne contenant que les cinq incon
nues JD, A, c.r, PV, vz. Car en se servant de (18) on peut exprimer les 
tensions ex,cr' . . ., a'z par/?, X et les vitesses et introduire ces valeurs 
dans les équations ( i3) et (17). Une cinquième équation sera la 
condition de continuité (i4)« Si l'on a réussi à tirer de ces équations 
les vitesses pT, ^,, vz on détermine X par la condition de plasticité 
qui ne contient pas la pression. Toute cette réduction est analogue 
au procédé de l'élimination des tensions dans la théorie de l'élasticité. 
Mais dans cette théorie on finit par avoir un système de trois équa
tions différentielles de second ordre pour les trois composantes de 
déplacement, tandis qu'ici on ne peut réduire le problème qu'à un 
système de cinq équations. 

5. La condition de plasticité. — Au numéro précédent nous avons 
introduit l'hypothèse que l'ensemble des tensions satisfait pendant le 
procédé de déformation à une certaine relation qui est appelée la 
condition de plasticité ou équation de la limite plastique ou bien 
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équation de la limite élastique. Pour un corps isotrope cette limite 
ne dépend pas de l'orientation des axes principaux, mais seulement 
des valeurs principales. 

Pour donner une représentation géométrique nous prenons (suivant 
le procédé de Haigh [11]) dans l'espace a troiî> dimensions comme 
coordonnées rectangulaires les trois tensions principales o^, c2. <7j. 
Chaque état de tension d'un corps isotrope sera représenté par un 
point dans cet espace des tensions principales et la condition de 
plasticité même sous la forme 

G ( * l , *2> * i ) = <>, 

définit une surface qui comprend l'origine dans son intérieur. Pour 
toutes les valeurs des rapports <JK : cr2 : cr, le corps demeure élastique 
tant que la somme des carrés o"f + o"a + o"] reste au-dessous d'une 
certaine borne, et il devient plastique lorsque cette borne est dépassée. 

Nous savons aussi (voir 4) que la linfite élastique ne change pas si 
l'on augmente le tenseur T d'un tenseur hydrostatique crE où E est le 
tenseur unité (8'). Il s'ensuit que la surface représentant la limite 
élastique est un cylindre dont l'axe a la direction 1 : 1 : 1 . En d'autres 
termes, la limite plastique ne dépend que des valeurs <7,'=c7z — <r 
(i = i. 2, 3) qui sont liées par la relation (19"). La limite élastique 
est donc entièrement donnée si l'on connaît dans un plan 

ffi H- Qi + <*„ = COIlbt., 

la courbe qui est la section normale de ce cylindre. Cette courbe 
peut être définie par une équation 

(17 ' ) G ( c ^ , *2> *'») = °> 

ou bien en introduisant les tensions tangentielles principales 

x 1 = : , - c 2 = , - ^ = , 

2 2 2 

par une relation 

(if) H ( T „ X 2 , T , ) = 0 . 

Pour les T, aussi la somme est égale à zéro 

(12') Tl -J -T 2 -+-T 3 =0. 
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Comme le corps est supposé isotrope, les fonctions G et H seront des 
fonctions symétriques. 

Après ces remarques préliminaires signalons les formes les plus 
importantes de la condition de plasticité qui étaient étudiées jusqu'ici. 
Commençons par citer une hypothèse introduite par Coulomb [6] , 
qui a été poursuivie par Guest [10] et que l'on appelle souvent 
hypothèse de la tension tangentielle. Cette hypothèse admet qu'à la 
limite plastique la tension tangentielle maximum possède une valeur 
constante. Soit 

( ? o ) ai^<T2^<J*, 

l'hypothèse de Coulomb sera la suivante 

(ai) |T|MdX = ^ = p = À - . 

Interprétons cette hypothèse dans un système de coordonnées rec
tangulaires T1? T2, T3. D'après (21) les points représentant les efforts 
du corps dans l'état plastique seront situés sur l'intersection du 
plan (12') avec un cube dont les arêtes sont parallèles aux axes 

(«) 1 -c, | g A? | T2 ! ̂  A-, ITTI^A. 

Cette intersection est un sextangle régulier. Dans l'espace aux coor
données cr,,, (j2, cr{ la limite de Coulomb-Guest est représentée par un 
prisme régulier (à six arêtes) dont l'axe passe par l'origine et fait 
avec les trois axes des coordonnées des angles égaux; le côté du 

sextangle est égal à 4 / ^ k\ 

Une théorie bien plus générale est due à Mohr [21J. 11 s'appuie 
sur l'hypothèse que la limite plastique ne dépend que de o\, etcr3, la 
tension principale moyenne restant sans influence. Cette hypothèse 
se traduit dans l'équation 

(23) ^ = / ( ^ ) , 

où / est une fonction arbitraire. Il est évident que (21) est un cas 

particulier de (23) avec / = c o n s t . ; l'hypothèse de Mohr admet 

°tue |Tlinax n e dépend que de la somme — -• Si l'on décompose le 

vecteur tv qui correspond à la direction v de la bissectrice de v̂  et v{ 
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d'après sa tension normale et sa tension tangentielle, cette dernière est 

égale à J l ~~ Ja ? tandis que la tension normale est donnée par ——-• 

Lorsqu'on remplace dans l'espace des coordonnées T*, T2, TA le 
sextangle par la circonférence circonscrite ou bien dans l'espace des 
coordonnées o\,, cr2, cr3 le prisme par le cylindre circonscrit, on obtient 
la limite élastique proposée par de Misés [17] 

( 2 4 ) T 2 - H T 5 - + - T 2 = 2 k*. 

Cette forme de la condition de plasticité est certainement avantageuse 
pour l'étude analytique. Nous n'entrons pas dans la discussion des 
expériences qui cherchent à décider entre les différentes hypothèses. 
Il paraît d'ailleurs que pour les corps isotropes la condition quadra
tique (24) est préférable, tandis que pour les cristaux la condition de 
Coulomb rend de meilleurs services ( 1 ) . 

En introduisant les valeurs (12) dans (24) on obtient 

(24') ( ^ - ( 7 , ^ - + - ( ^ - ^ 3 ^ + ( ^ - 5 1 ) ^ - 8 / ^ = 0 , 

ou bien 

(24^) ( < I r - d r)â+- ( < l r - °zY + ( * * - ^ + 6(T2 -+-T? -+- T§ ) - 8 * * = O. 

La relation (24) a été généralisée par de Misés et Schleicher en 
égalant le premier membre de (24') non pas à une constante mais à 

une fonction de la pression moyenne s=— ^ -• On suppose 

que cette fonction ne varie que faiblement avec s, mais qu'une certaine 
influence de la pression moyenne a pourtant lieu. En tout cas cette 
hypothèse ne remplit plus la condition dont il étaitquestion ci-dessus, 
disant qu'une superposition d'un tenseur hydrostatique reste sans 
influence. 

Voilà quelques conditions de plasticité proposées. On trouve une 
énumération et discussion complète et détaillée ainsi que la biblio
graphie dans le fascicule cité [31] de M. Prager. 

6. Potentiel d'un tenseur. — Les équations (18) établissent une 

(1) Quant à une discussion des expériences, cf. par exemple [8]. Voir aussi des 
remarques générales dans l'article [20] et enfin le fascicule [301. 
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relation entre les deux tenseurs T' et D = déf v. De Misés [19] a fait 
remarquer que le tenseur D comme fonction tensorielle du tenseur T' 
jouit d'une propriété caractéristique. Il possède un potentiel dans un 
sens analogue à la conception du potentiel d'un vecteur qui est une 
fonction vectorielle d'un autre vecteur. Expliquons cela de plus près. 

Soit 

"(#> J> *) = v\r) 

un vecteur qui est une fonction vectorielle du vecteur r. On dit 

que v possède un potentiel lorsqu'une fonction scalaire de x, y, z 

existe, telle que l'on a pour les trois composantes ^ , r>, vz de v 

t x àf ôf ôf 

ou bien en remplaçant les équations (a) par une seule équation 
vectorielle 

(a) v = grad/. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une telle fonction f 
existe, est 

(b) rotc = o, 

c'est-à-dire 

th\ f^Y ^Vz — ^ 3 ^Vx — ^Çv ^v* — 
ôz ôy ~~ ' ôx ôz ~~ ôy ôx ~" 

On sait que les trois équations (b) ne sont pas indépendantes l'une 
de l'autre, la troisième par exemple peut être déduite des deux 
premières. 

D'autre part, on démontre facilement que les trois dérivées (a) 
d'une fonction f quelconque forment les trois composantes d'un 
vecteur, c'est-à-dire qu'elles se transforment comme les composantes 
rectangulaires d'un vecteur. 

. • > • > 

Les mêmes faits subsistent si v dépend d'un vecteur u quelconque 

V(Ut, Uy, Uz) = V\U). 

On dit encore que v dépend d'un potentiel/, fonction de ux, u}, uz, 
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lorsque 

àf àf ôf 

La condition nécessaire et suffisante pour que (a') subsiste est 

, , Ôi>} ôvz _ ÔVZ ÔVX _ ÔVX ÔVy _ 

ÔUZ ÔUy ~~ ' ÔUX ÔUz
 : ÔUy ôux 

Parmi ces équations il n'y en a que deux qui sont indépendantes. Les 

grandeurs -—-^ -J^-J -^- se transforment comme les composantes d'un 

vecteur. 
Nous allons généraliser ces notions, en étudiant une fonction 

tensorielle d'un tenseur. Supposons deux tenseurs symétriques, 
A et B, et désignons les composantes par 

^ a r r = = #7?} GLyy= Cfy, ^'ZZ== &>Zl 

#ary = # y . r = «2> # # 3 = flzr= av> ayz = # z y = a r j 

et de même pour B. 
Commençons par généraliser la notion du potentiel du tenseur A 

par rapport à un tenseur B. Une fonct ion/de B, 

f(bx,b,,bz, pr> pr, p , ) = / ( B ) , 

sera appelée potentiel de A par rapport à B si 

av(bx, by, bz, pr , pr, pz) — ^ - , aY= j g - j az = -^-; 

( C ) ' i 4 / i o»/ i ôf 

En différentiant la première de ces équations par rapport à by et la 
seconde par rapport à bx et en égalant les résultats, on trouve 

ôax ôar _ 
ôb y ôb x 

De même façon, on peut déduire de (c) quinze équations analogues 
aux trois équations (b'). Mais parmi .ces quinze équations il n'y en a 
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que cinq indépendantes, par exemple 

/ ôav ôaz _ Ôay ôaz _ 
\ ôb^^lFx~~°% ôFz~~ôFy~~°y 

(d) \ 
) ÔOLX î ôaz ôa.y i ôaz __ ÔQLZ I ôaz __ 

[ôFz~'~>ôfx
:=0> 5 Î T " 2 ^ " " 0 ' ôFz~2ôf^°: 

En combinant ces cinq équations deux à deux, on reçoit les ( \ = 10 

autres équations; par exemple, la première et la seconde équa
tion^ d) différentiées respectivement par rapporta 6 r e t bx donneront 

ÔCl r ÔCly 

ôb, ôbx ~~ 

Les équations (c) permettent de déterminer le potent ie l /^* . . . ., (3S), 
si les conditions d'intégrabilité {d) sont satisfaites. 

Pour justifier la légitimité de la définition (c) . il faut démontrer 
que les six dérivées indiquées en (c) se transforment comme les 
composantes d'un tenseur symétrique B. En ce cas. on pourra dire 
que Y opération (c) est V analogue de V opération qui déduit d'une 
fonction scalaire f le vecteur g rad / . D'autre part, nous allons 
démontrer que les quinze expressions (d) sont un analogue du 

vecteur rote. 
Quant à la première question, introduisons un nouveau système 

d'axes orthogonaux £, rj, Ç en désignant par b\, b-^. . . . , (3^ , . . . , ( ¾ les 
composantes de B par rapport à ce nouveau système. On aura 
évidemment 

ôb\ ôbx ôbi ôby àb\ ô$z ôb\ ' 

Mais d'après les formules de transformation d'un tenseur symé
trique B. on a, en écrivant (\x) au lieu de cos(£#), etc., 

( / ) *x=^(Ç*) îH-ô f l (*0* + ...-»-2Pç(Ea?)(n*)-H...-+-2pÇ(Tja?)(;a?) 

et 

<*) h = bt(îx)(ïy) + Pd(5^)(^r) + (ÉjOfo*)l+•••+*;(?*) «jO, . . . . 

On en tire 



LA THEORIE DES CORPS PLASTIQUES ISOTROPES. 21 

Et l'on trouve alors 

( / ) ifr&{*'){*x)+&*'){*y)+&UHliM) 

+ ^ 1 ( ^ ) ( ^ ) + ( ^ ) ( 1 / ) ] 
2 oç>x 

£ ^ [ ( ^ ) ( ^ ) + ( ^ ) ( ^ ) 1 

J ^ L ( S ^ ) ( ^ 7 ) + (Sr)(n^)] 

Les équations ( / ' ) font voir que les grandeurs 

JL L — I — 
ôbx ~2 ô$z 2 ô$y 

. . . . I Ô Ô l ô 
{ ) h * 'àb] 2~ôfx 

I _̂ _ L — ' — 
2~Ô^y lôfil ÔFZ 

se transforment comme un tenseur, et que Von pourra appeler G r a d / 
le tenseur que Von obtient en appliquant cette opération {h) à une 
fonction scalaire f 

Reprenons la seconde question. Nous allons montrer que les 
expressions (d) et les dix grandeurs analogues s'expriment par 
les composantes d'un tenseui d'ailleurs très particulier de 
Vordre trois. Nous entendons sous un tenseur de l'ordre trois un 
système de 3 3 = 27 grandeurs T,*, qui dépendent de façon linéaire de 

> > > 
trois vecteurs unités v,, v*, v .̂ 

Envisageons en effet l'expression 

( 0 *ik, = - L(«i x bk) -+• \ai x bj] v, 

= ME(^)x(B^)] + [(Av^x(|Br,)]!t 
ou 

> > > >• 
ax = \ v i , a * = Av* , 
• > • > > > 
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signifient pour les tenseurs A e t B respectivement les vecteurs corres

pondant aux directions v,. v*. Prenons pour B le tenseur symbo

lique (A) et désignons pour abréger 

ôax ôay 

, * \ i i àa x ôa.z 

<*> < 5 ^ r - ^ = ( I ,' , 2 )' /ôaz ôax\ U;-^H,2'23)-
I / ÔOLz ÔOL 

2 

Les 27 termes du tenseur symétrique (i) seront alors les suivants : 

X = i : 

(12, i3) i[(22,~i3)-h(i2, 93)] JL(32, i3) + (i2, 33)1 

i [ ( 2 2 , 13) + (12, 23)] ( 2 2 , 2 3 ) \ ( 2 2 , 3 3 ) 

- [(32, i3) + (12, 33)] -(22, 33) (32, 33) 

1 = 2: 

( i3 , 11) i [ ( i 3 , 2 i ) + ( 2 3 , 11)] i ( 3 3 , u ) 

\ [ ( i 3 , 2 i ) + (23, 11)] (23 ,21 ) i [ ( 3 3 , 21) + (23, 3 i ) j 

5 [(33, u)] \ 1(33, 4i ) + (a3,3i)] (33, 3i) 

X = 3: * 

( u , 12) i ( u , 22) i [ ( u , 32) + (3i, 12)] 

i [ ( n , 22)] (21, 22) i [ ( 2 i , 3>) + (3i, 22)] 

- [ ( u , 32) + (3i, 12)] - U 2 1 , 32) + ( 3 i , 22)] (3 i , 3 i ) 

On voit que 1 ^ = 7 ^ . H est évident que si tous les T,*X sont nuls, les 
quinze équations (d) sont remplies et inversement. 

D'ailleurs on peut aussi considérer les expressions (/r) comme 
composantes d'un tenseur antisymétrique de l'ordre quatre (cette 
dernière remarque m'a été suggérée par M. Prager) : 

( 0 "c«*Àn=fli*^Èi—«X|i&i*= ( ^ v j v * ( B V X J V ^ — ( Avx)vu . . (kBvJv^. 

Pour B on introduira le tenseur symbolique (h). 
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7. Potentiel plastique. — Reprenons les équations (18), 

I zx = Xjjp, ĝ  == X<J'}, £ 3 = X J ^ , 

1 • 1 • i / . 

- T r = X ^ , - T r = X T r . - ï ==X.x-. 

Je prétends que le tenseur r- comme fonction du tenseur T', dérive 

d'un potentiel. En effet, la fonction 

(24) / = ^ [ ( a ï - a r r - + ( a r - a 2 ^ + ( ^ - a r r - + 6 ( T i + T | + T | ) ] 

admet comme dérivées 

^ = £ = g[('*-*r)-K-°*)l = 'i, 
- -7-— — T^, .*. . . 
2 0 T r 

On voit ainsi qu'il se retrouve de celte façon comme potentiel 
plastique la même fonction (24) qui a fourni la condition de plasticité 
dans la théorie de Misés. Il y a donc une relation étroite entre» la 
forme particulière des équations (25) et la forme particulière de la 
condition quadratique de plasticité. 

Au lieu des équations (20) on peut choisir un autre système 
d'équations, caractérisant la dépendance entre le tenseur T 'des ten
sions et le tenseur D des déformations. Si l'on ajoute le postulat de 
l'existence d'un potentiel plastique, il faut supposer cette dépendance 
sous une telle forme que les conditions d'intégrabilité 

( ôir (hz _ ôzy __ (k^ _ 

Ô<J'Z ô*'x
 _ 0 ' ô7z Ô<J\ ~ ° : 

(2t>) < . . . 
à^v àzz _ ô^y ôiz ô^z ôiz _ 
ôv'- ôzx ~~ ' ôzz ôz, ' ÔG'Z Ô-ZZ 

1 
soient satisfaites. En ce cas on peut déterminer le potentiel comme 
fonction des tensions. De plus on a la liberté de choisir la 'fonction 
ainsi déterminée comme condition de plasticité. 

De l'autre côté on peut prendre comme point de départ une condi
tion de p l a s t i c i t é / = const., et identifier son premier membre avec 
un potentiel plastique. Naturellement / doit alors obéir à certains 
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postulats que nous avons étudiés (voir §6 et 4). En multipliant f 
avec le tenseur symbolique V 

i ô i_ ô_ i ô_ 

Ô<j'x 2 Ô1Z 2 6*TV 

l Ô_ JÔ_ I Ô 
1 2 ch- 0><T, 2 C>Tr f l A l

 JL JL 
\ 2 ÔTy 2 ÔZX Ô<S'Z 

on déduira un tenseur V / = G r a d / qui sera, sauf le facteur A, égal 
au tenseur D des déformations : 

(27) XGrad/=D. 

De cette façon nous obtenons pour tout choix d'une condition de 
plasticité un système correspondant de relations entre T'et D. Mais il 
y a encore une condition qu'il faut imposer à / : cette fonction doit 
être choisie de sorte que 

(28) ÊL+. ?L +.£L =0 
Ô5r Ô<Jj ÔZZ 

Car la condition de continuité demande que la trace «du tenseur des 
déformations s'annule : 

(28') S r + Ê} + £ 3 = O. 

Nous voyons donc qu'en acceptant l'hypothèse du potentiel plas
tique on est libre de choisir ou bien la forme de la dépendance entre T ' 
et D (en tenant compte des conditions d'intégrabilité), et l'on déter
minera alors la forme de la condition de plasticité ; ou bien on dispose 
de la forme de cette condition en fonction de T' [en tenant compte 
de (28)] et l'on déduira la forme de la dépendance entre T' et D. 

Discutons encore un autre potentiel plastique en partant de l'hypo
thèse de ^plasticité (21) de Coulomb. Appelons uK et cr, resp. la plus 
grande et la plus petite tension normale. Nous savons qu'il existe 
un système de coordonnées rectangulaires dans lequel 

Œ, — Œ , 

D'autre part c'est la plus grande tension tangentielle. Donc la condi
tion de Coulomb s'exprime dans ce système de coordonnées par 
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l'équation r r=^ const. Prenons donc comme potentiel plastique la 
fonction 

(>9) / = V • 

Évidemment la condition (28) est remplie. Quant au tenseur Grad / , 
on voit que ses composantes s'annulent avec la seule exception 

* > £ = >• 
ÔZy 

On aura donc 

(3o') i = V , c'est-à-dire p + ^ = X. 
V ' A ÔX ÔZ 

La déformation sera donc donnée par le tenseur suivant 

(3o") 

X 
0 0 — 

2 

A 
- O O 

Une telle déformation est appelée un glissement. Chaque tenseur 
symétrique dont la trace est égale à zéro et dont le déterminant 
s'annule peut être réduit à la forme (3o"). Car en transformant aux 
axes principaux, on aura pour un tel tenseur 

!

£! O O J 

o o o > avec s t + s3 = o. 

o o £$ ] 

Puis on introduit des axes nouveaux en faisant tourner le système 
des coordonnées autour de l'axe des y de 45°. En posant £, — e^ = A, 

c'est-à-dire s{ = — ÊI = -> le tenseur (3ow) prendra la forme (3o"). 

Mais une déformation (3o'") est une déformation a deux dimensions. 
Donc un glissement est une déformation plane et l'inverse est vrai 
aussi. Le choix de (29) comme potentiel plastique entraîne donc la 
conséquence que la déformation est plane. 

Les expériences montrent qu'en général pour les cristaux, la défor
mation plastique est un glissement. Si nous admettons cette même 
hypothèse également pour les corps isotropes et si nous ajoutons 
l'hypothèse (27) sur le potentiel plastique, on est amené à prendre 
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comme condition de plasticité l'équation (21) de Coulomb. Cet 
exemple fait ressortir de quelle façon des observations concernant la 
déformation permettent de tirer des conclusions sur la condition de 
plasticité, et réciproquement. 

CHAPITRE II. 

ÉTUDE DU PROBLÈME PLAN DE L'ÉQUILIBRE PLASTIQUE. 

1. Le problème plan comme problème isostatique. — Le problème 
général de l'équilibre plastique envisagé dans le paragraphe 1 de ce 
Mémoire nous a conduit à l'étude d'un système de dix équations 
f n ° 4 ( i 3 ) , (i4)> O7)? ( ! 8 ) | a dix inconnues. Il n'y avait pas moyen 
de séparer le problème de la recherche des tensions crr, oy, . . ., T.- du 
problème de la recherche des déformations (>*, PV, vz et A. 

Mais il existe quelques cas spéciaux, sur lesquels MM. Hencky et 
Prandtl ont attiré l'attention des géomètres, cas susceptibles d'une 
telle séparation au moins tant que l'on n'envisage que les équations 
diflérentielles et non pas les conditions aux limites. Ces problèmes 
particuliers, on les appelle souvent des problèmes isostatiques en 
généralisant une notion bien connue de la statique. Le problème 
plan de la théorie de Saint-Venant est l'exemple le plus important 
d'un tel problème isostatique. 

Un problème à deux dimensions ^e présente ici de deux façons, 
comme problème des tensions planes et comme problème des défor
mations planes. Dans les deux cas on fait l'hypothèse que l'une 
des trois directions principales soit parallèle à une direction fixe 
dans tous les points. Cette direction fixe sera prise comme directions 
d'un système rectangulaire des coordonnées. En tenant compte du 
fait que dans notre théorie les deux tenseurs T' et D ont mêmes 
directions principales, on conclut que 

(1) Y r = T * = 0 - TJ = ^ = ° ' 

En outre, on admet pour les deux cas 

<••> i — 
à savoir T' et D ne dépendent pas de z. Cette condition exprime que 
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dans chaque plan parallèle au plan (#, y) l'état de choses est le 
même. 

D'autre part, pour le premier problème, celui des déformations 
planes, on fait l'hypothèse 

( 2 ) £ . = ^ = 0 , 

tandis que dans le cas des tensions planes on admet 

( 3 ) Gz = < J 3 = 0 . 

D'après ce que nous venons de dire, dans les deux cas plans le sys
tème (i3) des équations de Véquilibre se réduit à 

, ,N ôaT ôi ôx ô<5y 
( 4 ) ^ ^ = 0 ' ÔX + IS>=°-

Ici on a écrit z pour TS. Voilà un système de deux équations aux 
trois inconnues GX) <Jr, T. Comme troisième équation on ajoute la 
condition de plasticité dans une des formes étudiées dans le para
graphe précédent. Pour le problème des tensions planes, évidemment 
cette condition ne contient que crT, oy, T en vue de (i) et (3) . Pour 
l'autre cas la condition (2) par l'intermédiaire des équations (18) 
donne 0-. = 0, c'est-à-dire 

(2) <r3 f = 0 , <JZ= — L . 

On voit alors que dans ce cas également, la condition de plasticité ne 
contient que crr, ey et T. L'ensemble des deux équations de Véqui
libre et de la condition de plasticité nous fournit un système de 
trois équations à trois inconnues. 

Etablissons maintenant la forme de la condition de plasticité en 
commençant par étudier l'hypothèse de Coulomb pour ces cas parti
culiers. L'équation (2') peut s'écrire 

( 2 ) * , = — j - , 

et Ton obtient alors pour les trois tensions tangentielles principales 

dt — Œ j a* — Ci 

(5) T l = T l = _ _ , T,= — j ~ 

Donc T3 est la plus grande tension tangentielle en valeur absolue. 
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Pour le second cas, celui des tensions planes, on trouve 

/n^ a* Si s*—^1 

(6) 1̂ = - 7 . •"=>-, ^ = - 7 — 

On'suppose en général que aK et <T2 soient de signes opposés, de sorte 
que T3 joue encore le rôle de la rplus grande tension tangentielle en 
valeur absolue. La condition de Coulomb sera alors dans les deux cas 
la suivante 

La condition quadratique de plasticité (§ 1) (24") deviendra dans le 
premier cas, en vue de (1) et (2'), 

o (^)--,.-
* * • 

On voit donc que dans ce cas la condition quadratique devient égale à 
la condition de la plus grande tension tangentielle. Mais pour le second 
cas, le cas des tensions planes la condition quadratique a la forme 

( 9 ) rsr — crr<7: + <j'f + 3 T 2 = k1, 

ou bien 
Œ j — ? i f f 2 + <j'j = k-, 

forme qui diffère de (7) e t ( 8 ) . 
Sous le nom de « problème plan » nous entendrons en général le 

problème des déformations planes, où la tension moyenne s est 
égale à 
/ n I / î r + (Jy\ < J r + <T, 

(>') . = 3 ( . . - ^ + - i _ ) = ^ _ ± = _ , , 

et où il n'y a pas de différence entre les conditions de plasticité de 
Coulomb et de Misés. Le système des équations (4) et (7) forme alors 
1¾ base du problème des tensions, problème qui peut donc être traité 
d'une façon qui ne dépend pas de l'étude des déformations. 

Il nous [reste encore à établir pour ce dernier problème les équa
tions du courant plastique, ou des déformations. En vue des con
ditions (1), (2), le système (18) se réduit à 

, v ôvx . , àvY - # 1 /ôvr ôvY\ . 
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En remarquant que cr̂  — c r '= <it— vr, on tire des équations (10) la 
seule équation 

ÙVy ôvx 

(") 

En posant 

• crr __ ôy ôx 

z ~~ ôvx ôv} 

ôy ôx 

— = tanffiSr, 

cette équation détermine, comme nous allons voir, les deux directions, 
perpendiculaires l'une à l'autre, correspondant aux valeurs extrêmes 
de la tension tangentielle. L'équation (11) exprime alors le fait bien 
connu que les directions ou s'exerce la plus grande tension tangen
tielle sont les mêmes que celles ou se produit le plus grand glisse
ment. Cette équation (11) contient comme inconnues les vitesses vx 

et vr. Une seconde équation pour ces mêmes inconnues nous est 
fournie par la condition de continuité 

(12) h -j-i = 0 . 

ôx ôy 
On peut se servir des équations (i 1) et (12) pour déterminer vx et vy 

si l'on connaît déjà les tensions. Mais il faut remarquer que pour le 
problème de l'intégration, le fait qu'il existe le nombre nécessaire 
d'équations ne contenant que les tensions ne suffit pas en général. 
Seulement dans le cas ou les tensions données aux limites déter
minent l'intégrale, on peut parler à juste titre d'un problème isosla-
tique. Le système des cinq équations (4) , (7) , ( n ) , (12), avec un 
système de conditions aux limites, suffisantes pour déterminer les ten
sions et les déformations pour le moment initial, définit le problème 
complet de plasticité plane. 

L'intégration du système (4)? (7), se réduit à l'étude d'une seule 
équation partielle du second ordre par l'introduction de la fonction 
des tensions, dite d'Airy. Posons, en effet. 
. „. ^ F Ô>F ô*-F 

(l3) Œr==^' ff> = ^ ' T = - s ^ ' 
alors les équations (4) sont satisfaites, et en introduisant les valeurs (13') 
en (7) on trouve l'équation partielle non linéaire 

/ DX /<^F <^FV , / #F V / f 

MEMORIAL DES SC. MATH — N« 8 6 
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.Quelques auteurs ont pris ( i3) comme point de départ de leurs 
recherches [23], [24], [32], etc. Nous n'allons pas aborder l'étude de 
cette équation. 

Citons encore un autre procédé de réduction. Différentions la pre
mière équation (4) par rapport à y et la seconde par rapport à x; en 
soustrayant on obtient 

ô* , x Ô*X Ô*"Z 
.(<jx—ay) = ôx ôy y ôx* ôy-

D'autre part la condition de plasticité (7) ne contient que les mêmes 
grandeurs T et ax—ey. On peut donc éliminer par exemple ax—oy 
entre l'équation ci-dessus et l'équation (7) , et l'on obtient la seule 
équation non linéaire 

[Une équation analogue existe pour (vx— o>)-] 
Maintenant il faut tâcher de trouver une solution de (i4) qui satis

fasse aux conditions aux limites ; ayant trouvé T on déterminera <JX et oy 
en intégrant (4). i^es fonctions arbitraires introduites par ce procédé 
serviront pour satisfaire à (7) et aux conditions aux limites. De cette 
façon A. Nadai [22], [23] a traité quelques exemples. Nous revien
drons sur ses résultats d'un point de vue plus systématique. 

2. Les directions de glissement. — Pour le problème plan les ten
seurs T et T' auront respectivement les formes suivantes : 

i <JK T O j ( < T r + / ? T O 

T orv O >, T = < T Gy + p o . 

o o —p ) f o 0 0 ) 
Désignons par ^ l'angle d'une direction v° avec la direction des x 

positifs. 
Décomposons le vecteur tv qui correspond a la direction v° en 

la somme d'une tension normale de direction v° et de grandeur o-v et 

d'une tension tangentielle perpendiculaire à v° et de grandeur TV. 
Les formules (4) , (5) , (6) du paragraphe 1 nous fournissent les 
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équations 

( i5) 

a r c o s 2 ^ + 2T c o s ^ s m ^ + a r s i n 4 ^ 

: H iC0S2ty+TSin2<f, 

-Sin2'|i + T COS2^. 

Ces équations montrent que <7V et TV sont les fonctions continues et 
bornées de ip. Chacune de ces fonctions a donc au moins un maximum 
et un minimum. On les trouve en cherchant les valeurs de <J> qui 
annulent la dérivée de la fonction, par exemple, de la fonction <7V', 
c'est-à-dire en déterminant les racines de l'équation 

2T 
(16 ) t a n g 2 o = • 

Cette équation donne pour <p deux directions rectangulaires <p et cp', 
qui seront les directions de la plus grande et de la plus petite tension 
normale, c'est-à-dire les directions principales. En introduisant 
ces valeurs dans les équations ( i5 ) , on trouve les valeurs extrêmes 
de o\,, savoir 

(16') I l 2 = i ( l r H _ 5 v ) ± y / p L _ V ) \ 
2 

et TV s'annule pour ces directions. 
D'autre part, les racines de l'équation 

(17') tang2 5 = g y ~ " J r 

déterminent deux directions perpendiculaires l'une à l'autre, corres
pondant aux valeurs extrêmes de la tension tangentielle : 

' = ± ^ ( Œ - - M 2 - ^ 2 = : ± l ( * i (I7") TeXll = = t = ^ / - ( Œ x - ^ r - + ^ = ± - ( 7 l - a O . 

Ces deux directions seront appelées directions de glissement. La 
tension normale correspondante ca sera égale à 

(17'") <*a= i ( s r + c r r ) = * = — />. 

En comparant les équations (16') et (17') on voit que les directions 
de tension tangentielle extrême, et les directions de glissement, font 
des angles de 45° avec les directions principales de tension. Pour 
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fixer les idées nous allons appeler première (seconde) direction de 
glissement la direction faisant l'angle de -f- 45° avec la première 
( seconde) direction principale ; à savoir 

2r = ç + 45°, y = 2r + 90°, 2r = 9' + 45». 

Les équations (17'), (17")' i1']'") montrent donc qu'il existe en 
chaque point deux directions perpendiculaires Vune à Vautre, 
faisant avec Vaxe positif des x, les angles 3 et 3 ' = 90 + 3 respec
tivement, de sorte que les facettes correspondant à ces directions , 
subissent des tension tangentielles extrêmes, égales à zb - (o-, — o"2). 

La tension normale correspondante est égale à la valeur - (<J< +or 2 )=—p. 

Prenons ces deux directions comme directions d'axes nouveaux; les 
tenseurs T et T' auront alors la forme 

< i « ) T = 

et 

I / \ l / \ [ 'l k — P 
- ( t f i — S i ) - ( ^ 1 + ^ ) ) 

- / > k 

( o k 
T ' = T — *E = T + »E = 

(ko 
Ici est désignée par k la valeur 

(I9) * = ^ = ^/(HEI^, 
cette grandeur ayant une valeur constante d'après la condition (7) 
de plasticité. 

L'équation (17') nous fournit aussi les valeurs de sin2 3 et 
de cos2 3 , savoir 

s ina5= gr"~" °y
 = -P = _ f l 

, , , 2 A- 2/f 2Â:' 
(2°) 

T 
COS 2 3 = — 7- • 

En combinant ces dernières formules avec les équations (4) de 
l'équilibre plastique, on trouve immédiatement les relations 

/ ôp , /<fir - ô?s ~\ 1 -f- = 'A ( -T-COS23T + — s i n i S r 

{2l) { ôp _ /dSf . o, 6>2r 
flij 

= 2 / ( - r - S i n 2 Ï 3 + - r - COS 2 ZJ J . 
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Ici —} j - sont les composantes du «vecteur grad p et *—->5 ~ celles du 

vecteur grad 3 ; désignons par p.0 le vecteur unité faisant l'angle 2 3 

Fig. 2. 

avec les x positifs, et par p° le vecteur unité perpendiculaire à JJI0, qui 

fait l'angle ( 2 3 ) avec les x positifs, alors les équations (21') 

prennent la forme vectorielle 

(21) 
. p <B> <£r> 

g r a d - ^ = 
2 k ôx 

^ 0 " Ty P-

Les vecteurs grad 3 et grad -*-r sont des vecteurs symétriques par 

rapport à la première direction de glissement. 

3. Les lignes de glissement. — Le réseau constitué de deux 
familles de courbes, telles qu'en chaque point du milieu plastique 
les deux courbes passant par ce point aient comme directions 
les deux directions de glissement définies plus haut, est appelé le 
réseau des lignes de glissement. Celle des deux familles dont la 
direction correspond en chaque point à la première (seconde) 
direction de glissement, sera désignée comme première (seconde) 
famille du réseau; une ligne de cette famille sera appelée une 
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ligne — u (ligne — v). Sur une ligne — u (ligne — v) la valeur de v 
(de u) est constante. Les lignes de glissement forment un réseau 
orthogonal; elles font un angle de 45° avec les lignes isostaliques. 

Ces définitions données, écrivons les deux composantes de l'équa
tion vectorielle (21) par rapport aux directions u, v respectivement 
(voir [5] e t [ i8] ) 

(22) 
ÔU\2k/ 

* —( -P-\ - — — 
ôu ôv \ 2 k ] ~~~ ôv 

En différentiant la première de ces équations par rapport à v, la 
seconde par rapport à u, et en soustrayant la seconde de la première, 
on trouve les relations importantes 

(23) 
Ô*-7S 

ôuôv = 0, 
ÔuÔV\2k/ 

Ces équations donnent lieu aux intégrales suivantes, en tenant compte 
de(22) 

W) *=/(") + *("), £=/(")-*{<>) 

\c\f(u) et g(v) sont des fonctions arbitraires d'une seule variable. 
Les équations (24') permettent de déduire immédiatement quelques 

propriétés remarquables des lignes de glissement, qui ont été trouvées 
par M. Hencky [13] . 

Soient A et B deux lignes fixes d'une des deux familles, et Ck une 
courbe variable de Vautre famille. L'angle que forment les 
deux tangentes à C* aux points d'intersection A*, B* est le même 
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pour chaque courbe C*, c'est-à-dire ne dépend que des deux 
courbes fixes A et B. 

Fig. 4. 

Soient en effet Uk une valeur arbitraire du paramètre u\ v0 et vx les 
paramètres des lignes fixes. On aura, d'après (24% 

(a) e-=2r(w*, c>i) —9r(a*, ^0) = ^ ( ^ ) - ^ ( ^ 0 ) -

De même façon on trouve pour deux lignes de la famille u et une 
courbe variable Vk 

(b) £'=3r(Ml3 P*) —ar(K0, vk)=f(ui)—f(u0). 

D'ailleurs on peut démontrer que la propriété (a) seule ou (b) seule 
définit ies lignes de glissement. 

Une propriété analogue subsiste pour —u • On a, en effet, 

(c) p(uk, <>o) — P(uk, v\) = 2k\g(\>x) — g(v0)\ = 2 £ E , 

(d) p(uu t>k)—p(u0i vk) = 2 k { f(ux) — f(u0) j =2kz, 

La différence des valeurs du rapport ~ aux points d'intersec
tion A*, B* de la courbe variable C* avec deux courbes fixes A, B 
de l'autre famille, ne dépend pas de la courbe variable C*; elle 
est égale à l'angle ±e susdit. 

Supposons maintenant que ni f(u) ni g(v) ne se réduisent à une 
constante. En ce cas l'angle 3 ne pourra être constant le long d'une 
ligne u (ou le long d'une ligne v). Autrement dit, aucune des lignes 
de glissement n'est une famille des droites. Alors pour un réseau des 
lignes de glissement, correspondant à des valeurs équidistantes def(u) 
et g (v) où A / = Ag, les lignes diagonales sont les courbes 

/ + £ - = const. et / — g = const. 
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On voit donc, en vertu de (24'), que le long d'une ligne du premier 
système des diagonales, la valeur de 3 , c'est-à-dire Vinclinaison des 
lignes de glissement, demeure constante, tandis que sur l'autre 
système des diagonales la pression normale reste constante. 

Revenons sur le cas ou une des familles du réseau, par exemple 
la famille des lignes v = const. est une famille de droites; alors 
l'angle 3 ne change pas le long d'une telle ligne et à la place de (24') 
on aura 

(24') S = *(•>), ^ = - * ( * ) . 

Les équations (a), (b), (c), (d) font ressortir que les deux théo
rèmes de Hencky demeurent valables. Mais le rôle des systèmes de 
diagonales n'est plus le même, et ce sont en ce cas les droites 
v= const. elles-mêmes qui forment simultanément les lignes d'in
clinaison égale et de pression égale. 

Puisque les lignes u sont des droites, les courbes v sont les trajec
toires orthogonales de cette famille de droites. On peut alors les 
considérer comme l'ensemble des développantes d'une certaine 
courbe, qui a comme normales les lignes u. D'après la définition 
des développantes ces dernières sont des courbes parallèles. 

Reprenons le cas général où aucune des fonctions/(w), g(v) ne 
se réduit à une constante, c'est-à-dire où 3 dépend et de u "et de v. 
Nous nous bornons à un domaine ou f\u) el gf(v) sont différentes 
de zéro, ce qui revient à l'hypothèse que la courbure des lignes de 
glissement ne s'annule pas dans ce domaine. En ce cas on peut 
introduire f(u) et g(v) commt paramètres nouveaux. 

Soient a, b, c trois constantes telles que | a | = | # | = 1. Posons 

f{u) = aa + c, g(v) = b% 

alors (24') prendra la forme 

(24) 3r = aa + 6p + c, —. — a a — b [3 + c. 

Nous verrons dans ce qui suit qu'il est souvent avantageux de pouvoir 
disposer des signes de a et de b et d'une constante additive c. 

Les équations des deux familles des lignes de glissement ont alors 
la forme 

Fi(#> f, «) = o, F.(a?, 7, p) = o, 
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ou bien 

(>5) * = *(œ,y), ï=$(x,y), 

et enfin si ces dernières équations peuvent être résolues par rapport 
a x et y, on aura 

(25) " , -r(flt ,P). 
j=jK(«, 3) ) 

Alors -j- a la direction des ce positifs et ,Tj celle des (3 positifs. 
- + - •> 

Désignons par a°. (3° les vecteurs unités de ces deux directions, et 
par dsz, ds$ les éléments linéaires d'une ligne a et d'une ligne (3 
respectivement. On pourra écrire 

<*') 
dr 
doi 

a0. 
doL '• 

dt 

d$ ' ' 

Introduisons encore les rayons de courbure des lignes a et des lignes (3. 
Soient Ra et Rj3 les rayons de courbure des lignes a et des lignes (3 
respectivement. Convenons d'attribuer le signe positif à R a ( # R-3) 

Fig. 5. 

c ) R a<0,Rp>0 d ) R a < 0 , Rp<0 

lorsque le centre de courbure des lignes a(des lignes (3) est situé 
dans la direction des (3 croissants {des a croissants). La figure 5 
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fait voir les quatre cas qui peuvent se produire. Dans 5 a , par exemple, 
Ra et Rp sont positifs tous les deux, l'angle 3 est croissant avec <z 
le long d'une ligne a, et décroissant avec les (3 croissants le long d'une 
ligne (3; on posera en ce cas dans (24) a = = + 1 , & = — 1. Dans le 
cas de la figure 5$, Ra est positif, R3 négatif. 3 est croissant, 
avec a le long d'une ligne a et avec [3 le long d'une ligne (3; on pose 
a = + 1. b = + 1, et ainsi de suite. 

Soit 3 ' = — h 3 l'angle de la direction des (3 positifs avec les x 

positifs; on trouve en conséquence de notre convention sur les signes 

/ x dsz _ dsR ds$ 

Mais sur une ligne a on a efô = a dot et sur une ligne (3, rf3 = b dfi, 
donc : 

t««'\ ds« d$* R * ? dS? Ro 

ou bien 

et les équations (26') prennent la forme : 

(26) J=aRato5 g = _ 6 R ? p 0 , 

ou bien en passant aux composantes 

l ôx 0 ~ dz , D . ^ 
\<fo=a R a C 0 S 3r» 53 = 6Rps in2r, 

/ -̂ - = aRa sin&, -Z — — ôRpcosSr. 

La première et la seconde équation (26) permettent de déter
miner x(ct, (3) par des quadratures, les deux dernières servent de la 
même façon à déterminer y (a, (3). En posant z = x-\-iy, les équa
tions (26) peuvent être écrites aussi de la façon suivante 

(26") à£ = a R , ^ , g = - ibRpei*. 

(1) Cette propriété peut être utilisée pour la construction approchée des lignes 
de glissement [33]. 
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Dérivons la première des équations (26) par rapport à (3, la seconde 
Ô~ X Ô^ X >-v 

par rapport à a et égalons R à R « On trouve 

2r + ab Rp cosSr, 

d'où l'on déduit les équations importantes 

( 2 8 ) ^ r « = 6 R 3 , ^ — « R . . 

« — ~ cosSr _ «ô Ra sin^T = S —j-£ sm : 
<^3 ' A>a 

à? 

Et en combinant ces équations avec les relations (27') 

dsa 
(i9) 

<?Re 
da 

6jRa 

3̂ 

Le théorème exprimé dans ces équations est encore dû à Hencky. 
L'arc ds<i (l'arc ds$) d'une ligne «(ligne (3) entre deux points, est 

égal à la différence des longueurs des rayons de courbure Rp des 
deux lignes (3 coupant la ligne a dans ces deux points (est égale à 
la différence des longueurs des rayons de courbure Ra des deux 
lignes a coupant la ligne [3 dans ces deux points). 

Fig. 6. 

Cet énoncé s'exprime aussi de la façon suivante : Les centres de 
courbure des lignes (3 pour les points où ces lignes rencontrent une 
ligne a fixe, forment une développante de cette ligne a. 
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Des équations (26) on déduit immédiatement 

(ri*\ <)y__ôx - ùJL-_±* cot^ 

Différentions la première de ces équations par rapport à (3, la seconde 
par rapport à a et égalons. On obtient deux équations linéaires aux 
dérivées partielles : 

( ô1 x _ ôx _ , , Q K àx w , 0 . 
V -;—rr + 6 -r- tang(aa + b p + c) -*- a -^ co t (aa + 6 ,i + c) = o, 
\ ôaôïi ÔOL ' #p 

(3o) J 2̂ ; ^ - Z 
/ -T-+T- —b-¥- cot(f la + &3 + c) + tf-T5 tang(aa + 6 3 + c) = o. 

Ces équations, dues à M. Oseen [26], expriment un résultat important, 
car par ces équations linéaires du second ordre, du type hyperbolique, 
les inconnues x et y sont déterminées en fonction de a et de (3. L'in
tégration peut se faire d'après la méthode de Riemann, si l'on connaît 
dans un certain domaine des conditions aux limites qu'il faut imposer 
à x et y. Pour pouvoir appliquer la méthode de Riemann il faut 
connaître une solution de l'équation adjointe satisfaisant à certaines 
conditions aux limites; M. Oseen a réussi aussi a donner une expres
sion de cette fonction. 

Les équations d'Oseen étant linéaires présentent des avantages en 
comparaison avec les équations du n° 1 (§2 ) . Mais une réduction 
encore bien plus efficace est possible, si l'on introduit comme 
variables dépendantes au lieu de x et j , les rayons de courbure Ra 

et Rp. En effet, on obtient comme suite immédiate des formulés (28) 
les relations suivantes : 

Ce sont des équations partielles du second ordre, du type hyperbo
lique aux coefficients constants, équations dont la théorie est bien 
connue. D'ailleurs nous allons étudier le problème de l'intégration 
dans le numéro suivant. 

Demandons encore quelle sera la forme de ces équations dans le 
cas d'exception où une famille est une famille de droites tangentes à 
une courbe fixe, et la seconde famille, celle des lignes (3. l'ensemble 
des développantes de cette courbe? 
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L'équation (24") devient 

3 = &3 + c, 

l'angle 3 ne changeant pas le long d'une ligne a. En remplaçant le para-
r* d% 

mètre a par l'élément de longueur a1 -= / -Ada, on trouve pour les 

équations (26) 
ÔX r. ÔX t ~ - C* 

- ^ = sinSr, ^ - = — b R» cosSr, 
c'a! t)'j r 

et en conséquence de ces relations 

enfin 
Rp = - a i + H ( 3 ) = - a 1 + 3 1 . 

' ds prise entre les courbes a< = a?, a4 = ac\ 
ao 

le long d'une droite — oc quelconque. On trouve 

l ds = f d<x = aj — a^ = const. 

On retrouve le fait déjà mentionné plus haut que les arcs interceptés 
par deux trajectoires orthogonales sont égaux entre eux, c'est-à-dire 
que les courbes (3 sont parallèles. 

En reprenant le cas général nous voyons que notre résultat prin
cipal s'exprime par les équations (3 i ) . Si l'on sait les intégrer on 
connaîtra Ra et R3 et les équations (26) nous fourniront x et y en 
fonction de a et (3. Ensuite les équations (24) nous font connaître 
en chaque point {x, y) l'angle 3 et la pression p; enfin les équa
tions (20) nous donnent les tensions. 

Remarquons encore que pour qu'on puisse employer la méthode 
de Riemann a l'intégration des équations (3 i ) , il faut que des condi
tions aux limites soient données sous une forme qui est prescrite par 
la méthode même. 

Apres avoir trouvé les valeurs de Ra et Rp dans le domaine en 
question, il ne reste qu'à déterminer x(ct, fi), y (a, (3), ce qui se 
fait par des quadratures [voir (26) ] ; enfin on trouve ax, o-M T [voir 
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(24), (20)]. Au lieu d'utiliser les équations (31) on peut aussi se servir 
des équations (3o) qui sont moins simples que les équations (3 i ) , 
mais qui fournissent directement x (a , (3), y (a, (3). 

4. Intégration Méthode de Riemann. — Dans le numéro qui 
précède nous avons établi les équations différentielles de notre pro
blème, savoir les équations (3i ), (3o), équations linéaires, hyperbo
liques de Vordre deux. 

Une méthode exacte d'intégration nous est fournie par Riemann. 
Quant aux conditions aux limites, il y a différents cas à distinguer. 
M. E. Picard [28J énumère quatre problèmes différents pour les
quels il établit des théorèmes d'existence. 

Le premier problème concerne la détermination d'une intégrale, 
quand on impose à cette intégrale de passer par deux caractéristiques 
de familles différentes. On se donne alors les valeurs de la fonction 
inconnue sur deux caractéristiques sécantes de famille différente. 

Dans le deuxième problème, appelé aussi problème de Cauchy, 
on examine la détermination d'une intégrale, dont on se donne les 
valeurs sur une courbe (T) qui n'est pas une caractéristique. On se 
donne encore les valeurs d'une de ses dérivées partielles le long de 
cette courbe. Pour fixer les idées, appelons z la fonction inconnue 

et soit -z- la dérivée que l'on se donne sur (T). 

Dans le troisième problème les données sont les valeurs de z sur 
une caractéristique et sur une courbe non caractéristique (problème 
mixte). 

Enfin dans le quatrième problème z est donné sur deux courbes 
non caractéristiques. 

Pour le premier et le deuxième problème, la solution est fournie 
par une formule dite de Riemann dans le domaine défini de la 
façon suivante : Soit dans les cas du premier problème, A le point 
d'intersection des deux portions de caractéristiques AB, AD, sur 
lesquelles les valeurs de z sont connues. Traçons la seconde caracté
ristique passant par B et la seconde caractéristique passant par D, 
soit C leur point d'intersection. Alors la formule de Riemann nous 
fait connaître la solution dans le quadrilatère curviligne ABCD 
formé par les quatre caractéristiques. 

Pour le second problème nous supposons connues les valeurs de z 
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e l ^ e ôx s u r ^ ) o n t r e D et B. Supposons de plus que le segment de 
courbe DB ne soit coupé qu'une seule fois par une caractéristique. 

* 1 ^ 7 9 B 

Traçons les deux caractéristiques issues de B et les deux caractéris
tiques issues de D. Les points d'intersection étant A et C, la fonc-

Fig. 8. 

P 

—g 

tion sera déterminée par la formule de Riemann dans le quadri
latère ABCD. 

Mais si l'on donne arbitrairement les valeurs de z et -^ sur un arc 
ôx 

Fig. 9. 
S * „ 

/ ^ 
^fêT\ 

de courbe qui est coupé plusieurs fois par une même caractéristique, 
on est amené à une contradiction. Soient en effet A et B les deux 
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points d'intersection d'un tel arc avec une caractéristique de la pre
mière famille. En ce cas il existe sur (C) un point S intermédiaire, 
où la courbe touche une caractéristique de la première famille. La 
caractéristique de la seconde famille passant par S, rencontre AB en un 
point O. Si l'on connaît z et ~ sur l'arc AS, z sera déterminé dans 

le quadrilatère OACS et, d'autre part, les données de z et-j— sur SB 
fourniront la valeur de z dans OSDB. Mais le long de OS ces deux 
formules fourniront en général des valeurs différente» de z; l'équa
tion différentielle ne pourra donc être satisfaite pour les points 
de OS. 

Au cas d'une courbe telle que AB, on peut se donner d'une façon 

arbitraire les valeurs de z et -^- sur l'arc AS. Les valeurs de z le long 

de OS étant ainsi déterminées, on se donne encore les valeurs de z 
ôz 

sur SB (avec la seule restriction que dans S, z e t j - restent con
tinues). On voit donc que dans le domaine BOSD, ce n'est pas le 
problême de Cauchy qui est en question, mais le troisième problème ; 
car la solution dans OSDB est définie par les valeurs données sur 
une caractéristique OS et sur un arc de courbe quelconque SB. 

Le troisième problème conduit à une équation intégrale de Volterra 

avec la valeur de ~ le long de SB comme fonction inconnue. Nous 
reviendrons encore sur ce point. D'ailleurs des problèmes mixtes, 
comme le troisième, sont très fréquents dans les applications. Nous 
allons traiter un tel problème dans le paragraphe suivant. 

Enfin l'application de la méthode de Riemann au quatrième pro
blème, exige l'étude d'une équation intégrale, qui est une certaine 
généralisation de celle de Volterra. Nous ne nous occuperons pas de 
ce problème. 

Rappelons maintenant tout brièvement le principe de la méthode 
de Riemann. 

Soit donnée une équation linéaire du type hyperbolique 
, . ô1 z ôz 7 ôz 

et son équation adjointe 

.,^ ô1 u ou , ou ôa ôb 
(b) T T - Î a 37 — b -3 U -r- — U -5- + eu == o . 
v ' ô;ôr\ ÔÇ ôri ô\ ôr\ 
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L'expression 

/ \ \ u ôz t i ôu\ "1 , VllÔZ / . I ôu\ 1 . 
\a) I "~ 13 \- [au 1- I * I «*1 — I :r + ( 6w :- ) ^ \dx 

Il ôf\ \ 2 ^ ) \ \ 2 ô* \ 2 ôl ) J 

est une différentielle exacte, si z est une solution de (a) et a une solu
tion de (b). Dans (c) interviennent les dérivées partielles par rapport 
à l et o. 

Faisons remarquer que l'expression suivante ne contenant que z 
ôz 

et ~ est aussi une différentielle exacte : 

(d) u(~ -+-azj d^-hz (-£ — buj rfÇ, 

et également l'expression suivante qui ne contient que z et -^ : 

{d") u \^~ + b z J d* + z ( ^ - n a ) </TQ. 

Pour l'équation 

^ ÔÏÔÏ^CZ = 0' 

l'équation adjointe est identique avec l'équation proposée (e), et les 
deux expressions 
/ x' v dz ou ~ 

( / ) u ^ + z-dî, 
i xnx du . ÔZ . 

( / ' ) ^« f c i + u ^ d S 

sont des différentielles exactes. 
Envisageons maintenant la solution de Riemann dans le cas du 

second problème pour l'équation {e). 
Nous savons qu'il existe une solution et une seule, satisfaisant aux 

conditions de Cauchy sur BD {voir ligure 8) arc de courbe qui 
n'est rencontré qu'en un seul point par une caractéristique (c'est-
à-dire par une parallèle à 0 £ ou OYJ). Cette solution est définie dans 
le rectangle ABCD. Soit maintenant P(£0, rj0) un point quelconque 
situé à l'intérieur de ce rectangle ou à son contour. Appelons 
w(£, n', lu, YJO) une solution de (e) qui se réduit à i pour £ = £0 

et YJ = Y}0. Intégrons la différentielle (f) le long du chemin indiqué 

MKMORIAL DES SC. MATH. — IS» S6 . 
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sur la figure. On trouve : 

<•> ,(P)=,(Q)+JrR(K^-^§4 
ou bien en utilisant ( /") : 

(•> sw-Mm+fJu***»***). 

Voilà des solutions explicites du second problème. Rappelons encore 
une fois qu'il est essentiel pour l'application de la méthode de 

ôz / ôz\ 
Riemann, que z et-^- ( ou z et— ) soient donnés sur un arc de courbe BD 
qui n'est coupé qu'en un point par une parallèle aux axes. Si l'arc 
proposé ne répond pas à celte condition, on ne peut pas se donner 

ôz 
d'une façon arbitraire zet -^ sur l'arc total; nous avons vu qu'en ce 

cas il ne faut résoudre le deuxième problème que pour un certain 
domaine partiel, et le troisième problème pour le reste. 

Nous avons mentionné aussi que la solution du troisième problème 
exige en général l'étude d'une équatiou de Volterra. Pour aborder 
cette question donnons-nous les valeurs de z sur un arc de courbe AS 
(qui n'est coupé qu'une seule fois par une caractéristique) et sur 
l'arc de courbe caractéristique OS (fig- 9) . Appliquons la for
mule (g") en choisissant le point P sur OS. On aura immédiatement 

(#'") *(*) = * ( * ) - f *%** = f uà£dt. 
^RS Ui* ^RS °* 

Le premier membre de cette équation est entièrement connu, dans le 

second, la fonction inconnue -r se trouve sous le signe d'intégration. 

L'équation {g1") peut être réduite facilement à la forme normale d'une 

équation de Volterra. 
Quant au premier problème {fig- 7), on se donne z sur deux por

tions de caractéristiques AB et AD et l'on obtient les solutions 

(h') z(V) = z(Q)+f *^dg+jf n^rfn, 

(A") P̂) = s(R)+jr\^+jT «^*. 

D'ailleurs pour notre équation particulière (e) où c = : + : 1 , la 
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fonction u de Riemami qui intervient dans nos formules (g) et (h) 
est bien connue, savoir 

rt=0 

On prendra le signe + ou — dans (32), selon que c est égale 
a — i ou 4- i. 

Reprenons maintenant les équations (3i) . En tenant compte des 
équations (28), on reçoit alors comme solution du premier problème, 
si l'on écrit vK. (3, au lieu de £f, v\K et oc, (3 au lieu de £0, *ÎO 

(33 ) Ra(«, p) = R«(a, 30 + ( 3 - 3 0 /"%«(*, 3 i ) i ' [ ( « - 0 ( P - P i ) W 

+ 6 / Rp(ai, o n ( « - « i ) ( P - o i ^ 

ou bien 

(33') R«(a, p) = R,(«„P) + ( « _ « , ) / Ra(«„ 0 I ' [ ( « - « I ) ( P - * ) ] * 

+ J -^(f , P t ) i f ( « - 0 ( B - B t ) l * -

Deux formules analogues subsistent pour Rp, savoir 

(34) Rp(a, P) = Rp(a„ p) + ( « _ « , ) / Rp(a„ l ) I ' l ( « - « i ) ( p - * ) l * 

- « f R«(*, p i ) I [ (a -0(P-P«) l«», 

(34') Rp(a, P) = Rp(«, Pi)-+-(P— PO /" Rp(«, p , ) I l ( . i - « ) ( P - P i ) l * 

• / - ^ ( « 1 , o i [ ( « - « 0 ( p - 0 ] ̂ . 

Pour le second problème donnons-nous la courbe T sous forme para
métrique a = ot(t). (3 = (3(^) et désignons par ̂  et T les paramètres 
correspondant respectivement aux points Q et R de la figure 8. On 
obtient alors la formule suivante 

(35) R.(«, P) = R«(fi) + ô y I [ («-*0(P-P*) lRp(Og|<f t 

^ ( 3 - 3 , ) / r [ ( « - « £ ) ( P « - p , ) j R « ( 0 * -
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Ici on a écrit Ra*(£) pour R a [ a (£ ) , (3(£)] et a,, (3t pour oc(t), (3(*). 
Une formule analogue existe pourR^ 

(36) Rp(a, P) = Rp(T)-4-ay
> I [ (a- a / ) (p-pJlR a (0j-^ 

r l 

(c ( « - « « ) / r [ ( « - « i ) ( P - P * ) j j R p ( 0 * -

On peut déduire d'une façon semblable deux autres solutions du 
même problème [analogues à (33'), (34')]-

Les formules (33), . . . , (36) sont les solutions explicites des 
équations (3i ) , pour le premier et le second problème. 

Les différentielles exactes simplifiées, ( / ' ) , (f) ont permis d'établir 
les formules simples (h'), {h"). De ces formules découlent les équa
tions (33), (34), grâce aux relations (28). Les formules (33), (34) 
font ressortir que pour déterminer R a ( a , (3), il suffit de connaître Ra 

le long de la ligne |3 = (31 et Rp le long de la ligne oc = oc{. Mais, si 
l'on ne se donne rien que deux lignes de glissement et = ociy (3 = (3j 
dans le plan x, y. le rayon de courbure de la première de ces lignes 
estRft(a,, (3) et le rayon de courbure delà seconde ligne es lR a (a , (3^. 
Il suffit donc de connaître la forme géométrique des deux caractéris
tiques oc = a,, (3 = ^i pour que ^(oc, fi) soit déterminé dans le quadri
latère, dont les deux côtés sont* formés par ces lignes caractéristiques. 
Ce résultat a été énoncé pour la première fois par MM. Schmidl 
et C. Carathéodory [5] . Un raisonnement tout à fait analogue 
subsiste pour Rp(a, (3), car la formule (34) fait voir que les mêmes 
données, savoir R a (a , [3*) le long de (3 = (3, et Rfj(ai, (3) le long 
de oc = a,, suffisent pour définir Rp(a, (3) dans un quadrilatère formé 
de caractéristiques. 

Quant au second problème, on peut établir un résultat très simple 
qui sera peut-être d'un certain intérêt (*). Nous allons démontrer 
qu'il suffit de se donner le tenseur des tensions sur une portion de 
courbe T qui n'est rencontré qu'une seule fois par une caractéris
tique pour connaître les tensions partout dans un certain quadrila
tère. Précisons les hypothèses. Premièrement, il n'est pas permis de 
se donner toutes les trois tensions, d'une façon arbitraire, la troi-

(1) MM. ScliapiLz [35] etLohan [16] ont étudié des cas particuliers du problème 
traité ici. Leurs énoncés, surtout celui de M. Schapitz, ne sont pas irrécusables. 
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sième étant déterminée par la condition de plasticité. Seconde
ment, il faut se rappeler que lorsqu'on connaît les tensions le long 
de T les équations (20) nous fournissent l'angle S le long de cette 
courbe, savoir Sr = S ( s ) , l'arc s de T pris comme paramètre; puis on 
déduit des équations (24) ^ = ^(s) et p = (3(s), la constante de plas
ticité k et la pression moyenne p = — r ( ° " * ~ï~ °r) étant connues. 

Introduisons alors l'hypothèse que n i - ^ n i -j- ne s'annulent en un 

point intérieur de T. En ce cas T ne sera roupee en plusieurs points 
par aucune caractéristique. 

Il reste a montrer de quelle façon on déterminera les rayons de 
courbure Ra , Rp le long de T, étant données en chaque point de T 
les valeurs correspondantes de oc et (3, savoir 

« = «(*), P=P(* ) . 

En désignant par © l'angle de contingence de T on trouve immé
diatement (fig- 10) 

<7vcos(c — ?s) cos(o —2r) 
K a = ; = -. ? 

a do. aoL 

(37) 
"ds 

_ ds sin( s— Sr) _ sin(o — S) 
K . 3 = Frfp - ~d$— 

ds 

Fig. 10. 

Ces équations sont une conséquence immédiate de la définition de 
la courbure, si l'on donne cette définition sous forme de. nos équa
tions (26') 

( ? 6 ) ^ à = R a ' 77}=-** 
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car on a évidemment 

ds(X= ds cos(o — 2r), dsp= ds sm(y — 2r). 

Ra et Rp sont déterminés par (37) en chaque point ou ni -=- ni -7^ 

ne s'annulent. Enfin les formules simplifiées (35) et (36) font 
ressortir qu'il suffit de connaître Ra et Rp le long de la courbe T, pour 
pouvoir résoudre le problème aux limites dans le quadrilatère bien 
connu formé des caractéristiques, dont deux coins opposés sont joints 
par T. 

Citons pour terminer deux exemples particuliers concernant 
l'application de ce dernier énoncé. Soient données sur T les 
valeurs de 

<j r =<j r (s) , aY=a}(s). 

On connaît alors 

I ( a r H - c r j ) = - - / > et ï ( j r — a r y ) = <j. 

Mais on a 
(T = £siii22r, 

donc 

Sr = - a r c sm T> 
2 k 

et les équations (24) seront 

donc 

(38') 

aa -+• bp -h c = - arcsin T ? 
2 K 

aa — 6 S + c = - -r J 
' 2 k 

j « « ( . ) + c = j ( a . c 8 i n | + ^ ) , 

( * P ( 0 = l ( a r c s . n j - ^ ) . 

On en tire, en tenant compte de la condition de plasticité, 

!

doL 1 / a / A 

6 * = 4 ( x + - l ) ' 

les ' désignant des dérivées par rapport à s. Nos conditions -=- ^éo, 
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d$ 
j - zjé. o sur T seront donc satisfaites si les tensions données sur T 

ne rendent pas nuls les seconds membres des équations (38"). 
En appliquant les équations (37) on trouve pour les courbures 

sur T 

"a = 4 —3 zr— > 

k 

Rp = - 4 
sin(y--2r) 

Comme second exemple, donnons-nous sur T la tension principale 
a,(s) et l'angle de sa direction ty*(s) de façon telle que les seconds 
membres des équations (3ç/) ne s'annulent pas. On connaît alors 

a-fcH-ï et 
<Jl - t - Œi . 

or 
«0 + 68 + 0 = ^ + - , a « - 6 B + cH— = —V; 

donc 

enfin 

(39) 

_ , - 0 0 3 ( 9 - f r t ) H-sin( 9 —<|)Q 
R«=*/; 

M - - 2 1 
2k 

= 4 /~cos(? — <W) — sin(? — ^ ) ^ 
R p = / 

•'1 ik 

5. Intégration. Solutions particulières. — Il arrive souvent que le 
problème mécanique se pose de façon qu'il est impossible d'intégrer 
les équations parles méthodes que nous venons d'indiquer. D'ailleurs 
c'est presque la règle en mécanique. On pourrait dire que c'est plutôt 
un cas exceptionnel si' l'on peut résoudre d'une façon complète un 
problème mécanique à conditions aux limites. Donc, il faut souvent 
se contenter d'étudier des solutions particulières, et de vérifier les 
conditions aux limites auxquelles elles satisfont. 

On constate aisément que les expressions 

R(3=K 
0 o 

- a c a + - p Ra=cK<? 
— ac<x-h- f 
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remplissent les équations (28), donc aussi les équations (31)5 a et b 
sont les constantes qui figurent dans ces équations, c et R sont des 
constantes arbitraires réelles. On obtient des solutions plus générales 
en admettant des constantes complexes dans les formules précédentes. 
Mais comme les rayons de courbure sont des grandeurs réelles, il 
faut poser 

RP = D e «• - D . 

-Laa+£? - C a a + i p 
Ra = DCé? L -+-DC* L . 

Ici C e t D sont des grandeurs complexes et C, D leurs conjuguées. 
En posant z = x -h iy, on trouve comme solution correspondante 
desequations (26), (26') du paragraphe 2 (pour C -yé rfc ï) 

// \ / ov £ J DC - a i i + i f l DG - « " + f f 
(4i) 5(a, p) = c'^< -e L

 H - e < 
( ' — G 1 — G 

Dans les formules (4o), ( 4 0 les grandeurs complexes C et D 
peuvent encore dépendre d'un paramètre A; on sait que des sommes 
ou des intégrales d'expressions telles que (4°)? (41)? satisfont aussi 
aux équations (3 i ) et (3o) respectivement. 

Introduisons z = x •+- iy dans l'équation (4 »)• Ecrivons les expres
sions pour x et r . Posons enfin pour fixer les idées 2r = (3 — oc, c'est-
à-dire 6 = - 4 - 1 , a = — 1 . On aura, si la constante C est différente 
de ± i, 

- x = —e < (C, cosSr — sinSr) 

U U t (Ccos2r-sin2r), 

(*!') 
• C * 

DG t a + f p ^ . . 
- j = — e L (cos2r -+- GsinS) 

DG L a +-fP/ ^ 7; . C,\ •e L (̂ cosSr -+- G sm3j. 
i + C * 

Déterminons maintenant les composantes réelles des équations (4o). 
Soit 

C = c + id, D = IfA-r-i'B), 
' 2 
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on obtient alors 

(45) 
R« = / " " ^ - ^ ? | ( A c - Brf) cos (rf« - J T ^ $\ 

- ( ^ ^ B c j s i n ^ a - ^ ^ ^ j . 

De plus les constantes A, B, c, d peuvent encore dépendre d'un 
même paramètre A; il est alors permis d'additionner ou d'intégrer de 
telles expressions et, en vertu du caractère linéaire de nos équations, 
on obtiendra de cette façon des solutions de (28) et par suite de (3i) 
(voir § 2 ) . _ 

Examinons de plus près les expressions (40) et (4 1 '). Soit d'abord C 
une grandeur réelle d=o. Les équations (4°) et (4i) donnent 
(c étant réel) 

< a + i ( 3 

t a + i p 
R a = \ce c , 

\x = — A -e <- (ccos3r —sin3r) = ==e c cos(2r+v), 
l+<* )/l-hC* 

c ta- f - iS _ . _ A c ca-H-Q . / e -

j =— \ .e
 L (cos3r + csmSr) = /? ' s inp+y) , v/r 

avec 
c cos y = ? siny = 

V 1 -+• c 3 

On voit que les lignes de glissement a = consl., (3 = const. sont 
deux familles de spirales logarithmiques, qui sont tordues dans des 
sens opposés et qui font avec les rayons vecteurs des angles de gran
deur y et y respectivement. Par chaque point, sauf l'origine, passe 

une spirale et une seule de chaque famille. Pour c = i, y = 45°, 
les deux spirales passant par le même point, font des angles égaux 
de 4^° avec les rayons vecteurs de ce point; les isoclines du système 
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sont les rayons vecteurs, les isobares (lignes de pression moyenne 
constante), sont les cercles concentriques. 

Si C est une grandeur imaginaire, c = o, on trouve (d étant réel) 

(43) 
l Rp = A cos Ida. — | ) — B sin (da — | j , 

( * _ | ) - A r f . t a ( * - | ) . Ra= — B c?cos | 

Et en posant pour abréger 

3 = P — a, 9 = rfa—-, 

on obtient pour d^é± i 

(43') 

ou bien 

(43) 

avec 

^ = 

2Ad 

T^d* 
2Bd 

i — d* 

2kd 

T^dï 
2Bd - . -

-T;[COSO cosSr — afsmo smSr], 

[dcos9 cos2r — sin9 sinSr] 

[coso sinSr -f- dsin-p cosSr], 

[^cos9 sinSr — siii9cos2rJ 

^ / T ; — o r r s i n ( ï •+•( 
x = a?\/A2-+-B21—— T ["sin (y -+- 9 -+• âr) sin (y -+- 9 — £/) -*-?-3)1 

i-+-d J 

y „_,^Bi [=Sl±$ cos (y H- 9 H- Sr) sin (y-HO — 5 ) 
i + d J 

sin Y = 
v/A2-4-B3 

A 
tangY= g-

En tenant compte des valeurs de cp et de S, on voit que les lignes de 
glissement sont des épicycloïdes et des hypocycloïdes. 

Pour d = 1 on aura avec Sr = (3 — oc et le même y : 

Ra = A sinSr — B cosSr, 
Rp= AcosSr -+- B sinSr, 

(44) {x = _ ^ C o s 2 S + 2 ( a + P)-?sin92r= ° (« + P)-+- ^ V"?~ B* sin (23 -Y) , 

A . - A. ' ON B - A . Qx ^V*-4"6* / o \ y = 7 sin 23F /a •+-£)-+-—cos 2 3 = (a-+-P)-+-- ; cos(23 —Y). 4 2 4 2 4 
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Les lignes de glissement sont des cycloides. 
Des formules analogues subsistent pour d = — i. 
Nous voyons donc que l'on reçoit des spirales ou des cycloïdes selon 

que G est réelle ou imaginaire, si l'on n'envisage qu'un seul terme 
dans les solutions particulières. Le cas de C complexe, C = c H- id 
traité dans les formules (4o), (4o)^ (4*)> (4i')> conduit à une classe 
de courbes plus générale, enfermant les spirales et les cycloïdes comme 
cas particuliers. Toute combinaison linéaire des solutions étudiées 
fournit une nouvelle forme pour les lignes de glissement. 

Il sera utile d'indiquer la signification géométrique d'une telle 
addition. Etant donnés deux réseaux de lignes de glissement, on fait 
correspondre à chaque point V\{oc, (3) du premier réseau le point 
P 2 (a , (3) du second, avec le même a et le même (3. On additionne les 

deux vecteurs O I \ et OP2 (où O est un point fixe arbitraire): 
— > • — > • — > 

OP, + OP2 = OP. Alors si P* (et par conséquent P2) parcourt une 
ligne de glissement du premier réseau, on obtient comme lieu de P, 
une ligne de glissement d'un nouveau réseau. Il convient de remar
quer qu'au lieu de faire correspondre deux points P4 et P2 de même 
oc et de même [3, on peut dire aussi qu'on fait correspondre deux 
points Pi et P2 de même (3 et de même angle 3 . 

Par cette voie géométrique on peut étudier facilement le cas où 
par exemple le premier réseau est dégénéré, c'est-à-dire qu'il con
siste en une famille de droites et en leurs trajectoires orthogonales, 
tandis que le second réseau est un réseau général. Alors les équations 
différentielles des deux réseaux ne sont plus les mêmes. Mais la défi
nition géométrique de l'addition reste valable. On voit qu'à tous les 
points P, d'une même ligne droite de glissement du premier réseau, 
correspond un seul point P2 du second réseau; car tous ces Pu ont le 
même 2r et le même (3. 11 faut donc additionner un vecteur constant 
à tous les vecteurs O l \ où Pi parcourt la droite en question. Mais de 
cette façon on obtient une autre ligne droite. La superposition de 
deux réseaux de lignes de glissement, dont un est un réseau dégé
nère, conduit donc à un nouveau réseau dégénéré. 

Abstraction faite de ce cas qui ne fournil aucune forme nouvelle 
des lignes de glissement, on peut se demander si les combinaisons 
linéaires d'une infinité de solutions comme (4°)? (41)? comprennent 
ou non toutes les solutions possibles. Autrement dit, la question est 



56 HILDA GEIRINGER. 

de savoir si l'on peut, de cette façon, obtenir des solutions qui satis
font à des conditions aux limites arbitraires. Pour aborder cette 
question, on peut prendre comme point de départ, les formules de 
Riemann (33) et (35), et essayer de transformer ces formules dans le 
sens indiqué. Nous n'allons pas traiter ici ces questions assez subtiles. 

Terminons cette section en étudiant une autre sorte de solutions 
particulières. Soit, comme dans le numéro précédenl, 

(45') i0(2i \/i) = ï ( 0 = i + J^J + -— + • • • 

la fonction de Bessel de première espèce et de l'ordre zéro. Alors on 
sait que la fonction obtenue en posant t = a (3 

(45) ,(aiS) = I + _fL + ïlËi+... 

satisfait à l'équation 

(46) £^ = ̂ )-

Mais aussi les dérivées partielles j — j -jâh (p = i , 2 , . . . ) satisfont 

à la même équation. On formera alors la solution plus générale 

/ / \ r/ o\ l ^1 / ^ 1 t Ô\ Ô*\ 

(47) ^ 1 ( ^ ) + ^ + ^ + . . . + ^ + ^ + . . - . 

On peut se demander si une telle solution est assez générale pour 
satisfaire à des conditions aux limites quelconques (par exemple aux 
conditions du premier problème ou du second problème, etc.). Il est 
facile de prouver le théorème suivant : 

Étant donnés deux polynômes 

| / ( a ) = V0+ V i a + \2«2 + . . . + \n OL'1 dans l'intervalle OA , 
(48) \ 

/ #(p) = A 0 +B 1 p-+-B ,p^-h . . .+ B m ;>dans l'intervalle OB , 

la fonction u(oc, (3), qui satisfait à l'équation -j—p-' = u dans 

le rectangle OAGBO, et qui se réduit à f(oc) sur OA et à g(fi) 
sur OB est la suivante : 

m n 

(49) »(«.P)= ^ + 2 ^ ^ 2 ^ 1 ^ 
^ = 1 V = l 
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En effet, l'expression dans le second membre de (4g) satisfait par
tout à l'équation proposée, car celte expression n'est qu'une somme 
de termes jouissant chacun de cette propriété. Pour vérifier les condi
tions aux limites, cherchons la/>ieme dérivée de l(t), savoir 

dtP v ' p\ ^ I ! ( / H - I ) ! 2l(p + 2)\ 3 ! ( 7? -+- 3 ) ! ' 

donc 

1\P)(O)= - , . 
p\ 

Mais on a pour I(a|3) 

(45 , , , ) 7^=$"i(p)W) et • ^ = « M W ( « p ) . 

Donc 

Le second membre de (49) se réduit donc pour (3 = o à 
m n n 

y.= i 

pour a ^ o o n obtient £"((3) par le même raisonnement. Notre propo
sition est donc démontrée. 

Etant donné qu'on peut approcher une fonction continue quel
conque par un polynôme, le théorème simple que nous venons de 
prouver nous fournit un moyen pour déterminer pratiquement des 
solutions du premier problème aux limites, dans des cas bien plus 
généraux. Pour les fonctions de Bessel. il existe des tables qui 
s'adaptent à nos besoins en remarquant que l'on a 

l(/) = I.(«V-ï), !""<') = ^ % £ - \ 
(iyty 

\/t désignant la fonction de Bessel de première espèce et de l'ordre/?. 

CHAPITRE 111. 
LE PROBLÈME PLAN COMPLET. 

1. Les équations différentielles. — Dans le paragraphe précédent, 
nous nous sommes occupés des équations différentielles du problème" 
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des tensions, en partant de la remarque que, parmi les équations 
différentielles de la plasticité plane, il existe trois équations qui ne 
contiennent que les trois composantes de T : crr, oy, T. Mais il faut 
se rappeler que pour l'intégration, le fait qu'il existe le nombre néces
saire d'équations ne contenant que les tensions, ne suffit pas en 
général. Seulement, dans le cas où les tensions données aux limites 
déterminent l'intégrale, on peut parler d'un problème isostatique des 
tensions. Mais si les conditions aux limites portent simultanément sur 
les tensions et les déplacements sur la surface du corps, on ne peut 
pas séparer le problème des tensions de celui des déformations. En ce 
cas, il faut étudier le système d'équations simultanées (4), (7)? (1 0? 
(12). Ce système de cinq équations — avec un système de conditions 
aux limites suffisantes pour déterminer les tensions et les défor
mations pour un moment initial, définit le problème complet de 
plasticité plane, problème que nous allons étudier dans ce para
graphe. 

Comme on a négligé toutes les accélérations, le système (4)? (7)? 
(11), (12) ne contient que des dérivées des tensions <rr, a,, r et des 
vitesses vT, v} par rapport aux coordonnées x, y. Les conditions aux 
limites concernent ces mêmes grandeurs. Envisageons par exemple 
le problème du poinçonnage. Soit une masse plastique en contact avec 
un corps solide qui effectue un mouvement donné. Alors la masse 
plastique sera assujettie à la condition que dans les points de contact 
la composante normale de sa vitesse coïncide avec la même compo
sante de vitesse du corps solide. 

Comme les équations différentielles et les conditions aux limites 
ne sont données que pour un moment t = t0, l'intégration aussi en 

fournit le tenseur des tensions T et la vitesse v, que pour t = t0. Ayant 
déterminé la vitesse en chaque point du milieu plastique, on connaîtra 
les lignes de courant pour t = t0, c'est-à-dire les lignes qui ont 

en chaque point la direction de v. Dans les applications où il s'agit 
en général de mouvements de très courte durée Al, on suppose qu'on 
puisse déduire des vitesses vT, vx les petits déplacements A#, ky, en 

multipliant ces vitesses par Al \kr = vkt). Donc, si nous parlons 
dans ce qui suit, de vitesses, de lignes de courant, etc., on peut 
y substituer grandeurs et directions des déplacements, etc. 

Les équations différentielles du problème de déformation sont les 
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équations (i i) , (12) du paragraphe précédent, savoir 

ÔV) ôvx 

7} ôy ôx 
~~ ÔVX ÔVy 

ôy ôx 
t \ ÔVV ÔVy 

<2 ) -aF-a^-0-

L'équation (1) donne une relation entre les tensions et les déforma
tions. Les deux équations (1) et (2) peuvent donc servir pour trouver 
les déformations si l'on a déjà déterminé les tensions. 

Mais on va voir, et cela sera un de nos résultats principaux, que 
l'on peut traiter dans un certain sens le problème de déformation 
indépendamment du problème des tensions. Nous allons démontrer le 
fait suivant. Si l'on introduit comme variables» indépendantes les 
oc et [3 qui déterminent les lignes de glissement, on obtient pour les 
vitesses des équations différentielles dans lesquelles n'entrent pas les 
tensions. 

Appelons vx, vy, u% v les composantes de v pour les directions x, y, 
oc, (3 respectivement. D'après les équations (10) et (20) du paragraphe 
précédent, on a 

(£=\ =o, (*r) =0. 
\ôx/$=0 \ôy/s=o 

Mais en vertu des équations (26) : 

ôvv ôvv ôx ôvx ôy ôvx _ r. àvx n . ^ 
ôa. ôx ÔOL ôy ÔOL ôx ôy 

ôvY ôvy ôx ôvy ôy ôvY, n . o, ôvY o, 

•4 = àî' Sp + Ty•$, = ^ é R P s m a - Ty 6 R ? c o s S ' 

donc pour 3 = o, 

(îfL»=°' (̂ )̂ =.=°> 
si les courbures ^ - ? ̂ - ne s'annulent pas. Aussi a-t-on pour chaque 3 : 

(X p 

^ 5 = £ ( „ cosSr - V nnSr) = ( g - P « ) cos& - (à£ + ««) sin &, 

^ = ^("> m a r- t- PCOsS> = ( ¾ + Mè) cosa + ( S ~ "*) sina-
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En posant 2r = o. on tire de ces dernières relations les équations 
annoncées qui forment la base pour l'élude du problème de déforma-
lion [9] 
/ON au ôv 
(3) _ - — ™ = o, j 3 + « 6 = o. 

.D'ailleurs ces équations sont les mêmes que les équations (28) du 
paragraphe 2, si Von échange Rp et Kff contre u et — v respective
ment. 

Les équations (3) donnent immédiatement 

équations correspondant aux équations (3 i ) . 
Si les lignes — oc sont des droites, on trouve 

ou ôv ôlv 

Si les lignes — a et les lignes — (3 sont des droites 

/ .^ au ôv 

De ces équations (3) [et (5) respectivement], on peut déduire les 

vitesses v en fonction de oc et [3. Pour chaque solution du problème 
des tensions qui s'exprime par les fonctions trouvées a = a (x, y), 
(3 = (3(#, y), les vitesses trouvées comme fonctions des oc, (3 donnent 
une solution correspondante du problème de déformation. De cette 
façon, on peut construire des exemples de solutions complètes. Il 
reste naturellement le problème, très difficile en général, d'adapter 
de telles solutions à des conditions aux limites données. En certains 
cas, si les conditions aux limites sont convenablement données, le 
problème complet se décompose donc en deux parties entièrement 
indépendantes : problème des tensions (trouver oc, (3 en fonction de 
x, y) et problème du mouvement (trouver u, v en fonction de oc, (3). 

On peut encore poursuivre l'analogie entre les équations du pro
blème de déformation et les équations du problème des tensions. 
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Introduisons vT, P, dans les équations (3) 

av = j-(prcosâr + pvsinS) — a(— vvsinSr J- V} cosâr) 

C ^ P r ~ ÔVy . ~ 
= —r— cos 3r H—r-^- sin 3r = o , 

ôa. ÔOL ' 

<*P i ôvK . ç. ÔV^ ç. 

^ + ^=-^- ^ W ' 
d'où les deux équations 

fa\ dVc ÔVy ç, ÔVr ÔVy -

ces équations correspondent aux équations (27") si l'on remplace 

x par pr et y par — pr. 

Comme conséquence des équations (6), on voit que vœ et vy satisfont 
aux équations (3o) d'Oseen, savoir : 

ô'-vc ,ôvv - ôvv . 
-r—-TF, — 6-3— cot3-+tf-Tô-tangSr = o, 

. ÔQLÔd ÔOL Ô& 

(7) 4 
^ â P r ,àV, - ÔVy ~ 

Mais il faut remarquer que si l'on connaît u et p on connaît en même 
temps v.j et vy 

, , ( t>r= wcosâr—p sinSr u= prcos5+-PV sinSf, 
(7 ) ! 

( ^. = u *in2r -+• p cosâr, v = — pr sm& +- P, cos&. 
tandis que Ra et Rp sont liés avec x et y par les équations (26) qui 
exigent des quadratures pour déterminer x et y en fonction de oc. (3. 

Introduisons maintenant une fonction de courant ty, en posant 
comme d'habitude 

(«) *^ty> V>=~Â-

M. de Misés [18] a établi une équation partielle linéaire de l'ordre 
deux pour la fonction ty, en utilisant les oc, (3 comme variables indé
pendantes (avec les x, y prises comme variables indépendantes, 
ty satisfait à une équation de l'ordre quatre) [27]. En partant de nos 
équations principales (3), on détermine très rapidement l'équation 

MEMORIAL DES B C . MATH — N° 8 6 5 
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pour ty. On a, en effet, en vertu des équations (8), (§ 3) et (26), (§ 2), 

ô]f _ ôx ôy _ 
j - _ — K y - — h vc -p- = — a R a (p rcos3r — vv s in5 ) = — a R a c , 

d'où en vertu de (28N) : 

ou _ 1 ôR$ ôty 1 ô*ty 1 ôty 
ôï~~aV~ 6ÏÏ£ ~^T Jp ~ &Rp r>^p "*" R^ J i 

ou bien 

1 à*ty _ a R« ôty i ^ 
6Rp c/a</|3 6 R£ Jp ~*~ R~ ôo\ 

( I0) T 4 + arTq-Vr=0' 
</a</p Rp tfp R a c'a 

Voilà l'équation linéaire hyperbolique de l'ordre deux qui a été éta
blie par M. de Misés, indépendamment des équations (3). Leurs 
coefficients n'étant pas des constants mais égaux aux courbures des 
lignes de glissement, il existe pour chaque système de lignes de glis
sement une autre équation (10), tandis que les équations (3) , (4) 
[ou bien (6), ( 7)] , sont les mêmes pour tous les réseaux possibles, 
ce qui est un avantage incontestable. 

Quant à l'intégration de l'équation (10), il existe une certaine ana
logie entre ce problème et entre le problème d'intégration des équa
tions (3o) de M. Oseen. En effet, on a réussi (§2) à décomposer en deux 
parties l'intégration des équations (3o) moyennant les équations (3i) 
et (26). Car les équations (3 i ) , linéaires à coefficients constants, nous 
fournissent Ra, Rp. Ces fonctions étant trouvées, la détermination de 
x (oc, (3), y (oc, [3) se fait par des quadratures suivant les équa
tions (26). Ici l'intégration de l'équation (10) se décompose d'une 
manière analogue. Il faut deux paires de solutions des équations 
simples ( 3 L ) , savoir u, v et Ra . Rp [car les u, v et les Ra, R3 satisfont 
aux mêmes équations (3i) et (4) respectivement]. Alors les deux 
équations 

(9) 3 = - a R a p ' %=-bHvu 

permettent de déterminer ty par des quadratures (1). 

(1) L'idée de décomposer de cette façon l'intégration de l'équation (10) a été 
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Examinons encore le cas d'exception où les lignes a forment une 

famille de droites. On a, en ce cas, avec ocK= i ds^ comme paramètre 

de ces lignes droites : 

/ \ r> TT/GX ()u ôv . . ô i v 

(n ) Rp = - a i + H(P), - = o , T? + ub = o, 5 5 ^ = 0 , 

et pour ty 

dty = vxdy — Vydx = — v ds&-\- udsp = — v doLy — bu($) Rp a?(3 

= — bu{$)\H($)-oLi]d[i—iv{oLU o)don + b / u($)d$doLl 

= — Ô K ( P ) H ( P ) —f>(a,, 0 ) ^ - 4 - 6 rf <xt f i*(PK3 , 

d'où 

(12') ty = - b f H($)u($)d$-v(oLUo)dQLi-hboL,f a(P)rfp. 

En introduisant deux fonctions arbitaires / ( « t ) et g{$) on voit que 

(12) 4 - = - 6 / H(P)*(P)dp+/(«,) + 6 « t / *(?)«/p 

est la solution générale de l'équation 

(I0) CT^Ï^JH0-

Ca r 

^at^p Rp ^p 

rM _ 1 ôR$ ô<\> 1 ô*ty 1 ôty 

ô* ~~ 6RÏ ~ôôT Ô$ ~~ 6ÏÏ£ ôoTôfi "*" ïïl ~ôo\ 

exprimée par M. Oseen, mais qui emploie deux paires de solutions des équations (3o), 
savoir x, y, vx1 v . Il est certainement préférable d'employer les équations (3i). 
D'ailleurs la voie suivie ci-dessus est différente de la méthode esquissée de M. Oseen. 
Pour nous, les équations (3) forment le point de départ, fin vertu d'elles u et v 
satisfont aux équations (4) [(3i) du paragraphe 2] ou bien vx, vy aux équations {-j) 
|(3o) du paragraphe 2] et les équations (9) no sont qu'une conséquence immédiate 
de ces faits. Par contre M. Oseen qui se propose d'intégrer l'équation (10) trouve 
comme résultat que cette intégration peut se faire moyennant deux paires de solu
tions des équations (3o) et qu'une paire de ces solutions peut être conçue comme 
les composantes de vitesse vx, vy. Il en déduit que ces vitesses satisfont aux équa
tions (7) qui sont dans un certain sens équivalentes à mes équations (4). 
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devient en ce cas 
__ I Ôty l ô*ty 

°~ "~ èRjf Jp~~ &Rp ÔÏLTÔ?' 

2. Intégration. Exemples. — Nous avons vu que les fonctions u, 
v, vx, vy satisfont aux mêmes équations que les fonctions Rp, — Ra , 
y, — x . Donc on peut y appliquer la méthode de Riemann de la 
même façon que précédemment. Les formules (33), (3/j) deviennent : 

dt 

( i 3 ) 

M(«, P) = «(«,, P) + ( a - « i ) f !£(«!, O Ï ' [ ( « - « t ) ( P - 0 ] 

+ af v(t, p i ) I [ ( a - 0 ( P - S i ) ] ^ , 

P(«, p) = P(a, p1) + (p -p 1 ) f %(*, Por[(« —*)(P—Pi) ]* 

- 6 / u ( a „ O I [ ( « - « i ) ( P - 0 ] * -
•7P. 

En résumant nous avons le résultat suivant concernant le « premier 
problème » : 

Étant données deux lignes de glissement dans le plan x, y et le 

long de chacune une des composantes u ou v du vecteur v de 
vitesse on peut déterminer et les vitesses et les tensions dans tout 
le quadrilatère correspondant au premier problème de Riemann. 

Quant aux données du second problème, les formules (35) et (36) 
du paragraphe 2 montrent qu'il faut connaître le long d'une courbe 

non caractéristique le vecteur v complet (savoir u et v. ou bien v.v et 

v,) pour connaître v partout dans un certain quadrilatère. En rappro
chant ce fait aux résultats trouvés pour les tensions, on obtient par 
exemple la proposition suivante : 

Si l'on donne le tenseur des tensions T et le vecteur des vitesses 

v le long d'une courbe (T), on connaît les tensions et les déforma
tions dans le quadrilatère correspondant au second problème, 
supposé que 

dv dp 
ds ds 
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soit différent de zéro pour chaque point de T l ou p = — - (tjr + o>)? 

<r = - (<rT — <j0) et s l'arc de Tj. 

Nous allons traiter dans le numéro suivant un exemple d'une inté
gration par la méthode de Riemann. Mais maintenant procédons 
à l'étude de quelques exemples de solutions particulières. 

On peut poser en analogie aux expressions (^o), etc., 

!

-<.La+îp -aCa + |-p 

u= D e c -+D e L , 
- a a c + f p _ - -aL*+jP 

v = — D O c — DCe c , 
et sous forme réelle C = c + id, D = i ( A + /B) I 

| A c 0 9 ( a r f a + s i T * p ) 
/ , bd Q\) 

H - B s i n ^ d a + ^ ^ g s P j j . 

j (Baf—Ac)cos (flafa + , ,2 p \ 

— (Afl?-+-Bc) sm («rfan- ^ j ^ - j , Pj !• 

Toute combinaison linéaire de ces solutions est évidemment aussi 

une solution. 
Soit maintenant C une grandeur réelle, envisageons un seul terme : 

-flca + - P - a c a + - P 
( I6) « = Ae c , P = —Ace , 

alors - = — c ; soit particulièrement c = — i, on aura u — Ae""-^ = v 
u 

et pour c = i, u = —v. Ce sont deux exemples de déplacements sui
vant les diagonales des lignes de glissement. La direction des lignes 
de courant de la première solution (de la seconde solution) fait un 
angle de - (de — ~) avec la direction des oc positifs. Un tel courant 
diagonal existe naturellement pour chaque système de lignes de glis
sement. 

Reprenons les équations (4¾) du paragraphe précédent avec 

v = e ' c*+d* ' 
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b = 4 - 1 , a = — - I , 

R p = A e ^ , 

c a + f p 
Ra = A c e c , 

( !7) ( Ac c a + i B /ç. frX 

• = e < cos(2r-+8). 
y/n-c*-

Ac < a + 1 3 . 
j / = - - e ^ s i n ( & + 8 ) , 

V/l-4-C2 

avec 

v/i + c2 
COtS : 

Les lignes de glissement sont deux familles de spirales logarithmiques 
qui sont tordues en sens opposé et qui font respectivement avec les 
rayons vecteurs des angles ô et —ô (xoir fig. II a et 11 b). Par 
chaque point, sauf l'origine, passe une spirale et une seule de chaque 
famille. Calculons le courant diagonal pour ce réseau : 

u = v = e-(«+p), 

vx = u cosSr — v sinSr = — y/9 sin ( & — — ) e-to+p^ 

Pj = w sini?-+-pcosâr = y/?,cos(2r—— ) e—(*-+-?), 

?.-£--•"(»-ï)--(9+ï)-ë3S-

(18) 

Dès maintenant il faut employer les équations (17) caries lignes de 
courant ne sont plus indépendantes des lignes de glissement. On 
déduit facilement des deux premières équations (17) que 

1 + c 
y x 

(18') tangST = Cy • x donc ^f 
ex -h y dx 1 -f- c J x h y 

1 — c -7 

En comparant les deux équations (18') on voit que les lignes de cou
rant sont de nouveau des spirales logarithmiques qui font avec les 
rayons vecteurs des angles y, où tangy = 

Pour les valeurs particulières c = i, 3 = -? les isoclines sont les 
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rayons vecteurs, les isobares les cercles concentriques. On aura en ce 

cas ^ - — - et l'on voit que les lignes de courant coïncident avec les 

isoclines. 
Fig. 11 a. 

«-An 

M 

S2o* 

Cette solution sera réalisée si l'on charge un tuyau par une pression 
intérieure uniforme. On a ici en effet sur le cercle intérieur T = o, et 

la pression p = — Oy a la même valeur dans tous les points de 

ce cercle. Alors on peut prendre ce cercle comme courbe (T) du 
second problème de Riemann, et en résolvant ce problème on trouve 
le système des lignes de glissement que nous venons de citer. Si l'on 
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introduit encore le postulat u= v qui s'impose par des raisons de 
symétrie, le courant aussi est déterminé. 

Lignes de 
courant 

Étudions encore quelques exemples en partant de solutions avec 
G = -f- i d imaginaires, c'est-à-dire c = o. Soit comme cas le plus 
simple 

(19) u = A cosâr + B sin3r, v=—A sinSr-+B cosSr, 

on trouve vx= A, v3 = B. C'est donc une simple translation. 
Passons à un second exemple dont les lignes de glissement ont 

également été déterminées par Prandtl (ainsi que les spirales dans 
l'exemple précédent). Nous posons cette fois pour les angles 2? et S' 
que font les lignes a et les lignes (3 respectivement avec les x positifs : 

(20) 3 = - + « - P, 2r'= 5 + - = ^ P-

[Nous avons choisi 3r de cette façon parce que les signes des rayons de 
courbure {yOIT fig. 5) correspondent dans cet exemple à la figure 5 a, 
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où Ton avait a = i, b = — i] . Des formules analogues aux formules (44) 
de la page 54 sont en ce cas : 

l Rp = —4 A sm2r, # = 2A(a-+-p ) -+-A sin22r, 

( Ra = 4Acos2r, y= • — AcosiSr. 

C'est un réseau de deux familles de cycloïdes. Pour j = A on a 
Sr'—o, pour y = —A, 2F = O. Pour le réseau des lignes de glisse
ment les deux droites y — ± A constituent donc une sorte de frontière 
naturelle. 

Envisageons le courant diagonal : comme a = i, b = — i, on aura 
d'après (16) 

u = v = e<a+P), 

vx =e*+P(cos3 — sin3) = e*+P sj~2 cos ( y •+• s ) , 

pr =ea^(cosS-+-s inS) = ea+PV
/2 *>in ( f + 3 ) > 

(22) 

= tang (!-K «te V4 7 i — tanff5 tangS 

Les formules (21) donnent pour 3" entre o et 
TZ 

d'où pour A = 1 

£, 
7 

(23) j = —, # -H const. = \/i— y- — log(i -+• \/i— y*). 

C'est l'équation des lignes de courant ty = const. On voit que toutes 
ces lignes de courant sont des courbes égales. 

D'ailleurs ce n'est pas du tout ce courant diagonal qui est valable 
dans le cas du problème mécanique en question pour lequel 
M. Prandtl a calculé les lignes de glissement. On pourrait sans diffi
culté indiquer les conditions aux limites qui correspondent au cou
rant diagonal (21); et par cette méthode inverse on trouverait des 
solutions nouvelles. Mais nos formules permettent aussi d'employer 
la méthode directe de ce que nous allons montrer dans le dernier 
numéro ou l'on va déterminer pour le système de cycloïdes le courant 



70 HILDA GEIRINGER. 

qui correspond à des conditions aux limites définies par la nature 
mécanique du problème. 

3. Solutions conjuguées. — Avant d'aborder cette question envi
sageons encore un problème qui pourrait attirer notre attention du 
point de vue de la géométrie différentielle de nos systèmes de courbes. 
On prend comme point de départ la remarque que Ra , Rp satisfont 
aux mêmes relations (28), paragraphe 2 [et par conséquent (3 i ) , 
paragraphe 2] que les composantes de vitesse u et v) et que les 
coordonnées rectangulaires x(oc, (3), y(oc, |3) remplissent les mêmes 
équations (26'") [et par conséquent (3o)] que les vitesses — vy et vT, 
[voir les équations (26'"), (28), (3o), (3i) du paragraphe précédent 
et les équations (3), (4), (6), (7) de ce paragraphe]. 

Une solution complète d'un problème de plasticité comprend toutes 
ces fonctions, mais naturellement ces huit fonctions ne sont pas indé
pendantes les unes des autres car u, v d'une part, vT, vy d'autre part, 
sont deux composantes dans les directions oc, p otx,y respectivement 

d'un même vecteur v et Ra, R3 sont liés a x, y par les relations (26). 
En plus Ra et v s'expriment en fonction de R3 et de u par les équa
tions (3) , paragraphe 3, et (28), paragraphe 2, de sorte qu'il ne 
faut envisager que deux fonctions indépendantes l'une de l'autre par 
exemple u et R3. 

D'ailleurs pour des raisons de symétrie nous ne parlerons pas 
seulement de u et R3 (ou de x et v^ ) , mais en même temps aussi de v 
et Ra (ou de y et vx). 

Associons maintenant à une solution complète S donnée par exemple 
par x, y, vv, v3 une autre solution en posant 

(24) Si : xl=—vyi yi=vv, v{J)=y, v^^ — x. 

On voit facilement que si l'on transforme par le même procédé la 
solution S*, on revient à S. Nous appellerons S] et S deux solutions 
conjuguées de première espèce. 

On peut définir d'une seconde manière une paire (S, S2) de solu
tions conjuguées par les relations 

(25) S Î Rp2) = u, R k 2 ) = — 0, w 2 = R p , PI = — Ra . 

Si l'on déduit les R^5, Rpn , uA, vx en partant de la solution S* on 
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obtiendra en général des valeurs, autres que Ra
2), R ^ , u2, v2 intro

duites par ( 2 6 ) . De même les x2,y2, v{^\ c / 2 î deS 2 , que l'on détermine 
en partant des valeurs (20) vont différer en général de a?,, yK, v{^], v[JK 

On peut se demander sous quelles conditions les deux solutions S< 
et Sj seront les mêmes. Mais nous allons poser la question d'une 
façon un peu plus générale. 

Soit C une constante bornée et différente de zéro. Examinons les 
conditions pour que la première conjuguée de S ne diffère de la 

seconde que par une constante-multiplicative C : 

(26) S 1 =GS 1 Ra
n = CR(

a
2), M I = C M I , R ^ C R ^ , vv = Cvt. 

Pour G •= 1 les deux solutions seront identiques; d'ailleurs on pourrait 
aussi introduire deux constantes C et D et étudier les conditions 
pour que 

(27) Ra = GRa" , Rp = GRp mais ui = l)uij P I = D P 2 . 

En ce cas il s'ensuit que 

(27') x^Gxi, 7 i = C/*, *y =T>v$\ v^=Vv\*. 

De cette façon on traiterait de différente manière les grandeurs qui 
définissent Pelât de tension (x, y, Ra , Rp) d'une part, et les grandeurs 
caractéristiques pour la déformation (vv, vy, u, v) d'autre part. En 
réalité ces deux groupes de grandeurs sont entièrement indépendants 
l'un de l'autre, en ce qui concerne les équations différentielles et pas 
les conditions aux limites. 

Soit alors donnée une solution x, y, vx, vy. Pour fixer les idées, 
posons 3 — (3 — oc. On aura 

i _ ôx 1 ^ __ ôx 1 

u = t^cosH? -+• Vy sin^y, v = — v x sin2? •+- vy cos!5. 

La première conjuguée Si de cette solution S sera alors 
(24) xy = —v,, / i = f n v(J] = y, v[y" = — x. 
On en tire 

(24') 
a ~~ ÔOL cosS ~~ àoL^ ô[i' ^ - ^ smoj ~ - \âQL + J?p 

' ui = y cos S — x sin 5, pt = — (a? cos^-4- jsmSr). 
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La seconde conjuguée S2 sera la suivante : 

(25) R{£]=-v, R ^ = K, M2=Rp, P î = = - R a . 

On en tire 

( ,<?>= Rp cosS -4- Ra smâ = - ( ¾ + ^ ) > 

1 fir'7* ÔX 

I v\2)= R3 sinSf — Racos5 = -—1--10 • 

Egalons maintenant 

Ra" à CR«3) et RtJ} à CR^. 

Gela fournit les relations 

àoL Cos3 ' <*P sin 3 

En multipliant la première de ces équations par cos2r, la seconde 
par sinSr et en additionnant, on trouve 

-7^ + -r£ = — C(t>cos3-+- wsinS) = — Gvy. 

Une équation analogue subsiste pour vx de sorte qu'on obtient les 
deux relations 

/ ^ àVy ÔVy „ ÔVV ÔVV _ 
(29) âf-4-^0"^0' lr + ^ - + G ^ = ° -
En introduisant [vo«> (24')] 

R c n _ ^ . ^p
 R M > _ /ou ôu\ 

dans les égalités 

Ra4) = GR(
â  et R ^ = CR^, 

on obtient 

/ D . àv dt> n ou ou _ 
(30) «fc + 5p + Cp = 0' s r - * - ^ - 1 - 0 » - 0 -
En égalant i^J à D ^ 2 1 on trouve 

7 \<te ^ ^p/ 
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et une relation analogue pour x, donc 

<••> ">(£*SH-- °{t~%) -+-,/ = 0. 

Enfin nous déduisons par dérivation des dernières équations par rap
port à a et (3 respectivement 

D'autre part, si par exemple les équations (3i) sont satisfaites, on 
y introduit Ra et Rp et l'on trouve 

D(— Ra cosH? -+ Rp smS) -+ x = o, 
D(— Ra smS — Rp cos£) -hy = o. 

D'où, en multipliant par cosEret par s in3 respectivement et en addi
tionnant : 

DRa= #cos3-+ j s i n S = — vx% 

DRp = — x sin£ -+• jcos^T = u\. 

Donc, en vertu de (26) et (27), 

pt = Dv*, H t = Du*. 

De même les équations (29) entraînent les égalités 

RÏ' = CRkJ\ R^CRJ?'; 

d'ailleurs les équations (3o) sont équivalentes à (29), les équations (3a) 
à ( 3 i ) . 

Pour C = D nous formulons donc l'énoncé : 
Une solution dont la première et la seconde solution conjuguée 

ne différent que par une constante multiplicative, savoir Si = CS 2 , 
est caractérisée par les équations (io) et (32) ou bien (29) et (3 i ) . 

[D'ailleurs en vertu de la relation v = y la seconde équation (3o) 

est une conséquence de la première, et des faits analogues subsistent 
pour les autres groupes (32), (3i ) et (29)] . En ce cas à la solution S 
ne correspond qu'une seule solution conjuguée S' : 

x =—0y, y = vv, v'x-=y, v\= — x, 

R's = CM, Ra = — G v, u = CRp, v = — GRa. 
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Pour obtenir des exemples de solutions de ce genre, posons 

avec A = a + ib = re'V, A = a — ib=z re~% 

A a +S Âa+4 A a + 3 ___ Aa+4 
(33') Rp = é? A + - e A , R a = A e A + Àe A . 

On trouve 

Cette expression ne s'annule que si 

c'est-à-dire si 

1 * i T I 

- = A + - = A + -D A \ 

/e'Ç-t- -—- = ?e~l9-
iel<9 ie-l9 

Cette équation donne 
2?2i sino = 21 sine, 

donc pour <p ?é o il faut que r .soi:* égale à i . Le cas cp = - i a = o 

doit être exclu, car on aurait - - = 6 ^ 4 - 7 - = 0 , donc D serait 
' D 01 7 

infini. Si A est réel on voit qu'aucune condition ne s'impose concer
nant la grandeur / = | A |. 

Mais sauf la condition (32 ) pour Rp, il faut encore satisfaire la 
condition (3o) pour u 
in x OU OU f 

(3o) _ + _ + C« = o. 
Posons 

G = D, B = c -+- *rf = *«•, B =; e-**, 
et 

KOL+1 B a + T 
(33") u = e B - + e B . 

Alors il s'ensuit de ( 3 o ) que — C = B 4 - ~ ? donc il faut que 

1 1 1 
A + ï = — . ^ * - ' ? = e , ^ e - , , , > -

d'Où 
(e,?-t-c-«Ç)(e«+H-c-'"V) = i, 
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ou bien 

(34) cos9cos^ = - , c = — 5 ^ + ^ - = ^ + ^ = 1 . 
4 4« 

On voit qu'à chaque cp correspond une valeur de 4^ On peut donc 
donner Vexemple suivant, d'une solution qui admet une seule solu
tion conjuguée 

R8=e«(a+(3) c o s y / T ^ ï (£__«), Ra== ^ Ë , 

( 3 3 ) { - 3 p 
~~nr 'T—z B — a ou u = e Ka cosv4«2—i ) v = r-• 

2 a ÔOL 

Pour cp = - on aura 
4 

a+P a+3 

R p = e •» c o s ^ , M = e
2^"2 cos-^(P-a). 

V2 2^/2 

Nous obtiendrons la solution conjuguée : R p = Cu; u'= CRp. 

Si A est réel, A = a, l'équation a -\— = donne 
a B + B 

B = '—; H \/^a-—i avec a ' = a + i 

2a' 2a * " a 

On vérifie que | B | = ' i comme il le faut. On peut donc poser par 

exemple 
1 8 an-g / / / 2 _ 

(33*) Rt3 = e°^% u = e"^ c o s V 4 ^ , ' (p - a) 

avec 
, i 

a 
Pour a = 2, on trouve 

, a + ? «±fi 2 ,-
Rp=e" s? M = e •> cos- ^/6((3-a) . 

La notion de deux solutions conjuguées peut servir en certains cas 
à faciliter la recherche de x, y : Si l'on donne des fonctions quel
conques Ra , Rp, il faut en général des quadratures pour obtenir les 
x, y correspondantes [voir ( 26 ) § 2 ] . Mais si les Ra . Rp satisfont à 

Véquation particulière ( 32 ) , on trouve les x, y correspondantes 
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sans aucune quadra tu re . Car en ce cas on peut poser 

Rp = ut, Ra = — vi. 

De ces u2, v2 on déduit v{^], vy
2), savoir 

v^ = Rscos^-f- Ra sinSr, p(
}

2;= Rp sinSf — R a cosS. 

Mais d 'autre par t on peut in t roduire 

^ ) = . r 5 v\" = — x. 

En égalant p(
r
1) à D ^ 2 ) et v^] à Dt^:5 on parvient à 

x = D(R a cosSf — Rp sin5), 
(35) 
v ' ' 7 = D(Rpcos3-f -R a s in3) . 

Aa_t" A A 
P o u r Rj3 = e par exemple, on a D = — — — ? et l 'on trouve 

A Aa+£ 

A 2 -+i ' 

e Msin5 — A cosSî), 

— e Â(cos«?-h A smS). 

Ces formules coïncident avec les formules (4 2 )? paragraphe 2 . 

Terminons cette é tude par une remarque qui pour ra offrir un cer

tain intérêt : Les formules ( 9 ) du numéro précédent montrent que 

les deux dérivées partielles de la fonction de courant ty ne dépendent 

que des produi ts e R a , WR3 respectivement, savoir 

2 - " - s—•»• 
Si l'on passe d 'une solution u, v. R3, R a à sa seconde solution conju

guée suivant nos formules ( 2 5 ) , ces deux produits ne changent pas 

Une solution S : (u, v, Ra , R3) et sa seconde solution conjuguée 

S2 : (R a
J , = — v, R(p2,=£= u, v2 = — Ra> u2= R3) admettent la même 

fonction de courant ty. 

4. Détermination du courant comme solution d'un problème aux 
limites. — On considère une masse infinie dont les points sont forcés 
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de se déplacer parallèlement à un plan fixe (x, y). La masse est 
limitée» par deux plans y = ± A. Nous supposons que la déformation 
soit provoquée par le mouvement de deux plaques rigides frottantes, 
qui, le long des deux plans y = ± A, sont en contact avec la super
ficie de la masse, et qui s'approchent l'une de l'autre avec une 
vitesse c. Si la pression qui agit sur ces deux plaques s'agrandit de 
plus en plus, la masse enfermée entre les plaques commence à devenir 
plastique. Mais on a remarqué que deux parties de la masse de forme 
environ triangulaire demeurent dans leur état primordial (de rigidité 
ou bien d'élasticité) durant toute l'expérience. Ces parties ne 
subissent pas des déformations sensibles en comparaison avec le reste 
devenu plastique. 

En cherchant un système de lignes de glissement qui s'adapterait 
en son allure générale à ces conditions, M. Prandtl [33], [34] se vit 
amené à une certaine combinaison de cycloïdes telles qu'elles 
étaient traitées dans les paragraphes 2 et 3. Dans un réseau de 
cycloïdes les deux parties indiquées dans la figure laissent libres 

Fig. i2 . 

• t, i t t t t ±„LAJ„AJ,JtJ • t t J J • 

i n i t i 
entre elles deux domaines triangulaires, limités chacun par deux lignes 
de glissement et une certaine portion de droites j = ± A . Ces 
domaines, on peut les envisager comme les deux régions non défor
mées en question. Nous choisissons comme origine le point commun 
de ces deux « triangles », point situé sur l'axe vertical de symétrie 
et nous n'étudions que la partie droite de la figure. Les formules (21) 
font voir que les lignes oc = o, (3 = o passent par l'origine, c'est-à-dire 
que l'origine du système x, y coïncide avec celui du système oc, (3. 
Les deux droites y = ± A sont les enveloppes de nos cycloïdes. En 
chaque point de y — 4- A, ^ est égale à zéro et Er à - > tandis que 2r 

s'annule pour ^ = — A où2r' = - • La tension tangentielle TV dans un 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 86. 6 
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élément de la frontière y=±A est égale à T, donc en vertu de 

2 r = - ( resp . o) elle est égale à k [voir § 2, (20)] . En somme, on 

pourra donc admettre, suivant M. Prandtl, que cette solution satis
fait, en substance, aux conditions mécaniques du problème. 

Cependant il faut remarquer que ces cycloïdes ne sont pas les solu
tions exactes du problème statique, ce qu'on voit si l'on étudie la défor
mation. En effet une condition aux limites évidente sera la suivante : 
Dans les points de contact entre la masse plastique d'une part, et la 
matière solide (plaques ou noyaux triangulaires) d'autre part, la com
posante normale de vitesse de la masse plastique est égale à la compo
sante normale de la matière non plastique. Cette frontière entre la 
masse plastique et la masse rigide (élastique), est formée, si l'on 
accepte la solution de Prandtl, parles deux lignes oc = o, (3 = o — de 
l'origine jusqu'à leurs points de contact avec les plaques, — et à 
partir de ces points de contact par les droites y =± A elles-mêmes. 
Mais si l'on donne le long de cette frontière la composante normale 
de la vitesse, cette vitesse sera complètement déterminée en tous 
les points de la masse déformable. Nous allons la chercher dans ce 
qui suit et l'on va voir que sur la frontière en question cette vitesse 
possède une composante tangentielle différente de zéro. Mais s'il y a 
frottement suffisant entre les plaques et la masse déformable, il faut 
que la vitesse relative s'annule, c'est-à-dire que la vitesse du courant 
soit parallèle à la normale de la frontière. Celte contradiction s'ex
plique par le fait qu'en vérité le problème d'une masse pressée entre 
deux plaques frottantes, n'est pas un problème isostatique : Il n'est 
pas permis de disposer des lignes de glissement sans tenir comptejdes 
conditions cinématiques. 

Quand même on admettra que. en général, la solution de Prandtl 
correspond aux propriétés caractéristiques du problème mécanique 
en question. Si l'on se place à ce point de vue, et si l'on adopte 
les lignes de glissement d'après cet auteur, la détermination du cou
rant se réduit à un problème d'analyse complètement déterminé, 
problème que nous allons traiter maintenant [9] . 

Envisageons premièrement le domaine I (fig. 12) qui est borné 
X o X par les portions des quatre cycloïdes a = o, (3 = o, a = - , (3 = -

Nous allons énoncer les conditions aux limites. Si 3 ' = 2r 4 — désigne 
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toujours l'angle de la direction (3 avec l'axe des x, la composante nor
male de vitesse de la masse rigide est égale à ccosSr' et, comme la 
composante normale de la masse plastique est égale à u, il faut que 

u = ccosSf = ccos (— — p ) = —-(sin (3 •+• cosp) (le long de a = o). 
\ 4 / y/2 

Egalement on aura 

p =TCCOS3 = CCOS (— 7 + a ) = — (sincc-+- cos a) (le long de p = o). 
\ 4 / y / 2 

Suivant les équations ( 3 ) , on trouve en intégrant 

rV c 
v = l ud$ = —(sin,8-+- cos(3) -+- Ci (le long de a = o), 

•/ \J2 

r* • c 
u = / t> da = — (sina — cosa) H- C* (le long de (3 = o). 

«/ V2 

Les constantes d'intégration se déterminent par le fait, que pour 
oc = (3 = o la même valeur de u (et de v) doit avoir lieu si l'on s'ap
proche de ce point le long de oc = o et le long de (3 = o. Gela donne 

G 1 = G 2 = c v / 2 . 

Introduisons les deux fonctions 

c c 
(36) g{oc) = — (sina? -+• cosa?), /(a?) = — (sina? — cosa? •+-2). 

y/2 \/2 

On aura pour le domaine I les conditions aux limites que voici : 

w = £-(P), * = / ( P ) pour a = o , 
(37) 

! M = / ( a ) , p = £-(a) pour p = o. 

Or, il faut chercher une fonction u(oc, (3) qui satisfait dans (1) à 

l'équation 

et qui se réduit à / ( a ) pour (3 = o et à g($) pour a = o. Ce sont les 
données du premier problème de Riemann. Donc la solution nous est 
fournie par la première formule ( i 3 ) avec 

a 1 = p 1 = o , a = i, b= — 1, 

«(o,P) = *(P), "(o, P ) = / ( P ) , «(«,0) = / ( « ) , P(a, o) = *(«,). 
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On trouve 

(38) u(*9 P) = r̂(P) + f i [P(«-0 ]^ r (0^ + « f r [ « ( P - 0 ] * ( 0 * , 

et une formule analogue subsiste pour v. Mais si l'on connaît u 
ôum 

ôï> 
v est donnée par (>=—-; d'ailleurs on a aussi v(fi, oc) = u(oc, (3) par 

raison de symétrie. 
La solution (33) peut encore être simplifiée. Soustrayons de u(oc, (3) 

la « translation » 

(39) w0(a, p) = c c o s Q - h a — p j , 

pour cette fonction on a 

ôu0 . (TZ Q \ 

" ° = ^ = - c s , n ( 4 + a - i V ' (39') 
( M„(o, p) = (?(p), »„(«, o) = - * ( « ) . 

La formule (38) aura alors la forme très simple 

(38') M(a,P) = «0(«, p) + 2 / " I [ P ( a - 0 ] * ( 0 * -

Pour le calcul numérique de u(oc, (3), on peut se servir du théorème 
de la page 56. En effet, la fonction u(oc, (3) — u0(oc, (3) est égale à 
zéro sur oc = o et égale à 

c \ /2(s ina — cosa -h i) = /*(a) pour p = o. 

Etant donné qu'on peut approcher cette dernière fonction par un 
polynôme, on peut appliquer ici le théorème cité. Si l'on prend pour 
polynôme d'approximation les premiers termes de la série potentielle 
de h(oc), la solution cherchée aura la forme suivante : 

(38') U(OL, P) = c c o s ^ -+- a — p) •+• c spi [a I'(aP) -+ a* I"(ap) - a3 I'"(ap) 

— a* !»(«?) +a» I*(ap)+...]. 

En tenant compte du fait que les iw(x) sont liées aux fonctions de 
Bessel Ip par la relation 

(l\!x)P 

I(a?) = I0(2i\fx) 
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et qu'il existe des tables des fonctions lp (p = o, i, 2. . . . ) , on peut 
calculer sans grande difficulté u(oc, (3) dans le domaine I. 

La recherche de u dans le domaine II revient à la solution d'un 
problème mixte (troisième problème). Car on connaît la valeur de u 

le long de la caractéristique oc — y et le long de la droite horizontale 

non caractéristique y = A. Sur cette droite on a partout 2 r ' = o , 
• donc l'équation de cette ligne dans le système (oc, (3) sera 

_ _ + . < * - - ( 3 = 0 , 

sur cette même droite u est égale à c. 
Un problème analogue se pose pour le domaine III. L'équation de 

la droite horizontale y = — A dans le système (oc, (3) est 3 = o, ou 

bien — — + oc — [3 = o, et le long de cette droite la composante nor

male v est égale à c. De plus on connaît v le long de la caractéris

tique (3 = y Mais on peut traiter le problème aux limites pour le 

domaine II, III, . . . sans être obligé de résoudre une équation de 
Volterra en appliquant un cerlain artifice de calcul qui découle de la 
symétrie de notre problème. 

Pour la différence 

( io)% w = u— u0= u — c c o s f y - t - a — p ) , 

l'équation différentielle est la même que pour u, savoir 

mais on a 

!

w = cv
/2(sina—-cosa-hi) = /i(a) (sur OÂ), 

«> = ér(P)-#(P) = o (sur OB), 
w = c — c = 0 (surBB'). 

Nous traçons maintenant a partir de B la ligne horizontale B0 1 et à 
partir de 0 1 la verticale 0<A<. Enfin nous complétons le carré 
OB0 1 B 1 . Nous allons prescrire les valeurs aux limites sur les carac
téristiques BiA et B1A1. Sur B1A les conditions aux limites pourw 
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seront les suivantes : 

w(a, o) = o /_ -^ .g a ^oY 

w(a,o) = A(a) ( 0 ^ a ^ 7 ) # 
(40 

et sur B)A< 

MO 
(-f,p)=o (o S«j) , 

. (_«,,) ._*(,_J) («S„J). 

Fig. i3. 

'CD 

A,i 

w—ft N-> 

0, 

Bi 
w =o 

n z 

il! iv = h(CL) A 

Par ces conditions aux limites une valeur de w est déterminée en 
tous les points du carré AB4 k.KW. Je dis que cette valeur de w est 
la valeur recherchée [c'est-a-dire la valeur satisfaisant aux condi
tions primordiales ( 4°')]-

Il suffira de démontrer que la fonction w définie par les nouvelles 
conditions (40? ( 4 0 prend la valeur zéro sur BB'. Dans cette 
démonstration il faut se servir de la forme générale de la formule de 
Riemann, forme un peu plus compliquée, mais plus symétrique que 
celle qui était employée aux numéros précédents. On part du fait 
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que l'expression 

(uôw àV\„ f-^ôw ÔV\ 

où U et w sont des solutions de (4), est une différentielle exacte, 
(tandis qu'auparavant nous avons profité du fait que chacune des 
deux parties 

w i àw , r j ôV , ÔV In ., ôw _ 
U -r^r rfp -+ w — doL e t w-^ d$ -h V-r- do: 

Ô$ r ÔOL Ô$ r ÔOL 

elle-même était une différentielle exacte). U et w sont des solutions 
de l'équation (i). 

Envisageons sur la droite BB' un point quelconque P dont l'abscisse 

est a et l'ordonnée — h ci. On obtient par intégration autour du 

carré B,RPQ en désignant par U la fonction de Riemann 
71 7E 

jr**(.)g&-jr'uM.)*+jr' %*-fm
 4s> 

71 7t 

-S? v*(>-î)*'SÏ $*('-?)«-* 
Cherchons la somme du premier et du dernier terme de cette 
somme. Nous introduisons pour U la fonction de Bessel 

d'où 

U = l [ ( « - a ) ( î + a - p ) ] , 

— ( 5 - H a - p ) r , 

(£)p-—(5—)'t—>(î*-)]-
_ = _ ( a _ _ a ) I , 

(S) . - - ( " Î M ( " Ï ) G " - ' ) ] -
Le premier terme sera alors 

y,\(«)^rfa=-(^H-a)y,\(OI'[(«--0(^«)]^, 
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et le dernier terme 

S *('-ï)î« 
71 

+ï)jÇ *('-ïW("ï)G*-')]*' 
4 

cela donne avec t = tf— - une valeur égale à 

(j ~*~a) f h^ l \(a "" ̂  (i + a)l dtm 

On voit donc que les deux termes envisagés se détruisent. La même 
conclusion s'applique à la somme du second terme et de l'avant-
dernier 

- + a 

-f uh'{0L)d0L-hf Uh'U~j\ d& 

= — f uh!(t)dt •+• Ç uh! (tr —y\dt'=zo. 

Enfin le troisième plus le quatrième terme égalés à zéro donnent : 

2w(P) — w(R) — w(Q) = o, 

et comme w(R) -f w(Q) = o> il s'ensuit que 

W>(P) = O C. Q. F. D. 

Pour le calcul de w dans le domaine II on a donc remplacé les 
données aux limites du troisième problème par des données du pre
mier problème, savoir (41)» (41 ')* ®n P e i l t alors employer la pre
mière des formules ( i3) avec ocK = — - 5 (34 = o e t l'on obtient en 

4 

tenant compte de (4i) ( 4 0 : 

(42) tt(a,p) = ccoS(i + « - p ) - / t ( p - ^ + y a i [ ( a - O p ] A ' ( 0 ^ 
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[valeur de u (oc, (3) dans le domaine II] . En différentiant on 

trouve dans le domaine II : v = -^- Pour obtenir v(oc, (3) dans III, il ne 

faut qu'intervertir oc et [3 dans (4^) : 

(43) P(a, P) = c c o s ^ + . p - a ) -h(oL--j\ -+ f I[OL(Q - t)] h'(t) dt 

Si l'on connaît v(oc, (3) dans III, on y obtient u=z -^. 

On peut continuer ce procédé pour IV, étant donné qu'on connaît 

la valeur de u sur les deux, caractéristiques a = - , |3 = - • On trouve 

ainsi la valeur de u(oc, (3) dans le carré IV, donc en particulier sur la 

caractéristique (3 = - • Soi tH(a) la valeur de u sur cette droite. Pour 

trouver alors la solution dans V, on forme de nouveau la diffé
rence (4o)« La fonction w ainsi définie est égale à zéro sur la droite (I) 
et égale à 

H ( a ) — ccos ( a ——) = À'(a) 

sur la portion de la caractéristique B'C. En remplaçant ces données 
par des données du premier problème on se propose de chercher une 

fonction w(oc, (3) qui se réduit à k(oc) sur B'G et à — /:((3 — - ) 

sur le prolongement B'D de la caractéristique oc = -

(44) 

•(r»)~'('-î) (?*"¥)• 
Un calcul tout à fait analogue à celui que nous venons de faiite, 

montre que la solution w(oc, (3) de l'équation (4o)> qui satisfait à ces 
conditions aux limites, prend la valeur zéro surB'B". Mais, comme nous 
savons qu'une solution est déterminée d'une façon unique par sa valeur 
sur une partie de caractéristique B'C et par sa valeur sur une portion 
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de courbe non caractéristique B'B", on voit que la solution définie 
parles conditions auxiliaires (44) est la solution cherchée. On con-

Fig. 14. 

(D. 

naît alors la valeur de w, donc aussi la valeur de u dans V. La rela-
ôv 

tion w((3, oc) = v(oc, (3) donne la valeur de v dans VI. Puis u= ^ 

dans VI, et v= ^ dans V, se trouvent sans difficulté. Connaissant 
7 ÔOL 

de cette façon la valeur de u sur CB'' et CA", on peut continuer de 
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façon analogue, et l'on trouve enfin les lignes de courant cherchées. 
Du point de vue pratique ce procédé a le désavantage qu'il faut 

s'appuyer chaque fois pour le calcul de u dans un nouveau domaine, 
sur les valeurs de u obtenues par le même calcul dans des domaines 
précédents. Dans les problèmes classiques analogues au problème de 
la corde vibrante, ce désavantage ne se présente pas. car les valeurs 
des dérivées le long de (1) et de (2) se calculent par des formules 
de récurrence qui n'exigent pas qu'on connaisse d'avance la solution 
du problème de Riemann pour les autres domaines. Quant à la fonc
tion de Riemann elle est égale à l'unité au cas de la corde vibrante, 
de sorte que dans ce cas l'équation de Volterra correspondant à un 
problème mixte, admet une solution immédiate. Mais bien que des 
circonstances également simples ne se présentent pas dans les pro
blèmes que nous venons d'étudier, on voit pourtant que les méthodes 
classsiques d'intégration, dues au grand géomètre Riemann, se 
révèlent applicables aux problèmes modernes de la plasticité, théorie 
qui se base sur les idées, fécondes et de grande portée, de Saint-
Venant. 
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