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LA

FONCTION HYPERGEOMETRIQUE

Par M. J. KAMPE DE FERIET,

Professeur a la Faculté des Sciences de Lille.

—— @ G —
1. — INTRODUCTION.
1. Historique. — L’expression « progressio hypergeometrica »
q p prog yperg

parait avoir été appliquée pour la premiére fois par J. Wallis (1655)

a la série de terme énérala(a+b)"'|a+(n_l)b], ui serait dési-
g b2b.. (n—10)b 1

gnée acluellement par aF<Z— +1oa, 1, 1).

L. Euler, tout en employant encore le qualificatif « hypergéo-
métrique » dans ce sens particulier, considére d’autre part la série
telle qu’elle est définie au n°® 3, sans lui donner aucun nom spécial;
dans (b) (1778), il remarque que cette série vérifie une équation diffé-
rentielle linéaire du deuxiéme ordre, qu’il utilise pour en établir une
formule de transformation ; antérieurement (a) (1769) il avait déja,
dans un cas particulier, intégré cette équation par une intégrale
définie. J. Pfaff (1797) consacre un long chapitre a ’étude de cette
équalion et aux diverses formes des séries qui la vérifient.

Mais c’est C. F. Gauss (1813) qui sortant du pur formalisme a véri-
tablement fondé la théorie; désignant la séréie par F(a, 8, v, 2), il
établit d’abord (a) que. dans le plan complexe, elle converge a 'inté-
rieur du cercle |z | =1; il introduit la notion de « fonctions contigués »
et forme les équations qui lient de telles fonctions; il développe en
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2 J. KAMPE DE FERIET.

fraction continue le quotient de deux fonctions contigués; 11 retrouve
(b) 'équation différentielle d’Euler qu'il intégre systématiquement par
des séries F.

E. Kummer (1832) (appliquant pour la premiére fois le qualifi-
catif « hypergéométrique » a la série de Gauss) exprime 24 intégrales
particuliéres par des séries F; dans un mémoire profond, il montre
que le probléme des transformations rationnelles ou algébriques de
la série hypergéométrique (dont il forme de nombreux exemples)
dépend de l'intégration d'une équation du troisiéme ordre.

C.G.J. Jacobi (mémoire posthume, 1839) exprime d’une fagon
élégante les 24 intégrales de Kummer par des intégrales définies et
s'attache au cas ou la série se réduit a un polynome,

Avec B. Riemann (1856) apparait le point de vue modernc : la notion
de la fonction hypergéométrique se précise, avec la considération de
ses branches s’échangeant quand z tourne autour des trois points sin-
guliers 0, 1, o et la formation de son groupe: retournant le probléme
il montre que la donnée des points singuliers el de I'allure de deux
branches autour de chacun de ces points, détermine la fonction.

H. Schwarz (1871) ouvre un filon nouveau en découvrant que le
rapport s(z) de deux intégrales de I’équation hypergéométrique (qui
vérifie une équation du Iroisiéme ordre) donne la représcntation
conforme d’un demi-plan sur un triangle d'arcs de cercle; il en
déduit tous les cas ou la fonction hypergéométrique est rationnelle ou
algébrique en . L’étude de la fonction inverse z(s) devait ouvrir la
voie a la découverte des fonctions fuchsiennes par H. Poincaré (1881).

Par une méthode plus directe E. Goursat (1881) retrouve les cas
ou F est algébrique et résout entiérement le probléme de ses transfor-
mations rationnelles et algébriques.

Divers auteurs forment des expressions analytiques représentant élé-
gamment une branche quelconque de la fonction hypergéométrique :
C. Jordan (1887) et L. Pochhammer (189o) introduisent une inté-
grale prise le long d’un double lacet; S. Pincherle (1888), Hj. Mellin
(1895 ), E. Barnes (1903) utilisent une intégrale portant sur un quo-
tient de fonctions gamma. F. Klein (1891) remarque que les inté-
grales de Jordan sont des fonctions entiéres par rapport a «, f3, 7.

Conformément & une vue générale de Poincaré, en prenant pour z
une fonction modulaire de 7, la fonction hypergéométrique devient
une fonction uniforme de 7. W. Wirtinger (1go2 ) exprime trés sim-
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plement la fonction uniformisée par une intégrale portant sur un pro-
duit de fonctions théta.

L’étude du développement de la théorie de la fonction hypergéo-
métrique est altachante parce qu’elle a puissamment agi sur I'évolu-
tion de plusieurs chapitres de 1’Analyse, devenus trés importants, par
exemple : la représentation conforme, les équations linéaires a coeffi-
cients rationnels, les fonctions fuchsiennes. La thése de L. Jecklin
résume assez fidélement les travaux jusqu’a Riemann; la notice de
E. Papperitz (d) donne des renseignements substanticls jusqu’en
1889, qu’on peut compléter par les quelques pages de E. Hilb. Le
grand ouvrage de F. Klein (e), malheureusement déja un peu ancien,

donne un exposé largement synthethue illustré de nombreux apergus
historiques.

2. Notations. — Les notalions suivantes permetiront d’abréger
beaucoup I'exposé :

1° Dans le plan (X) de la variable complexe .z = R (z) + { J (), je
désignerai par (G,) et (Cj) les domaines |2|<<1 et >1, par (C4)
et (C)) les domaines |z — 1| <1 et > 1. par (E,) et (E,) les demi-plans
R(xr)< : el > 5; les domaines qui se déduisent de (X) en y tracant

comme coupures certains segments de’axe réel seront ainsi désignés :

Coupure.

(+1,+0) (—®,0) (—wx,0)et(+1,+®) (0, + o) (0, +1) (—o, +1)

Domaine.

(X1) (X2) (Xs) (X4) (Xs) (Xs)

2" En généralisant la notation de P. Appell, je poserai

A et p étant des nombres complexes quelconques; en particulier
(3 0)=1et(}, k)=A(A41)...(A+ k —1) (k entier positif).

3° Lorsque interviennent les fonctions elliptiques j’emploie les
notations de Tannery et Molk (Eléments de la théorie des Sfonctions
elliptiques, Gauthier-Villars, éditeur).
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Il. — LA SERIE ET LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUES.-

3. La série hypergéométrique. — La série hypergéomélrique

n—_=-+ o
: ~ (a,n)(B,n)
Fa. f. Yor)= N (_’_)..B’_ arn

- (Y ) (1, )
n=0

a@+1)...(a+n—1)B(B+1)...B%n—1)
yiy+n..(vy+n—1r.2...n

b

Ap=

dépend des quatre quantités «, 3, , « que Gauss (¢) nomme respec-
tivement : 1%, 2° 3° 4° élément; c’cst une série entiére en z, une
série de polynomes en « et en {3, une série de facultés en y.

Les éléments a et B jouent évidemment un réle symétrique. Le
coefficient a, de 2" a une valeur finie et non nulle, hormis les cas
suivants :

L. 4 partir d’un certain rang : 1° si y est nul ou entier négatif,
les an sont infinis;

2 siy et a (ou 3) sont simultanément nuls ou entiers négatifs,
les a, sont sous la forme indéterminée o : o;

3° si a (ou B) est nul ou entier négatif, les a, sont nuls; la série
se réduit a un polynome en x de degré || (ou [B]).

Ces valeurs exclues, pour examiner la convergence de la série,
Gauss (a) forme le rapport

Ani1 w4+ (a+rn+al 24+ 3 —v—1 1
n+1 ‘. ( P Yo b Y + 0 ;
an A e Ll e n

- nt

en supposant z complexe, mais «, (3, y réels, il en déduit que la série
converge pour |z| <1, diverge pour |x|>1; pour |z|=1, il ya
doute : il n’examine que le cas ou z =1.

K. Weierstrass a complétement résolu la question

Il. Quelles que soient les quantités complexes o, B,y (hormis les
cas exclus) la série hypergéométrique admet (C,) comme cercle de
convergence: sur (G,) la série est

1° absolument convergente, st R(y — a2 — ) > o;
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2" semi-convergente, sauf au pointz=1,si —1<<R(y—a—p)Lo,
3¢ divergente, st R(y — a —B)<—1.

Ce résultat a été retrouvé par Scheibner (voir aussi A. Pringsheim
et M. Godefroy). I est clair que z désignant un point intérieur a (G,)
la série hypergéométrique définit une fonction entiére par rapport
a a et a B8, une fonction méromorphe par rapport a y, admettant pour
poles simples les points y =0, — 1, ..., —n. .

Comme Gauss I’a remarqué de trés nombreuses séries « élémen-
taires » se déduisent de la série hypergéométrique en donnant a «, 3,
y des valeurs particuliéres (série du binome (3 =y; série loga-
rithmique : @ = =1, y = 2; séries Irigonométriques, etc.).

49 Prolongement analytique; fonction hypergéométrique; branche
principale. — La série F(«, 8, v, ), convergente a I'intérieur de (GC,),
définit un élément d’une fonction analytique de la variable z, qu'on
obtiendra en effectuant le prolongement analytique de la série au
dehors de (Gy). On pourrait étudier ce prolongement, notamment
déterminer les points singuliers, par les méthodes générales appli-
cables aux fonctions définies par une série de Taylor. Mais les
expressions analytiques simples données plus loin pour cette fonction
et I'étude de 'équation différentielle qu’elle vérifie conduisent a des
résultats précis que nous énoncerons dés maintenant.

III. Le prolongement analytique de la série¥(«, B, y, x) définit
une fonction multiforme de la variable x, la fonction hypergéo-
métrique F (e, B, y, x), dont les seuls points singuliers sont z = o,
z =1, z =ow. Eneffectuant le prolongement sans franchirla cou-
pure (+1, + ) on définit la branche principale F (a, B, 1, x) de
la fonction hypergéométrique; cette branche est holomorphe dans
tout le domaine (X ), qui constitue l’étoile principale de la fonc-
tion. Le point x==o0 est en général singulier pour toute autre
branche que la branche principale (').

(') Je m’excuse d’introduire les nouvelles notations ¥ et §, mais 1l m’a semblé
que Phabitude de désigner trois choses différentes : la série, la fonction, la branche
principale, par le méme symbole F, obligeait 4 des périphrases perpétuelles et
copduisait parfois & des confusions.
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Nous verrons aun® 16 que la surfuce de Riemann de la fonction
multiforme & est en rapport étroit avec celle dela fonction =1 (),
inverse de la fonction modulaire z = ¢(7)%.

Parmi’ensemble dénombrable de valeurs prises, en un point z, par
& (a, B, y, z), pour en préciser une, il suffit de spécifier le chemin
suivi, a partir de (G,), pour aboutir & z; la branche principale cor-
respond uniquement aux chemins qui ne franchissent pas la coupure
(4 1. + ): on observera qu’a U'intérieur de (C,)

Fia, 6,1, 2)=F(a, 3,7, L)

Il serait naturel d’énumérer ici les cas ou & se réduit aux fonc-
tions élémentaires (rationnelles ou algébriques); mais la difficulté
du probléme et la nature des méthodes employées pour le résoudre
conduisent a le rejeter beaucoup plus loin.

IIT, — FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES (ONTIGUES ET ASSOCIEES.

5. Fonctions contighés; équations aux différences finies. —
Gauss (@) nomme fonction contigue a & (a, .y, r) une fonction
hypergéométrique qui s’en déduit en ajoutant ou retranchant 'unité
al'un des trois premiers éléments, les autres conservant la méme
valeur; il y a donc six fonctions contigués a &, qu’on désignera
par F gy gﬁiﬂ g’{ii'

IV. La fonction hypergéométrique &F et deux de ses fonctions
contigués sont lies par une équation linéaire homogéne dont les
coef ficients sont des polynomes en o, 3, y, .

Gauss forme, ainsi 15 équations entre fonctions contigués; par
exemple

(1) (Y—a)(y =B )2 Fyrm— (71— 1) (1 — 2) Fy
+ylr—1—(2y—a—f—nz]F =o.

En réalité Gauss établit seulement ces équations pour les séries
hypergéométriques, mais clles subsistent pourles fonctions, en vertu
du principe de permanence ; toutefois les lonctions étant multiformes
les trois prolongements doivent étre effectuds le long du méme chemin
(ou de chemins équivalents se réduisant 'un a I'autre sans passer par
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les points singuliers); en particulier les équations ont lieu, dans tout
(X4), pour les trois branches principales.

V. Par rapport a chacun des éléments «, 3,y la fonction hyper-
glomélrique vérifie une équation linéaire aux différences
Jinies du deuziéme ordre, dont les coefficients sont des polynomes
ena,B,y, x

(@+1)(1—2)A3F + [y — (2 + B4+ 112]AF — BaF =0,
(7+|——a)(~{+l—3)xA§3’+{y(7+1)+[(7+1)(|—a—ﬁ)—w—-zaﬁ]x}
><Ay."f'+:x(3x9=o,
AA:F::’F)\+I—5’., A;’fr:g,.+a—-’)17,+1+3".

J. Thomae (c, d) a esquissé une étude de la fonction hypergéomé-
trique, en prenant comme point de départ les propriétés des facultés
analytiques et des équations aux différences finies linéaires; on trou-
vera dans W. Heymann (¢) une énumération des principales formes
d’équations aux différences finies hypergéométriques. S. Pincherle
(¢) a étudié ces équations sous la forme d’équations de récurrence;
par exemple la fonction u, = F(a + n, B, y, z) vérifie 'équation de
récurrence du deuxiéme ordre

(@+n +1)(t =) thnr+ [y —2(2 4+ n F+)—(B—a—n—1)z)Uny

—(Y—a—n—1)up=o,

dont les coefficients sont des polynomes en n. Les deux solutions U,
et V,, pour lesquelles

Uo=l, U|=0, \’0:0. ‘v1=l,

forment un systéme principal d’intégrales et toute autre solution est de

la forme
Un=Upuy+ Vyuy.

Pincherle a introduit la notion importante de !’intégrale distin-
guée, qui est telle que la limite de son rapport a toute autre intégrale
tend vers o avec 1 : n; la condition nécessaire et suffisante pour que
Pintégrale distinguée existe c’est que U, : V, lende vers une limite
quand n augmente indéfiniment.

Les équations aux différences finies linéaires ont fait I'objet de trés
nombreux travaux, qu'on trouvera exposés dans I'ouvrage de N. E.
Norlund (f); I'étude-des équations hypergéométriques a certainement
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joué un rodle dans 'orientation générale de la théorie, qui par bien des
points se rapproche aujourd’hui de la théorie des équations différen-
tielles du type de Fuchs. Pour représenter leurs intégrales on dispose
de trois types d’expressions analytiques :

1° Les séries de facultés; soit par exemple I'équation hyper-
géométrique

(Y+1—a)(y+1—f)zuy+2)+ (Y +1)[y—(27y+1—a—B)z]
a(y +0 =y + 00—z u(y)=0;

en supposant |z | <1, on obtient pour solutions particuliéres les deux
séries hypergéométriques

wi(y)=F(a, B, v, x)
r(y)r(y —u

“= T =Ty —B

21—z BF(1 —a,1— 53,2 —7y, x)

(séries de facultés par rapport ay); la solutiongénérale est de la forme
Pi(y) ui(y) + pa(y) ua(Y), pr et p. étant des fonctions périodiques
arbitraires de période 1; u,; et u, sont des fonctions méromorphes
de . mais une solution quelconque peut n’éire pas méme analyiique.
2° Les intégrales définies (moyvennant la transformation de Laplace) :
voir le n° 13.
3¢ Les fractions continues : voir le n® 11.

6. Fonctions associées. — Nous dirons que la fonction
F(a+m, B+n, v +p, x).

ou m, n, p désignent trois entiers (positifs, nuls ou négatifs), est une
Sfonction associée (*) a F(a, B, ¥, x); cette définition contient comme
cas particulier celle des fonctions contigués. La notion ne prend son
véritable relief que dans I'étude du groupe de la fonction hyper-
géométrique.

V1. Trois fonctions associées a F sont lides par une équation
linéaire homogene dont les coefficients sont des polynomes
~en a, B, v, z. En particulier une fonction associée & F s’exprime

(1) Cette expression commode est la traduction libre de la terminologie des
auteurs allemands, qui nomment de telles fonctions « verwandte Funktionen »,
« benachbarte » étant réservé aux fonctions contigues.
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linéairement au moyen de F et de U'une des siz fonctions contigués
aF.

En se bornant aux valeurs — 1, 0, + 1, il y a 26 fonctions associées
a F lices deux a deux avec &F par 325 équations linéaires.

7. Dérivées de la fonction hypergéométrique. — En dérivant terme
a terme la série hypergéométrique par rapport a z, on obtient une
nouvelle série hypergéométrique, ce qui conduit a la formule valable
dans tout le domaine de définition
d afy B
‘Eﬂ(a, Btz = §9(1+|, B+, 1+1,2);

H

au contraire les dérivées par rapporl a «, 3, vy ne sont pas des séries
hypergéométriques (')
n—+w»
J .. , -
Ja Foa, 8, y. o) =2L‘P‘(a +n)—W(a)janzn,
n=0
==
2 Fra st @) = YI¥() = Wit + ) anen.
n=—0
Ce sont les différences par rapport a «, 8, y qui conduisent a des
séries hypergéométriques
. dF
1A15 = SA”_’.&' =(1—7 )A«{g-{_g =x z;‘
Par récurrence on obtient pour les dérivées et différences d’ordre
supérieur

2 (e, g (2, k)(B, k)
dxk"-'(% foy )= Wf(a+k, fji:-k,y+k,x),
F
(2, k)AGF = (B, KIAG F = ok —— .

\

VII. Toute fonction associée a F s’exprime linéairement au

moyen de F et de %, les coefficients étant rationnels en
a, B, 7, .

En particulier & et ses deux premiéres dérivées sont liées par une

(') W désigne selon 'usage la dérivée logarithmique de T.
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équation linéaire; 'étude de cette propriété fondamentale fera 'objet
du paragraphe VI.

8. Valeur de F(«, 3, v, 1) lorsque R(y — &« —f3) > 0. — Lorsque
R(Y— a—fB) > o la série hypergéométrique reste' convergente auv
point z = 1; de I’équation de récurrence (5,) Gauss déduit

(Y_'a7k)(‘(—"pyl‘)

Flabri=mma—a=8hf

F(a, B, v+ k.11 (kentier positif).

Lorsque A augmente indéfiniment, la série tend vers 1; en appli-
quant aux expressions (A, k) la formule limite qui lui sert de défini-
tion pour la fonction T, Gauss obtient ce résultat

0 Tiy)Miy—a—
(1) F(a’p’Y’l)zl‘(:{{—a)l‘(y—(‘;l’ Ry —a—fB)>o.

Lorque R(y —a —B)<o, la série diverge pour z=1; M. Hill
(a, b) montre que la somme S,(«, 3, y) de ses p premiers termes,
multipliée par I'(«).T'(#) : I'(y). tend asymptotiquement vers logp
ou p*+3~7 selon que R(y —a —B) =0 ou < o; il donne de
nombreuses équations de récurrence entre les S, (e, {8, y) relatives a
des fonctions contigues.

9. Développement en fraction continue des quotients de fonctions
associées. — La forme des équations de récurrence hypergéométriques
a conduit naturellement Gauss a représenler certains quotients de
fonctions associées par des fractions continues. On simplifie beau-
coup les calculs en remplagant I'équation de récurrence du deuxiéme
ordre par un systéme de deux équations du premier ordre, qu’on
peut mettre sous la forme

) | Pni(Z) Uns1(Z) + un(2)— sn(z)vn(z) =0,

| gas1(Z) uns1(2) — rp1(2) Ppa(2) — 0n(z) =05

de ce systéme on tire immédiatement les relations

vo(x) 1 P ry rn Unia(X)
(2) Al s T g s T T s T P
wlz) sl q1 $1 | sn | va(x)
. . .
=L P, T Pa (T
sol g1 s sn|  gn+t] - Unia ()

ou les deuxiémes membres utilisant le symbole connu désignent des
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fractions limitées. Gauss part du systéme obtenu en prenant

_(a+n—1)(y+n—1—0)
P"_(*(—o—zn—-z)(y +2”_”.2:=b,..z',
_(B+nr)y+n—a) .
Mmoo ra—ngaen ST In=se=1,

qui admet comme intégrales particuliéres les séries hypergéo-
métriques
uf)(z)=F(a+n, f+n. y+on,2)
e =F(a+n,B+n-+1,y+2n+1,2).

Si y est nul oun entier négatif un b, et un ¢, deviennent infinis : on
ne peut poursuivre le développement (2) au dela d’un certain rang n;
si a, B, Y — a ou y — {3 est un entier négatif, un b, ou un ¢, s’annule,
le développement, poursuivi jusqu’a ce rang, se réduit a une fraction
rationnelle en z. Ces cas écartés, Gauss passant a la limite écrit le
développement en fraction continue illimitée.

G ol (z)  FlaB+i.y+1,2)
) ) F(a. 8, v,.0)
1 bix oz bnx Cn

Mais ce résullat était purement formel, car Gauss n’a pas établi la
convergence de la fraction continue ni prouvé qu’elle représentait

bien ¢{!’: u!'’, plutdt que le quotient des deux autres intégrales parti-
culiéres du systéme

~ (y—1,2n)(y—1, 20 +1)
ul2) ()= —n
#(@) (Y—o,n)(y—f.n)(a,n)(B,n)
xFli—ae—n,1—f—n,2—y—2n,z),
(@) ) = (y,2n)(y,2n+1) p—tn
(Y+1—a,n)(y—B,n)(a,n)(B+1,nr)
xFl—a—n, —8—n,1—y—an, z.

Gauss a donné plusieurs développements formels analogues et

remarqué que, pour 3 = o, le premier membre de (3) se raméne a la
série F(a, 1, y, r).

VIII. Dans le domaine, déduit de (X,) en excluant les zéros de
F («,B, y, ), la fraction continue de Gauss converge uniformé-
ment; dans tout (X,) elle représente effectivement le quotient
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F(a, B+1, y+1,2) : F(a, B, 7, x), qui est une fonction méro-
morphe dans ce domaine.

La premiére démonstration parait due a B. Riemann (&) (mémoire
posthume rédigé par H. Schwarz), qui a exprimé les numérateurs P,
et les dénominateurs Q, de la réduite de rang n au moyen de sa
fonction P, ce qui I'a conduil & une expression asymptotique du
reste o\'": ul) —P,: Qn.

Indépendamment de ce résuliat, resté inédit, E. Heine (b,d) a pu
exprimer les numérateurs et dénominateurs par des séries hypergéo-
métriques. '

Partant de ces expressions, L. Thomé (¢, d) pose z = 4 5 (1 4 5)72,
ce qui lui donne la représentation conforme de (X,) sur l'inlérieur
du cercle | 2| =1; il oblient la valeur asymptotique du reste

(1 — 3)Y—%—3(1 + z)%+B |2

by.crbres ... (43)0] S
L Fle By, b B0+ )72

qui tend vers zéro, pour | 5| <1, quels que soienl a, B, y, sauf pour
les valeurs de z annulant le dénominateur : ces valeurs sont les péles
- du quotient ¢{": ul)’.

Ce résultat se déduit encore des théorémes généraux de E. van
Vleck (b), qui a étendu aux fractions du type (3), lorsque b, et c,
sont complexes, certaines propositions de Stielijes: il supposc que

lim|b, |=lim|c,|=p et que
b - [ c n (1
—"=l+—+0(—1)3 -L=l——+0(-4),
Cn n n2)" bp n n?

et démontre que la fraction continuc représente une fonction méro-
\
morphe en dehors du segment ,‘—I-, + o) de I'axe réel.
Entin les formules générales de la théorie des différences réci- .

proques conduisent N. E. Nérlund aux expressions trés simples des
réduites

) (2 TTS R (v o
Paniy ,l‘l,)u\”)_ v(% u\'l'r Pan 5 V\(l')vll.;i_p((l,)p\,ll)‘
= oY) Y ) ==
Q:n . u(‘l))u(’.;l — u(ﬁ)u(lili Qin 5 ul(l')v(%) — u(g)p(lll)’ )

pour établir la convergence vers ¢f' ' : u’, il lui suffit de montrer que

Iim ¢! : ¢! = lim ¢! : ¢\ = 0; on voit ainsi netiement le réle joué
n>w . ny>w® )

par les inlégrales distinguées du systéme. G. Frobenius a développé
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le quouent F(a,B 41,741, 272): 2F(a, B, 1, £72) sous la forme
I

eoxl v . trés différente de (3); L. Schendel a développé le
quotient de foncuons contigués F(a +1,8, 1, ) : F(et, p + 1,7, 2);
L. Gegenbauer a donné de nombreuses formules notamment le déve-
loppement de z—'F (2—, 1,41, ‘?) (voir aussi H. Padé). C. G.J
Jacobi a étudié les réduites de z7'F(a, 1, v, z7").

- Parmi les nombreux résultats élégants dus a N. E. Norlund (a)
citons celui-ci; le systéme obtenu en faisant

xr —1 _ a
=T qn= §+nr—1‘

z(y—3) 1
rp=-— —————) Sp = — =———

B+n—i z(a+n)

admet les intégrales particuliéres

I Fia+n)L(B+n)

w) =
T (y—@ My +n)

X F(a+n,8+n,v+n,x),

o) — Fa+n+1)(B+n)
" T(y+n+1)

X Fla+n+1,B+ny+n+1,g)

iz + n)T(B+n) -
Fa+B—y+n+1)

<Fla+n f+na+B—y+n+1, 1— z),

u(;—") = (_ I

I'Ne+n+1)T(B+n)

P2 = (—)n
" =1 Fla+B8—y+n+1)

<xFla+n+1,B+na+B—y+n+1,1—x)\,

Soient:les deux fractions continues

_ar _a(z—1) (a+nx (B+D(z—1)
TR T Y= ] T— Bl

_ 1 flza—n  (e+nz  (B+nlxz—1) .
.‘y:_x(x——”[‘f—ﬁl ] Y— 68l ]

Dans tout le demi-plan (E,) y, converge vers ¢’ () : 1\ () et y,
vers u\"’(z) : ¢{!’(z); dans tout le demi-plan (E,) y, converge vers
o (z): ul(z) et y, vers ul? (z) : vi¥’(z); les fonctions représentées
par y, et y, dans (E,) et (E,) ne sont pas le prolongement analytique
I'une de Pautre.
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IV. — INTEGRALES HYPERGEOMETRIQUES.

10. L’intégrale- hypergéométrique d’Euler. — IX. Lorsque
R(Y)> R(B)> o, la branche principale de la fonction hyper-
géométrique est représentée dans tout le domaine (X,) par l'inté-

grale
1 1
BB,y —B)F (s, B, 15 x) =f uB~1(1 — uN—B(1— uz)y*du =f Ulu)du;
o 0

le chemin d’intégration est le segment rectiligne (o, + 1); la fonction
multiforme U(u) admet les points de ramification o, 1, w0, 1:2; sa
détermination est choisie de maniére que : argu = o, arg(1 — u) =o
eLarg (1 — ux) = o pour u = o.

Pour établir la proposition il suffit de constaler que Iintégrale
représente une fonction de z holomorphe dans tout (X,) et qu'a
Vintérieur de (G,), en développant le binome (1— uz)~* en série et
en intégrant lerme a terme, on retrouve la série hypergéométrique.

La premiére considération de cette intégrale parait duc a Euler (a);
elle est la plus simple des expressions analytiques représenlant F
dans toule son étoile d’holomorphie. La restriction imposée a R ()
et R(y) (indispensable pour que 'intégrale ait un sens) est assez
génante; lorsque R () << o ou R (y — ) < o on peul tourner la dif-
ficulté en exprimant au préalable & au moyen de deux de ses fonc-
tions associées, pour lesquelles les conditions sont vérifices. Ce pro-
cédé, utile dans certains cas, se préte mal aux démonstrations
générales.

En faisanl £ = 1 dans l'intégrale, elle conserve un sens si
R (y —a—B)>o et l'on retrouve la formule (8,), mais établie avec
la restriction surabondante R () > o.

11. Les formules de transformation d’Euler et de Gauss. — Jacobi
a remarqué qu’en faisant dans I'intégrale d’Euler ’'un des changements.

de variable

U=1—v, U=9:(1—.r—+vx), = _1—v¢):(1—0ox),

elle se change en une intégrale du méme type.
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X. La fonction hypergéométrique admet les trois Jormules. de
transformation, valables dans (X,)

(1) Fla, .Ba‘fgx’z(l—x)_“'q(“a'f_pa Y:%)
= z

(2) =(t—uwx) 65<“(-—a, p’Y’x—x)

@3) =(1—a - BF(y—a, y—F 1. )

(on doit prendre pour les binomes leur branche principale). La fonc-
tion qui figure'dans (3) est développable en série hypergéométrique a
Pintérieur de (Cy); comme R [y — (Y — a)—(y —B)]| =— R (y—a—p),
cette série est convergente sur (C,) lorsque F(a, B, 7, x) est diver-
gente; en particulier on tire de (8,) cette formule qui la compléte

P T(a+B—1y)
Fiy—a)f(y—p)’

Bm{(1— 2 )2+ 3YF(a, 3, y, ) |=F(y — 2,y — B, 1, 1) =
z>1
Rit—a2—B)<o.

Les fonclions qui figurent au deuxiéme membre de (1) et (2) sont
développables en série hypergéométrique, procédant selon les puis-
sances de z : (x — 1), convergente dans tout le demi-plan (E,).

XI. D’apres (3), siy — B (ou y— a) est nul ou entier négatif,
sans qu’il en soit de méme de y, F(a, B, y, x) se réduit i un poly-
nome en z, multiplié par (1 — z)Y™28; si en outre a (ou B) est un
nombre rationnel, la fonction hypergéométrique est donc algeé-
brique en z.

Euler et Gauss étaient parvenus aux formules de transformation par
une voie moins élégante que celle de Jacobi.

12. Intégrales de Jordan-Pochhammer, le long d’un double lacet.
— On peut se débarrasser de la restriction R(y) > R()>o0 en
substituant au chemin d’intégration rectiligne de la fonction U(«), un
contour tournant deux fois en sens contraire autour de chacun des
points o et 1; un tel contour se rameéne a la forme typique du double
lacet £,,,. B. Riemann parait s’étre servi le premier de telles inté-
grales de contour; C. Jordan en a fait un usage systématique pour re-
présenter les intégrales de certaines équations différentielles linéaires;
P. A. Nekrasov (a) a obtenu des résultats analogues; L. Poch-
hammer a publi¢ de nombreux mémoires sur ces intégrales (Doppel-
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umlaufintegral), retrouvant et développant les résultats fondamentaux
de Jordan.

Jordan et Pochhammer (d) généralisent d’abord I'expression de la
fonctlion eulérienne, en démontrant que

(ry &(p,q)= e—‘m’lﬂ+q)/ uP=' (1 — u)?—' du =— 4 sinpx sin g B(p, q),
Loa1
cette formule étant valable quelles que soient R(p) ct R(q);

&(p, g) est une fonction entiére de p et ¢ qui s’annule pour toutes

les valeurs entiéres positives de p, g et 1—p—gq. Ceci posé
(96, ¢, d, ¢).

XI1. Quels que soient a, B, Y on a dans tout (Xy)

(2) &(By—Pr1F(a,B,v,2)= [ bt (i — B n— uz o du.

“ Lot .
Cette formule fournit une représentation de la branche principale
pour toutes les valeurs de o, B, ¥ sauf : 1° si 8 ou y — @ est entier
positif, la fonction & et Uintégrale s'unnulant simultanéinent;

2° si y est nul ou entier négatif, & s’annulant sans qu’il en soit de
méme de Uintégrale.

En effel si 1: 2 n’est pas sur le segment (o0, +1), £,,1 ne contient
que les deux points de ramification u = o et u = 1; U(u)revient a sa
détermination initiale quand u a tourné¢ deux fois en sens contraire
autour de chacun de’ces points;-U(u) étant continu par rapport a u
sur £, et holomorphe par rapport a z dans (X, ), U'intégrale définit
une fonction holomorphe de z dans (X,); soit p>1 le maximum
de|u|sur £, : en développant (1 — uz)~* en série a intérieur du
cercle | x| =1:p, on retrouve, en s’appuyant sur (1), la série

&(BiY—B) F(ar p’ ‘(;‘T‘)-

Lorsque R(y)> R(B) > o, en faisant tendre vers zéro dans Lo,
les rayons des petites circonférences entourant les points o et 1,
lintégrale (2) tend vers l'intégrale d’Euler mullipliée par

[1—exmiB][1— emity—B)],

Lorsque  ou y — 8 est entier positif, 'un des points o ou 1 cesse
d’étre singulier pour U et £, , peut se réduire 4 un point : I'intégrale
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s’annule en méine temps que &; mais on sait (et XI) que F est alors
une fonction élémentaire. Lorsque y est entier négatif & s’annule :
F n’a plus de sens, mais on voit que la fonction F(a,B,7,2):T(Y)
reste finie et bien déterminée.

U est une fonction entiére de x, B, y; d’ou ce résutat, important
pour fixer la nature de & comme fonction de a, 8, 7 :

XII. Dans tout (X,), &B,y—B) F(a, B, 1, x) est une fonction
entiére par rapport & chacun des éléments a, 8. v. (F. Kigin, d, e.)

Dans l'intégrale (2) Klein a substitué a la variable u des variables
homogénes u, et u,; en mettant aussi sous forme homogéne (a,, a,),
(b1y b3), (€1, €2), (dy, d) les quatre points de ramification de U,
intégrale devient une forme homogéne de degré -—1 : 2 par rapport
aux variables binaires (@, @,).... C. Schellenberg a fait une éiude
approfondie de ce point de vue.

13. Applications des intégrales hypergéométriques. — L’inlégrale
d’Euler intervient dans de nombreuses applications; on obtient beau-
coup plus de souplesse, en effectuant sur la variable u une transfor-
mation linéaire; les points de ramification o, w0, 1. 1 : z de U(y
changent en a,, a,, a,, a, si'on pose

u=(vayaias), z = (a,azasa,)

(la parenthése désignant le rapport anharmonique de quatre
on obtient ainsi

(1p B(8,y— 3)?[5:, 3 Y aazaran )]

ag .
= f (vazaia:)B (varaza)T—B—t(vaja,as)y*dlogivasaias); "~

a, "
Pintégrale est prise sur la circonférence passant par a,, @, a; en
allant de a, vers a, sans passer par d,; on prend

arg(vazaia.:) = arg(vaiasas) = o et arg(va,a,az) =0 pour ¢ =a; ;-

le point a; est simplement assujetti 4 ne pas traverser lc chemin
d’intégration, pour assurer 'uniformité de la branche principale.
Cette formule suppose R(y) > R(B) > o; dans le cas contraire il
suffit de remplacer I'arc (a,@;) par un double lacet autour de a,
et de a,.

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 85, 2
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Représentation conforme d’'un cercle sur un triangle. —
Soient a, b, ¢ trois points se succédant dans le sens direct sur une
circonférence () et X, u, v trois nombres positifs tels que A+ p +v=1;
la fonction

(2) Lz)=Zc—bk(a—b)(a—cp

Xf (¢ —ap—1(p—c1{v —bytdo+
a

= Z.f (vbac)-ivabey—' dlogivbac)+ %,
n

4 1 .
= % (zbac Fli—v, k r+1,(zbac)]+ &

fournit la représentation conforme du domaine intérieur au cercle (y)
dans le plan z sur le domaine intérieur a un triangle ABC du plan Z;
les sommets A, B, C correspondent aux poinls a, b, c; les angles

N P
intérieurs ont pour valeur (AB, AC) = TA, (BC, BA) = Tv,
P '
CA, CB ) =mp; le sommel A est placé aux point Z, et
arg(B — A) = argZ:.

Ce résultat important, da a H. Schwarz (a) ct a E. B. Christoffel,
devient presque évident en posant dans l'intégrale

u =(vbac), x =(zbac),

x
Wy =Te)=t [ wmt—wrt du+
“ 0

le domaine intérieur a (y) se transforme dans le demi-plan J(z)> o,
(Y) correspondant a l'axe véel, les poinls 5= a, b, ¢ correspondant
az=o0,1,; il est clair d’autre part que ¥t =7Z(2) donne la repré-
sentation conforme du demi-plan sur le triangle ABC [voir aussi un
important travail de L. Schlafli (4)].

Fonctions elliptiques : 1° Notation de Jacobi. — Posons dans
Pintégrale (1)

v =sny, ay=0; ar=x, as=1, ar=1: k*;

pour ¢ =a, et v ==a,, on a donc ¥ —=o et u =K; nous obtenons
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ainsi la formule

K
(3) f snB—1u cnY-B—ty dni—2¢ y du = E,- BB,y —B)&F(2,0,v, k*),
A 2

qui contient de nombreuses formules usuelles dans la théorie des
fonctions elliptiques, en particulier Iexpression de la période

K= E?(—{) E, l,kz>;
2 2 2
2" Notation de Weierstrass. — Posons dans l'intégrale (1)

v = pu, a3 = o, a:= ey, a; = e, A= €3 (ey+ es+ €3=0");

pour v=a, el vy =a,, on peut prendre u =0 el u =w,; ce qui
conduit a la formule

y Wy S _.1 1_ o — !
(4) f (pu—e,)Y'[3 Ypu—es) a(‘pu—en) LA
0 .
1. o az . o . €1 —e;
=;B3 y—=8)ler—ey) BF (“, 15,Y,e1_e:)’

qui condensc un grand nombre de résultats, notamment

I’
2 2 ey €5

1
.w,:E—(c,—-e;;)—E?(—x-,l, 2;8—3)-

14. Intégrale de Mellin-Barnes d’un quotient de fonctions gamma.
— S. Pincherle (a) et Hj. Mellin (a, b, ¢, d, ¢) ont, indépendamment,
donné une représentation de F par une intégrale d’un type différent
du précédent : la fonction sous le signe somme est uniforme, mnéro-
morphe et s’exprime au moyen de la fonctionT. Les importants travaux
de Mellin concernent une classe trés étendue de fonclions, vérifiant
une équation différentielle linéaire a coefficients rationnels el seront
exposés dans un autre fascicule. E.-W. Barnes (e) a retrouvé posté-

rieurement ce mode de représentation dont il a fait un usage systé-
matique.

XIV. Si « et B ne sont né nuls ni entiers négatifs la branche
principale est représentée dans tout le domaine (X,) par Uinté-
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grale
i o _
(1) Fla, B, w,__l_. @) (s =% o eds
277/, (Y,8)(1.8) sinws :
i gy By
, I Tiy) Fia+8)(3+s) .
= — |, —— T I (—s)(=x)p#ds
() 2T l‘(a)l‘(ii»f Fey +s) (= st 2 )0 ds,

le contour d’intégration se composant de I’axe -imaginaire complété :
1° par un petit demi-cercle de maniére a laisser a sa droite les poles
de I'(—s); 2° si R(a) <o [ou R(B) < o], par un lacet de maniére
a laisser a sa gauche les péles de I'(a +s) [ou de T'(f + s)]; dans les
cas exclus la fonction hypergéométrique se réduil a un polynome.

On établit d’abord que I'intégrale définit une fonction holomorphe
de z dans le domaine

(2) eargx Som — s, d<|x <

on applique ensuite le théoréme de Cauchy au contour fermé C

, o . I . I . .
composé : 1° du segment — t(n + 5), + t(n + 5,) de l'axe imagi-
naire (n entier > o) complété comme plus haut; 2° de la dewmi-
circonférence |s| =n + %; R (s)>o. Alinkrieur de C la fonctien

a intégrer posséde les pdles simpleso, 1, ..., n; ensupposant |z| <1,
quand n tend vers I'infini, I'intégrale le long de la demi-circonférence
tend vers zéro et la somme des résidus tend vers la série hypergéomé-
trique.

Entre autres résultats importants, on déduit des théorémes généraux
de Mellin, que dans le domaine (2) on peut poser, en supposant

R(B)> R(a),
- L T(DT(B—a
9(“, p, Y, ) =(—2x, am[l—!—”’](ﬁ)],

la fonction n(z) tendant uniformément vers.zéro avec 1 : z.

Y. — SURFACE DE RIEMANN ET UNIFORMISATION
DE LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE.

15. Formules de transformation. Prolongement analytique de la
branche principale. — Les expressions analytiques des numéros pré-
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cédents représentent la branche principale dans tout son domaine
d’holomorphie, il convient maintenant d’examiner ce que devient
le prolongement analytique de la fonction lorsqu’on le poursuit
en franchissant la coupure (1, + ). La réponse a cette question

'se déduit de deux formules de transformation qui jouent un role
fondamental

Fia,Bv,0)=\Fla,5,2+8+1—7,1—x)
(1) +Ba—az 2 BF(y —a, y—B, y+1—2—B, 1— =),
\=l‘('y)l‘(y—a—§3) B_l‘(y)[‘(a+ﬂ——7).
My—a)Fy—§)’ =~ T

' Fa, B,y,x):C(—J,-)—tz?(a,z+|—Y,a+1---B,l;)

(2) +|)4—w)—{3?({5-4—1—"{,(5,($+l—1,‘-;—‘>,
L Byt B—a) Ly liea—3)
\ TTiy—a)r(p)’ Ty —5)

Ces formules ont été ‘données par Gauss (@) et par Kummer (b),
mais non sans ambiguité, les branches des fonctions multiformes
n’étant pas suffisamment précisées. Elles ont ¢t établies en toute
rigueur par E. Goursat (@), par une méthode élégante qui consiste a
appliquer le théoréme de Cauchy a la fonction U(u) pour des con-
tours d’intégration convenablement choisis; prenons par exemple un
contour formé des segments (—1 1, —e), (&, 1 —¢), (14¢, 1 :¢)
de P’axe réel, réunis par les trois demi-cercles

Ju)>o, |u|=¢, [1—ul=¢, lu|=1:¢;

si J(x)> o0, U(u) est holomorphe a l'intérieur de ce contour; en
supposant R(f). R(y — B) et R(a + 1 — y) positives, les intégrales
prises le long des demi-cercles tendent vers zéro avec ¢, le théoréme
de Cauchy fournit une relation entre les intégrales prises le long des
trois segments (— o, 0), (0, 1), (1, + ), intégrales qui s’expriment
immédiatement, moyennant la formule (13,), par des branches prin-
cipales.

Si T'on veut lever la restriction relative a ®R(B) etc., on peut
‘recourir a une intégrale de double lacet ou encore partir de la formule
de Mellin (14,); E. Barnes obtient immédiatement, par exemple, la
relation (2) en appliquant le théoréme de Cauchy a la fonction méro-



22 J. KAMPE DE FERIET.
morphe
I'a+s)T(3+s)

Fi—s)i—a)
Fiy+s) : M=)

le long d’un contour se composant : 1° du segment ——i(n+ %),
+z'(n+ 5) (n entier positif) de I'axe imaginaire, complélé au

besoin par des lacets de maniére a laisser & sa gauche les péles de
T(x—+s) et T(B +s) et a sa droite ceux de I(—s); 2° de la demi-

circonférence |s| = n + ;, R (s) < o. En supposant |z |> 1, l'inté-

grale le long de la demi-circonférence tend vers zéro avec 1 : 7 et la
somme des résidus tend vers la somme de deux séries convergentes
qui représentent précisément le développement du deuxiéme membre
de (2) dans (C)).

Précisons le sens et la portée des formules de transformation; il faut
lout d’abord supposer que |y|, |y — « —B|, |« — B ne sont ni nuls
ni entiers (vozr au n° 23, comment on doit modifier les formules dans

-cette hypothése). Les trois branches principales qui figurent dans (1)
restent uniformes si z el 1 — z ne prennent pas de valeurs réelles plus
grandes que 1, ¢’est-a-dire si z ne franchit pas les coupures (- w, 0)
et (1, + oo); la formule (1) est ainsi valable dans tout le domaine (X4);
on achéve de la préciser en prenant arg(1 — z) = o sur (o, 1). De
méme les trois branches qui figurent dans (2) demeurent uniformes
si  ne franchil pas les coupures (o, 1) et (1, + «); (2) est donc
valable dans toutle domaine (X); on précise en prenant arg(— z)=o0
sur (— o, 0).

Soit§ un point de I'axe réel situé sur un segment considéré comme
coupure; si nous envisageons £ comme point limite d’un ensemble de
points z tous situés dans le demi-plan J(x) > o, nous dirons qu’il
apparlient au bord supérieur de la coupure et nous le représenterons
par le symbole £ + ¢o; si les 2 sont tous dans le demi-plan J (z) < o,
nous dirons que le point limite appartient au bord inférieur de la
coupure et nous le représenterons par £ — Zo. _

Ceci ¢tant supposons 1 < <<+ ;(1,+ ) n’est pas une coupure
pour les branches qui figurent au deuxiéme membre de (1), de sorte
que

F(a,Ba+B+1—1, 1——E+io)=§(a,{3,a+{3+l-y,x—E-—io)
=F(a,Ba+ B+r—1,1—8),
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et de méme pour l'autre; mais par contre c’est une coupure pour le
binome

[1—(E+io)f—2—B = (f — 1)y—2—B e—mily—2—3)
[1—(E—io)\—a=B = (& — ()y—oa—Bemily—a—3)

[arg(E—1)=0]

De sorte qu’en appliquant la formule (2) sur les deux bords, on
obtient

(3) F(B,1,E+i0)—Fia,B,1,E—i0)
=—2B(f —1)y—aBsinx(y —a+ 3)F(a,B,a + B+1—1y,1—6).

XV. La branche principale & («, 8, v, x) prend des valeurs
différentes sur les deuz bords de la coupure (1, +w®), ce qui
prouve que F (a, B, v, z) est multiforme; quand on effectue le pro-
longement en traversant la coupure, on obtient deux nouvelles
branches représentées d’une maniére uniforme dans tout (X;) par

(@) F=AF (23 a+3+1—7,1—x)

+ Be=miy—a—Bi (1 — z v-2BF (y —a,y — 3,y +1—o — B, 1— z);

le signe +- ou — convient selon que la traversée a lieu de bas en haut
ou de haut en bas; on prend toujours arg(1 — z) = o sur (o, 1). Ces
deux branches sont évidemment distinctes et différentes de la branche -
principale; de chacune d’elles se déduit une nouvelle branche, en
répétant simplement le raisonnement précédent; n traversées con-
sécutives de la coupure (1, +-o0) (dans le méme sens) conduisent a la
branche, uniforme dans (X3)

(5) F=AF(a,B,a+B+1—7,1—2)
~+ Be=tnniy—o—B) (1 — z)y—2—8F (y — q, Y—Br+1—a—B,1—uax),
que I'on peut écrire aussi
(5)  F=F(x B, 1, x)— B[1— extnnily—a—]
= (1—1‘))"‘1—{35(‘(—1, T {3!Y +I1-—-a— [37 1—2x),
ce qui met nettement en évidence la maniére dont elle se distingue de
la branche principale. La branche |(5) ne prend pas les mémes

valeurs sur les deuz bords de la coupure (— ,0). En effet, le
changement de = en 1 — . dans (1) donne cette formule de transfor-
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mation valable dans (X,)

(6) 5;(1, B, l_'x,‘=f\§(°‘: ByawB+1—7,2)

+Bzy—oBF(y—a, y—8 y+1—a—B,2),

oi 'on prend argz = o sur (o, 1). En utilisant (6), (5') conduit &
cette nouvelle représentation de la branche (5)

F= g;(“y By, ) — Bl1— e:!nm‘(y—a—ﬁ)]

(5") = [A/'?(aip 1)+ B"T'——Y?(a*‘l_% p""l_'"‘f) 2= .’l:)],
' A I‘(Y+l—a—[3)l‘(l-—y) B — r(y-H—a_p)rw—:)
IFir—a)r(r— @) = F(y—a)F(y—B)

Soit donc £ < 0; (— , 0) n’est pas une coupure pour les branches
qui figurent au deuxiéme membre de (5”); par contre c’est une
coupure pour z'~Y

(€ + i0)—T= (— Ep—Yemi—n,  (f—io)i=T=(—F)e~mu—7.
[arg(— &) =o3;

c’est donc une coupure pour la branche (5).

XVI. 8¢ en partant d’une branche, différente de la branche
principale F (a, B, v, z), on effectue le prolongement i travers la
coupure (— o, 0), on obtient deux nouvelles branches distinctes de

la fonction & (a, B, v, x), selon le sens dans lequel on traverse la
coupure.

16. Uniformisation de & («, 8, 1, #); intégrale de W. Wirtinger.
— On peut uniformiser localement & («, 8, vy, ) dans le domaine
de =0 ou z =1, en posant

x = emit ou x = eTil 7,

toute branche devient une fonction uniforme de la variable uniformi- .
sante ¢, holomorphe dans le demi-plan J(¢)> o qui correspond a
Pintérieur de (G,) ou (C,); quand z franchit la coupure (— o0, 0)
ou (1, +o0) ¢ augmente de 2 et la méme expression analytique (en ¢)
représente successivement les branches qui se permutent autour du
point de ramification. '
-La possibilité d’uniformiser dans son ensemble 5 («, B, Y, ) en
exprimant paramétriquement x par une fonction modulaire conve-
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nablement choisie a été explicilement énoncée par H. Poincaré, au
début de ses mémorables iravaux sur les fonctions fuchsiennes
(OFEuvres, t. 11, p. 7); E. Papperitz (¢) a ensuite consacré un long
mémoire a la question; mais W. Wirtinger (@, b) a fait faire un pas
décisif en fournissant la fonction uniformisée sous la forme d’une
intégrale définie, trés propre a mettre en relief ses propriétés.

Le nombre z étant donné. les conditions

() e —e;=1, es—ey=x, ep—e =1—ux, €1+ er+e3=0

déterminent une fonction pu; considérons le rapport de deux périodes
T =3 ! w;; nous supposerons 7 dans le demi-plan (B), J(r)>o;
soit ¢ = u : 2»,; on a en introduisant les fonctions théta

3"
Vprt -ei=Vi—x 3122:”
(2) VpU —es=yz(1—r )gzzz::;
v "—s‘(vl~>.
\ VPR = Ve TGN

d’ou en particulier, en faisant u = o, ces formules qui expriment z
par une fonction modulaire de ©

Fa(0]|7)
3;(0 l T)‘

Ii(o)T)

(3) r = SitoTay =4O

=3(%)% [—z=
z est une fonction uniforme de t, holomorphe dans (%), I'axe réel
constituant la frontiére de son domaine d’existence; a tout point T
de (®) correspond une valeur de . différente de o, i1, oo; la fonction
modulaire z(7) demeure invariante pour toutes les substitutions

at+b

=i a (ad—bec=1,a=d=1,b=c=0, mod2),

qui forment le sous-groupe I's du groupe modulaire, et dérivent des
substitutions fondamcniales

T

U: 1=+ 2 V: 1= —— ..
—2T+1

Le domaine fondamental (@) de T est le quadrilatére ABCD ayant
pour sommets

A: t=o, B: ©=i, C: t=—1, D: t=+1{wm,
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les cotés étant les demi-droites (BD) et (CD) : R(7) ===1 et les

demi-circonférences (AB) et (AC) : l‘r =+ ; ] = é La fonction z ()

donne la représentation conforme de (®@) sur (X;); les som-
mets ABCD correspondent a z =1, . w, 0; les cotés (CD) et (BD)
d’une part, (AC) et (AB) d’autre part. correspondent aux bords
inférieur ct supérieur des coupures (— o, 0) et (1, +); les
triangles ABD et ACD correspondent aux demi-plans J (x) > o et <o.
Les substitutions U, U=, V, V=! transforment ((®) en quatre quadri-
latéres que nous désignerons par U(®), U= (®D), V(RD) ct V' (RD)
et qui sont respectivement son symétrique par rapporl aux cotés
(BD), (CD), (AC), (AB); toute substitution W de Ty trans-
forme (D) en un quadrilatére W (®@); le réseau de ces quadrilatéres
couvre (%) d'une maniére uniforme. En deux points congruents,
z(t) prend la méme valeur; quand 7 traverse un coté d’un quadrila-
tére, z franchit une des coupures de (X,).

Ceci rappelé, en supposant toujours que pu soit déterminée par
les conditions (1), I'intégrale (13,) s’écrit

1-Y Y—a—B
soqx 2 (1—x) 2

1
H
><f T |T)Bt (0] Ty Dy (e | T I (0| Tl dy,
0

Pour se rendre compte de la nature de cette fonction de 7, il est
comifiode d’introduire la variable auxiliaire ¢ = e™; au demi-plan (%),
correspond l'intérieur de la circonférence (Q):|g|=1. En rempla-
cant y, z, 1—.x, et les fonctions T par leurs développements en
produits infinis, uniformément convergents a lintérieur de (Q),
Pintégrale prend la forme

(4) I(q) f sin*B—tzpcos2Y—Bl—1zoll (v, g)dv,
0

I, et II, désignant des produits infinis uniformément convergents,
dont tous les termes sont de la forme

(1= gh)h et (1= gke®mw ) (k entier > o0);

les points de ramification de ces termes sont tous sur (Q), ¢ parcou-
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1

rant le segment <o, ;) ; par conséquent une fois choisie sa détermi-

nation initiale, chacun esl uniforme a Vintérieur de (Q); il en est
donc de méme des produits II, et II,. Ainsi expression (4) est une
fonction uniforme de ¢, holomorphe dans (Q), donc une fonction
uniforme et holomorphe de  dans ().

XVI. Quand on exprime x par la fonction modulaire xr = ¢(z)8,
la fonction hypergéométrique devient une fonction uniformede v
représentée duns tout le demi-plan (B). son domaine d’existence,
par Uezpression analytique

;B(p, ..’_18’37[“; l?'r Y .Z'(‘t)]

1= Y=o-8
=swyz * (1—2z) °

1
< f Fi(0 ]z BT (0 1)1y (0 | 1 -2, (p | Tyi—*Y—a) dy
0
OX 1
=x*ﬁ3‘3(o]t)‘ﬁf Div|t)doe,
o

L (o8B [Seiwin) J2v—B—1
*lois) = [3’,(011)] [3.(0;1)]
- Inte )t [ (v 1) 1r2y—a)
t [3:«‘01‘“] [m] ’

a Uintérieur du quadrilatére fondamental (@), & coincide avec
la branche principale & (Wirtinger).

Lorsque la condition R(Y)>R(B)>o0 n'est pas vérifide,
Pensemble du raisonnement précédent subsiste, en remplacant le
segment rectiligne d’intégration par un double lacet.

17. Surface de Riemann de F(a, f. y, #). — Dans (M),

F[a, B, v, (7)] comncide avec la branche principale #; il en est de
méme dans les quadrilatéres adjacents U(®) et U-' (M) et plus
généralement dans tout quadrilatére U*»(®); en effet, d’apres les
formules de transformation des fonctions 3, I'expression (16,) admet
la période 2 (par rapport a t); ceci correspond au fait qu’un circuit
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autour de £ = o ne modifie pas F. Au contraire dans V() et V' (M).
F coincide respectivement avec chacune des branches (15,), qui se
déduisent de % en franchissant une fois la coupure (1, + ); on
retrouve ces deux mémes branches dans tous les quadrilatéres VU=( M)
et V-1U="( @) a cause de la périodicité; ce qui s'explique de Ia
maniére suivanle : quand t passe de M a V(®), « franchit une fois la
coupure (1, +o0); quand r passe de (M) a VU= (@), z franchii n fois
la coupure (— oo, 0), puis une fois la coupure (1,4 ) on retrouve
bien la méme branche dans les deux cas, carles » circuits préliminaires
autour de z = o sont sans effet sur F. Cette remarque est générale :
dans les deux quadrilateres W (@) et WU*( D), F représente
toujours la méme branche. 11 suffit donc de considérer 'ensemble des
quadrilatéres compris dans la bande — 1 << R (7) <_~+ 1, pour obtenir
toutes les branches, ce qui revient a négligerles circuits préliminaires
autour de 2 = o, sans cffet avant d’avoir franchi une premiére fois la
coupure (1, + o). Enroulons le demi-plan (%) sur un cylindre de
maniére que les cotés (BD)et (CD) de (D) viennent en coincidence:
aprés cette opéralion les quadrilatéres W () et WU*#((®) seront
confondus et la frontiére de (D) se composera des deux cotés (AB),
(AC). Considérons une infinité dénombrable de feuillets étalés au-
dessus du plan (X), mums des coupures (— w, 0) et (1, + o) sauf
Pun d’eux, le feuillet principal, muni de la seule coupure (1, + ).
Etablissons une correspondance biunivoque entre les feuillets et les
quadrilatéres du réseaw enroulé au moyen de la fonction modulaire
z(7). qui fournit la représentation conforme de chaque quadrilatére
sur un feuillet, les cotés correspondant aux quatre bords des coupures:
(D) est représenlé par le feuillet principal, ses deux cotés correspon-
dantaux bords de la coupure unique. Etant donnés deux quadrilatéres
adjacents, réunissons par une soudure les bords des coupures qui, sur
les deux feuillets correspondants, sont les images du coté commun;
cetle opération étant effectuée pour tous les feuillets, nous obtenons
ainsi un domaine continu; c’est la surface de Riemann [F] de la
SJonction hypergéométrique F(a, B, v, )1 il est clair, en effet, que
la fonction est uniforme sur cette surface. puisque chaque fois que
x franchit une coupure le point représentatif change de feuillet;
sur le feuillet principal F coincide avec .
La surface de Riemann de la fonction

Pix)=ar(1—r)9F(a, B,y,2)
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est aussi ulile & conuaitre;; elle est distincte de [ ], car'®[z(7)] ne
prend pas les mémes valeurs dans deux quadrilatéres W (@) et
WU (®), la branche principale elle-méme ® = 2P (1 — ) F
[arg z =arg(1 — &) = o sur (o, 1)] élant modifide par la traversée de
la coupure (— w, 0). Le procédé de construction reste analogue au
précédent; on ne peut plus enrouler (%) sur un cylindre : a chaque
quadrilatere W (®) correspond nn feuillet; en outre le feuillet prin-
cipal lui-méme doil étre muni des deux coupures (— oo, 0), (1, + ).
La surface de Riemann ainsi construite est identique & celle de
la fonction multiforme © =<(z), inverse de la fonction modu-
laire z(7); nous la désignerons par [ 7).
Le groupe modulaire I' comprend toutes les substitutions

_at+b

= —_— tad —bc =1. a, b, ¢, d entiers
ct +d T h

elles dérivent des deux substitutions fondamentales

(8) Ty =T 41,
(T) Ti=—1I.7

?

a chacune d’elles correspond une transformation simple de la sur-
face [7]: en effet, elles laissent invariante la fonction modulaire

=X 42§ [9(T)8 + )]
L(1—1z) T 27 g(r)edig)io

4
oy = — )
.)/
donc elles transforment linéairement, z(7) en échangeant les points
=0, 1, w.
Les six transformations linéaires de z peuvent s’obtenir ainsi

Se=1 S; =S8 Se =T S; = ST S, =TS S,=S—1TS’
_ - I - _’ —1I _ T—1I - T
To == Ty =<7 +1 T =— - .1-—T+I v, = p 'H=‘t——-l
r 1 £ —1 I
Lo =z I=—— Oy=1—x .m:}_x Zy=— 2=

Si dans l'intégrale de Wirtinger on effectue une substitution dv ce
tableau, les formules de transformation des fonctions &, conduisent
immédiatement & une formule de transformation de & ; S, redonne la
formule d’Euler (11,): S, et S; donnent les formules (15,) el (153).

Cette méthode élégante a é1é suivie par F. Graf, K. Petr, A. Cermak.
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Signalons encore que les formiiles de transformation d’ordre supé-
rieur (exemple 7, =27) conduisent pour x aux transformations

algébriques, auxquelles correspondent pour & les formules du para-
graphe X.

VI. — L’kQuATION DIFFERENTIELLE D'EULER ET DE GAuss.

18. Les diverses formes de I’équation différentielle hypergéomé-
trique. — XVIII. La fonction F(a, B, v, £) vérifie U'équation
différentielle linéaire & coef, ficients rationnels en z et a, B, y

‘ . Cdry dy .

(1) T—r) = +[y—(2+B+n2] e Ty =0,
ay [y  a+B+1—7v] dr afs _

@) m+[}+ r—1 ]Tz'—*_w(x—l)‘y—o'

Cette propriété découverte par Euler (&), retrouvée par Gauss (b)
(pour la série hypergéométrique) est le point central de la théorie :
Iétude de I'équation différentielle hypergéométrique a fait 'objet de
nombreux travaux, dont plusieurs ont marqué une date dans le déve-
loppement de I’Analyse el ont préparé I'élaboration de la théorie
générale des ¢quations différenticlles linéaires.

* L’équation (1) est susceptible par des changements simples de
fonction el de variable de prendre plusieurs formes remarquables ;
par exemple, en posant

Yiz)=zt(1—x %3(x),

on obtient cette nouvelle forme qui intervient souvent

3 9 8 —
(3) dz+ [2p+y+)¢+¢+, +1 ,'I dz

dz? x xr—1 dr
“ [p(p+~(——n +c(c+a+B,—y)
x? (z—1)?
+9('c+x+B+t—y)+a(‘p+y)+aﬁ]zzm
z(x —1)
En prenant 2p=—+v, a6 =y —a —f —1, on fait disparaitre la

dérivée premiére, ce qui conduit a la forme normale (ou réduite) de
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I'équation hypergéométrique

a2y 11— A2 1—v? 1— A2 p2—y27
= [ & ]\=R(A7}"7V7w)Y;

dz? 4| = (x—12 ~ @x(z—1)
(4) X T—a—B1
y(z)y=2 *(1—x) 2 Y(z);

M= (1—7), p=(a—p), Vg_—'('{—“_g)i:

La fraction rationnelle R(}, ., v, ) se comporte d’une maniére
trés simple vis-a-vis des six substitutions (17,) de la variable z qui
échangent les points £ =0, 1, ; d’oil cette proposition qui fait
Pintérét de la réduction a la forme (4).

XIX. 8¢ la fonction Y (A, w, v, ) vérifie Uéquation hyper-
géométrique normale, il en est de méme des quarante-huit fonc-
tions.

N 1 x
Y(il,#p,iV,$), l—__a;.Y<i)‘:iV;iP'!;:)’

Y(xv, £u, £X1—2), (—2)Y (-_Hz, +v, —_Fl,——l_lx),

'(r—x)Y(iv, + Ay, ’%—’), zY (iu, + 2, iv,;;)-.

On trouvera dans W. Heymann (c) un certain nombre d’équations
du.deuxiéme ordre et de systémes d’équations du premier ordre se
ramenant a ’équation hypergéométrique.

19. Intégrale générale de ’é6quation hypergéoméirique. Tableau de
Kummer. — Les fonctions rationnelles p (z) et g(z), coefficients de
y' et y dans (18,), admettent comme péles simples les points =0
et 1; dans le domaine de 2 = o, leurs développements commencent
par (¢ + B +1): z etaf : 22, Les racines des équations déterminantes
relatives aux points o, 1, o sont : 0, 1—¥; 0, Y — a — f3; «, 8. Donc
d’aprés les théorémes généraux aujourd’hui classiques.

XX. Une intégrale de l’équation hypergéométrique est holo-
morphe dans le domaine de tout point sauf peut étre des trois
points x =0, 1,0, qui sont singuliers réguliers; lorsque aucun
des nombres v, y — a — 3, a — B n’est nul ou entier, [l existe deux
intégrales indépendantes régulieres dans le domaine de chacun
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des points singuliers :

Y0 =2u(2) A = 211 (a),
A =Tz —1) A =(—a)-eBR(z —),

I I
Vil =z %y <;) y&”’:x—ﬁﬁe(‘%).

%(z —a) désignant une fonction holomorphe dans le ‘domaine
de z=a, (0)#o.

Réciproquement J. Tannery a démontré que toute équation linéaire
du deuxiéme ordre, n’admettant que Lrois points singuliers réguliers
peut se ramener & I'équation hypergéométrique par une substitution
linéaire sur la variable, suivie d’un changement de fonction du
type (18;).

Gauss (b) a développé les six fonctions € en séries hypergéomé-
triques; puis Kummer. () en appliquant a chacune de ces six séries,
les formules de transformation (11,5 5) a formé un tableau de vingl-

quatre intégrales exprimées par des séries hypergéométriques de la
forme
xfi(1— 25 F (@i, Bi, i, 21),

aiy Bi, Yis piy o: tant lindaires en a, 8, y et x; désignant une des six
substitutions (17,).

Le procédé le plus simple pour former le tableau de Kummer est
de partir de la proposition XIX et de remarquer, qu’en vertu de X VIII
on connait une intégrale de I'équation hypergéométrique normale

1— 1—v

YA, 1y, x)=wT(1—x)T5<I—)‘_P'——V, I__"+p'_v, 1—)<,w>;_

2 2

on en déduit, presque sans calcul, quarante-huit intégrales et a
chacune correspond une intégrale de l'équation (18,) elle-méme;-
cependant on convient de négliger la permutation de signe de p, qui
revient & échanger le role de « et 3 dans &, ce qui réduit le tableau
a vingt-quatre intégrales. Chaque intégrale

.}’(rﬂ'zn= zPi(1 —z)%F [y, B, Yi, Zi(z)]

est une fonction multiforme de z; I'indice a = o, 1, o indique le
point z = a pour lequel 2;(a) = o. La colonne 2 fournit le domaine
du plan (X), correspondant & l'intérieur du cercle |z;(z)|<1; on
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M =T (0, By Yy &) e e

YO =(1— z)eF (a, Y—B8,1, ;f__l.> ................................

.}’(10,)2 =(1—x)—55 <'y—a, B, s TE) ...... e erereerecer s
YO ==z BF (Y=o, y =B, ¥, @)oot
IO =1 F(a+1—y, B+1—7y,2—7, 2)

............................

y(20’)' =x1—y([_x)~r—a—1g (¢+I_Y’ |_p’ 2 —7, -‘Z'L—-[) .............
b =x1‘—Y(I—-w)Y—3“15 (l—a, B;b—l—‘{, 2—7, .z%I> .............

P = N (1— )= 8F (1—a, 1—B, 2— 1, @)

.......................

Y =F(o, By gk Brl—y, I— &)t
y‘,‘,{=x"°‘9’<m,a+l—‘{,a+{3+l—‘{, w_;l.) ..................... B
1) — 2—BF — v B et T
i =2 B+1—17, B, a+B+1—7, z (R d o

‘},(44,)3=$1—Yg(¢+1_~{, BHi—y, a4+ B+T— Y, I—Z)eeereerrnrnans
A = (1= 2)1-BF (y—a, y— B, Y+ 1—a—f, 1—2)

I =2 V(1 — z)y—2—PF <~{—a, I—a, y+1—a—f, ‘?%l) ---------
.}’%4,)2=xﬁ—Y(_I——-x)‘{—°‘_3ﬂr(l—B, Y—B y+1—a—§, i’;) """"
Iy = ta—z—BF(1—a, 1— 3, y+1—a—8, 1—Z)ee.........
ye =(_x)—a5<a,oc+l-—7,a+1-—ﬁ,é) ........ Ve rereesaneeanaes
‘},(r:)1 =(|—x)"°‘3‘—(°‘a Y — Bya+1— 8, ;—l—; ........................
yoh=(— w)‘—Y(x—x)T—a—lﬁ(t—B, a+1—Y, a+1—f, I—-_é‘—”)
ey =(— 211 — z)y—oBF (1— Boy—B, a+1—§, I;) -----------
4 =(_w)—pg(g+1_y, B, B'H_'“’i)”“"""""""'; .....
ye =

b= (—apta—ay—bF (g, 1—a Brr—a )

AR =(—-’”)°"'Y(l—$)7’°‘—35(‘{—a, 1—a, B+1—a, ;) .......
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(I—.’L‘)‘@ﬂ"(y—a, By {3+l‘—-a, I—lx) ........................
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précise la branche prmczpale y‘,g',l, a P'intérieur de ce domaine, en
prenant pour F la série hypergéoméirique convergente selon les puis-
sances de x;; en outre on choisit, sia —oour,argz = arg (1 —z) =o
sur (0, +1) et si @ = o0, arg(—x) = arg (1 — ) = o0 sur (—w, 0).
La colonne 3 indique le domaine de (X)) dans lequel le prolongement
de la branche ﬂ;{y’,, reste uniforme; si z franchilt une des coupures de
ce domaine, le prolongement fournit une nouvelle branche de y7,..

Pour chaque valeur de @, m prend les valeurs 1 et 2, n les valeurs
0, 1,2, 3 (si n =0, on supprime cet indice), le choix des indices
étant fait de lelle maniére que les branches principales 1%, et y"”
soient deux intégrales indépendantes réguliéres dans le domaine
de z=a.

20. Relations linéaires entre trois intégrales du tableau de
Kummer. — Trois des vingt-quatre fonctions du tableau sont néces-
sairement liées par une relation linéaire a coefficients constants; il
suffit évidemment de connaitre les relations qui unissent les branches
principales. Le systéme complet de ces relations a été formé pour la
premiére fois avec toute la précision désirable pour les détermina-
tions des fonctions multiformes, par E. Goursat (a).

En vertu des formules de transformation d’Euler (11,,2,3) on a
d’abord.

—la)

_}’mn—_}’m n's

ce qui permet de se ramener toujours aux siz intégrales, pour
lesquelles n = o.

Les formules de transformation du n° 15 donnent immédiatement
I'expression des intégrales réguliéres dans le domaine de 2z = o, en
fonction des intégrales réguliéres dans le domaine de z =1 ou de
z=cw

(ry B(B, Y_B)ym)_ B(B, '."—“—B)}"”*B(Y—B, “"‘p_'{).}'ln

(2) B(B+1—71, 1—B)y
=B(B+1—7,v—a—B)y\" +B(x—Ba+B—1ry)

ces relations sont valables dans (X;) ou les branches principales sont
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simultanément uniformes :

(3) B(B, y— B) )\ =B(B—a, y — B) ) -+ B(B, a — B) ),
(6) MBI, 1 )
=B(f—q, 1—{3);‘4“’+B(B+1—y,a—B);ﬂf’,

(3) est valable dans (X,) ou les branches sont uniformes; au con-
traire (4) a deux formes : il faut prendre — ou + selonque J(z) >o
ou <o, cela lient & ce que tout segment de l’axe réel est une cou-

pure pour une au moins des irois branches y'?, ', ¥,

21. Groupe de l'équation hypergéomsétrique. — XXI. Une
branche d’une intégrale réguliere dans le domaine d’un point
singulier est multipliée par une constante lorsque z décrit un
circuit autour de ce point.

Un circuit direct, autour de z = o, 1, w respectivement, transforme
les branches réguliéres dans le domaine du point correspondant

YO er PG 0 et A A ey
en

FO et emiu—1y{0); J et exmuy—a—Biytn,

emia;(‘w) et Byl

Ce résultal trés simple, joint aux formules du n°® 20, permet d’obtenir
le prolongement des six branches principales, quand z franchit une
des coupures et de proche en proche le prolongement d’une branche
quelconque.

On peut donner une forme élégante aux calculs en introduisant le
groupe de U'équation. Les intégrales y\" et y!" sont indépendantes
et toutes deux uniformes sur la surface de Riemann [7]. Toute inté-
grale peut se mettre sous la forme

y(z) =My + Nyjh.

XXII. L’intégrale y(x) est unl:fo;"me sur la surface de
Riemann [<], sa branche principale étant définie sur le feuillet
principal par _ B

y(z)=Myi® + Ny{") = Mu + Np,

quand z décrit un contour fermé dans le plan, le point représen-
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tatif passant sur [t] d’un feuillet & un autre, sa valeur est donnée
P

par
y(z)= Mu + Nv',

ou u', o' se déduisent de u, v par une des substitutions du groupe
dérivant des substitutions fondamentales

Fla+p3+1—y)0(1—7)

(U1) wy = u, R VP parp—yy gy g——

[I — e2mu—'{)]u -+ e"Tcl(!—‘f)g’

Fy)P(y—a—8)

\" = e2miy—2—03) i R (RN S
(V1) i =¢ u+l‘(~(—z)1‘(*{—3»

[1— emir—a—Blo o=y,

Les substitutions U, et Vi correspondent au passage du bord supé-
rieur au bord inférieur des coupures (— o, 0) et (1, 4 ) respecti-
vement. Le groupe de 1’équation hypergéométrique est évidemment
holoédriquement isomorphe au groupe T.

22. Intégration par des intégrales définies. — 1° Intégrales
d’Euler. — On doit a Jacobi cette élégante proposition (les nota-
tions restent celles du n° 10).

XXIII. L’intégrale définie
h
(1) y(z)= [ U(u)du,
A

ou g et h sont deux des quatre quantités o, w, 1, 1:x représente
(lorsqu’elle a un sens) une branche uniforme d’une intégrale par-
ticuliere de Uéquation hypergéométrique.

En prenant comme chemin d’intégration les segments (o,1)
(1: 2. +w) (0, —o) (1, 1:2) (1, +o) (0, 1: z) on obtient ainsi
une représentalion respectivement des branches 3, 3%, 34", i),
™, 4=, valable dans tout le domaine ou elles sont uniformes; on
trouvera le tableau des déterminations a préciser dans chaque cas pour
U(u) et des conditions que doivent vérifier R («), R(B), R(y) pour
que l'intégrale ait un sens, dans E. Goursat (a). Il est souvent com-
mode de mettre 'intégrale d’Euler sous la forme (13,)

»
y(z) =f (vazaia:)B(vaiazas \—8-1(vara,as medlog(vasaias)
. L4

z = (arasasay),
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&' et h' désignant deux des quantités @, @,a;a;, de simples permuta-
tions conduisent ainsi 4 une représentation des branches principales
des vingt-quatre intégrales du tableau de Kummer.

2° Intégrales de Jordan-Pochhammer. — Les intégrales d’Euler
donnent des représentations trés maniables des intégrales ; néanmoins
elles ont le grand inconvénient de ne pas étre valables quels que soient

a, B, y. On échappea celte objection en utilisant I'intégrale de Jordan-
Pochhammer.

XXIV. Quels que soient «, B, v, l'intégrale
(2) y(z)= [ U(u)du
L

représente une intégrale particuliére de U’équation hypergéomé-
trique, si C est un contour fermé tel que U (u) revienne a sa déter-
mination initiale quand u a parcouru ce contour (Jordan).

Si € ne contient aucun point de ramification de U(z) ona y =o;
mais s’il en contient au moins deux, on obtient effectivement une inté-
grale particuliére; Pochhammer (¢, d, ¢) a explicitement indiqué six
double-lacets qui conduisent aux intégrales 34, 1", elc.

3° Intégrales de Wirtinger. — En faisant dans U'intégrale (1) le
changement de variable du n° 16 :

XXV. La fonction
(3) W(t):n*ﬁsg(olt)‘ﬁf "®(el1)dt,

Iy o, s I © 1+% .
ol v, et vy sont deux des quatre quantités o, A R est uni-

forme dans tout le demi-plan (®), qui est son domaine d’existence
et représente une intégrale particuliére de l’équation hypergéo-
métrique lorsqu’on exvrime =z par la fonction modulaire
z=09(7)"..

Cette formule résout ainsi le probléme de I*'uniformisation des
24 intégrales du tableau de Kummer.

4° Intégrales de Mellin. — Au lieu de la fonclion multiforme
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U(u), considéroris la fonction méromorphe
Gis)=T(a+s)T(B+s)L(1—y—s)T(—s).

XXVI. Dans tout le domaine ( X)), Uintégrale

1o
(4) y(x):f G(s)[Msinx(y+s)— Nsinns)(—z)*ds
—lx
représente une intégrale particuliere de U’équation hypergéomé-
trique, M et N étant des constantes arbitraires (Mellin).

Le contour d’intégration se compose de I'axe imaginaire complété
par des lacets de maniére a laisser 4 sa gauche les poles des deux pre-
miéres fonctions T' ct & sa droite ceux des deux derniéres. En se
reportant a (14,) on voit que les coefficients de M et N sont propor-

tionnels & ' et . Mais Pintégrale (4) se laisse mettre aisément
sous une forme équivalente

Lo
y(x):f G(s)[M’sin x(B + ) + N'sin m(a + 5)I(— )* ds,

—~lx

en posant

M sin zy = M’sin z § + N'sin =a, M cos 7y — N = M’cos = 8 + N’cos n a;

les coefficients de M’ et N’ sont proportionnels a y!=) el 55 cette
facilité du passage des intégrales réguliéres dans le domaine de z — o
aux intégrales réguliéres pour 2 = w est un des avanlages marquants
de la représentation de Hj. Mellin.

23. Modification du tableau de Kummer quand youy—a—f
oux—f est un entier. — Lorsque la différence 1 — Yy y —oa—f,
o — 3 des racines de 'une des équations déterminantes est entiére ou
nulle, il peut exister une intégrale, réguliére dans le domaine du point
singulier correspondant, qui contienne un logarithme; il se peut aussi
que le point devienne apparemment singulier. Gauss (b) a déterminé,
par passage a la limite, ce que deviennent certaines intégrales quand
y tend vers une valeur entiére; cetie méthode a été développée systé-
matiquement par J. Tannery et E. Goursat; E. Lindelsf, au contraire,
cherche directement le développement en série des nouvelles inté-
griles; des formules intéressantes ont été données par S. Spitzer (@),
Michaélsen, A. Winter, W. Johnson.
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Dans le tableau de Kummer les branches %\ ety fournissent
deux mtégrales indépendantes réguliéres dans le domaine de z = o;
mais si y =1 ces deux fonctions sont confondues; si 1 — y est entier
posmf ou négatif la fonction »» ou y? respectivement peut ne plus
avoir de sens.

Pour déterminer les modifications du tableau il suffit de substituer
au couple d’mtégrales 79, ¥ le couple constitué par celle de ces
fonctions qui conserve un sens et par la fonction

Y= C[I‘(I—~()I‘(a)I‘(()v(°)+I‘(~(—1)1‘(«—|—1—-~()I‘(B+1—-y)y§,°’],

ui est manifestement une intégrale, mais qui conserve un sens quand
1—y tend vers une valeur nulle ou entiére (positive ou négative).
Pour exposer les résultats nous désignerons par &, k', k" trois entiers
tels que 0 <K' << k<A"; par P(«, B, k, ) le polynome de degré k—1

n=k
_ (1,n—10)(—kn) . .
P(a, p, k,x)——z-(l_a,n)(l——ﬁ,n)w ’

n=i

par ®(a, B, 1, z) la fonction dont la branche principale, uniforme
dans (X, ), est représentée a I'intérieur de (C,) par la série conver-
gente

(o, 7) (B, n)
(s, ‘3’*’”"2 CAIO)

><[‘IJ (a + r)+ W (B+n)— V(Y + r)—Ta+n)]z;
PO =y =5 (a,8,1,2),
}(30) =F(a, B’ 1, z)log x + ®(a, ‘31 1, Z);

0 y=1:

2 y=1+k a(ouf) 1+ K
‘y(|°)=9(a, g, 1-0—,{,-’13),
P9 = F (a, B, 1+ k, z) log z -+ ®(a, B, 1+ k, ) -+~ 2=%P(a, B, k, #);
30 y=1+k, a(ouB)=14k:
YO=F(a+ £k, B, 1+k x),
‘}/(20)=$—k3"(l+kl_ k7p—k7 I_k’ (l‘);
o y=1—kalouB)Z—K:
PO =k F (a + k, B+ K, 1+ k,z),

YO =2k F (2 + k, B+ k, 1+ k,z)logz + 2R ®(a+ k, B+ k, 1+ k, z)
+P(a+k, B+ K, k, x);
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et

5 y=1—k,a(ouf)=—Fk:

YO =F(—K,B3,1— k, z),
IOV =2kF (2 + k, B+ k, 1+ k, z).

Dans les cas 1°, 2° et 4° il y a donc une intégrale réguliére dans le
domaine de z = o, qui contient un terme logarithmique. Dans le
cas 3% le tableau de Kummer n’est pas modifié, lintégrale »{* con-
servant son sens; en effet 1+ k' — k est un entier négatif supérieur
ou ¢gal & 1—k : F seréduil donc a un polynome. L’intégrale
générale est uniforme dans le domaine de z—o et admet ce
point pour péle d’ordre k. De méme dans le cas 5° intégrale
conserve son sens, car la fonction & est un polynome de degré £’;
en outre v, admet z=o0 comme zéro d’ordre A. L’intégrale
générale est holomorphe dans le domaine de x — o, qui devient
apparemment singulier.

Deux cas particuliers de 3° et 5° offrent un grand intérét :

6° y=1+4, a(ouf)=1+k, et en outre B(ou a) =1+ A’ :

YO =F (14K, 1+ K, 1k, ) = (1 — 2k~ F (k— k) k— K, 1+ k, ),
IO =2 AF 1+ F—Rk, 1+ kK — &, 1— A, z),

les fonctions 14" et y\*’ sont rationnelles, admettant pour péle res-
pectivement z =1 et z = o.

L’intégrale générale de I’équation hypergéométrique est dans
ce cas une fonction rationnelle [H. Schwarz(b)].

7°Y=1—k,  a(ouB)=—Fk, et en outre B(ou a) =— k":

.'(10)= F(— kl: - k”7 I*ks .Z‘),

VO = 2RF(k— Ky k— K, 1+ k) )
¥4 est un polynome de degré &', '*’ un polynome de degré k". Dans
ce cas lintégrale générale de ’équation hypergéométrique est un
polynome [H. Schwarz (4)].

L’étude des couples 14", 14 ou )=\, ') quand y— & —8 ou a—p
est entier se déroule idenliquement a la précédente; nous n’en retien-
drons que les résultals suivants :
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80 y—a—fB=k, a(ouB)=—%, le point x =1 est apparemment singulier;

9 B—a=ctk a(ouB)=—Fk, le point z =w est un péle d’ordre k';
si k'=o0 c'est un point apparemment singulier.

En accord avec ce qui précéde, S. Spitzer, Borchardt, Michaélsen,
puis d’une maniére trés générale A. Winler, ont déterminé comment
sont modifiées les intégrales d’Euler dans les cas envisagés; de méme
J. Tannery, E. Goursat, E. Lindelsf ont donné les relations qui
unissent trois intégrales du tableau de Kummer modifi¢; en partant
de la il est facile de trouver dans chaque cas ce que devient le groupe

de I'équation; par exemple dans le cas 3, la substitution U, se réduit
a la substitution identique.

24. Résultats divers. 1° Déterminant de Wronski. — Le déter-
minant de deux intégrales a pour valeur

dys dy,
M —S— — ¥y =— = Cx—Y(1— z)7—%—f—1:
NGy~ dz { ) i

en remarquant que la dérivée logarithmique d’une intégrale y!2), est
de la forme

P, o N 0B de, Fla,+1, Bi+1, v,+1, 2,)

z  z—1 Y, dz F (o, Buy 10y 1)

on en déduit pour chaque couple d’intégrales du tableau de Kummer
une relation ou figurent les produits deux a deux des quatre fonctions
g(a,, 5!, Y4z .Z';), g(al—‘-lg ﬁt+ I, yl,+ I, xl)’ ‘q"(a/f; ﬁk’ Yk xk)-

F(ar—+ 1, Bi+1, yr+ 1, 2+); Gauss a donné quelques-unes de ces
formules.

2° Dérivée niéme. — En dérivant n fois 'équation hypergéomé-
trique, on obtient pour la dérivée »'™ de ) une équation qui se
déduit simplement de la premiére en y remplacant «, 3, Y par « + n,
B+ n, Y+ n (a rapprocher du n° 7).

3° Rapport de deuz fonctions associées. — Le rapport des fonc-
tions associées '
_Fla+m, B+n,y+p, )
F(a B 1, @)

vérifie I'équation de Riccatti

du
7 +A(z)u*+ B(z)u+ C(z) =,
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A, B, C étant des fonctions rationnelles de z. Ce résultat est évident
pour la dérivée logarithmique de &, qui correspond a m =n = p=1;
le cas général s’en déduit en remarquant que toute fonction associée

. . £ I
s’exprime linéairement au moyen de F ct de g]—x—; T. J. Stieltjes (¢) a
fait d'élégantes remarques sur le cas m =o, n =p =1, qui corres-
pond & la fraction de Gauss.

4° Fonctions elliptiques. — En gardant les notations du n° 16, les
périodes de la fonction pu vérifient Uéquation hypergéométrique
y I
correspondant d a=p= >y =1

( diw+(—-'.z')dw-—l = 0;
(1) zU—2) == 1—2z) 4w-o,

les trois équations déterminantes admettent une racine double; on a

donc les intégrales
I I
‘y‘4°>=ff(2’ Rl x) y

1 A 11
40} = —y — lo —y =
24 5(2,2,1,:») gx+'l>(2,2, 1,x>,
11
s=(5 ki),

2 2

11 A I 1
},(3|J=5(5,-2, I, 1—w)log(1——-x)+<l>(;, b 1—1:);

x
w —i 11 1 I 1 I I
P =(—=x 2[9"(5’ AR ;)log} +(I)(;, RE ;)]'

Les relations qui lient ces intégrales ont été déterminées par
L. Fuchs, J. Tannery, E. Goursat, E. Lindelsf [les log prenant leur
valeur réelle sur (o, 1)]

-1 I I 1
() — (—x) 2F (-, - —
i ( ) (2’9113 >s

A Fe=— A,

qui sont valables dans ( X; ) sauf la 3° ou il faut prendre — ou +- selon
que J(z) > o0 ou < o. Les intégrales de Mellin se prétent particulié-
rement bien a la détermination de ces relations [ E. W. Barnes (e)].
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1 1
La fcnction Q(2) = 2* (1 — z)*w(x) vérifie I'équation hypergéo-
métriq 1e réduite ol A =p —=v=o.

VII. — La ronctioN P DE RIEMANN.

25. Le problsme de Riemann. — Dans un mémoire célébre
B. Riemann (a) pose le probléme suivant :

Soient a, b, c trois points donnés et a, &', 3,8',y,y' des nombres
complexes tels que
a+oa+B+F+y+7 =1,

aucune des différences a — o', B — B!, y—y' n’étant entiére; déter-
miner une fonction P(z) telle que :

1° toute branche de P (x) soit holomorphe dans tout le plan
(Uinfini compris) sauf dans le domaine des trois points a, b, c;

2° trois branches quelconques de P(zx), soient liées par une
relation linéaire a coef ficients constants;

3° dans le domaine de x = a, b. c toute branche de P(z) soit
respectivement de la forme

CaPy(z) + CorPor(z), CgPg(x)+ CgrPg(z), CyPy(2) -+ Cy Py (2),
les Gy désignant des constantes et les Py étant telles que

Pu(z)=(2—a)%Zs(z—a), Pu(z)= (2 — a)* 2y (z — a),
Pg(z)=(x—b)B2g(x—b), Pg(z)=(z—b)¥%g(z—b),
Pyz)=(z—c)¥%y(z—c), Py z) = (2 — V' Ty(z — ),

les fonctions %\(£) étant holomorphes dans le domaine de § = o,
avec %, (o) # o.

Riemann a montré (et c’était un progrés capital pour la théorie
des fonctions) que ce probléme admet une solution (déterminée a
une conslante multiplicative prés), qu’il désigne par le symbole

P{a B v =

(a b ¢ s
ar pl Y;‘ )
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metlant en évidence les points de ramification a, b, c et les couples
d’exposants (a, a'), (B, #'), (Y, Y'); il est clair qu'on peut permuter
deux exposants d’'un méme couple ou bien deux colonnes : ce qui
donne 48 formes différentes pour le symbole de la méme fonction. Si
'on effectue une transformation lindaire 2, = z,(«) on a

zi(a) x(b) x(c) ' a b ¢ l
P a B Y zi(z)y=Pl{a B v z3;
o & i ( o« By \
d’autre part (p +0 +7=0)
a b ¢
(z—a}(z—b(x—cyP{a L vy =z
« Fy
a b c
=P({a+p f+o Y+t 2},
a’'+ o +a Y+
on en conclut
a b ¢ t
() P{a B ¢y =
u’ pl YV \
o ® 1
= (zcab)*(xzachyYP o a+fB+y o (zcab)

d—a a+fF+y y—y

qui raméne le probléme au cas ou les points de ramification sont
0, o, 1, deux des exposants étant nuls.

26. Equation différentielle de la fonction P. — L’énoncé méme du
probléme montre que la fonction P se comporte comme I'intégrale
d’une équation différentielle

dz.y d}r _

(1) T TPE) G a(z)y =0

dont les seuls points singuliers sont les points « réguliers » a, b, c,
les racines des équations déterminantes étant («, '), (8, 8'), (v, ¥)-
En partant des intégrales particuliéres P, et P, on détermine I’allure
de p el g pour z = a, puis d’une facon analogue pour z =b et c; en
écrivant en outre que co est un point ordinaire, Riemann a pu montrer
que p et g étaient deux fractions rationnelles, dont il n’a explicite-



LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE. 45

ment calculé les coefficients que dans le cas ¢ =0, b=, c=1,

y=o. E. Papperitz (a) a donné le résultat général sous une forme
élégante :

XXVIL. La fonction P (z) vérifie Uéquation différentielle (1)
ou
e A

1
9(z)= (z—a)(x—b)(z—c)

><lam‘,(a—b)(a—c) +pp,(b—c)(b—a‘) +YY,(c—a)(c—b)].

z—a xr—b z—c

On voit immédiatement que I'équation vérifiée par la fonction
) o] o 1 '
(2) P [ A o z
i—C B C—A—B ‘

s'identifie avec celle de la fonction hypergéométrique F (A, B, C. z);

grace a (25,) on exprime ainsi la fonction P au moyen de la fonction
hypergéométrique

(3) P(z)=(zcab)r(zacbyFla+3+7, a+f+7y, 1+a—a, (zcabd)];

en effectuant dans P les permutations permises, on obtient 48 expres-
sions distinctes de P par une fonction hypergéométrique; par rapport
a équation de Papperitz, ce tableau est équivalent & celui de Kummer
(doublé); dans le cas de la fonction spéciale (2) il lui devient iden-
tique; ce procédé de formation du tableau de Kummer, n’exigeant
que des permutations, est l'un des plus simples [voir L. W.
Thomé (¢)].

Le point z = w est apparemment singulier pour I'équation, car P
est holomorphe dans son domaine, mais le déterminant de Wronski
C(z — a)+*~" (z —b)B+F~' (z — c)1*T"! posséde ce point comme
zéro d’ordre 2. Sia + o 4+ B + '+ v + 7 sans étre égal 4 1 estnéan-
moins entier, l'intégrale générale reste uniforme dans le domaine de
2 = [voir F. Klein (e)]; F. Schilling (mémoire posthume déve-
loppé par E. Ritter) a étudié spécialement le cas ou cette somme est
nulle.

La formule (3) montre que la surface de Riemann de la fonc-
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tion multiforme P(z) se raméne immédiatement & la surface
[7] (n° 17); quant au groupe de monodromie de P(x) il est com-
pletement déterminé par les formules du n° 22. Riemann a formé
ce groupe par un raisonnement direct; d’autres auteurs [J. Thomae
(@), O. Bolza, E. W. Barnes (¢), K. AbramoviZ (b)] sont partis des
représentations des diverses branches par des intégrales définies

(n° 28).

27. Equations aux différences finies entre fonctions P contigués et
associées. — Riemann dit que deux fonctions P ayant mémes points
de ramification sonl contigués si la deuxiéme se déduit de la pre-
miére en ajoutant l'unité a un exposant et en la retranchant a un
autre; en généralisant la locution du n°6, nous dirons que deux fone-
tions P (ayant pour points de ramification a, b, ¢) sont associées si
leurs exposants sont de la forme

(a,2), (B, B'), s Yy, (@a+m,d'+m", (B-+n, B+ n), (Y+p, YI""P‘)’
les six entiers m, m/, ... étant tels que m + m'+ n +n'+ p+ p'=o.

XXVIL. Ure fonction P et deuz de ses fonctions associées sont
lies par une équation linéaire homogéne dont les coef ficients sont
des polynomes en x.

Il existe notamment 435 relations entre P et ses 30 fonctions
contigués.

Klein (e) a formulé quelques critiques sur la définition des fonctions
associées, préférant la faire reposer sur I'identité du groupe de mono-
dromie (voir une note de M. Winslon).

28. Représentation des branches de la fonction P par des intégrales
définjes. — Comme Riemann I'a remarqué [voir aussiJ. Thomae ()]
(265) permet de représenter les branches de P par des intégrales
définies; le résultat le plus général s'obtient en partant de I'intégrale
de Jordan-Pochhammer.

XXIX. La fonction
y(@)=(z—a)(z- b)8(x—ec)

< f (v — @) +B+Y—1 (v — b)a+B+y—1 (p — e)a+BH Y —1(p — z)'+B Y~ dp
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est une intégrale particuliére de Uéquation de Papperitz et, par
conséquent, une branche de la fonction P, si C est un contour fermé
tel que la fonction multiforme de v recienne a sa détermination
initiale quant v l’a parcouru.

On obtient effectivement une branche non nulle en prenant pour G
un double lacet entourant 2 des 4 points a, b, ¢, z. F. Klein (d) a fait
un usage systématique de ces représentations, mais en introduisant,
comme au n° 12, des variables homogénes (@@, )(b1b-)(cy ¢2)(@1 Z2);
il raméne ainsi P a une forme normale qui est une forme covariante
des quatres séries de variables binaires et une fonction entiére des
exposants (voir un travail étendu de C. Schellenberg).

VIII. — LA FONCTION s DE SCHWARZ.

29. Lréquation différentielle de Schwarz et la fonction s(}, i, v, Z).
— L’expression [formée avec les dérivées s', 5", s d’une fonc-
tion s(z)]

s" 3 [s"\2
(1) [s],g:‘-s-,-—g(?) .
avait é1é utilisée (implicitement) par Jacobi, puis par Kummer
(voir au n° 37), enfin par Riemann dans son enseignement oral;
A. Cayley I'appelle un schwarzien, a cause du role fondamental que
lui a fait jouer H. Schwarz (a, b).

La propriété caractéristique du schwarzien est son invariance vis-
a-vis d’une transformation linéaire effectuée sur s(z)

(2) [as+b

—_— =]s a, b, ¢, d constantes arbitraires).
wrl] =t @b \ )

L’effet d’'un changement de variable est donné par (15, d)
3) [$1e=Lsle( ) + e

XXX. Le rapport s(x) de deux intégrales particuliéres de
Uéquation hypergéométrigue vérifie U'équation différentielle de
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Schwarz

_rfr—Aa 1—v? I— A2t y2 _ .
(4) [S]r—-s[ s T T e r =1 ]_—2R(A,,p,v,x),

M=(1—y), wi=(x—8)p, vi=(y—a—f)

Réciproquement si s(x) est une intégrale particuliére de cette
équation, les fonctions
1 ]
ds\ 2 ds\ 2
(5) Yl(w)'——-(%) y Yg(x)=s(%)

sont deux intégrales indépendantes de Uéquation hypergéomé-
trique normale (18,) (H. Schwarz).

Il est d’usage de désigner I'intégrale générale de I’équation du troi-
siéme ordre (4) sous le nom de « fonction » de Schwarz s(a, 1, v, z); il
convient d’observer que ce symbole représente non une fonction ana-
lytique déterminée, mais un ensemble de fonclions analytiques; nous
choisirons en général une intégrale particuliére qui sera la détermina-
tion principale de la « fonction » de Schwarz et que nous désignerons
par S(A, &, v, z); loute autre détermination sera de la forme
aS(\u,v,z)+b

(6) s(e)= eS(hu,v,z)+d

(a, b, c, dconstantes).

Toute détermination est évidemment uniforme sur la surface de
Riemann [7], ses seules singularités possibles, sur cette surface, élant
des poles d’ordre 1. On peut choisir la détermination S(A, p, v, z) de
maniére que sa branche principale S(}, p, v, ) prenne des valeurs
données en trois points arbitraires du feuillet principal; les autres
branches se déduisent de S par une substitution telle que (6). Surun
feuillet quelconque, dans le domaine des points de ramification z = o,
1. o, il y a loujours une délermination respectivement de la forme

DL (z), (2—1)»D2(x), xVTy(z),

avec toutefois la possibilité d’un terme logarithmique si A, p ou v est
nul ou entier :

A2 (z)+logm, (x —1)WDa(z)+ log(z —1), zVBi{z)+ lOg.?t-'

Toutes ces propriétés, déduites par Schwarz d’une étude directe,
sont des conséquences immédiates du paragraphe VI. En particulier
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de XIX on tire de suite les 48 relations fonctionnelles.

s(= A =p, +v, w)=s<—_0—k,iv,ip, $—f—l> =s(xv, =, A 1—2a)

I

x —1 I
_s(+ B, Y, A, I.:;) =s<iv,i).,—_!—p., —;—) =s(ip,-l_—)\,iv,;).

On peut déterminer S(2, p, v, x), par exemple, en prenant sa
branche principale S(3, y, v, ) égale au quotient des branches
principales de deux des 24 intégrales du tableau de Kummer, repré-
senlées sur tout le feuillet principal par le quotient de deux intégrales
de Jordan-Pochhammer; ces intégrales étant des fonctions entiéres
de a, B, 1, il est clair que la branche S(}, ., v, ) est une fonction
méromorphe de 1, i1, v dans tout le domaine (X;).

Ezemples de fonctions de Schwarz. — 1° Fonctions élémentaires

\ SO h 1, 2)=ah S(o,0,1,r)=logz,

(G2) 11 1+ yz
} S(E,z,o,x> logl_Vx
2° Fonction du triangle rectiligne. — La fonction (n°13) qui

donne la représentation conforme du demi-plan J(z)>o sur un
triangle rectiligne d’angles md. mp, 7v (A, g, v >0, A+p+v=1)a
pour expression

(8) ZrF(1—v, M h+1,2) =S\ 1—A—v,v, z).

3° Fonction modulaire. — D’aprés le n® 24, 4° Le rapport tdes
périodes de la fonction pu (avec les notations du n° 16) correspond
au cus remarquable

(9) t(x)=S(0,0,0,z).

Remarque. — Le quotient de deux intégrales de I'équation de
Papperitz, c’est-a-dire de deux branches de la’ fonction P, vérifie
Péquation (87-a).

I

[s)e= (z—a)x—b)(x —ec)

[(I; )\2)(a——b)(a—— ) ( C)(b )

Z—a — ) 220 o

yle=afe— b)]‘

xr—c
A= (a'—a)? pi=(f'—p)p, vi= (Y —1)

qui contient comme, cas particulier ’équation (4).

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 83, 4
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30. Représentation conforme du demi-plan sur un triangle d’arcs
de cercle. — Etant donné sur la surface [7] un demaine intérieur a
une courbe fermée sans points doubles, une détermination S(3, 2, v, )
lui fait évidemment correspondre sur le plan (S) un autre domaine,
mais qui peut contenir le point a l'infini et se recouvrir partiellement
lui-méme.

En supposant i, ., v réels, Schwarz a établi une propriété géomsé-
trique remarquable de cette correspondance; «, 3, y devant étre réels,
nous pouvons prendre : A=|1 — |, p=ja—B|, v=|y —a—p|
puisque leurs carrés seuls interviennent. Considérons sur le feuillet
principal le contour C(e) formé par les segments (—1:e, —e),
(+2 1—e), (14¢, +1:¢) et les trois demi-cercles : |x|=z¢,
|z—1]|=¢, |z|=1:e. J(z)>o0. Quand z décrit dans le sens
positif la courbe C(¢), en partant du point 4¢, S=S(}, p, v, )
décrit, en marchant toujours dans un méme sens, un contour
A+C~CG+B~B+A~, composé de trois arcs de cercle A+C—, CG+B~,
B+A~ (qui peuvent chacun contenir plusneurs circonférences entiéres)
et de trois courbes A~A+, B-B+, C~C+, qui tendent respecuvement
vers trois points A, B, C (intersections des cercles) si ¢ tend vers
zéro: lorsque S décrit les courbes A=A+, BB+, C~C+ Pargument
de S—A, S—B, S—C diminue respectivement de mhA, mu, 7v.

Pour établir cette proposition. il suffit de remarquer que, «, 38, y
étant réels, sur chacun des 3 segments de I'axe réel. il y a 2 intégrales
du tableau de Kummer qui sontréelles : par exemple, sur (+¢, 1—¢):
79 et % la détermination de s(}, @, v, &) qm leur correspond
décrit donc un segment de l'axe réel, toujours dans un méme sens

. ds ’ ’
puisque - ne peut s’annuler que pour x =o, 1, ), l'axe réel
pouvant d’ailleurs étre décrit plusieurs fois, puisque s va a Uinfini

chaque fois que « traverse un zéro de y''. La détermination S(A, ., v, )
se déduisant de cette détermination particuliére par une transfor-
mation linéaire, il en résulte bien qu’elle décrira simultanément un
arc de cercle.

XXXI. Les parametres ), p, v étant réels. o<k, p, v<<2, la
branche principale d’une détermination S(), 1, v, x) donne la
représentation conforme du demi-plan J(z) > o sur Uintérieur
d’un triangle d'arcs de cercle ABC, les sommets A, B, C corres-
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pondant respectivement auzx points o, ®, 1, les cétés BA, AC, CB
auz segments (— o, 0), (0, +1), (+1, + o), les angles mesurés
vers l'intérieur étant mk, np, mv (H. Schwarz).

Soient ko, Ty, T les angles du triangle rectiligne ABC; la fonc-
tion (29s) S(Ao, £, v, ) donne la représentation conforme du
demi-plan sur I'intérieur de ce triangle. En posant,

M(t) = ho+(h— L)t p(t)=po+(p — o),
V() =vo+(v—vy)t, o<¢eLr,

pour chaque valeur de ¢ on peut construire un triangle d’arcs de
cercle ABC d’angles mh(¢), mu(t), 7v(¢). Le domaine intérieur au
triangle rectiligne se transforme ainsi d’une maniére continue. sans
que le contour présente jamais de point double, puisque pendant la
déformation A(¢), w(¢), v(£), ne passent pas par les valeurs o ou 2.

La correspondance entre 'axe réel et le contour étant donc biuni-
voque, S(A, g, v. z) donne effectivement, en vertu d’un théoréme
fondamental bien connu, la représentation conforme du demi-
plan sur le domaine intérieur au contour simple ABC (limite de
A+C-C+B~B+A").

En prenant le symétrique du triangle ABC par rapport a ses trois
cdtés, on obtient trois triangles d’arcs de cercle ABC/, AB'C, A’'BC;

la branche principale S donne la représentation conforme du demi-
plan J(x) <o sur AB'C; ses prolongements a travers les coupures
(=, 0) ou (41, + ) donnent les représentations du méme demi-
plan sur ABC' et A'BC.

La branche principale S donne ainsi la représentation conforme
du feuillet principal de (7] sur le quadrilatére ABCB', les cotés
BA, B'A correspondant aux bords supérieur et inférieur de la
coupure (— w, 0), les cotés CB et CB' aux bords supérieur et
inférieur de la coupure (41, 4 ©); on passe des cétés AB et CB
aux cotés AB' et CB', par les substitutions linéaires qui corres-
pondent pour S & Ueffet d’une rotation autour de z = o et z =1;
ces substitutions sont du type elliptique, ou exceptionnellement para-
bolique, lorsque les cotés sont tangents. '

Pour A =p =v=o0 on retrouve le quadrilatére fondamental du
groupe modulaire (n° 16).

31. Les triangles d’arcs de cercle les plus généraux.




52 J. KAMPE DE FERIET.

débarrasser de la restriction A, p, v << 2, il est indispensable d’élargir
la notion de triangle d’arcs de cercle : nous désignerons désormais
ainsi un domaine du plan (S) (Membrandreieck, F. Klein), dont
la frontiére ABC est constituée par trois arcs de cercle qui se
coupent, ce domaine pouvant se recouvrir lui-méme et contenir
le point & Uinfini; il est souvent plus commode dans leur étude de
remplacer (S) par une sphére (2), qui lui correspond stéréographi-
quement, le point « ne jouant plus un role particulier; la frontiére
du domaine de (2) est encore composée de 3 arcs de cercle ABC.
Si I'on veut éviter le recouvrement il suffit de subsistuer a (S)
[ou (2)] une surface de Riemanmn, dont les points de ramification
sont les sommets A, B, C [ou A, 33, C]. Dans I'étude actuelle tous
les triangles qui ont les mémes angles 7, mp, v sont équivalents,
leurs sommets pouvant étre amenés en coincidence par une transfor-
mation linéaire.

F. Klein et E. Schilling ont montré que, A, g, v étant arbitraires,
le triangle correspondant se déduit par déformation continue d’un
triangle ou A =p.—=v=o0. SoientA>u>v >0, posons

2a=|p+v—2>r| 2b=v+ A—p, 2c=A+p—Vv.

Triangle de premiére espéce : A\<p.+ v. — Parlant de 1, on lui
fait subir l'opération qui, sur (2), consiste a faire tourner le plan du
coté BC de ma aulour de la droite BE, le co1é « tirant » le domaine
a la maniére d’une membrane; le triangle 4 a ainsi pour angles o, g,
na; en faisant tourner les plans de CA, A3 de mb et mc on aboutit
au triangle cherché, oud =b+¢, p=c+a,v=a—+b.

Triangle de deuziéme espéce : A >y +v. — Parlant de 1', on
fait tourner le diamétre AC de 27ma, le c6lé tirant la membrane; le
triangle 3’ a pour angles 2ma. o, o; puis laissant A, B, G fixes, on
opére sur AB et AC comme dans 1 : faisant tourner AC de (b — «)
et AGB de m(c —a), on obtient le triangle cherché, ou A =05 +c,
p=c—a,v=>5b—a.

Dans les deux cas, le domaine formé par la membrane ainsi étiree
(le « triangle ») peul se recouvrir; dans le cas 1 aucun des 3 arcs ne
peut dépasser une circonférence; dansle cas 2 cette circonstance peut
se présenter pour le seul c6té BC, opposé au plus grand angle : il com-

- , Ay
prend un nombre entier de circonférences égal a E(———-p‘—m)
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XXXII. Les parametresh, p, v étant réels 2p2v2o,labranche
principale d’une détermination S(A, u,v, z) fait correspondre au
demi-plan J(z)>o, un triangle d’arcs de cercle ABC, les

O e

3

sommets correspondant auzx points o, ®, 1, les angles ayant pour
valeur nh, T, mv; si Ponn'apash, ., v<<2 la correspondance n’est
pas biunivoque, le domaine du triangle se recouvrant lui-méme;
pour la rendre telle, il suffit de remplacer le plan (S) par une
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surface de Riemann ramifiée en A, B, C; S définit alors la repré-
sentation conforme du demi-plan sur.ce domaine.

Cette proposilion se justifie par la méme méthode ‘de continuité
que XXXI; on part, selon le cas, de 1 ou 1/, qui est la représentation
conforme de J(z) > o fournie par la branche d’une détermination
convenablement choisie S(o, 0, 0, z), puis on déforme par continuité
le domaine de maniére a aboutir au triangle correspondanta (A. . v).

H. Schwarz a indiqué que si , p. v sont purement imaginaires le
domaine qui correspond 4 J(x)>>o est encore limité par 3 arcs
de cercle, mais qui ne se coupent pas, le domaine se recouvrant.
Enfin F. Schilling a étudié le cas ou A, p, v sont des nombres com-
plexes par une belle méthode géométrique.

32. Triangle minimum, triangles réduits, triangles associés. —
Soit ABC un triangle correspondant a (}, p, v); on oblient son

triangle « réduit » (¥, ', V') en « détendant la membrane » de la
maniere suivante :

Premiére espéce : on fait tourner, sur (2), chaque c6té d’autant
de fois = que possible, en sens inverse de celui qui a servi a tendre
la membrane

A=N~+b,+ ¢, = + ¢y + a,, vV=v'+4ay+ b
(oSN, w, v'<1, ao, by, c, entiers).

Deuziéme espéce : on opére sur AC et AB comme au cas 1, puis on
fait revenir le diamétre AC en arriére d’autant de tours complels que
possible :

A= A<+2ao+ by+c,, =+ e, v=y"+by
(0EN < 2,08y, V<1, ay, by, ¢, entiers).

Tout triangle réduit satisfait donc auzx conditions
oSN <2, olp, v 1.

D’autre part sur les cercles qui portent les cétés d’un triangle, on
peut construire une infinité de triangles (3, p’, v") (membranes),
parmi lesquels il y en a une seule paire pour laquelle les conditions

OSSN, ', V<1, 0K Y, VI N, N S
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sont satisfailes : tout lriangle vérifiant ces conditions se nomme un
triangle minimum (Minimaldreieck, F. Klein). Un triangle minimum
(¥, u", v") étant donné, construisons les 16 triangles :

(M, @ vy, (R 1 — ", 1—v"), (1= W, @, 1—V"), (1— N, 1—p", ¥');
(2 — N, ", v, (2 =M, 1— ", 1— V"), (1 N, p’, 1—v"), (1 N, 1—p", ¥v');
(N, 2 — " V"), (W, 1+ P 1— V"), (1— N, 2 — p, 1—Y"), (1— N, 14+ ", V')
ANl 2 — V), (W) 1— "y 1V, (1— A, 1Y), (1= W, 1— pf, 2 — V)

ce sont des triangles réduits. 4 tout triangle (), ., v) on peut ainsi
attacher un triangle minimum (X', u, V") en posant comme condi-
tion que le triangle réduit (X, p', V') de (%, p, v) soit l'un des
16 triangles réduits correspondant au triangle minimum ()', p", ")
par le procédé précédent.

Deux triangles qui ont méme Lriangle minimum sont associés et on
nomme fonctions associées les fonctions S correspondantes [voir
E. Papperitz (a)].

La proposition suivante joue un role important :

XXXIIL. Le cercle orthogonal auz trois cétés d’un triangle est
imaginaire, réduit & un point ou réel selon que pour son triangle
minimum (N'. ', V") la somme V' + p’ + ' est supérieure, égale ou
inférieure & un (H. Schwarz).

L’existence du cercle orthogonal est encore équivalente aux faits
géométriques suivants. Dans (S), transformons deux des cercles du
triangle en droites : les trois cas correspondent  la position inlérieure,
frontiére ou extérieure du point d’intersection des droites par rapport
au troisiéme cercle; dans la position frontiére, une nouvelle inversion
rend le triangle rectiligne. Sur (2) les trois cas correspondent a la
position intérieure, frontiére, ou extérieure du point d’intersection
des 3 plans des cotés, par rapport a la sphére.

33. Inversion de la fonction s(A, p, v, x). — L’inversion de la
fonction 7(z)=S(o, 0, 0, ) conduit & une fonction uniforme, la
fonction modulaire, définie dans le demi-plan J(7)>> o, et invariante
par rapport aux substitutions du groupe I'y (n° 16). H. Schwarz a fait
faire un progrés fondamental a la théorie en établissant que :

XXXIV. La condition nécessaire et suffisante pour que U'inver-
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sion d'une détermination S de la fonction s(}, p, v, z) fournisse
pour z une fonction uniforme de s, c’est que les paramétres A, p., v
soient égaux & zéro ou & l'inverse d’un entier.

Le triangle correspondant (1:/, 1:m, 1:n) ({, m, n entiers) est
réduit mais non nécessairement minimum ; les propriétés de la fonc-
tion inverse z(s), étroitement liées a celles du réseau déduit par
symétrie de ce triangle, sont trés différentes selon que son Lriangle

minimum (3", p’, v') se trouve dans chacun des trois cas énoncés
dans XXXIII. ‘

Premier cas : N+ p' +v"'>1, fonctions polyédriques.

XXXV. Lorsque les entiers l, m, n vérifient l’équation

(1)

% (N entier positif),

o~ -

Uinversion de la fonction s(1:l, 1:m, 1:n, x) donne pour x une
Sfonction rationnelle de s.

L’équation (1) admet, pour I, m, n, les cinq solutions :

I, n, n (N=n), 2, 2, n (N=2n); 2, 3, 3 (N=12);
2, 3, 4 (N = 24); 2, 3, 5 (N = 60).

La premiére conduit a la fonction z = s", demeurant invariante
pour les substitutions du groupe cyclique, le réseau se compose de n
angles de sommet O et d’ouverture n:n; dans les autres cas, il est
possible, sur (2), de choisir AGC de maniére que les plans de ses
cotés soient des plans de symétrie de I'un des polyédres réguliers
de (2), respectivement du diédre n-gonal, du tétraédre. du cube
et de Uoctaédre, de licosaédre et du dodécaédre. Le réseau ne
comprend qu’un nombre fini de triangles, égal & 2N, couvrant une
fois tout le plan; a une valeur z ne correspond qu’un nombre fini de
valeurs de s. La fonction uniforme z(s) est rationnelle; on la nomme
fonction polyédrique parce qu'elle demeure invariante pour les 2N
substitutions linéaires du groupe qui correspond au groupe des rota-
tions du polyédre régulier. A. Cayley (d), G. Halphen, F. Klein ont
démontré cette éléganle proposition : [, m, n désignant une solution

de (1), on peut former 3 polynomes P(s), Q(s), R(s), de degrés
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égaux ou inférieurs & N:I, N:m, N:n, vérifiant I'équation
P(s)+ Q(s)ym+ R(s)"=o;
la fonction pelyédrique correspondante s’obtient en posant :
z=—P(s)/R(s)"; d’ou x—1=Q(s)m"R(s)n.

Remarque. — Les équations différentielles hypergéométriques se
déduisant des valeurs A =1:l,p=1:m, v=1:n (pour chaque sys-
téme, il y en a 24) portent le nom du polyédre régulier correspon-
dant; I'équation du tétraédre notamment :

ay 2 7. \dy 1
w(l—x)%7+(§—gw)%+{'—8y—o,

a faitI'objet de nombreux travaux de A. Cayley (), J. Cockle (b, d),
S. Spitzer (b), D. Besso, F. Brioschi (b).

Deuxieme cas : N+ p' +v'=1, Sonctions elliptiques.
XXXVI. Lorsque les entiers l, m, n vérifient 'équation
(2) +

—+

=1,

ER R

1
m

o~ -

Uinversion de la fonction s(1:1, 1:m, 1:n, x) donne pour z une
Sonction elliptique de s.

L’équation (2) admel pour /, m, n les 5 solutions :
[, o, 0; 2,2,0; 2,36, 2 4,4; 3,3,3.

Le triangle ABC peut étre pris rectiligne; dans le premier cas il a
2 sommets & l'infini (bande); dans le deuxiéme cas, un seul (demi-
bande); dansles autres cas, ¢’est respectivement un triangle rectangle,
rectangle isoscéle, équilatéral. Le réseau se compose d’une infinité de
triangles égaux couvrant tout le plan. Les deux premiers cas donnent
pour z(s) une fonction périodique (pour le premier, par exemple :
x=¢e"3): ce sont des dégénérescences; dans les autres la double
périodicité se met facilement en évidence, (voir des expressions
élégantes dans G. Halphen).
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Troisiéme cas : )+ p' + ' <1, fonctions fuchsiennes.

XXXVIL Lorsque les entiers I, m. n vérifient U'équation

(3) (N entier positif),

I
m

o~ =

Uinversion de la fonction s(1:l, 1:m, 1:n, z) donne pour z une
SJonction fuchsienne de s.

L’équation (3) admet une infinité de solutions. Les cétés du
triangle ABC sont orthogonaux & un méme cercle (7); le réseau com-
prend une infinité de triangles tous orthogonaux a (y) qui couvrent
le domaine du plan, limité par (y), contenant ABC. La fonction
uniforme z(s), admettant (y) pour coupure, et prenant la méme
valeur en tous les points homologues du réseau, fournit ’exemple
le plus simple des fonctions fuchsiennes, introduites dans I’Ana-
lyse par H. Poincaré.

Les fonctions modulaires x = ¢(7)® (n°16) et J(z) (n°® 17) corres-
pondent respectivement aux solutions oo, @, « et 2, 3, .

IX. — Cas oU LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE EST ALGEBRIQUE EN Z.

34. Cas ou l'équation hypergéométrique admet une seule intégrale
particuliére algébrique. — Une intégrale algébrique de I'équation
hypergéométrique ne saurait admettre d’autres points de ramifica-
tion que =0, 1, «; siielle est la seule'intégrale algébrique un
circuit autour d’un de ces points a pour effet de la multiplier par
une constante : elle doit donc étre réguliére dans le domaine des trois
points; par conséquent elle est de la forme

y(z)="ze(1—z)0g(x),

p et o élant des nombres rationnels, g(z) un polynome de degré n;
d’aprés le n° 19, p'ne peut prendre que les valeurs o et 1 — Y, o les
valeurs o et Y —a — 3, p + o + n les valeurs — a et — B. Tous les
cas possibles sont donc contenus dans ce tableau (H. Schwarz) ou 'on
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peut permuter a et 3

e s « B Y
.o 0 —n O
o ly—a—B| —(n+o) |y+n| ¥
1—y o —(n—+p) 8 1I—p
I—Y | y—a—=B | —(n+o+p) | n4+1 | 1—0p

L’entier positif » et les nombres rationnels p et o étant choisis on
constatera qu'il ' a une des 24 fonctions hypergéométriques du
tableau de Kummer (n° 19) qui est effectivement algébrique;
toutefois si I'un des nombres vy, v —a—f, @ — 8 est entier on se
reportera au n° 23.

35. Cas ou lintégrale générale de l’équation hypergéométrique est
algébrique. — Pour que l'intégrale générale soit algébrique, il faut
et il suffit que I'équation admette deux intégrales indépendantes algé-
briques; 'expression (n°® 24) du déterminant fournit une condition
nécessaire : a, B, Y doivent étre réels et rationnels.

1° Méthode de Schwars. — 1l considére la fonction s(3, w, v, z)
correspondante, pour laquelle A, y, v sont évidemment réels. Pour
que Uintégrale générale soit algébrique il est nécessaire et suffi-
sant qu’une détermination de s(}, p, v, z) soit elle-méme algé-
brigye; la proposition directe est évidente, la réciproque résulte
de (29;)- A chaque fonction s algébrique correspondent 48 fonctions
F (=, B, v, x) algébriques.

XXXVIIL. Pour que-s(, i, v, x) soit algébrique il faut et il
suffit qu’a une valeur de x corresponde un nombre fini de valeurs
de s, c’est-a-dire que le réseau déduit'de ABC ne comporte qu’un
nombre fini de triangles, recouprant un nombre fini de fois le

plan (S).

Supposons d’abord qu’aucun des A, i1, v ne soit entier; le triangle
minimum (', ", v') est alors, sur (2), déterminé par trois plans de
symétrie d'un polyédre régulier; d’otu le tableau des 15 cas possibles;
N indique le nombre de quadrilatéres du réseau et N’ combien de fois
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le plan est recouvert :

Ne
Polyédre. ducas. A", w v, N. ’
Diédre n-gonal 1... : I P n-
2 2 n
I I 1
2.. = 12 1
Tétraédre 2 3 3
2 I I
3.. 3 3 3 12 2
1 1 1
C::)e 4. .. 5 3 i 24 1
Octaédre 8... -3- % % 24 B
T T S
2 I I
7.. 5' 3 § 60 2
2 1 1
8.. § g —5- 60 2
9.. % g % 60 3
3 I 1
Icos:fdn‘e 10... 3 3 3 60 4
dodécaedre ) 11... g § _ % 60 6
2 I I
12... 3 3 5 60 6
13. .. é : : 60 é
1 2 L
\ 14. .. 5 3 3 6o 7
3 2 I
1 15... 3 5 § 60 10

A chacun de ces 15 triangles minimum correspondent 16 triangles
réduits (N, p’, v'), desquels se déduisent par « extension de la mem-
brane » une infinité de triangles (2, w, v), pour lesquels s(2, p, v, )
est algébrique. Comme il fallait s’y attendre, les cas ou z(s) est
rationnelle (n° 33) figurent dans ce tableau : cas 1 (si p =1), 2, 4, 6.

Lorsqu’un des 2, p, v est entier, le triangle minimum a deux cétés
langents ou portés par un méme cercle; le premier cas, qui donne pours
un point singulier logarithmique, est a exclure; en particulier aucun
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des paramétres ne pourra étre nul. Si A seul est entier les cotés AB
el AG seront portés par un méme cercle a condition que A — p. — v
ou A — p 4 v soit un nombre impair; le réseau est alors fini et s est
algébrique. Si deux des paramétres sont entiers, il doit en étre de
méme du troisiéme; les Lrois coiés seront portés par un méme cercle
a condition que A + p + v so0it un nombre impair et que chacun des
paramétres soit plus petit que la somme des deux autres; le réseau
ne comporte que deux triangles qui couvrent le plan

N'= %()\+p.+v——|) fois;

s est une fonction rationnelle de degré N' et ce cas est le seul ot il
en est ainsi.

2° Méthode de E. Goursat. — Cette méthode, plus élémentaire,
part du groupe de I'équation hypergéométrique (n° 21); 'intégrale
générale étant mise sous la forme y(z) =M ¥+ N»'"', un contour
fermé la transforme en M'y' - N'y\"; Goursal (a) établit que la
condition nécessaire et suffisante pour que lintégrale générale
soit algébrique c’est que le rapport M : N = z étant arbitraire, le
rapport M' : N'= 3' ne puisse prendre qu’un nombre fini de valeurs.
Or, un circuit direct autour de =0 ou 1 se traduit respectivement
pour ce rapport par les substilutions

Z1—a = e MUY (z—a), ;'[— — b = e—my—a—p) (é —b),
_ Ie+B+1—y)T1—7y) __I‘(y—a)I‘(y——,B).
T T T(a+r1—y)Lp+i—y) T )Ty —a—B)

Le probléme est donc ramené a la recherche des cas ou le groupe,
déduit de ces deux substitutions elliptiques, est fini : ce qui conduit
tout naturellement aux polyédres réguliers.

36. Recherches de E. Landau. — Quelle que soit la beauté du
résultat de Schwarz, on doit reconnaitre qu’il n’est obtenu que par
un long détour; les coefficients de la série hypergéométrique déter-
minant la fonction, on est tenté de chercher une méthode purement
arithmétique mettant sur eux-mémes en évidence les cas ou la fonc-
tion est algébrique. Le point de départ de E. Landau a été le théoréme
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d’Eisenstein : S la fonction y(z), définie par Uélément Zanz",
ot les ay sont rationnels, est algébrique, il existe une valeur de z
pour laquelle tous les termes de la série sont des entiers. Ecartant
le cas banal ou a, 8, y — a ou 7 — 3 est un entier il suppose «, 3, v
rationnels : a=a:m, B=b:m, y=c:m (a, b, ¢, m premiers
entre eux).

La condition nécessaire et suffisante pour que le théoréme
d’Eisenstein s'applique & la série hypergéométrique c'est que
pour tout nombre p premier avec mle plus petit reste positif
(modm) de pc soit compris entre ceux de pa et pb.

Landau a d’abord (a) établi cette proposition pour p =1, puis (b)
simultanément avec E. Stridsberg (a, b) pour p quelconque. En for-’
mant les valeurs de a, b, ¢, m correspondant au tableau de Schwarz,
on voit que la condition est toujours vérifiée : donc elle est nécessaire.
Réciproquement A. Errcra, ayant formé tous les systémes de quatre
nombres vérifiant cetle condition, a constaté qu’iln’y en a pas d’autres
que ceux de Schwarz : donc elle est suffisante.

X. — TRANSFORMATIONS RATIONNELLES ET ALGEBRIQUES
DE LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE.

37. Léquation de Kummer. — L’équation différentielle du troi-
siéme ordre

d ? by ’ ’
(1 [2)e— 2R(2, g, v,x)(ais”) ——aR(¥, W, ¥, E),

rencontrée pour la premiére fois par Kummer, joue un réle fonda-
mental dans le probléme de la transformation de 1’équation hyper-
géométrique; en effet, étant données les équations de Schwarz

(?) [sle=—2R(%, p, v, 2), [sle=—2R(¥, p/, v, £),

il est clair, d’aprés (293), que la premiére se transforme dans la
deuxiéme, si I'on y fait un changement de variable en prenant pour z
une intégrale z(£) de I'équation (1).

XXXIX. — La connaissance d’une intégrale z(t) de Uéquation
de Kummer conduit & une formule de transformation de la
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Jonction hypergéométrique; en effet, la relation
(3) S{A, @y, Z(E)] =S(N, ', v, §)

entratne, d’aprés (29;), pour deux intégrales des équations
hypergéométriques normales correspondantes

1
(4) Y[, }L,V,.Z‘(E)]:(%?) YN, w', v, B

ou, d’apres (18,), pour deux intégrales des équations hypergéo-
métriques elles-mémes

N 1
—_ 1—v 1-—A’ 1—;

)57 (=2)* ylh v Bl =8 a5 (ZY (v, 8,

Remarquons que I'équation (1) reste invariante si I'on effectue
sur z ou sur { 'une des six substitutions linéaires qui permutent les
points o, 1, o, en permutant simultanément X, p, vou ¥, p’, v'; d’'une
seule intégrale, on en déduit ainsi 36, qui peuvent d’ailleurs n’étre
pas toutes distinctes.

38. Intégrales rationnelles de I’équation de Kummer. — Kummer
a formé un nombre considérable d’intégrales de I'équation (37,) qui
sont des fonctions rationnelles de £ et pour chacune d’elles il a donné la
formule de transformation rationnelle correspondante de F («, 8,7, z);
par exemple :

_[ p,a+{3+—,/;(l—=)] (2:: 2{3,a+8+—,2)
v R(E)< 3

5[,;& a+B+—,4E(1—E)] <2a 2[3,a+{3+-,1——5)
" RE)>

mais il ne précisait pas, comme nous venons de le faire, les branches
des fonctions multiformes, ce qui pouvait conduire a des méprises;
Gauss se demandait notamment pourquoi en égalant les deuxiémes
membres de ces équations on obtenait une absurdité; la raison en est
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manifeste : quand £ traverse la droite R(£) = é, la variable
= 4E(1—%)

franchit la coupure (+ 1, + ) et le premier membre de (1) ne reste
pas égal a celui de (2).

Il était évident que les calculs de Kummer n’épuisaient pas toutes
les intégrales rationnelles; dans une suite d’importants Mémoires
E. Goursat (b, c. d, g) a entiérement résolu ce probléme.

En prenant pour z une fonction rationnelle z(£), le premier membre
de (374) est lui-méme une fonction rationnelle dont le développement
se déduit immédiatement de celui de z — xy= A (§ —Fy) 4...; en
I'identifiant avec le développement de — 2R (¥, 1/, v/, £), on obtient
ces conditions nécessaires et suffisantes :

1° z étant arbitraire, mais différent de o, 1, o, les racines de
Uéquation z(¥) =x. différentes de o, 1, 0, sont toutes simples;

2° les racines des équations z(£) = o, z(£) =1, z(£) = oo, diffé-
rentes de o, 1, oo ont toutes respectivement un méme degre de
multiplicité. ‘

Soient N le degré de la fonction rationnelle, a le nombre des
racines de 'équation z(¢)=o égales a o, 1, w; r le nombre de ses
racines différentes de o, 1, w et [ leur degré commun de multiplicité;

b, s, m et ¢, t, n les nombres analogues velatifs a z(t)=1
et .Z‘(E):OO.

XL. Toute solution en nombres entiers du systeme

3) N=a+ri=b+sm=c+tn=14+r+s+t (a+b+c23)

Sfournit une intégrale rationnelle et réciproquement; les valeurs
correspondantes de A, V', ... se déterminent ainsi : si r=o,
) reste arbitraire, si r >o0, A=1:!; puis ¥= k), ou k désigne le
nombre des racines de U'équation x(t) = o égales a o.

Premier cas :r=s =t =o0;d’ot N=a = b = ¢ =1; on obtient
les six fonctions lindaires z =¢, 2z =1 —E, . =1:6...; A, |4, v sSont
arbitraires et X, ', v' s'en déduisent par permutation.

Deuzieme cas : r#o0, s=t=o0; dot a=o0, N=b=c =2;
toutes les intégrales se déduisent de celle-ci: z=(2f —1)?, A=1: 2,
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¢y, v arbitraires; N=p'=p, v=2v; Kummer les avait toutes
obtenues.

Troisiéme cas : r # 0, s 7 0, t = 0; on oblient sept solutions de
degré N =2k + 2, 2k +1, 3, 4, 6, 4.3 (k arbitraire) pour lesquelles
respeclivement A—=p —1: 2 (deux premiéres); A =1:2,p=1:3
(trois suivantes); A=1:2, p==1:4: A=p=1:3; v demeurant
seul arbitraire.

Quatriegme cas : ry, s, t £ o0; XA, 1, v sont alors lous les trois
déterminés; les valeurs de /, m. n sont données par le tableau

A p+v>1. Adptv=1. A pv <1,
——— et T e
1. 2. 4. 5 6. 1. 8. 9. 10. 11.
Loveiniiiaiin, 2 2 2 2 2 2 3 2 2 92 9
Mooeiieennnn.. 2 3 3 3 3 4 3 4§ 3 3 3
Pviiinnnnnnn, arbit. 3 4 5 6 4 3 5 7 8 9
® ® ®© ® 3 1 1 1 6 2 1

La derniére ligne indique combien de valeurs de ¥, p/, v/ corres-
pondent a chaque valeur de A, p, v; & chaque systéme de valeurs
de 4, p, v, ¥, ', V' correspond une seule intégrale rationnelle dans
les quatre premiers et quatre derniers cas, une infinité dans les
trois cas intermédiaires; il n’y a donc qu’un trés pelit nombre
d’intégrales rationnelles, lorsque A 4 p +v <1.

39. Intégrales algébriques de I’équation de Kummer. — La con-
naissance de deux formules de transformation rationnelles équivaut
a celle d'une transformation algébrique; E. Goursat a moniré que
toutes les transformations algébriques s’obtiennent par ce procédé
lorsqu’un au moins des paramétres A, A, ... est laissé arbitraire;
par contre il existe des transformations algébriques qui ne se déduisent
pas de deux transformations rationnelles, lorsque tous les paramétres
ont certaines valeurs numériques déterminées. E. Papperitz (c¢) a
abordé directement la recherche des intégrales algébriques de I'équa-
tion de Kummer. Soit f(x,£) = o la relation algébrique irréductible
définissant une intégrale 2 (%), de degré N en £, N’ en z et de genre p;
a Pensemble des points analytiques (z,, £ ), vérifiant cette relation,
correspondent biunivoquement deux surfaces de Riemann [¢]et[z],
a N et N’ feuillets respectivement. Les points de ramification de |t]

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 8., 5
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et |z correspondent aux points analytiques ot l'une au moins des
deuzx variables x ou £ prend une des valeurs o, 1, ; si I'une des
variables est égale a o, 1, o sans qu’il en soit de méme de I'autre, le
point de ramification est de premiére espéce; dans le cas contraire, de
deuxiéme espéce. Supposons qu'il y ait respectivement r, s, ¢, r', ', ¢/
points de premiére espéce de la forme (o, &), (1, &), (%, &)-
(2o, 0), (2, 1), (2, ©); la surface [£] doit étre ramifiée de la
maniére suivante : £ = o, r cycles de [ feuillets; z =1, s cycles de
m feuillels; z = oo, ¢ cycles de n feuillets; aux 7' points correspon-
dants a (z,, 0), 1 cycle de /, feuillets; aux s' points (z,, 1), 1 cycle
de m/ feuillets; aux ¢ points (29, ©), 1 cycle de n| feuillets; la
ramification de [2] est symétrique. Les paramétres ont les valeurs
suivantes :
A=10:1, p=m :m, v=n.n,

’ [ 4 ’ . ’ r__ P
N=1 7, p=m,:m, vi=n) i n;

toutefois si r, par exemple, est nul, A est arbitraire. En considérant
les points de deuxiéme espéce on obtient encore neuf équations

~ p— 7 N ~ — r N o~ —_— - —_ ’
ABy0=N8o,0, AGo1=p'8,, A8 ,=V 080, pho=r¥, ...,

ou dy,0 et &, indiquent le nombre des feuillets passant par le
point (o0,0), respectivement sur [E] et [2] : en désignant par g le
nombre des cycles de denxiéme espéce, puis en posant

a = 30’0—5— 8‘)‘1 -+ 80,09

et les analogues, on obtient le systeme d’équations

N=a+rli=5b+ sm =c+ tn (a +b+c2q,li, m, n <N,
N=ad+rl=b+sm=c+tn (a’+b+cd2q,l,m,6 n<N)
2ap+q—2=N—r—s—t+r{l,—n+s(my —1)+n)—1),
oap+q—2=N—=r'—s—t+r({li —1)+s(m—1)+t(n1—1),

qui contiennent comme cas particulier celles du n° 38; conlrairement
a celles-ci elles fournissent seulement des conditions nécessaires,
mais non suffisantes.

L’existence d’une formule de transformation algébrique prend un
aspect intuitif si 'on’ introduit les réseaux de quadrilatéres que les
fonctions S(&, g, v, ) et S(N, u', v/, £) font correspondre aux plans
des z et des £ : il faut et il suffit qu’il existe un domaine du plan (S)
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qui se décompose en N quadrilatéres du premier réseau et N’ du
deuxié¢me. En particulier I'équation

NI —A—p—v)=Na—N—y' —v),

conséquence importante des équhtions ci-dessus, a une interprétation
immédiate ('). On retrouvera I'dtude de ce point de vue dans
E. Goursat (f).

40. Méthode élémentaire de E. Goursat. — Dans sa Thése (a),
E. Goursat a résolu le méme probléme par une voie plus élémentaire
en remarquant que pour obtenir une formule de transformation
rationnelle ou algébrique, il suffit de déterminer une fonction z()
rationnelle ou algébrique telle qu’en faisant le changement de
variable z = z(£) dans I’équation (18,) vérifiée par la fonction

z(z) = af(1—2)F (a, B, Y, )
elle se transforme en une équation du méme type vérifiée par

L(E) =t (1—E)7F («. ¥, Y, §).

XI. — RESULTATS DIVERS.

41. Les racines de la fonction hypergéométrique. — F. Klein (a)
a déterminé le nombre N des racines réelles, comprises entre o el 1,
de F(a, B, v, ) en partanl du théoréme de Sturm sur les racines des
intégrales réelles des équations linéaires du deuxiéme ordre. Suppo-
sant «, B. y réels, soient y, () et y,(z) deux intégrales de I’équation
hypergéométrique, réelles sur le segment (o, -+ 1) : leurs racines se
séparenl mutuellement. Si y, s’annule au point # = o et en y points
intérieurs a (o, 4 1), toute autre intégrale réelle possédera dans cet
intervalle au moins y et au plus y 41 racines; y est le nombre carac-
téristique de U'intervalle (o, +1).

Sil’on considére le triangle ABC que fait correspondre a J(z) > o

la branche S(3, p, v, ) =y, : 31, il est clair que le coté AG se

(') Le probleme du n° 35 rentre comme cas trés particulier dans celui c1 en y
faisant A’= p’=v’=1; on peut constater que les nombres du tableau de la page 6o
vérifient ’équation N(r1—» —p —v) =—2N’,
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recouvre ainsi y fois lui-méme. Le résultat de la page 52 fournit
immédiatement la valeur

2

X=E(la—ﬁl—lI—YI—IY-—¢—6|+.1>,

une discussion trés simple montre ensuite dans quels cas on doit
prendre N=y ou N=y +1.

A. Hurwitz (b) a déterminé N, d’une facon élémentaire, en for-
mant une suite de Sturm. D’abord si «, 8, y > o0, F reste évidem-
ment positive dans (0. + 1); soil ensuite

Fi =F(a+k, B+k yv+k z),

considérons la suite Fy, Fy, ..., Fo, n élant tel que a2+ n, B +n,
Y+ n>o: Nestégal ala différence du nombre des termes néga-
tifs, pour x = o et pour x =1, de la suite

(a, 1)(B, 1 (a,2)(B, 2) (a,n)(B,n)
—'—YB’JFOFM —-—’Y)%Fil‘ﬂo, cney (—I)"—‘T_% Fn_1 Fn,

en supposant «2>f3, y — a — f3 > o, cas auquel on peut toujours se
ramener [voir L. GrcEnsaver (b), P. Porter (a, b) et W. Hear].
En supposant toujours a, B, y réels A. Hurwitz (d) a déterminé le
nombre des racines de & (a. B, y, ) situdes dans le domaine (X,);
sa méthode, trés générale, est basée sur I’élude de la variation du
logarithme d’une fonction le long d’un contour fermé. E. Van
Vleck (b, ¢) avait abordé le méme probléme par une méthode géomé-
trique comme celle de Klein. G. Herglolz a étudié, par une méthode
géométrique intéressante, les racines d’une branche de la fonction P
situées a l'intérieur du cercle qui passe par les points de ramification.

42. Polynomes hypergéométriques de Jacobi. — Lorsque « (ou f)
est un entier négatif, sans qu’il en soit de méme de v, la fonction
hypergéométrique se réduit & un polynome; la classe des polynomes
hypergéométriques a fait I'objet de travaux nombreux; voici une
simple énumération des principaux résultats. Soit

Fnta,y, 2)=F(—n,a+n,y, z);
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Jacobi (&) a d’abord établi que ce polynome s’exprime par la formule

Y1 —z )% dr
(1 Fn(a L) = —— T n— ([ — g )e+n—y]
’ n(e v, 2 TRy den LAY I @)
qui contienl comme cas particulier celle d’O. Rodrigues pour les

polynomes de Legendre: en développant en fraction continue la
fonction

Va1 — g )yt
B(a'Y_a);v-F(a'l’Y’i>=[ u_____"i_)____du,

L — U

il obtient pour dénominateur de la réduite de rang r, précisément
Fa(y—1, 2, ). Ce fait est lié a cette propriété fondamentale :
P(x) étant un polvnome arbitraire de degré inférieur & n,

1
f 2% (1 — 221 F(a, v, 2)Plz)dz =0
[

il en résulte en particulier que les polynomes F, forment une suite
de polynomes orthogonauz, 'intégrale

1
f 2o (1 — 2 )1~ F , F, dz
0

étant nulle tanL que m est différent de n. On peut donc calculer par
la méthode de Fourier les coefficients du développement d’une
fonction arbitraire; les conditions pour que ce développement con-
verge en un point x de (o, + 1) et y représente la fonction ont été
étudiées notamment par W. Steckloff (a, ), N. Kryloff, E. Kogbe-
hantz, W. Myller-Lebedeff («, b, ¢).

T. J. Stieltjes (b) a démontré, que o« et y étant réels, y>o
et o +1—7v>o0, F, a ses racines réelles et comprises entre o et 1;
il en a formé diverses fonctions symétriques. D. Hilbert a également
étudié les racines de F, et formé leur discriminant [voir C. Posst
{a, b) et L. Gecensauer (b)].

43. Expression de & (a, 3, v, #) par une dérivée généralisée. —
En introduisant le symbole D® f(z) de la dérivée de Riemann-Liou-
ville (défini quel que soit le nombre complexe 1), J. Kampé de Fériet
a montré que la branche principale s’exprimait, dans tout (X,), de

5.
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la maniére suivante :

F(a, By, 2)= Irl‘(_z_; 2 DI[ ga—t (1 — z)-B]

r(y)

= Fy = @ T — @D [ ar—ami (1 — @),

la seconde formule coincide avec celle de Jacobi (424) lorsque « est
.un entier négatif.
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