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THÉORIE DES RÉSEAUX 
Par M. Cl. GUICHARD. 

Correspondant de l'Institut, 
Professeur de Géométrie Supérieure à la Sorbonne. 

CHAPITRE I. 

ÉTUDE DES RÉSEAUX ET CONGRUENCES ET DE LEURS PROPRIÉTÉS PROJECTIVES. 

1. Définition des réseaux. — Un point M, d'un espace d'ordre /i, 
décrit un réseau lorsque ses coordonnées # , , x^ . . . , xn, fonctions 
de deux variables, satisfont à une équation de Laplace 

à- x nàx ~àx 
v ' dudv du dv 

Les droites MR, MS qui ont respectivement pour paramètres 

directeurs les quantités -p > y- sont les première et seconde, tan_ 

génies au réseau. 

2. Paramètres normaux des tangentes. — Tout système de valeurs 

i dx 

"* = -£* 

peut caractériser les directions des tangentes d'un réseau. Tenant 
compte de l'équation ( i ) , on en déduit 
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2 CL. GUICHARD. 

OU 

A du 

[JL du. 

Ces relations montrent que, si v puis u varient seuls, les tan
gentes MR, MS décrivent des développables. 

Il est toujours possible, et d'une infinité de manières, de déter
miner des fonctions h et l par les relations 

}_àh _ i M 
h du ~ ' l du~~~^' 

L'équation (i) s'écrit alors 

d-x __ i dh dx i dl dx 
du du h du du l du du 

Si l'on prend 
X = h, [x = / , 

les relations suivantes deviennent 

àx ht 

dx , 
5iT = / ï l-

On peut écrire 

On obtient également 

du ' du 

du 

dh , 
d^ = lm> 

01 u 
du 

Les quantités E, ri ainsi définies sont appelées paramètres nor
maux des tangentes. On voit que les quantités E sont déterminées 
ainsi à un facteur commun près qui est une fonction de u seul, les 
fonctions yjaun facteur commun près fonction de v seul 

Les quantités m el n sont appelées les rotations du réseau. 

3. Transformations deLaplace. — Un point N de la tangente MR a 
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des coordonnées y M y*, • • . , 7«, définies par les égalités 

yl=xl-h pit (i= I, > , . . . . / l ) , 

ou p désigne une fonction arbitraire des deux variables u et v. 
Lorsque v varie seul, le point N décrit une courbe. Les paramètres 

directeurs des tangentes sont égaux à 

dYi r dp 
du du 

A la valeur 
__£ 

correspond un point R dont les coordonnées s'écrivent 

.> != * i — - S i (1 = I, 2, . . . , / i ) . 

lorsque t> varie seul, la droite MR est tangente à la courbe lieu de R. 
On obtient facilement les relations 

àyi 
du "ldu[ n) 
dy\ _____ _ / _ ] _ i_ dn p \ 
c>w AI \efw n du / 

Ces relations permettent de montrer que le point R décrit un 
réseau dont l'équation s'écrit 

à1 y _ 1 dhi dy 1 dlx dy 

du du hx du du lY du du 

en posant 
h l 

n 

h = ni{ii)-
On peut prendre comme paramètres normaux des tangentes 

/ CM - _?! _ 1 Ô.H y 
K Ç < ; du n du ÇM 
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Les rotations m1 /i4 sont 

i 
mv= — » 

n 

/ d«-Ln\ 
\ du du ] 

Nous dirons que le réseau R et l'équation de Laplace à laquelle 
satisfont les coordonnées sont les transformés du réseau M et de 
l'équation correspondante par la méthode de Laplace en allant de u 
vers v. 

Cette transformation peut en général être poursuivie indéfiniment. 
Elle peut également être faite en considérant la tangente MS dans le 
sens de v vers u. 

4. Congruences. — Les droites d'un espace à n dimensions dépen
dant de deux paramètres u et v engendrent une congruence, si elles 
restent tangentes à une courbe lorsque l'on fait varier un seul des 
paramètres u et v. 

Il résulte de l'étude précédente que les tangentes aux courbes d'un 
réseau engendrent des congruences. On dit que ces congruences sont 
les congruences focales du réseau. 

A une droite d'une congruence correspondent deux courbes tan
gentes obtenues en faisant varier u ou e. Ces points sont appelés 
foyers. Les surfaces qu'ils décrivent sont les surfaces focales de la 
congruence. 

Considérons une droite D d'une congruence définie par n para
mètres directeurs X*, X2 , . . . , Xn , fonctions de deux variables &, v et 
soient xi} x2, . . ., xn ; yK. j - 2 5 • • • ? yn les cordonnées des foyers A 
et B correspondants. On a 

y _ = xt-h XXj (i — i , 2, . . . , n). 

Exprimons que si u ou v varient seuls les droites D restent tan
gentes aux courbes lieux des points A et B. On obtient les égalités 

dxl 

-àu-=AX» 
àfi dxt _____ > <*X, <)X 
du du du du ' 
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drt 

du 

dxt ^ Y n d\t 

du du 

d* x On voit alors en égalant les deux valeurs de l ainsi définies que 

les quantités X sont solutions d'une équation de Laplace 

du du du du ' 

les fonctions P, Q, R étant liées aux fonctions A, B, C par les 
relations 

A = CQ + ^ , du 
o= B -+-CP, 

£ = ?+<»• 
du du 

Supposons données, inversement n quantités X solutions de l'équa
tion de Laplace précédentes. Il est possible de déterminer trois fonc
tions A, B, C solutions du système indiqué, puis par l'intégration de 
systèmes complets de calculer les coordonnées xL de À. On vérifie 
immédiatement que le point A décrit un réseau et que la première 
congruence focale de ce réseau est décrite par des droites dont les 
paramètres directeurs peuvent être pris égaux aux quantités X. 

On voit également que le point B décrit un réseau. Les réseaux 
ainsi obtenus sont les premier et second réseaux focaux de la con
gruence. 

5. Réseaux parallèles. — Soient JCX , x2 , . . ., #n, a/,, a/a, . . . , # ' „ ; 
zn fonctions de deux variables définissant les coordonnées de deux 
points MM;. On dit que ces deux points décrivent des systèmes paral
lèles si l'on a les relations 

dx[ _ dXi 
du du 

(i = i , 2, . . . . n). 
àx[ _ dxt 

du P du 

JLa condition de compatibilité montre que les quantités x sont 
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solutions de l'équation de Laplace (f ) 

_a dj 
d-x du dx du dx 

du du ~~ a — [3 du OL — [3 du 

Il résulte de là que les réseaux sont les seuls systèmes qui admettent 
des parallèles. 

On peut dire que deux réseaux sont parallèles si leurs tangentes 
correspondantes sont parallèles. 

Inversement, montrons que tout réseau est parallèle à une infinité 
de réseaux. Considérons un réseau décrit par un point M dont les 
coordonnées xA, x2 , . . ., xn sont solutions de l'équation 

d-x „dx ^dx 
du du du du 

Il est possible de déterminer deux fonctions a et (3 telles que l'on 
ait 

s- «-» 
Les fonctions a, (î connues, la détermination des coordonnées x\, . ..,#'„ 
est effectué par la résolution de systèmes complets indiqués. 

Le problème de la détermination des fonctions a, [3 est équivalent 
à la résolution de l'équation de Laplace adjointe à l'équation à laquelle 
satisfont les coordonnées du réseau M. 

Il est souvent commode pour déterminer les réseaux parallèles à un 
réseau donné M de faire intervenir les paramètres normaux des tan
gentes à ce réseau. 

Les coordonnées x\. x'2, . . ., xn du point M' sont alors obtenues 
par la résolution du système 

du 
( i = i, 2, . . . , n) 

dXl l ^ 

et si l'on désigne par m etn les rotations du réseau donné on voit 

(1) Nous excluons le cas ou a et p étant constantes les deux systèmes de points 
seraient homothétiques. 
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que les fonctions H et L satisfont aux conditions 

<*H _ 
du-=hm> 

-r— = 1 1 / 1 . 

du 

On déduit immédiatement de ce résultat les conséquences suivantes : 

Si l'on considère deux réseaux parallèles, les réseaux qui se 
déduisent par la méthode de Laplace — la transformation étant faite 
dans des conditions analogues — sont des réseaux parallèles. 

Les coordonnées de même rang d'une série de réseaux parallèles 
satisfont à une équation de Laplace 

Cette équation s'écrit 

d2xt _ i d%t dxl i ài\t dxt 

du du £1 du du T_, du du 

Lorsque les fonctions H et L qui déterminent un réseau parallèle 
à un réseau donné tendent vers zéro, les coordonnées du point qui 
décrit ce réseau tendent vers des constantes. On obtient ainsi un 
réseau point parallèle à un réseau donné. 

Ce réseau peut être caractérisé de la manière suivante : 
Soient MR, MS les tangentes à un réseau décrit par un point M. 

Menons par point fixe O les droites O r , Os parallèles à MR, MS. 
A chaque système de valeurs de u et de v ont fait correspondre un 

couple de droites O r , Os qui caractérise le réseau point. 
Ce couple de droites ne peut évidemment être choisi de façon 

arbitraire. Les quantités £, YJ caractérisant leurs paramètres directeurs 
on vérifie aisément que, si v varie seul, les tangentes aux courbes 
décrites pour tous les points de O r se trouvent dans le plan Ors. 

Un résultat analogue est obtenu pour les tangentes aux courbes 
décrites par les points de Os lorsque v varie seul. 

6. Congruences parallèles. — Deux congruences sont dites paral
lèles lorsque les droites qui se correspondent sont parallèles ( 1 ) . 

(1) Il y a lieu toutefois d'exclure de cette définition le cas où les paramètres direc
teurs de la droite ne dépendent que d'une seule des variables u où u. 
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Considérons deux congruences parallèles formées de deux familles 
de droites D, D'. Ces deux familles peuvent être définies à l'aide des 
mêmes quantités X. Les quantités x, x1 qui caractérisent les coor
données des réseaux focaux correspondant A, A' sont telles qu'elles 
vérifie les relations 

dx 
d i = A X ' 

du 

Les tangentes AR, A'R' des deux réseaux sont donc parallèles. 
On constate aisément qu'il en est de même des tangentes AS, A'S' 

et l'on peut énoncer le résultat suivant. 
Lorsque deux congruences sont parallèles, leurs réseaux focaux 

correspondants sont eux-mêmes parallèles. 
Si par un point fixe, on mène des droites parallèles aux droites d'une 

congruence, on oblient un système de droites, dépendant de deux 
paramètres. Ce système peut être considéré comme la position limite 
d'une congruence. Nous dirons qu'il définit une congruence point 
parallèle à la congruence donnée. 

7. Réseaux et congruences conjugués. — Un réseau et une con
gruence sont dits conjugués si le point qui décrit le réseau est situé 
sur la droite qui décrit la congruence et si les courbes du réseau 
correspondent aux développables de la congruence. 

Soit M un réseau décrit par un point de coordonnées xA, . . . , xn 

dont les tangentes ont pour paramètres^, . . . , £ „ ; Y} , , . . . , YJ,,. Consi
dérons une congruence conjuguée à ce réseau décrite par une droite D 
définie par n paramètres directeurs X. Les coordonnées des premier et 
second foyers A et B correspondants sont données par les formules 

yt= Xf+- piX, 

zl=xl-+- psX, 
(* = i , 2, . . . , n) 

et l'on doit avoir 
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On voit ainsi que l'on peut écrire 

5 = QXH-L„„ 

Les fonctions P et Q ainsi définies ne peuvent être quelconques. Si 
_J9 Y 

l'on égale les deux valeurs de y_ on obtient 

dP __ dQ 
du Ou 

et l'on peut poser 

P = -1 —, X du 

^ X du 

Les relations précédentes s'écrivent alors 

dXt i d\ 
-T— = =T T - 1^1 •+• H $l, 
du X du 
dXt i <A v 

^ T = X ^ X ' - L n i 

et peuvent être interprétées de la manière suivante. 
Considérons la congruence point décrite par la droite A parallèle 

à D menée par l'origine des coordonnées. Le point m de cette droite 
X 

dont les coordonnées sont ~ décrit un réseau parallèle au réseau M 
et l'on peut remarquer que la quantité X définie à une constante multi
plicative prèh est solution de l'équation de Laplace à laquelle satisfont 
les quantités X. 

Inversement, partons d'une congruence point A dont les paramètres 
directeurs X t satisfont à l'équation de Laplace 

à*X dX dX 
= Pïï + 1 Aï*2*' du du r du * du 

La condition nécessaire et suffisante pour qu un point m de A de 
X 

coordonnées xt = ~ décrive un réseau est que la fonction X soit solu

tion de l'équation de Laplace. 
Supposons le réseau m' parallèle au réseau M précédent. 
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On a 
àx* _ H t 

Reprenant en sens inverse les calculs faits plus haut, on voit que 
la droite D parallèle à A menée par M engendre une conguence con
juguée au réseau M. 

On peut donc dire que : 
Toute congruence conjuguée à un réseau est parallèle à une con

gruence point obtenue en prenant les droites joignant un point fixe 
à un point qui décrit un réseau parallèle au réseau donné. 

Par suite : 
Si deux réseaux sont parallèles toute congruence conjuguée à l'un 

est parallèle à une congruence conjuguée à l'autre. 

Considérons inversement une congruence décrite par une droite D 
qui sera définie par les coordonnées y^ y2, . . ., yn d'un point de D 
fonctions de deux variables u et v et les paramètres a?,, x2\ . . ., xn 

de la droite. Un point M quelconque de D a des coordonnées de la 
forme 

Zi = yt-+- ?Ji> 

Si l'on exprime que, lorsque u ou v varient seuls les droites D 
restent tangentes à une courbe, on est conduit à des relations de la 
forme 

àfi K dxt 

du du 

Soit A une congruence point parallèle à la congruence donnée D. 
Les n quantités x sont les coordonnées d'un point m de A et l'on peut 
toujours supposer que ce point décrit un réseau. L'équation de 
Laplace correspondante étant 

dlx ^dx ^dx 
= P^7. + Q X 7 " du du du du 

*y> On voit alors en égalant les valeurs de , ^ que l'on doit avoir 

dB _dD 
du ~ du 
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Dans ces conditions un calcul facile montre que si l'on définit la 
fonction p par les égalités compatibles 

on a 

du 

du du 
àzt _ j . Ĵ £, 

Le point M décri t un réseau parallèle au réseau décrit par M. 
II en résulte que : 

Tout réseau conjugué à une congruence est parallèle à un réseau 
conjugué à une congruence point parallèle. 

Si deux congruences sont parallèles, tout réseau conjugué à l'une 
est parallèle à un réseau conjugué à l'autre. 

La fonction p définie par les égalités précédentes n'est déterminée 
qu'à une constante additive près. 

Si l'on considère un réseau M conjugué à une congruence D il existe 
une infinité de réseaux parallèles à M conjugués à la même congruence. 

On vérifie facilement la propriété suivante due à Ribaucour. 
Les droites qui joignent deux points M, M', qui décrivent deux 
réseaux parallèles décrivent une congruence conjuguée à ces réseaux. 

Nous signalerons encore que la trace d'une congruence sur un 
hyperplan quelconque décrit un réseau. Pour une congruence quel
conque la propriété se déduit immédiatement de l'étude d'une con
gruence point parallèle. Si X n X2 , . . . , X„ sont les paramètres d'une 

X X X _ 
congruence, le point de coordonnées ~> ^ > •••> - ^ - > décrit un 
réseau. 

8. Réseaux et congruences harmoniques. — Un réseau et une con
gruence sont dits harmoniques lorsque les réseaux focaux de la con 
gruence sont conjuguées aux congruences focales du réseau. 

Considérons une congruence décrite par une droite A. Soient #<, 
a?a, . . . , ^ n ; / i } j 2 } • • • ? yn les coordonnées des premier et second 
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réseaux focaux C et D. On a 

(i = i, a n\ 

g=Btr.-..> 
les relations montrent que les droites QD, OC sont les première 
et seconde tangentes d'un réseau point harmonique à la congruence. 

Donc : 

Les droites qui joignent un point fixe aux foyers d'une congruence 
forment un réseau point harmonique à la congruence. 

Inversement donnons-nous un réseau dont les première et seconde 
tangente OR, OS ont pour paramètres normaux les quantités £_, 
£2? •••} EY.; Y)I, f)2 f]n, et proposons-nous de déterminer les 
congruences harmoniques a ce réseau. 

Les coordonnées y\,yo, . . ., yn de tout point D de OR s'expriment 
par les formules 

•T '= j : (' = 1 , 2, . . . , n) 

et la condition nécessaire et suffisante pour que le point D décrive un 
réseau esX que la fonction r soit solution de l'équation de Laplace 

<**£ 1 dn )S 
du du n du du mn%, 

à laquelle satisfont les quantités £. 
Rappelons que les quantités £, r\ vérifient les relations 

et désignons par q la quantité définie par l'égalité 

dr 
*> = n * ' 

qui entraîne l'égalité 

du 
dq 

Un calcul facile montre que la deuxième congruence focale du 
réseau D est décrite par une droite du plan OR, OS ; que le réseau C 
qui se déduit du réseau D par l'application de la méthode de Laplace 
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en allant de v vers u est décrit par le point de OS dont les coordonnées 
sont 

•*! = - ( l = I> 2 , . . . , Al). 

On voit aussi que la fonction q satisfait à la même équation de 
Laplace que les fonctions YJ. 

Les paramètres directeurs X_, X2, . . ., X,_ de la congruence CD 
sont donnés par les égalités 

X , = q\t— rru ( i = i , 2, . . . , n). 

Ces quantités sont solutions de l'équation de Laplace 

à*X ^l^dX^iâ^dX^ / _ 1 ^£ I ^ \ x 

du du ~ q du du r du du \ q du r u/ 

La détermination des congruences harmoniques à un réseau peut 
être effectuée par des méthodes analogues. Nous résumerons rapide
ment les résultats. 

Soient xu J?2, . . ., xn les coordonnées d'un point M qui décrit un 
réseau et 

d2 x _. dx ~dx 
du du du du 

l'équation de Laplace à laquelle satisfont ces coordonnées. 
A toute solution 9 de cette équation correspond une congruence 

harmonique au réseau. Les premier et second réseaux focaux sont 
décrits par les points G e tD dont les coordonnées s'expriment par les 
formules 
tr\ e ÔXi 

u 

IT\\ G àxi 

du 

Les paramètres directeurs X, , X3 , . . . , X.n de la droite CD sont 
donnés par les égalités 

Y ___ db dxt d§ dxt 
l~~ du du du du 

et satisfont à l'équation de Laplace 

S=p<£-*£•-". 
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où Ton a 
dH 
du* 

ào 

Q | = Q + ^ ' 

L'emploi de coordonnées homogènes permet de simplifier les 
résultats précédents. 

Posons 
xx . _ _ i 
-r- (l — I, 2, . . . , n ) , &n+\ — Q ' 

Les n + i coordonnée^ ainsi définies sont un système de coordonnées 
homogènes de M. On a en effet 

On voit immédiatement qu'avec ces notations on peut prendre pour 
coordonnées homogènes des réseaux focaux C et D les quantités 

<•» àé-
Remarque. — Appelons réseaux correspondants, deux réseaux qui 

appartenant à des espaces d'ordre quelconque, dont le nombre des 
dimensions n'est pas forcément le même, sont tels que les coordonnées 
des points qui les décrivent satisfassent à une même équation de 
Laplace. Les congruences harmoniques à ces réseaux qui s'obtiennent 
à l'aide d'une même solution 6 sont appelées congruences harmo
niques correspondantes. 

On voit que les paramètres directeurs de deux congruences harmo
niques correspondantes peuvent être choisis de manière à satisfaire à 
la même équation de Laplace. 

Les propriétés des réseaux et congruences harmoniques peuvent 
être rattachées aux propriétés des réseaux et congruences conjugués. 
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Considérons un réseau décrit par un point M et désignons parMR, 
MS les première et deuxième congruences focales décrites par ses 
tangentes. Soit CD une congruence harmonique au réseau, dont le 
premier réseau focal est décrit par le point C le second par le point D. 
Le réseau C est conjugué à la congruence MS tandis que le réseau D 
est conjugué à la congruence MR. 

Supposons inversement la congruence CD donnée et prenons une 
congruence conjuguée au réseau C. La géométrie dans le cas de 
l'espace a trois dimensions et l'analyse dans le cas d'un espace 
d'ordre quelconque montrent que le premier réseau focal de cette 
congruence est harmonique à la congruence CD. 

Ou a ainsi un premier procédé pour déterminer les réseaux harmo
niques à une congruence. 

Le résultat précédent et les calculs qui ont été faits permettent 
d'énoncer pour les réseaux et congruences harmoniques des pro
priétés de parallélisme analogues à celles qui ont été indiquées pour 
les réseaux et congruences conjugués. 

On voit que : 
Si deux réseaux sont parallèles toute congruence harmonique à 

l'un est parallèle à une congruence harmonique à l'autre. 
Si deux congruences sont parallèles tout réseau harmonique à 

l'une est parallèle à un réseau harmonique à l'autre. 
En particulier : 
Tout réseau harmonique à une congruence est parallèle à un 

point harmonique à une congruence parallèle à la congruence donnée. 
11 en résulte une nouvelle méthode pour déterminer les réseaux 

harmoniques à une congruence. 

Nous signalerons enfin que, si dans le calcul indiqué pour la déter
mination des congruences harmoniques à un réseau on prend pour 
solution particulière 9 = xni la congruence harmonique correspon
dante est la trace du plan du réseau sur l'hyperplan xn = o. 

On déduit de là que la trace d'un réseau sur un hyperplan décrit 
une congruence harmonique au réseau. 

On voit aussi que si l'on remplace la solution 6 par la solution 0 -h A, 
h étant une constante, la congruence harmonique est remplacée par 
une congruence parallèle. 
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9. Réseaux dérivés. — Considérons un réseau décrit par un 
point M et désignons par MR, MS les tangentes aux courbes de ce 
réseau. Soit JUL un point du i-plan MR, MS. Si le point m décrit un 
réseau, ce réseau est dit dérivé du réseau M. 

Inversement, on dit que le réseau décrit par le point M est un 
réseau dérivant le réseau décrit par le point m. 

Considérons un réseau décrit par un point M et supposons déter
minées deux congruences harmoniques au réseau décrites par deux 
droites ^ , ^M . Montrons que le point m de rencontre de Q et ^ , 
décrit un réseau. Ce réseau est dérivé du réseau décrit par M. 

Les réseaux focaux C, D ; Ci, D, des congruences cj-, £j, sont con
jugués aux congruences focales MS, MR du réseau M et si l'on 
suppose que u varie seul, la tangente à la courbe lieu de m est 
obtenue comme intersection des i-plans tangents aux réseaux D, D, . 
Soit <^\ une congruence parallèle à cj , harmonique au réseau M 
et C',, D, les réseaux focaux correspondants. Le point m\ commun 
aux droites Cj, ^ ' , décrit lorsque u varie seul une courbe dont la tan
gente, intersection des i-plans tangents aux réseaux D, D', est paral
lèle à la tangente correspondante à la courbe lieu de jx. Les réseaux D, 
D', étant parallèles. Une démonstration analogue peut être faite 
lorsque v varie seul. 

Il en résulte que les points m, mr qui définissent des sjstèmes 
parallèles décrivent des réseaux. 

La démonstration analytique des résultats précédents est basée sur 
la théorie des expressions (m, n) de Darboux. 

Les coordonnées d'un point du i-plan MR, MS peuvent si l'on 
désigne par J?,, x2, . . ., xn les coordonnées de M être représentées 
par les quantités X l 9 X2, . . . , X„ définies par les égalités 

v ^ dxt dxt Xt = xt -+- X — h u —— • 
du du 

Soient 0, 0i les solutions de l'équation du réseau qui déterminent 
les congruences harmoniques ^ , ^ . Le point m de rencontre des 
droites ^ , ^ , est défini par les fonctions X et JUL solution du système 

. . d% d% 

__ -s dQ\ dft\ 

du du 
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Il en résulte que les quantités \ t sont les coordonnées d'un point m 
qui décrit un réseau. 

Cette démonstration donne immédiatement les résultats suivants : 
Tous les réseaux dérivés d'un reseau donné peuvent être obtenus par 
l'intermédiaire de deux congruences harmoniques à ce réseau. 

On voit également que le réseau m serait inchangé si l'on substituait 
à la solution 0, la solution 0-|-Xr0_ (A étant une constante). Si l'on 
fait varier la constante k on obtient donc uue série concourante de 
congruences harmoniques au réseau M. 

Il résulte également des résultats précédents que tout réseau con
jugué a une congruence harmonique à un réseau donné est un réseau 
dérivé du réseau donné. Cette méthode permet d'obtenir tous les 
réseaux dérivés. 

La même méthode permet d'obtenir les réseaux dérivant un réseau 
décrit par un point m. 

On voit immédiatement que tout réseau dérivant M est un réseau 
harmonique à une congruence Ci conjuguée au réseau m. 

On montrerait également que si l'on se donne deux congruences 
conjuguées à un même réseau /?i, le plan déterminé parles droites qui 
décrivent ces congruences, enveloppe un réseau M dérivant les 
réseau m. 

10. Congruences dérivées. — Une congruence ^ est dite dérivée 
d'une congruence H si elle est conjuguée à l'un quelconque des 
réseaux harmoniques à H. La congruence H est dite dérivant Ç}>. 

Désignons par C et D les premier et second réseaux focaux d'une 
congruence H et supposons donnés deux réseaux harmoniques à H 
décrits par deux points M, N. Montrons que la droite MN décrit 
une congruence <£ qui sera dérivée de la congruence H. 

Il est évident géométriquement que si u ou v varient seuls la 
droite MN décrit une développable et qu'elle engendre une con
gruence conjuguée aux réseaux M et N. 

Analytiquement désignons par # , , x2, . . . . xn+i ; yx, y2, . . . ,yn+\ 
deux systèmes de coordonnées homogènes des points M et N choisis 
de telle manière que les coordonnées homogènes des points C 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 74 
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soient exprimées par l'une ou l'autre des suites 

(C) 

dXi dxi dxn dxn+i 
du du du du 

dyx dy* ^ dvn àyn+i. 
du ' du du du ' 

l dxi 

(D) 

dx2 dxn dxn +1 

du du du 

dy\ dy\ ^ dy^ dyn+\ 
du* du ' " du du 

On aura alors 

àyt _____ hdx} 

du du 

àyx _ l dxt 

du du 

(i =?= i, 2, . . . , « + 1 ) . 

Les coordonnées homogènes d'un point quelconque de la droite MN 
peuvent être représentées par 

«i = J'i n- X aTj ( l ' = I , 2, . . . , # n - i ) , 

et les points c, d correspondant àX = — h, 1 = — l décrivent le pre
mier, lorsque u varie seul, le deuxième lorsque v varie seul, des courbes 
tangentes à la droite MN. Cette droite engendre donc une congruence 
dérivée de la congruence H. 

Le calcul précédent montre que si l'on supposée X constant le point 
de coordonnées zl décrit un réseau. Il existe donc une infinité de 
réseaux conjugués à la congruence ^ et harmoniques à la con
gruence H. 

On montre facilement que la méthode indiquée permet d'obtenir 
toutes les congruences dérivées données. 

Enfin si l'on considère deux réseaux conjugués à une congruence 
donnée ($> les i-plan tangents à ces réseaux se coupent suivant une 
droite qui décrit une congruence H dérivant (g • 

Toutes les congruences dérivant une congruence donnée peuvent 
être ainsi obtenues. 

Pour terminer nous mentionnerons les propriétés de parallélisme 
relatives aux réseaux et congruences dérivés ou dérivants qui sont 
une conséquence immédiate de ce qui précède. 
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Si deux réseaux sont parallèles chaque réseau ( , m ) l'un est 
r \ dérivant / 

parallèle à un réseau ( ,, . ) l'autre. 
1 \ dérivant / 

Si deux congruences sont parallèles chaque congruence ( , . ) 

l'une est parallèle à une congruence f , y. \ l'autre. 

CHAPITRE IL 

Loi DES ÉLÉMENTS ORTHOGONAUX. 

10. La théorie des éléments orthogonaux est la généralisation rela
tivement aux réseaux de la théorie des courbes orthogonales. Son rôle 
en géométrie infinitésimale est analogue au rôle que joue en géométrie 
algébrique le principe de dualité. La correspondance ne fait inter
venir que les éléments de direction des réseaux et congruences. Dans 
un espace d'ordre impair un réseau correspond à une congruence et 
inversement. Dans un espace d'ordre pair, un réseau correspond à un 
autre réseau, une congruence à une congruence. 

Au point de vue analytique, cette théorie est une application des 
propriétés des expressions (w?, /i) de Darboux. 

U . Espaces d'ordre impair. — Soient dans un espace d'ordre 
n = 2p + i, £_, £2, . . ., £„; /}. , YÎ, . . . , rifl les paramètres normaux 
des tangentes à un réseau M. Il est possible de déterminer, a un fac
teur commun près, n quantités #_, x2i . . ., xn par les 2JD équations 

ItX £ ;= O, 2 # t\ = 0 , 

Sx * =„. S* P =o, 
du du 

Les relations 
duP~l ' duP-1 

ai 
du=n^ 

du 
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permettent de substituer au système précédent le système équivalent 

S x ^ = o , ï r ? = o . du du 

du1 ' ' du-

^ àPi\ v dPi 
CJKA> ' duP 

Les quantités ,r ainsi définies satisfont à une même équation de 
Laplace et déterminent les paramètres directeurs d'une droite qui 
décrit une congruence Q. Cette congruence est dite orthogonale au 
réseau. 

Des équations précédentes, on déduit par différentiations suc
cessives 

Z*x = o, S? — = o , 
u 

2 ? T~ = °J S ? "TV = °J 

S_ 1 r = o ; SJ—— = o . 
* (Ja^-1 s duP 

Considérons le premier réseau focal de la congruence ^-. Les 
paramétres directeurs des tangentes à ce réseau peuvent être pris 
égaux à 

. dx, 
1 du 

L'interprétation géométrique des dernières équations est alors 
immédiate. La congruence décrite par les premières tangentes du 
réseau M est orthogonale au premier réseau focal de la congruence ^ . 

Il résulte de là que les diverses congruences déduites de <$> par la 
méthode de Laplace sont orthogonales aux réseaux de même rang qui 
se déduisent de M par les mêmes transformations. 

Considérons maintenant un réseau M, parallèle au réseau M. Les 
coordonnées 0'? .)'_>?••• ?J0») de M1 peuvent être définies par les 
relations 

du -/lu> 
à^1 - /•* 
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ces quantités définissent également les paramètres directeurs d'une 
congruence H conjuguée au réseau M. 

Les formules précédentes peuvent s'écrire : 

du du 

v, d1y _, d1y 
du2 du- ' 

duP ' duP 

Remarquons que les quantités y satisfont à l'équation 

d1 y _ 1 dh dy 1 dl dy 
du du h du du l du du 

et que les relations précédentes entraînent l'équation 

et, par suite, 

Posons 

on aura 

à2y 
du du 

^dv dy ^dx dy 
du du du du 

] = 2*y, 

d^ _ dx 
dû ~ dû y' 

du ~ du y' 
d-§ d*x 

du du du du" 

relations qui montrent que la fonction 0 satisfait à la même équation 
de Laplace que les quantités x. Dans ces conditions, le point P de 
coordonnées X1 , . . ., X„ définies par 

X _ = ^ ( Ï = I , 2, . . . , n) 

décrit un réseau. La congruence ^ admet des réseaux conjugués 
parallèles à P . 

En introduisant, au lieu de x les quantités X dans les équations 
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précédentes, on déduit 

puis 

_ d*-X _ à*X 
y <JM S ' J du* ' 

^ dPX v c^X 
- duP r duP ' 

qui montrent que la congruence II est orthogonale au réseau P. 

On peut donc énoncer les résultats suivants : 

Si un réseau est orthogonal à une congruence, toute congruence 
conjuguée au réseau est orthogonale à un réseau conjugué à la 
la congruence. 

Ou encore : 

Si une congruence est orthogonale à un réseau, tout réseau 
conjugué à la congruence est orthogonal à une congruence conju
guée à un réseau. 

Soient maintenant ^ u n e congruence; F_, F2 ses premier et second 
réseaux focaux; M un réseau orthogonal a ^ ; MR, MS ses première 
et seconde tangente. 

Considérons un réseau //. harmonique à ^ . La deuxième tangente 
à ce réseau décrit une congruence f/F, conjuguée au réseau F, ortho
gonal à la congruence décrite par la première tangente MR du 
réseau M. Il existe donc un réseau P conjugué à MR, orthogonal à la 
congruence jzF_ dont la seconde tangente PQ décrit une congruence 
harmonique à M, orthogonale au réseau p. Donc : 

Si une congruence est orthogonale à un réseau, tout réseau 
harmonique à la congruence est orthogonal à une congruence 
harmonique au réseau. 
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En reprenant les raisonnements en sens inverse, on montre de 
même que : 

Si un réseau est orthogonal à une congruence. toute congruence 
harmonique au réseau est orthogonale à un réseau harmonique 
à la congruence. 

12. Espaces d'ordre pair. — Considérons un espace d'ordre n = 2p. 
Soit Ç}> une congruence de cet espace définie par n paramètres direc
teurs Vi,y2> • • -<> yn fonctions de deux variables satisfaisant à une 
même équation de Laplace. Il est possible de déterminer n quantités x 
à un facteur commun pris par les relations 

2Zxy = o; 

S* âf = o , Z* df = o, 
du ' du 

dp—1 y dP~x y 
duP-1 duP~l 

Les fonctions x satisfont à une même équation de Laplace et défi
nissent les n paramètres directeurs d'une congruence G qui est dite 
orthogonale à ^ . 

Des équations précédentes, on déduit les relations 

dx _ dx 
zy -_— = o , l y -r- = o, J du ' J du ' 

_ dP-^x _ dP—^x 

qui montrent que la correspondance entre les congruences ^ et G est 
réciproque. 

Soient F1 le premier réseau focal de G, SF2 le deuxième réseau 
focal de ^ ; Ë, YJ, £', W les paramètres normaux des première et seconde 
tangentes à ces réseaux. Les quantités \ sont proportionnelles aux 
quantités J?, tandis que les quantités o sont proportionnelles aux 
quantités y. Les équations précédentes sont équivalentes aux 
équations 

s du ' * e>P ' ' du du 

x, , àP~* T\' _ „ ^ - 1 V ,__ , ̂ - i ç v , < * / » - * Ç 
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Les relations 
ai à% 
du-=n'*> J? = l11*' 
df\ d-r\ 

_ = „ î ? ; ^ = ^ , 

permettent de transformer le système précédent et d'écrire 

S 5' p. = 0 , 2?' Ç» =o, ït» ? =o. ^ f = o, 
Ï E 5 S P = T = O ; S ? ^ = T = O ; ^ ^ = O ; s ^ ^ = ï = 0 -

On voit ainsi que la première tangente au réseau 3*2 décrit une 
congruence orthogonale à la seconde tangente au réseau F,,. Les 
réseaux F , . 5*_, sont dits orthogonaux, et l'on peut énoncer les 
résultats suhants : 

Si deux congruences sont orthogonales, le premier réseau 
focal de Vune est orthogonal au second réseau focal de Vautre. 

Si deux réseaux sont orthogonaux, les premières tangentes de 
l'un décrivent des congruences orthogonales aux congruences 
décrites par les secondes tangentes de Vautre. 

Considérons deux réseaux orthogonaux M, M'. Soient £, yj, £', r/ les 
paramètres normaux des tangentes à ces réseaux. Une congruence Ç 
conjuguée au réseau M' peut être définie par les paramètres)' , , . . .,yn 

qui satisfont aux relations 

du ~ A Ç | ' 

Les conditions d'orlhogonalité des réseaux écrits avec quantités y 
deviennent 

S Ç f = 0 , 2 5 ^ = 0 , ï ^ = o , ï i , % = o, 
* du du ' du ' ete ' 

= O. 

Posons 
A = ZSy, B = Sr j 7 ; 
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on voit que 

du 

v - = m A. 
du 

Les n quantités 
*i = B Ç , — A T ) , 

correspondent aux paramètres directeurs d'une congruence G harmo
nique au réseau M. 

On a évidemment 
?.xy = o; 

2# -2L — o, Sa: -£ = o , 
du du ' 

dP-iy dP-^y 
2JC » — o ; S a ? - — = 4 - = 0 . 

duP-x duP-1 

Ces relations montrent que les congruences G et ^ sont ortho
gonales. 

Inversement, supposons donnée la congruence G et les quantités A 
et B. Les n valeurs de y seront déterminées par les équations 

A = 3 ^ , B = S r l 7 , 

du , àuJ' du du1' 

dP-i A „ àP-* ? àP-* B w àP-i f\ 
= L ^ y : = 2 • y. 

duP-1 duP-1 J duP-i duP-1 J 

On \érifie facilement que ces quantités sont telles que 

d-y=h* 
du n" 

t"-
Donc 

Si deux réseaux sont orthogonaux, toute congruence conjuguée 
à Vun est orthogonale à une congruence harmonique à Vautre, 
et inversement. 

Un raisonnement géométrique analogue à celui qui a été fait plus 
haut permettait d'établir que : 
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Si deux congruences sont orthogonales, tout réseau conjugué 
à Vune est orthogonal à un réseau harmonique à Vautre et inver
sement. 

13. Passage des espaces d'ordre pair aux espaces d'ordre impair. 
— Prenons dans un espace d'ordre n = ip + i une congruence 
Q(x\, . . . , xn) orthogonale à un réseau M dont les paramètres direc
teurs des tangentes sont £,, . . . , £ « : ^, , . . ., r)n. Soit 0 une solution 
de l'équation de Laplace à laquelle satisfait les quantités x. Le point 
de coordonnées 

X £ = y (« = I, i, . . . , Al) 

décrit un réseau /J. parallèle à un réseau conjugué à G. 
Les conditions d'orthogonalité de M et de ^ peuvent s'écrire 

yK dX ^ dX 
du du ' 

y,dPX v dPX 
* duP l duP 

Supposons, en particulier, 9=xn. Le réseau» /JL est parallèle au 
réseau décrit par la trace de ^ sur le plan xn = o. D'autre part, les 
seules quantités X, , . . . , X ^ ; £,, . . . ,£*_<; t]A, ...,f)n-\ inter
viennent dans les relations précédentes. On en déduit que : 

Si, dans un espace d'ordre zp-\- i , une congruence ^ est ortho
gonale à un réseau M la trace de la congruence ^ sur un espace 
d'ordre ip, la projection du réseau M sur le même espace forment 
deux réseaux orthogonaux. 

On démontrerait de même que la projection de ^ sur un espace 
d'ordre ip et la trace du réseau M sur le même espace forment deux 
congruences orthogonales. 

On établit aussi que : 
Si, dans un espace d'ordre 2p deux congruences sont orthogo

nales, la projection de l'une sur un espace d'ordre 2p — i et la trace 
de l'autre sur le même espace forment une congruence et un réseau 
orthogonaux. 

Si, dans un espace d'ordre zp, deux réseaux sont orthogonaux, la 
trace de l'un sur un espace d'ordre ip — i, la projection de l'autre sur 
le même espace forment une congruence et un réseau orthogonaux. 
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CHAPITRE III. 

RÉSEAUX ORTHOGONAUX O. 

14. Déterminants orthogonaux. — Considérons un déterminant 
orthogonal 

A = 11*1 x? . . . x?\\ 

dont les éléments, fonctions de deux variables u et v vérifient identi
quement les relations 

k = n k = n 

2(^)2=i> 2(*f)(*f-)=«-

On en déduit les relations 

2(^=-. 2 '̂)«')=°-
Les dérivées des éléments d'une même colonne peuvent être expri

mées en fonctions linéaires et homogènes des éléments decette colonne, 
les coefficients ne dépendant pas de la colone, par les relations 

l = n 

du ~ZàPlXl' 
i=\ 
l-n 

dxk ^ , k 

{i = 1, ?, . . . , n; k = i, 2, . . , n) , 

On déduit de là 
k=n k=n 

P'~ZàXl au ' 1i-2d * de ' 
k = \ k=l 
k=n A=n 

p>-ZàXl du' <ii-2*xi dç 
k=i / t=i 

Par suite on a 
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Les quantités p et q ainsi définies sont appelées rotations du détermi
nant. Il v a n(n — i) rotations non nulles. 

Il faut observer toutefois que les quantités ainsi obtenues ne sont 
d^x^ 

pas distinctes. L'expression J peut être obtenue de deux manières 

différentes et s'exprime dans l'un ou l'autre cas en fonction linéaire et 
homogène de x\, xk

2, . . ., xk
a. Puisqu'il ne peut exister entre les élé

ments des colonnes du déterminant une même relation linéaire et 
homogène les deux expressions obtenues doivent être identiques. Le 

calcul montre que les n{n — i) rotations satisfont à relations 

différentielles. Nous supposerons toujours ces relations vérifiées. 
Si l'on suppose connues les rotations, on peut se proposer de cal

culer les éléments du déterminant orthogonal. Ceux qui sont relatif* 
à une même colonne vérifient les équations 

l = n 
dxt ^ l 

l=n 
dx, yçi f 

l=i 

qui forment un système complet. 
Comme dans le cas de l'espace à trois dimensions, on vérifie que 

toute solution des systèmes est telle que 

l = n 

N (x^)2 = const. 
1=1 

que deux solutions x X vérifient également la relation 

i = n 

2(* f ) (Xf )=cons t . 
1 = 1 

Par suite, la solution la plus générale du problème se déduit d'une 
solution particulière en effectuant sur les éléments du déterminant 
donné une substitution orthogonale à coefficients constants. 

Appelons opération différentielle d'ordre n — 2 la résolution com
plète du système proposé ou, ce qui revient au même, la détermina
tion des éléments du déterminant connaissant les rotations. Si l'on 
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connaît les éléments d'une colonne le problème peut être ramené à un 
problème analogue dans un espace d'ordre n — i. Il en résulte que l'on 
peut achever la solution par quadratures lorsque l'on connaît (n — 2) 
solution* distinctes. 

15. Réseaux orthogonaux (réseaux O). — On dit qu'un réseau est 
orthogonal si le* tangentes aux courbes du réseau sont rectangulaire*. 
Si les quantités x sont les coordonnées du réseau on peut écrire 

i = n 

2 dxt dxx _ 

"dû ~du~ ~ °" 
i = \ 

Soit 
d*x 1 dh dx 1 dl dx 

du du h du du l du du 

l'équation de Laplace à laquelle satisfont les coordonnées du réseau, 
on a 

55 = A *' 
dx , 
— = lr{. 
du 

La relation indiquée est équivalente à la relation 

2ÇY. = O. 

On sait que l'équation de Laplace admet la solution 

20 = 2 * 2 . 

d* 

du 

5ïï = m ï 

Les égalités 

"montrent que 

Par suite on a 

^ 2 Ç 2 = „2ÇY. = O, 

S P = L , SÏ_* = V , 

U étant fonction de u seul, \ fonction de v seul. Si U et V sont des 
quantités différentes de zéro, on pourra par des changements de 
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variables les réduire à l'unité. Le réseau O est un réseau ordinaire. 
On peut écrire 

on aura alors 
S P = I , 2 r , 2 = i . ïgrà = o; 

2 dx*- = h*- du"- -f- V- du"-. 

Considérons maintenant la matrice. 

5l El ?3 • • • S« 

f\\ 7)2 'ni • •• *n« 

Elle peut être considérée comme définissant les deux dernières lignes 
d'un déterminant orthogonal 

Les relations 

X /1—2 ^ h—2 *^/i—2 

Si Ei fc 

•ni % Ti i 

*- n-2 

du = m% 

montrent que les rotations p\, p\, . . ., p'^ 2, pn
n de ce déterminant 

sont nulles et que l'on a 
PTK = '"• 

De même les rotations q\_x, ql_r . . ., #£_] sont nulles et l'on a 

q'ïi-\ = n 
par suite des égalités 

du = n7>" 

Des propriétés générales des déterminants orthogonaux on déduit que 

Pn ' = ni, 

qr' = qr<^ 

Nous considérerons une forme particulière de déterminants caracté
risée par les relations suivantes 

àxf 
du = <*i \k 

dxk 

7T=b'r>k 

(i' = i , a, . . . , n — i\ k = i, 2, . . . , n), 
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ce qui revient à dire que toutes les rotations p\, q\ sont nulles, sauf 
p"~] et q'I qui ont les valeurs aibt. 

Il ne reste plus que 2(/1 — 1) rotations qui donnent les formules 
suivantes 

âxi A . W* „ . ^H* VA ~* „e 
_ = 6 | 7 U ; — = nw ^ = - ï ^ - ng*. 

Si l'on exprime que le système obtenu est un système complet, on est 
conduit aux 2 n — 3 relations suivantes : 

dat 

—— = m bi, 
du dm dn v ,_ 
dbt ^ + ^ + S a A = ° ' 
m = na" 

Inversement, si ces dernières relations sont satisfaites par 2(71 — 1) 
rotations données, les éléments du déterminant peuvent être calculés 
à une substitution orthogonale à coefficients constants près effectuée 
sur les éléments des lignes. 

Les éléments des (n— 2) premières lignes de A définissent les coor
données de {n — 2) points situés sur l'hypersphère 

(x) )-2+ (x'ïy- + ...-+-(x';y- = 1 (i= i ,2 , . . . , n — 2). 

Ces points décrivent des réseaux O dont les tangentes ont pour para
mètres £, Y}. 

Si Ton effectue sur les (n — 2) premiers éléments des différentes 
colonnes une substitution orthogonale à coefficients constants, on 
déduit du déterminant A un autre déterminant A' qui est dit équiva
lent à A. 

Les rotations de ces deux déterminants sont difiérentes, les quan
tités m et n seules étant inchangées. On vérifie que si a,-, bi ou, a\, b\ 
sont les rotations correspondantes de AA', les quantités 

2(«_)2, 2(6,)2, zctibi 

sont les mêmes pour A, A'. On dit que ces quantités sont les invariants 
du déterminant orthogonal. 

Nous allons montrer que tous ces déterminants équivalents sont 
définis lorsque Ton connaît les deux dernières lignes. 
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Supposons données ? n fonctions Ç_. £2, . . ., hn n\,*\*, . • • • "On satis
faisant aux relations 

2<k> ï=i> 2 ( > 3 i ) î = i j 2 ^ = o > 
z = l 

d^ = n*> 

^ 7 = m ? " 

Il est possible par des opérations algébriques d'adjoindre aux quan
tités précédentes n(n — 2) fonctions y telles que le déterminant 

A,= 

y\ y\ 

J n-î Sn->2 

'Il T»2 

5» 

soit orthogonal. \ 
D'après la théorie générale, on peut écrire* 

g = 2 P ^ H - A ^ , 

du = 2 Q ^ + B ^ ; 

g=-2A,rf-^*, dr\k 

du = rnÇk, 

du 
nv\k', 5 * = - ï B l i r i i l - / t Ç * . 

dp 

Les relations obtenues en écrivant les conditions d'intégrabilité des 
premières équations montrent que les quantités VaQa peuvent être 
considérées comme des rotations d'un déterminant orthogonal ô 
d'ordre n — 2. 

Supposons maintenant que l'on ail calculé les éléments de 6 

8 = 

X?-2 

y l „'2 OLn~^ 
*n-2 a M T 2 * • ' a r t - 2 

et que l'on effectue sur les éléments des diverses colonnes de A. une 
substitution orthogonale à coefficients variables définie par les éléments 
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de ô\ On déduit ainsi de A., un nouveau déterminant orthogonal. On 
vérifie aisément que les éléments des n—2 premières lignes définis
sent les quantités x indiquées précédemment. 

Il est clair que l'on peut déduire de à^ une suite de déterminants 
orthogonaux en effectuant sur les éléments de à une substitution 
orthogonale à coefficients constants. Le problème de la détermination 
du déterminant A connaissant les éléments de ses deux dernières 
lignes est équivalent à la recherche d'un déterminant orthogonal 
d'ordre n — 2 dont on connaît les rotations. 

16. Propriétés des éléments d'une colonne d'un déterminant 
orthogonal. — Considérons les éléments 

d'une colonne quelconque d'un déterminant orthogonal A. 
On a 

àxk ~ c 

dxk , 
-du~ = bkr>' 

On en déduit que les n — 2 quantités x sont solutions de l'équation 
de Laplace 

d2x __ 1 dt, dx 1 dt\ dx 
dudu ~ Ç du du TJ du du 

On a d'autre part la relation 
1 = n — 2 

2 a??H-p-H-r_2=If 

Inversement, soientxK ,x2, ..., xn_2, n — 2 solutions d'une équation 
de Laplace, 

d-x __ 1 dh dx 1 dl dx 
dudu ~ h du du 1 du du 

telle que, l'on ait 

2 ar?H-A»-hJa=i. 

Montrons que les n quantités xA, xÀ, . . ., xn_2] £ = h. ri = l sont les 
éléments d'une colonne d'un déterminant orthogonal. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N* 7 4 . 3 
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Les rotations seront définies par les égalités 

i dxk i dt\ 
Ç du ç du 

, i dxk i Ç̂ 
bk— - - r - ; / 1 = - - -

T_ cw 7 TJ du 

Les relations 

du 

expriment que les quantités x sont solutions de l'équation de Laplace. 
On déduit ensuite 

— = — 2^akXk— nn\, 

£ =—1LbkXk— /i£. 

Comme on a 

7v = nr» àv 

3 5 = B t Ç -

En égalant les deux valeurs de -7— -̂ ou de -r—r- ? on trouve 

2a*6* = o, 

du u dudu 

dm dn 
du du 

et l'on voit que les quantités ak, bk sont les rotations d'un détermi
nant orthogonal. 

Remarques. — I. L'équation de Laplace à laquelle satisfont les 
quantités x n'est pas modifiée lorsque l'on substitue aux quantité h 
et l les quantités AU, /V, U étant fonction de u seul, V de p seul. 

On peut donc supposer que les quantités x, A, / sont liées par la 
relation 

X^f-+- X^...-+-X% 2H-/i2tJ2-f- r \ 2 = i . 

On prendra alors 

r.= IV. 

H. Les propriétés indiquées subsistent également lorsque l'on con-
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sidère des combinaisons linéaires à coefficients constants des éléments 
des différentes lignes de A. 

Les quantités 
Y A = ayx] •+• a 2 ^ - h . . . - h a.nxk

n, 

E = «i Si -+• a2 ?2 -»-. • .-+" «n Çn, 
•H = at'^t -h a2 r12 -+-. . .-h a„Tj„ 

vérifient l'égalité 

2 Y î - h P - + - 7 1 ï = = 2 « ï
2 = consL 

Les /i — 2 quantités y étant solution de l'équation. 

d*Y_ _ià^àY iàr^àYm 

dudu % du du T_ du du 

Il en résulte immédiatement que si l'on considère n — 2 solutions 
d'une équation de Laplace 

<J«Y _ 1 dh d\ làl^àY 
dudu ~ h du du l du du 

telles que l'on ait 
2 Y? H- A°-IP-+- /2 V2 = const., 

on peut en déduire en général les éléments d'une colonne d'un déter
minant orthogonal A. 

Lorsque la somme indiquée est nulle les quantités Y peuvent définir 
une combinaison isotrope des éléments de deux colonnes d'un tel 
déterminant telle que 

X jj -J— l X 1 , X 2 "r— l X 9 , . . . , * ^ M o ""•"" ^ *^/ï 2 * 

17. Détermination des réseaux orthogonaux. — Lorsque l'on 
connaît les paramètres normaux E, r\ des tangentes, la détermination 
des réseaux O est liée à la résolution des systèmes suivants : 

dxt dh j 

dx, , dl , 

Les rotations m et n étant connues, on calculera d'abord h et /puis 
les coordonnées x seront définies par des quadratures. 

Supposons donnés maintenant les éléments d'un déterminant A dont 
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les deux dernières lignes sont les paramètres £. n des tangentes à un 
réseau O. On peut si l'on désigne par X_, Xn les coordonnées du 
point qui décrit le réseau poser 

Xk = pix\+pix2 + ...-i-pn_ix
k
l_2-hq%k-*- r-r\k. 

Les n quantités ps, p2. . . ., pn-o, q, r étant caractérisées par les 
égalités 

àX^ AS 

dXk 

-du-=l^k 

doivent vérifier les relations 

dpi dr 

*. , < » - ' . * - . » - < o ; àq 
-r- = oxr - i = rn. 
du du 

On a, en outre 

h = ^alpl->t- -%- -4- rm, » 

• l=2blPl-h £ -+-qn. 

Lorsque les quantités q et /* sont déterminées les quantités p 'sont 
obtenues par quadratures. On peut obtenir ainsi tous les réseaux O 
correspondant à un déterminant orthogonal donné. 

Remarque. a— On sait que l'équation du réseau admet la solution Q, 
définie par 

26 = 2 X 2 = 2^2.+-^.,.,2. 

On voit immédiatement que 

^ 9 A 

d* 
du 

Lorsque 0 est constant on a évidemment 

les quantités a t étant constantes. Ces réseaux sont tracés sur une 
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sphère ou sur un cône suivant que l'on a V a ^ o ou = o. Ils sont 

obtenus par des combinaisons linéaires ou isotropes des lignes d'un 
déterminant orthogonal A. 

18. Congruences normales à un réseau O. — Soit M un point de 
coordonnées X1 , . . ., X.n qui décrit un réseau O correspondant à un 
déterminant orthogonal A dont les éléments d'une colonne sont 

I K x« ••• xln-i s. -n« II-

Une droite T passant par M perpendiculaire aux deux tangentes du 
réseau aura ses paramètres directeurs y, . . ., yn définis par les rela
tions 

Précisons, à quelles conditions doivent satisfaire les quantités a pour 

que cette droite L décrive une congruence. 

Les quantités X satisfont aux relations 

dX 

dX 
d^ = **> 

et un point P de la droite L a pour coordonnées 

Y = X + p j r . 

Exprimons que si u ou v varient seuls ce point décrit une courbe 
tangente à L. On devra vérifier que 

Le calcul montre que dans ces conditions on doit avoir 

i_ d*\ _ I d<Xi _ _ i <te/i-.8 

a_ du ~~ ou du ' ' ' aft_.2 du 

I dai _ i da* _ _ i doLn—s 
at du ~ a2 du an_4 du 
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Le rapport de deux quantités a est donc indépendant de u et de v 
et comme les quantités y peuvent être définies à un facteur constant 
près il est possible de réduire toutes les quantités a à des constantes. 

La réciproque est évidente. On peut donc définir à l'aide de n — 3 
constantes arbitraires les congruences normales à un réseau O donné. 

La normale est ordinaire si l'on a ^ a 2 ^ o . On pourra toujours 

supposer ^ a 2 = i. Elle est isotrope si Ton a V a 2 = o. 

Remarque. — D'après ce qui précède, la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'une droite D, normale à un réseau O, décrive une 
congruence conjuguée à ce réseau, est que ses cosinus directeurs 
X\, x2, . . ., xn liés par la relation 

x-x -+• X% -+- . . . - h x% = i 

satisfassent à une même équation de Laplace : 

dlx __ dx dx 
dudu du du 

Cette condition est équivalente à la suivante. 

Il faut et il suffit que l'équation de Laplace à laquelle satisfont ses 

paramètres directeurs xx xtl admette la solution \fx] + . . . + #„. 

19. Réseaux et congruences se rattachant aux réseaux et con
gruences O. — Nous dirons qu'une figure (congruence ou réseau) 
d'un espace d'ordre n possède la propriété géométrique /?H si elle 
peut être considérée comme la projection sur cet espace d'une figure 
de même nature située dans un espace d'ordre n-\-p — i possédant 
la propriété géométrique H. 

Un réseau M décrit par le point de coordonnées xx, x2, . . ., xfl 

sera un réseau pO s'il existe p — i solutions xn+], . . ., xnJrP_K de 
son équation de Laplace telles que le point de coordonnées 
xK, x.2, .. ., xn_i_p_i décrive dans l'espace d'ordre n-\-p — i corres
pondant un réseau O. Les xn+l, # /?+2, . . . , Xn+P-\ sont les coordonnées 
complémentaires du réseau. 

L'équation de Laplace admet la solution 
i = n-+-p—i 

9= 2 (*,)2-
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On a 

2(2)"* •• 
ou en faisant intervenir les paramètres directeurs des tangentes 

i = n-hp — i 

2^< ) !+ 2 (?.)*^o, 

2_(^)2+ 2 ^ ^ °' 
i = n i=zn-hp — i 

]_£ Si ̂ 1+ 2 ?i7U = ° ' 

Ces dernières relations font intervenir seulement les éléments de 
direction du réseau. Les quantités £,l+1, . . ., ^n+p-i', *)n+>i, • • •, nn+p-\ 
sont les paramètres complémentaires du réseau pointpO. 

20. Congruences I,/>I. — Une congruence est I lorsque les para
mètres directeurs X4, X2, . . . , X^ de la droite qui la décrit satisfont 
aux conditions 

2X*=o. 

2(S)"-* 2(S)V* 
En tenant compte de l'équation de Laplace à laquelle satisfont les 

quantités X on montre que l'on a aussi -

2 dXdX _ 
du du ~ °* 

Les conditions indiquées subsistent lorsque l'on multiplie les quan
tités X par un même facteur. 

Lorsque l'on peut déterminer p — i fonctions X / l + 1 , X„+/,__ solu
tions de l'équation de Laplace à laquelle satisfont les paramètres 
X;,, . . . , X,i d'une congruence telles que 

i=n i = n-hp — i 

2 ( X ' ) 2 + 2 (x<)a=°> 
i = l i = n-hi 

i = n-+-p — i i = n+p - i 

2 m*°- i ($)-• 
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on dit que la congruence définie par les n quantités X i ? X2 , . . . , XM 

est une congruence pi. 
Les quantités Xn4__, . . ., X/?+_0-_1 sont les paramètres complémen

taires de la congruence pi. 
Une normale isotrope à un réseau O décrit une congruence I. 
Une normale ordinaire décrit une congruence 2I. Nous avons vu 

que l'équation de Laplace à laquelle satisfont les n paramètres direc
teurs X_, X2 , . . ., X„ admet la solution 

Y„+t = v/x^T77TTxf. 

On peut donc dire qu'une normale ordinaire décrit une congruence 
2I. Il suffit de prendre pour paramètre complémentaire 

A n + I — n IM-1* 

CHAPITRE IV. 

CLASSIFICATION DES CONGRUENCES ET DES RÉSEAUX. 

21 . L'objet de cette étude est d'indiquer les caractères des 
congruences et des réseaux qui se déduisent des réseaux orthogonaux 
par les opérations géométriques indiquées au premier chapitre. 

22. Congruences conjuguées à un réseau O. — Nous avons déjà 
déterminé toutes les congruences engendrées par les normales à un 
réseau O et montré qu'il existait parmi les congruences conjuguées 
des congruences I et 2I. 

Considérons maintenant une congruence conjuguée quelconque et 
la congruence point qui lui est parallèle. Un point convenablement 
choisi sur .les droites de cette congruence décrit un réseau O parallèle 
au réseau donné. Nous prendrons comme paramètres directeurs les 
coordonnées xK, x*, . . ., xn de ce nouveau réseau. 

L'équation de Laplace à laquelle satisfont les quantités x admet 
les n + 2 solutions 

Xly XZ, . . . , Xn, G = JF? •+• x\-\-. . .-hX%, I . 

Posons 
Xn-i-\ -h lXn+-2 = 6, 

#1,-+-1— l # n + 2 = I. 
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On a immédiatement 

" 2 (*)2=°> 

qui montrent que la congruence définie par les n quantités x est une 
congruence 31 lorsque 9 n'est pas constant. 

Les congruences conjuguées a un réseau O sont des congruences 1, 
al , 31. 

23. Congruences conjuguées à un réseau pO. — Un réseaupO 
étant défini comme la projection d'un réseau O d'un espace d'ordre 
ra-t-p— i sur un espace d'ordre /i, il résulte immédiatement des résul
tats précédents que les congruences qui lui sont conjuguées sont pi, 
(/> + i)I, (/> + 2)L 

24. Réseaux conjugues aux congruences I. — Soient X. , X3 , . . . , X„ 
les paramètres directeurs d'une congruence I, Q une solution de 
l'équation de Laplace à laquelle satisfont les quantités X. Le point M 
dont les coordonnées sont 

X l = T (^ = ^ ^ - - - 7 n)> 

décrit un réseau conjugué à la congruence point parallèle à la 
congruence donnée. On a 

2 # 2 = o, 

S /dxy* _. v1 (dx\- , V1 àx dx 

A tout réseau conjugué à la congruence I donnée correspond un 
réseau parallèle conjugué à la congruence point. 

Il en résulte que : 
Tout réseau conjugué à une congruence I est un réseau O. 

25. Réseaux conjugués aux congruences 21, . . . , pi. — Les réseaux 
conjugués à ces congruences peuvent être déterminés par la méthode 
précédente. 

Considérons d'abord une congruence 2I et soit X^-H la coordonnée 
complémentaire de cette congruence. On pourra prendre pour solution 
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particulière 
e = x W H _ j . . 

Le point de coordonnées 

Xl = T ( l = = I > 2 ' •••» n ) 

décrit un réseau O. 
Une congruence 2I admet donc une infinité de réseaux conjugués 

parallèles qui sont O. 
Lorsque 9 est quelconque les réseaux conjugués correspondants 

sont 2O. La quantité 
Xft-M 

Xn+i - — — 

est la coordonnée complémentaire du réseau. 
Considérons maintenant une congruence pi. Soient X^, . . . , Xw ses 

paramètres directeurs et Xw + I , . . . , Xn4v0__ les paramètres complé
mentaires. 

Posons 
X l = (T ( i = I 3 2 , . . . , / l + _ D - l ) . 

X 
Lorsque 9 est quelconque le point de Coordonnées xt= -^ 

( Ï = I , 2, . . . , Ai) décrit un réseau pO, les coordonnées complémen
taires étant les quantités xn+l, . . . , xn_i_p_]. 

Supposons que l'on prenne 6 = ^/M/J__, le raisonnement précédent 
montre que le point de coordonnées xh (i = 1, 2, . . . , ra) décrit un 
réseau (p — 1) O. Les coordonnées complémentaires étant xn^, ..., 
Xn_hp_2 • 

De même si l'on choisit 9 = x/l+.p_2^r ixn+p_i le point de coor
données Xt(i=i, 2, . . . , n) décrit un réseau (p — 2 ) 0 . Les coor
données complémentaires étant #, i+1, . . . , xn_rP_3. 

On voit d'ailleurs d'une façon plus générale que si l'on prend 

0 = a_ xn+i - 4 - . . . H- dp—\ X/i+jy—i 

les quantités a étant constantes, on peut réduire les coordonnées 
complémentaires kp — 2 ou à. p — 3 suivant que l'on a 

2 « 2 ^ o 
ou 

2a2=o. 

Les réseaux correspondants sont (p — 1) O ou (p — 2) O. 
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Les réseaux conjugués à une congruence pi sont donc des 
réseaux (p — 2) O, (p — 1) O ou pO. 

26. Congruences G (harmoniques aux réseaux O) et pC. — On 
dit qu'une congruence est G lorsque ses n paramètres directeurs X n 

X2 , . . . , X„ qui satisfont à l'équation de Laplace 

d-X 1 dh dX 1 dl dX 
n X du du h du du l du du 

vérifient la relation 

X? + XJ -+-.. .-h X* = /V U -+- /*- V, 

U et V étant des fonctions de u et de v seuls, différentes de zéro. 
Cette propriété subsiste lorsque Ton multiplie les quantités X par 

un même facteur \ et ne fait intervenir que les éléments de direction 
des droites de la congruence. 

La projection d'une congruence C d'un espace d'ordre n-\-p — 1 
sur un espace d'ordre n définit une congruence pC. 

27. Congruences harmoniques aux réseaux O, pO. — Les 
congruences C peuvent être rattachées géométriquement aux réseaux O 
de la façon suivante. 

Désignons par£_, £2? •••> \n\ v\\-, f\2, ..., r\n les paramètres normaux 
des tangentes à un réseau O. Toute congruence harmonique à ce 
réseau a des paramètres directeurs Xi , X_>, . . . , Kn donnés par les 
formules 

Xt= qh—r-r\t 

et les quantités X satisfont à l'équation de Laplace 

d2X __ 1 dq dX 1 dr dX f 1 dq 1 dr\ 
dudu ~~ q du du r du du \ q du r du/ 

On a 
2 ^ . ) - - = ^ + ^ - . 

Par suite : 
Toute congruence harmonique à un réseau O est une congruence G. 
Étudions de même les congruences harmoniques aux réseaux pO. 

Si x^ x2, . . . , xn sont les coordonnées d'un point M qui décrit un 
réseau, Q une solution de l'équation du réseau, les paramètres direc
teurs Z_, Z2, . . . , Z„ de toute congruence harmonique sont donnés par 



44 CL. GUICHARD. 

la formule 
„ _ dti dxt dQ dxt 

l~ du du du du 

Lorsque le réseau M est 2 O on a une coordonnée complémen
taire J?W + 1 . Les congruences harmoniques correspondant à une solution 
quelconque 9 de l'équation sont des congruences 2C. Le paramètre 
complémentaire Zn+* est donné par 

£*n-\ 
dft dxn+y dft dxn+\ 

du du du du 

On peut prendre 9 = xn_hi-\-h. La quantité zn+{ étant nulle, les 
congiuences harmoniques correspondantes sont des congruences C. 
Les congruences harmoniques à un réseau 2 O sont des congruences 2 C 
ou des congruences C. 

Dans le cas des réseaux pO, on a p — 1 coordonnées complémen
taires Xn+i, . . . , Xn+p^ . Lorsque l'on prend une solution quelconque 9 
de l'équation du réseau, la congruence harmonique correspondante 
est pC. 

Si l'on choisit 9 = xn^ ou plus généralement 

8 = ax Xn+{ -4- . . . -H rt^-i Xn+p—y, 

les quantités a étant des constantes telles que I a 2 ^ o , l'une des coor
données complémentaires de la congruence peut être supprimée et la 
congruence est (p — 1) G. 

D'une façon plus particulière encore, on peut prendre 

ou encore, en conservant les notations précédentes, une fonction 
linéaire à coefficients constants des p — 1 coordonnées complémen
taires telle que 2 a 2 = o. On voit alors que deux coordonnées complé
mentaires de la congruence peuvent être supprimées et que la 
congruence est (p — 2) G. 

Les congruences harmoniques aux réseaux pO sont des con
gruences (p — 2) C, (p — 1) C ou pC. 

28. Réseaux harmoniques aux congruences G, pC. — Les pro
priétés étudiées ne faisant intervenir que la direction des éléments, 
nous raisonnerons sur le réseau point parallèle au réseau M harmo-
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nique à une congruence C. Soient>,, . . . , \n\ YJ., . . . , r^les paramètres 
des tangentes à ce réseau. On a 

<i = i, 2, . . . , n). 
du" = n* 

Les paramètres directeurs X, , . . . , X„ de la congruence peuvent être 
pris égaux à 

X|= qh— rr\L (i = i, >,. . . , n), 

tandis que les coordonnées des foyers A et B sont données par 

A, * ,= jf, B, * , = ^ (1 = 1, 2, . . . , n). 

On doit avoir 
dr 
du=n^ 
dq 
du 

L'équation de Laplace à laquelle satisfont les quantités X est 

ÉUL = 1 ^ ^ + 1 ^ . ^ ^ RX 

dudu q du du r du du 

La congruence donnée étant une congruence C, on a 
2X2 = q*-U -h ^ V. 

Si l'on remplace les quantités X par leur valeur, on obtient 

^2(vç2_ u) -2^2$7)-+- r*(2 V —V) = o. 

Il est toujours possible de définir deux quantités qif rA par les 
relations 

On a alors 
22£r. = qr<-h rqy. 

Par difiérentiation on déduit des égalités précédentes : 

2 n 2 ÇT_ = mr^, -+- gr - ^ 1 . 
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On a donc 
drx 
lu" = " * " 
âqi 

Les fonctions q., rA qui ont été définies satisfont aux mêmes relations 
que les fonctions q, r. 

Nous distinguerons les différents cas suivants : 

i° On a 
Ï P = U, 
27.2 = V. 

Le réseau harmonique à la congruence considérée est un réseau O. 
2° q\= — «2<7 et, par suite, r, = — w-r (w étant une constante). 

On peut écrire : 
L çj-f. w a r» = U , 

2 r.2-4- ( 0 ^ 3 = V. 

Le réseau harmonique correspondant est un réseau 2 O, les paramètres 
complémentaires des tangentes étant 

7_w___, = taq. 

3° gr1, r_ sont quelconques. On peut définir les quantités £,_+_, Çn+2 > 
YÎAI+I, r}#i+2 par les relations 

?/i4-t — * ï n + ï = — r l> " H / I - H — ^/1-+-2 = — # ! • 

Ces quantités nouvelles vérifient les relations 

Tu = n*> 

di\ 

et les égalités indiquées plus haut peuvent s'écrire 

t=\ 
i = / n - 2 

2 (%)*=v. 
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On voit que le réseau harmonique est un réseau 3 0 . Les paramètres 
complémentaires des tangentes à ce réseau étant les quantités !U-M, 

En résumé : 
Les réseaux harmoniques à une congruence C sont des réseaux O, 

2O ou 3 0 . 
En remarquant qu'une congruence/? G est la projection sur un espace 

à n dimensions d'une congruence G située d'un espace à n-\- p — 1 di
mensions, on conclut immédiatement : 

Les réseaux harmoniques à une congruence pC sont des réseaux/? O, 
(/? + i ) 0 o u ( / ? + 2 ) 0 . 

29. Relations entre les congruences C et les déterminants ortho
gonaux. — Considérons un déterminant orthogonal A d'ordre n •+• 2 : 

A = 

et les points S et R d'un espace d'ordre n dont les coordonnées sont : 

/ C \ El ?2 ^n 
\&) r rz > z ;: > • • •> z rz 5 

S/I-Hl "+" iÇ / l+2 £n-M -+" £Ç7H-2 Ç/l-M "+" & Ç 7l-f-2 

X t\ X n 

^ 1 ^ 2 

xn+l xn^2 

~n+\ ,7,/1+2 

En+l 5/H-2 

(R) 
*ii •ns • * ) / * 

* U - K -H lT_n___2 "Hn+T "+" * t\n+2 T â/n- i "•" l "Hn+ï 

Ces points décrivent les réseaux focaux d'une congruence C obtenue 
en prenant la trace du réseau O point déduit du déterminant A sur 
Phyperplan d'équation 

puis en projetant la droite obtenue dans un espace d'ordre n. 
Les calculs qui ont été faits au paragraphe précédent montrent que 

toute congruence C d'un espace d'ordre n peut être obtenue par cette 
méthode. 

On voit que les paramètres directeurs de cette congruence sont les 
quantités X_, X2 , . . . , X/è définies par les égalités 
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Remarquons en outre que l'équation de Laplace à laquelle satisfont 
ces n quantités s'écrit 

<J*X _ \_dj_dX i dr dX 
dudu ~~~ q du du r 

en posant 

dr dX I __ I dhq i dr \ 
du du \ q du r du] ' 

q = ^/1+1-+- lrïn+2, 

r = ^/14-1-4- I E/i-r-2-

Considérons d'autre part la congruence (g>\ décrite par une droite 
dont les paramétres directeurs Y,, Y2, . . . , Yn sont obtenus en prenant 
une combinaison isotrope des deux dernières colonnes de A et définis 
par les égalités 

Y . = xn+i-*-i'x'*+* (1 = 1 , 2 , . . . , n). 

Nous avons vu que ces quantités Y sont solution de l'équation 

où l'on a 

La relation 

à2 Y _ £ dh dY i_ dl_ dY 
dudu ~ h du du l du du ' 

h = 5n-Hl"+" l ?/i-H2> 

l = T\n+l-+- ï^ln+î-

^ (Y,)2-+-A2 - 4 - ^ = 0 

montre que la congruence ^ t est une congruence C. 

Il est donc possible, par deux méthodes différentes, de déduire d'un 
déterminant orthogonal des congruences G. Les congruences G ainsi 
obtenues sont dites associées. Si l'on étudie les invariants des équations 
de Laplace correspondantes, on voit que le premier invariant de l'une 
des équations est égal au deuxième invariant de l'autre. On a, par 
exemple, 

d_ 
du ( I dq \ i dq ï dr l i dq i dr \ _ d l T dl \ __ i dh i dl 

q du J q du r du \ qdurdu)~du\ldu/~hduldu 
Nous dirons que les équations de Laplace sont à invariants opposés. 

Il résulte de là que si l'on a deux équations de Laplace à invariants 
opposés, l'une d'elles étant l'équation d'une congruence C d'un espace' 
d'ordre n, il en est de même de l'autre. 

file:///_dj_dX
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La détermination des paramètres de la deuxième congruence, 
connaissant ceux de la première, sera faite par l'intermédiaire du 
déterminant orthogonal A. 

30. Réseaux O harmoniques aux congruences C. — Considérons 
une congruence C de foyers A et B située dans un espace d'ordre n. 
Un réseau point harmonique à C est, en général un réseau 3 0 et 
peut être considéré comme la projection sur l'espace d'ordre n d'un 
réseau O situé daus un espace d'ordre n -A- 2. 

Soient ^ , >2, . . .,£,i4_2; flu *h< • • .^«+2 lus paramètres directeurs 
des tangentes au réseau O. Les coordonnées des points A et B peuvent 
être représentées par 

( À ) 

( B ) 

^,1 

?rc-t-l-+- l E/i-f-2 
(7 = 1, 2, . . . , n). 

On peut dire que les points A et B sont obtenus en prenant les 
traces A,, B, des tangentes au réseau point O sur l'hyperplan 

iï/l-hl ~+~ 2J7w__-2 — 1 

et en projetant ces points sur l'espace d'ordre n. 
Considérons le déterminant orthogonal correspondant au réseau O 

Ei g* 

T*'*"1"1 OC 

1 « + 1 '1/1+2 

Les congruences ^ , conjuguées au réseau point O peuvent être 
définies à l'aide du déterminant A. Désignons par X n X2 , . . . , X n + 2 

les paramètres de l'une d'elles, par M, sa trace sur l'hyperplan 

dont les coordonnées sont 

X/ j + t -H l X n + - ) z,= 
X ,,.+.̂  

^n-hl f 1 v / i-H 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 74. 

z„ = xn iXn 

Z-W'+-l — Y _i_ / Y ' 
A n + l H" « ^/1+2 

X71 t_2 

Z/j+2 — v ~r: ; i f 
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Le point M. décrit un réseau harmonique à la congruence A i B , , 
les n quantités Z_, Z2, ..., Z/t définissent les coordonnées d'un point M 
qui décrit un réseau harmonique à AB. 

Nous pouvons remarquer qu'inversement il est possible de déduire 
d'un réseau M harmonique à AB un réseau Mi harmonique à A ,B | 
obtenu en prenant la trace sur l'hyperplan 

XJI+I "+" IXn+i =• I 

d'une congruence conjuguée au réseau O. 
Les relations géométriques entre les réseaux M.et M. sont des 

conséquences de la remarque suivante : 
On a 

^/l- t - l •+" iZft-t-2 = I 

et, par suite, 
[dzn+,y--h(dzn+2 )n- = o, 
i = n i = n-t-2 

2^z.)*= 2 (dzty-. 
i = l i = l 

Trois cas peuvent être envisagés : 

i° La congruence ^ i est une congruence 31. Le réseau M4 est 3 0 
ainsi que le réseau M. 

3° La congruence § , est 2I. Les réseaux M et Mi sont 2O. 
3° La congruence ^ , est I. Les réseaux M et M4 sont O. 

Transformation de Ribaucour. — Cette transformation résulte des 
propriétés des réseaux O harmoniques à une même congruence C. 
Tous ces réseaux peuvent être obtenus par la construction précédente 
et se déduisent des normales isotropes au réseau point O. 

Les distances Mi A,, MiB, du point Mi aux foyers A l 9 B. delà 
congruence harmonique A<B, sont constantes. On vérifie immédiate
ment que 

MA?=0A2, MB'f= OBf. 

Calculons maintenant les distances de M aux foyers A et B de la 
congruence harmonique AB. 

On a 

MA2=2(Z,-y02. 
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Désignons par yn+\, yn±2 les deux dernières coordonnées de A4 

qui sont 

yn+i — z -~7p j yn+2 = 
Ç71+1-+- &Ç/1+2 Ç/1+1-+" îÇw+2 

et vérifient la relation 
jK/l-M-4- ¢ 7 7 1 4 - 2 = L 

On voit que l'on a 

et, par suite, 
(Zn+l— J W l ) 2 -+-(Z„+ 2 — 7*+.,)*=: O. 

On peut donc écrire 
Z = 7l-+-2 

MA* = 2 (Z i - j , ) 2 =MAf=OAf^cons t . 

Un calcul analogue montre que MB2 est aussi constant. 
Donc : 
Tous les points M qui décrivent des réseaux O harmoniques à une 

congruence C de foyers A et B sont tels que les longueurs MA, MB 
soient constantes. 

Remarque. — Dans un espace d'ordre 2, il existe deux réseaux O 
harmoniques à une congruence C. Les points M_, M2 qui décrivent 
ces reseaux sont symétriques par rapport a la droite qui décrit la 
congruence. 

Dans un espace d'ordre 3 (espace ordinaire), les points qui décrivent 
des réseaux O harmoniques à une congruence C se trouvent pour des 
valeurs données des paramètres u et p sur un cercle ayant pour axe 
la droite qui décrit la congruence. La tangente au cercle est la nor
male au réseau. On a ainsi la propriété classique due à Ribaucour. 

31. Réseaux R (conjugués aux congruences C) et pK. — On 
appelle réseau K. tout réseau conjugue à une congruence C. Pour 
établir la relation entre les éléments de direction de tels réseaux il 
suffit de raisonner sur une congruence point. 

Soient xA, x2, . . ., xn les paramètres d'une telle congruence choisis 
de telle manière que le point de coordonnées # , , x2, . . . , xn décrive 
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un réseau dont l'équation de Laplace s'écrit : 

d*x __ i dh dx i dl dx 
dudu ~ h du du 7 du du 

Il est toujours possible de choisir les quantités h et l de manière que 
l'on ait 

26 = Zx--h h-+ l-= o. 

L'équation de Laplace admet la solution 6. 
Inversement, cherchons à quelles conditions doivent satisfaire les 

quantités x, h, l pour que l'équation de Laplace admette cette 
solution. 

Un calcul facile donne : 

^ 9 _ ±dhdti_ __j[ (HdQ 
dudu h du du l du du 

2 dx dr d2h . d2l i dh.dl i dl ,dh 

du du dudu dudu h du du 1 du du* 

On a, d'autre part, 
dx , _. dh , 

dx , dl . 
au du 

En tenant compte de ces relations, la condition précédente après sup* 
pression du facteur hl s'écrit 

2 dm dn 

Montrons maintenant que cette relation caractérise les réseaux K. 
Il suffit d'établir que si les paramètres des tangentes d'un réseau M 
et les rotations satisfont à la relation précédente, il existe une con
gruence C conjuguée au réseau. 

Nous remarquons que les quantités 

Ai= Ci, A2= i;2> . . . , A n = 5«, M = n, 
B1=r{l, B2 = T_2, . . . , B W =TI„ , " N = m, 

peuvent être considérées comme les rotations d'un déterminant ortho-
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gonal A d'ordre n + 2, 

A =H X| Xf . . . XI l\ V, Il 

et nous pouvons former une combinaison isotrope des n premiers 
éléments de deux colonnes telle que 

On a 

• ^ r = A.I( ç/H_i -+- 1 £/1+2) 

(i' = i, 2, . . . , n). 

— = B z ( r_'/J+I -h iv\'n+2) 

On voit ainsi que le point de coordonnées Y décrit un réseau dont 
les tangentes ont pour paramètres les quantités A, B. Ce réseau est 
parallèle au réseau M donné. Ces quantités définissent les paramètres 
d'une congruence conjuguée au réseau M. On sait que cette con
gruence est C. La propriété est donc établie. 

On voit de plus que toute combinaison isotrope des colonnes de A 
fournit une congruence C conjuguée au réseau M. il existe donc une 
infinité de congruences C conjuguées a un réseau K. 

Les n premiers éléments d'une colonne de A donnent aussi les 
paramètres d'une congruence conjuguée au réseau M. On a en effet 
les relations 

£ L - A F 
(1 = 1, 2, . . . . n). 

àX[ K ' ' ; 

du 
La relation 

2(x;)3 
• K . ) * = i 

montre que la congruence ainsi définie est une congruence 2C. La 
coordonnée complémentaire étant i, les quantités h et' l correspon
dantes sont £,, r}\. 

Toute combinaison linéaire à coefficients constants des n premiers 
éléments des différentes colonnes 

Y_= aiX* + a 2 X J
2 + . . . + a n + 2 Xj l + 2 (1 = 1 , 2, . . . , n) 
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donnerait en supposant 

les paramètres d'une congruence 2C conjuguée au réseau. 

Dans le cas général les paramètres d'une congruence conjuguée au 
réseau M peu\ent être définis comme les coordonnées 7 , , y2, . . . ,yn 

d'un point P qui décrit un réseau parallèle. 
Soit 

d1}' _ 1 dh dy 1 dl dy 
du du h du du • l du du 

l'équation de Laplace correspondante. 
Cette équation admet la solution 

">0 = 2y0-+h>-hl-. 

Les cas où l'on a 9 =. o où 9 = const. ont été envisages et corres
pondent aux congruences C, 2 G. 

Si 9 est quelconque on posera 

yn+i + îyn+t= 26, 

7*+i—i'7#i+ s = — i . f t 

On définit ainsi deux nouvelles solutions yn^.\i *7«+2 de l'équation 
de Laplace et l'on a 

2 i/,)!+*!+^=o. 

La congruence conjuguée est une congruence 3C. les coordonnées 
complémentaires étant iy„+A, iyn+2-

Les congruences conjuguées aux réseaux K sont des congruences C, 
2C ou 3C. 

La théorie générale permet de définir un réseau pK. comme la pro
jection d'un réseau K d'un espace d'ordre n-i-p — 1 sur un espace 
d'ordre n. 

Les résultats précédents montrent que les congruences conjuguées 
aux réseaux/>K sont des congruences pG, (p + i)G ou ( p - h 2)C. 

32. Réseaux N (nuls) et y>N. — Un réseau nul ou réseau N est 
un réseau dont les courbes sont des lignes de longueur nulle, mais qui 
ne présente aucune singularité d'ordre plus élevé. 

Si Xi, x2, . . . ï xu dont les coordonnées d'un point M qui décrit un 



THÉQRIE DES RÉSEAUX. 55 

réseau nul, on aura : 

Si l'on introduit les paramètres normaux £, n des tangentes au 
réseau, les égalités précédentes sont équivalentes aux égalités 

— s — U , — Tj U , 

2(sy-- m)'"-
Par différentiation, on en déduit 

n S £TI = o, m 2 £T_ = o. 

Si l'on n'a pas n = m = o, la relation 

Z?7i = o ( i ) 

est vérifiée. 
Un réseau N est en général un réseau rectangulaire singulier. 
A la théorie des réseaux nuls se rattache immédiatement la théorie 

des réseaux applicables. 
Un réseau M(xA, x2, . . ., xn) est applicable sur un réseau 

P ( j n y*, ••••>yP) si l'on a 

On sait que, dans ces conditions, les équations de Laplace des deux 
réseaux sont les mêmes. 

Il en résulte que le point de coordonnées xK, x2, ...,xn, iy\,.-,iyp 
décrit un réseau N. 

On définit également un réseau _#N comme la projection sur un 
espace d'ordre n d'un réseau N situé dans un espace d'ordre n-\- p — i. 

33. Relations entre les réseaux N et les réseaux O. — Soient (#_, 
x2, . . . , xn) les coordonnées d'un point M qui décrit un réseau O 

(1) Le cas particulier se présente pour les surfaces minima de l'espace ordinaire. 
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dont les paramètres des tangentes sont les 2n quantités £., £2, . • • >£n; 
v?i, n*. . . . , rin. On a 

^Xl /, e 

( 1 = 1 , 2 , . . . , 7 1 ) . 

Considérons maintenant deux normales rectangulaires MA, MB au 
réseau M et supposons les paramètres X_, X2 , . . . , X„ ; Yi9 Y2, ..., Yn 

de ces droites choisis de telle manière que l'on ait 

^ r - B ^ ' -du- = F^' 

La condition d'orthogonalité donnant la relation supplémentaire 

SXY = o . 

Un point P du i-plan MAB a des coordonnées yx, y2. . . , , yn 

'données par les formules 

yl=z xt-h rXt-h pYt (i = i, 2, . . . , n). 

Proposons-nous de déterminer les fonctions r et p de telle manière 
que le point P décrive un réseau dérivant du réseau M. Un calcul 
montre que l'on doit avoir 

Les expressions -jp? -=p> T~~r s o n t données P a r ^es égalités, 

àfi = x àr _^_Y dp 
du l du ldu 

dyl -, dr -, do . . . 

à%Yi _ x d-r + y d2p 
dudu l dudu l dudu 

Les /14-2 fonctions yA, y2, . . . , yn, r, p satisfaisant à la même 
équation de Laplace qui est celle à laquelle satisfont les quantités r 
et p. 
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On obtient aisément 

X(dyty= S(X,)a dri+ZiYrfdo*. 

On voit donc que : 

Si l'on a choisi deux normales ordinaires on peut prendre 2(X,)2 = i , 
2 ( Y , ) - = i , le réseau P obtenu est un réseau 3N. Les coordonnées 
complémentaires sont ir, ip. 

Si la normale MA est ordinaire, la normale MB isotrope, 2(X,)2 = r, 
^ ( Y , ) 2 = o , le réseau P est 2N, la coordonnée complémentaire ir. 

Si les deux normales sont isotropes, le réseau P est un réseau N. 

34. Congruences harmoniques aux réseaux N, />N. — Les pro
priétés ne faisant intervenir que les directions des éléments nous 
raisonnerons sur des réseaux points. 

Considérons un réseau point Net désignons par£, rj. les paramètres 
normaux des tangentes, par \ ceux d'une congruence harmonique au 
réseau. On a 

X = q £ — r r, 
et par suite 

S X ^ q*-2^—2qr 2Çr_ + ' ' " 2 T . 2 = o. 

On vérifie facilement que 

2(£)W2(§)'^. Z(S)"-"2(£)""* 
Donc : 
Toute congruence harmonique à un réseau N est I. 

Remarque. — Considérons deux congruences harmoniques à un 
réseau N. Leurs paramètres sont les quantités X, X_ définies par les 
formules 

X = '?? — rr_, 
X t = ?i? — r\y\. 

On voit que l'on a 
SXX, = o. 

Tout réseau nul est donc un réseau dérivant un réseau O obtenu 
par l'intermédiaire de deux normales isotropes rectangulaires. 

On voit aussi que l'on ne peut former de réseaux nuls qu'à partir 
d'un espace d'ordre 6. 
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Un raisonnement analogue à celui qui a été fait pour les réseaux/? O 
montre que : 

Les congruences harmoniques à un réseau 2N sont des con
gruences I ou 2I. 

Les congruences harmoniques a un réseau JON sont des con
gruences (p — 2)1, (p — i)I ou pi. 

35. Réseaux harmoniques aux congruences I, pi. — Nous raison
nerons encore sur un réseau point dont les paramètres des tangentes 
seront les quantités £, r\. Les paramètres d'une congruence harmo
niques définis par les égalités 

X = q\ — rv\. 

Considérons d'abord une congruence I. On a 

S X 2 = q*2p—2qr2$i\-+-r*2i\* = o. 

On peut poser 
2P=rrl9 

2n-=qqi-
On obtient alors 

î>2?7_ = qrl-hrqi. 

Raisonnant comme pour les réseaux harmoniques aux congruences C, 
on voit que les fonctions qA, rx ainsi définies satisfont aux mêmes 
relations que les fonctions q, r. 

Nous envisageons alors différents cas : 

i° Supposons q\ = / j = o. On a 

S Ï > = S n * = 2 Ç f _ = o. 

Le réseau harmonique obtenu est un réseau N. 
20 Supposons qA = u2q, r, = a)2r. On peut prendre 

Ç w + 1 = itor, 7_w+1 = i'w q. 

Le réseau harmonique est un réseau 2N, les paramètres complé
mentaires des tangentes £,*+i, YJn+i-

3° qK, rK sont quelconques. On posera alors 

r = ?n+i -+• *£/i+2> q = V\n+l-t- lT\n+2, 

— '*] = ? « - « - i — '?AÎ+-2*J — q\ = 1«-M— l'(\n-h2. 

Le réseau harmonique est un réseau 3N. Les paramètres complé
mentaires des tangentes sont £„___,, £/H_2; Y W I , rîw+2. 
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On verrait également en raisonnant comme on l'a fait pour les 
congruences pG que : 

Les réseaux harmoniques aux congruences pi sont des réseaux JDN, 
(/> + i)N,(/> + a)N. 

36. Congruences J et p J. — Lorsque les paramètres directeurs X ( , 
Xj , . . . , X„ d'une congruence satisfont aux conditions 

2 X ^ 0 , 

2(<£)" = o> 2 (£ ) 2 = o ' 

on dit que la congruence correspondante est une congruence J. 
On vérifie aisément que ces conditions restent satisfaites si l'on 

multiplie tous les paramètres X par un même facteur. 
On voit ausbi que la condition 

. r;x <*X 2 du du 

est vérifiée en faisant intervenir l'équation de Laplace à laquelle 
satisfont les paramètres de la congruence. 

On appelle congruence pi la projection d'une congruence J d'un 
espace d'ordre n-^-p — i sur un espace d'ordre n. 

37. Réseaux conjugués aux congruences J et p3. — Considérons 
une congruence point parallèle a une congruence J donnée. On peut 
choisir les quantités X de telle manière que le point dont ces quantités 
sont les coordonnées décrive un réseau conjugué a la congruence. 

Les relations précédentes montrent que tout réseau conjugué à une 
congruence J est un réseau N. 

En raisonnant comme pour les réseaux conjugues aux congruences I, 
on montre que : 

Les réseaux conjugues à une congruence 2J sont des reseaux N 
ou 2N. 

Les réseaux conjugués a une congruence pJ sont des réseaux 
(p — 2)N, (p — i )NoujuN. 

38. Congruences conjuguées aux réseaux N, pTS. — Il suffit d'étu
dier les congruences points conjuguées à ces réseaux. 
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Soient xx, x2, ..., xn les coordonnées d'un point M qui décrit un 
réseau N et soit 

d- x ^dx ^dx 
dudu du du 

l'équation de Laplace correspondante. 
Les relations 

V^ /dx\2 v^ /dx\* x^dx dx 

montrent que l'expression 
6 = Sa:2 

est solution de l'équation. 
Si l'on a 2 # 2 = o , la congruence correspondante est une con

gruence J. 
Si 0 = 2x2= const. = wJ, on obtient une congruence 2J ; le para

mètre complémentaire est égal à i(ù. 
Enfin si 9 est quelconque, on pose 

#/i+l "+" lXn+2. = «j 

Xn-\-i — & # w + 2 = — ï J 

on obtient une congruence 3J dont les paramètres complémentaires 
sont Xn+t, xn+2. 

On démontre aussi, que les congruences conjuguées aux réseauxJDN 
sont des congruences p J, (p -f-1 ) J, ou (p -\- 2 ) J. 

39. Congruences applicables. — On dit qu'une congruence d'un 
espace d'ordre n de paramètres directeurs X_, X2 , . . . , X„ est appli
cable sur une congruence d'un espace d'ordre p de paramètres direc
teurs Y,, Y2, . . . , Y^ si l'on a 

SX*=2Y8, 

2(S)V2(S)"' 2(S)'"2(S)"-
Il en résulte que dans un espace d'ordre n-\-p la congruence qui 

admet pour paramètres directeurs X. , X2 , . . . , X„, «Y,, i'Y2, . . . , 
iYp est une congruence J. 
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On vérifie facilement que si deux congruences sont applicables 
deux réseaux conjugués correspondants sont également applicables. 

40. Relations entre les congruences J et les réseaux O. — Comme 
les réseaux Nies congruences J peuvent se déduire des réseaux O. 

Soient xx, x2, . . ,, xn les coordonnées d'un point M qui décrit un 
réseau O, £,, £2, . . . , £ „ ; YJ,, YJ2, . . -, rîn les paramètres normaux des 
tangentes a ce réseau. 

Considérons trois normales MA, MB, MC deux à deux rectangu
laires au réseau M dont les paramètres directeurs X. , X2 . . . ., X„; 
Y1? i j , . . ., Y,_; Z l 5 Z2, . . . , Zn, vérifient les relations 

2XY = o, 2YZ=;o, SZX = o. 

Aux deux normales MA, MB correspond un réseau dérivant M 
décrit par un point a; aux deux normales MB, MC correspond un 
réseau dérivant décrit par un point (3. La droite a(3 décrit une 
congruence conjuguée à ces deux réseaux. Nous avons établi que les 
réseaux considérés étaient du tjpe N. La congruence que l'on en 
déduit est par suite du type J. 

Supposons que les quantités x, X, Y, Z satisfassent aux relations 

du n" du~A" dïi-L<> ^ = E ? ' 

* * _ /.r. ^X R . . àY dZ _ 
Tu~1^ Tu=B^ du~=D^ Tu=¥^ 

et désignons par 
) ' i = -Ti-+- AX/H-IJLY!-} - VZ, 

les coordonnées d'un point P du ?-plan MA, MB, MC. 
Choisissons X, p., v de telle manière que l'on ait 

h -t- AX H- C[JL -+- Ev = o, 

/ .+. BX-+-DJJI-4- Fv = o . 

Si l'on suppose u et v fixe le point P considéré décrit une droite D 
et l'on voit qu'on a 

àvl _ x d\ ' dp <h 
du du du du 

dy, d\ d]x (h ' ' ' J 

<>P C ^ fl/p ^ P 
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Des premières égalités on déduit par dérivation, 

_. dX du. (h B— + D f + F - = o, 
du du du 

du. ndu. <h 
du du du 

à\Yl = x _ c ^ + ^ ^ L _ + z <?2v 
dudu * l dudu ldudu l dudu 

et par suite 

On a aussi 
i = n 

^(dyiy=Z(Xl)-d}^^^(Yl^d^--^I,(Zly-dyK 
i=i 

Il résulte de l'étude quia été faite pour les réseaux N que les traces 
des droites D sur les i-plans MA, MB; MB, MC décrivent des 
réseaux a et (3. Lorsque u et v varient, la droite D décrit une con
gruence. Proposons-nous d'étudier les réseaux conjugués. 

Lorsque le point P décrit un réseau conjugué à la congruence 
décrite par la droite D les n coordonnées Yt satisfont à une équation 
de Laplace. On voit immédiatement que les quantités À, p., v sont 
solutions de cette équation. Inversement, si les quantités 1, p , v 
satisfont à une équation 

dudu du du 

le point P de coordonnées yt décrit un réseau. 
On voit donc que les réseaux conjugués à la congruence D sont en 

général des réseaux 4N, 3N, 2N, ou N suivant que l'on considère o, 
1, 2 ou 3 normales isotropes au réseau O initial. 

Si l'on se borne au cas de trois normales isotropes et rectangulaires, 
on voit que tout réseau conjugué à la congruence décrite par la 
droite D est un réseau N. La congruence est nécessairement une 
congruence J. 

Il y a lieu de remarquer que toute congruence J peut être obtenue 
par la méthode indiquée, et qu'en raison de la détermination de ces 
congruences à partir des réseaux O il n'est possible de les obtenir que 
pour des espaces d'ordre ra>8. 
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