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TRANSFORMATIONS RIRATIONNELLES 

DE L'ESPACE 

Par M. Lucien GODEAUX, 
Professeur à l'Université de Liège, 

Conespcmdant de l'Académie royale de Belgique. 

Nous avons exposé, dans le fascicule XXlï du Mémorial des 
Sciences Mathématiques, Fétat actuel de la théorie des transfor
mations birationnelles du plan ; nous poursuivons actuellement le 
même but en ce qui concerne*les transformations birationnelles de 
l'espace. Le plan de ce nouveau fascicule est, dans ses grandes lignes, 
le même qife celui du premier : propriétés des transformations bira
tionnelles ; points singuliers ; géométrie algébrique ; groupes continus. 

Après avoir indiqué les propriétés des systèmes linéaires de surfaces 
algébriques qui nous sont nécessaires, nous définissons les transfor
mations birationnelles et étudions les éléments fondamentaux; nous 
exposons notamment les résultats récents de Montesano. Nous passons 
ensuite à l'étude des points singuliers des surfaces algébriques et à la 
décomposition des singularités au moyen de transformations bira
tionnelles. Nous définissons dans le Chapitre suivant la géométrie 
algébrique de l'espace et rendons compte des résultats obtenus dans 
ce domaine. Nous terminons par l'exposé des travaux fondamentaux 
d'Enriques et Fano sur les groupes continus finis de transformations 
birationnelles. 

Les transforma lions birationnelles de l'espace furent étudiées par 
Cremona, Gayley, Noether, etc. dès que le premier de ces géomètres 
eut créé les transformations birationnelles du plan. Il s'en faut cepen-
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dant que leur étude ait atteint le même degré d'avancement que celle 
de ces dernières. Alors que 4a théorie des transformations bira
tionnelles du plan peut être considérée comme terminée, en ce sens 
que chacune de ces transformations est le produit d'un nombre fini 
de transformations quadratiques, les résultats généraux manquent 
dans la théorie correspondante de l'espace. On s'est borné au fond 
à étudier des correspondances birationnelles particulières, sans par
venir à dégager, à de rares exceptions près, des propriétés générales 
communes à toutes ces transformations. Il } a donc là un vaste 
champ de recherches qui, bien que fort négligé dans ces dernières 
années, semble cependant mériter l'attention des géomètres. Les ques
tions qui se présentent sont d'ailleurs difficiles et sans doute du même 
ordre que celles que l'on rencontre dans l'étude des variétés algé
briques à trois dimensions, dont la théorie progresse si lentement. 

Liège, le i4 mai 1933. 

CHAPITRE I. 

SYSTÈMES LINÉAIRES DE SURFACES. 

1. Systèmes algébriques. — L'équation d'une surface algébrique F r 

d'ordre m, en coordonnées projectives homogènes, dépend de 
N-f-i = g ( i w - t - i ) ( m - f - 2 ) ( m - h 3 ) coefficients homogènes. Une 
condition imposée aux surfaces algébriques d'ordre m, qui se traduit 
par k relations algébriques indépendantes entre ses coefficients, est 
appelée condition algébrique de dimension k. 

L'ensemble des surfaces algébriques F d'ordre m, satisfaisant à des 
conditions algébriques déterminées se traduisant par N — r relations 
indépendantes entre les coefficients de la surface $énérale, constitue 
un système algébrique { F j de dimension r. Par /-points de l'espace 
il passe en général un nombre fini v de surfaces de ce système; le* 
nombre v est appelé indice du sjstème. 

Si l'on interprète les coefficients de l'équation de F comme coor
données projectives homogènes des points d'un espace linéaire SN à N 
dimensions, aux surfaces du système {F} correspondront les points 
d'une variété algébrique V r , à r dimensions, de S v Le système { F} 
sera dit réductible ou irréductible suivant que la variété \ r est 
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réductible ou irréductible. Un système algébrique j F j peut donc être 
réductible en parties de dimensions différentes ( < r ) , l'un au moins 
des systèmes partiels a^ant la dimension r. Si un système {F} est 
irréductible, les N + i coefficients homogènes de l'équation de la 
surface F génératrice du système sont proportionnels à des fonctions 
rationnelles, entières et homogènes d e r + 2 paramètres j 0 î J\, . • • > 
yt+i liés par une relation 

o ù / e s t un polynôme homogène irréductible. 

2. Systèmes linéaires. — Un système algébrique {F} d'indice 
v = i est appelé système linéaire et est représenté par | F | . Les 
systèmes linéaires de dimensions r = i, «> sont respectivement appelés 
faisceaux et réseaux. 

Etant donné un système linéaire | F | satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

i° Il ne se compose pas de parties de dimensions différentes et est 
par suite irréductible ; 

-¾° La surface générale du système ne contient pas de partie multiple; 
il est toujours possible de trouver, et d'une infinité de manières, /• -f-1 
surfaces F 0 , F , , . . . . F , , d'équations 

F 0 ( r , , / 2 ; £~ JC>) = O, F i = o, . . . , F , = o, 

telles que toute surface du système soit représentée par l'équation 

> 0 F 0 - T - A i F i - f - . . . + X l F l = o, 

cette relation n'étant vérifiée identiquement pour aucun système de 
valeurs non toutes nulles des A. Les surfaces F 0 , F , , . . . , F, sont 
linéairement indépendantes. 

Si on laissait tomber la seconde condition, la surface générale du 
système pourrait s'écrire sous la forme 

( Ao/o-t-x,/,-+-...+ x r / , y* = o. 

3. Base d'un système linéaire. — Un point commun a toutes les 
surfaces d'un système linéaire | F | est appelé point-base de ce système. 
Les points-base du système | F | peuvent être en nombre fini ou infini. 
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S'il existe oo2 points-base, ils forment une surface algébrique qui 
fait partie de toutes les surfaces du système j F s. Écartons ce cas; les 
points-base de | F | se distribuent en points d'une ou plusieurs courbes 
appelées courbes-base et en points-base isolés. L'ensemble des 
courbes-base et des points-base isolés constitue la base du système. 

Soit | F | un système linéaire de surfaces d'ordre m de base g- S'il 
n'existe aucune surface d'ordre m se comportant comme les surfaces F 
en tout point de la base g et n'appartenant pas à | F |, ce sytème est 
dit complet par rapport à la base g. 

4. ' Points multiples des surfaces d'un système linéaire. — La 
surface générale d'un système linéaire 

> 0 F O H - A , F , - I - > , F , = o 

ne peut a\oir de points multiples variables en dehors de la base. 
D'une manière précise, Bertini [15,1] a démontré que si la surface 
générale d}un système linéaire possède un point multiple variable 
d'ordre s, le lieu de ce point est une courbe-base multiple d'ordre 
s — i pour les surfaces du système. 

5. Systèmes linéaires composé?. — Soit | F | un système linéaire 
de surfaces d'ordre m, dépourvu de composante fixe, c'est-à-dire 
dépourvu d'une surface fixe commune à toutes les surfaces du système. 
Quatre cas peuvent se présenter : 

i° Les surfaces F passant par un point arbitraire ont en commun 
oo2 points formant, nécessairement, une surface algébrique ¢ . La 
surface O varie dans un faisceau et chaque surface F se compose d'un 
certain nombre de surfaces <E>. Si le faisceau | 4> ( est représenté par 
l'équation 

le système | F | est représente par une équation de la forme 

Ao/o(?o, Çt) + - A i / i ( ç 0 , ? ) ) — •• - ' / / / O o , Çl ) — o. 

l e s / é t a n t les formes binaires. Le système | F | est composé au moyen 
du faisceau | 0 | . 

2e Les surfaces F passant par un point arbitraire ont en commun 
oo1 points (en dehors de la base) formant nécessairement une courbe 
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algébrique C. Il existe oo2 courbes C formant une congruence linéaire 
(d'indice un) et toute surface F contient oo1 courbes G. Si les courbes 
C sont représentées par 

To 9 i . 92 
}X0 ~~ {X, p2 

l'équation de jF | peut se mettre sous la forme 

> n / o ( ? 0 , C i , ?> ) -+ - > l / i ( < P o , ? i , ¢ 2 ) - H . - - - > w . / r ( ? » ? * i , * 2 ) = 0 , 

les /é tant des formes ternaires. Le système | F | est composé au moyen 
de la congruence des courbes C. 

3° Les surfaces F passant par un point arbitraire passent en consé
quence par un certain nombre fini de points, en dehors des points-
base. Ce cas ne peut se présenter que si r > 3 . Il existe oo3 groupes de 
points tels qu'un point de l'espace n'appartient en général qu'à un 
seul de ces groupes. Ces groupes forment ce que l'on appelle une 
involution ; chaque surface F contient oo2 groupes de l'imolution et 
le système | F | est composé au moyen de l'involution. 

4° Les surfaces F passant par un point arbitraire de l'espace n'ont 
en commun aucun autre point en dehors de la base. C'est le cas 
général et il ne peut se présenter que si r >> 3. Le système | F | est dit 
simple. 

Bertini [15. I] a démontré que si la surface générale d'un sys
tème linéaire est réductible, le système admet une composante 
fixe ou est composé au moyen d un faisceau (les deux cas pouvant 
d'ailleurs se présenter simultanément). 

Un système linéaire dont la surface générale est irréductible est 
dit irréductible. Cette dénomination peut prêter à confusion, maison 
conviendra de ne considérer que des systèmes linéaires ne comprenant 
pas, comme partie, un système linéaire de dimension moindre {cf. 
n" 2). 

6. Caractères d'un système linéaire. — A côté de la dimension 
d'un système linéaire | F |, s'introduisent d'autres caractères : 

i° Le degré ; nombre de points communs à trois surfaces du système 
n'appartenant pas a un même faisceau, en dehors de la base. 

Les systèmes composés au mojen d'un faisceau ou d'une congruence 
sont de degré zéro. Bertini [17, I] a démontré que cette propriété est 
caractéristique. 
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2° Le genre curviligne : genre de la courbe intersection de deux 
surfaces du système, en dehors de la base. 

3° Les genres superficiels : genres arithmétique, géométrique, 
linéaire et plurigenres de la surface générale du sjsterne. 

7. Systèmes linéaires réguliers et surabondants. — Considérons 
un système linéaire | F | de surfaces d'ordre m, complet, a^ant une 
base déterminée g. Castelmiovo [31] a démontre qu'il existe un entier 
positif / tel que, pour m > /, la dimension r de j F | est donnée parla 
formule 

c, -Cî1)- • h m 

k et k' étant des constantes qui ne dépendent que de la base g et des 
singularités des surfaces F aux points de g, mais nullement de l'ordre 
m >> l de ces surfaces (A' ne dépend que des courbes-base, k' dépend 
des courbes-base et des points-base isolés). Si l'on appliqu*e la formule 
précédente pour une valeur quelconque de /?i, on trouve un nombre p 
qui peut être inférieur a la dimension effective du système | F | . On 
est donc conduit a considérer la dimension effective r d'un système 
| F | et sa dimension virtuelle p (^/ ')- La quantité /' — p est appelée 
surabondance du système; celui-ci est dit régulier si sa surabon
dance est nulle, sut abondant dans le cas opposé. 

Le théorème de Castelmiovo affirme simplement que pour m suffi
samment grand, le système | F | est régulier. L'étude des systèmes 
surabondants de surfaces n'a pas encore été faite ; il conviendrait 
notamment de rechercher la valeur limite /. Au sujet de ces questions, 
on pourra consulter, outre le Mémoire de Castelmiovo, le Traité de 
Picard et Simart (VII), un travail de Légaut [118] et une note 
récente de B. Segre [173]. 

8. Courbes et surfaces fondamentales d'un système linéaire. — On 
appelle courbe fondamentale d'un système linéaire | F | toute 
courbe qui n'est pas rencontrée, en dehors de la base, par la surface 
générale du s> sterne. Il en résulte que les oo'-1 surfaces F passant par 
un point d'une courbe fondamentale choisi en dehors des points-base, 
contiennent cette courbe. 

Les courbes fondamentales d'un système | F | peu\ent être isolées 
ou engendrer des surfaces. 
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On appelle surf ace fondamentale d'un système linéaire | F | une 
surface qui n'est pas rencontrée, en dehors de la base, par la surface 
générale du système. Il en résulte qu'une surface fondamentale fait 
partie de oo/_l surfaces du système | F |. 

On donne également le nom de surface fondamentale à une surface 
lieu de oo1 courbes fondamentales, mais les propriétés d'une telle 
surface sont distinctes de celles de la surface fondamentale définie plus 
haut et que nous appellerons surface fondamentale proprement dite. 

9. Système jacobien. — Soit | F | un système linéaire de dimension 
r > 3 , de surface F d'ordre m, qui ne soit pas composé au moyen d'un 
faisceau ou d'une congruence. Désignons par F j la jacobienne, d'ordre 
4 ( w — 1), d'un système linéaire oo' tiré de | F | . Les différentes jaco-
biennes Fy appartiennent à un système linéaire | Fy | appelé jacobien 
du système | F |. 

La base du système | F71 comprend celle du système | F |, car en un 
point-base de | F | , multiple d'ordre s pour les surfaces F , les jaco-
biennes F ; ont une multiplicité au moins égale à /\s — ?. 

Une courbe fondamentale de | F | appartient aux jacobiennes Fy , 
car la jacobienne d'un sxstème linéaire oo* est également le lieu des 
points tels que les oo- surfaces passant par un de ces points ont une 
tangente commune. 

Si le système | F | possède une surface fondamentale proprement 
dite O, tout système linéaire oo* tiré de | F | possède $ comme surface 
fondamentale et cette surface fait partie comme surface double de la 
jacobienne, ou ce système possède <I> comme composante fixe et cette 
surface fait partie de la jacobienne comme surface quadruple. Il en 
résulte qu'une surface fondamentale est une composante fixe du 
système jacobien | Fy | et que, s'il s'agit d'une surface fondamentale 
proprement dite, elle doit être comptée deux fois comme composante 
fixe. 

10. Systèmes homaloïdaux. — On appelle système linéaire homa-
loidal un système linéaire de degré «n. Il résulte de cette définition 
qu'un tel système a la dimension trois et est simple. Les surfaces d'un 
système linéaire homaloidal | F | sont rationnelles et les intersections 
variables de deux surfaces F sont des courbes rationnelles. 

Les surfaces d'un système homaloidal | F | passant par un point de 
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la jacobienne Fy de ce système ont en ce point une tangente commune. 
Cette circonstance ne peut se présenter que si les surfaces en question 
ont une courbe ou une surface en commun, passant par ce point. Il 
en résulte que la jacobienne d'un système homaloidal est formée des 
surfaces fondamentales de ce système, les surfaces fondamentales 
proprement dites étant comptées deux fois. 

CHAPITRE II. 

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES. 

11. Transformations rationnelles. — Soient xu x2, xs, xK les 
coordonnées projectives homogènes d'un point x d'un espace 2 ; x\, 
j / 2 , x\, x\ celles d'un point xf d'un espace 2'. Considérons les 
équations 

( i ) /', : ^ : ^ : ^ 4 = / , ( ^ , , r2 . ^ , / 4 ) : / > : / - : / . , 

/\, / 2 , / j , fji étant des formes de degré n > o, sans facteur commun. 
A un point x de 2 , les équations (1) font correspondre un pointa/ 
de 2', variable avec le point x. 

Si le système linéaire | F | formé par les surfaces 

( 2 ) ^ l . / i H - À » / 2 H - > - / - ^ X , / , = 0, 

est composé au moyen d'un faisceau |<£|, lorsque le point x décrit 
une surface ¢ , le point x' reste fixe. Les points de 2 ' correspondant 
aux points de 2 forment donc une courbe. 

Si le système | F | est composé au mo^en d'une congruence, les 
points de 2 ' correspondant aux points de 2 forment une surface. 

Nous supposerons que ces deux cas ne se présentent pas, il sera 
alors toujours possible de choisir le point x de manière à obtenir, par 
les formules (1), un point x' arbitrairement choisi. 11 \ a en effet une 
projectivitc entre les surfaces (2) et les plans 

X i / 1 , + À.>^2 •" A-i.r'i -r- \ijr\ = o 

de 2 ' . Aux plans de 2 ' passant par un point x' correspondent les 
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surfaces F d'un réseau et le point x1 est l'homologue de chacun des 
points-base de ce résçau qui n'appartient pas à la base de | F |. 

Si m est le degré du système | F |, les formules (i) définissent donc, 
sous les hypothèses faites, une correspondance rationnelle (m, i) 
entre les points de 2. 2'. 

12. Éléments fondamentaux. — Soit O un point-base du système 
| F | . Considérons une droite p passant par O sans j toucher toutes 
les surfaces F et soit P un point de p, distinct de O. Les surfaces F 
passant par P forment un réseau ; à ce réseau correspond dans 2 'une 
gerbe de plans dont le sommet P ' est bien déterminé. Faisons tendre 
P vers O sur la droite p : deux cas peuvent se présenter : 

i° La surface Y a, au point O, un cône tangent variable avec la 
surlace. Alors, le réseau des surfaces F passant par P a pour limite 
le réseau des surfaces F tangentes à p en O. Le point P' a pour limite 
un point O'bien déterminé, sommet de la gerbe de plans de 2 ' homo
logue de ce dernier reseau. Lorsque la droite p décrit la gerbe de 
sommet O, le point O' décrit une courbe ou une surface, appelée 
courbe ou surface fondamentale associée au point O. 

2° Les surfaces F ont en O un cône tangent fixe. Si s est la multi
plicité de O pour les surfaces F , le réseau des surfaces F passant par 
P a pour limite le réseau des surfaces F a^ant la multiplicité A + i e n 
O. A ce réseau correspond dans 2' une gerbe de sommet O' bien 
déterminé, limite du point P'. Lorsque la droite/? varie dans la gerbe 
de sommet O, le point O' reste fixe. Les points O, O' sont des points 
fondamentaux associés. 

13. Transformations birationnelles.— Supposons le système | F | 
homaloidal (m — i) . Nous obtenons ainsi entre 2 , 2 ' une correspon
dance birationnelle, c'est-a-dire rationnelle dans les deux sens. On 
dit aussi correspondance crémonienne, du nom du fondateur de la 
théorie, Cremona. 

Une transformation birationnelle est donc obtenue en rapportant 
projectivemenl les plans d'un espace 2 ' aux surfaces d'un système 
homaloidal |FI de 2. Actuellement, les équations ( i ) , résolues par 
rapport aux x, donnent 

(J) xl\x1\xz\xK = fx («r,, x>, r',, ^ ) :/ 'a , / ' , : / ; , 
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les fonctions f\, f'v f'^ f\ étant des formes de degré n!>>i, sans 
facteur commun. Les surfaces F', d'équation 

^ . / ' .H -^ / i + X'/'. + V . / ' ^ o 

forment un système homaloidal |F ' | , rapporté projectivement aux 
plans de 2 . 

Soient TB\ , uy[2 deux plans de 2', F , , F 2 les surfaces correspondantes 
de | F | . Aux points de la droite ET', ŒF!2 correspondent les points de la 
courbe C commune aux surfaces F , , F 2 , en dehors de la base de | F |. 
Une surface F' coupe la droite xn\ TB'2 en n' points, donc le plan corres
pondant dans 2 coupe C en n1 points et à une droite de 2 ' correspond 
donc dans 2 une courbe d'ordre nf. De même, à une droite de 2 
correspond, dans 2', une courbe G' d'ordre n. 

Les nombres n, n' sont les indices de la transformation bira
tionnelle et celle-ci peut être représentée par le symbole ©„,„. 

La plus simple des transformations birationnelles est l'homogra
phie ; elle est dépourvue de points fondamentaux et cette propriété 
est caractéristique. 

14. Courbes fondamentales. — Les points d'une courbe-base du 
svstème | F | sont fondamentaux pour la transformation biration
nelle 6 et la courbe est appelée fondamentale pour la transfor
mation. 

Soient r une courbe-base de | F |, s sa multiplicité pour les surfaces 
F . Supposons que les plans tangents aux surfaces F en un point de T 
ne soient pas tous fixes. Considérons un point O de T, ordinaire, et 
soient t la tangente à T en O, T un plan passant par t qui ne soit pas 
tangent en O à toutes les surfaces de | F j . Les surfaces F tangentes en 
O au plan T forment un réseau auquel correspond dans 2 ' une gerbe 
de sommet O'. Ce point est l'homologue, dans 0, des points du plan 
T, infiniment \oisins de O. Lorsque le plan T tourne autour de t, le 
point O' varie nécessairement et décrit une courbe F , courbe fonda
mentale associée à O. Mais lorsque le point O décrit la courbe T, la 
courbe V peut varier et engendrer une surface fondamentale associée 
à T, ou bien elle peut rester fixe. Dans le premier cas, on dit que T 
est une courbe fondamentale de première espèce, dans le second cas, 
qu'elle est de seconde espèce. 

file:///oisins
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Envisageons maintenant le cas où les plans tangents aux surfaces F 
en un point de T sont fixes. Il existe alors, comme nous l'avons vu, 
un réseau de surfaces F ayant la multiplicité s -h i en un point O de 
T et a ce point est associé un point fondamental O'. Le point O' corres
pond aux points de 2 infiniment voisins de O. Lorsque le point O 
décrit T, le point O' peut varier et décrire une courbe fondamentale 
associée à T, ou bien rester fixe. Ces circonstances n'ont pas été 
étudiées. 

Supposons que les surfaces F aient un plan tangent fixe T0 en O, 
les autres plans tangents aux surfaces F en ce point étant fixes ou 
variables. Fixons l'attention sur une surface F générale, soit F 0 , et 
coupons par un plan BJ passant par O mais non par t. Une branche cp 
de la courbe (F 0 , ET), d'origine O, tangente a T0 en ce point, a un 
contact d'un certain ordre h avec les surfaces F. Les surfaces F ayant 
en O un contact d'ordre h + i avec la branche cp forment un réseau 
auquel correspond, dans 2', une gerbe de sommet O'0. Le lieu du 
point O'0, lorsque le plan SJ, la surface F 0 et enfin le point O varient, 
donnera un élément fondamental de la transformation €>. Les 
recherches effectuées sur cette question par Godeaui [90] dans des 
cas particuliers assez étendus en montre l'extrême complexité. 

Nous dirons qu'une courbe fondamentale T est ordinaire lorsque 
les surfaces F n'ont aucun plan tangent fixe en un point général de 
cette courbe. 

15. Courbes fondamentales ordinaires de première espèce. — 
Supposons que la courbe T, d'ordre v, multiple d'ordre s pour les 
surfaces F , soit fondamentale ordinaire de première espèce. A chaque 
point O de T est associée dans 2' une courbe fondamentale F qui, 
lorsque O décrit T, engendre une surface fondamentale <D\ Sur cette 
surface, les courbes F forment un faisceau et ces courbes sont 
rationnelles. La surface 4>' est donc birationnellement équivalente à 
une surface réglée dont le genre est celui de la courbe T. 

Les surfaces Y' coupent la surface <&', en dehors de la base de | F ' | , 
suivant v courbes F . Les surfaces F' passant par un point de O' 
distinct des points-base de | F ' | , contiennent la courbe F passant 
par ce point et correspondent aux plans de 2 passant par le point O 
de T homologue de cette courbe F . 

A une droite passant par un point O de T correspond dans 2' une 
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courbe G' formée de la courbe F associée à O et d'une cburbe C',, 
variable avec la droite, d'ordre n — s ; les courbes F sont donc 
d'ordre s. 

Si v' est l'ordre de la surface O', les courbes C s'appuient en v' 
points variables sur la courbe T. 

16. Courbes fondamentales ordinaires de seconde espèce. — 
Supposons maintenant que la courbe F , associée au point O de T, 
reste fixe lorsque O décrit T. 

Aux plans de 2' passant par un point O' de F correspondent, dans 
2 , des surfaces F, formant un réseau, ayant en chaque point O de T 
un certain nombre X (> i ) de plans tangents fixes T 0 T2, . . . ,TX. Lors
que le point O' décrit la courbe F . le groupe des À plans tangents 
fixes en chaque point de T engendre une involution g^ d'ordre Xetde 
dimension un, dans le faisceau des plans tangents à T au point consi
déré. Il en résulte que la courbe F est rationnelle. De plus, si v' est 
l'ordre de la courbe F , on a Xv' = s. 

Considérons une droite p' passant par un point O'de F . Aux plans 
passant par y/,correspondent, dans 2 . des surfaces F formant un 
faisceau et se raccordant suivant A nappes le long de T. En d'autres 
termes, ces surfaces ont en commun A courbes simples, infiniment 
voisines de T et, en dehors de la base de | F | , elles se rencontrent 
suivant une courbe Cj d'ordre nr— Xv qui, avec les / courbes infini
ment voisines de T considérées, forment une courbe C. Par suite, la 
courbe F est multiple d'ordre Xv = sf pour les surfaces F ' : elle appar
tient à la base de j Y' \. 

Les surfaces F rencontrent la courbe C| en un point variable, mais 
celles qui correspondent aux plans passant par O' ne peuvent plus 
rencontrer cette courbe Ct. La-courbe C, doit donc s'appu>er sur T 
en un certain point O et les surfaces F homologues des plans passant 
par O' doivent toucher C, en ce point O. Dans la correspondance 
birationnelle entre la droite p' et la courbe C^, les points O', O sont 
homologues. Aux surfaces F7 touchant en O' le plan T tangent à F el 
contenant / / , correspondent dans 2 les plans passant par O. On en 
conclut que la courbe F est fondamentale ordinaire de seconde espèce 
pour 0 . On peut alors, en partant de F , répéter le raisonnement fait 
plus haut en partant de T. On supposera qu'aux plans de 2 passant 
par un point O de T correspondent dans 2' des surfaces F' a>ant, en 
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chaque point de F , X' plans tangents fixes. On aura donc X'v = sr, 
d 'ouX^X' . 

Les courbes C (ou G') ne peuvent s'appu\er sur la courbe T (ou VI) 
qu'en un certain nombre de points fixes. 

Les courbes fondamentales ordinaires ont été étudiées par Gremona 
[42, 44] ; cependant, Cremona n'avait considéré les courbes de 
seconde espèce que dans le cas X ~ i. C'est Montesano [146] qui a 
fait observer que l'on pouvait avoir > ̂ > i. 

17. Points fondamentaux isolés. — Un point fondamental sera dit 
isolé lorsqu'il n'appartient à aucune courbe fondamentale ou que, 
appartenant a une ou plusieurs courbes fondamentales, il présente, 
pour les surfaces F, une singularité différente de celle présentée par 
un point général de cette ou de ces courbes fondamentales. 

Une première classification des points fondamentaux isolés peut 
être faite en se basant sur la nature du système des cônes tangents 
aux surfaces F en ce point. Quatre cas peuvent se présenter : 

i° Ces cônes forment un système linéaire oo , présentant éventuel
lement une composante fixe, les parties variables des cônes étant 
irréductibles; 

V Ces cônes forment un reseau ayant éventuellement une compo
sante fixe, les parties variables étant irréductibles; 

3° Ces cônes ont une composante fixe et les parties variables sont 
composées au mojen des cônes d'un faisceau; 

/j° Les surfaces F ont, au point considéré, un cône tangent fixe. 

Nous dirons que le point O est fondamental ordinaire lorsque le 
premier cas se présente et qu'il n'existe aucun cône fixe tangent à 
toutes les surfaces F en ce point. Plaçons-nous dans ce cas. Les 
surfaces F tangentes en O à une droite p forment un réseau auquel 
correspond dans 2 ' une gerbe de sommet O'. Le point O' correspond 
au point infiniment voisin de O sur la droite/?. Lorsque/? varie dans 
la gerbe de centre O, le point O' varie et décrit une surface rationnelle 
A', surface fondamentale associée à O. A un plan passant par O 
correspond, dans 2' , une surface F' formée de la surface A' et d'une 
surface F t , variable avec le plan considéré. Si s est la multiplicité du 
point O pour les surfaces F, à une droite passant par O correspond 
dans 2 ' une courbe C',, d'ordre n — s, partie variable de l'intersection 
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de deux surfaces F',. Une courbe C, rencontre la surface A' en un seul 
point en dehors de la base du système | F ' | . Une surface F ' passant 
par un point de A' en dehors de la base de | F r | est l'homologue d'un 
plan passant par O et comprend donc A' comme partie. La surface A' 
est donc une surface fondamentale proprement dite du système | F ' | 
et elle intervient deux fois dans la jacobienne du système | F' |. 

L'ordre de la surface A' est égal à la multiplicité du point O pour 
les courbes C. 

Nous ne poursuivrons pas l'étude des points fondamentaux non 
ordinaires, elle présente d'ailleurs de réelles difficultés. Un certain 
nombre de cas ont été l'objet de recherches intéressantes de 
Burniat [23]. 

18. Exemples de transformations birationnelles. — Les transforma
tions birationnelles de l'espace ont été étudiées en premier lieu par 
Cremona [42, '44], Cayley [32] et Nœther [155], qui ont considéré 
de nombreux exemples. 

Si l'on part d'un système homaloidal de quadriques (n = 2)j les 
cas suivants peuvent se présenter : 

i° Quadriques passant par un point et par une conique. O n a w ' = i~ 
Ces transformations jouent un rôle important dans l'étude des points 
singuliers des surfaces algébriques et nous les considérerons plus loin ; 

2° Quadriques passant par une droite et par trois points. On a /i' = 3 
et les surfaces Yf sont les surfaces cubiques ayant une droite double 
fixe et trois droites simples fixes s'appuyant sur la droite double; 

3° Quadriques passant par quatre points et ayant même plan lan
gent en un de ces points. On a n= /\ et les surfaces F', d'ordre 4? 
passent doublement par les arêtes d'un tnedre et simplement par une 
conique s'appuyant sur les trois droites doubles. 

Bornons-nous à signaler un quatrième exemple. Si l'on considère 
entre 2 , 2 ' trois réciprocités n'appartenant pas a un même faisceau, 
les couples de points conjugués par rapport a ces trois réciprocités se 
correspondent dans une transformation birationnelle d'indices 3,3. 
Dans chacun des espaces, le système homaloidal est formé des sur
faces cubiques passant par une sextique de genre 3. 

19. Procédés de détermination des transformations birationnelles, 
— Plusieurs méthodes permettant de déterminer les transformations 



LES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE L'ESPACE. l 5 

birationnelles ont été proposées; nous en indiquerons deux, une troi
sième sera indiquée plus loin. 

Cremona [42, 44] ramené la question à la détermination des 
réseaux homaloidaux de courbes planes. Reprenons le système homa-
loidal | F |, formé de surfaces d'ordre n et soit F 0 une de ses surfaces. 
La surface F,> étant rationnelle, admet une représentation point par 
point sur un plan 57; supposons connue cette représentation. Aux 
sections planes de F 0 correspondent, sur TU, des courbes L d'un cer
tain ordre /, formant un système linéaire, oo1, | L | . Les surfaces 
d'ordre n découpent sur F 0 des courbes d'ordre n1 représentées sur 
le plan m par les courbes du système | nh |. Les surfaces F découpent, 
sur F 0 , en dehors de la base de | F | , un réseau de courbes de degré 
un; a ce réseau correspond, sur TU, un réseau homaloidal |K( . A la 
base du système | F J correspond sur w une courbe ou un ensemble 
de courbes D (et éventuellement quelques points fixes, communs à 
toutes les courbes K) . Les courbes K. + D doivent appartenir au sys
tème | nh |. Cela étant, on choisira sur CJ un réseau homaloidal | K |7 

formé de courbes d'ordre m^l et l'on déterminera la courbe 
D = | nh — K |. Il restera alors a déduire de D la base du système | F |. 
On conçoit que ce procédé, d'application facile pour les petites 
valeurs de n{n=- 2,3), se complique très rapidement. 

Un second procédé fait intervenir les hyperespaces. Considérons, 
dans un espace linéaire S, a r dimensions, deux espaces à trois 
dimensions 2 , 2 ' . Supposons que l'on connaisse, dans S,, un système 
ooUr-3) d'espaces linéaires <r, à r—3 dimensions, tel que par un 
point de S r ne passe en général qu'un seul espace a. Par un point de 
2 passe un espace <r qui coupe 2 ' en un point, et inversement. On 
obtient donc une transformation birationnelle entre 2 et 2' . On 
conçoit que ce procédé, qui a été utilisé par Carrone [29] et Perazzo 
[165], est d'une application assez limitée. 

20. Transformations de Jonquières. — Les transformations bira
tionnelles du plan qui conservent un faisceau de rayons ont été con
sidérées par de Jonquières et portent son nom; elles jouent un rôle 
dans la théorie des groupes continus de transformations. Il en est de 
même de certaines transformations de l'espace généralisant les pré
cédentes. 

On appelle transformation de Jonquières de l'espace une transfor-
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mation birationnelle qui conserve soit un faisceau de plans, soit une 
congruence linéaire de droites. 

Soient a une droite de 2 , a' une droite de 2 ' , 0 une transforma
tion birationnelle d'indices /i, n1 faisant correspondre à un plan a 
passant par a, un plan a' passant par a1. Les faisceaux de plans 
d'axes a, a' sont projectifs. A la droite a est associée une surface fon
damentale d'ordre n'— i et a la droite a', une surface fondamentale 
d'ordre n — i. Deux plans homologues a, a' sont liés par une corres
pondance birationnelle, les systèmes homaloidaux de cette transfor
mation étant découpés sur ces plans par les surfaces F, F'. 

Soient maintenant (^ une congruence linéaire de 2 et ^ une con
gruence linéaire de 2 ' ; 9 une transformation birationnelle faisant 
correspondre à une droite de ^ , une droite de <%>'. Les surfaces F 
doivent rencontrer les droites de Çy en un seul point en dehors des 
lignes singulières de cette congruence et les surfaces Yf se comportent 
de même vis-à-vis de <g<r. Entre les droites de ^ , ($, 9 détermine une 
correspondance birationnelle T dont les propriétés sont analogues a 
celles des correspondances birationnelles entre deux plans et s'en 
déduisent facilement. 

Lorsque les congruences ^ , <%! sont des gerbes de rayons de som
mets A, V, les surfaces F, d'ordre n, ont la multiplicité n — i en A 
et les surfaces F', d'ordre n!, la multiplicité n'— i en A'; ces surfaces 
sont donc des monoides et la transformation de Jonquières obtenue 
porte le nom de transformation monoidale. De telles transformations 
ont été étudiées par De Paolis [51 J. 

Des transformations de Jonquières pour lesquelles les congruences 
*£h &r o n t u n e o u deux courbes singulières (système des cordes 
d'une cubique gauche, système des droites s'appuyant sur une droite 
et sur une courbe d'ordre m rencontrant la droite en m — i points) 
ont été étudiées par Godeaux [88]. 

21. Transformations birationnelles régulières. — Une transforma
tion birationnelle est dite régulière lorsque ses points fondamentaux, 
ses courbes fondamentales de première et de seconde espèce, dans 
les deux espaces, sont tous ordinaires. L'étude des transformations 
régulières a été poussée assez loin et nous allons résumer les résultats 
obtenus. 

Considérons, entre les espaces 2, 2', une transformation biration-
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nelle régulière 0 d'indices /*, nr; soient ] F |, | F ' | les systèmes hpma-
loïdaux, C, C' les transformées des droites. Nous supposerons que 0 
possède, dans 2 , h points fondamentaux O l 5 0 2 , . . ., O/, auxquels 
sont associées, dans 2', les surfaces,fondamentales (proprement dites) 
&',,&,, . . . ,£2),; k courbes fondamentales de première espèce y4, 
y2, . . ., y k auxquelles sont associées, dans 2 ' , les surfaces fondamen
tales ¢ , , 0'2, . . ., ¢^ ; / courbes fondamentales de seconde espèce ou 

o2, . . ., ai ayant pour associées, dans 2', les courbes fondamentales 
de seconde espèce 3',, d!2, . . . , 5 ) . De même, dans 2 ' , on supposera 
qu'il existe h' points fondamentaux 0 | , 0 2 , . . ., Oh' et k' courbes 
fondamentales de première espèce y',, y'2, . . ., y'̂  et l'on désignera 
par £24, £22, . . . , 12/,/, ¢ , , <î>2, •••? ®k- ' e s surfaces fondamentales 
associées de 2 . 

22. Propriétés des éléments fondamentaux. — Observons tout 
d'abord que du fait que la transformation 0 est birationnelle, tout 
point commun à deux courbes ou surfaces fondamentales de l'un des 
espaces, est nécessairement fondamental. 

Considérons deux points fondamentaux O/, O) et les surfaces fon
damentales £2-, £2y. Nous désignerons par p'n pj les ordres de 12), £2y, 
par rt-, //y les multiplicités de O/ pour les surfaces F, £2y et par rj, r'jt 

les multiplicités de 0} pour les surfaces F', £2). Nous avons vu que les 
courbes C ont la multiplicité p] en O; et les courbes C' la multipli
cité p/ en O}. A un plan de 2 passant par O/ correspond dans 2 ' une 
surface F' formée d'une surface variable F- et de la surface £2); les sur
faces F- découpent sur £2), en dehors de la base de [ F' I, des courbes w-
d'ordre r,-. Sur la surface £2], les courbes wj forment un réseau de degré 
uu; elles ont la multiplicité r,j en O}. De même, aux plans de 2 ' pas
sant par 0} correspondent des surfaces F formées de £2yetde surfaces 
variables F/ découpant sur £2/ des courbes w/, d'ordre r-p ayant la 
multiplicité /*),• en O/. 

Considérons deux .courbes fondamentales de première espèce y*, 
y) et les surfaces ¢), ¢ / dont nous désignerons les ordres respective
ment par q\, qj. Soient st, Sij les multiplicités de y, pour les surfaces 
F, ¢ / : s'j, s'jt celles de y) pour les surfaces F', ¢-. Aux points infini
ment voisins d'un point de y; correspond une courbe fondamentale 
F) appartenant à ¢- et d'ordre s,-. De même, à un point de y) est asso
ciée iine courbe fondamentale Ty, d'ordre s), appartenanl à ¢^. Une 

MKMORIAL DES SC M \TII. — N" 6 7 . 
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courbe C s'appuie en q\ points variables sur yl (et éventuellement en 
certains points fixes, fondamentaux) et une courbe O s'appuie en gry 

points variables sur yr Les courbes T\ s'appuient en 07, points variables 
sur y'j et les courbes T, en rjfl points variables sur y,. 

Envisageons maintenant le point fondamental Ot et la courbe fon
damentale de première espèce y). Si p,, est la multiplicité de Ot pour 
la surface ¢ , , les courbes w] s'appuient en plf points variables sur y). 
Si d'autre part stJ est la multiplicité de la courbe y; pour la surface £2), 
les courbes Tj ont la multiplicité sjt en O,. 

23. Tableaux associés à une correspondance birationnelle régulière. 
— A la transformation birationnelle régulière 0 , supposée dépourvue 
de courbes fondamentales de seconde espèce, Montesano [149] associe 
quatre tableaux, formés avec les ordres de multiplicité des courbes et 
des surfaces considérées aux points fondamentaux. 

Formons un premier tableau A relatif aux surfaces F : 

I n ri r2 rh s, s_ . . SK. 

I P\ r n >\>i . . . / / M *n s2i . Sk\ 

( A ) \ pv rifr rifl* . . . ?/ih sxfl> sïh . . sifl 

q\ pii ?n •• ?h\ ^u <*2i . . . Vk\ 

qv pu-' ?ik' . . . p /u' v\k' VÏA' . . <Jù' 

Dans la première ligne sont successivement indiqués l'ordre de F 
elles multiplicités des points 0<, 0 2 , . . . , O A et des courbes y4, y2, ...,y* 
pour cette surface. Dans les h' lignes suivantes sont indiqués les 
mêmes nombres relatifs aux surfaces fondamentales £2,, . . . ,£2A , ; 
enfin, dans les k' dernières lignes sont indiqués les mêmes nombres 
relatifs aux surfaces ¢4, . . . , ¢^. 

Formons un second tableau B relatif aux courbes G : 

n' p\ p'2 . . . p,, qx q\ . . q\ 

r\ r\x / ' I 2 . . . r\h p', , p\ 2 . . . p' | / ( 

( B ) \ rh> r'h'\ Ol2 • • • r'hh P/M P/<2 • • • ?'/,A 

, s M s{.2 s x h <r]A c r | 2 . . . or | A . 

SX * * ' i * ^ 2 • • • * * 7 i Œ/J'i ^ ' 2 • • • *kH 



LES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE L'ESPACE. %I9 

Les lignes sont successivement relatives aux courbes C, CO4,G)2, ...,co/if, 
r i , - . . ., IV et donnant successivement l'ordre, les multiplicités en 0 1 , 
0 2 , . . . . O/i et les nombres de points d'appui variables sur les courbes 

7i. y^ • • -, y*. 
On peut former les tableaux analogues concernant les surfaces F ' 

et les courbes G'. Ces tableaux, A', B' sont respectivement identiques, 
sauf le changement de lignes en colonnes, aux tableaux B, A. 

Représentons par Rty le produit des premiers nombres de la i[eme 

ligne du tableau A et de la y,eme ligne du tableau B, diminué de la 
somme des produits des éléments des mêmes colonnes de ces deux 
lignes. On aura par exemple 

B u = nn'— / i / ? ' , — . . .— rnph — s\q\ —...— skqk. 

En exprimant qu'une courbe C ne rencontre une surface F qu'en 
un point en dehors de la base de | F |, on obtient R,, = i. En expri
mant que les courbes u h ...,&>/,, TV . . . IVne rencontrent une sur
face F qui ne les contient pas qu'en des points fondamentaux et que, 
de même, les courbes G ne rencontrent les surfaces fondamentales 
de 2 qu'en des points fondamentaux, on trouve 

R t i = o, H n = o ( / = 2, 3, . . . , / / -h A: H- i) . 

Une courbe et une surface fondamentale ne se rencontrant qu'en 
des points fondamentaux, on a 

R«/ = o (»Vy). 

La considération des surfaces de 2 qui correspondent à des plans 
passant par un point fondamental de 2' conduit à 

R„ = — i ( i = 2, . . . , /i + l ) . 

Enfin, en considérant la courbe qui correspond dans 2 à une droite 
s'appuyant sur une des courbes y',, . . ., y^, on obtient 

RJJ = — i ( i = h -h -2, . . . , A + ^ + i ) . 

Comme les tableaux A, B donnent les tableaux B', A; en interver
tissant les lignes et les colonnes, si l'on désigne par R|y les sommes 
analogues aux R,y mais ou les lignes sont remplacées parles colonnes, 
les nombres Réjouiront des mêmes propriétés que les nombres R,7. 
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Gela étant, on a 

RII='«VI. 2 R«=-(*'+*')> 2 *« = -<>' + *>•: 

7==2 / = S 

La comparaison entre ces trois relations donne immédiatement 

h + k = h'-+-k'. 

Gomme les courbes fondamentales de seconde espèce sont en même1 

nombre dans les deux espaces, on voit que dans une transformation 
birationnelle régulière, les nombres d'éléments fondamentaux 
dans les deux espaces sont égaux. 

Les tableaux A, B sont carrés. Multiplions par i = y/— i les termes 
des premières colonnes de ces tableaux et faisons le produit ligne par 
ligne des deux déterminants formés avec ces tableaux. Ce produit est 
égal à l'unité et comme ces déterminants sont des entiers, ils sont en 
valeur absolue égaux à l'unité. 

24. Relation entre les genres des courbes fondamentales. — Cre-
mona, pour établir que le nombre des points fondamentaux d'une 
correspondance birationnelle entre deux plans, est le même dans ces 
deux plans, a évalué le nombre des points doubles des courbes d'un 
faisceau d'un des réseaux homaloïdaux. Pannelli [161] est arrivé au 
même résultat en évaluant de deux manières différentes le genre de 
la jacobienne d'un des réseaux homaloïdaux. L'extension de ces 
méthodes aux transformations birationnelles de l'espace conduit à 
évaluer le nombre des surfaces d'un faisceau pris dans | F | ou |F ' [ , 
ayant des points doubles; ou le genre de la courbe jacobienne d'un 
réseau de surfaces pris dans I F [ ou | F ' | ; ou enfin les genres de la 
jacobienne du système |FI ou |F'. | . Pannelli a déterminé les rela
tions que l'on* obtient en utilisant le troisième [161], puis le premier 
procédé [162]. Il obtient ainsi, par des calculs compliqués, les. for
mules 

!\ A •+- \\J. — p — '.*. v = 4 / / -t- i ;J-' — p' — >• v'. 

ou jx est la somme des ordres des courbes fondamentales de 2 , p le 
genre de la courbe formée de toutes les courbes fondamentales de 2 , 
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v le nombre des branches de ces courbes ayant pour origines les 
points fondamentaux, pt le genre de la iibme courbe fondamentale yi 
(les courbes i sont rationnelles); JJL', p', v', p- ont des significations 
analogues dans 2' . 

D'après Montesano, on a h.•-h k — hf -h kr et par suite : Dans 
une transformation birationnelle régulière, les sommes des 
genres des courbes fondamentales dans» chaque espace, sont 
égales. 

CHAPITttE III. 

POINTS SINGULIERS DES SURFACES ALGÉBRIQUES. 

25. Transformations quadratiques. — La transformation biration
nelle d'indice 2,2 la plus générale est obtenue en rapportant projec-
tivement aux plans de l'espace 2 ' les quadriques passant par une 
conique y et par un point O situé sur la conique. 

Par un choix convenable de la figure de référence, les équations 
de cette transformation peuvent s'écrire : 

px\ = ( « n J?i-f- rt]2.r2-+- ti\*xi)xhj 

px\2— («21^1 -+• altxt-\- ^23-^3)^4? 

par'., — («31^1-+- «32^2-+- ^33^3)-^1, 

px\ = fi(ari, .r2, : r 3 ) , 

/ 2 étant une forme du second degré et le déterminant | a,-* j n'étant 
pas nul. On voit tout de suite que ces équations, résolues par rap
port aux x, conserveront la même forme. Aux plans de 2 correspon
dent des quadriques passant par une conique / et par un point O' 
n'appartenant pas à y1. 

Des cas particuliers s'obtiendront en supposant la conique y dégé
nérée, ou en supposant que le point O appartient à la conique, les 
quadriques ayant alors un plan tangent fixe en ce point. La conique y' 
et le point O' présentent alors la même particularité. 

Par exemple, les équations 

x\ : .r'2 : x'z : x\ = .rxx?, : xt:rT, : ./-5 : x2
{ — x%x\ 

représentent une transformation obtenue'en partant du système de 
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quadriques passant par la conique 

xA = o, x] X^X.i,= 0 

et tangentes, au point (o, o, o, i) , au plan x2 = o. Les formules 
inverses sont 

X i . i/7g . X { . X 4. — «y? 1 X c% . X qT . * \ X > . X i - —— «x7 o «*//|, 

et aux plans du premier espace (x) correspondent les quadriques 
passant par la conique 

X > — O, X |— —~ X » J? _̂  — o 

et touchant le plan . r ^ o a u point (o, o, o, 1). 
Un autre exemple est fourni par les équations 

x\ : x'2 : x[} : x\ = x{xi : x.2xi : x] : x^ r 2 — ^ j ^ , 

dont les inverses sont 

X [ . X% . X* . X$. — u£j i27> . X c) X i . X "" . «Ciu î?2 ""~~ «^ 1 ^ 4 • 

Les deux systèmes homaloïdaux sont formés de quadriques ayant 
un contact du second ordre en un point fixe ( 0 , 0 , 1, o). 

26. Une transformation quadratique particulière. — Nous aurons 

à utiliser la transformation 

x\ : x'.2 : r\ : r', = r , z\ : x^xK : x^xs. : x\ 

obtenue en rapportant aux plans de 2' les quadriques de 2 passant 
par le point 0 ( o , o, o, 1) et touchant le plan r , = o le long de la 
droite x^ =xh =0. Les formules inverses ont exactement la même 
forme. 

Aux points infiniment voisins du point O correspondent les points 
du plan x\ = o, plan fondamental associé à ce point. En particulier, 
au point infiniment voisin de O situé sur la droite xx = ^ 0 = : 0 cor
respond le point ( 0 , 0 , 1,0). Les courbes fondamentales sont, dans 
2 , la droite Xi=x_, = o a laquelle correspond le plan x\ = o et 
dans 2', la droite x^ = XA=O à laquelle correspond le plan fonda
mental X-s =• O. 

Passons aux coordonnées cartésiennes en prenant pour plan im-
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propre dans 2 le plan x;i = o e t dans 2 ' le plan x\s = o. Posons donc 

^ * • a?4 xk x\s
 J x'z- x'.A 

Les équations de transformation s'écrivent 

(0 x = x's', y=/z', z = z'. 

Aux points infiniment voisins de l'origine O dans 2 correspondent 
les points du plan s ' ^ o e t en particulier un point infiniment voisin 
de O sur l'axe des z correspond l'origine O' dans 2 ' . 

Dans 2 , le système homaloïdal est formé de cylindres paraboliques 
passant par l'origine; dans 2', de cylindres hyperboliques. 

27. Analyse des points singuliers des surfaces algébriques. — Une 
surface algébrique F d'ordre 7̂ , ayant la multiplicité s à l'origine des 
coordonnées, a une équation de la forme 

?*(•*•>.>'> 3 ) - + - 9 , , + . , ( 4 : , ^ , z)-h...-h®„(x, y\ z ) = o, 

les cp étant des formes algébriques en x, y, z dont le degré est indi
qué par l'indice. 

Le cône tangent en O à la surface F a pour équation 

v*(x>y, *) = o. 

A la surface F , la transformation (i) fait correspondre une surface 
formée du plan z'=o compté s fois et d'une surface F' d'équation* 

?*(*'» y 9 o -+• *'?*+! (•*', y , o -+-...-+- z'»-* on(xr, y , o = o. 

Aux points de la surface F , infiniment voisins de O, correspondent 
sur F' les points de la courbe 

(a) ^ = 0 , < f ^ ' , y , 1) = 0 

qui, avec la droite à l'infini du plan z'=o, comptée i(n — s) fois, 
forme l'intersection de Y' et du plan z'=o, fondamental pour la 
transformation (1). 

S'il existe, sur la courbe (2) , un pojnt P' multiple d'ordre s 
pour F', on a s'^s et l'on conviendra de dire que le point P de,F, 
infiniment voisin de O, homologue de P', est multiple d'ordre s1 

pour F . 

La courbe (2) peut comporter une partie d'ordre v multiple 
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d'ordre s' pour F'. Aux points de cette courbe correspond sur F une 
courbe infiniment petite d'ordre v, infiniment voisine de O, multiple 
d'ordre s' pour F. Le cône tangent a F en O comprendra alors une 
partie d'ordre v, multiple d'ordre s' au moins. On aura d'ailleurs 
vs'<s. 

On pourra opérer, sur la surface F , une transformation quadra
tique ayant pour point fondamental un point de la courbe (2) , et 
ainsi de suite. Ceci nous conduit aux considérations qui font l'objet 
du paragraphe suivant. 

28. Domaines des différents ordres d'un point multiple sur une sur
face algébrique. - Soit F une surface algébrique ayant en O la mul
tiplicité s. Effectuons une transformation quadratique T ayant O 
pour point fondamental ; aux points infiniment voisins de O corres
pondent, sur la transformée F ' de F , les points d'une courbe y', 
d'ordre 5, située dans le plan fondamental associé à O. Effectuons une 
seconde transformation quadratique T'ayant pour point fondamental 
un point O, de y'; a F ' correspond une surface F" et aux points de Yr 

infiniment voisins de O', correspondent les points d'une courbe 
plane y" dont l'ordre est égal à la multiplicité s' de O', pour F'. Effec
tuons une troisième transformation quadratique T" ayant pour point 
fondamental un point O!, de y", et ainsi de suite. 

Aux points O, . O'^, . . . correspondront sur F des points 0 4 , 0 * , ... 
infiniment voisins successifs de O ; 0 4 sera multiple d'ordre sf pour F 
et l'on conviendra de dire que 0 2 est multiple d'ordre / pour F si s" 
est la multiplicité de O'; pour F", et ainsi de suite. On aura d'ailleurs 

Les points de F homologues des poinU de y'seront dits constituer 
le domaine du premier ordre du point O sur la surface F. Les points 
de F , homologues des points des courbes y" obtenus en considérant 
tous les points de y', constitueront le domaine du second ordre du 
point O sur la surface F. On définira, d'une manière analogue, les 
domaines des troisième, quatrième, etc. ordres. 

L'utilisation de transformations quadratiques successives permet 
de fixer les multiplicités pour F des points de* domaines des diffé
rents ordres d'un point multiple de la surface. On sera ainsi conduit 
a une analyse des singularités des surfaces algébriques. 
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C'est C. Segre [174] qui a le premier utilisé systématiquement ce 
procédé. On consultera également, sur cet argument, le Tome II de 
l'Ouvrage d'Enriques-Chisini [III]. 

29. Analyse des points doubles d'une surface algébrique. — Pour 
faire comprendre ce qui précède, nous étudierons succinctement les 
points doubles d'une surface algébrique. Considérons donc la sur
face F d'équation 

Ï Î ^ J , *)-+-«p3(/', i s)-f- . -+-?«(*,.>' , * ) = o . 

Tiois cas peuvent se présenter : 

i° Le cône tangent cp2= o est irréductible. O est un point double 
conique et tous les points du domaine du premier ordre de O sont 
simples pour F . 

2° Le cône tangent se réduit à deux plans distincts. Le point O est 
biplanaire et l'on peut poser, sans restriction, cp2 = # y . 

3° Le cône tangent se réduit à un plan compté deux fois; le point O 
est uniplanaire et l'on peut poser, sans restriction, cp2 = y \ 

Examinons le second cas. La transformation (i) fait correspondre 
à F la surface 

T V + C / ^ K , V', 0-+-. = 0 . 

Les droites x'—z'=o,y!=z'=o sont certainement simples 
pour F'; le point O' (x' = yf= zr= o) est en général simple pour F' . 
Il est précisément simple si cp$(o. o, i) n'est pas nulle; le point O est 
alors biplanaire ordinaire pour F . Si cp3(o, o, i) = o, le point O' est 
double pour F' et le cône tangent à F' en O' a pour équation 

r'>'-+- s'-<pi(o, o, i) H- s ' ( a r ' + by') = o, 

ax'-\~ by' étant les termes du premier degré dans cp3(x , y1r, i) . 
Le point O est biplanaire singulier sur la surface F . On remarquera 

que si la droite x =-y = o rencontre la surface F en quatre points 
confondus en O, ce point est biplanaire singulier. On pourra conti
nuer l'étude dans ce cas en effectuant, sur F', la transformation 

et ainsi de suite. 
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Passons au troisième cas. La surface F ' a pour équation 

V'2-+- z'^{x',y', 1 ) - + - . . . = 0. 

En général, la surface F ' touche le plan z'^= o le long de la droite 
y'= z'-= o. Posons 

©aU. j , 3) = z3^o-+-.*24>iO-, *)-»-* <hO'> *)-*-ty*(y> *)> 

les ^ étant des formes binaires dont le degré est indiqué par l'indice. 
Pour que la droite yf=z,= o soit double pour la surface F' , il 

faut et il suffit que l'on ait 

4*o=o, ^ , ( 0 , 1 ) = 0, ^ , ( 0 , 1 ) = 0, ^1((0 ,1) = 0. 

Supposons en premier lieu que ces conditions ne soient pas réali
sées. Le plan y = o coupe F suivant une courbe dont les tangentes 
a l'origine sont <p3(#< O, Z) = O. NOUS pouvons supposer, sans res
triction, que l'une au moins de ces tangentes coïncide avec l'axe 
des z. Cela revient à supposer 4^(0^ 1) = 0. Nous aurons à consi
dérer trois cas : 

i° ^ 2 ( o , 1) ^ o. — L'axe Oz est une tangente simple de la section 
de F par le plan y = o. Le point O', qui correspond, sur F', au point 
de F infiniment voisin de O sur Oz, est double conique pour F'. Le 
cône tangent a F ' en O' a pour équation 

[ I à- h{\ 
3^2 (O, 0 + - / ^ 7 - ] -"-^'ÇlC0»0» 0 = 0. 

2° ^2(0, 0 ™ °i ^* (°? 0 7^ °- ~~ L'axe O s est une tangente 
double de l'intersection de F et du plan y = o. Le point O'est double 
biplanaire pour F ' ; les plans tangents à cette surface en 0 ; passent 
par la droite y'=z'= o. 

Dans l'équation de F', permutons xr et zf\ elle devient 

/ - + * ' K 3 V ^ ' 2 ' M 7 ' , 0 + ^ , ( / , i)-+-'Mr', O ] - * - * ' 2 ? ^ , / , 1)-+-...= 0. 

Opérons la transformation 

x'—x"z", y = y'z', z'— z" 

sur cette équation. Nous obtenons une surface Y" d'équation 

yi + x'[z'*h+zrtyl(y'z% 1) -+- < W ' * * ' * H - a^yz" 
-hany*zr*+a„y'*s'+any\ -+- x'*^(z', y"z", 1) H~. . .= o, 
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où l'on a posé 

ty2(y, z) == a20y
2-+- a2]yz-+-a223

2 ( « 2 2 = o ) , 
'\>i(y, ^) = dioy°-+-a,]y

2z-haZ2yz2-ha^zi (ai6=o). 

Le point 0"(o , 0 , 0 ) de F", qui correspond au point infiniment 
voisin de Of sur la droite xf = y'= o, est double conique pour cette 
surface, le cône tangent étant 

y't+x'lz'tyyto, i) + a-ily]-+-x"-zi(o, o, 1) = 0. 

3° <\t>2(o, 1) = o, vj;, (o, 1) = o, ^ 0 ^ o. — E n reprenant les calculs 
précédents, on voit que le point O" est double biplanaire pour Y", les 
plans tangents à cette surface en ce point passant par la droite 
x"= o, yf= o. Opérons, sur la surface F", la transformation 

x" = x'" z'", y " = y'" z'", z" = z'". 

Nous obtenons une surface Y"r d'équation 

pour laquelle le point 0"'(o, 0 , 0 ) est double conique. 
L'analyse précédente nous montre donc qu'à un point double uni-

planaire d'une surface algébrique tel que le plan tangent en ce 
point coupe la surface suivant une courbe ayant un point triple 
au point considéré, est infiniment voisine une droite simple sur 
laquelle se trouvent soit trois points doubles coniques, soit deux 
points doubles dont Vun est conique et Vautre biplanaire tel 
qu'un point double conique lui fait suite, soit un seul point 
double biplanaire auquel sont infiniment voisins successifs deux 
points doubles dont le dernier est conique. 

Enfin, un point double biplanaire auquel est infiniment voisine une 
droite double est appelé tacnode. La section de la surface par le plan 
tangent y = o a alors un point quadruple au moins en O. 

30. Courbes multiples des surfaces algébriques. — Soit F une 
surface algébrique d'ordre n possédant une courbe C multiple 
d'ordre s. On peut analyser la singularité de la surface F le long de 
la courbe C en opérant une transformation quadratique T ayant pour 
point fondamental un point général de cette courbe. En conservant 
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les notations définies plus haut (n° 28), la courbe y' de la surface F' 
se composera de s droites (distinctes ou non) passant par an même 
point 0\, qui sera multiple d'ordre s pour F' et qui correspondra au 
point de F infiniment voisin de O sur la courbe C. L'existence d'un 
point de la courbe y', distinct de O',, multiple pour la surface Y', 
entraînera l'existence d'une courbe multiple de la surface F , infi
niment voisine de la courbe C et qui aura même ordre que cette 
courbe. 

On peut également reconnaître l'existence de ces courbes en con
sidérant la section de F par un plan GJ, coupant C en un point O et 
ne passant pas par la tangente a C en O. II suffit d'opérer dans le 
plan ET une transformation quadratique plane ayant le point O pour 
point fondamental. Cela revient a étudier la singularité do O pour la 
section de F par le plan GJ. 

Considérons par exemple le cas ou C est double pour F(s = 2). 
Si les plans tangents a F en un point général de G sont confondus, la 
surface F possédera en général une courbe simple, infiniment voisine 
de G. Mais si une tangente a F en un point général O de G, coupe 
cette surface en quatre points confondus en O, la surface F possédera 
une courbe double, infiniment voisine de C. 

31. Droites multiples d'une surface algébrique. - L'étude du voi
sinage d'une droite r, multiple d'ordre s d'une surface algébrique F, 
peut se faire de la manière suivante : Soient O,, 0 2 , 0 3 trois points 
quelconques tels que le plan 0 < 0 2 0 3 ne passe pas par r. Rappor
tons projectivement les quadriques passant par r, 0 1 ? 0 2 , 0 3 aux 
plans de l'espace. On obtient ainsi une transformation birationnelle 
(n° 18). Aux plans fondamentaux OiOoOiO,/*, Oo/1. 0 3 r corres
pondent des droites fondamentales r1', r\, r'2, r'3, les trois dernières 
s'appuvant sur la première. Aux points infiniment voisins d'un point 
de lavdroite r correspondent les points d'une droite s'appuyant sur 
r\, r'2, r\. Par conséquent, aux points infiniment voisins de r corres
pondent les points de la quadrique Q' de directrices r , , r'2, r\. En 
particulier, a ceux de ces points qui appartiennent a F correspondent 
les points d'une courbe p' tracée sur cette quadrique. La courbe p' a 
le même ordre n que la surface F et rencontre en s points les généra
trices rectilignes de Q' de même mode que r'. 

Ce procédé a été utilisé par Burniat [24]. 
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32. Points multiples des courbes gauches algébriques. — Soit G 
une courbe algébrique gauche ayant, en un point O, la multiplicité s. 
Opérons une transformation quadratique ayant O comme point fon
damental et soient nj' le point fondamental associé à O, F la conique 
fondamentale (éventuellement réductible) située dans ce plan. Aux 
points de C infiniment voisins de O correspondent s points du 
plan JS5f, que l'on peut toujours supposer, par un choix convenable de 
la transformation, ne pas appartenir à la conique T. Si O', est un de 
ces points, multiple d'ordre s' pour la transformée C de C, on a sf<s 
et le point infiniment voisin O t de O, homologue de 0'^, sera dil 
multiple d'ordre s' pour C. On conçoit que, de même que dans le cas 
des surfaces, on peut définir les domaines du premier ordre, du 
second ordre, etc. du point O sur la courbe C et. par des transfor
mations quadratiques successives, déterminer les multiplicités des 
points de ces différents domaines pour la courbe G. 

On peut également, comme l'a fait Halphen [98], utiliser des 
développements analogues aux développements de Piuseux pour les 
courbes planes. On introduit ainsi le concept de branches d'une 
courbe algébrique gauche; ou donne ce nom à des développements 
de la forme* 

r = a01*-+- ax £ a + 1 n - . . , 

y =z. b{) t*-*-bx **+!•+-. , 

z = r0 t*-h Ci J*4"1 - + - . . , 

qui, pour t suffisamment petit, définissent une branche de courbe 
algébrique d'origine 0 ( o , o, o). 

Enriques [69, 3] est revenu récemment sur ces développements 
pour en préciser la portée et montrer qu'ils permettent d'introduire 
Je concept de points multiples infiniment voisins tel qu'il a été obtenu 
par les transformations quadratiques. 

33. Intersection des courbes et surfaces algébriques. — Consi
dérons une surface algébrique F et une courbe algébrique C a\ant 
respectivement en O les multiplicités r, s. Le point O absorbe au 
moins rs des intersections de F et de G et précisément rs si aucune 
des tangentes a C en O ne touche la surface en ce point. Supposons 
qu'il n'en soit pas ainsi; opérons une transformation quadratique T 
ayant O comme point fondamental et soit GT' le plan fondamental 
associé. A F correspond une surface F' coupant us1 suivant une 



3o LUCIEN GODEAUX. 

courbe y' et à C une courbe C' coupant GJ', en dehors de la conique 
fondamentale, en s points dont quelques-uns appartiennent a y'. Si 
un point O', de xsf a les multiplicités r , , s( pour F', C', il absorbe 
au moins /\, s, intersections et par suite le point O^ homologue 
de O',, infiniment voisin de O sur F et G, absorbe au moins i ^sx 

intersections. On peut passer, par des transformations quadratiques 
successives, aux domaines des différents ordres de O et en conclure 
que, dans l'évaluation du nombre des intersections de F et C absor
bées en O, les points infiniment voisins successifs de O communs a F 
et à G doivent être comptés comme s'ils étaient des points au sens 
ordinaire du mot. 

CHAPITRE IV. 

LA GÉOMÉTRIE ALGEBRIQUE DE L'ESPACE. 

34. Groupe principal. — Le produit d'une transformation bira
tionnelle par une autre étant encore une transformation birationnelle 
et l'inverse d'une transformation birationnelle étant également une 
transformation birationnelle, les transformations birationnelles de 
l'espace forment un groupe ^ . Ce groupe ^ est le groupe principal, 
au sens de Klein, de la géométrie algébrique de l'espace. 

On sait que le groupe analogue, dans le plan, est constitue a partir 
des homographies et des transformations quadratiques, toute trans
formation birationnelle du plan étant le produit d'un nombre fini de 
transformations quadratiques et d'une homographie. En ce qui con
cerne l'espace, il reste encore à déterminer si le groupe des transfor
mations birationnelles peut être obtenu en partant de transformations 
de certains types. C'est la une question difficile, a laquelle il faudra 
probablement répondre par la négative. 

35. Opérations sur les systèmes linéaires de surfaces. — Revenons 
tout d'abord sur la définition d'un système linéaire de surfaces donné 
par sa base (n° 3). Donner la base d'un système linéaire de surfaces 
algébriques | F | , c'est donner l'ensemble des points et des courbes 
communs à toutes les surfaces du système, avec leurs multiplicités 
pour ces surfaces et les multiplicités des points infiniment voisins qui 
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doivent éventuellement être communs a toutes les surfaces. Deux 
surfaces du système doivent se comporter d'une manière identique 
en tout point-base et dans les domaines successifs de ce point. 

Cela étant, soient | F 4 | , | F21 deux systèmes linéaires complets de 
surfaces. On appelle somme de ces systèmes et l'on représente 
par | F f -r- F21 le système complet qui comprend toutes les surfaces 
formées d'une surface F1 et d'une surface F 2 . Les surfaces du sys
tème | F 1 H- F 2 | sont en général irréductibles. 

Désignons par nA, n2 les degrés de |F<|. | F 2 | , par 7r,, 7r2 leurs 
genres sectionncls, par p^, p2 leurs genres arithmétiques, par ni2 le 
nombre de points communs, en dehors des bases, a deux surfaces F< 
et une surface F 2 , par TI21 le nombre de points communs à une sur
face F, et a deux surfaces F 2 , par 7r le genre de la courbe commune 
a une surface F1 et à une surface F 2 . Le degré du système 
| F , -h F 2 | est égal à 

nx -+- /z2 -+- 3 (W|2-+- ni\), 

son genre sectionnel à 

1*1 H- 7Ï2-+- 2 * •+- 1(n\2'+- ^ 2 l ) 3 , 

son genre arithmétique a 
P\ -+- P+-+- t-

On déduit de ce qui précède la définition des multiples 

| a F | = | F H - F | , . . , | X F | 

d'un système linéaire. 
Considérons maintenant deux systèmes linéaires complets | F | , |F4j 

et supposons l'ordre des surfaces F supérieur à celui des surfaces F*. 
S'il existe une surface F 2 qui, jointe à une surface F i ? constitue une 
surface F, le système complet | F 2 | sera dit la différence des sys
tèmes | F |, | F, | et représenté par | F — F11. 

36. Système adjoint. — Nous avons défini plus haut ce qu'il fallait 
entendre par système jacobien | F7 | d'un système linéaire | F |, oo3 au 
moins. Si m est l'ordre des surfaces F , les surfaces du système \Yj\ 
sont d'ordre 4m — 4. On appelle surfaces adjointes F aux surfaces F , 
quand elles existent, les surfaces d'ordre m — 4 définies par 

| F' | = | Fy — 3 F |. 
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Pour obtenir les surfaces adjointes à une surface n'appartenant pas . 
à un système linéaire oo3 au moins, considérons le système j 4> 4- F j . 
On a 

| (<*» _+. F ) y | = | Fy | -h 41 * I = I *y! •+• 41 F |? 

le système |'<P ] étant oon au moins. On en déduit 

|F'-+-<P] = [4> ' -HF| . 

Gela étant, si <1> est une surface n'appartenant pas à un système 
linéaire oo3 au moins, on appellera adjointes $ ' à $ les surfaces 
F ' - | - $ — F (si elles existent). 

Les adjointes à une surface passent s —'• i fois par une courbe mul
tiple d'ordre s, ordinaire, de la surface et r— a fois par un point 
multiple ordinaire d'ordre r. Elles découpent sur la surface le sys
tème canonique de celle-ci. 

A côté du système adjoint | F ' | d'un système linéaire, on peut 
introduire le second adjoint |F" | , formé des surfaces d'ordre m — 8 
adjointes aux surfaces F' (système qu'il ne faut pas confondre avec 
celui des surfaces bi-adjointes, d'ordre ?.m—8), le troisième 
adjoint j F'"|, formé des adjointes aux surfaces F", . . . . 

Les surfaces dépourvues de surfaces adjointes sont les surfaces, 
rationnelles, les surfaces réglées ou contenant un faisceau de courbes 
rationnelles, certaines surfaces de genre géométrique zéro, non 
encore toutes déterminées, telle que la surface du sixième ordre pas
sant doublement par les arêtes d'un tétraèdre (surface d'Enriques). 

37. Les systèmes linéaires de surfaces et le groupe § . — A u n 
système linéaire | F ] de surfaces, une transformation birationnelle T 
fait correspondre un système linéaire |F ' j . Si parmi les points et les 
courbes fondamentales de la transformation T, se trouvent des points-
base et des courbes-base de | F | , les transformées des surfaces F 
contiendront les surfaces fondamentales correspondantes; ces surfaces 
seront des composantes fixes du système F, et l'on pourra convenir de 
les retrancher de ce système ou non. En général, c'est la première 
convention que l'on adoptera et l'on désignera par | F ' | le système 
linéaire obtenu après suppression des composantes fixes éventuelles; 
ce système sera appelé le transformé de ] F | par T. Les degrés et liés 
genres sectionnels des systèmes | F |, [F ' | sont égaux, mais les ordres 
des surfaces F , F' sont en général différents. 
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Il est, d'autre, part bien clair que les opérations d'addition et de 
soustraction des systèmes linéaires ne sont pas altérées par les trans
formations du groupe ^ . 

Considérons un système linéaire ( F | , ooJ, et sa jacobienne F^. 
A une surface F possédant un point double en dehors de la base 
de | F | et des points fondamentaux de T, correspond une surface Yf 

ayant un point double au point correspondant. Par suite, à la jaco
bienne Yj de.[ F | correspond la jacobienne F ' de |F ' | . Il en résulte 
qu'aux adjointes du système linéaire | F ! , T fait correspondre les 
adjointes au système linéaire |F ' | . Et ce résultat s'étend facilement 
aux surfaces qui n'appartiennent pas a un système linéaire oo3 au 
moins. En d'autres termes, l'opération d'adjonction est invariante 
vis-à-vis des transformations du groupe <§>. 

Le fait que les jacobiennes F7 , F^ se correspondent résulte d'ail
leurs du fait suivant : Si 

A-i/iC^i, &2, #3, ^O-t-Xï/ î -hXaya-t- X t / 4 = o 

est l'équation de | F ] et 

ri'.Xiixii xt= ? ] ( # ' , , x'2, xA, x\) : ? 2 : <p3: «* 

les équaiions de T - 1 , on a 

à{f\f*f\fù = à(fififzfù djXiXsXsxQ 
ô (x\ x2 x\ x\) d ( Xi x» xz Xi ) ô {x, x'2 x\ x\) 

38. La représentation des systèmes linéaires de surfaces par les 
variétés à trois dimensions. — Soit | F | un système linéaire de 
dimension /*>4? non composé au moyen d'un faisceau de surfaces 
ou d'une congruence de courbes. Rapportons projectivement les sur
faces F aux hyperplans d'un espace linéaire S, a r dimensions. Si 

^0. / ( ) (^1 , ^2, -^3, # 4 ) H - X , / , - | - . . . - h À s / 2 = 0 

est l'équation de | F | et X0 , X i ? . . ., X,. les coordonnées projectives 
homogènes des points de S r , on pourra poser 

( i ) ? X l = / l ( j ? I , x*, x,, xC) (i' = o, i, 9, . . . , r ) , 

p étant un facteur de proportionnalité. Les équations (i) définissent 
une variété algébrique V3, à trois dimensions, de Sr, image du 
système | F |. 

Si | F ' | est le svstème linéaire qu'une transformation birationnelle 

MÉMORIAL DCS SC MATH. — N° 67 3 
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fait correspondre a I F | , ou, comme l'on dit brièvement? ai | F ' | est 
birationnellement identique a | F | . nous pouvons, en partant 
de | F ' | , définir une variété à trois dimensions "NT, de S,, image 
d o | F | . 

Observons qu'à un faisceau de surfaces F correspond, d'unepart r 

un faisceau d'hyperplans de S, et. d'autre part, un faisceau de sur
faces F' . On en conclut que les variétés V», \ \ se correspondent dans 
une homographie de S ; . Ou encore, les variétés images de deux 
systèmes linéaires de surfaces birationnellement identiques sont 
projectivement identiques. 

Ce théorème ramené l'étude des s1*sternes linéaires de surfaces 
vis-à-vis du groupe £J a l'étude des variétés à trois dimensions vis
a-vis du groupe projectif. 

Observons que si le système | F | est simple, il en est de même 
de | F ' | et les variétés \ $. A \ sont rationnelles. Mai* si le s> sterne | F | 
est composé au moyen d'une involution l^. d'ordre p, le système |F ' | 
est également compose au moyen d'une involution d'ordre p. Dans 
le premier cas, l'ordre des variétés \ 3, V est égal au degré n du 

système | F | ; dans le second cas, cet ordre est égal a - . Dans le 

second cas, les variétés \ 3 , Y ne sont pas nécessairement ration
nelles, comme le montre un exemple du a Enriques [67] . La variété 
V-Î est une image de l'involution I, et la détermination des cas ou 
cette variété est rationnelle est un problème très difficile, a peine 
abordé [92]. 

39. Systèmes linéaires de surfaces à intersections variables ration
nelles, elliptiques ou hyper elliptiques. — Si | F | est un système 
linéaire de surfaces de genre sectionnel p, x'1 au moins, les sections 
de la \ariété V> qui le représente dans S, par les espaces S,_j sont 
des courbes de genre p. Les sections hvperplanes de A sont donc 
des surfaces a sections de genre p. La nature de ces surfaces est 
connue pour p = o,i ou pour des sections hyperelliptiques. En utili
sant ces résultats. Enriques [63, 64] a déterminé les txpes biration
nellement distincts de s;v sternes linéaires de surlaces a intersections 
variables rationnelles, elliptiques ou hyperelliptiques. Il est arrive 
aux résultats suivants : 

Tout système linéaire simple de surfaces à intersections 
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variables rationnelles, est birationnelle ment identique à Vun des 
suivants : 

i° Système des quadriques par une conique; 
2° Système des quadriques tangentes à un plan en un point: 
3° Système de surfaces d'ordre m ayant une droite-base mul

tiple d'ordre m — i et. éventuellement, d'autres éléments-base. 

Tout système linéaire simple de surfaces à intersections varia
bles elliptiques de degré supérieur à trois, est birationnellement 
identique à Vun des suivants : 

i° Système x J des surfaces cubiques ayant pour base une 
quintique de genre deux {degré quatre); 

2° Système oo"+l de surfaces cubiques ayant un point-base 
double, à cône tangent fixe, et g — n droites-base appartenant à 
ce cône (n = i, 6, 7, 8, 9 ) ; 

3° Système oc'* des surfaces cubiques ayant pour base une 
quartique de seconde espèce; 

4° Système x>7 des surfaces cubiques passant par trois droites 
deux à deux gauches; 

5° Système oo7 des surfaces cubiques ayant pour base un point 
double et une cubûiue gauche passant simplement par ce point; 

6° Système oo7 des surfaces cubiques ayant pour base un point 
double biplanaire, un plan oscillateur fixe en ce point et une 
cubique plane ayant un point double en ce point; 

70 Système des quadriques ayant au plus un point-base ; 
8° Système 00M des surfaces du quatrième ordre ayant pour 

base un point triple, deux droites doubles passant par ce points 
le cône tangent en ce point étant formé du plan fies deux droites 
et d'un cône irréductible du second ordre. 

Les systèmes de degré n =. 3 ne sont pas connus; cela tient a ce 
que, jusqu'à présent, il a été impossible de démontrer si la variété 
cubique a trois dimensions de l'espace à quatre dimensions, est 
ralionnelle ou non [92]. 

Tout système linéaire simple de surfaces à intersections 
variables hyper elliptique s est birationnellement équivalent ù un 
système linéaire de surfaits d7ordre m ayant pour base une 
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droite multiple d'ordre m — 2, une courbe simple coupant en 
deux points variables les plans passant par la droite et, éventuel
lement, d'autres éléments. 

40. Systèmes linéaires de surfaces rationnelles. — G. Fano [78] a 
étudié les variétés algébriques à trois dimensions dont les sections 
hyperplanes sont des surfaces rationnelles; il a démontre que toutes 
ces variétés sont rationnelles, sauf éventuellement la variété cubique 
de l'espace à quatre dimensions. De ses résultats, Fano a déduit 
les propriétés suivantes des systèmes linéaires de surfaces ration
nelles : 

Soit | F | un système linéaire simple de surfaces rationnelles. 
Considérons le système | F - f - F ' | adjoint au système linéaire | a F | . 
Le .système | F - h F ' | est formé de surfaces rationnelles et si l'on 
répète sur | F + F ' | l'opération qui fait passer de | F | a | F -f- F' |, et 
ainsi de suite, on est conduit à de nouveaux systèmes linéaires de 
surfaces rationnelles, sauf éventuellement pour le dernier système 
obtenu. Après un nombre fini d'opérations, on parvient à un système 
linéaire de surfaces rationnelles a intersections variables hyper-
elliptiques, elliptiques ou rationnelles, ou a un système birationnelle
ment identique à un système de cônes de même sommet. 

41 . Surfaces n'ayant que des courbes multiples ordinaires. — 
Etant donnée une surface algébrique F, on peut se proposer de 
construire une de ses transformées birationnelles n'ayant que des 
courbes multiples ordinaires (à plans tangents généralement distincts). 
Ce problème a été résolu par Ghisini [36] , qui a démontré que, par 
des transformations du groupe £j, une surface algébrique F peut être 
transformée en une surface F, dépourvue de points multiples isolés, 
n'ayant que des courbes multiples ordinaires. Ces courbes peuvent 
posséder, en nombre fini, des points cuspidaux par lesquels passent 
simplement les courbes découpées sur F ' par les premières polaires 
de cette surface, en > ayant une tangente distincte de celle de la 
courbe multiple. Les points communs a deux courbes multiples 
d'ordre su s2(s\>s2) n'appartiennent pas à une troisième courbe 
multiple de la surface et les deux courbes passant par ce point ont 
des tangentes distinctes; le point est multiple d'ordre s^ pour la 
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surface et n'appartient pas à toutes les courbes découpées par les 
polaires de cette surface. 

Pour obtenir ce résultat, Ghisini élimine en premier lieu les points 
fondamentaux isolés de F au moyen de transformations birationnelles 
d'indices 2, 3. Une fois cette élimination faite, il utilise des transfor
mations monoidales ayant comme courbes fondamentales les courbes 
multiples non ordinaires de la surface obtenue. 

42. Remarque. — On peut chercher à transformer une surface 
algébrique en une autre n'ayant comme singularités que des courbes 
multiples ordinaires, la transformation n'étant birationnelle qu'entre 
les surfaces et non pas entre les espaces ambiants. On sait que dans 
ces conditions, on peut transformer toute surface en une autre ne 
possédant comme singularités qu'une courbe double n'ayant qu'un 
nombre fini de points triples à la fois pour la surface et la courbe 
double. Ce théorème a été établi par B. Levi [119]; on consultera 
également sur ce sujet le Tome I du Traité de Picard et Simart [VI ] 
et un Mémoire de Severi [175]. Une démonstration simple a été 
donnée récemment par Albanese [1 ]. 

Le théorème en question revient au suivant : on peut trouver une 
transformée birationnelle d'une surface algébrique, appartenant à un 
espace linéaire a^ant au moins cinq dimensions, privée de points 
multiples. Il suffit alors de projeter cette surface sur un espace 
ordinaire pour obtenir le théorème sous sa première forme. 

Albanese commence par construire, sur une surface algébrique 
irréductible F, un système linéaire simple de courbes, de dimen
sion /• ̂ > 6 et de degré n. 2J,, tel que chacun de ses systèmes de 
dimension /* — i(i^i) soit irréductible et de degré n — j( j <L 2 / + 1). 
En rapportant projectivement les courbes de Un aux hyperplans d'un 
espace S, a r dimensions, il obtient une transformée birationnelle F' 
de F qui ne peut posséder que des courbes doubles ordinaires ayant 
un nombre fini de points cuspidaux, et, en dehors des courbes 
doubles, un nombre fini de points doubles coniques, biplanaires ou 
uniplanaires non taenodaux, a distance finie ou infiniment voisins. 
En considérant les hypersurfaces de S, d'ordre suffisamment élevé 
passant par les courbes doubles et en les rapportant projectivement 
aux hyperplans d'un espace à un nombre convenable de dimensions, 
on transforme birationnellement F' en une surface F" dépourvue de 
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courbes doubles. On élimine successivement de la même manière les 
points doubles restants et l'on parvient ainsi à une surface dépourvue 
de points multiples, transformée birationnelle de F . 

i3 . Courbes algébriques gauches dépourvues de points multiples. 
— Soit G une courbe gauche algébrique a>ant des singularités quel
conques; on peut, par des transformations birationnelles, transformer 
cette courbe en une autre C dépourvue de points multiples (effectifs). 

En premier lieu, au moyen de transformations quadratiques 
successives, on transformera la courbe C en une courbe C, n'ayant 
que des points multiples (effectifs) ordinaires. On peut également, 
dans ce but, utiliser la transformation 

r j x\ — x» v\ — r-iX , = x^x\. 

qui possède dans chaque espace quatre points fondamentaux ordi
naires et quatre plans fondamentaux. C'est ce qu'a fait Pannelli [159]. 

On pourra se débarrasser des points multiples de la courbe C< soit 
en utilisant la transformation birationnelle d'indices 2, 3 dont il a été 
plusieurs fois question, soit en utilisant, comme l'a faitB. Levi[121], 
une transformation dépourvue de points fondamentaux isolés. B. Lev i 
utilise la transformation qui fait correspondre aux plans de l'espace 2 
les surfaces cubiques de U passant par une sextique gauche de genre 
trois, K'. 4uv plans de U correspondent les surfaces cubiques passant 
par une sextique gauche K de genre trois. Aux points de K (ou K7) 
correspondent les trisécantes de K' (ou K) engendrant une surface 
fondamentale R/ (ou R) d'ordre huit, passant trois fois par R' (ouK), 
Si Ci est une courbe ayant en 0 1 la multiplicité s, on choisira la 
transformation de manière que la courbe K passe par 0 | , sans > 
loucher Ci, aucune des trois trisécantes de K passant par 0 | ne 
s'appuyant ultérieurement sur G ( . De plus, on supposera que la 
courbe C\ ne rencontre la surface R en des points d'une même 
trisecante de K. Dans ces conditions, a la courbe Ci correspond une 
courbe C, s'appuyant en s points simples sur la trisecante de K' 
homologue de 0 | . En répétant ce raisonnement pour tous les points 
multiples de Cu C'4, . . . , on arrivera finalement à une courbe G, 
dépourvue de points multiples. 

44. Congruenoes linéaires de courbes algébriques. — On appelle 
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congruence linéaire de courbes algébriques un ensemble doublement 
infini, algébrique, de courbes, tel que par un point de l'espace passe 
en général une seule courbe de l'ensemble. 

Une congruence linéaire ne possède pas de surface focale; ses 
courbes sont assujetties a passer par certains points fixes et à 
s'appuyer, en des points variables, sur certaines courbes appelées 
courbes singulières. De plus, le long d'une courbe singulière, les 
courbes d'une congruence linéaire peuvent être assujetties à toucher 
certaines surfaces. 

Soit | |C| | une congruence linéaire de courbes algébriques C. Si 
l'on effectue, sur toutes les courbes de ||C(|, les transformations 
birationnelles qui permettent de transformer une de ces courbes en 
une courbe C' n'ayant aucun point multiple effectif, à la congruence 
correspondra une congruence linéaire || G' |] dont la courbe générale 
sera dépourvue de points multiples effectifs. Si les courbes de| |C|] 
doivent, le long d'une courbe singulière T, avoir un contact d'un 
certain ordre avec une surface passant par T, on pourra, au moyen 
d'une transformation monoidale ayant T comme courbe singulière, 
transformer ]| C || en une congruence ||C"|| dont les courbes auront, 
le long des courbes singulières naissant de T, un contact d'ordre 
moindre avec certaines surfaces. En continuant de la sorte, on 
arrivera à une congruence linéaire || G| |j dont les courbes s'appuveront 
en des points variables sur des courbes singulières, sans avoir de 
contacts avec certaines surfaces le long de ces courbes. Le nombre 
des points d'appui est égal à \m-\-i(p — i) , m étant l'ordre des 
courbes C ^ p leur genre, ainsi que l'a établi Godeaux [87] . On peut 
en déduire que si la courbe singulière de la congruence | |G| | | est 

irréductible, son ordre est inférieur a ( — — ) • 
\ m J 

Observons que si les courbes dune congruence linéaire ont un 
point simple fixe, ce point compte en général pour deux points d'appui 
>ur une courbe singulière. On peut par suite trouver 2.m-\-p — i 
points tels que les courbes d'ordre m et de genre p passant par ces 
points forment une congruence linéaire. 

Considérons maintenant les congruences linéaires de courbes 
rationnelles. Soit | |C | | une telle congruence. Si l'on sait trouver une 
surface unisécante des courbes G, on pourra transformer biratioa-
nellement ||C[| en une gerbe de rayons. Enriques [60] a démontré 
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que cela est toujours possible si les courbes G sont d'ordre impair. 
Par contre, il existe des congruences linéaires de coniques dépourvues 
de surfaces unisécantes, comme l'a montré Montesano [142]. 

45. Transformations birationnelles involutives. — On pourrait se 
proposer de déterminer les transformations birationnelles involutives 
de l'espace qui ne soient pas birationnellement identiques, mais ce 
problème n'a pas encore été aborde. Il semble d'ailleurs devoir 
présenter de sérieuses difficultés, car on se heurte à la question de la 
rationnalité des involutions (n° 38). 

Soit T une transformation birationnelle involutive de l'espace 
faisant correspondre aux plans des surfaces F d'ordre m formant un 
système homaloidal | F |. Puisque T 2 = i, aux droites correspondront 
des courbes C d'ordre m. Désignons par O les surfaces d'ordre m -f- i 
a^ant, aux points-base et aux courbes-base de I F [, le même compor
tement que les surfaces F . Le système | * | est transformé en lui-même 
par T ; il a le degré 2 ( 3 m + i ) et le genre sectionnel 2x — km — 3, 
7r étant le genre de la section plane d'une surface F. Les surfaces * 
ont le genre arithmétique TT. 

Dans le système |<D|, il existe deux systèmes linéaires partiels 
composés au mo\en de l'involution L , d'ordre deux, engendrée par T. 
L'un de ces systèmes, | ¢ , |, comprend les surfaces O composées d'un 
plan et de la surface F qui lui correspond; l'autre système, |<D0|, 
comprend les surfaces O lieu des sections des plans d'un faisceau par 
les surfaces F qui leur correspondent. Il en résulte que les surfaces <D0 

passent par les points unis de l'involution I2 (points invariants pour 
la transformation T) . Les points unis de l'involution I2 peuvent être 
en nombre oo2 et former une surface algébrique, composante fixe 
de f^0|?

 o u être en nombre oo1 et former une courbe algébrique-base 
de |*oI? o u enfin être en nombre oo", ce sont alors des points-base 
d e [ * 0 | . 

Désignons par r, r , , r0 les dimensions des svsternes |<D|, [ ¢ ^ , |*0 | -
En rapportant projectivement les surfaces de l<D| aux hyperplans 
d'un espace linéaire S, à r dimensions, on obtient une variété V{ à 
trois dimensions, rationnelle, sur laquelle il correspond à T une 
homographie harmonique dont un axe ne rencontre pas Y3, l'autre 
axe la rencontrant suivant les points qui correspondent aux points 
unis.de L. Si l'on rapporte les surfaces do | <D11 aux hyperplans d'un 
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espace linéaire à r, dimensions, on obtient une variété V'3 image de 
l'involution I2, d'ordre \-\-6m. On obtiendra une seconde variété 
image de l'involution I2 en rapportant projectivement les surfaces * 0 

aux hyperplans d'un espace linéaire a /'0 dimensions. Observons que 
si l'involution I_, possède un nombre fini de points unis, il leur 
correspondra des points quadruples de la variété \ \ [91]; si I_> 
possède une courbe unie, il lui correspondra une courbe double de 
la variété V',. 

Les systèmes adjoints successifs de | <D |, lorsqu'ils existent, sont 
transformes en eux-mêmes par T. En parlant de l'un de ces systèmes, 
lorsque la chose est possible, on obtient des variétés analogues d V „ 
V'3, d'un ordre moindre. 

46. Détermination de systèmes homaloïdaux. — Les surfaces d'un 
système homaloidal I F | étant îationnelles, leurs adjointes n'existent 
pas. Cette remarque a permis a M. Piazzola-Beloch [11], d'obtenir 
des propriétés des éléments fondamentaux des transformations bira
tionnelles, dans l'hypothèse ou ces transformations sont régulières. 

Soit donc I F | un sjsterne homaloidnl de surfaces d'ordre m, 
possédant une courbe-base T multiple ordinaire d'ordre s et un point-
base O multiple ordinaire d'oidie / . Le /Vtme système adjoint \Y{h^ \ 
a | F |, formé de surfaces'd'ordre m — \h, ne peut exister, quel que 
soit h positif. Les surfaces F / n doivent passer s — h fois par T et 
r — ih fois par O et ces conditions doivent êlr( impossibles a remplir. 
Si k est le quotient de la division de m par \. on prendra h = k. On 
trouve alors, si 

m = ik, s ^ À -+-1 ou / '^2 A-h i ; 

m = \ k -h i, s ^ k: •+-1 ou /• ^ 2 k -+- 2, 

//1 = 4^-+-2, Î ^ / I + I ou r ^ 2 À - + - 3 ; 

//1 = 4^-+-3, 5^/t-t-I ou r ^ 2 Â - + - 4 ' 

Le syéteme |F ( doit donc posséder soit une courbe-base multiple 
d'indice s, soit un point-base multiple d'ordre r, s ou r satisfaisant 
aux inégalités précédentes. 

Si j / . est ,1'ordre de la courbe-base avant la multiplicité la plus 
élevée, on doit avoir 

m- — JJLs- > o, 

d'où 
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La courbe-base de multiplicité maximum de | F | ne peut posséder 
qu'un nombre fini de quadrisécantes, et celles-ci font partie de la 
base de | F |. Si la courbe en question est plane, on a donc / * ^ 3 ; si 
elle est tracée sur une quadrique, on*a j / .<6; si elle est tracée sur 
une surface cubique, on a /JL < 11. 

Les procédés utilisés ont permis à M. Piazzola-Beloch d'obtenir 
des résultats sur les courbes-base et les points-base de | F | distincts 
des courbes et des points-base de multiplicités maxima. En outre, 
elle a pu déterminer les systèmes homaloïdaux dépourvus de courbes-
base. Pour ces systèmes, on a ra<4; ils sont au nombre de trois : 

a. Système des quadriques circonscrites a un tétraèdre et ayant 
un plan tangent fixe en un des sommets; 

b. Système des surfaces cubiques ayant en commun un point 
double et trois points simples, avec un contact du troisième ordre en 
un de ceux-ci; 

c. Système des surfaces du quatrième ordre ayant en commun un 
point triple et un point simple, en lequel elles ont un contact du 
cinquième ordre. 

Ajoutons que M. Piazzola-Beloch a également obtenu quelques 
résultats sur la décomposition des transformations birationnelles 
ayant comme courbe fondamentale de multiplicité maximum une 
sextique de genre trois, en produits de transformations d'un ordre 
moindre. 

CHAPITRE V. 

GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES. 

47. Préliminaires. — La détermination des groupes continus finis, 
birationnellement distincts, de transformations birationnelles de 
Fespace a été effectuée par Enriques et Fano [70]. On sait qu'un tel 
groupe est algébrique, ou contenu dans un groupe algébrique plus 
ample; on se bornera donc à l'étude des groupes algébriques. 

Soit <# un groupe continu, fini, de transformations birationnelles 
de l'espace. Appliquons les transformations de ^ aux surfaces d'un 
système continu; les systèmes transformés formeront un corps de 
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surfaces d'un certain ordre n. Le s\sterne linéaire de dimension 
minimum auquel ce corps appartient sera transformé en lui-même par 
les transformations du groupe cj ; il en sera de même du système 
linéaire complet de surfaces avant la même base que le système 
précédent. Si r est la dimension de ce système linéaire complet, 
rapportons projectivement ses surfaces aux hyperplans d'un espace 
linéaire S r à r dimensions; on obtient ainsi dans cet espace une 
variété rationnelle \ , et aux transformations du groupe ^ corres
pondent des homographies transformant la variété V\ en elle-même. 
Tout groupe continu fini de transformations birationnelles de 
Vespace est donc semblable à un groupe d*homogiaphies d'un 
certain espace. 

48. Courbes et surfaces algébriques ayant une inanité de transfor
mations projectives en elles-mêmes. — La propriété précédente 
montre que les recherches d'Enriques et Fano s'appuient sur les 
propriétés des courbes et des surfaces admettant un groupe continu 
de transformations projectives en elles-mêmes. 

Les courbes possédant ces propriétés ont été étudiées par Klein et 
Lie [114, 115 J, qui les ont appelées courbes W . Une courbe trans
formée en elle-même par oo1 homographies, est algébrique ou trans
cendante; si elle est algébrique, elle est rationnelle; il n'existe sur la 
courbe que deux points unis (éventuellement coïncidents) pour les 
homographies en question. Lne courbe transformée en elle-même 
par oo2 homographies, est rationnelle. 

Les surfaces de l'espace ordinaire admettant une infinité de 
transformations projectives en elles-mêmes ont été déterminées par 
Enriques [66]; celles qui admettent un groupe ooJ de telles transfor
mations ont également été déterminées pai Lie dans le troisième 
volume de sa Théorie der Transformations gruppen. Fano [71] a 
déterminé les surfaces algébriques situées dans un espace quelconque 
invariantes pour un groupe continu de transformations projectives. 

Si F est une surface algébrique de S,, admettant un groupe continu 
oo1 de transformations projectives en elle-même, elle contient un fais
ceau de courbes W. Il existe des projeclivités échangeant ces courbes 
entre elles et par suite, si ces courbes sont transcendantes, la surface 
F admet un groupe transitif oo2 de transformations projectiles en 
elle-même. De telles surfaces sont rationnelles. Si d'autre part, les 
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courbes W de Fssont algébriques, elles sont rationnelles et la surface 
F peut se ramener, par une transformation birationnelle, à une réglée 
ou bien elle est rationnelle. 

On en conclut alors que toute surface invariante pour un groupe 
continu oo2 au moins de transformations projectives, opérant transi
tivement sur les points de la surface, est rationnelle. 

Dans l'espace ordinaire, on a donc les propriétés suivantes : 
Toute courbe invariante pour un groupe algébrique Cy de trans

formations birationnelles, donnant sur la courbe oo1 transformations 
distinctes, est rationnelle. 

Toute courbe invariante pour un groupe algébrique Çj, donnant sur 
la courbe oo1 transformations distinctes, est rationnelle. 

Toute surface invariante pour un groupe algébrique ^ , opérant 
transitivement sur les points de cette surface, est une surface ration
nelle. 

L'examen des points unis des groupes de projectivités laissent inva
riante une surface algébrique, ou une variété algébrique V3 . donne 
enfin la proposition suivante : 

Toute courbe lieu de points unis pour les transformations biration
nelles d'un groupe continu, est une courbe algébrique ou appartient 
a une surface algébrique, également lieu de points unis pour les 
transformations du groupe. 

49. Groupes primitifs de transformations ponctuelles de l'espace. 
— Dans sa Théorie des groupes de transjormations, vol. III, S. Lie 
a montré que tout groupe primitif de transformations ponctuelles de 
l'espace, peut être ramené, par une transformation ponctuelle, à l'un 
des groupes suivants : 

a. Groupe oo10 des transformations conformes; 
b. Groupe oo15 des homographies, ou groupe oo12 des affinités, ou 

groupe oo1 ' des équivalences affines, ou groupe oo10 des homogra
phies conservant un système nul, ou groupe oo° des homographies 
conservant une quadrique non conique, ou groupée»7 des similitudes 
ou enfin groupe oo° des mouvements (euclidiens). 

Cette classification est valable pour les groupes de transformations 
birationnelles, mais lorsqu'il s'agit de déterminer ceux de ces groupes 
qui sont birationnellement distincts, il convient d'examiner si de nou-
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veaux cas ne peuvent se présenter, car les transformations ponctuelles 
utilisées par Lie pour la réduction ne sont pas -nécessairement bira
tionnelles . 

50. Groupes primitifs de transformations birationnelles. — Soit, 
dans un espace 2 , ^ un groupe algébrique primitif de transfor
mations birationnelles. Il existe, dans un espace 2/, un certain 
groupe ($>', rentrant dans un des types énumérés par Lie, tel que 
l'on passe de (g! à Q par une transformation ponctuelle T en t rée , 2 \ 
Il existe une infinité de transformations de ($,' laissant fixes tous les 
points d'une droite, sans laisser fixes tous les points d'une surface 
passant par cette droite. La courbe G de 2 que T fait correspondre 
à cette droite est lieu de points unis des transforma tons de ^ sans 
appartenir à une surface lieu de points unis; elle est donc algé
brique. Mais de plus, les transformations de (g> qui laissent G inva
riante, déterminent sur cette courbe au" moins oo1 transformations 
distinctes. Par suite, aux droites de 21, T fait correspondre des 
courbes rationnelles (ou des courbes formées de parties irréductibles 
variables rationnelles). 

Aux plans de 21, T fait correspondre des surfaces appartenant à 
un système linéaire invariant complet, dont les surfaces se coupent 
suivant des courbes rationnelles. Ces systèmes ont été déterminés 
par Enriques (n° 39) et par suite : 

Chaque groupe primitif de transformations birationnelles de 
Vespace est birationnellement identique à un groupe projectif ou 
à un groupe conforme. 

Les groupes primitifs projectifs sont connus, ce sont ceux qui ont 
été énumérés par Lie. Les sous-groupes primitifs du groupe conforme 
sont birationnellement identiques à des groupes projectifs, exception 
faite pour le groupe des transformations conformes laissant fixe une 
sphère donnée. Ce dernier groupe ne peut être ramené à un groupe 
projectif que par une transformation ( i , 2). 

51 . Groupes algébriques simplement infinis. — Soit ($> un groupe 
algébrique simplement infini. Les trajectoires des points sont des 
courbes rationnelles C, formant une congruence linéaire. Sur chacune 
de ces courbes, se trouvent deux points unis par les transformations 
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de § . Si ces points sont confondus, leur lieu est une surface (éven
tuellement réduite à une courbe ou à un point fixe) unisécante des 
courbes C. Si les poinls unis sont distincts, leur lieu se scinde> en 
dxeux surfaces unisécanles des courbes C, car autrement, si l'on 
passe à la variété V3 comme il a été indiqué plus haut (n° 47), l'espace 
contenant la surface lieu des points unis des courbes C sera formé de 
points unis; mais alors l'espace linéaire contenant une courbe G con
tient une infinité de points unis et par suite une infinité d'h/vperplans 
unis. Il en résulterait que Cj déterminerait, sur toute courbe C. un 
nombre fini de transformations, ce qui est absurde. 

La congruence des courbes C a^ant une surface unisécante, est 
birationnellement équivalente à une gerbe de rayons. Par suite : 
Un groupe algébrique oo1 de transformations birationnelles de 
Pespace est birationnellement équivalent ù un groupe dont les 
trajectoires sont les rayons d'une gerbe. 

52. Conséquence pour la réduction d'autres groupes. — Le résultat 
précédent permet de déterminer les t>pes birationnellement équivar-
lents aux groupes de certaines classes. 

Si <§> est un groupe doublement intransitif, il existe une congruence 
de courbes C, trajectoires d'un sous-groupe oo1 algébrique de (g el, 
par suite, on peut transformer birationnellement (~y en un groupe 
laissant invariante une gerbe de droites. 

Ln groupe continu algébrique intégrable possède un sous-groupe 
x 1 invariant qui est algébrique et Ton peut également le transformer 
birationnellement en un groupe laissant invariante une r;erbe de 
droites. 

En particulier, un groupe oo2 étant intégrable. on peut lui appli
quer le résultat précédent en le précisant davantage. D'une manière 
précise, un groupe algébrique oo- de transformations birationnelles 
est birationnellement équivalent a un groupe laissant invariants les 
plans d'un faisceau et une gerbe de droites dont le sommet appartient 
à l'axe du faisceau. 

Un groupe simplement intransitif esl birationnellement équivalent 
à un groupe laissant invariants les plans d'un faisceau. 

Un groupe algébrique, transitif, x'1 an moins, qui laisse invariante 
une série oo1 de surfaces, laisse invariante une série oc1 de surfaces 
algébriques. Si cette série es! un faisceau, le groupe est birationnel-
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lemeat équivalent à un groupe laissant invariant un faisceau de plans. 
Si cette série n'est pas un faisceau, le groupe se transforme biration
nellement en un groupe laissant invariante une gerbe de droites. 

33. Groupes transitifs possédant une congruence invariante du 
premier ordre de courbes. — Soit (# un groupe transitif, oo° au moins, 
possédant une congruence invariante, du premier ordre, de courbes C, 
dont les éléments sont échangés d'une manière primitive. Les courbes 
C sont algébriques ainsi que la congruence. De plus, les courbes C 
sont rationnelles et la congruence étant linéaire (par un point de 
l'espace passe par une courbe C), esl également rationnelle en vertu 
du théorème de Gastelnuovo sur la rationnalité des involutions planes. 

Considérant les courbes C comme éléments, les transformations du 
groupe ^ déterminent un groupe primitif <£r semblable a un groupe 
projectif du plan (Fano, [72]). Les groupes <^! et (g sont isomorphes, 
mais cette isomorphie peut êlre mériédrique. L ne analyse minutieuse 
des circonstances qui peuvent se présenter montre l'existence d'uue 
surface unisécante des courbes C. Par suite : L n groupe algébrique 
de transformations birationnelles, laissant invariante une con
fluence du premier ordre de courbes et déterminant, sur Ven
semble de ces courbes* un groupe primitif* est birationnellement 
équivalent à un groupe laissant invariante une gerbe de rayons, 
sur les éléments de laquelle il opère d'une manière primitive. 

54. Groupes simples, transitifs, ooJ. — Soit çj un groupe algé
brique 00% simple, transitif, de transformations birationnelles. Les 
transformations de Çy portant un point A en un point B forment un 
groupe d'ordre fini / i > i . Le point A étant fixe et le point B variable 
et considérons les opérations de <fy portant A en B une première 
fois comme éléments d'une variété \ ,, une seconde fois comme opé
rations agissant sur les points de V , (par multiplication à droite, 
ou à gauche, le sens étant fixé). On obtient ainsi un groupe tran
sitif (%r opérant sur les points de \ t. De plus, entre les points de 
l'espace ambiant et les points de V,. on obtient une correspon
dance ( i , n), les n points de Y. qui correspondent à un point B 
de l'espace représentant les n transformations portant A au point B. 
Ces groupes de n points forment, sur \ 3, une involution I„. Cette 
involution est imariante pour le groupe $ ' . 
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Cela étant, la réduction des groupes ^ considérés comprendra 
deux parties : 

a. Détermination des variétés V3 birationnellement distinctes; 
b. Construction des involutions I7i invariantes pour le groupe T1. 

On sait que le groupe ^ et le groupe (gr ont la même composition 
que le groupe projectif binaire ( L I E , loc. cit.). Il existe par suite sur 
V { une congruence du premier ordre de courbes rationnelles G et une 
série oo1 de surfaces rationnelles F se coupant deux a deux suivant des 
courbes G. Les courbes G et les surfaces F ont en commun le point 
qui représente la transformation identique de £j, mais elles peuvent 
avoir d'autres points communs (en nombre fini); ces points repré
sentent les transformations d'un groupe cyclique, invariant de ($. Le 
groupe ($> sera dit de première espèce dans le premier cas, de seconde 
espèce dans le second cas. 

Les groupes ^ de première espèce se ramènent aux groupes 
d'homographies biaxiales de l'espace ordinaire, laissant fixes une 
quadrique déterminée et toutes les génératrices d'un mode de cette 
quadrique. 

Les groupes <$- de seconde espèce se ramènent aux groupes d'homoT 

graphies de S4 laissant fixes une hyperquadrique non conique, une 
de ses sections hyperplanes et toutes les génératrices rectilignes d'un 
mode de cette section. Ces groupes possèdent un sous-groupe inva
riant d'ordre deux, et sont en correspondance d'isomorphie (2, 1) 
avec le groupe projectif binaire (en d'autres termes, les courbes C 
et les surfaces F ont deux points fixes communs). 

Au point A correspondent, sur V3, les points qui représentent les 
transformations de ^la issant fixe le point A et qui forment un groupe 
de l'involution \n. Si Q est un groupe de première espèce, les trans
formations laissent le point A fixe, forment un sous-groupe fini en 
isomorphisme holoédrique avec un groupe binaire, cyclique ou 
diédrique, ou avec un des groupes des polyèdres réguliers. Si ^ est 
un groupe de seconde espèce, ce sous-groupe est cyclique d'ordre 
impair (^ i) . Appelons T ce sous-groupe. 

SiT est cyclique, le groupe ^ est birationnellement identique à un 
groupe laissant invariante une gerbe de droites. Il en est de même si 
le groupe T est diédrique. Au contraire, si T correspond à un des trois 
groupes de polyèdres réguliers, il n'existe aucune congruence du pre-
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mier ordre de courbes rationnelles qui soit invariante pour le 
groupe ^ . Il n'existe pas non plus dans ce cas, pour le groupe Ç, de 
faisceau invariant de surfaces rationnelles. 

Si T correspond au groupe du tétraèdre, le groupe ^ est biration
nellement identique à un groupe conforme laissant invariante une 
quartique gauche rationnelle (de seconde espèce). 

Si T correspond au groupe de l'octaèdre, le groupe ^ est biration
nellement identique à un groupe de transformations cubiques carac
térisé par la condition de transformer en lui-même le système linéaire 
des surfaces du troisième ordre passant par une quartique gauche de 
seconde espèce. 

Si T correspond au groupe de l'icosaèdre, le groupe <$> est biration
nellement identique à un groupe de transformations du septième 
ordre caractérisé par la condition de transformer en lui-même un 
système linéaire oo12 de surfaces d'ordre sept se louchant le long 
d'une courbe-base formée d'une conique double, d'une droite simple 
tangente à la conique, le point de contact étant triple pour les 
surfaces. 

55. Résumé. — Parmi les transformations rencontrées, se trouvent 
des transformations qui laissent invariant soit un faisceau de plans, 
soit une gerbe de droites; ces transformations généralisent les trans
formations planes laissant invariant un faisceau de droites et qui ont 
été considérées par de Jonquières. Pour cette raison, les transforma
tions en question ont été appelées, par Enriques et Fano, transforma
tions de-Jouquières. Cette définition posée, on peut énoncer le 
théorème suivant : 

Les groupes algébriques, continus, finis de transformations 
birationnelles de Vespace peuvent se ramener, par des transfor
mations birationnelles. à un groupe projectif, ou à un groupe 
conforme, ou à un groupe de transformations de Jonquières, ou 
à un groupe simple transitif de transformations cubique*, ou à 
un groupe simple transitif de transformations du septième ordre. 

56. Groupes de transformations de Jonquières. — Les groupes de 
transformations de Jonquières peuvent être classés en utilisant les 
résultats connus sur les groupes de projectivités d'une droite et sur 
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tes groupe* de transformations biratioonelles du plan. Cette rechercha 
a été effectuée par Fano [74], dont voici les résultats. 

Tout groupe de transformation de Jonquières (algébrique, con
tinu, fini) peut se ramener, par une transformation birationnelle, à 
l'un des douze types suivants (ou a un de leurs sous-groupes) : 

i° Groupe oo1 ' transformant en eux-mêmes un faisceau de plans et 
une gerbe de droites dont le sommet n'appartient pas à l'axe du 
faisceau, déterminant dans la gerbe le groupe des projectivilés. 

2° Groupe oo9 ayant un faisceau uni de plans et une gerbe unie de 
droites dont le sommet n'appartient pas a l'axe du faisceau, détermi
nant dans la gerbe le groupe conforme. 

3° Groupe con+1 a\ant un faisceau uni de plans et une gerbe unie 
de droites dont le sommet n'apppartient pas à l'axe du faisceau, 
déterminant dans la gerbe uu groupe de transformations de Jonquières. 

Groupes laissant invariant un svsteme de monoides de même 
sommet, ayant même cône langent en ce sommet, éventuellement 
d'autres éléments communs et déterminant dans la gerbe de droites 
ayant pour sommet celui des monoides : 

\° Le groupe projectif. 
5° Le groupe conforme. 
ri° Ln groupe de transformations de Jonquières. 
^° Groupe oo2w+M des transformations d'ordre n qui laisse invariant 

le système linéaire oon^~2 des cônes d'ordre n ayant une génératrice 
(n— i)-uplc en commun et des plans tangents fixes le long de celte 
génératrice. 

8° Groupe oo7 des transformations d'ordre m + n — i qui laisse 
invariant le système oom+/H"' des surfaces d'ordre m -+- n — i avant 
deux droites gauches multiples d'ordres m — i , « — i et des plans 
tangents fixes le long de ces droites. 

9° Groupe de dimension - p(n + i) n — M -+-/* -f- 5 des transfor
mations d'ordre np laissant invariant un système linéaire de sur
faces d'ordre np ayant un point {np — i)-uple fixe, une droite 
( np — «,)-uple fixe passant par ce point et p — i droites rc-uples fixes, 
infiniment voisines de la précédente. 

io° Groupe oo*, simple, intransitif, des transformations d'ordre n 
laissant fixe chaque plan d'un faisceau et le système linéaire ocn+1 de 
surfaces d'ordre n ayant l'axe du faisceau comme droite multiple 
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d'ordre n — 2, les n — 2 plans tangents le long de cette droite étant 
fixes, et passant encore par une courbe plane d'ordre n. 

i i ° Groupe oo8 des transformations cubiques laissant invariant le 
système linéaire oo7 des surfaces cubiques ayant un même point 
double et passant encore par une cubique gauche qui contient ce 
point. 

12° Groupes 00 ', simples, transitifs, tels que les transformations 
laissant fixe un point quelconque forment un groupe diédrique fini 
d'ordre <ïn(n>2). 

Pour n = 2, sous-groupe du groupe 1 i° formé par les transforma
tions qui laissent fixe un cône quadratique ayant pour sommet le 
point double des surfaces cubiques. 

Pour ra>3, groupe des transformations d'ordre 2/1—5 laissant 
invariant le système 00" des surfaces d'ordre 2 7̂  — 5 ayant une 
cubique gauche fixe multiple d'ordre n — 3, passant par les cordes de 
cette cubique joignant deux <i deux n — 3 de ses points et tangente 
en chaque point de la cubique aux plans projetant ces n — 3 points 
de la tangente à la cubique au point considéré. 

57. Sur les groupes continus primitifs. — Comme on l'a vu plus 
haut, Enriques et Fano ont utilisé les résultats de Lie pour déterminer 
les tvpes birationnellement distincts des groupes continus primitifs: 
Fano [73] a ensuite retrouve ces résultats, en les précisant, par une 
méthode directe. 

La méthode de Fano est basée sui l'observation suivante : 
Soit (~y un groupe continu, fini, primitif, oo'. Il \ aura au moins oo/,_,î 

transformations de ^ laissant fixe un point P . Ces transformations 
forment un sous-groupe qui agit dans la gerbe des directions des 
droites de sommet P comme un groupe projectif, continu ( sans quoi 
Cj serait imprimitif). Quatre cas peuvent se présenter : 

a. Les directions des droites de la gerbe de sommet P sont permu
tées entre elles suivant les ocs projeclivilés de cette gerbe; 

b. Il y a au moins une direction fixe issue de P ; 
c. [I y a un faisceau de directions de sommet P invariant, sans 

qu'il 3 ait aucune direction fixe issue de P ; 
d. Il existe un cône quadratique de sommet P (considéré comme 

ensemble des directions de ses génératrices) transformé^» lui-même. 
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Dans le premier et le quatrième cas, le groupe ^ est certainement 
primitif; dans le deuxième, il .est certainement imprimitif; dans le 
troisième, les deux alternatives peuvent se présenter. 

L'analyse détaillée de ces cas permet à Fano de retrouver les 
groupes projectifs et conformes dont il a été question plus haut (n° 50). 
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(Atti R. Accad. Torino, 1897). 

121. LEvi (B.). — Sulla trasformazione di una curva algebrica m un'altra 
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122. LEVI (B.). •— Sulla trasformazione dell'intorno di un punto per una corris-
pondenza birazionalc fra due spazi (Atti R. Accad. Torino, 1900). 

123. LEVI (B.). — Sur la résolution des points singuliers des surfaces algébriques 
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(Giornale di Battaglini, 1903). 

145. MONTESANO. — Sulle corrispondenze birazionali dello spazio che deter
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dello spazio (Giornale di Battaglini, 1890). 

159. PANNELLI. — Sulla riduzionc délie singolarità di una curva gobba (Rend. 
R. Ist. Lomb., 1893). 

160. PANNELLI. — Sulla riduzione délie singolarità di una superficie algebrica 
per mezzo di trasformazioni birazionali dello spazio (Annali di Materna-
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un complesso hirstiano di rette (Rend. R. Ist. Lomb., 1892). 

168. PIERI. — Le trasformazioni razionali dello spazio inerenti ad una conica 
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