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LES

SUITES DE FONCTIONS EN GENERAL

DOMAINE COMPLEXE

Par M. L. LEAU,

Professeur a la Faculte des Sciences de Namcy.

I. — INTRODUCTION.

1. Apergu historique. — A part quelques généralités, d’ailleurs
importantes, extension facile des connaissances fournies par 1’étude
des suites de fonctions réelles de variables réelles il ne sera question
ici que de suites de fonctions analytiques.

Comme il est naturel les fonctions analytiques d’une seule variable
ont donné lieu aux travaux les plus poussés et ont procuré la plus
belle moisson. Les résultats fondamentaux remontent & Weierstrass.
Beaucoup plus tard, en 1903, le théoréme de Vitali marque un pro-
grés décisif touchant la convergence uniforme. Mais, c’esl surtout a
la théorie des familles normales et quasi normales, dont I'auteur est
P. Montel, qu’est du le magnifique essor auquel on assiste depuis un
quart de siécle. Les questions qui ont trait & la convergence des
suites ont été approfondies; la nature de la fonction limite a été
étudiée, mais sur ce sujet et sur celui des opérations permises dans le
passage a la limite il reste bien des problémes a élucider.

Il va de soi que, @ fortiori, en ce qui concerne les fonctions ana-
lytiques de plusieurs variables, champ d’études ou de beaux résultats
ont été obtenus par G. Julia, et celles a une infinité d’arguments,
sujet ou le regretté R. Gateaux avait mis 'empreinte de sa forte per-
sonnalité, le domaine a explorer demeure immense et appelle de
nombreuses recherches.
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Sur les matiéres traitées ici on lira avec grand profit 'Ouvrage de
P. Montel [I] et le fascicule [1I] du Mémorial. 11 est nécessaire de
connaitre certaines questions relatives aux suites de fonctions réelles
de variables réelles [ 21 ].

Nota. — E' étant 'ensémble dérivé d’un ensemble E de points

A . .
nous représenterons £+ E' par E qui pourra donc désigner un
ensemble fermé quelconque. Un ensemble figuré par la letire P sera
toujours un ensemble parfait.

2. Extensions immédiates. — Par la représentation géométrique
d’une quantité imaginaire bien des notions relatives aux fonctions
réelles de variables réelles s’¢tecndent immédiatement aux fonctions
complexes de variables complexes. Ainsi en est-il de la continuité, de
la convergence uniforme et, pour une famille de fonctions, de 1'égale
continuité, du concept de famille compacte. Elles se raménent aussi
aux mémes notions relatives a un couple de fonctions d’'un nombre
double de variables réelles. On a ainsi deux moyens d’utiliser les
démonstrations anciennes pour obtenir I'extension desrésultats anté-
rieurs.

Citons notamment les propriétés suivantes :

La somme d’une série uniformément convergente de fonctions
continues de variables complexes est une fonction continue de ces
variables.

Pour qu'une famille & de fonctions également continues de

AN
variables complexes sur E borné d’un seul tenant y soit bornée il est
nécessaire et suffisant qu’elle soit bornée en un point.
Pour qu’une famille & de fonctions continues de variables com-

plexes sur /ﬁ borné soit compacte il fautet, si elle est bornée, il suffit
qu’elle soit également continue.

Si une suite de fonctions continues est convergente sur P elle est
ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait Q < P.

3. Transformation stéréographique. — Pour ramener a distance
finie les points du plan complexe (plan de Gauss) on utilise une
sphére (sphére de Riemann) a 'aide de I'inversion (voir a ce sujet
[2, t. 1, p. 49]). Prenons la sphére de rayon unité dont le centre est
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alorigine O du plan et effectuons du péle nord la projection stéréo-
graphique de la sphére sur le plan, laquelle établit une correspon-
dance univoque et réciproque entre leurs points (point a l'infini du
plan compris). Appelons distance sphérique de deux points (ou
nombres) Z,, Z, du plan et notons !|Z,, Z,| la longueur du plus petit
arc de grand cercle joignant leurs images sphériques. On a

T
2

Z\,2;\< |7y, Ly|\+ |2y, Zs]|, lZl_l, -le‘ =7\, Z,|, Z|L]10,Z|22|Z].

Une variable Z, a une limite Z ou est infiniment grande lorsque
I'image sphérique ¢, tend vers un point limite g, ¢’est-a-dire lorsque
|Z,, Z| tend vers zéro. Le critére de Cauchy s’applique en substituant
a|Zyyp —7,|la distance sphérique | Z,, p, Z, |. Si'on considére les
valeurs Z prises par f(s) définie sur E I'oscillation sphérique de la
fonction est la borne supérieure des distances sphériques de deux
quelconques des Z. Par une extension naturelle des anciennes notions
on définit I'oscillation sphérique de f(z) en un point z,, sa continuité
sphérique (oscillation sphérique nulle), qui revient a la définition

ordinaire de la continuité de f(z) aux points ou elle est finie etdej(—lz-}

aux points ou elle est infinie, I'oscillation sphérique d’une famille de
fonctions sur un ensemble E (borne supérieure des oscillations sphé-
riques des diverses fonctions), en un point 3,. Si cette derniére est
nulle la famille est dite également continue en z,; a chaque ¢ > o cor-
respond alors un voisinage V de z, tel que pour z de V el toute f(3)
de la famille on ait | f(3), f(3¢)| <<e:la famille {f(3z)} est sphéri-
quement également continue dans E si a tout ¢ > o correspond d > o
tel que pour tout f et pour tout couple z4, 3, de E tel que| 3,2, | <

A
on ait [f(zy), f(5.2)|<Ce. Pour que sur E } f(z)} soit également

. . , . . A
continue 1l faut et il suffit qu’elle le soit en chaque point de E. On
dit qu'une suite {f,(3)! est a 'intérieur d'un domaine D sphéri-
quement et uniformément convergente vers f(3)lorsqu’elle I'est dans

N .
tout A intérieur & D, c’est-a-dire lorsque a chaque ¢ > o correspond

.. ) A .
un indice n, tel que, quels que soient s dans A et n > n,, on ait
\Jn(5), f(5)| <e. La notion de famille sphériquement compacte
s’introduit immédiatement.
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Pour qu’une famille de fonctions définies dans B soit telle que de
toute suite infinie de ces fonctions on puisse extraire une suite con-
vergeant uniformément sur la spheére, il faut et il suffit que la famille
posséde 1'égale continuité sphérique.

Si 'on a dans D une suite de fonctions qui, sur la sphére, sont
continues et convergent uniformément la fonction limite est continue
sur la sphére.

Sil'on a dans D une suite de fonctions qui, sur la sphére, sont
continues et convergent, dans tout domaine intérieur 2 D on peut en
trouver un autre ou la suite converge uniformément | I, p. 127, 209].

(On peut en trouver un ou les valeurs des fonctions ne pénétrent
pas dans une partie de la sphére; on raméne au cas de fonctions
bornées dans leur ensemble.)

L’emploi de la sphére de Riemann a été fait par A. Ostrowski[31, d|
dans son étude des fonctions méromorphes.

C. Carathéodory [B, 0] page 515, qui use systématiquement de la
sphére (diamétre unité) remplace pour des raisons de commodité la
distance sphérique des deux points images par leur distance recti-
ligne. A la notion de convergence uniforme il substitue dans les
démonstrations celle, qu’il estime plus maniable, de convergence
continue qui, en ce qui concerne les suites de fonctions continues,
lui est équivalente. Cette derniére notion, introduite par H. Hahn
[21, @] dans I'étude des fonctions de variables réelles, est par lui
ainsi définie : Une suite de fonctions complexes f,, (5) qui sont défi-
nies sur E est dite convergente continue en 3, de E par rapport a E
si pour chaque suite 5, de points de E tendant vers s, la suite
wrp==fn(n) est convergente (la limite est alors indépendante de la
suite).

Si f( =) est défini sur I'ensemble E, le diaméire de I’ensemble des
points images de f est dit 'oscillation de f sur E,. Reprenons alors la
suite précédente es soit V,(5,) une suite de voisinages de 3,
emboités le diaméire de V, tendant vers zéro U'oscillation O de f,
sur V,. E; a une plus grande limite »(?) pour 7 infini; pour p infini
wP) a une limite » qui ne dépend pas de la suite V, considérée; elle
est dite 'oscillation limite de la suite en 3,.

On a ce théoréme : Pour que la suite f,(3) soit convergente con-
tinue en 3, il faut et il suffit que : 1°’oscillation limite de la suite en 3z,
soit nulle, et 2° la suite converge en ce point.
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II. — FONCTIONS HOLOMORPHES D'UNE VARIABLE.

4. Premiére étude de la convergence; familles compactes. — Les
domaines D que nous considérons sont bornés et connexes; a moins
d’indication contraire, ils sont ouverts. On spécifiera, s’il y a lieu,
que leur frontiére C est rectifiable.

Un domaine D' est dit (complétement) intérieur a D lorsque D’
appartenant a D la borne inférieure des distances de deux points
appartenant respectivement aux frontiéres de D et de D’ est positive
(que D et D' soient d’ailleurs ouverts ou non). On démontre que l'on
peut trouver un domaine A limité par un nombre fini de courbes
rectifiables qui soit complétement intérieur 4 un domaine D et dont
les points soient a une distance de la frontiére de D inferieure a un
nombre positif arbitraire ¢. Il est donc possible, si D' est comple-
tement intérieur a D de trouver un tel domaine A auquel D’ soit
completement intéricur et qui soit complétement intéricur a D.

Des fonctions sont dites bornées, également continues, une suite
de fonctions est dite uniformément convergente ¢ I’intérieur de D
lorsque ces fonctions sont bornees, également continues, cette suite
uniformément convergente dans tout domaine fermé (complétement)
intérieur a D.

Si une famille & de fonctions holomorphes dans D est bornée a
I'intérieur, elle est également continue a I'intérieur.

Soient D' intérieur & D, puis D, intérieur a D, extérieur a D', et
limité par une frontiére C, rectifiable, les fonctions f(5) étant bornées

A
sur C, il en est de méme dans D', d’ou la conclusion.

Une proposition fondamentale, dont le principe est di & Weier-
strass, est la suivante :

I. Siune suite de fonctions f,(z) continues dans un domaine

A . :
Jermé D et holomorphes dans le domaine ouvert D est uniformé-

ment convergente sur la frontiére :

. I /\ oy 3
1° Elle est uniformément convergente dans D (utiliser le cri-

teére de Cauchy ;

A
2° La fonction limite f(3) est continue dans D et holomorphe
dans D;
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3° A Dintérieur de D la suite des dérivées d’ordre quelconque «,

®(z), converge vers f'*)(z) uniformément;

4° Dans le domaine D, le long de chemins de longueur bornée,

ff,,(z) dz tend uniformément versff(;) dz.

Remarque. — Silon sait qu'une suite de fonctions f,(z) holo-
morphes dans D y est uniformément convergente, on peut appliquer
le théoréme précédent a tout domaine intérieur a D.

Si une famille & de fonctions holomorphes dans D est bornée a
Pintérieur, de toute suite infinie de la famille on peut extraire une
suite partielle convergeant uniformément a l'intérieur de D vers une
fonction limite, et cette fonction est holomorphe.

En effet dans tout l/)\’ intérieur la famille est également continue,
donc elle y est compacte; de toute suite infinie de la famille on peut
extraire une suite partielle tendant uniformément vers une fonction
limite continue et, d’aprés le théoréme précedent, celle-ci est holo-
morphe dans D'.

On imagine alors une suite de domaines Dy, Dy, ..., D,, ..., tous
intérieurs 2 D, chacun intérieur au suivant, D, tendant vers D (c’est-
a-dire que tout point de D finit par étre a I'intérieur de D,,). Dans D,
nous avons obtenu la suite f,' ; extraite de celle-ci nous avons eu
dans D, lasuite /7, etc. Lasuite f\'", f >'. .. ]/ ... converge dans D,,
quel que soit r, vers une fonction holomorphe. Ainsi une fonction
holomorphe est définie en tout point interieur a D, vers laquelle
tend la suite, uniformément dans tout D’ interieur a D, car I'on peut
prendre n assez grand pour que D, comprenne D',

D’ailleurs il serait inexact d’affirmer la possibilite de la conver-
gence uniforme dans D[9, a]. Exemple : pour D on prend ! z|<1 et
I'on pose f,(3) = z".

Réciproquement : Lorsque de toute suite infinie d’une famille de
fonctions holomorphes dans un domaine D on peul extraire une suite
partielle qui converge uniformément a l'intérieur, la famille est bornée
a Yintérieur de D.

Soit D' intérieur a D, on pourrait trouver f,(z) telle qu'en z, (et
dans un petit cercle) |/, (3)| > n. Il serait impossible d’extraire de

cette suite une suite partielle uniformément convergente dans D’.
Par suite, la famille est aussi également continue.
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Ainsi, pour les fonctions holomorphes il y a identité entre
Sfamilles compactes et familles bornées a Uintérieur d'un
domaine D [1; 217, b, ¢; 9, a].

Le théoréme de Weierstrass a requ de Montel [27, b, ¢ ]V extension
suivante :

II. Si une suite de fonctions holomorphes dans D et continues

dans ﬁ, domaine a frontiére rectifiable C, converge sur C et si les
modules de ces fonctions sont bornés dans leur ensemble, la suite
converge uniformément a I'intérieur de D et a par conséquent pour
limite une fonction holomorphe.

. . A .
On peut raisonner ainsi : Les f,(3) sont bornés dans D. Il existe
donc une suite partielle f, .. Jope s qui converge uniformément a
I'intérieur vers une fonction holomorphe f(z). Soient D’ un domaine
intérieur a D et 5 un point quelconque de D’. On a

St 5)'—foc,,‘z)— zutff_._"(s) f“P(:) dz.

Choisissons pour «, une fonction croissante de n et posons
fn(c)_./ﬁ,,QC) = %(Z),= Up(s)-+1iva(s)

s étant I'arc de C. En appliquant a u,(s) ct a ¢,(s) le théoréme de
D. T. Egoroff [17; 21, n* 7] la conclusion est immédiate.

Remarque. — On ne connait pas de conditions nécessaires et suf-
fisantes auxquelles il faut assujettir la convergence de {f,(z)} sur G
pour entrainer la convergence dans D.

Au théoréme précédent (1I), par exemple, se raméne aisémentl celte
proposition antérieure de W. F. Osgood [30].

Si la suite de fonctions f),(z) holomorphes dans D est a 'intérieur
bornée el convergente, la limite f(3) est holomorphe et la conver-
gence est uniforme a l'intérieur.

Proposition qui comporte une hypothése de consyergence sur une
aire. Déja T.J. Stielijés [38] avait etabli le théoréme que voici :

Soit une suite de fonctions f, (z) holomorphes dans D et bornées
dans leur ensemble a I'intérieur, si elle converge uniformément dans A
intérieur a D elle converge uniformément a I'intérieur de D.

G. Vitali [40] restreint singuliérement I’hypothése (voir aussi

[34, a, b]).
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III. Soit une suite de fonctions f,(z) holomorphes dans D et
bornées dans leur ensemble & U'intérieur, si elle converge en une
infinité de points zp ayant au moins un pointlimite intérieur a D
elle converge uniformément a l'intérieur de D.

La démonstration de ce théoréme [I, p. 28 et 30] repose essentiel-
lement sur le fait que deux fonctions holomorphes dans un domaine
coincident nécessairement si elles sont égales en une infinité de points
avec un point d’accumulation a l'intérieur.

. A
Soient I un tel point, A intéricur a D et contenant L. Il suffit de

prouver la convergence sur A/&\ Or si elle n’avait pas lieu en 3’ I'en-
semble f,(5') aurait au moins deux valeurs limites; deux suites par-
tielles f, (3'), f3,(2') auraient des limites différentes. Or de chacune
des suites f,,(3), f3,(2) on pourrait extraire des suites partielles con-
vergeant respectivement dans D vers des fonctions holomorphes dis-
tinctes en 5’ égales aux poinls 3,.

Voir d’autres démonstrations du théoréme de G. Vitali (outre

celle de I'auteur) par E. Lindelof [22], R. Jentzsch [ 15] et récemment
E. Jacobsthal [ 14].

Complétons cet enscmble de propositions par les suivantes :

IV. Si, dans D, une suite de fonctions holomorphes f,(z) est
sur la sphére uniformément convergente la fonction limite f(z)
est soit une fonction holomorphe, soit la constante infinie.

En effet elle est continue sur la sphére (n° 3). Tout point 3, de D
est centre d'un cercle dans lequel f(z) ou, si f( s(.) est infini,
f( ; est continue et holomorphe (n° 3 et1). Dans tout A intérieur a D

chaque point est intérieur a un tel cercle y, ces cercles étant en
nombre limité (théoréme de Borel-Lebesgue). Un point 3" de A
ou f(z) serait infini ne peut étre isolé puisque | f,,(5) ! convergerait
uniformément, au sens habituel, sur un petit contour entourant 3'.
S’il y a une infinité de 3" sur un y, f( j est identiquement nul sur lui,
donc de proche en proche sur tous car sur une partie commune de

deux empiétants on ne peut avoir a la fois f(z) holomorphe et
nul.

—_
S(2)
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V. Sila suite de fonctions f,(z) holomorphes dans D y con-
verge uniformément i !’ intérieur vers la fonction holomorphe f(3)
et si cette derniére n’est pas identique & la constante a, dans
tout D' intérieur a D f,(z) — a finit par avoir le méme nombre

de zéros que f(3) —a.

On écrit
Ju(z)—a=[f(z)—al+[fu(z)—[f(5)]

et l'on applique le théoréme de Rouché (le contour de D’ étant sup-
posé ne point passer par un zéro de f(z) —a [37, p. 183; 15; 1,
p. 20].

8. Familles normales de fonctions holomorphes. — On doit a
P. Montel pour les fonctions analytiques et sous le nom de familles
normales, quasi normales, des extensions successives de la notion de
familles compactes, auxquelles il a été conduit par I'observation d’une
propriété commune aux fonctions admettant des valeurs exception-
nelles dans un domaine et dont I’étude remonte aux céléebres théo-
rémes de E. Picard, valeurs qui jouent d’autre part un role important
au point de vue de la convergence uniforme. Un puissant instrument
d’investigation a é1é ainsi forgé dont I'emploi s’est montré fécond
dans les recherches récentes et qui a donné a plusieurs théories une
remarquable unité (cf. les Mémoires [27]). Pour une étude détaillée
des familles normales ou quasi normales voir son Ouvrage [I] ou le
fascicule [11] qui, contient les résultats les plus récents.

On dit qu'une famille de fonctions holomorphes est normale
dans D si, de toute suite infinie de la famille, on peut extraire une
suite partielle possédant a U'intérieur de D la convergence sphérique
uniforme vers une fonction f(z), qui peut étre la constante infinie (LV).
(Les familles compactes de fonctions holomorphes sont donc des
familles normales).

Cette propriété (de la définition) se conserve par représentation
conforme.

Une famille est dite normale en un point si elle est normale dans
un cercle ayant ce point comme centre.

Pour qu'une famille soit normale dans D il faut et il suffit qu’elle
soit normale en tout point de D.

Si les valeurs des fonctions d’une famille normale dans D sont
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bornées en un point z, de D elles sont bornées dans leur ensemble a
I'intérieur de D.

Exemple de famille normale : une famille de fonctions f,(z)
holomorphes dans D et y vérifiant une inégalit¢ de la forme

' fo(5) — @, > k, a et k étant constants. (On raméne au cas des fonc-

. ; 1
tions bornées en posant g.(z) = ——)
P g“( ) fa(z)—a
Remargue. — Une suite uniformément convergente sur la sphére
de fonctions holomorphes dans D forme une famille normale dans ce
domaine. Les propriétés des familles normales appartiennent donc a
de telles suites.

Critere fondamental. — Toute famille de fonctions holomorphes

dans D ou elles ne prennent ni la valeur @ ni la valeur b est normale
dans D.

Note. — C. Carathéodory [5, b], page 515, préconise une autre
définition des familles normales suggérée par une méthode dont voici
le point de départ. 1l étend d’abord a une famille quelconque f,(z)
la définition (voir plus haut, Chap. I, n° 3) de I'oscillation limite en
un point (a I'aide de la plus grande limite des oscillations des f, sur un
voisinage). Appelons noyau normal (ponctuel) I'ensemble des points
auxquels 'oscillation limite de la famille est nulle. I1 démontre que
de chaque suite de fonctions de la famille, dans laquelle ne figure pas
une infinité de¢ fois une méme fonction, on peut extraire des suites
partielles qui ont la convergence continue ¢n chaque point du noyau
central et que, si 3, est un point hors du noyau, il existe des suites
ne donnant naissance a aucune suite partiellc conyvergente continue
en ce point.

L’exposé de 'auteur est valable avec plusieurs variables réelles ou
non.

6. Suites convergentes; points irréguliers; fonction limite. —
Points irréguliers. — Si une famille n’est pas normale dans D il
existe au moins un point J ou elle ne P’est pas (fait mis en évidence
par G. Julia); un tel point est dit irregulier. Plus particuliérement si
pour un point O il existe une méme suite telle que, si petit que soit
le cercle considéré autour du point comme centre, clle ne donne nais-
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sance a aucune suite partielle convergeant uniformément, elle est dite
exceptionnelle. Tout point O est un point J, et A. Ostrowski[31, d]

a montré que (pour les fonctions analyliques) les points J et O coin-
cident.

VI. Toute suite convergente de fonctions holomorphes dans D
appartenant & une famille normale converge uniformément &
Uintérieur.

On suppose d’abord qu’en chaque point f,(z) converge vers une
valeur finie f(5). Si la proposition était inexacte il y aurait ¢ > o et,

dans f)\’ intérieur & D, une suite f, (z) et une suite z, telles que
| fo.(52) —f(z,)| >c¢; de la suite f, (5) on pourrait extraire une
suite partielle uniformément convergente dans A (D > A > D’), ce
qui conduit a une contradiction,

Ainsi :

VIL. Pour qu’une suite convergente de fonctions holomorphes
sott normale il faut et il suffit qu’elle soit uniformément conver-
gente & l'intérieur du domaine. La propriété subsiste si U'on con-
sideére la convergence sur la sphére.

VIII. Pour une suite convergente, l’ensemble des points de con-
vergence non uniforme coincide avec celui des points irréguliers,
soit E.

Les points irréguliers d’une suite convergente de fonctions
holomorphes forment un ensemble E parfait, non dense, continu
et d’un seul tenant avec la frontiére du domaine (propriété qui
s’¢tend au cas d’une famille quelconque bornée en chaque point)
voir P. Montel [27, b et c].

La démonstration repose sur le théoréme de Weierstrass et sur la
proposition (n°® 3) qui permet d’affirmer que : dans tout domaine

inclus dans D existe un domaine/S\ dans lequel les | f,,(3) | sont bornés
dans leur ensemble.

Désignons par E, I'ensemble dérivé des points racines des équa-
tions f,,(5) = a. Un point régulier apparlient & un E,, en général, et
a un seul (V). Inversement, un point M dans le voisinage duquel,
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pour deux valeurs de la constante, les équations n’ont qu’un nombre
de racines borné pour I'ensemble des n est régulier.

Supposons par exemple que dans un cercle G de centre z' et de
rayon arbitrairement petit, mais que nous fixons, les f,(z) ne
prennent pas plus de s fois les valeurs o ou 1. Donnons-nous, pro-
venant de la suite proposée, une suite quelconque (S) ¢, (2)...9,(3)....
Décrivons de 5’ comme centre un cercle 7' intérieur a G et petit a
volonte. Si 3’ n’est pas un point d’accumulation des racines de
¢nf5) =0, 0,(3) =1 et siy est convenablement choisi ces équations
n’auront pas de racines a partir d'une valeur N de l'indice : la
suite 9n,,(2), Pvi2(3), ... sera normale (n° 19). Sinon, soit A le
nombre maximum des racines qui soit trouvé une infinité de fois
dans y'. On peut de (S) extraire une suite (5:); ¢a,y Qayr -« 3 Payy - - -
qui ait ce nombre de racines. Dans la portion de C extérieure a y' le
nombre des racines relatives a (S,) sera au plus s— /. S’il y a dans
cette région des points limites et si z, est 'un d’eux on décrira de z,
comme centre un cercle y, extérieur a ;' et 'on extraira de (S,) une
suite (S;) ayant un nombre fixe de racines intérieures a y,. Et ainsi
de suite. Finalement on obtiendra une suite de fonctions ne prenant

A
dans un domaine fermé A intérieur a la région subsistante et com-
prenant une couronne autour de y/ ni la valeur o ni la valeur 1. Elle
est normale; donc enfin z' est régulier.

Désignons par E, 'ensemble dérivé des points racines des équa-
tions f, (2) = a. Un point d’un E, n’appartient a aucun autre et il
est alors régulier, ou bien il appartient a tous, sauf peut-étre a I'un
d’eux, et c’est cet ensemble de points communs qui est 'ensemble E
des points irréguliers. Le raisonnement précédent nous a appris
quelque chose de plus : pour un tel point irrégulier, pour chaque
valeur de a, sauf une peut-étre, il existe une infinité d’équa-
tions f,,(3) = a dont le nombre de racines est infiniment grand avee
I'indice.

On peut remplacer les constantes par des fonctions holomorphes
autour d’un point M. Ce point est régulier s’il existe deux fonc-
tions ¢(3), y(3), réguliéres en ce point et telles que les équa-
tions f,(2) —¢(3)=0, fu(3) —x(3)=o0 aient un nombre borné
de racines dans le voisinage [27, b et c].

M. Laurentieff [ 19 a] définit une classe d’ensembles : L’ensemble
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fermé et borné E est un ensemble I si, quel que soit E; fermé con-
tenu dans E, il y a unc portion E; de E, telle que : 1° E; est la fron-
tiere d'un domaine connexe D qui contient le point infini; 2° chaque
point de E appartient ou a E; ou a D. Cela posé, il démontre que :

IX. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un con-
tinu E situé dans | 5|1, avec un point au moins sur la circonfeé-
rence, puisse étre l’ensemble des points irréguliers d’une suite de

Jonctions holomorphes a Uintérieur du cercle est que E sott un
ensemble JNL.

Nature de la fonction limite. — 1l résulte des proposilions
(n°® 3 ou VIIL) que :

Si la suite de fonctions f, (z) holomorphes dans D est convergente,
dans tout domaine inclus dans D il en existe un autre a l'intérieur
duquel la suite est uniformement convergente et la fonction limite
holomorphe.

Il peut y avoir une infinité de régions de D contigués a3 E (I'en-
semble des points irréguliers), cette infinité est alors dénombrable

(il suffit de les répartir en classes caractérisées chacune par I'iné-
I
n+1

galité <p< ;ll, p désignant la borne supérieure des cercles inclus

dans la région); les diverses fonctions limites f(z) ainsi définies

peuvent étre loutes differentes, deux d’entre elles n’étant pas le pro-
longement I'une de l'autre, lorsque ce prolongement est possible
[27, a et ¢]. Effectivement, étant donnée une fonction f(z) holo-
morphe dans un domaine D (d’un seul tenant) on peut trouver une
suite de fonctions uniformes dans tout le plan, holomorphes a I'inté-
rieur de D ou la suite converge uniformément vers f(z) et dans tout
domaine borné extérieur & D ou elle a pour limite zéro. Plus généra-
lement, soit uneinfinité dénombrable de fonctions f/ respectivement
holomorphes dans des domaines D, simplement connexes dont cha-
cun est extérieur a tous les autres; on peut trouver une suite de fonc-
tions holomorphes dans le plan uniformément convergente a I'inté-
rieur de chaque D, et y ayant f#’ pour limite [ 27, ¢, Chap. IV].

P. Montel [27, ¢, Chap. V] donne un exemple dans lequel les D,
sont des rectangles contigus decoupés dans un carré; la suite conver-
geant dans le carré et les f /’ étant arbitraires.
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Sur Uensemble E parfait des points irréguliers f(z), fonclion
limite de fonctions continues, est ponctuellement discontinue ainsi
que sur tout sous-ensemble parfait.

Pour que, en un point ou sur un seus-ensemble de E, f(z) soit
holomorphe, il faut déja qu’elle y soit continue, considérée dans le
domaine. Mais la continuité n’assure pas, en général, I’holomor-
phisme. Pour que f(z) soit holomorphe en un point M de E, il
suffira qu’une suite partielle soit uniformément convergente autour
de ce point. Un point n’est essentiellement irrégulier a I'égard de la
suite que si aucune suite partielle n’est uniformément convergente
dans le voisinage, c’est-a-dire la suite donnée est exceptionnelle pour
le point. Ce nouvel ensemble, sous-ensemble de E, est évidemment
fermé.

D’une maniére générale, deux questions se posent re'alivement &
un domaine D.

1° A quelles conditions une fonction f(z) définie sur D est-elle la
limite d’une suite de fonctions holomorphes? La structure de l'en-
semble E et, sur lui, la nature d’une fonction limite donnent des
conditions nécessaires.

2° A quelles conditions la fonction limite f(z) d’une suite conver-
gente de fonctions holomorphes est-elle holomorphe dans D? 11 faut
qu’elle soit continue, donc que la suite posséde la convergence quasi
uniforme; mais cette condition n’est pas suffisante. D’apreés les théo-
rémes de Cauchy et de Morera, il sera alors nécessaire et suffisant

que dans tout domaine inclus simplement connexe ff(:)d: ne
dépende que des extrémités du chemin. Or, cette condition est réalisée
pour ff,,(z)dz; on peut donc I'appliquer é‘/n[f,,(z)-f(z)] dz.
Dong, si le long d’un chemin quelconque, limf n(3)ds :fj(:) ds,

on sera assuré du résultat; c’est 1 une condition suffisante, mais non
nécessaire. C'est un point que P. Montel {27, «, p. 189] a mis en évi-
dence sur un exemple, aprés qu'une telle condition eut été énoncée
par D. Pompeiu [33, p. 57 et 9g4] comme nécessaire et suffisante.

Il est a remarquer que le théoréme de Morera est applicable si 'on
se borne a intégrer le long de lignes rectifiables d'un systéme de
coordonnées tel que le rapport de la longueur tolale de deux arcs,
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menant de 5 4 5+ Az, a | Az | reste borné. 1l suffit donc pour l’appli-
cation de constater la possibilité du passage a la limite sur de tels arcs.

De nouvelles recherches ont été faites sur ces sujets par F. Hartogs
et A. Rosenthal [43, a et b].

Soient dans le domaine D borne, simplement connexe, une suite de
domaines D, Dy, ..., D,, ... simplement connexes, extérieurs les
uns aux autres, partout denses dans D, et E I'ensemble des points
de D qui n’appartiennent pas aux D,. Supposons qu’il existe un sys-
téme S de bandes (& contour polygonal) qui conduisent a I'extérieur
de D, tel que tout point de E soit interieur au plus a un nombre fini
d’entre elles. Si le voisinage d'un point quelconque de E est atteint
par une infinité de bandes nous dirons que la condition A est remplie.
Siles bandes correspondent aux domaines, la bande 3, au domaine Dy,
de maniére a conduire de 'intérieur de D, & 'extérieur de D nous
dirons que l'on satisfait a la condition B.

Cela posé les auteurs démontrent que la condition A est nécessaire
et suffisante pour qu'tl existe une suite fn(z) de fonctions holo-
morphes dans D qui converge uniformément a Uintérieur des D,
et qui admette E comme ensemble des points irréguliers.

On sait que, si une suite de fonctions holomorphes dans un
domaine y est convergente, on peut lui substituer une suite de
polynomes qui y aura méme fonction limite et qui convergera uni-
formement aux mémes points que la premiére.

Reprenons alors un domaine D ou la condition A est satisfaite.
Donnons-nous une fonction ¢(s) dans D, formée de fonctions 9, ()
holomorphes dans les D, et d’une fonction ¢,(z) limite de
polynomes, sur E. Peut-elle, sous ces réserves, étre prise arbitraire-
ment ? Disons que la jonction (Anschluss) de Vitali est réalisée
sur D, s’il existe nne suite de polynomes, bornés dans leur

ensemble, sur 15\,, ety convergent vers ¢(z). Alors la condition sup-
plémentaire, nécessaire et suffisante, est que soit satisfaite la
condition B, lorsque Uon y substitue & Uensemble des D,
U’ensemble de ceux ou la jonction de Vitali ne peut étre obtenue.

Les auteurs traitent ensuite la question de savoir quelles pro-
priétés doit posséder ¢(z) pour éire limite d’une suite de polynomes,
au moins sur la partie de E ou ¢(5) ne sera pas réguliére. Ils ont été

Y

conduits a étudier les « ensembles a », ensembles (du plan de z)
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bornés, fermés, sur lesquels & et par suite toute fonction continue
de z peut étre représentée par des polynomes avec une approximation '
uniforme et les « ensembles B » sur lesquels chaque fonction de’
classe 0 ou 1 (au sens de Baire) peut éire représentée par une suite
convergente (uniformément ou non) de polynomes. Ils ont prouvé

que :

Les ensembles o sont identiques aux ensembles nulle part
denses, bornés, fermés, qui ne morcellent pas le plan; ,
Les ensembles B fermés sont les ensembles fermés sommes d’en- .
sembles o en nombre fini ou dénombrable.

De son coté M. Lavrentieff a énoncé [19, b] concernant la struc-
ture de la fonction limite des propriétés caractéristiques.
"~ D’un ensemble E fermé et partout non dense (‘) il dit qu’il est un'

ensemble M* si quel que soit E1 < E il existe E < E,; tel que PVen-
semble complementalre de E, soit un domaine connexe. Alors, pour
que f(z) définie dans | z| <1 soit limite d’une suite P,(z) conver-
gente de polynomes il suffit qu'il y ait un ensemble E Sfermé,
partout non dense, contenu dans ce méme cercle et tel que :

1° E est un M7

2° ST f(z)=9(z, )+ ib(z, y) sur E les fonctwns sotent de'
classe 1.au sens de Baire; ; ;

3° S8t f(5) = fa(s) dans D, D, étant un domaine connexe quel—-
conque contigu a E, f, soit réguliere dans ce domaine.

Désignant sous le nom de fonction M* toute fonction définie dans
le cercle, limite d’une suite de polynomes, réguliére en dehors d’un
ensemble qui est un M* : la classe des fonctions M~ est la classe la
plus générale des fonctions f(z), limites de suites des polynome&,
dans lesquelles o, § et les f, sont indépendantes. ‘

On doit a J. Wolff [41] la proposition suivante :

'

X. 1° Une condition nécessaire et suffisante pour que la Jone-
tion llmzte J(3) soit elle-méme holomorphe dans D est la conver-

(') L’auteur entend par portion d’un ensemble fermé Pensemble de tous Ies,
omts de ce dernier qui sont contenus dans un cercle ou sur sa cxrconference
P

A A
Lensemble E, ci-dessous doit étre une portion de E,.
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ence quast uniforme de
gence q f

Y —=5)fa(z) + 5 —2) fu(y) + (& —))fn(2)

bz, y,2) = (x—2)(y—32)

sur tout ensemble & borné et fermé que l'on peut former en asso-
ciant des valeurs z, y, 5 de D qui évitent les systémes x = 3,
yFE s el xFz y=2z;

2° Si la suite donnée converge en un point de D et s

on(@, y) = fn(x; :_;n(}’)

converge quasi uniformément sur lU'ensemble (xz,y) formé en
associant des valeurs x, y de D, f(z) est holomorphe dans D,
et lim f,(z) = f'(2);

3° Si f(z) est holomorphe dans D, et si la suite { f,(z) | converge
quasi uniformément sur tout ensemble borné et fermé de D, on

alim f,,(3) = f'(3).

Etant donné un ensemble Eet les points z et z - 0z étant assujettis
a appartenir a cet ensemble disons que la suite ¢,(z, dz) converge
quasi uniformément vers ¢ (z) sur E si a tout ¢ > o correspondn > o
tel que l'on ait la propriété suivante : le nombre positif r étant arbi-
trairement choisi inférieur a v, quel que soit 'entier N il en existe
un autre N'> Nen sorte que si | dz| = ril y a une valeur de l'indice n,
ne dépendant que de z et dz, comprise entre N et N’ pour laquelle
onag,(z0z)—o(z)|<e.

Cela posé, L. Leau démontre [21, b] cette proposition :

Si dans le domaine ouvert D les suites | f,(z)} et { f,(z)} de
Jfonctions holomorphes convergent respectivement vers les fonctions
continues f(z) et g (z), pour que f(z) admette g(z) comme déri-
vée il faut et il suffit que dans tout domaine A borné et fermé
inclus dans D la différence f”(z—*_g;z) —/n(z) — fn(z) converge

quast uniformeément vers zéro.

Fonctions harmoniques. — Un lien étroit rattache les fonctions
harmoniques aux fonctions holomorphes. De propriétés de secondes,
on passe & des propriétés des premiéres. Bornons-nous a signaler les
résultats obtenus par P. Montel [II1, p. 39 ], et notamment sa démons-
tration des théorémes de Harnack.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 59.
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7. Familles quasi normales de fonctions holomorphes [27, g et I,
p- 66]. — P. Montel dit qu’une famille & de fonctions holomorphes
dans D est quasi normale d’ordre ¢ lorsque toute suite infinie de
fonctions de cette famille donne naissance a une suite partielle ayant
dans l'intérieur de D la convergence uniforme sur la sphérs, sauf
peut-étre en certains points, ¢ au plus, dont le nombre et la position
peuvent varier avec la suite. En ces points, la suite partielle peut
d’ailleurs converger ou non; mais dans ce dernier cas, on peut tou-
jours en extraire une suite spheriquement convergente aux points
considérés, car les valeurs qu’y prennent les fonctions admettent des
valeurs d’accumulation, finies ou infinies. Les points de convergence
non uniforme sont dits irréguliers. S1 ¢ = o, la suite est normale.

Soit une suite convergente | f,(z)} admettant de tels points. Elle
converge par hypothése dans tout Ac D, d’otl ces points sont exclus,
uiformément soit vers une fonction holomorphe, soit vers 'infini. Mais,
dans le premier cas, si z' est un point irrégulier, le théoréme de
Weierstrass appliqué a un petit cercle de centre z" montre que la
convergence serait uniforme dans tout le cercle Ainsi, & ’intérieur
de D, la suite concergente | f,(z)|, appartenant & une famille
quasi normale d’ordre fini et ayant des points irréguliers
converge uniformément vers U'infini sauf en ces points.

Si aucune suite extraite de la suite quasi normale {f,(z)! ne
converge uniformément autour de z’, & toute constante a et a tout
rayon p suffisamment petit d’un cercle de centre z' correspond un
indice n, tel que toutes les équations f,,(2) -- @ = o (n > n,) aient

une racine dans le cercle (utiliser, dans I'’hypothése contraire la

suite f—.——(z—l)———a-, les f,,(3) — a ne s’annulant pas dans le cercle ).
ng —

Exemple de famille quasi normale : A + uP(z) ou 2 et u sont des
paramétres et P(z) un polynome.

Critére fondamental [1, p. 67). — Une famille de fonctions f(z),
holomorphes dans D ou elles ne prennent pas plus de p fois la
valeur @ ni de ¢ fois la valeur b est quasi normale d’ordre au plus
égal au plus petit des nombres p et g.

XI. Toute suite convergente de fonctions holomorphes appar-
tenant o une famille quasi normale converge uniformément
[I, p. 156). Cest une généralisation d’une proposition antérieure
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(n® 6). De plus, la fonction limite est donc holomorphe dans le
domaine, et la suite constitue une famille normale (VII).

La démonstration donnée par P. Montel [I, p. 28] du théoréme de
Stieltjes s'étend & une suite appartenant & une famille normale
ou quasi nbrmale.

X1I. Extensron pu THEOREME DE VrtaLt. — Si la suite de fonc-
tions f,(z) holomorphes dans un domaine ) et appartenant &
une famille normale ou quasi normale converge vers une limite
(finie) en une infinité de points admettant au moins un point
d’accumulation intérieur & D, elle converge uniformément dans
Uintérieur de D[I, p. 178].

De la suite, on peut extraire une suite partielle convergeant uni-
formément a l'intéricur de D vers une fonction holomorphe f(z),
points irréguliers non exclus puisque la limite est finie aux points

donnés z, de convergence. Si A -2 D, et si la suite donnée n’y conver-
geait pas uniformément, il y aurait une suite partielle de points et
de fonctions telle que [fq,(3,)—/(3p)|>¢. La suite f,, donnerait
naissance a une suite partielle convergeant uniformément vers une
fonction holomorphe g(z) qui ne serait pas identique a f(z). Or,
elles coincident aux points donnés z,.

Le théoréme a été etabli dans le cas de fonctions ayant deux
valcurs exceptionnelles par C. Carathéodory et E. Landau[6, p. 587].

8. Etude de nouveaux cas de convergence. — Usage de la
représentation conforme. — GC. Carathéodory [5, p. 107], a
démontré que tout domaine simplement connexe peut étre repré-
senté sur un cercle lorsque sa frontiére ne se réduit pas a un point
(ce serait, par exemple, le cas du plan convexe ouvert, sans son
point a l'infini). Faire la représentation conforme d’'un domaine (d)
du plan des z sur un domaine (D) du plan des Z, c’est trouver une
fonction holomorphe Z= f(z) holomorphe dans (d) telle que a
chaque point intérieur a (d) corresponde un point intérieur a (D) et
réciproquement; Z = f(z) est donc uniforme et univalente, et la
fonction inverse z=F(Z) est aussi uniforme et univalente. (Une
fonction uniforme dans (d) est dite multivalente d’ordre ¢ lorsqu’elle
ne prend pas plus de ¢ fois chacune de ses valeurs.)
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Poincaré avait démontré qu’il ne peut exister qu’une représentation
conforme faisant correspondre a un point ct a4 une direction passant
par ce point un point et une direction donnés. (On peut se servir du
fait que : toute représentation conforme d’un cercle sur lui-méme
s’obtient au moyen d'une homographie.)

Tout domaine d simplement connexe limité par une ligne de
Jordan peut étre représenté sur un cercle D, les fonctions uniformes
qui etablissent la correspondance biunivoque étant holomorphes, dans
les domaines ouverts et continues dans les domaines fermés [1, p. 93
et 116].

La propriété pour une famille de fonctions holomorphes d’étre nor-
male dans un domaine se conserve par une représentation conforme.
Supposons que z=¢(z') donne la représentation conforme de D’
sur D, les fonctions f(z) sur D deviennent g(z')=f|¢(3")] sur D’
prenant respectivement les mémes valeurs aux points correspon-
dants z, 3'; les conditions de convergence s¢ réalisent simultanément.

. . . 7AN A
Méme fait s'il s’agit de domaines fermés D' et D.
On peut donc supposer dans le cas d'un domaine simplement
connexe qu’il s’agit d’un cercle de rayon un.

Théoréme de W. Blaschke. — Dans I’énoncé du théoréme de
Vitali, les points de convergence sont supposés avoir un point limite
a l'intérieur du domaine. Qu’arrive-t-il si 'on fait seulement I'hypo-
thése d’un point limite sur la frontiére ? La question revient a la sui-
vante : dans quel cas peut-on affirmer qu'une fonction holomorphe
dans un domaine est nulle en une infinité de points avee point d’ac-
cumulation a la frontiére est identiquement nulle.

On établit[L, p. 180] dans le cas de fonctions holomorphes et bornées
dans le cercle | 3| < 1, s’annulant aux points z, (aucun au centre) dont
tous les points limiles sont sur la circonférence, la condition néces-
saire et suffisante suivante pour qu’il existe une telle fonction

n—owo

non identiquement nulle : le produit infini I]lz,, | doit étre con-
n=1

vergent ou, ce quirevient au méme, la série 2[1 — | z, |] convergente.
De la le théoréme de W. Blaschke [4, p. 194 ]:

XIIL. Soit une suite de fonctions f,(z), holomorphes dans le
cercle | 5| <1, dont les modules sont bornés dans leur ensemble
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(If2(3)| <B, B constant). Si la suite converge aux points zp, du
cercle, il est suffisant pour qu’elle converge dans tout le cercle
que le produrt 11|z, | soit divergent ou, ce qui revient au méme,
que la série X[1 — | z,|] soit divergente.

On voit que la condition exprime que les points z, ne doivent pas
s'approcher trop vite de la circonférence. La condition est évidem-
ment réalisée dans le cas d'un point limite a I'intérieur (cas du théo-
réme de Vitali).

W. Blaschke s’était appuyé sur la proposition qu’une suite de
fonctions bornées dans leur ensemble est normale. Sa démonstration
a été simplifiée par E. Landau [18, p. 156]. Ultérieurement, uae
preave directe a été donnée par K. Lowner et T. Rad6[23, p. 198].

Plus généralement soit la classe des fonctions holomorphes dans le
cercle | 5| <1 etdontle module y estinférieur a 1. Donnons-nous deux
suites de nombres, a,, b,, de modules r, et p, inférieurs a 1; A. Denjoy
s’est proposé [42], page 140 et page 1084, de trouver une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f soit déterminée sans
ambiguité par les conditions b, = f(a,); il admet méme que | a, | =1
pourvu que |b,| =1, mais suppose alors connue la dérivée nor-
male ¢, en ce point, et aussi que p des @, coincident en un point
intérieur @’ en supposanl aussi connues les p — 1 premiéres dérivées

. I , . I—
en ce point. La condition cherchée est alors: Sil’on pose 4, = -I—iﬁ
—/I'n

(en remplacant 4, par ¢, si r,=p,=1) la série 2 % doit étre diver-
genle. '

R. Nevanlinna qui a repris le probléme précédent en vue de
discuter les solutions dans les differents cas [ 28, b ] fail observer que

la condition de Denjoy compléte parfaitement les théorémes de
Vitali et de Blaschke :

XU bis. Si, dans les conditions précédentes, la suite f,(z) con-
. . . . . I
verge aux points z, et si, posant by=lm f,(3,), la série Z 5 est
n
est divergente, la suite converge uniformément & Uintérieur du
cercle.

Le théoréme de Blaschke s’étend aux fonctions holomorphes non
bornées, mais qui sont égales au quotient de deux fonctions bornées
que nous supposerons de modules non supérieurs a un. Si une suite

‘
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de fonctions de cette nature appartient a une famille normale, la pro- -
position lui est applicable [I, p. 183].

En particulier, il suffit de supposer qu’il existe une constante B

2T .
telle que f log|f(rei®)|do <<B (') quel que soit r <1 et quelle
que soit la %onctionf de la suite.
C’est ce qu’ont montré Priwaloff [ 35, ¢, p. 149 ], qui s’appuie sur ce
]

que | f(2)| < €™~ et F. et R. Nevanlinna [29]. Voir aussi la
démonstration de A. Ostrowski [31, c].

Le théoréme de Blaschke est encore applicable a des fonctions
dont les valeurs f,(z), figurées dans le plan complexe, restent a
I'extérieur d’une certaine région; car si a est l'affixe d’un point de
cette région, les fonctions q;,,(z)_.fn(z) forment une famllle
bornée.

Mais il cesse d’étre exact si, dans leur ensemble, les fonctions
s’approchent de toute valeur. (Voir E. Picarp [32, t. 2, 3° édition,
p- 149].)

Il sapplique encore lorsque ces fonctions ne prennent aucune
valeur d’un-continu linéaire. Il existe alors (Fatou) deux points a°

et 3 de ce continu tel que I’argument de ‘;’l(z; _Z reste borné, et par
11 —}
fn(z

conséquent,les fonctions g, (z) = e /»(2 ﬂsont bornées enmodule, etc.
(Voir J. Priwavrorr [ 35, a].)

Mais le théoréme n’est plus valable pour une suite de fonctions
n’ayant que deux valeurs exceptionnelles.,

Modification du théoréme de Blaschke, de maniére a avoir une,
proposition applicable aux fonctions non bornées.

XIV. Supposons que (pour elles)
. R

1—r|®

log | fu(2)] < |zl =r<n,

A et o étant deux constantes positives. Alors (P. Monter[1, p. 184].)
St la suite { fn(3)] converge en une infinité de points z, tels

(!) On pose, avec F. et R. Nevaniinna,_
e 1
e(t) = sle(e) +le ()],

<p(t) désignant une fonction réelle de ¢.
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©

que 2‘[1—|z °+1*¢ soit divergente pour un certain nombre

poszttfe elleconverge unzjor mémental’intérieurducercle|z|=1.

G. Valiron [39, p. 200] prend le probléme sous une torme plus
générale. Posant pour | 5| <<p | f(3)I<M(p, f), il suppose que pour
les fonctions de la suite considéree, M(p, £)<6(p), 6(p) étant une
fonction donnée. 1l observe que si m(p. f) est la valeur moyenne
introduite par F. et R. Nevanlinna, c’est-a-dire

I 2T 4
= 1 g1f(pe¥)ldp,
0

27
on a

m(p,f) < logM (g, 1) < m(R. f) R*g (s <R <),

de sorte que la condition posée peut étre remplacée par une autie de
la forme m(p, f)<¢(p), Or, si n(z, f) est le nombre de zéros de f
de modules inférieurs & x el si k ct &' sont deux constantes dépen
dant de f, on a, d’aprés le théoréme de Jensen,

fpn(x.f)dx<kp(p)+k'.
0

Il suffit donc que, n(x) étant le nombre des z, (points donnés
de convergence) de modules plus petits que z, et N(p) étant
/ n(z)dz, hm ;E—g—i = oo pour que la propriété ait lieu.

oPlus génwalement, si Uhypothése faite est remplacée par
celle-ci,

1
f m(z, f)(1— z)+tde <B (B et k conslants, £ > 0);
0

il suffit que la série X(1—|zp|)* ! diverge. D'ailleurs, si elle
convergeait, la proposition pourrait cesser d’étre vraie (F. et R.

Nevasrinna [29. p. 33]). Voir aussi [28, p. 35.]

XV. SuITES QUI CONVFRGENT SUR UNC PARTIF DE IA FRONTILRE. —
Soit un domaine D et sur sa frontiére formée de courbes de
Jor lan un arck. Si une suite de fonctions holomorphes et bornées
duns D, continues dans D +1, converge unz_/ormement sur X, elle

converge uniformement dans tout domaine D contenu dans D et
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n’ayant avec lui d’autre_frontiére commune qu’un arc intérieur
alarch.

Un point essentiel de ladémonstration [P. Monree, I, p. 188] réside
en ceci qu'une fonction holomorphe dans un domaine D’ et continue

. A . i
dans le domaine fermé D', a frontiére formée d’arcs de Jordan,
ne peut étre nulle sur un arc de la frontiére sans étre idenli?\uement

nulle. Ce fait s’établit par la représcntation conforme de D' (sim-
plement connexe) sur un cercle et le prolongement analytique [voir,
par exemple, P. MonteL, 1, p. 48].

Ce théoréme, qui est dd a P. Montel [27, /] et qui constitue une
extension remarquable de la proposition (II), comporte lui-méme
une généralisation importante [ I, p. 192 | due a Khintchine.

XVI. Soit une suite de fonctions f,(z) holomorphes dans D,
limité par une ligne de Jordan, bornées dans leur ensemble et

. AR . ,
continuesdans D. Sielle converge uniformément sur un ensemble
de points de la frontiére, situés sur une portion rectifiable, dont

la mesure est positive, elle converge uniformément a l'intérieur
de D.

On raméne le domaine a un cercle de rayon 1. Une telle représen-
tation conforme fait correspondre a un ensemble de points de mesure
positive d'un arc rectifiable de la frontiére un ensemble de points de
mesure positive de la circonférence [24, p. 156].

On peut remplacer 'hypothése que les | £, ()| sont bornés dans
leur ensemble par celle plus large que les intégrales

2R

v+
S 1051 e [ a,

0

sont, quel que soit n, inférieures a un nombre fixe.

On peut méme se débarrasser de '’hypothése de I'uniformité de
la convergence sur ’ensemble de points donnés et de celle de la con-
tinuité dans le domaine fermé. La condition précédente doit alors
étre remplacée par celle-ci :

27 +
f log|fr(ee®) | do < A (p <1 et A étant une constante).
(]

On montre, en effet, que les f,,(2) ont presque partout sur la circon-
férence une limite lorsqu’on se déplace sur un rayon [31, b].
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J. Priwaloff a démoniré la propriété suivante |33, b] :

Soit, dans un domaine D, limité par une courbe rectifiable C une
fonction holomorphe ¢(z). Supposons que z tendant vers un point
quelconque ¢ du contour par un chemin non tangent ¢(z) tende
vers une fonction intégrable (L), ¢(¢). La condition nécessaire
et suffisante pour que la formule de Cauchy

SQ(z):____l_jc‘.o(t)alt

21T t— 3

ait lieu est que en presque chaque point ¢, de C, on ait

1 f(Hde 1
2w C(mt_t“ B Ef(t‘)),

en désignant par f -f;(—t)—:” la limite, si elle existe, de l'intégrale le
Cig) ~ 7 70

long de C lorsque l'on supprime un arc de longucur infiniment
petite dont le milieu est ¢,.

Cela etant, Gr. Fichtenholtz s’est proposé [8, |, comme prolon-
gement d’une etude [8, a] sur les suites de fonctions harmoniques,
d’établir des conditions de convergence dans un domaine moyennant
certaines hypothéses sur les valeurs limites au contour. Il a établi le
théoréme suivanl dont il a aussi donné une extension :

XVII. Sout dans le cercle une suite {f,(z)} de fonctions holo-
morphes pour lesquelles (proposition précédente), on a, G dési-
gnant la circonférence,

L fa (l)(lt.

27 J t—3

Sn(z)=

Pour que {f,(z)} converge a Uintérieur du cercle vers une fonc-
tion holomorphe f(z), il faut et !l suffit que les fonctions

0
F,,(o)=f Fu(eydn
0

tendent, pour n infini, vers une fonction limite F(6) dans un
ensemble de points de la circonférence, de mesure positive.
Cette condition etant 1emplie, la limite F(0) =1imF, (0) exis-
n—wo

tera par tout sur C et se présentera sous la forme de Uintégrale
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indéfinie d’une fonction sommable f(e'), et l'on a

d
f(z): ;:.;_lu/(“'f._.(_l_)_t.

1—23

Sur ce sujet, voir une Note anterieure de A. Kovanko [17].
Dans le méme ordre d’idées, on doit a F. Hartogs [12] cette pro-
prosition :

XVIIL. Soient un domaine D simplement connexe, limité par
une courbe de Jordan, et l un arc quelconque de cette courbe. St
une suite de fonctions f,(z), holomorphes et bornées dans leur
ensemble dans D, continues dansD —+- [, converge p1esque partout
sur l, et par conséquent, partout dans D, les valeurs de la fonc-
tion lumite sur | coincident presque partout avec les valeurs

définies par continuité depuis U'intérieur de D. selon le sens de la
représentation conforme.

Il montre sur des exemples que, en fait, en des points d'un ensemble
de mesure nulle sur G, les deux fonctions peuvent ne pas coincider
et aussi que la convergence peut avoir lieu sur I'arc / en entier sans
&tre uniforme sur ancun arc partiel.

Extensions du théoreme de Stieltjés. — Une proposition de
J. Hadamard [11 et I, p. 196 ], connue sous le nom de « théoréme des
trois cercles », est la suivante :

Soient trois cercles concentriques G, C,, G; de rayons ry <_ ry <13,
une fonction f(z) holomorphe dans 'anneau C,Cs;, admettant M,
comme module maximum sur G,, on a i

M, SMYM'\—7,
en posant
log s
Y= 7
log —

ry
Soient alors C; et G, fixes, une suite de fonctions f,(z) holo-
A , A
morphes dans C, et tendant uniformément dans C, vers une fonc-

AN
tion f(z) holomorphe clle-méme dans Cs. En appliquantle théoréme
précédent aux fonctions f, (z) — f(2) et st leur module maximum M,
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dans 63 est infiniment grand, mais ne croit pas trop vile, on pourra

choisir 62 de maniére que la convergence uniforme de la suite s’y
étende.

On peut méme remplacer l'aire ((/j\.,) de I'hypothése primitive par
un arc ou un ensemble dénombrable de points. Une inégalite de
Carleman est la suivante : Soit un domaing limité par deux segments
de droite AB et AC, faisant entre cux I'angle ar et un arc de courbe
de Jordan BC dont tous les points sont & une distance de A inférieure
a R. Si f(2) est une fonction qui est holomorphe dans le domaine D

. . . . /\ . .
ainsi construit et continue dans D, dont le module est inferieur a N
sur AB et AC, a m sur 'arc BC, on a un point £ intérieur situé sur la
bissectrice, a une distance r de A,

o)< o'~ (®)F )

Partant de 1a, H. Milloux [26] a réussi a établir les propositions
que voici :

XIX. Soient dans un domaine D une suite de fonctions holo-
morphes f,(z) et une fonction f(z) holomorphe elle aussi. On
suppose que sur un arc continu C intérieur a D, la suite converge
uniformément vers la fonction. Soient m, et M, les bornes supé-
rieures de | f,,(3) — f(z)| sur G et dans D. Si, quelque petit que
soit ¢ > o0, on finit par avoir M, < m;* la suite. converge unifor-

A\
mément dans D. Dans un domaine D' quelconque intérieur a D,

on finit par avoir | fo(z) — f(3)| < m}, ) ne dépendant que de la
configuration de D, D' et de l'arc C.

On peut supposer que G est une partie de la frontiére de D & con-
dition que les fonctions considérées soient continues dans D 4 C.

'Ce théoréme généralise une proposition de A. Ostrowski [31, a],
dont on obtient ’énoncé en remplagant dans I'énoncé précédent I'arc
de courbe C par un domaine intérieur a D.

La convergence est assurée aussi en remplagant, dans certaines
conditions, I'arc par une suite discontinue de points. Soit une suite
de points {2} a modules décroissants. Elle sera dite exponentiel-
lement compacte, d’ordre supérieur a 2, autour de son point limite O
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sil'on a

2k
Bk++17 34

I
< Fqa

loglog

. . F
ou F(u) a le signe de u et ou -%2 tend vers zéro avec u. Alors:

XX. Soit une suite de fonctions f,(z) holomorphes dans D et
qui converge uniformément vers une fonction f(z), elle-méme
holomorphe dans D, en une suite de points exponentiellement
compacte, d’ordre supérieur & 3, autour d’un point O intérieur
a D ou situé sur la frontitre de ce domaine; dans ce cas, on sup-
pose, en outre, que les points de la suite sont compris dans un
angleintérieur audomaineD. En ces points| fo(3)—[f(3)| < ma.
Soit M, la borne supérieure de | f,(3) — f(3)| dans D. Si ’on a

1 —a
log M, <‘[log ;‘—] ’

n

a étant une constante positive, la suite converge uniformément

vers f(z) dans le domaine D. Dans un domaine D' intérieur a D,
ona

I t — & (my,)
1og|f,,(z)—f(z)l<7\[l°g7,,] ’

oit A ne deépend que de la configuration de D et D', e(m,) tend
vers zéro avec m,, et est déterminé par la suite des points donnés
dans U’hypotheése.

Cette remarquable proposition constitue une extension du théo-
réme de Vitali [qui, toutefois, ne suppose pas f(z) donnée holo-
morphe dans D] et aussi du théoréme de Blaschke.

Rapidité de la convergence. — Lorsqu’une suitc de fonctions
continues converge dans un domaine, la rapidité de la convergence
peut varier beaucoup d’une région a 'autre. Dans le cas de fonctions
holomorphes, la comparaison donne lieu & des résultats limitatifs.
Les fonctions de la suite étant £, (z), et la fonction limite étant f(z),
si I'on désigne par m, et m) les bornes supérieures de | f,.(z) — f(3) |
dans deux régions, on peut déduire du théoréme des trois cercles
que ll—% reste compris entre deux nombres constants, proposition

o

=] .
due a A. Ostrowski.
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S. Mandelbrojt apporte & ce résultat d’intéressantes précisions et
introduit des notions nouvelles [25, a et 6]. 11 donne ultérieurement
un exposé d’ensemble de ses recherches [25, ¢].

XXI. Etant donnés une suite | f,(z) | de fonctions holomorphes
dans D, possédant & Uintérieur la convergence sphériquement

/
. A
uniforme, et un domawne D, quelconque intérieur a D, il existe
a>1 tel que, & partir d’un certain indice, on ait pour tout

I
couple z,, 5, de points de D, soit

1 _log|fa(z)|
2 S Tog ' fu(aa)] =%
si la limite de la suite est la constante infinie, soit

< loglfn(zﬂ)__'f(zo)l
log | fu(z0)—f(z1) |

si la limite est la fonction holomorphe f(z) et si fa(z) — f(3z) ne
s'annule pas (& partir d’un certain indice) dans D.

<,

I
a

Le théoréme d’Ostrowski est un cas particulier de la deuxiéme
inégalité.

Introduisant sous le nom de noyau d’une suite {f,(z)} de fone-
tions holomorphes dans D l'ensemble de fonctions harmoniques qui
ne deviennent pas infinies dans ce domaine et qui, 5, étant & I'inté-

rieur de D, sont des limites des fonctions M, il prouve que :
log [ fu(z0)]

XXII. 8¢ une suite de fonctions f,(z) holomorphes dans D
converge uniformément & Uintérieur vers Uinfini, si les f,(z) ne
s’y annulent pas et si, enfin, le noyau de la suite donnée ne con-
tient pas la constante 1, pour chaque ordre p de dérivation la
suite des f'(3) converge uniformément & U'intérieur de D vers
Iinfini et les noyauz de ces suites sont les mémes que celui de la
suite donnée.

M. Biernacki a récemment apporté [3] des compléments & ce der-
nier resultat. 11 établit que :

XXIIL. Les hypothéses étant les mémes qu’au théoréme X X1I,
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A . .
st Dy est complétement intérieur a D, on a

= [fn(3)IP
f§ (z) [I""En,p(‘-)][f’(' )]p—!’
I3 o 1] /\
en,n(3) tendant vers séro avec i, untformément dans D, (p quel-
conque constant).
Supposant ensuite que les [, (z) peuvent sannuler :

1° S¢ tous les zéros des f,(z), dont N, se trouvent a lintérieur

de D,, restent & une distance de la frontiére de Dl superieure a
un nombre fire, ce domaine contient exactement pN, zéros
de fF'(z) a partir d’un certain indice n,;

2° Le nombre de zeros de f,F'(s) dans D. ne dépasse pas un
nombre constant, qui peut dépendre de D, D,, p et de la suite
considéreée.

De son c6té, G. Valiron, utilisant le théoréme de Schottky sous
une forme particuliére qu'il lui a donnée, a généralisé [39, b] plu-
sieurs résultats de S Mandelbrojt.

III. — FoNCTIONS MEROMORPHES D'UNE VARIABLE.

9. Familles normales, quasi normales [27, & etI, p. 124]. — §¢
une suite {f,(z)} de fonctions méromorphes dans D y posséde
la convergence sphérique uniforme vers une fonction f(z), tout
point 3, de D est le centre d’un cercle dans lequel { £,(5)} ou 7 (z)‘
converge uniformément, au sens habltuel du mot, en sorte que dans

ce cercle et par conséquent dans tout D| < D, donc enfin dans D,
la fonction limite est une fonction méromorphe pouvant se
réduire a une constante finie ou tnfinie. La constinte infinie sera
considérée comme une fonction méromorphe particuliére.

Cette notion remonte a C. Carathéodory et E. Landau [6, p. 604].

Famille normale de fonctions méromorphes dans D. — Clest
une famille telle que loute suite de fonctions de la famille est généra-
trice d’une suite partielle possédant a I'intérieur de D la convergence
sphérique uniforme.
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Cette propriété se conserve par toute transformation homogra-

phique a coefficients constants effectuée sur les fonctions de la
famille.

Critére fondamental. — La famille F des fonctions méromorphes
dans D qui admettent trois valeurs exceptionnelles @, b, ¢ est nor-

. f—a c—a
male, car la transformation g = =53 , 1a transforme en une

famille G de fonctions holomorphes qui ne prennent ni la valeur o,
ni la valeur 1.

Pour qu’une famille de fonctions méromorphes dans D soit nor-
male, il faut et il suffit qu’elle soit également continue vers la
sphérc (n° 3).

A. Ortrowski demontre [31, d] que si en 3, une famille de fonc-
tions sphériquement continues n’est pas normale et si en ce point
Voscillation sphérique w est positive, le point qui est un point J et
aussi un point O (n° 6). Pour une famille de fonctions méromorphes
tout point J est un point O et 'ensemble des points irreguliers coin-
cide avec '’enscmble des points en lesquels I'oscillation sphérique
est égale a 7 (il généralise ainsi la propriete relative aux fonctions

holomorphes).

Remarque. — Une suite uniformément convergente sur la sphére
de fonctions méromorphes dans D forme une famille normale dans

ce domaine. Les propriétés des familles normales appartiennent donc
a de telles suites.

Nombre des zéros et des péles. — On a cette généralisation d’une
proprieté des suites de fonctions holomorphes :

XXIV. 8¢ la suite de fonctions f,(z) méromorphes dans D
posséde a Uintérieur la convergence sphérique uniforme vers la
Jonction méromorphe f(z)et si cette derniére n’est pas égale a la
constante a, dans tout D" intéricur a D, f,(z) — a finit par avoir
le méme nombre de zéros que f(z) -—a.

On en conclut cette proposition :

XXV. 8¢ une famille normale de fonctions méromorphes
n’admet aucune fonction limite égale & la constante a, le nombre
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des zéros est borné pour l'ensemble des fonctions de la famille,
dans chaque domaine intériecur.

Et, par transformation homographique, cette autie :

XXVI. 8¢ une famille normale de fongtions méromorphes
n’admet aucune fonction limite egale a la constante infine, le
nombre des pdles est borné pour l’ensemble des fonctions de la
Samille, dans chaque domaine intérieur.

Notamment : Si les valeurs, au point z, interieur 4 un domaine D,
de fonctions méromorphes qui y forment une famille normale ont
leurs modules bornés, il existe un cercle de centie 3, qui ne contient
aucun pole des fonctions de la famille.

Famulle quasi normale d’ordre q dans D. — P. Montel nomme
ainsi toute famille de fonctions méromorphes dont chaque suite
engendre une suite partielle qui posséde la convergence sphérique
uniforme a l'intérieur de D, sauf en g points irréguliers au plus
L p. 137].

Une suite uniformément convergente de fonctions méromorphes
peut avoir des points irréguliers sans converger vers la constante
infinie (ce qui n’était pas le cas avec les fonctions holomorphes); en
dehors de ces points elle peut converger vers une fonction holo-
morphe ou méromorphe. Exemple :

Fu2) = f(2)+ ELZL,
ou f(z) et g(z) sont des fonctions holomorphes ou méromorphes
et ou P(z) est un polynome. La convergence est uniforme sauf aux
racines 5, de P(3) ou f,(3) tend vers g(z,).

Si un point 3, est irrégulier pour une famille quasi normale, il
existe une suite de fonctions f,(z) de la famille telle que, quel que
soit a, I'équation f,(35) —a=o ait des racines voisines de z,, &
partir d’un certain indice, sauf peut-étre pour une seule valeur de a

(car, s'il y avait deux valeurs a’, a” exceptionnelles, on ferait la
: . (3 —d
transformation g (3) = FH—a’ etc.).
La nature de 3, pour f(3) est connue dans le cas trés intéressant
que voici :
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XXVIIL. Soit une suite de fonctions méromorphes fn(z) concer-
geant uniformément sur la sphére autour du point irrégulier z,;
s'il existe un nombre a tel que, & partir d’un certain rang et
dans un certain cercle de centre s, la fonction f,(z) — a n’a pas
plus de p séros, p étant constant, la fonction limite f(z) est
méromorphe en z,.

Au sujet des racines des équations f,(z) — a = o on a cette propo-
sition limitative.

XXVIIL. Soit une suite de fonctions méromorphes f,(z) conver-
geant uniformément sur la sphére autour du point irrégulier s,.
Si les équations f,(z)=d', f,(3) =a" n'ont respectivement pas
plus de p' et p' racines voisines de z,, les équations fr(3) =a
auront a partir d'un certainrang et dans un certain cercle de
centre z,, sauf peut-étre pour une valeur de a, un nombre de
racines inférieur & une limite fixe p.

.

P. Montel part de 13 pour définir [, p. 144] un point irrégulier
d’ordre p. relatif & une suite et Uordre total d’une famille quasi
normale.

Il établit que :

Une famille quasi normale de fonctions méromorphes dans un
domaine D ou elles n'ont pas plus de g zéros et restent bornées
en ¢ + 1 points fixes intérieurs ne peut admettre de constante infinie
comme fonction limite.

Et il généralise cette propriété.

D’autre part, une famille normale de fonctions holomorphes qui
n’admet pas la constante infinie parmi ses fonctions limites, est bornée
dans son ensemble dans tout domaine intérieur. P. Montel étend
ainsi celte proposition :

Soit une famille quasi normale de fonctions méromorphes dans D,

T e A
dont aucune fonction limite n’est la constante infinie. A chaque A <D
et 4 chaque d>o0 correspond € tel que pour chaque fonction

. . . A
f(3)|<Q alintérieur du domaine obhtenu en retranchant de A les
points intérieurs aux cercles y de rayon ¢ ayant pour centre les poles

A
de f(2) contenus dans A.
Enfin :

MEMORIAL DES 8C MATH — N° 59,
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Critéere fondamental. — Les fonctions f(s), méromorphes
dans D, prenant dans ce domaine p fois au plus une valeur a, ¢ fois
au plus une valeur b, r fois au plus une valeur ¢, forment une famille
quasi normale dans ce domaine. (L’ordre de cette famille est égal au
nombre moyen de la suite p, ¢, r et son ordre total est fini.)

10. Suites de fonctions méromorphes [I, p. 207]. — On a la pro-
priété suivante :

XXIX. Une suite infinie {f,(z)} de fonctions méromorphes,
appartenant a une famille normale D et ayant en chayue point
la conver gence sur la sphere, posséde al'intérieur du domaine la
convergence sphérique uniforme.

(Proposition inapplicable si la suite forme seulement une famille
quasi normale.) Ainsi :

XXX. Pour qu’'une suite infinie {(f,z)} de fonctions méro-
morphes, sphériquement convergente dans un domaine, y forme
une famille normale 1l faut et il suffit que la convergence soit
sphériquement uniforme  U'intérieur du domaine.

Le théoréeme de Vitali recoit aisément une trés importante
extension :

XXXI. Une suite infinie | f,(z)}| de fonctions méromorphes,
appartenant a une famille normale dans D qui converge sur la
sphére en une infinité de points avec point d’accumulation inté-
rieur a D posséde en tout point de D la convergence sphérigue.

La fonction limite. — Un théoréme, énoncé au n° 17, applicable
aux fonctions méromorphes, prend avec elles la forme suivante :

XXXII. Soit une suite de fonctions méromorphes, spherique-
ment convergente dans un domaine D. Dans tout domuine inté-
rieur a D on peut en trouver un autre ot la convergence sphé-
rique est uniforme. Le caractére analytique ne disparait pas par
un seul passage a la limite [27, j].

Ensemble des points irréguliers — L’ensemble E des points du
domaine D en lesquels la convergence cesse d’étre uniforme n’est
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autre que 'ensemble des points J ou des points O (qui ici coin-
cident); il est fermé et non dense. Il est parfait si les fonctions de la
suite admettent deux valeurs exceptionnelles.

L’ensemble E comprend un ensemble parfait E, et un ensemble
dénombrable. Sur E; et sur tout ensemble paifait inclus, la fonction
limite /() est ponctuellement discontinue sphériquement.

La fonction f(z) peut étre égale dans les domaines ou elle est
méromorphe & des fonctions méromorphes distinctes.

Suites de fonctions ayant pour limite une constante. — Nous
avons constaté l'intérét de ce cas particulier. P. Montel en a fait

I'objet d’'un Mémoire [27, ¢].

XXXIIL. 11 établit d’abord que : Si la suite normale { f.(z)} de
Sfonctions holomorphes dans D converge en z, vers a et si dans le
voisinage de 3, les fonctions de la suite ne prennent pas la
valeur a a partir d’un certain rang, la suite tend uniformément
vers a a Uintérieur de D. La proposition s’avplique notamment
st fa(30) est infiniment grand avec n.

Il la généralise en considérant une suite normale { f,(z)} telle
que f,(30), f0(50)y -y [P (2,) aient respectivement pour limites,
avec n infini, la premiére lavaleur a, les autres o. Si, dans le voisinage
de z, les f,(3) ne prennent pas, a partir d'un certain rang, plus
de k fois la valeur a, ces fonctions tendent uniformément vers a a
Pintérieur de D.

1l étend ensuite ces propositions aux familles quasi normales
de fonctions holomorphes. Et il applique les résultats obtenus aux
suites multivalentes d’ordre p dans un domaine D. Signalons les
propositions suivantes :

XXXIV. 8i une suite de fonctions holomorphes multivalentes
d’ordre p converge vers a en p +1 points du domaine elle con-
verge vers a a Uintérieur; si elle converge vers une fonction
limite non constante, cette limite est multivalente d’ordre p au
plus. La convergence est dans tous les cas uniforme, la suite
étant quasi normale d’ordre p.

XXXV. Toute suite de fonctions holomorphes convergeant
uniformément vers une fonction multivalente d’ordre p est
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Jormée a partir d’un certain rang de fonctions multivalentes
d’ordre p.

Les propositions obtenues pour les suites normales de fonctions
holomorphes s'appliquent ausst auz fonctions méromorphes; il
n’en est pas de méme lorsqu’il sagit de suites quasi normales.

IV. — FONCTIONS ALGEBROIDES.
11. Familles normales; limites de suites. — On dit que u(z) est

une algébroide a ¢ déterminations dans un domaine D lorsque cette
fonction y est définie par une équation de la forme

u+a(z)u—t+...+ay(z)=o,

les @(z) étant holomorphes ou méromorphes dans le domaine.

Lorsque les @(z) sont holomorphes, I'algébroide est entiére dans
le domaine; elle est dite entiére si D est le plan complexe lui-méme.

Sil’un des @ au moins est méromorphe dans D la fonction est dite
algébroide non entiére.

Ces fonctions ont été étudiées spécialement par G. Rémoundos
[36a et 6] qui a consacré un fascicule du J/émorial aux familles et
aux séries de fonctions algébroides. Le lecteur est prié de s’y reporter
ainsi qu’a 'Ouvrage de P. Montel pour completer ce trés bref
exposé. La théorie, qui fait appel aux méthodes de Montel, vise
I'extension des résultats obtenus avec les fonctions uniformes.

Une suite d’algébroides f,(5) a v délerminations, entiéres dans D,

est uniformement convergente sur la sphére dans K<D lorsqu’il
existe une fonction f(z) a ¢ déterminations qui, en chaque point,
correspondent chacune a celles de f,(3), f“(3) a f, (5), de sorte
qu'a tout € > o on ait a partir d’une certaine valeur de I'indice et quel

que soit z dans A | fi(3), fO(3) ]| <e.

De la la définition de I'uniformité sphérique de la convergence a
I'intérieur de D.

Si de toute suite infinie d’une famille d’algébroides entiéres
a ¢ déterminations dans D, on peut extraire une suite partielle qui
posséde a l'intérieur la convergence sphérique uniforme, on dit que
cette famille est normale.

Or on appelle famille complexe normale une famille de systémes
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de v fonctions [a,(z), ax(z), ..., a,(z)] holomorphes dans D
lorsque la famille a,(3) o0 p a une valeur fixe quelconque est nor-
male.

Une expression a coefficients constants
A(3)= o+ M@ (3) +...4+ h,a,(3)

est dite combinaison exceptionnelle A pour le systéme des a(z)
dans D si A(z) ne s’y annule pas; ¢ combinaisons, ¢+ 1 sont dis-
tinctes lorsqu’il n’y a pas respectivement de relation identique
linéaire ou lineaire et homogéne a coefficients constants non tous
nuls entre elles. Si D est le plan entier, une combinaison exception-
nelle se réduit soit a2 un polynome P(3), soit au produit d’un poly-
nome par un facteur exponentiel €®*, Q(s) étant une fonction
entiére. Si I'un des a(z) au moins n’est pas un polynome, le nombre
total des combinaisons exceptionnelles ne peut dépasser 20 —1, a
savoir ¢—1 du premier type, ¢ du deuxiéme. Lorsque dans D les
fonctions admettent deux groupements de ¢ combinaisons exception-
nelles distinctes de la forme

A=rf+a, A =7\+2a+ay .. Ao=i+Aa+r,a+...+ay;

Bi=pl+a, Bi=pj+pia+a, .. By=p,+pla+pla+..+ay

on appelle écart de ces tableaux triangulaires le plus petit module
des A,— B, en chaque point 5.

Les combinaisons exceptionnelles ont ici un role analogue & celui
des valeurs exceptionnelles dans le cas des fonctions uniformes. On
a ce critére important :

Une famille de systémes de ¢ fonclions holomorphes dans D y est
normale lorsqu’elle admet 2 ¢ combinaisons exceptionnelles formant
deux tableaux triangulaires distincts si: 1° les fonctions sont bornées
en un point particulier de D; 2° I'écart des tableaux en un point fixe
de D reste supérieur a un nombre positif.

Lorsque I'on a une famille & d’algebroides définies dans D, si la
famille complexe & des a,(3) n’est pas bornée a l'intérieur elle peut
étre normale sans que & le soit et réciproquement.

Bornons-nous aux familles d’algébroides entiéres bornées dans
leur ensemble & U'intérieur de D. Une telle famille est normale. La
famille complexe correspondante est bornée et normale. Réciproque-
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ment 4 une telle famille complexe bornée et normale correspond une
famille d'algebroides bornée et normale.

G. Rémoundos démontre notamment ces propositions :

XXXVI. Sila suite d’algébroides f.(z)a ¢ branches, entiéres,
Jinies dans D, converge en une infinité de points avec point
d’accumulation intérieur a D, elle converge uniformément dans
Uintérieur de D vers une fonction algébi oide entiere a v branches
(ou un ensemble de fonctions algébroides ou holomorphes dont le
nombre total des branches est v) [ 36, a].

XXXVII. Sout une suite de fonctions algébroides a v branches
Jn(3), entiéres et finies dans un domaine D dans lequel il n’existe

que p. points critiques c,, Cs, .... ¢, des fonctions de la suite.
Posons

P(z>=(z'—'cj)(5—02). N (z—cp,).

St la suite f,(z) converge uniformément a lintérieur de D
vers f(z) la suite [P(2)]7 /' (z) converge uniformement, pour
chaque valeur de q vers [P (z)]9f 9 (3)[36, b].

V. — FONCTIONS UNIFORMES DE PLUS D'UNE VARIABLE.

12. Fonctions analytiques de plusieurs variables. — Dans le
dessein d’étudier ces fonctions alors mal connues, G. Julia a eu
I'idée de considérer des familles de telles fonctions et de porter
notamment son attention surles points ou elles cessent d’étre nor-
males [16]. Les beaux résultats obtenus sont en rapport avec notre
sujet.

Pour simplifier le langage limitons-nous aux familles de fonctions
holomorphes de deux variables complexes z et 3'. Le point z = x -+ iy,
z'=a'+ iy’ a pour coordonnées z, y, z', y’ dans un espace a quatre
dimensions et il est a I'intérieur d’une région limitée par une hyper-
surface fermée, souvent une hypersphére |z|>+4|z'|)<R? ou un
hypercylindre | z|<R, | 5'|<R'. Une surface (deux paramétres) est
'intersection de deux hypersurfaces (un plan I'intersection de deux
hyperplans). Une surface est appelée caractéristique lorsqu’elle est
représentée par F(z, z') = o, F étant analytique.

Une fonction f (3, 3') est holomorphe au point (z, z;) si dans le
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voisinage de ce point (par exemple pour |z — z,| <p, |z’ — z,| <p),
elle est égale & la somme d’une série entiére en z — 34y 5 — 3, abso-
lument convergente. Elle est holomorphe dans un domaine V si elle
est holomorphe en tout point intérieur. Elle est méromorphe

en (5, 5,) si dans le voisinage de ce point elle est egale au quo-
tient “){%2—,; de deux fonctions holomorphes en ce point. Si( fy), =0
et (fi)o7 0, le point est un pole; si (f,)o=(fi)o=0, fi et fs
sont respectivement les produits d'un polynome qui s’annule en
(20, 5, ) par une fonction entiére qui y est différente de zéro (Weier-
strass); en général donc (z,, 3,) est alors un point d’indétermi-
nation. Tout autre point singulier est dit essentiel.

Une famille de fonctions holomorphes est normale dans le
domaine D si toute suite infinie est generatrice d’une suite qui pos-
séde a l'intérieur de D la convergence spherique uniforme. La fonc-
tion limite sera donc une fonction holomorphe dans D ou la cons-
tante infinie. Une famille est normale au point M de D si elle est

.normale dans un voisinage de M; si elle est normale en tout point
(intérieur) de D elle est normale dans D. Une famille de fonctions
holomorphes et bornées a l'intériear de D est une famille normale

/\ . . g e
(car dans tout A <<D elle posséde 'egale continuité; utiliser la for-
mule de l'intégrale double de Cauchy).
On généralise ainsi une propriété concernant les racines d’une
suite :

XXXVIHI. Soit une suite de fonctions f.(z, z') holomorphes
dans D et qui converge uniformément a l’intérieur vers f(z, 3');
st en (30, 3,) ona f=a et si d’atlleurs f (s, 3') ne se réduit pas
cette constante. dans tout domaine contenu dans D et conte-
nant (s, 3,) a son intérieur on finit par avoir constamment, &
partir d’un certain indice, des racines de f,(z, ') = a.

En s’appuyant sur ce résultat on valide ici des critéres trouvés
pour les familles de fonctions d’une variable et en particulier celui-ci.

Critére fondamental. — Si les fonctions, holomorphes dans D,
d’une famille F n’y prennent ni la valeur a, ni la valeur b (valeurs
exceptionnelles), la famille est normale dans D.

XXXIX. En ce qui concerne une suite de fonctions holo-
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morphes et sphériquement convergentes dans D on retrouve ( par
un méme raisonnement) cette propriété : pour qu’elle soit unifor-
mément convergente il faut et il suffit qu'elle forme une famille
normale.

Les ‘questions relatives a la convergence d’une suite se posent de
nouveau ici. La convergence sur un ensemble infini E de points
appartenant a un domaine D entrainera-t-elle dans certains cas, pour
une suite, la convergence dans le domaine, ¢n supposant que la
suite constitue une famille normale? Oui, d’apres le raisonnement
antérieur, si I’ensemble E est tel qu’une fonction holomorphe dans D
ne puisse étre nulle sur E sans étre identiquement nulle. Or, le fait
est exact si I forme un hypervolume; donc le théoréeme de Stieltjes
est applicable. Celui de Vitali ne I'est pas sans restriction. Disons
qu’un point M, est un point limite d’ordre infini pour E si les plans =
caractéristiques passant par M, et un point M de E ont, quand M tend
vers M, sur E, une infinité de positions limites distinctes. Alors le
théoréme de Vitali est valable st U'ensemble E a un point limite
d’ordre infini intérieur a D.

Entre autres applications interessantes de sa théorie, G. Julia a
démontré que :

XL. 8¢ des fonctions «,(5), algébrowdes et bornées dans un
domaine du plan complexe, convergent uniformément dans ce
domaine vers une fonction uniforme ¢(z), cette fonction est
holomorphe.

On ne suppose pas que le nombre des branches des ¢, reste borné.
Relativement a l'ensemble des points irréguliers pour une famille
de fonctions holomorphes dans D, c’est-a-dire des points o la famille
n’est pas normale, G. Julia a prouvé que cet ensemble est parfait et'
ne comprend aucune partie isolée dans I'intérieur de D. Cet ensemble
est parfait, continu et d’un seul tenant aveg la frontiere du

domaine [16, p. 68] et [, p. 250].

13. Fonctions analytiques d'une infinité de variables. — J. Le
Roux étudie [20, a et 6] les fonctions d’'une infinité de variables
complexes 3y, za, ...y %4, ...; chaque z, est assujetti & étre dans

une aire A,, la borne supérieure p, des cercles inscrits n'étant pas
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nulle; si la limite inférieure des p, est nulle le domaine est dit
évanouissant; un changement linéaire des variables permet d’écarter
cette hypothése. 11 étend au domaine complexe les définitions et les
propriétés données dans le champ réel [21, n° 15 A].

Corrélativement aux espaces E,, et Q [9a et b; 21, n° 13B] d’une
infinité de variables réelles se présentent avec les mémes définitions
et propriétés les espaces E, et Q' d’une infinité de variables com-
plexes. Un point 5 de E,, est constitué par une infinite dénombrable
de variables 5,, un point de Q' d’une infinité telle que 2| z,|? soit
une série convergente.,

Soient P,(z) une forme de degré p par rapport aux variables z, et
une série

(1) F(z)=Pi+ P (3)+...+Pu(a)+....

D. Hilbert [13] a étudié les fonctions analytiques d’un point
de E,, dans des domaines |5, |<p, a l'intérieur desquels la série est
absolument convergente.

R. Gateaux, qui a ébauché la théorie [10, p. 70] donne les défini-
tions suivantes : {R,} étant une suite de nombres positifs et C le
systéme des domaines

(Cx) l2e| <kRp (o< k<)

On désigne par — C tout domaine constitué d’'une maniére analogue,
mais avec un centre quelconque z) (| 34— 3; | <<AkR,).

Si la série (1) converge uniformément dans tout G4, F(z) est dite
holomorphe dans (C).

Cela posé, utilisant la fonction F(2z—4-p1t), dans laquelle 2 et u
désignent deux nombres complexes il établit le théoréme suivant

[10, p. 89] :
XL1. Si¢ une série

F(2) =iFn(2)

de fonctions holomorphes dans — C converge uniformément dans
tout Cy sa somme est holomorphe dans — C. De plus le dévelop-
pement de F(z) en série entiére s’obtient en ajoutant terme a
terme les développements des ¥, (3z).
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Une expression ZP,,(z— a), soit Z(z—a), admettant un
n

domaine — C de convergence est dite un élément de fonction analy-
tique, élement de centre a et de domaine — C. Lorsqu'elle admet
un domaine — C elle en admet en géneral plusieurs dont ’ensemble
est dit le domaine de convergence, — S.

Une fonction analytique est 'ensemble des éléments qu’on peu
déduire d’un élément initial par changements de centre en nombre
fini. L’ensemble des points de E, ou elle est definie est le domaine
d’existence de la fonction. Il peut y avoir (Hilbert) en un méme
point un ensemble continu de déterminations.

Soient dans le plan de s, une suite de contours simples [, ,, chacun
conlenant le précedent, T, le domaine des points de E, tels que 3,
soit & l'intérieur de T, ,, quel que soit n, et T' la somme des T,,. Une
fonction F(z) est dite monogeéne dans I si elle y est définie et si,
dans chaque T',, elle est continue et admet des derivées partielles
premieres. Une telle fonction est holomorphe en chaque point mais
n’est pas nécessairement analylique. On a, par application du
théoreme ( XLI) cette proposition :

XLIH. Siune série de fonctions monogénes dans T est unifor-
mément convergente dans toute portion finie de tout T, sa
somme est une fonction monogéne dans T.

La théorie des fonctions d’une infinité de variables complexes
présente dés ses éléments, comme on I'a déja vu ci-dessus, des diffé-
rences essentielles avec celle des fonctions d’'un nombre fini de
variables.
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SUPPLEMENT

AU FASCICULE XLIV « LES SUITES DE FONCTIONS EN GENERAL. DOMAINE REEL »,

Page 32, n° 12. Déripées. — E. Landau avait donné la générali-
sation suivante d’'un théoréme classique [2] :
Si(a << x << b) les fonctions réelles dela suite f,, () ont des dérivées

d’ordre £, si an(x) converge et que fo,"’(x) converge unifor-

mément, la fonction F(x) :2fn(x) peut étre différenciée k fois

n

dans Pintervalle et F J’;)] :Zf,(lk)(x)-

Par les théorémes énoncés page 33 L. Neder a obtenu de nouveaux
et importants résultats dont on pourra lire un exposé [3].

Depuis lors, N. Obrechkoft a établi [4] cette proposition :

Si les fonctions f), (x), définies dans I'intervalle (a, ),y admettent
des dérivées jusqu’a I'ordre & qui toutes sont monotones dans un
méme sens, si zfn(x) converge en k -1 points g, &y, ..., Tk

n

dea aa+d et en k-1 points yo, ¥y, ..., yx de b—9d a b
(a<<a+d<b—d<b), alors Ef,‘l’“(x) converge uniformément

dansl'intervalle (¢ + 6, b— d). Il en conclut, utilisant un théoréme de
L. Neder (loc. cit.) que, dans ces conditions, les séries 2 V(@) (pLk)

n

sont uniformément convergentes ainsi que an(x) et que cette
n

derniére série peut étre dérivée terme a terme jusqu’a 'ordre 4.

Page 38, ligne 2. — Le mérite d’avoir soulevé la question revient
bien a Noaillon maisla démonstration nouvelle du théoréme de Fischer
et Riesz (qui avait déja donné lieu antérieurement & un exposé sim-
plifié¢ de M. Plancherel signalé a la page précédente) est due a
a P. Lévy (Mémoire cité).
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Ajoutons que :

1° Si o est borné la convergence en moyenne relativement a w est
mdependante de w et ldenthue a la convergence en mesure;

2° Slmestborneetsw)(l+1’)—-m(1)+co(7)fco[lf glldz

peut servir de distance et remplacer par une expression explicite
celle de la page 36. On prendre par exemple w(r)= lh[r ly
W _Arl
o(r) = ESE
[M. Fréchet, lettre de novembre 1930.].

Page 39 B. — On trouvera aussi dans [1] un exposé fort important
de notions et de résultats alors nouveaux dus a M. Fréchet.
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