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INTRODUCTION.

Les séries ct intégrales divergentes, expulsées au début du xrx®
siécle des Mathématiques comme entiérement dépourvues de sens,
sont & présent réhabilitées et admises & nouveau dans I’Analyse comme
instrument utile. Voici un fait incontestable et qui semble prouver
I'inconstance des géométres.

Or, il n'en est rien. L’emploi des expressions divergentes au
xvur® siécle s’explique par le fait bien connu que I'idée méme de con-~
vergence ne s’cst dégagée nettement qu’au début du xix® siécle avec
Fourier (1811) et Bolzano (1817). D’autre part, les séries et inté-
grales divergentes ne sont actuellement employées qu’en tant que som-
mables, c’est-a-dire satisfaisant a des conditions précises. Cette limita-
tion d¢ leur emploi est trés importante, car elle permet d’éviter les
erreurs et les paradoxes, donl était accompagné si souvent 'emploi
des expressions divergentes autrefois [ D ].

Le probléme de sommation des séries et intégrales divergentes
ainsi posé a beaucoup de points communs avec celui de prolonge-
ment analytique, mais il en différe nettement. Le Chapitre I déli-
mite le probléme de sommation et précise les conditions dites de
régularité, permettant 'emploi dans I’Analyse des séries et inté-
grales divergentes sommables. Le Chapitre 11 est consacré a 1'étude
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2 ERVAND KOGBETLIANTZ.

des propriétés fondamentales du procédé des moyennes arithmé-
tiques. Les conditions nécessaires et suffisantes de sommabilité par
ces moyennes font I'objet du Chapitre III. Le Chapitre suivant traite
le role des facteurs de sommabilité, I’extension du procédé aux
moyennes.d’ordre infiniment grand ainsi que la théorie des moyennes
typiques introduites par M. Riesz et qui se sont révélées comme rés
utiles dans la théorie des séries de Dirichlet. Enfin, l¢ dernier
Chapitre, consacré aux applications des moyennes arithmétiques et
typiques, a pour but de montrer leur utilité dans 1’étude des séries
trigonométriques de Fourier, des séries de Laplace et des séries ultra-
sphériques.

Au cours de la derniére décade 1920-1930 I'emploi des moyennes
arithmétiques et typiques est devenu extrémement fréquent et, faute
de place, le dernier Chapitre n’en peut donner que quelques exem-
ples. S'ils incitent le lecteur al’étude de nombreux mémoires, conte-
nant les applications du procédé de sommation par les moyennes et

dont la liste se trouve a la fin du fascicule, le but de ce dernier sera
atteint.

CHAPITRE I.

Probléme de sommation. Conditions de régularité.

1. Une série ou intégrale pour laquelle la limite classique

lims,=lim (#o+ wy+...4+ u,)
n=wx n—owx

ou

x
lim u(t)dt
2= 0
n’existe pas est dite divergente. Dans les deux cas il s’agit de la non-
existence de lim f(z), f(x) étant une fonction & paliers, constante
X==

etégale a s, pour n<x <n—+1,dansle cas de la série. La sommation
d’une expression divergente conduit a attacher a cette fonction f(z)
par un certain procédé P, un nombre parfaitement déterminé qu’on
appelle sa limite généralisée — P pour z —c. La P—lim gén. f(=)

r=ux,

peut coincider avec f(z,) et dans ce cas la fonction est P — continue
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au point z == zy. Une fonction peut étre P — dérivable au point z =z,
sans y avoir une dérivée ordinaire.

On peut imaginer autant qu’on veut des procédés de sommation,
mais seyls les procédés remplissant certaines conditions précisées
dans la guite constituent les méthodes réguli¢res de sommation. On
introdyit ces conditions précisément dans le but d’écarter les contra-
dictiops et les paradoxes et d’assurer ainsi 'emploi des séries et inté-
grales divergentes.

La sommation d’une série (intégrale) divergente peut étre envisagée
de deux points de vue essentiellement différents.

En posant u, = a,x}, (z, =1 par exemple), on pcut rattacher la
série Zu, a une fonction analytique et dés lors toutes les méthodes de
prolongement analytique, y compris celles de sommabilité analytique,
deviennent applicables a la recherche de la valeur de cette fonction
pour 2= z,. De méme pour les intégrales divergentes, o I'on peut
poser par exemple u (t) =lim e~ .« (t). Ce point de vue est magis-

=0

tralement exposé par M. A. Bubl dans le fascicule VII de ce Mémorial.
Par conséquent nous laissons de coté toutes les questions se rattachant
ala sommabilité analytique. Au point de vue auquel nous nous pla-
cons systématiquement dans ce fascicule, une série ou intégrale n’est
en réalité qu’une notation conventionnelle pour la limite de f(x)
pour £ — 0. A ce second point de vue toute méthode de sommation
n’est qu'une extension de la définition de limite, permettant d’attri-
buer une limite généraliséc a des fonctions n’en possédant pas au sens
habitucl du mot. Une généralisation de la notion de limite n’est
admissible que si la limite généralisée coincide avec la limite ordinaire
quand cette derniére existe, d’ou unc condition de régularité, énon-
cée pour la premiére fois par Hardy [a] et dite condition de perma-
nence : tout procédé de sommation régulier doit attribuer a une
série (intégrale) convergente sa somme (valeur) ou bien

10 P —lim gén. f(o)= lim f(.r).

Xz €Xr=o

Le phénoméne de divergence est di soit a l'oscillation jamais.
amortie de f(z), quand z tend vers l'infini, entre — w ¢t + o dans
le cas général, soit a la croissance de f(z) vers + o ou a sa décrois-
sance vers — o, cette allure générale de f(x) pouvant étre compliquée
par Poscillation de f(z) entre deux fonctions monotones croissantes
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vers —+ oo ou décroissantes vers — . On distingue ainsi la divergence
essentielle pour laquelle on alim f(z) =--c0 ou bienlimf(z)=—«o,
r=w 1=+4w»

tant qu’on reste dans le réel. Rien ne précise mieux la différence pro-
fonde qui existe entre les sommabilités arithmétique et analytique
que les différentes réponses données par les deux théories a la ques-
tion de sommabilité des expressions essentiellement divergentes. En
vertu de la condition de permanence, un procédé de sommation régu-
lier ne peut attribuer & une série (intégrale) essentiellement diver-
gente que la somme (valeur) infinie donnée par la limite ordinaire :
au point de vue de sommabilité arithmétique une expression essen-
tiellement divergente ne se distingue d’une expression convergente
que par sa valeur (infinie) et la question de sommabilité d’une telle
série ou intégrale ne se pose méme pas.

Au point de vue de sommabilité analytique, au contraire, on doit
pouvoir sommer une expression essenticllement divergente puisqu’elle
représente une valeur de la fonction analytique associée. Par exemple,
la série 23" sommeée analytiquement doit avoir une somme généralisée

égalea — 1,, valeur de la fonction — - pour z=3. Le procédé de

1 —
sommation défini par

0
. . . O (— 1)
lim gén.s,, = lim | e« Z — @tsu |
n== n=m=» n.
U

Y

. 3 N
attribue, en effet, az;" la somme
0

I
1I— 3

pour Rz >1, car

lim gén.(37) =lime2(l=sl=0  (Rz >1).
—_ n=m» a==»

Ce procédé, admissible au point de vue de sommabilité analytique,
n’est pas régulier au point de vue qui nous occupe. En effet, pour z
réel et compris entre — 1 et + 1, il attribue alasérie convergente X s»
une somme infinie et la condition de permanence n’est pas satisfaite. .

2. La définition de la divergence essentielle sc laisse généraliser au
cas complexe (Knopp, [1]). Soient z =r-}-iy et { =F+ in deux-
variables complexes et f(z)=p -+ iq une fonction de la premiére
définie pour z 3£ 3,. Etudions 'ensemble des valeurs qu’elle prend
quand z tend vers 3, en parcourantl’arc z,3, d’une courbe donnée C.
Soient =z (t), y = y (¢) les équations de C, ¢, et ¢, correspondant
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aux points 3, ct z, et le paramétre ¢ croissant de ¢, a ¢, quand z par-
court 'arc z,3,. Désignons par D (1), 72>¢, le plus petit domaine
convexe contenant les points £(z) = p -+ iq qui correspondent aux
différents points z sur C pour t<t < ¢,.

L’ensemble E des points communs & tous les domaines D{r),
t,St<t,, est ensemble d'indétermination de f(z) pour 5— 3
sur C. Quand E ne contient qu’un seul point il y a convergence, sice
point est a une distance finie de l'origine, et divergence essentielle
s'il est a l'infini. SiE contient plus d’un point la fonction f(z) oscille
quand 5 >3z, sur C et il y a divergence tout court. Par exemple,
S (5) diverge cssentiellement vers l'infini si |f(z)|——+o quand
z—> 3, tous les points p—+igrestant a l'intérieur d’un domaine
angulaire d’ouverture infériearc a 7. Le cas d’une suite complexe {s, },
ou s, =g, it,, s'obticnt en prenant pour C le demi-axe réel et
S(x) =0, it, pour £, x < Zp44, OO L,->—+ 0 pour 1 ->o. Tout
procédé P qui transforme f(z) envisagée sur la courbe G en une
fonction ¢ (w) d’une autre variable complexe w assujettie a parcourir
'arc d’une courbe I, dont le point o, correspond au point z, de G, est
un procédé de sommation puisqu’il remplace la limite de f(z) pour
3— 5, suivant G par celle de ¢ (w) pour w->w, suivant T. Si cette
derniére A existe, f(z) est sommable par le procédé P avec la
valeur A et 'on a par définition

P —lim gén. f(3) = A = lim p(o).
3>5 ) > W,

La premiére théorie de sommation due a M. E. Borel [B] a paru
il y a trente ans. Elle reliait son procédé de sommation exponen-
tielle a celui des moyennes arithmétiques.

Depuis on a souvent essayé de formuler une théorie générale des
différents procédés de sommation quiles engloberait tous en les rame-
nant a une origine commune. Le développement rapide de cette
branche de I'Analyse a constamment dépassé les cadres de ces
théories. Le dernier essai fait tout récemment par Knopp, [/],
raméne tous les procédés de sommation linéaires a la transformation
suivante :

W
(P1) @)= [ fls)kis, ),
&

I’intégrale curviligne étant étendue a la courbe C:' z = & (¢) 4 iy (¢).
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En particularisant les courbes C el T etle noyau K(3z,®), on obtient
presque tous les procédés de sommation importants, définis et connus
jusqu’a ce jour. Si K (3, w) est une fonction & paliers par rapporta w
sur I, la fonction f(z) est transformée en une suite { o,}. Soit w réel
et positif, par exemple, et w; =, K(3,0)=K, (3) pour o < n+1,
on a
4
= fla) K, (z)dt.

to

Le procédé de Borel transforme, au contraire, une suite {s,} en
une fonction ¢ (w). Les courbes G et I' se réduisent aux demi-axes,
réels positifs et K(z, ») est une fonction a paliers de z:

n'K(z,w)=ewwr pour nx<n+r.
Par conséquent

bt n
g(w) = e"‘mz (,—]—:—' Sn (v =+ ).

[

Le procédé des moyennes correspond au noyau: K(z,w)=o0
pourz >wetK(z, w)= ( 1— g)qpourogxgm, 0 >—1. Ainsi ¢ (o)

~— moyenne d’ordre 6 de f(w) — s’écrit ainsi :
o(w)=f@(w) =f (1— E)of(x)dx.
0

3. La notion de méthode de sommation réguliére ne s'est pas
encore définitivement cristallisée, mais on peut néanmoins, nous
semble-t-il, essayer de s’en servir, Pour assurer ’application aux séries
sommables des opérations les plus élémentaires, il faut poscrla condi-
tion dite de distributivité

20 linf_gén.[af(x) +be(z)]=alim gn. f(2)+ blim gén., 9(x).

Les conditions 1° et 2° ne sauraient suffire pour assurer la régula-
rité. Il est évident que la somme généralisée d’une série divergente
mais sommable ne doit pas étre affectée par I'addition d'un terme
nul au début de la série. Or, le procédé suivant (Hurwitz et
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Silvermann, [451)

V)

n
1 (— )%
Q—lim gén.s, = lim - §  Tog(k+ x)a

(r=Z e o)

o0 pp=n—+ 0(1),‘ satisfait aux conditions 1° et 2° et pourtant il attri-
bue aux séries ?(-——l)" log[n(a—1)] et 0+2(—|)"log[n(n+l)]

les sommes différentes 41 et — 1, ce qui est 1nadn11551ble Ajoutons
que le procédé des moyennes arnhmethues attribue aux deux séries
envisagées la méme somme généralisée nulle

S1= S+, ..o S,

lim

= lim Z(——I)" log(n+1)=o0.
n—wx - n—=w
Il est évident que le procédé Q n’est pas régulier, d’ou la nécessité
de compléter les conditions de régularité. La suppression ou l'altéra-
tion des premiers N termes d’une suite s, ne doit pas détruire la som-
mabilité de cette suite par un procédé régulier donné ni modifier la
valeur de la limite généralisée. On a ainsi la condition

30 lim gén. f(z +£) = lim gén. f(x)  ( arbitraire fixe).
JXr=o X=o

Cette condition assure la possibilité d’effectuer tous les changements
finis dans une série sommable tels que modification de I'ordre relatif
des termes en nombre ﬁm réunion de plusieurs termes en un seul,
dilutionde la série par des zéros en nombre fini, etc. Elle permet
d’écarter certains procédés irréguliers tels que le procede precedent Q.
Considérons (Buhl [C], Levy [537]) un autre procédé :

i 4 . Sot+Sp+ Sy ...+ S
Q,—lim gén. s, = lim 22 —°F 111:—1 np (p=»9).
n—x» n—m»s
En appliquant Q, ala série2(—1)* =1—1+41—..., on trouve

lim gén. s, =1, mais lim gén. s,,, = 0. Par conséquent ce procédé
est irrégulier, ce qui explique le paradoxe suivant : ajoutons a la
série X (—1)", sommable avec lasomme + 1 parle procédé Q,,1'unité;
on obtient 1 +1—1~+1—..., et lasomme généralisée de cette nou-
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velle série, sommable également Q,, est aussi + 1 malgré addition
de l'unité. Tel est aussi I'exemple des deux procédés de sommation
définis par Mazur [ 63]. Ces procédés sont équivalents, toute série
sommable par I'un étant sommable aussi par I'autre, et néanmoins les
sommes attribuées par ces procédés a une série spéciale sont diffé-
rentes : zéro et + 1. L’exemple scrait frappant si ces deux procédés
étaient réguliers, mais il suffit de réunir les deux premiers termes de
la série en question en un seul, ce qui revient a remplacer s, par s,_,
pour détruire sasommabilité par ces procédés.

Pour préciser la portée de la condition 3°, éludions un procédé irré-
gulier signalé par Lévy [ 57 ]:
. . n
Ly — lim gén.s, = lim 2 Z spsin2( )+ \//_c)

n=e n==nt A=0

La suite divergente | sin* \/n | sommée par ce procédé posséde une
limite généralisée fonclion du paramétre 2

L

NP
Ly — lim gén. sin2 /n = 5 7 c08? A

E=N

qui peut varier de % a - Pourtant le procédé L; satisfait aux condi-
i

tions 1°-3°. Ceci nous améne 2 introduire une nouvelle condition de
régularité qui permet d’écarter les procédés irréguliers tels que L.
Elle concerne la multiplication des séries ou intégrales. Vu le but_
de l'introduction des conditions de régularité il est naturel de deman-
der que toutes les fois ou un procédé de sommation régulier s’appli-
que et aux séries facteurs ct a la série-produit, la somme qu’ilattribue,
a la série-produit soit égale au produit des sommes attribuées aux
séries-factcurs. Appliquons ce critére au procédé L pris sousla forme
continue. Les deux intégrales divergentes

s=f dlsin (1 +Z)] et c'=f dlcos: (. + yz)]
0 o
sont sommables L; et ont pour valeurs généralisées — L,

s = l;,\—f dlsinz(n +yx)] = %-—- sin2 )
0
et

0= L‘,_——jwd[cosi(l—i— V)l = %—cos’)\,
o -
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tandis que le procédé des moyennes arithmétiques donne les sommes
, .« ., . . N I . 1

généralisées égales respcctivement a s = _ —sin*} et 0 =~ — cos® .

Formons l'intégrale-produit de ces deux intégrates s et ¢

»
w:f w(x)dr,
0

“sin[2(% -y w)]sin[o (% +yxr —u)]
Jy 4\/;7\/.%—((

wir)=— du.

Cette intégrale est également sommable L; avec la valeur

2

» T _ X .
w=L,— w(x)dr = lim —“—f sin‘l()\—e—\/x)dxf w(t)dt = 3,
o 1==TJ, [) 4

ui n’est pas égale au produit 5.0 = <§' — sin? )\) (Z — cos? )\) la dif-

férence 16 (w --s.0)=1-+8cos?A + 4cos? 2} étant positive. On
calcule w en intégrant par parties et appliquant la formule approchée

f d.z'[ w(l)dt

x* sm( +9)\+o\/ox> sing A ::l—O(\/x
2 /) By

Ce résultat prouve l’irrégularilé duprocédé L;. Observons que lavaleur
de Pintégrale v donnée par le procédé des moyennes est égale au

produit des sommes s = 5, — sin?) et ¢ = — s qu’attribue ce procédé

= JI—

aux intégrales facteurs. Ainsi nolre critére de régularité nousa permis
d’expliquer la contradiction qui consiste dansattribution des valeurs
différentes a une méme intégrale (série) divergente et — ce qui est
beaucoup plus important — de choisir entre les deux procédés con-
tradictoires.

Enongons maintenant sous une forme générale la condition néces-
saire de régularité qui nous a permis de faire ce choix :

40 :llm gén. f(x)izhm gén. q(x)z_hmgen f o(x—1)df(2).

r— o

SiTon pose

f(w):f.ru(t)dt, 9 () =[.rv(t)dt,
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ona la multiplication desintégrales (o) et ¢(e). Siles fonctions f(z)
et o (z) sont des fonctions & paliers on a la multiplication la plus
générale des séries, dont ces fonclions représentent les sommes par-
tielles. Soient, en effet, () et u(z) deux fonctions indéfiniment
croissantes, monotones et positives pour z > o. Leurs valeurs pour les
valeurs entiéres de 'argument}, =4 (n) et p,, = p(m) forment deux
suites { A, }, { pm } 00 Ay, po >0 €t Xy, pu —>0 pour n, m »oo. Sup-
posons que les points z =1, et y» =1, sont les points de disconti-
nuité pour f(x) et ¢ (y) respectivement, ces fonctions étant cons-
tantes dans les intervalles (A, Anys) €t (i, pngs ) €t désignons leurs
sauts pour £ =1, et = ., par a, et b,, respectivement

f(:l‘):Ea", ?(.}’):'Ebm-

<l P <2

\
Le produit des deux séries de Dirichlet 2 a, ¢ et Zbye " des
types A et p. est une série du type ¢, Zcpe™r%, o0 vp =X, + Pm, €L ses
coefficients ¢, sont donnés par

Cp= E / a, by,

7\,. +Bm= VP

La série Ec,, est dite produit du type (A, p.) des séries Za, et Zb,.

La régle de Cauchy n’est qu’un cas particulier de cette définition,
ou A(z)=p(#)=z. Dans le cas considéré I'intégrale dans le second
membre de 4° n’est que la somme partielle de la série-produit Zcp, a
savoir 2 Cp-

op<

Les conditions 1°-4° constituent, a4 notre avis, un ensemble mini-
mum des propriélés dont doit jouir un procédé de sommation pour
que 'on puisse le considérer comme régulier. On a souvent proposé
d’autres conditions de régularité. On a demandé par exemple que la
série-produit de deux séries sommables par un procédé soit nécessai-
rement sommable par ce procédé ou bien encore que tout calcul formel
qui aboutit & une série sommable ne donne jamais de résultat différent
de la somme généralisée attribuée & cette série par un procédé de
sommation régulier (Knopp, [/]). Lévy [57] a proposé également de
ne considérer comme réguliers que les procédés qui attribueraient &
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toute suite bornée sommable par les moyennes arithmétiques la méme
limite que le procédé des moyennes.

En ce qui concerne la sommabilité du produit de deux séries som-
mables il suffit d’observer que la série-produit de deux séries conver-
genles en général diverge, ce qui n’a pas empéché I’emploi des séries
convergentes dans I’Analyse. Notre condition 4° n’exige pasnon plus
la sommabilité de la série-produit. Quant a 'idée de poser comme
définition de sommation réguliére 'unicité de la somme généralisée
quels que soient les procédés réguliers sommant une série divergente,
on ne voit aucune utilité dans ce déplacement dela difficulté essen-
ticlle que présente 'étude de I'unicité de lasomme généralisée. 11 est
bien préférable dé considérer en lui-méme ce probléme fondamental
et le plus attrayant de la théorie de sommabilité arithmétique et d’é-
carter les procédés arlificiels ct irréguliers, en posant les conditions
de régularité 1°-4°. La question d’unicité de la somme est le point le
plus délicat de toute la théorie : peut-on, en effet, admettre et justi-
fier Iexistence de plusieurs sommes généralisées différentes attribuées
a une méme série ou intégrale divergente par différents procédés de
sommation réguliers? Il semble que non et jusqu’a présent, a notre
connaissance, un tel cas n’a pas été signalé : on ne connait aucune
série ou intégrale a laquelle deux procédés réguliers au sens des con-~
ditions 1°-4" attribueraient des sommes différentes. L’exemple effectif
d’une telle série aurait le plus haut intérét.

4. La condition de permanence a été étudiée par Teeplitz qui a
établi en 1911 [ 93] les conditions nécessaires et suffisantes de per-
manence pour les procédés linéaires de la forme suivante :

Nin)

lim gén. s, = lim dpm S N(n) > =7

Su= it .

n__?w ne=w nmom n + 0
m=0

z

Soien.t lim a,,, = &, ainsi que lim E %un = a. On trouve, sis, —>s
n=—= n—w
m=0

avec m —» o,

x
]iT=gwén. Sp=as +E o (Sm—$).

0

Dans le cas s = o0, on a lim gén. 5, = o pourvu que soient remplies

n—=mw=
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les conditions a,, = 6, m = o, 1, 2. .., sous ’'hypothése de coaver-
x

. Ol ,
gence absolue de toutes les séries Za,,,,,, leurs sommes élant bornées

m=au
dans leur ensemble. Pour s> o0 il faut encore & =1 pour assurer la

permanence. On a ainsi les conditions suivantes, dites conditions de
‘eplits:
1) Existence pour chaque m d’une limite finie o, = lim o, ;

n—wx
E3

. ~ -
2) Convergence absolue de toutesles sénesz %ym(R=0,1,2,...,00);

m=u

3) Existence d’une limite finie & —lim Za,,,,,;
n=uw !
m=0

4) & = 0 quel que seit m =o0,1,...,0eta=r1.

Les conditions 1)-3) assurent la convergence de la suite transfor-
mée, étant donnée celle de la suite {s, | (Kojima [a], Schur [«])
sans assarer la permanence, ce qui a lieu si la condition 4) est satis-
faite aussi. Schur a étendu [ @] le théoréme de Teeplitz au cas géné-
ral, ou N (n) = quel que soit n et les a,,, sont complexes.

Les conditions de permanence pour les procédés de somma-
tion linéaires relatives aux séries doubles ont été formulées par
Robinson [a, b].

Silverman a transposé [c] les conditions de Teeplitz au cas con-
tinu : les conditions nécessaires ct suffisantes de permanence du pro-
cédé

Ny
lim gén. f(z) = lim f J(u)K(r, u) du,
L= o N T=x 0

ou le noyau K (z, u) pour chaque z estintégrable dans alu <ar; sont
les suivantes:

1) lim K (x, ) =o uniformément dans tout intervalle fini a Su<b;

2)[ |K(z, u)ldu<G‘;

3) lim f.rK(x, u) du =1, pourvu que les zéros isolés de la fonc-

xr—=x
tion continue de u, K(x,u), forment, quel que soit z fixe, un
ensemble de mesure nulle, K(z, u) pouvant d’allleurs s annuler iden-
thuement sur des segments entiers.
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Tous ces résultats sont des cas particuliers du théoréme suivant dit

a Knopp[/]:

Tutorime e T@pLirz-Knore. — La transformation (P,) est per-
manente si son noyau K (z,w) satisfait aux trois conditions suf-
fisantes : 1) intégrale

L
SR @) (s g,
A

étendue a toute partie (ty, t;) de Uarc (¢, t,) de C existe et tend
vers.zéro quand w — w, sur T
2) Quels que soient z sur Cet w surT on a

A
| K(z, w);dt<G;

t
3) Quel que soit w surT
‘¢ = ‘K 3, w)dt
= [ Kz o)

existe et lim ®(w) =1, w—>w, surl.
W=,

Ces conditions sont aussi nécessaires pour la permanence du pro-
cédé (Py),si son noyau K(z,0) n’est jamais négatif : K(z,0)20
quels que soient z sur C et  sur I, la condition 2) dans ce cas étant
le corollaire de la, condition 3). Les procédés a noyau K (z, ) non
négatif sont permanents au sens large : ils transforment non seule-
ment la convergence en convergence, mais aussi la divergence essen-
tielle en divergence essentielle :

TatoriMe pE Knore. — Le domaine d’indétermination de la:
Jonction g(w) pour v —w, surT est contenu dans celui de la fonc-
tion f(z) pour 55>z, sur G, si le noyau K (z, ) est non négatif
quels que soient z sur C et w au voisinage de v, et surT.

Ce théoréme est trés important et son cas particulier quand f(3)
diverge essentiellement, 5 tendant vers z, sur C, caractérise nettement -
la sommabilité arithmétique.

La condition de distributivité est satisfaite par tous les procédés
linéaires. La condition 3° peuts’écrire aussi: lim gén. s, ,=limgén.s,

n==x n=x
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Tout procédé linéaire vérifiant cette condition est canonique
(bestiindig) au sens de Perron [73], c’est-a-dire, appliqué a la

série Zz,,, il ne peut lui attribuer qu’une somme égale a

1— 3

En effet, ona (1 —23z)s,(z) =1— z**'; donc la condition

. . , gn+1 '
lim gén.[sp4p(2) — $,(2)] = (1— 3P) lim gén. =o0 (z#1)
n=w n=w 1—232
entraine .
gh+1 1

3(2) = lim gén. s,(2) = ;—i'g —Jim gén. B =
L’importance de la notion du procédé canonique pour la théorie
de sommabilité analytique est évidente (Borel [B], § 43 bis et 87].
En terminant ce Chapitre observons que la question de 'unicité de
somme généralisée est résolue pour les séries ou intégrales som-
mables par le procédé des moyennes arithmétiques auquel est con-
sacré le présent fascicule. En effet, on doit 4 Mazur [63] le résultat
capital suivant :

TutoriME bE Mazur. — Tout procédé plus puissant que le pro-
cédé des moyennes arithmétiques (G, d) attribue a une série som-
mable (C, d) la méme somme que celle attribuée par les moyennes
arithmétiques pourvu qu’il satisfasse a la condition de perma-
nence 1°.

CHAPITRE 1I.
Moyennes arithmétiques.

1. Le germe de la théorie de sommation des séries divergentes se
trouve déja dans les travaux de d’Alembert [1], qui datent de 1768.
On y trouve notamment le calcul, pour les valeurs rationnelles de 6
de la moyenne ordinaire s,/' des sommes partielles de la série diver-

n
n—o

gente 2 cosnf et le passage a la limite lims))' = — i Cette méme

1
limite lim s{!’(6) = o pour la série-noyau

n—=w»

1
o~ £+cose+coszo+...+cosn0+... (0 << axn)
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des développements trigonométriques de Fourier a été retrouvée
132 ans plus tard par Fejér [a] qui I'a prise comme point de départ
de ses belles recherches sur la sommation des séries trigonomé-
triques. Ainsi le génie de d’Alembert posa d’une fagon absolument
nette la question qui ne devait étre reprise que plus dun siécle apres.

Cauchy a démontré |14] en 1821 que le procédé des moyennes du
premier ordre est permanent. Son résultat

Sn

lim ——— =lm(¢,—0,—
n—_—“:e n—+1 n:co( " " l)
devient

lim ()= lim s,

n—wx n—ow

si la derniére limite existe, en posant
n
Sp = Sme
n Z m
0

Les moyennes { s’ | ne réapparaissent, aprés d’Alembert et Cauchy,
qu’en 1876 chez Kronecker [33] qui a donné la condition nécessaire
et suffisante de convergence d’une série sommable a l'aide des
moyennes sﬁ,‘/’. Cette condition :

u+ou,+3u, +...+ nu,=o(n),

se rapporte a la suite {nu,}, dont I'importance n’a été mise en
lumiére que beaucoup plus tard. Frobenius [31] a fait voir en 1879

que lexistence de la limite lims)! =s entraine celle de la limite
n—=
d’Abel
@
lim uyrt=limsy) =s,
1=1—0 n—=—w»
n=0

méme si la suite { s, } diverge.
Les moyennes itérées i\ d’ordres entiers k& ont été introduites

en 1882 par Holder [43] qui a généralisé le résultat de Frobenius :
ona

@
h— - -
(1) him 0, rn = lim AP = lim R A R

r=1—0 n=ow n—w ”'+I
n=u -

(R} = su),

lim A{}" existant pour une certaine valeur dec £>1. Il a montré leur

n=—wx»
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wtilité sur 'exemple de la série divergente
(1)~ Y (1),
|

dont les moyennes du premier ordre h,’=s,'’ oscillent pour n -

I .. B . .
entre o et — - sans tendre vers une limite déterminée, tandis que
l'on a

L. o U
_,,I.'__",l, h = o= {(—1).

Le théoréme (1) a été étendu aux séries doubles par Bromwich et
Hardy [9] : la sommabilité avec la somme s d’une série double 22 u,,,
a Paide des moyennes s/’ d’ordres p et ¢ relativement a m et n
entraine, si p =g,

o o
hm E E Uparmpt=s= lim sy;7,
1, p>1 m,n=mx

0 0

pourvu que 'on ait s/)72'=0(1). Le cas général p £ ¢q a été étudié
récemment par Leja [58].

La définition des moyennes d’ordre entier ¢ = E(d), donnée
en 1890 par Cesaro [a], différe de celle de Holder. Cesaro introduit
les sommes partielles ¢/ d’ordre 3, en posant ¢! =3, ot

Gl — gi%) (% L #(B)
3, O‘o—r—O’l—!—'...}—O’”.

. . . . 3
L’expression ¢ &st linéaire en s, et en conlient ("_; ) Leur

.
n

>

[

n'*"* moyenne d’ordre 9, s'¥', est donc le quotient de o par (
Soit A% le coefficient de " dans le développement de 1 : (1— 3)¥,

n+8)

(2)

¢

©) _ n—+8& _ 1‘(11+8+1) _ (’l—l—l);’
AR _( ] )_ rG+nNC(n+1n r(a_,_,)[“'"o(l)]-

On a, d’aprés Cesaro,
n n n
: 8) g%) _ (0 3 o— N A (B—Y—
(3 AP =l = P A L u =Y AT sn = A6
0

m=0 m= m=10

(0L <®).
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Il est évident qu’a partir du sccond ordre les moyennes A9 et s sont
différentes. Néanmoins on a le théoréme suivant ;

Turorrue L. Lexistence de Uune des deux limites him b}
n=mwx
et lim s'” entraine celle de l'autre, et cesdeux limuites sont égales

n=—»

Ce theoréme, dit théoreme d’équivalence, n’est plus yvalable pour
la divergence essentielle. En effet, lim s'? =+ a0 donne également

n—w=

;
him 22 = — o,

n=r

mais l'inversc n’est pas exact : lim A=+ o n’entraine pas
n=—wx»
lim s’ = 4. Voici un exemple. On établit la relation

n—»

)/lll,) = Slf))+ st

d’ou I'on conclut que lim s, =+ o entraine aussi limA,} = oo,

n—m» n—mw

Mais pour une suite {s,| telle que s2)=o et s’ —16(n-+1) on

“2n 211

a:h! =05n-+7, st nestimpair, eth)} =n+1—

our n pair.
n I p - p

Ainsi lim A} = oo, tandis que s, oscille pour n->o entre zéro

3
n—w»

el - oo,
Une série est dite sommable (G, 6) ou (H, 0) avec la somme s si
Pon a pour cette série lim 5!’ = s ou bien lim 2” —s. Dans la suite

on n’emploie que la locution « sommable (G, 9) », justifiée par le
théoreme [. La puissance du procédé (C, 0) croit avec ¢ (Knopp,

[a, b)) :

Tutorimr II. —— Une série sommable (G, o) Uest aussi, avec la
méme somme (G, 0) si 6 >a >—1.

Ce théoréme, libre des restrictions o = E(o), 8 = E(8), concerne
également les moyennes d’ordie négatif et supéricar & —1. Les
moyennes d’ordre non entier ont éte introduites par Hadamard
en 1892, [a]. On les definit, ainsi que les moyennes d’ordre
négatif 6 >—1, par les formules (2) et (3). Knopp [a, b] et Chap-
man [a] en ont fait 'étude systématique. La vestriction 6 > —1 est
nécessaire, car le procédé (C, d) pour d <<— 1 peut conduire a des

MEMORIAL DES SC. MATH, — N°¢ B!,
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paradoxes. Ainsi, la série essentiellement divergente ZAE, ¢ >0,
représente la valeur +-co de lafonction (1 — z)~¢ au point 5 =1. Par
conséquent, toute méthode de sommation réguliére doit attribuer &
cette série une somme infinie quel que soit le point de vue adopté,
sommabilité arithmélique ou sommabilité¢ analytique. Or, le pro-
cédé (C,d=—1—¢) attribue a cette série une somme nulle,
car s¥—=o a partirde n=1,s1 0 = —1—-¢.

On voit qu’une série sommable (G, d <C 0) est nécessairement con-
vergente, la sommabilité (G, o) n’étant autre chose que la conver-
gence, mais la réciproque serait inexacte. Ainsi, pour — 1 <4 < o,
le procédé (C, 9) ne satisfait pas a la condition de permanence, mais
il est utile puisqu’il permet une classification des séries convergentes
et une étude approfondie de leur mode d¢ convergence. On va voir
plus loin qu’une série convergente est méme sommable (G, d >—1)
pour tout d supérieur & — 1, si son terme général u, satisfait a la con-
dition nu, = O(1). Par consequent lalocution « sommable (C,—1)»,
introduite par Young [{] pour désigner la convergence jointe a la
condition nu,=o0(1), concorde trés bien avec le théoréme II. La

relation 2, = (n + 1)k — nh"!' donne, pour k =—1, la défi-

nition : s =(n +1)s,— nsy—y =8, + nu,. Sil'on a lims;"'=s

on en déduit lims, = s puisque s, est la moyenne du prgr;;er ordre

des s, donc aussi lim nu,=o. Inversement, limnu, = o jointe a

la convergence entrai;e_lim s, ""=lims,,d'oula th;;taioﬁcation compléte
n=s= n=x

de la locution « sommable (C, —1) ».

Revenons au théoréme I qui a fait 'objet de trés nombreux
travaux et dont on connail plusieurs démonstrations différentes. Son
histoire est trés instructive. Le fait que la sommabilité (H, d)
entraine (C, ) avec la méme somme a été démontré en 1go7 par
Knopp [c¢] pour d =E(d). L’année suivante Bromwich [8] a
déduit (H, 2) de (G, 2). Schnee [a] a achevé la démonstration
en 1909, en déduisant (H, d) de (C, 6) pour tout 6 = E(5). Enfin
Schur [b] a simplifié notablement cetie démonstration en 1913. Le
théoréme I a été étendu aux ordres non entiers, ce qui suppose
acquise la définition des moyennes A de Holder pour d % E(9),
donnée par Hausdorff [a]. Sa définition de A% pour & quelconque est
basée sur une remarque ingénieuse faite en 1917 par Hurwitz et
Silverman [45 ] : les n*" différences A%s, et A”s." sont liées par la
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relation

n n
|l
AP ars=(n+0Y (_l)m(,"‘l),,,p:Z (—1)m<n"l)s,,,=A"So-

m=9 m=0

) . ., A 3 4’
Hausdorff I'a généralisée pour les moyennes de Cesaro s d’ordre d,
entier ou non, ainsi :

\(,'L‘)A" 3(0")= An S0,

tandis que pour les moyennes de Holder d’ordre entier on a
(n--1)3An AP = Ans,|.

Il suffit d’y donner a &les valeurs non entiéres pour définir les
moyennes h

0

% d’ordre 8 > — 1 quelconque.

Ainsi le théoréme d’équivalence est valable quel que soit 'ordre
8 >—1 des moyennes s'” et h”. Parmi ses démonstrations citons
celles de Faber [23], Schur [6], Knopp [Z, /], Ford [c], Otto-
lenghi [ 6], Watanabe [95 |, Kogbetliantz [ ¢, £, ¢], Andersen [b, d],
Hausdorff [a], Kienast [49], Dobrowolski [23], Hardy et Little-
wood [g], Pringsheim [a], Hurwitz et Silverman [45], Hahn [a],
Borel [B] et Landau [ L].

2. Le procédé (G, 9) est régulier pour d >0, La condition de dis-
tribuvité est satisfaite ainsi que celle de permanence (théoréme II).
Vérifions la condition 3°. 1l s’agit de démontrer que I'existence de la
limite lim s‘,'f’: s entraine celle de lim T, ,= s quel que soit p fixe.

n=—=x n—«x
Or,
n

1 o—1 3 1
Tup= NG Z A‘u—m)an-p = 5(/:'-)+p +o0 (;){
=0

-

comme on le vérifie facilement, étant dopné que
p—1
AT, p=A (l:‘-)F/)s(l?-L[l—Z A‘l(l“rll')-l“i"
=0

La condition 4° est vérifiée également en vertu du théoréme suivant,
dd dans le cas des moyennes d’ordre entier a Cesaro [a] et dans le
cas général a Knopp [a ], Chapman [a] et Ottolenghi [a] :

Tutortme III. — Les séries 2u, et 2¢, étant sommables



20 ERVAND KOGBETLIANTZ.

respectivement (G, a) et (G, B), leur produit Zw, est som-
mable (C, a + [ +1) et sa somme w est le produit des sommes des
séries facteurs.

Ce théoréme montre bien la nécessité d'introduire le pro-
cédé (G, ) pour pouvoir calculer le produit de deux séries conver-
gentes (¢ =3 —=0) ou sommables (C, o) : la série-produit peut
diverger malgré la convergence des séries-facteurs, mais elle est som-
mable (C, 1). 1l est important d’observer qu’'on ne peut pas amé-
liorer le théoréme 111 : il existe des séries sommables (C, «) et (C, B)
dont le produit n’est pas sommable (C, d) pour 6 <a+B—+41. 1
suffit de le faire voir dans le cas « = 8 = o. Le terme général w, de
la série qui est le carré de la série convergente

o

2 (— )" [log(m +2)]!

0
peut éire écrit sous la forme suivante
wy=(—n"(n+1)[log(n+ 2)]2 { 1+ o(1) {;

donc le quotient n~8w, ne tend pas vers zéro quand n — o, si 6 <1,
ce qui suffit (Chapitre IIl) pour démonirer que la série Z¢v,, som-
mable (G, 1), ne Uest pas (G, d <1).

Les procédés (C, d) et (H, d) appliqués aux intégrales divergentes
eonduisent a la définition suivante de la limite généralisée de f(x)
pour x — . Posons H () = f(z) et, pour d = E(9),

r L P a
HE+) (2) = J_;f U@ (1) du = :Tr(;ﬁ)f (Iogﬁ) Siw)du.
a a

On a par definition pour 3 quelconque (8 > —1)

N G—1
) &[l.B‘)—lirr;;gin.f(x):T,(lfs)tlizn;—;-f <log§> S(w) du,

et de méme pour (G, 9) :

c
(5) (C, 8) — lim gén. f(x) = him Sx—af (x—u)s f(u)du.
T=x T=o0 a

a

Poyr une intégrale divergente f u(x) dz on pose f(x) :fru(t) de
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et alors une intégration par parties donne

(C,S)——f u(z'\d.t:limf (1——) w(t)dt.
“ =7 a

On peut rapprocher la notion de la limite généralisée — (C, 9)
de f(x) pour oo de celle de l'intégrale d’ordre 6 de f(z) : la
limite — (C, &) d’une fonction f(z) pour > n’est autre chose
que la limite ordinaire de son intégrale d’ordre ¢ divisée par 2% et
multipliée par I'(d+1). Dans la définition de la lim gén. — (C, 9)
de f(x) on peut remplacer la limite inférieure d'intégration a par un

nombre fixe b quelconque. En choisissant & =1 et ¢n posant z = ;1,,

u= Eta f(o—lj):. ¢(w), on-peut donner la forme suivante a la défi-

nition de lim gén. — (C, 3) de 9(w) pour w->o par valeurs positives

(6) (G, 8)—lim gén. ¢(w) = lim 8.0)j
®>+0 0 =-+0

~! w)a—l dt
—2) e
A ( [ 1

Hardy et Littlewood ont considéré d’autres limites «rénerahsees
(G, 0) et (H, 8) de o(w) pour w—>o0:

w
(7) (C,8)—limgén. (w) = lim duw—0 f (0 — u)—tg(u)du,
®>4-0 W=+0 o

I @ o\t
(8) (H, o)—-—]lm gen 9(w)= lim wl‘(ﬁ)_/‘: (logg) o (u)du.

W=+0

Ize théoréme d’équivalence pour les définitions (4) et (5) a été
démontré d’abord pour § = E(3d) par Landau [d], Watanabe [95] et
Silverman [e]. Dans le cas général, d 2 E(d), il a été établi par
Jacob [a] ¢n 1927. En ce qui concerne les définitions (7) et (8)
Hardy et Liuwlewood [e,, g] n’ont démontré leur équivalence que
pour 8 = E(3), mais le résultat doit certainement étre valable aussi
ponr 6 3£ E(38) quoique cela reste a vérifier. Ces auteurs ont étudié
également la question importante d’équivalence des définitions (6)
et (7) et ils ont établi |e,] leur équivalence pour § =1 (résultat
retrouvé plus tard par Knopp [ 7]) ainsi que le fait : lexistence de la
limite (7) entraine celle de la limite (6) égale a la premiére quel
que soit 8 positif. Le théoréme d’équivalence n’a pas lieu pour d > 1,
car l'cxistence de la limite (6) n’entraine pas nécessaircment (7),
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le procédé (6) étant ainsi plus puissant que celui défini par (7);
Hardy et Littlewood | e, ].

Les théorémes I-III subsistent sans aucune modification pour les
intégrales divergentes sommables (G, d), I'intégrale-produit n’étant
pas, en général, sommable (G, d<<a—+f +1). Les théorémes II
et IT ont été étendus aux intégrales par Chapman [a].

En divisant le terme général u,, d’une série sommable (C, d) par n?,
on la convertit en une série convergente :

Trtoreme 1V. — La série Zu, étant sommable (C, 8), Zn"Tu,
on ait oSy <<d—41.

On en déduit que u, = o(n?), si Zu, est sommable (C 3). On dit
qu’une série est bornée (C, 3) si l'on a pour cette série s/ =O(1),
ce qui entraine s'= O (1) pour > 3. Pour une séric bornée (C, — 1)
ona donc simullanément s;'—=0(1) ets,=O(1), dou nu,= O(1).
Réciproquement une série est bornée (C, —1), sil’on a 5,=0(1)
ainsi que nu,= O(1). Ces définitions posées, voici le résultat de
Hardy et Littlewood [a] généralisant 1V :

Tueoreve 1V'. — La série Xn—Su, est uniformément som- -
mable (C, d) sur tout segment fini de la droite s = o dans le plan

1 . .
=0, i la série Zu, est

bornée (G, r) et w,—o(n*) ou bien si u,,__.O(n“), la série Zu,
étant sommable (C, r). Dans les deux cas on doit avoir r>a>—1.

Le théoréme IV s’en deduit pour « = r. Le théoréme 1V’ joue un
role important dans la théorie des séries de Dirichlet, exposée par
M. G. Valiron dans ce Mémorial (fasc. XVII),

3. Le procédé (C, d) transforme une suite {s,} en celle {59} des
moyennes. La suite fs%1 est celle des sommes partielles de la
série 1 de terme general u?=s2 s | quon peut appeler la
transformée — (C, 8) de 2u,. Formons les transformées (C, y)
d’ordres y << d’une série Zu, sommable (C, 8). Qu’est ce qu'on
peut dire de leur sommabilité (C, 3)? Le probléme de I'itération du
procédé (C, d) a été traité pour la premiére fois en 1913 par
Faber [25] et, indépendamment de lui, par Kogbetliantz (1917,
[e, &, q]) et Hausdorff (1921, [@]). On constate 'équivalence com-
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pléte des procédés (G, §) (G, y) et (C, 8 + y) pourvu que 8, y, 6 4y

soient supérieurs & — 1 :

Tutonime V. — L'existence de la limite lim sV =35 entraine

nm=»

celle de la moyenne double S d’ordres y et

lim %Y = lim S{J* 9 = lim s+
n=wx . n—wo n—wo
et vice versa pourvu que l'on ait 8, y, 6 +y > —1.

Dans cet énoncé S'>" désigne la moyenne d’ordre ¢ des sommes
partielles {5’} de la transformée — (C,y), c’est-a-dire de Zu(l.
D’autres démonstrations de ce théoréme ont été données aussi par
Andersen [S], Zygmund [g] et Hardy ct Littlewood [ f]. Ainsi la
transformée — (C, «) d’ordre o << 3 d’une série sommable (C, 3) est
sommable (G, 8 — «), ou @ > — 1. Le théoréme correspondant pour
les intégrales est démontré récemment par Hardy et Littlewood [ f].
Si l'on convient d’exprimer ’équivalence de deux procédés de som-
mation par le signe ~ on a

(G, 3 +v)~ (G, 8) (G v) ~ (G, 1) (G, 3).

On en déduit facilement le théoréme d’équivalence I pour les
moyennes d’'ordre entier : (G, &)~ (C, 1)%. Dans le méme ordre
d’idées Zygmund a démontré [g]| que I'hypothése S**=o(p.)
ou = O(p,) entraine s**¥—=0(p,) ou O(p,) respectivement et vice
versa, si p,—co, la suite {p, } étant monotone et a, 3, « +f8>—1.
La suite de Kronecker { nu,} se transforme comme {s, { : sa trans-
formée — (C, 8), c’est-a-dire la suite des moyennes d’ordre ¢ des
quantités nu, n'est que la suite de Kronecker pour la série Zu,
c’est-a-dire la suite { nul? | (Kogbetliantz [¢]) :

n

(9) APl =¥ Al mu,

m=1

ce qui explique 'importance de la suite { nu, | dans ’étude des eon-
ditions nécessaires et suffisantes de sommabilité (C, §). Pour en
donner un exemple, formons la moyenne ordinaire de deux membres
de larelation 57" = s, + nu,. Onaainsis, = s\ +7,", ou 7 désigne
la moyenne d’ordre 3 des quantités nu,, donc 7%= nu®. En prenant
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la moyenne d’ordre ¢ de deux membres de la relation obtenue
sn= s+,

on trouve : s =Su%+ T\% ou T®3 désigne la moyenne double
d’ordres 3 et « de la suite {nu,}. Supposons maintenant qu’une
série soit sommable (C, 6 +1) et que I'on ait pour sa transformée
d’ordre 6 + 1 la relation nu™"=o(1). ce qui veut dire que cetle
transformée non seulement converge, mais aussi est sommable (G, —1).
Le théoréme V nous permet de conclure que d’'une part

lim T\ = lim 727" = lim nu\?* "= o

n=mw n—=m= n=m=o

et que d'antre part lims!” = lim S)” =lim s{**", ¢’est-a-dire la série

n==r n==x n—=—mx

initiale dans le cas considéré cst sommable (C, 3). On a ainsi
démontré que la sommabilité (C, 6 +1).(C, -1) entraine (G, 9).
Inversement : lims?—=s entraine évidemment lim S =35 donc

n=—w» n=mw»

Jim T =,
ce qui est équivalent a lim nul+)= o, c’est-a-dire a la sommabi-
lité (G, —1) de la transformée — (G, 6 +1). Le résultat obtenu :

(C.3)~ (C, 54+1)(C, —1) ~ (G, B) -
prouve que le théoréme V reste valable aussi pour

d=—1

y S +y>—1.

Une série est dite sommable (C), si elle 'est (C, d,) pour ¢, suffisam-
ment grand. Le fait que les moyennes d’un certain ordre a sont
bornées permet de préciser I'ordre de sommabilité (C) :

Tutoréme VI. — Une série sommable (C) et bornée (C, «), ou
a2 —1, est sommable (G, ¢) pour tout ¢ > a.

Le cas particulier @ = - -1, o0 nu,, = O (1), démontré par Hardy |a]
en 1912, est trés important. Le théoréme VI est da a Andersen [S],
Zygmund [¢] et Riesz [1]. L’hypothése que la série est sommable (C)
est essentielle : une série peut étre bornée (C, «) sans étre sommable
par le procédé des moyennes arithmétiques. Vu que la trans-
formée — (C, ) d’unc série bornée (C, a) est bornée (C, o) il suffit
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de ne considérer que ce dernier cas. L'exemple trés simple d'une
série divergente, dont les sommes partielles sont bornées ct qui
néanmoins n’est pas sommable (C, 8) quelque grand que soit 4, est
da a Maclagan-Wedderburn [ 62]. C’est la série

27" 70108
—

I+0—I14+0—+...+ (—I)+0—+...4+ 0 (— 1)+ 4.,

dont les sommes partielles s, ne peuvent prendre que les valeurs o
et 1, loscillation cntre ces deux valeurs étant ralentic de plus en plus
par rapport a la série Z(— 1), sommable (C, d) quelque petit que
soit 0 > o, par l'insertion des termes nuls. On voit ainsi qu’un pro-
cédé de sommation appliquée a une série divergente non essentielle-
ment, peut échouer ou bien parce qu'il n’est pas suffisamment puis-
sant pour sommer une série divergeant trop rapidement pour ce
procédé ou bien parce qu'il n’est pas asscz fin pour compenser les
oscillations trop lentes de la suite des sommes partielles d’une série
divergeant trop faiblement pour lui.

4. La sommabilité absolue (C, ¢), bref sommabilité |C, d| a été
définie en 1914 par Fekete [c] ainsi :

Une série Zu, dont la transformée — (G, 9), 2 u‘,?’ converge abso-
lument est dite sommable | C, 3| ou absolument sommable (C, 38).

La notion de |C, 8] est une extension naturelle de la notion de
convergence absolue quin’est que | C, o|. On définit de méme | H, 5.
Le théoréme d’équivalence, | C, 0|~ | H, 3|, estdémontré pourd =E(3)

par Fekete [ ] :

Tutoneve VII. — (/ne série sommable |C,d| Uest égale-
ment |H, 6| et vire versa si 6 = E(9).

I est certain que cethéoréme est vrai aussi pour 6 £ E¢6), A’ étant
définie d’aprés Hausdorff, mais la question reste ouvertc aux cher-
cheurs, car la preuve du théoréme VII n’est pas faite pour d £ E(9).

Les théorémes VIII-XIII qui suivent montrent que les propriétés
de |G, 0, ne différent guére de celles de (C, d), sauf dans le cas de la
multiplication des séries. Ils sont dus a Kogbetliantz | p].

Tatéoreme VIII. — La sommabilité |C, | entraine celle | C, 0>« |
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et la somme des modules des termes X|u?| de la trans-
SJormée — (G, ) ne peut que décrottre quand o augmente.

Tutorine IX. — Une série dont la transformée — (C, 9) est
sommable |G, y| est elle-méme sommable | G, § + y|.

Tucoreme X. — La transformée — (G. a) d’ordre a <8 d'une
série sommable |C, B| est sommable |C,  — a .

On peut démontrer les théorémes 1X ct X a 'aide des développe-
ments des moyennes simples suivant les moyennes doubles et des
développements inverses (Kogbetliantz, [¢]) :

s(,ﬂ_,, F(0+Y+I) 2 Al S SlO m+-y)

m

l(o—l—l)l‘(y-n—;) m+

(10) “
S(5,Y)= EYZ F(Yq 8, n-+y -+ 8+1, l) sflllﬁ-;;"T.'.g) .
" F(r, 6omy+ 851, 1) (m ) (m )

m=o

On a $21=S8!/9 ce qui n’est nullement évident a priori. On peut
résumer les théorémes IX et X ainsi

[Cd+11~]G LGy~ G 7 G0,
d’ou une nouvelle démonstration du théoréme VII, vu que
|H, k| =G, 1]% pour k = E (k).

Le développement (10) de s&*Y ne contient pour ¢ entier qu'un
nombre fini de termes

s(o m—+Y)
S(O-P() YA(()Z( l),'l(m)_y [8: E(S)]

Par exemple pour y =k —1 et d=1, ou k=E(k)21,0na
s(lc)_ kS‘/‘ —n__ ,)S‘A Rl

et ce cas particulier de (10), retrouvé par Andersen [d], joint a
Pidentité S%"'=S!""* permet d’établir facilement I'équivalence des
procédés (C, k —1). (G, 1) et (G, k), d’ou I'on déduit facilement le
théoréme I pour les moyennes d’ordre entier. Si 'on compare cette
preuve élémentaire aux premiéres demonstrations du théoréme I, on
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est frappé par sa simplicité, étant donné les efforts considérables qu'a
exigé le théoréme d’équivalence au début.

En 1912, Hardy et Littlewood ont démontré [a] que le produit
d’une série 2u, sommable (C, ) par une série convergente ¢y,
sommable d’aprés I (G, ¢ + 1), Pest déja (G, 9), si la séric 2o, con-
verge absolument pourvu que ¢2>o. Ce résultat analogue au théo-
réme classique de Mertens [65] n'cst valable que pour 62 o. Il devient
inexact pour — 1 << § < o comme le prouve I'exemple suivant [38, a] :

multiplions la sérieE(——u)"(n—k—Q", sommable (C, ¢ —1) pour
0

€ > 0, 'par la série absolument convergente

2n—1 /eros
PN

I 1 I
0 -+1 +0+7+O+...+?+0+...+0+

m—&-...,

. 1.

ol up= — sin=2"—1, ¢ >0 el u,= o pour n 3= 2°—1.0On trouve
. I L, , . .

pour le produit Zc,: ¢, > = Par conséquent la série-produit

converge, mais elle n’est pas sommable (C, —¢) quelque petit que
soit ¢ > 0. Cet exemple prouve que, quoique la plupart des pro-
priéiés des séries sommables (C, 3>0) subsistent pour celles som-
mables (G, —1 << <C0), mais il en est d’autres qui cessent d’étre
vraies pour 6 < 0.

Kojima a établi [a,] qu’étant donnée la sommabilite (G, o)
de Zu,, la convergence absolue de 2y, est unc condition non seule-
ment suffisante, mais aussi nécessaire pour la sommabilité (G, 9) de
lear série-produit. La comparaison du résultat de Hardy-Littlewood
avec le théoréme III suggére le théoréme général suivant :

Tutorkve Xl. — La série-produit de deux séries sommables
Pune (G, 8), 620, et L’autre |C, y| est sommable (C, 6+ v).

Le cas y = o donne le résultat cité et celui ou y =0 =0 donne le
théoréme classique de Mertens [65]. On a également la généralisa-
tion du théoréme de Cauchy :

Tutorime XIl. — La série-produit de deuz séries sommables
respectivement |G, 8| et |G, y| est sommable |C, & +y|.
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La' division du terme général d’une série sommable |G, | par n?,
ot 0Ly < 641, diminue de y 'ordre de sa sommabilité absolue :

Tutorrve XIII. — 2w, étant sommable |C, d|, la série Zn—"u,,
o0y <841, est sommable |C, 0 —y|.

La sommabilité | C, &, | entraine (C, d,), mais en général une série
sommable |C, d,| n’est pas sommable (C, d) pour 6 < §,, comme le
prouve I'exemple suivant (Kogbetlianiz [ p])

2 —2 z7eros

3 y—_1, T~ ol +1 2+l

2—I1+1—-+0+0—+...— -+ 0 +...+~0+ — —+....
4 re (r+1:  (r—+1a)

-

Cette série n’est pas sommable (C, d) pour d <1 quoiqu’elle I'est
|G, 1|, donc a fortiori (G, 1). En effet, le produit n¢—'u, oscille
pour n > entre — oo et oo quelque petit que soit ¢ > o.

Pour donner un exemple, étudions la série

(11) (1—>—)¢(s) NZ(_“"—In——s (s=15 i),

n=i\

qui représente une fonction entiére. Elle convt;rge pour ¢ >o0 ct
converge absolument pour ¢ > 1. Chapman a fait voir [a] qu’elle est
sommable (C, ) que dans le demi-plan ¢ >> —d. Le théoréme XII1
nous dit que la convergence absolue de la série 2n-%y, est une con
dition nécessaire de la sommabilité |C, &| de Zu,. Or, la série de
terme général (—1)""'n~5% ne¢ converge absolument que pour
¢ >1—4. Le demi-plan de sommabilité |G, | de la série (11) est
précisément déterminé par la condition ¢ >> 1 — ¢, comme le montre
la formule approchée pour le terme général «2 de sa transformée

— (G, 8) (Kogbetliantz | p])

s o o —_ )
w?) = n—% cos % &+ l)(—-’—ll‘—_)’_a—-— [1+o(1)]

Donc la série (11) n’est pas sommable |G, ¢ | pour <1 — 8.

La sommabilité (G, d) n’entraine point la sommabilité absolue
d’ordre supérieur. Ainsi, Fekete a indiqué [c] existence des séries
trigonométriques uniformément convergentes pour o <6< 2w et qui
néanmoins ne sont pas sommables |C, d| au point § == 0 quelque
grand que soit 4.
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CHAPITRE IIL

Conditions nécessaires ‘et suffisantes de sommabilité (C, ).

1. Le résultat de Holder

©
. . Y e 3 . 3
limf(r) =Tlim ¥ w,r*=1im A2 =Tim s/
r>1 > n—aw n—w

’

relatif aux moyennes d’ordre entier et ou = re’” tend vers -1 sui-
vant le rayon (la notation r — 1 désigne ce chemin particulier), a été
étendu par Knopp [@] et Chapman [a] au cas d £ E(d), d > —1.
Cette généralisation du théoréme d’Abel reste également valable
quand z tend vers 41 & l'intérieur d'un domaine angulaire (Stolz)
d’ouverture inférieure a 7. Les chemins tangents au cercle || =1
au point £ —-1 se trouvent exclus et nous désignons les chemins
intérieurs au domaine angulaire par la notation z —1. Au contraire,
on écrira lim, si |#] <1 et x tend vers 41 n’importe comment,
Xx=1

compris les chemins tangents au cercle. Ainsi la condition
y comp 8

" ,
(1) lim f(z) = lim 3 wprt= A
> .-c~>17

est nécessaire pour la sommabilité (C) avec la somme A de la -

‘série Su, (Dienes [21], Lasker [35], Pringsheim [c], Knopp [J]).
L’exemple de la série Tn~be™, 0o < a<<1,00 1—a <b<1— "‘_f,

prouve qu'on ne peut pas dans (1) remplacer lim par lim. En effet,
a1

r=1
pour cette série convergente (b >1— a), f(x) ne tend pas vers une
limite déterminée, quand z tend vers - 1 suivanlt un chemin tangent
au cercle (Hardy [g]). La condition (1) méme renforcée a lim f(z) = A
) . . . xr=1

n’assure pas la sommabilité (C). On le voit pour
N
J(@)=(a+az)te™ (LANDAY [L])-

et

flz)=e == (AnDERSEN [S]).
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Le premier exemple, di a Bohr, donne 2 u, avec

£

I
= (—1)" E i n_lTA(IIIl')’

m=0

d'ou |u,| > cnk quelque grand que soit A. Par conséquent la condi-
tion nécessaire de sommabilité (G, )

(2) up=o(n%)  (32~—1)

n’est satisfaite pour aucun 8. Signalée pour ¢ = E(d) déja par Cesaro
sous la forme imparfaite «,== O(n?), elle a été précisée et étendue a
tout ordre > —1 par Chapman [a] et Ottolenghi [a]. Vu la défipi~
tion de (G, —1), (2) est valable aussi pour 6 =—1. La condition

analogue u(x) = o(2?%) pour les intégrales‘fae u(z) dz sommables
0

(G, d) n’a licu que si z—3u(x) est uniformément continue pour
z2a>o.

La sommabilité (G, d) entraine lim 7%+)=o0, ou t® désigne la
n—«

moyenne d’ordre a de la suite de Kronecker { nu, }. On a
W= (8 1) [sP—sB+1]  (3>—1).
Or, s& — s entraine (th. II) s+ ' s ct par conséquent

(3) (G, 3 +1)— hm gén. (nu,) =hm >+ =0 (32—1)
n=m= n== ‘

est une condition nécessaire de (C, 8) pour 3>—1. Pour d==0 on

a (G, 1) —limgén. nu, = o et cette condition nécessaire de conver-

n—mx
gence est plus générale que toutes celles analogues qu’on peut en
déduire, a savoir

(4) (G, &)—limgén.ntu,=o (12¢20),
n—owo

et qui relient les conditions nécessaires lim u,=o et limzh=o0
n—w» n—wx

qui ne sont que des cas particuliers de (4) pour e =oete=1. La

condition de convergence (4), qui est nouvelle, se laisse démontrer

facilement : la (C, o) de Zu, entraine (th. IV) la (G, e —1) de

2nt'u, pour o <e <1, d’ou résulte (4) comme corollaire de (3).

L’extension de (4) au cis ot e > 1 est exclue puisque poure >1, le
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produit nfu, peut tendre vers -, malgré la convergénce de Zu,.
(4) se laisse généraliser et 'on a les conditions nécessaires analogues

de (C, 9)

(G, 2)—limgén.[n*Bu,]=0 (0Lagd~+1), .
n==w»

les cas extrémes @« — 0 et « = d -1 donnant (2) et (3), rattachées
ainsi I'une a I'autre.

On a aussi s,= o(n®) comme une condition nécessaire de (G, 9).
Cette derniére n’est d’ailleurs qu'ud cas particulier du résultat sui-
vant de Hardy [a] : soit u,= O(n*), ou a>—1; la sommabi-
lité (C, 0) de 2u, entraine, pour o<y <detd2a>—1,

5‘::")=0(n.3) ot (1+3)p=a+a)(d—x).

Le paramétre o n’est pas supérieur a 8, si Zu, est sommable (C, ¢)
ou méme seulement bornée (G, ¢) comme le montre la formule

n
Uy =2 A&:—(?ﬁ{” A(km S(A") .
k=0

L’expression 7@ est intimement liée a Pordre de sommabilité (C)
d’une série et, en s’appuyant sur les théorémes V et VI (cas « = —1),
on démontre le théoréme qui précise un résultat de Hardy [4] :

Tatorime XIV. — CUne série sommable (C) Uest (G, ) pour
d>a—1,sillonat?=0(1), a2o0.

Au contraire, 'ordre de grandeur du terme général u, n’est lié a
I'ordre & de sommabilité (C) d’une série Zu, que par la condition
nécessaire u, = o(n%). Considérons (Hardy [g]) la série de Dirichlet

Xa,ns avec a,=¢e""eto<{a<I, s=06+ .

Elle n’est sommable (G, 8) que st (6 + 1) + ¢ > 1. L’ordre de gran-
deur de son terme général u,= O(n=°) est — o et 'on peut choisir
o<1 aussi voisin que 'on veut de l'unité. Soit e > o une quantité
fixe arbitrairement petite. Déterminons, pouro =1—¢ et J, données
et fixes (8,>—1, ¢ < 1), 2 = o” par larelation (3,-+1)a =¢ et 'on
aura quelque grand que soit 8, une série de terme général

U= O(n—q)
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non sommable (C, ¢,) et sommable (C, ) pour § >8,. Pour s =1 on
retombe dans le cas « = o du théoréme X1V, ¢'est-a-dire nu, = O(1)
et alors la série est non seulement convergente, mais aussi som-

mable (C, d) pour tout 6 >>—1.

2. Les résultats relatifs au probléme de conditions nécessaires et
suftisantes de sommabilité () forment trois groupes : les uns ne
font intervenir que la sommabilité (C) de certaines séries associées
avec la série étudiée; les autres supposent remplie la condition néces-
saire (3) et enfin les derniers font appel a 'ordre de grandeur du
terme général u,.

Le premier résultat dans cette voie, di a Knopp (1917 [2]) dit que
la condition

-3
v
lim g, = lim s—!—n—;—l“Z—A- =5 a2l
":’Pn o n ( ) (m—l—l)“ ( =)

n—+\

*x
est nécessaire et suffisante pour la sommabilité (G, 1) deZv,, avec

0

la somme s, quel que soit «2>1. En y posant, poura =1, S_,=o0
n @
' [4
S,= 2 S=Ilim8§,= E—'"—— th. IV).
" m—+ 1 ! n=o=» " m+1 ( )
(4 v
on a

vp=(n+1)(Sp—Su-1)=—(n~+1)AS,,
ainsi que
Uy =Pp—Pn—1= S—S8,_.

On voit que la condition nécessaire et suffisante de (C, 1) dezv,,

0

consiste dans la convergence de la sériez U, =2(S — Sn_y) avec la

0 0

méme somme s. On passe dez a éz u, parla transformation d’Abel
[} o0

(sommation par parties)

N+ N m N+
Z anb,= N <h —i-—z aA> Ab -+ b [Il "—2 a;, | —byh,
0 1 0

0

ot Ab,,=b,,—bn,, et I est une constante arbitraire. On trans-
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0 .
forme Z¢, en Zu, en pesant a,, = ’—n%l-; bp=m-+1, donc
°
.. o . 23
Abp=—1, el en choisissant A égal a la somme de la SéneZk—-qi-T

changée de signe. La transformation inverse s’obtient en ;)osanl.
@n=1, bp=1u, et h =o0. Ce calcul suggére qu'une transformation
d’Abel doit diminuer ou augmenter d’une unité 'ordre 8 de somma-
bilité (C, ) d’une série Zc, suivant que 'on représente ¢, soit
comme (n —+1) ni’_‘ ) soit comme c,. 1. En effet, cette idée est con-
firmée par les résultats suivants de Hardy et Litilewood, démon-
trés par eux [g] pour  =E(8)2 —1, mais qui subsistent aussi
(Andersen [c]) pour 8 £ E(8), 62>2—1:

La sommabilité (C, 9) dez u, avec la somme s entratne celle

0
(G, 0 +1) avec la méme somme s de la série

r]

Z "'n=2 (r+1)(Up—Uns1).
)

0

o
Inversement, parme toutes les se’rieszu,,, déterminées a partir
~

0

o
W (4 . .

dez‘ vn par les relations Au,— up—uy = n—_f? il existe une et
0

une seule sériez u, sommable (C, 8) avec la somme s, siz v est
0 [
supposée sommable (C, 6 1) vers s, et 'on a
. Z .
() wh= Y= (G, B),

m -1
m=n

u, désignant la somme généralisée — (C, 8) de la série au second
membre. Autrement dit on a lc théoréme :

XV. Condition nécessaire et suffisante de sommabilité (G, d+1),

02—1,de la sériez vn avec la somme s consiste dans la somma-
- 0

bilité (G, d) avec la méme somme s de la sérieZu,*,, u, étant

déterminé par (5). '

MEMORIAL DES SC. MATH. =~ N° bl. 3
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Andersen a généralisé le théoréme XV, en démontrant [c] que 'on
peut prendre ), sous la forme suivante

—1) ' ¥ . ~
= \‘F ZK’(%) (C~ °+I) (5>0)
m=n "

quel que soit p > o. Cela revient a la sommation par parties de Ze,,,
en posant ¢, = @, b, avec b, = Alf.

Hardy et Littlewood ont ¢té méme un peu plus loin, toujours sous
la restriction 8 = E(3). En posant ¢, = a,,b,,, ot @, =}k, = A(n-+41)
et ?(x) designe une fonction du type logarithmique-exponentiel ('),
bref une fonction L. —E , ils ont démontré [ f| qu'on peut donner
a u;, la forme suivante

m ~ 2
u,t_(),l—/,,_,)zv (Gae—+1) <)_”’;Z)

m=n

pourvu que A(z) satisfasse pour £ — o0 aux conditions 2°< % (x) < 2",
c’est-a-dire z°==o[A(z)] et A(z) = o(z"), les exposants e, E(e < E)
étant arbitraires, mais fixes, finis et positifs. Les auteurs de ce
théoréme l'ont démontré aussi pour les intégrales :

Tueoreme XVI. — Condition nécessaire et suffisante de som-
mabilité (G, §+4-1), 6 =E(8)2>2—1, de l'intégrale

s= °au(m‘)dm (G, 8 +1
[  31)
est la sommabilité (G, d) avec la valeur s — Ad(o) de Uintégrale
s+ A %(0) =f”u(t)dx (C, 8),
0

ot la fonction L. — E. A(z) satisfait aur conditions x¢ <k X z*,
o< eSE <o, et

w(ey=2(z) [ ;E—ﬁ—;m (C. 3 +1), =f )-(— dt (G, 5+1).
Yo o

Ce théoréme ainsi que le résultat correspondant pour les séries
doivent subsister aussi pour ¢ 2 E(3), mais ce point n’est pas encore

(1) Vour G. H. Hanmy, Oiders of Infincty (Cambi. Math. Tracts, n° 12).
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étudié. Ajoutons que la condition cesse d’étre suffisante, en restant
nécessaire, si 1 < A(z) < z° e étant aussi petit qu'on veut mais
positif, par cxemple pour A(z)=logz, et qu'elle est au contraire
suffisnte sans éire nécessaire, si A(z) = 2" quelque grand que soit E
par exemple pour A(z)=e% Dans le cas particulier ou d =o, le
théoréme X VI donne pour les séries une généralisation du résultat
de Knopp, dont nous sommes partis :

La condition nécessaire et suffisante de sommabilité (G, 1)
de 2¢, avec la somme s se rédut

Ed

N
hm s, ~+ X, -2 ) =s.
n—=mx )‘lll

\ n—+1}

La série qui figure au premier membre converge si AM(z) -z et
diverge pour A(r) <z, en restant toujours sommable (C, 1) puisque
Mz)—ow pour z—w. Dans le cas A(z)=x* elle est sommable
(G, 1—a) et l'on retrouve le théoréme de Knopp étendu aussi au
casou o <1,

L’application répétée du théoréeme \ VI conduit au critére suivant
de sommabilité (C, r +9), r=E(r2o:

Tutoremr XVII. — Condition nécessaire et suffisante de

(Cyr+14), 520, r =E(r)2o0, dezv,, avec la somme s est la som-
-~ 0

-

mabilité (C, 6 —1) dez u), avec la somme s, les u), se déduisant
0

des v, de proche en proche, ainsi : w, =y, ott VW=, et

-

/—1)
o = Im__ (G r—k +8) (k=1,2 ..., r, r+i),
m—1
m=n

bt -~

toutes les séries ¥, ¢} étant sommables respectivement (C,r — k—+-9).
n

avec la méme somme s pour r + 124 21.
Pour 6 =o0 cette condition se réduit a la convergence de la

©
sérieZu; jointe & nu;,=o(1). Dans ce cas particulier le théo-
0

réme \VII a été démontré par Hardy et Littlewood | f]. Une autre
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forme a été donnée au théoréme XVII par Andersen qui introduit la
transformation d’Abel d’ordre r = E(r)

n n—r n
N 4,0, = r—D A7 b U—-DA” b
A0y = Tin m—+ S An me
m=0 m=0 n—r+1

Dans cette transformation ¢'%' désigne les sommes partielles de Cesaro
d’ordre « formées a partir de ¢\0' = ay+ a+. ..+ an et A, b, estle
symbole de A7b,, ot manquent les termes contenant b; avec & > n.
Le résultat (Andersen [ c]) peut étre formulé ainsi :

Tutorime X VII'. —2 un étant sommable (C, 6),2 On, Ol
] 0
V= A%.)A’ Up,
est sommable (C, 8 +r), r =E(r), avec la méme somme. Inver-
sement, la sommabilité (C, d +r) de Zv, entraine celle (G, d)
de Zu), ot u) est une solution bien déterminée de I’équation

. APV A u,=v0,,
a savoir celle

(6) u;‘,=2 2 i % (G, ).

my
Me=n Ny —y=m, my=my

Les sommes de ces r séries sont & calculer par le procédé (C, 9).

Pour 6 =—1 et r =k +1 on a le critére de sommabilité (G, k)
de 2y, qui se réduit a celle (C, — 1) de Zu}, ou «; est donné par (6)
avec 7=k + 1, toutes les séries dans (6) étant sommables (C, —1).
Plusieurs propriétés importantes des séries sommables (G, d) peuvent
étre démontrées al'aide de XVII et X VII'comme I'ont fait voir Hardy
et Littlewood [ f]. Ferrar a exprimé [a ] les conditions nécessaires et
suffisantes de (G, k) de 2¢, avec la somme s sous la forme suivante

nlim bl=o et r}im [sh=ta-(n 4+ R)BIA | = ks,
ot b'® est défini a I'aide des sommes partielles d’ordre k — 2, aif',
de la série 2¢,, ainsi .

had h—2)
bl — I~ )
) (m —+ k) Ay

m=n

3. Plusieurs propriétés des séries sommables (C) subsistent quand



SOMMATION DES SERIES ET INTEGRALES DIVERGENTES. 37

on remplace '’hypothése de sommabilité (C) par celle plus large de
Vexistence de la limite d’Abel de f(zx)—=2u,z” pour z tendant
vers + 1. Ainsi on a, par exemple :

Tutorime VI'. — Une série bornée (C, a), a>—1, est sommable
(G, 6> a) avec la somme s, st U'on alimZu,z"=:s.
a>t

Littlewood a démontré [59] ce théoréme avec d =a +1, d’ou
découle VI' grace a VI.

Mais on peut considérer la limite d’Abel pour la série Zu‘,‘l”, trans-
formée — (C, 9) de Zu,, c’est-a-dire la limite pour z —1 de la fonc-

tion /¥ () (Kogbetliantz [ ¢]) suivante

() o)=Y upari=an) =s0—a) [0 E= D
[ roT=

t)o+t
0

ou f(t) = f'°)(t) et grace aux développements

_ [(m-—+38)T(m—+vy)
‘I’av C3[ P (f)] SYZ r (m—|—1)I‘(m—|—8+'y+x)q)m+6""'(f)_’

(8)
da (8 + +I) A —o+ ‘I)n+Y,0(f)
¢ Y(f) |(a+1)r(y)2 O n+vy

on démontre Vexistence de la limite de f® (z) pour é > dy, si elle
existe pour 9 = d,, ainsi que le théoréme d’équivalence

(9) O34 () ~ oy (f) ~ BYE(f) (2 —>1).

D’autre part, le théoréme XVII montre toute I'importance de la
sommation par parties qui transforme une série divergente som-
mable (C, ¢) en une autre sommable (G, d —1). L’opération fonc-
tionnelle correspondante transformant Zu,z" en Z¢Pz" (théo-
réme XVII) est

. 1 ! —
u“j)EHJ[u,,_.JEm—)f (k.g‘l_”
Ty

ce qui est l'opération (8) du Chapitre II, ou I'on a posé &=k,
w=1—zetu=1—¢ ¢o(1—t)=f(t). Cette opération est équiva-
lente a Ly (f) ou [voir (7), Chap. I1]

(1) fu@)y=Lafr=a—n)2 [ =Py,
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et nous pouvons considérer la limite de f3(2) pour z-~1 comme la
limite d’Abel pour la série X¢'% du théoréme X VII. Pour Ls(f) on a
les mémes développements (8) et 'on en déduit pour z—>1 lc théo-
réme d'équivalence

(23

(1) LEY(f) = La[ Ly ()] ~ Loy (/) ~ LES(S) (2 =1

La définition (7) de f@®(z) est la méme que (6) dans le Cha-
pitre II. Donc, d’aprés le résultat de Hardy et Littlewood |e], ’exis-
tence de la limite lim f5(x) = A entraine a fortiori celle de la

T>1

limite lim f**) (z), égale & la précédente :lim f@ (z) = A.
> e

Aprés ces préliminaires passons aux critéres de sommabilité (G, d)
basés sur 'existence de la limite d’Abel. Ni I'une ni 'autre des deux
conditions nécessaires

flx)y=s+0(1) (&—>1) et -cl,§+”=nul,':‘+i)=o(|) (;L—)x).

considérée séparément, ne suffit pour assurer la sommabilité (G, 9),
mais réunies ensemble elles deviennent suffisantes :

Tutoreme AVIIl. — Les conditions

v lim f,(r)=s.
vl
et
. P (B1)
20 lim >+ = o,
n=—w

otL g 20 et 02— 1 sont nécessaires et suffisantes pour la sommabi-
tité (G, 0), 62—1, de la série Zu, avec la somme s quelle que soit
la valeur du nombre positif ou nul q.
En effet, pour ¢ < 4, la condition 1° entraine @ fortiori
lim f5(x) = s.
>l
Par conséquent pour la série 2«%' la limite d’Abel existe,

JO(z)—>s et pul)=qitso,
d’ou R
(G, 1) —lim gén. ni!? = o.

n—m=

D’apres le théorémede Tauber [92] on en déduit la convergence



SOMMATION DES SERIES ET INTEGRALES DIVERGENTES. 39

de Xu¥ c’est-d-dire la sommabilité (C, 8) de Zu,. Si ¢23, on a
a fortiori hm ti™ =o et Zu, converge, c’esl-a-dire Zu, est som-

mable (C, q) ce qui entraine hmf(x) = s et grice A cela la sommabi-

Iité (C, o) de Zu, si 6>o. bou enfin 0o >d>—1, donc ¢/>o > d.
On a f(xr)—>s et de t‘a+”—>o on déduit « fortiori t,! -»o0. Donc
X u, converge et elle est « for tlor i sommable (C, ¢ + l).

Mais on a 7%= (3 +1)[s — 5% et les conditions s+ s,
72" >0 entrainent s¥—>s, ce qui achéve la preuve du théo-
réme \VIII. Il est evident que la condition 1° fy(z)—> s de ce théo-
réme est d’autant plus large qu’on choisit ¢ plus grand. Le théoréme
de Tauber correspond au cas particulier ¢ =0, 6 =o0. Pour g =o,
le théoréeme \\1Il a éte démontré pour la premiére fois par Otto-
lenghi [a@] sous la restriction 6 =E(d). La condition 1° est remplie
par toute série sommable (C). Dans ce cas la série est sommable
(C. 9) pour toute valeur de o qui vérifie la seconde condition. Le pre-
mier théoréme de ce type remonte a hronecker [53] qui a fait voir
en 1856 qu'une série sommable (C, 1) converge,si l'onalimz,! =o,
la réciproque étant évidente. Knopp I'a étendu en 1907";i:15i [d]:
une série sommable (C, k), k =E(k) conserge, si t,/'—o. Hardy y
a remplacé [f] la condition 7, —o (1) par nu,= O (1) et Landaun
(voir aussi Pringsheim [&]) I'a démontré [b] avec une limitation uni-
latérale pour nu, : nu, <<k ou bien nu,>— k, k> o élant fixe ct
les u, réels. L’extension de ce résultat aux séries a termes complexes
a été oblenue par Lukics [¢ ]. Ce qui est beaucoup plus important.
Littlewood [59] et Hardy et Littlewood | #] ont réussi a remplacer
dans le théoréme de Tauber la condition 7, o0 par nu,= O(1)
d’abord et nu,>— k(<C k) ensuite. Le théoréme de Tauber a pris
ainsi pour les séries réelles la forme suivante (voir aussi Landau [L]) :

Une série réelle 2u, converge,sil’on at,) = nu, <<k etf(r)—>s
pour r—1.

Le méme raisonnement que celui qui nous a permis de démontrer
le théoréme X VIII nous donne I'extension suivante, dont le cas par-
ticulier pour 6 =1 a été démontre par Szész [a] :

Tutorime XIX. — Une série réelle Tu, est sommable (C, 9),
820, avec la somme s, si U'on a fo(r)—>s pour r—>1 et <k,
quelle que soit la valeur de q, ¢ 2o.
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Il serait intéressant de rechercher si le théoreme XIX reste valable
pour —1<Zd< o, ce qui est probable. Il semble en outre que la con-
dition 7'* <Ak, @20, devrait assurer, ensemble avec la condition
Jq(r)—>s, la sommabilité (C, 8) non seulement pour & ==, mais
déja pour 0 >a —1. On a d’ailleurs ce résultat si I'on renforce la
condition 7% <7 £ en la remplagant par 7 =0(1):

Tutorime XX, — Une série réelle Xu, est sommable (C, d) pour
0>a—1, a0, avec la somme s, si Uon a 7%= 0 (1) et fo(r)->s
pour r->1, quelle que soit la valeur de q, q 2 o.

Le théoréeme XIV dit qu'une série sommable (C), I'est (G, o Sa—1),
si ©¥=0(1), donc il suffit de démontrer 'que les conditions du
théoréme XX entrainent la sommabilité (C) en général. Si g 2o, on
at'=0() et 2! converge d’aprés le théoréme de Tauber, car
fq(r)—s entraine f(@(r)—s. St o > ¢, fq(r) — s entraine f(* (r)—s
et Tu'® converge, ce qui achéve la preuve de XX. La relation

(0 — [o—1) __ (o
o ‘—a[s/z ) S(/z’_]

montre que l’megahte 7'<_k entraine pour les séries sommables (G, «)
cette autre inégalité s‘““‘ < k'. Inversement, le théoréme suivant:

THEOREME XXI. — Une série réelle Zu, est sommable (C, o +1),
320, si s < k et fy(r)—>s pour r—1(g2o0), ‘

dont le cas particulier g =0 =o0 est da a Littlewood et celui q =o,
020 a Zygmund [g], permet de démontrer que llnegahte &<k
entraine 72+ < /' si la série est sommable (C, o +1). Doetsch [22],
a établi le théoréeme XXI dans’hypothése de sommabilité (G) de Zu,.
On prouve le théoréme XXI en le ramenant au cas ¢ =0, d=0:
pour ¢<3, ona f3(r)—>s et s < k, done Tu est sommable (C, 1)
et 2u, lest (C, 6 +1); pour ¢ > on a s\ < k et 2u, est sommable
(G, g +1), donc f(r)->s, ce qui nous raméne dans le cas précé-
dent ¢ << 0.

Le cas particulier ¢ = 0, @ = o du théoréme XX dit qu’une série
avec f(r)—s et nu, = O (1) est sommable (G, ¢ — 1) pour tout & > o.
La condition nu,= O(1) est la meilleure possible, car quelque lente
que soit la croissance de ¢(n), tendant vers +-oo avec 7, on peut
toujours (Littlewood [39]) construire une séric divergente pour
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laquelle nu,= O[o¢(n)] et f(r)-»A pour r—1. On en déduit par
excmple que les conditions u, = o(nt™") et f(r)—> s n’assurent point
la convergence de Yu, quelque petit que soit ¢ > o.
Fejér a indiqué [ /] qu’une séric sommable (C, 1) converge sil'on
aZ nu;, <. Ce résultat a suscité beaucoup d’intérét. Fejér I’a amé-
1
lioré | ] en remplagant 'hypothése de sommabilité (G, 1) par celle de
I'existence de lim f( 7). Il serait trés intéressant d’étudier le cas plus
r>i
général ou f5(r) »>s,r—1 etz n[u®]? converge. L'énoncé de Féjér
1
a été étendu par Landau (L) a tout point z = e*? du cercle [z | =1
pour lequel f(ret)— A(¢), r— 1. Les conditions de Fejér — con-

vergence de la série Znu; et existence de la limite de f(r) pour
r—>1 — assurent (Hardy et Littlewood [{]) non seulement (C, o),

. . 1 , . . .
mais aussi (C, 0> — ;) de la série Zu, (voir aussi Zygmund [ f]).
1
Dans ces conditions on a en outre s,.< ) — o (y/logn), ce qui entraine
1

la sommabilité (G, — L) de la série 2u,lo n)—z. Enfin les derniers
2 8

résultats dans cette voie sontles suivants (Hardy et Litulewood [¢, k]) :

Une séric Xu,, sommable (C), est sommable (C, ) pour

8> —

— 20, si Zn*|u,|*"" converge ou bien si

n

2 M | 1ty |2+ = O ().

4. Le théoréme XVII permet de démontrer (Hardy et Little-
wood [g]), un théoréme général que voici :

Tutorime NXII. — Pour la sommabilité (C) de la série 2u,
avec la somme s, il faut et il suffit que : 1° f(x) = Zu,x", holo-
morphe pour |z | <1, soit d’un ordre fini p2o a Uintérieur du
cercle pour |z|—>1, c’est-a-dire (1 —|z|)?f(z)=0 (1); 2° Un
entier k existe tel que l'on ait l)iixsz(x) =s.

On voit que dans 2° z peut tendre vers + 1, suivant un chemin
quelconque intérieur au cercle |z|=1, tandis que dans le théo-
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réeme XVIII x—1 signific un chemin restant a l'intérieur d’'un
domaine angulaire de Stolz. La premiére condition cst équivalente
a u, =0(n7) parce que le fait que u, est d'un ordre fini ¢ en n
entraine f(x) = O[(1 — |2z|)~7 '], et qu’inversement de 1 on déduit
facilement u,, = O (n?). Or, dire que u,, = O (n?) revient a supposer
réalisée la condition nécessaire «, = o (nF') pour d=¢qg+:¢>¢q
relative a 'ordre de grandeur du terme genéral. Ainsi, le théo-
réme XXII prouve qu’'en réunissant les conditions nécessaires (1)
et (2), on obtient les conditions suffisantes de (C). On voit, en
outre, que, sous 'hypothése u, = O(n?), l'existence de la limite

n

(G)—1lim gén.z U,

n—ow
0

est rattachée a celle de la limite

(CY—lim gén. f(2),
=1

ces deux limites étant égales. La restriction imposée dans I'énoncé du
théoréme XXI1I a £ qui doit étre entier n’est due qu’a la méthode de
démonstration basée sur le théoréme XVII. Le cas k£ E(k) est
trés intéressant au point de vue de la loi précise donnant l'ordre ¢ de
sommabilité (C, 3) en fonction de p et £, cntiers ou non. !l est pro-
bable que I'expression de cette loi serail I'inégalité 6 > p+k—1,
mais ce coté quantitatif du théoréme XXII reste encore a étudier. Le
théoréme suivant (Andersen, | S |; Hardy et Littlewood, [ g]) :

Tatoreme AXIIL. — Si f(2) =0 (1) pour |z | <1, la série Zun
est ou bien sommable (C,¢), quelque petit que soit ¢ positif, ou
bien non sommable (C). L'existence de la limite

(Cy1)—him gén. f(x)=lmfi(x) =5
vl v

est une condition nécessaire et suffisante de (C,e) avec la
somme s.

semble corroborer I'énoncé probable 6 >p -4k —1 de la loi en
question.

Revenons aux théorémes X VIII et X\II. Leur comparaison sug-
geére la considération dans I'énoncé du théoréme X VIII des chemins
tangents au cercle |2 | =1 au point 2 = + 1. En effet, en renforcant
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ainsi la condition 1° dans le théoréme XVII1, on peul exiger moins
de 77" en ne lui imposant que la condition 7*+"=0 (1) au lieu
de o (1) comme dans 2°. On obtient ainsi I'énoncé suivant :

Tutoremc XXIV. - Soit t¥*' =0 (1), 2> — 1. Pour la somma-
bilite (G, d) de Xu, avec la somme s, ot 6 > a, il faut et il suffit
que Uon ait pour une valeur de q,

Ii_ln/'/+,(r)=s (g 20).

Pour le démontrer, observons d’abord que fy.,(x)—>s équivaut
aF,(z) »s,o0uF(x) =2« 2". Le cas particulier du théoréme XXIV
correspondant 4 ¢=o0, a=—1 a ¢té démontré par Hardy et
Litllewood [e,]. Leur résultat — la convergence de Zu, pour
a= —1, q¢=o0, — associé au théoréme XIV, donne N\XIV dans ce
cas. Vu ce théoréme X1V, il suffit de démontrer la sommabilité (C)
dans le cas général. Soit ¢g>o +1. Envisageons la transformée
—(C, q), c’est-a-dire Tu\?. Pour cette série,

7’

Fi(e)—>s et nu,! =0(1)

a fortiori. Donc elle converge et Zu, est sommable (C,q¢). Si
¢ < a1, nous envisageons Xu,**+" pour laquelle, de méme,

R = e+ = 0(1) et Fi(r)—>s, ~

car Jqe1—>sentraine f, ,—s. Donc, 2u+" converge et 2 u, est som-
mable (G, « +1). Dans les deux cas, le théoréme XIV donne la som-
mabilité (G, d > «). Le théoréme démontré généralise les théorémes
XIV et XX, mais on remarque bien que I'introduction des chemins
tangents au cercle au point # = -1 a nécessité le remplacement
de fo(x) par fy,, (x) comparativement au théoréme XX.

Dans certains cas, I'ordre ¢ de sommabilité (C,d) est déterminé
par 'ordre de grandeur du terme général u,. Ainsi, dans sa thése[a],
Hadamard a démontré la sommabilité (C,d >a), >0, d’une série
de Taylor 2u,x" en tout point régulier sur son cercle de conver-
vergence |z |=1 pourvu que lon ait w,=o(n*). Fatou a fait
voir [26] que, pour @ =0, on a méme la convergence, c’est-a-dire
(C, 0). Riesz| ¢, k] a établi enfin le résultat général que voici :

Tatorime XXV. — La condition up, = o(nd?) est nécessaire et
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suffisante pour la sommabilité (C,d), 820 de la série Zu,z* en
tout pownt régulier sur son cercle de convergence |x|=1, cette
sommabilité étant uniforme sur tout arc régulier.

Apres avoir etendu ce théoréme aux points d’ordre négatif v < o,
Dienes a eu l'idée d’associer a la condition u, = o(n?) 'hypothése
de l'existence de la limite de f(x) pour z tendant vers 1 suivant
un chemin quelconque intérieur au cercle, y compris les chemins
tangents au point z = —+ 1. Il a obtenu ainsi (E, p. 19) pour 621, le
theoréme suivant, valable aussi pour o <d<(1:

Tatortme XXVI. — La série Zu, est sommable (C,d), 6 > o,
avec la somme s, st L’on a u, = o (n?) et

o«
(12) Iim apxh = s.
=1
0

Insistons qu'il n’est pas possible d’exclure les chemins tangents
dans cet énonce en remplagant (12) par la condition moins restric-

tive lim 2 u, 2" = s. Envisageons, en effet, avec Fejér [ ¢] la fonction
T—>

1 1 *
rrmer () B 20,

0

ou p est un nombre réel. Fejér a donné la formule approchée

G—1

y,l=nT[cose,,—|—o(l)] (0,,: JVZ— E;),

-
N =
oub,=2yn— P? On a les formules analogues pour les moyennes

7+ de la suite de Kronecker {7y, } et celles s des ‘sommes par-
tielles de la série Zy,

6—0

¥ = a2 [(6+1)sm(0n—g)+°(l)]'

2

F—6

N p—— 8
it =—pn 2 [r(a -+ 2)sin (0,‘— -;) -+ 0(1)].

Pour ceite séria Zy,, on a, quel que soit p, lim f(z)=o0, les che-
T—>1
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mins tangents étant exclus et x tendant vers 41 a lintérieur du
domaine angulaire de Stolz. Sur le cercle |z|=1,0na

|f(en9) | = Vx| Him—(;ﬂ)

. . . . 1 , . 1

et lim f(e'®) n'existe point si p> — 52 ¢tant nulle si p < — -. De
=0 2

méme, sur un chemin intérieur au cercle z =1—ce¥, ¢—>o0, on

Y1 ;—- ets“.cosq;—+§quand €~>0, 0n a

€ 2

f@y=yre 6w o) [ote =222 —(p=2)4].

Aunsi, les chemins tangents étanl admis, on voit que f(z) oscille de
— o a + o quand 2 tend vers 41 pourvu que p > — -;-, et la con-

dition (r2) n’est pas vérifiée, celle lim /() =s étant vérifiée
x>
avec s = o.

Les formules approchées donnent lims® =s pour 8 > p, ce

qui concorde trés bien avec le théoréme XVIII, étant donné que
lim 7+ = o pour 8 > p. Par contre, le théoréme XX VI ne s’applique

n=own

—1

pas, etl’on constate que malgré le fait que y, = o (n*) pour & > ET )

la série Xy, n’est pas sommable (G, «) pour p2o > g, ce qui

prouve 'importance des chemins tangents pour la validité du théo-
réme XXVI.

Les conditions du théoréme XXVI, suffisantes pour assurer (G, 3)
si 8 > o, cessent de I’étre pour d = o comme I'ont montré Fejér [ 2],
Littlewood [59] et Lusin [61 ].

La restriction 621 de Dienes est a4 remplacer par d > o, car tout
son raisonnement, basé sur la sommabilité (C, 1) des séries trigono-
métriques de Fourier aux points de continuité de la fonction déve-
loppée, subsiste aussi pour 0 <9 <1, ces séries y étant sommables
(C, 8) pour tout é > o.

L’'impossibilité d’etendre le theoréme XX VI au cas d = o s’explique
par le fait bien connu, que la continuité d’'une fonction ne suffit
point pour assurer la convergence de sa série trigonométrique.
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CHAPITRE 1V.

Facteurs de sommabilité ((, ). Moyennes typiques.

1. Silon se représente 'ensemble des séries convergentes comme
compris a l'intérieur de celui des séries divergentes, sommables et
non sommables, on s’apergoit, ¢en comparant entre eux les résultats
exposés dans le Chapitre précédent, que les uns limitent le champ
d’application du procédé des moyennes arithmétiques (C, d) d’ordre,
positif § > o extérieurement, les autres, intérieurement. Ainsi, pour
étre sommable (C), une série ne doit pas diverger trop rapidement :
sa somme partielle s, et son terme général u, doivent étre cn
valeur absolue a croissance finie en n, c¢’est-a-dire satisfaire a la .con-
dition u, = O (n*), k étant fini. Au contraire, le cas particulierd =o
du théoréme XIX fait voir qu’une série divergente, mais qui diverge
trop lentement a cause de la relation nu, >> — £ ne peut étre som-
mable (G, d) quelque grand que soit d. Il ¥ a lieu, par conséquent,
de distinguer, entre la puissance d’un procédé de sommation et sa
finesse. La classe des séries divergentes, sommables par un procédé
régulier, s’approche d’autant plus prés de celle des séries conver-
gentes, que le procédé est plus fin, mais quel que soit le procédé de *
sommation, on peut conslruire une série divergente et qui diverge
trop lentement pour étre sommable par ce procédé sans étre conver-
gente. Pour le procédé (C), citons les séries divergentes

<in? nﬂ annlogn
2 2¢” [ Tog» l—n(')J,

dont la premiére n’est sommable (C) presque nulle part, et la seconde
nulle part dans lintervalle (o,2n) (Hardy et Littlewood [/, 4].
Quant a la limitation de (C) en puissance, toutc série de Taylor a
Iextérieur de son cercle de convergence présente I'exemple d’une
série divergeant trop rapidement pour étre sommable (C).

On doit cependant a Obrechkoff [a] un procédé de sommation
régulier, déduit de (C, d) pour d > oo et qui permet de sommer les
séries de Taylor a I'extérieur du cercle de convergence. La défi-
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nition (3) ct la formule approchée (2) pour A" (Chap. II) per-
mettent de démontrer qu’en posant dans si¢', 6 = n. ct passant a la
limite pour » == oo, on a pour une série convergente X u,,

d’ou la définition dd procedé de sommation (C, ),

n n
N . Q I V] o
(G, ©)— lim gén. Uy = lim Wi Ay oM, = him S,.
n—=ax» 3n

n—w n—w»
0 m=0

Zu, est sommable (G, o) avec la somme s. si lim S, = s. Ce procédé

n=-o
est régulier et plus puissant que (G, 8) quelque grand que soit ¢ fixe,
sans étre pour cela moins lin. Il est trés important au point de vue de
sommabilite analytique, car il permet de prolonger la scrie de Taylor
audela de son cercle de convergence. La progression géométrique X z»
est sommable (C, o) avec la somme (1 — z) ! partout a 'intérieur de
la branche extérieure | z| > 1 du limagon de Pascal |z|* =|2:—1
On a, en général :

Le polygone curviligne de sommabilité (G, ) de la série de
Taylor de f(3z) est formé par les arcs des grands boucles des
différents limagons de Pascal correspondant aux sommets de

Uétoile de Mittag-Leffler de f(3).

La suite s pour 3 =20(n)—>o avec n a été considérée en 1911
par Hardy et Chapman [17]. IIs ont étudié la limite double

»

. I
hm Lim % = him E W (14 0)—m=lim E Uy 1 (7 = ):
0=0 n== " 6=0 m( ) 1> - 1+ 0

0

mais ils n’ont pas envisagé s de la série transformée Zum(x -+ )™
0

comme l'a fait Obrechkoff pour 6 = 1. En variant 6, on obtient a peu

prés le méme résultat pour Xz” qu'avec 6 =1. Le polygone de som-

mabilité, limité par la courbe 8%|z '+ =|(14-06)z — 1% comprend

Py

le cercle de convergence a son intérieur ct reste toujours fini. Pour
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§=1,6. ..., 1l atteint son maximum, et dans ce cas, 23" est som-
mable (C, ) au point 5 = — 7,65. ....

2. Passons au probléme de sommabilité (C) de 2¢,u,, Zu, étant
supposée sommable (C). Ce probléme a été posé en 19go6 par Hardy
qui a étendu [b] aux séries sommables (C,1) les résultats clas-
siques de Dedekind [20] et de du Bois-Reymond [24%], datant
de 1871 ct relatifs aux séries convergentes. Le théoréme corres-
pondant pour (G, k), K = E(k), démontré pir Hardy deux années
plus tard [e], s’énonce ainsi :

Zu,, étant sommable (G, k). la série Ze,,u,, Uest aussi, pourvu

0 0

x
que lon aite, = o (1) pour n —x et zn" |A*tie, | <. Lasomme

0
de ¢, uy, est égale a celle de la série absolument convergente
L

@

n
() A k+1 s (hy h
Zalt Akt €ny OLL O, = An—/n Um-
m=0 )

0

En 19og, Bohr a démontré [a] que ce théoréme subsiste si 'on
suppose 2u, seulement bornée (C, k), ce qui était une générali-
sation compléte du cas classique & == o. Andersen a étendu [S] ces
résultats aux moyennes d’ordre positif £ 2 E(k), en y ajoutant que
toutes les séries 2o A*1¢e, avec A —1<3<k convergent et ont la
méme somme, la série 2g\}'A%+'¢, étant absolument convergente.
Il a, en outre, indiqué qu'on peut remplacer la condition ¢, = o (1)
par celle plus large ¢, = O (1), qui entraine en verlu de la seconde
condition l'existence de la limite lime, —¢. Si e 3£ 0, la série Z¢, u,

n’est sommable (G, &) que si Su, a été supposée sommable (C, k),
et 'hypothése que Zu, est seulement bornée (G, k) ne permet d’en
déduire que le méme fait pour X¢, ;. Au contraire, si 'on impose a
la suite {e,} des conditions plus restrictives que celles énoncées
plus haut, on réussit a déduire la sommabilité (G, k) de Z¢, u,, sans
exiger que Zu, soit sommable ou bornée (C, k). Il suffit, par
exemple, que les moyennes s/’ d’ordre & d¢ Xu, soient & croissance
finie en n:s = O(n%), 22 0. On obtient ainsi le théoréme suivant

n

(Andersen | c], Zygmund | g]) :

Tutorime XXVII. — Si la suile | ¢, | et les moyennes s? de Su,
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veérifient pour 32 o les conditions

10 = 0(n—?) 1 g, = 0(n%)
ou bien
- (0) — x .
20 s = 0(n%) )0 { 5w =o(n%) pour x>0,

Tldesro()  poura=o,

30 Zn’;"‘a]Aa'Hs,, l<<o  (220),

auzxquelles il faut ajouter dans le cas —1 <d<<o la condi-
tion supplémentaire nett A, — QO (1), la suite {¢,} converge
méme pour o=o0,¢,—>¢ et toutes les transformées abéliennes
d’ordres p, 0Sp<d—+1, de la série 2e,u,, c'est-a-dire toutes les
séries a'¢=". Are, sont sommables (C,6 —p) pour p<d et sont
convergentes si 3<p<0 —+ 1, cetle convergence étant absolue pour
p =20+ 1. Leurs sommes sont toutes égales entre elles, sauf la
série Ze,u, (p =o0) qui est sommable (C, ) avec la somme

z
sz + E al@ A+,
0 -

oll £ ==0 pour « > o.

Dans ce théoréme, il reste a étudier la sommabilité (C,d — p) des
séries Xo'f~"AP¢, pour p > 4, car il est extrémement probable que
ces séries convergentes sont sommables (C,d —p <Co0). La con-
dition s’ = o(n%) est satisfaite en particulier, si Xu, est som-
mable (C, 4 a). De méme, on a s = O(n®), si Zu, est bornée
(C, 8 + a). On obtient ainsi le théoréme :

Tutoreme XXVII. — La série Xe,u, est sommable (G, B),
<o, sie, =0 (nB=?) et Sn®|ABtIe, | < o, lu série Su, étant som-
mable (C,3d). St Zu, est bornée (C,0d), on doit remplacer la
condition ¢, = O (n8 ®) par ¢, = o (nb 9.

Ainsi, la sommabilité¢ (U, d) de Zu, entraine la convergence de
3¢, tn, st nd.e,=0(1) et End |A%e,| <. Dans le cas =0 la
nécessité de la condition X |A'e, | <o a été démontirée en 1903 par
Hadamard |b]. Dansle cas particulier 6 = E(8) et § = E() du théo-

MEMORIAL DIS SC. MATIl — N° 31 4
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réme XXVIII, Schur a établi [a] que les conditions suffisantes sont
aussi nécessaires :

Tatorime AXIN. — Les conditions nécessaires et sufﬁsa]nles de
sommabilité (C, () de Xe,u, sont pour l=E(l), L =E(k)21:

10 nt—ls, = O(1) 10 nh=lz, = o(1)

ou bien

20 sih =5 —o(D), 90 sk =0()
L
.
30 2‘ nk| Ak+ig, | < o,

n=1

ou st désigne la moyenne de Zu,. Pour { > | les conditions sont
les mémes que pour = A.

Il est probable que le théoréme X \1X subsiste aussi pour A 3£ E(k),
{# E(1) et cette question mérite d'étre étudiée. Pour /=0 on a les
conditions de convergence de Xc,u, et 1° prend alors la forme
nte,= O(1) et méme = o (1), si Zu, est supposéc sommable (C, k).

Ces questions ont fait I'objet d¢ nombreux travaux. Citons entre
autres ceux de Carlson [12], Fekete [d], Carmichael [ 6], Kojima |a].
Ferrar a étudié le cas ou ¢, = f,,(2) et il a fait voir [ 6], que la som-
mabilité (C,d) de 2w, f, () dans le théoréeme \\VII est uniforme
en z, si les conditions 1° el 3” sont remplies par la suite | f,,(x) | uni-
formément en x. Si f,(z)—> 0 pour n—>o0, alors on doit supposer en
outre que f,(x)-»0 uniformément si 'on ne demande a Xu, que
d’étre bornee(C, d). Les séries intermédiaires 2o, (¢~ AP f,(x) sont
toutes uniformément sommables (C,d — p) pour p < d et uniformément
convergentes pour 6 <p <o+ 1.

Les énoncés des théorémes N\ VII-XXIX peuvent étre adaptés
aux intégrales divergentes et sommables ou bornées (C), les condi-
tions concernant alors une fonction ¢(x) qui remplace la suite {¢, |.

La question étudiée est liée a celle posée par Fejér et qui concerne
la limite lim2u,s,(2), oa Zu, est supposée sommable (C) et
en(Z)->1 IL)(_)_lou‘x——> o quel que soit n. Fejér a démontré [ ¢ ] sous cer-
taines conditions imposées a la suite {e,(2)} que 'on a pour 6 =1
lim 2 wp () = lim s(;f)

r=u n—x
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et son résultat a suscité un grand intérét, Mais tous les résultats obte-
nus dans celte voie, voir entre autres ceux de Hardy [¢], Moore[a],
Chapman {a], Bromwich [8], Hurwitz [44], Kogbetliantz [r], se
laissent déduire & présent des théorémes précédents. Ainsi, par
exemple, le théoréme de Bromwich qui généralise les résultats de
Fejér, Hardy, Moorc et Chapman n’est qu’un cas particulier du
théoréme NN\IX pour /= o avec cette condition supplémentaire que
pour - o les ¢, (x) doivent tendre vers 'unité uniformément en n
et que les conditions 1° et 3° du théoréme sont remplics uniformément
en z. L’extension aux intégrales est immédiate quoiqu’elle n’a été
publiée que pour (C, 1) par Moore et Bromwich. Les travaux cités
ne se rapportent qu’aux moyennes d'ordres entiers, sauf celui de
Kogbetliantz. En reprenant ses raisonnements [r] et ¢n s’appuyant
sur les théorémes d’Andersen [S| relatifs aux différences d’ordre
quelconque, on parvient a 'extension compléte du théoréme de Brom-
wich aux moyennes d'ordre positif 6 quelconque :

Tuéorime NN\, — La série Xu, étant sommable (C, 9),3>o0,
avec la somme S, la série Yu,cn(x) converge pour x> o et sa
somme tend vers S pour x >o, si sont remplies les conditions :

1o nie(r)—> o ; 20 w(z)=> 1
n>x >0

©

30 lea]Aa'H Sn(x)l < G)
1
G étant indépendant de x et 1" et 2° étant remplies uniformément

par rapport & x et n respectivement. Soit e, = ¢(nx), ¢(x) étant
continue et bornée. Ces conditions sc¢ transforment en

Ho(z)—> 03  s(0)=1; f (51 9@+ (1) |dt < G,
Xy o 0
dont la derniére est valable @ fortiori pour é < dy, si elle 'est pour
d = d,. En posant ¢(x) =2 Psinz, p = E(p), on voit que ces con-
ditions sont remplies pour § < p— 1 et I'on a le résultat (Kogbet-
liantz [r]) :
— 2u, étant sommable (C, ¢) avec la somme s, on a pour

p=E(p)>d+1

. sinnz \P . 3
lim u,,( — ) = lim s{? = s.

r=0 n=w=»
n=0

SERVICE DE
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Rajchman et Zygmund ont montré [80] que ce résultat subsiste
aussi pour p=20-41 (d =E[d]), pourvu que le paramétre x. reste
dans un cerlain ensemble de points &, pour lequel le point 2 = o st
un point de densité, c’cst-a-dire mes &,= a -+ o(a) pour a&—>o0,
&, désignant la partie de & située dansl'intervalle (o, ).

3. En 1gor, Woronoj a fait voir [97] que pour les suites s, &
croissance finie le procédé (C, 9) est équivalent a tout procédé (®,9)
défini par

(@, 8) —lim gén. s, = lim ~—

n
S D(n—m)u,=lim s
mn— n
n=wg n=w= (I)(n) n=w=
o

®(x) étant positive et monotone, ®(z)— o pour o, pourvu que
n
la limite lim n—@+1 2 ®(m) existe et soit finie. Dans ces conditions
n—wo
0
la somme généralisée — (@, s) est indépendante de la fonction parti-
culiére ®(z) employée. Pour ®(x) = 2® on a la suite { C%'}, out

. [
. m
(‘S:l)=2(l_ I—l) Um

mn

.~

et imC®=1lims®, si I'un des deux membres existe. Le pro-

n—w n=uw=
cédé (2, 8) estun des procédés de Riesz [e], connus sous le nom des
moyennes typiques et définis par rapport a une suite réelle, positive
et monotone {},}, telle que A, —0 pour n—> . La moyenne typique-
de Riesz du type 1 et de Pordre 8 — C{(w) — est une fonction de la
variable continue w. Elle est définie ainsi

5 a8
CP(w) = Z (1— (—:—) un
P L)
et Zu, est dite sommable (R, A, d) avec la sommes, sil’on a

lim C()a)(w) =s.

W=
Les moyennes arithméliques correspondent au type A, =n et les
procédés (C, 8) et (R, n, 8) sont équivalents, ce qui est le résultat de
Woronoj, retrouvé par Riesz [g]. Grace a l'introduction de la
variable continue w les moyennes typiques sont plus maniables que
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les moyennes ordinaires. On a par exemple I'expression intégrale

(Riesz [ f]) suivante

)
() = 03 1'(8 4+ 1) D-3[ Cy (w)] = a.w—af (0 — w)-1C, (2) du,

0

ou la fonction C, (u) est une fonction a paliers définie par Cy(u) = s,
pour A, Su <A,y et Gy(u)=o pour u<},. Ces définitions ratta-
chent les moyennes du type X ‘aux séries de Dirichlet du méme
type 2a,e~'", celles du type }, = n, par exemple, étant apparentées
aux séries entiéres en z = e~5. C’est pourquoi les moyennes typiques
sont trés utiles dans la theorie des séries de Dirichlet. Cette applica-
tion des procédés (R, A, d) est exposée dans le fascicule XVII de ce
Mémorial, rédigé par M. G. Valiron, ainsi que dans le fascicule N 18
des Cambridge Tracts par G. H. Hardy et M. Riesz, cité dans ce
qui suit comme [H.-R.]. Nous nous bornerons par conséquent a la
théorie du procédé (R, 2, d). Cette théorie pour un type A fixe est
en tous points analogue a celle du procédé (G, ¢), sauf en ceci que le
cas de ¢ négatif, — 1 << 9 <C 0, n’a pas encore été étudié.

Le procedé (R, 2, d) est régulier si la suite A, croit assez régulié-
rement (H.-R.). Tel est le cas A,=2(n), A(z) étant une fonction
L.-E., c’est-a-dire une combinatson d’exponentielles et logarithmes
en nombre fini. Sa puissance augmente avec d. Le développement
de la moyenne simple d’ordre ¢ + y suivant les moyennes doubles
d’ordres (9, y) est identique a celui(10), Chapitre II, pour (G, d). Le
développement inverse n’en différe que trés peu (Kogbetliantz [e, g]) :

CRMOELDY r<nli’i>4;(8,2 l+('§ = I)+ G ).
n=0

On en tire la conclusion que le procédé itéré est équivalent au pro-
cédé simple : (R, 2,8). (R}, )~ (R,%, 0+ y) et en particulier
(R,\, 1)k~ (R, 2, k), ce qui est une généralisation du théoréme
d’équivalence Holder-Cesaro.

La finesse du procédé (R, %, d) est caractérisée par le théoréme
suivant (Hardy [f,j]; Rau K. Ananda [a]) :

Tutoreme XXXI. — Une série Zu, avec hyupn = O(Ap—hu—y)
ne peut étre sommable (R, ) sans étre convergente.
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»
.. RN -
Pour 2, =n on a nu, =0(1) et (C, 5). Ainsi la scrie 2 n—1-ie,

t 3% 0, n’est pas sommable (C), mais elle est sommable (R,Ilogn, £)
quelque petit que soit ¢ > o. A son tour (R, logn) n’est pas assez fin
pour compenser les oscillations de la suite des sommes partielles de
In~!(logn)='"%, t #o, qui est du type A, u, = O(}, — hy_1) avec
A, ==logn et nlognu,= O(1), doncnonsommable (R, logn). Néan-
moins cette séric est sommable (R, loglogn, ¢) pour tout ¢ > o et
ainsi de suite (Hardy [ f]). La finesse et la puissance du procédé (R,1)
augmentent avec la diminution de la rapidité¢ de croissance dc la
suite :)\n} N
La sommabilité (R, 1) de 2u, n’entraine pas en général I'existence

de la limite d'Abel correspondante lim 2u,e=*=, car 'abscisse de
>0

sommabilité (R; 7, ¢) d’'une série de Dirichlet — désignons cette
abscisse par o5 — est une fonction décroissante de d et la sommabi-
lité (R,2) de Zu, n’entraine pas la convergence de¢ Zu,e ' pour
¢>o0 (s=o—+it). Mais dans le cas particulicr A, = n—+1 (séries
entiéres) tous les demi-plans de sommabilité (R, &, d) cowncident
quel que soit 3. Tout ce qu'on peut dire dans le cas général, ¢’est que
la sommabilité (R, 2, 8) de 2@, e~ avec la somme A entraine celle
de Xa, e~ pour ¢ > g, et que la somme généralisée — (R, %, 6) de
la derniére série tend vers A, si s —s, dans le domaine angulaire
|s —so|SH|o—o0,|, Hétanl une constante arbitraire fixe. Quant a
la sommabilité sur la droite o0 =03 elle-méme, le meilleur résultat
connu est celui de Walficz [94] : f(s) = Za, e~ est sommable
(R, %, 6) au point s, = g3+ it, de la droite o = o3, si f'(s) satisfait au
voisinage de s, ala condition ( Lipschitz): f(s)= f(s0)+ O[] s —s,¢]
quelque petit que soit ¢ > o, la sommabitité élant uniforme sur tout
segment fini de la droite ¢ = o3, si cette condition y est remplie uni-
formément cn ¢.
Dans le cas particulier ou {3, } satisfait a la condition

Ip— = 0(>\u)

Littlewood a démontré [59] (voir aussi Landau [ ¢]) qu’une série Zu,

converge si la limite d’Abel lim 2, e cxiste et si lon a
y>0

Aty = O(hp— Ap—y).
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L’hypothése b, u, = o (2, — Ay—y) jointe & lim 2w, e~ donne la méme
s>V -

conclusion quel que soit la suite {3u{, (Landau [a]). Enfin Schnec

a établi 4] le théoréme

Tatoreme XNNIL. —. Les conditions nécessaires et suffisantes
de convergence de Xa, sont :

n
1 lim a,e'ns= A et 20 E Mm@m = 0(%n),
>0
o

quel que soit la suite monotone {1, |, h,— .

Tout récemment Rau K. Amanda a prouvé [b] que la condition
Ly —2,_y=o0(2,) dans le théoréme de Littlewood est superflue et
que le théoréme \ X\II subsiste, quand on remplace 2° par

A ay = () ( ;-m

Am— )

La sommabilité (R, %, d) de 2, avec la somme s entraine

It B
Sp—38$ =20 [( T ’
)~n+l - )~u

d’ot Uon déduit la condition nécessaire : (huyi— hy)lu,= 0(7\f‘,+,)
qui généralise évidemment celle u, = o(n?) de sommabilité (C, d).
Le procédé (R, %) devient moins puissant quand la rapidité de crois-
sance de la suite {A,{ augmente et pour A, =O(l,p—24) le
procédé (R, 2) cesse d'étre cffectivement un procédé de sommation
puisque alors toute série sommable (R, 7) converge nécessaire-
ment. En cffet, on a (H.-R.) pour une série sommable (R, 2, d)
avee la somme s et 0 <y <a:

P —s=o[(22-)"T] L Ou< o).
n—+1 N
d’ou en particulier pour w =2, 1. 21 =0y —2%,) et y=o0:
su=s+o0(1). c'est-a-dire s, s pour n—oco. Ainsi, par cxemple,
sil'on a )
lim 22 — & >1

n—wx )‘Il

alors 4, = O (A, — A.) et le procédé (R, %) ne peut sommer que
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les séries convergentes. Tel est le cas de 2, == e®. Citons encore un
théoréme dii a Riesz [/] et analogue au théoréme VI :

Tutoreve XXXIUI. — Une série sommable (R, )) et bornée
(R, 4, &), 20, est sommable (R, &, 6) pour tout 6 > o.

4. La multiplication de deux séries de Dirichlet Za,e~'™ et
Xbpe ¥ de types A et p conduit a une série Xc,e"»* d’un type nou-
veau ¢ défini par la suite { ¢, |, les v, = A, + ., étant rangés par ordre
croissant. Par conséquent la somme 2a, b, = c, est étendue a toutes
les valeurs de m, n compatibles avec la condition A, ~+ pn=¢,. En
posant s = 0, on definit ainsi la serie-produit 2¢, du type (A, n) des
2ay et 2b,. La multiplication ordinaire correspond au type A, = m
et p,=n. Un autre cas particulier important est A, =logm,
pn=1logn, donnant aussi ¢,=logp. La convergence des séries
facteurs n’assure pas celle de la série-produit 2¢,, mais clle est tou-
jours sommable (R, ¢,1). Onale théoréme général suivant :

Turovime AXNIV. — Les séries 2a,, et Xb, étant sommables
avec les sommes A, B respectivement (R, %, «) et (R, p, B), leur
produit du type (A, 1) ¢, est sommable (R, v, a4+ 3+ 1) avec la
somme AB.

Si l'on veut assurer la convergence de 2 ¢, étant donnée celle des
séries-facteurs, il suffit de supposer que l'on a hpa, = O (XA — Api)
et pubp = O (pu — i) (voir Hardy [d, /] et Rosenblatt [84]). 11
semble que ces conditions sont surabondanles et qu’elles doivent assu-
rer non seulement la convergence dc Xc, mais aussi sa sommabilité
(R, v, e—1) pour tout ¢ >0, mais la question n’a pas été étudiée.
Si 'on n’impose aucune restriction aux sérics-facteurs sauf qu’clles
sont convergentes, on conclut la convergence de Zc,e'»* pour
o209, > o suffisamment grand. Ainsi Stieltjes adémontré [89] queles
séries 2a,, ct Xb, étant convergentes la serie X¢,.e™°" ou Z¢, est
leur produit du type (logn, logn), converge uniformement sur tout

. . 1 . L.
segment fini de la droite s = 5+ L. Ce resultat se laisse genéraliser.

Supposons Xa, ct 2b, sommables (C, a) et (C, 3). \lors Xa.m
I

-1 I
et™ b,7  sont sommables (C, a— ") ¢t (C,—"1), donc a fortiort
2

>
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sommables <R, logn, a — 1) ct (R, logn, 3 — % puisque
(R,logn)> (R, n) et que (R, n) ~ (C). Le produitde ces deux der-

1

niéres séries, produit du type (logn, logn), est la série Z¢,p 2, ou
¢p=2aqsbs la sommation étant étendue a tous les diviscurs d du
1

nombre p =dd'. D’aprés le théoréme XXXIV 2c¢,p ® est sommable
(R,logn, a—+B). Or, on ale théoréme [H.-R] :

Tutorime XXXV, -- La série Zu, étant sommable (R. }, 8), la
série 2u, ;% est sommable (R, e, 3).

~

Ce théoréme généralise le résultat bien connu que Zu,n=" con-
verge, si Zu, est sommable (C, d), car pour A,=n d’une part
(R, e, 3) est équivalent a la convergence et d’autre part

(Ry n, 8)"’ (C" 6)

En appliquant le théoréme XXXV 4 la série 2c,p ?, sommable
(R, logn, «+B), on déduit la sommabilité (C, e+ ) de la série
1

cpp 2(logp) B, ce qui se réduit pour a=f=o0 au résultat
de Stieltjes. On en conclut encore la convergence de la série
1

2c,p *(plogp) B, etant données les sommabilités (C, a) et (C, B)
de 2a,, et 2b,. Si 'on forme le produit ordinaire de 2a,, et £b, a

savoir Xw,, ou w, = ¥ arb,_4, on trouve qu’il est sommable
b b

(G, a4p +1), donc la soérie 2w, n B! converge. En comparant
ce résultat avec le résultat précédent, on s’apercoit que les mémes
hypothéses sur les séries-facteurs, sommables (C, «) et (C, B),
entrainent des conséquences différentes suivant le ty pe de la série-pro-
duit. Dans le cas considéré par exemple, on doit diviser le terme général
t

de la série-produit soit par n**B+!, soit par nm+ﬁ+2(logn)°‘+(3 pour
la converlir en une série convergenle, suivant le type de la mul-
tiplication employée.

La sommabilité absolue |R, %, | est définie ainsi (Obrechkoff,
[e]): — Zu, est sommable |R, ). 3|, si l'intégrale

S lasle @] ao= 10w |

est convergente, ou @ () est la moyenne typique d’ordre d de la
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suite.de Kronecker {4, u, |, formée relativement a la suite }1,}. Ona
(Obrechkoff [d]) un théoréme analogue au théoréme XI :

Tucorime N\NXVI. — La série-produit du.type ()., 1) des séries
Zay, et 2b,, sommables (R, ). a) et |R, u, B| respectivement, est
sommable (R, ¢, 2 ++ (), si U'une de deuz séries-facteurs est abso-
lument sommable.

Nous avons démontré un autre théoréme sur la multiplication des
séries absolument sommables (R, 1), analogue au théoréme XI :

Tuéorcve XNXVII. — Le plpduzt ..c,, du type (\, ) des séries
Xa, et b, est sommable , st les séries-facteurs sont
sommables |R, 4k, 2] et|R, p, {3] lespectu'eme/lt.

La démonstration est basée sur la relation suivante

3. [0} thE;”(w)
(0) =Gy (w)+ 5 —:70,—’

l0 —1)

et clle se réduit, en fin de compte, a 'existence de l'intégrale

{{ 1>
d+ef (0=l — ) || 9() | = <:ﬂ§2)°

étant donné celle des intégrales

s (s ) ldx.
St e [Craeds

o <

Soient o3 et g5 les abscisses de sommabilités (R, %, 8) et [R, 2, 8
d’une série de Dirichlet f(s) =Za,e"<. On a, comme on sait,
S(s)=o(|t 181 pourc 205 + & >0 tandis quepoura:i;;—i- £> a3
ona f(s)=0(|¢|?). Les abscisses o3 et o5 sont données, si elles sont
positives, par les formules

w
— 1 3 - — 1
6.= hm —log] 1\5,"‘(w)| et s.=lim —log ]-c‘m(u))]——y
Y w=e W == h

oi A% (0) ets (w) désignent les moyennes d’ordre ¢ de la série 2a,
et de la suite {1,a,} respectivement.

Sans insister davantage sur les analogies entre (R, }, d) et (G, d)
passons a I'étude des propriétés de (R, 1) relatives a la croissance de
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la suite {A, ;. Hardy a démontré [/] que (R, },d) entraine (R, p, 3)
du méme ordre & (620) et d’un autre type p, si p.(1) est une fonc-
tion L.-E. de 2 (x) croissant indéfiniment avec A et satisfaisant a la
condition p(2) =0 (24), ot A >o0 est quelconque mais fixe. On a
évidemment }, =2 (n) et p, =p(n). Si non sculement p = o(A8)
mais aussi A =o (), d étant fixe et positif (d < A), les procédés
(R, 2, 9) et (R, p, 0) sont équivalents. Sil’on veut que (R, p, 9) soit
effectivement plus puissant que (R, A, ), 2 (}) doit satisfaire ala con-
dition p = 0 (A*) pour tout ¢ positif.

Cette importante propriélé des moyennes typiques, signalée en
19oq par Hardy | /| dans le cas 6 = 1. a été étudiée de plus prés par
Zygmund. 1l a établi [e| que sous I'hypothése 1 < w (%) <2, ce qui
veut dire ‘que la fonction (%) tend vers - avec A—>oo, mais
=0 (2%), la sommabilité (R. %, ) n’est point nécessaire pour assu-
rer celle (R, p, d) de 2w, :

Tutorime XXXVIIl. — Une série sommable (R, 1) et bornée
(R, %, 9) est sommable (R, ., 3) pourcu que p. (1) vérifie la condi-
tion 1 < p. < A quelque petit que soit X positif.

La sommabilité (R, p, §) subsiste méme si la moyenne C (») ne
reste pas bornée pourva qu'elle ne croisse pas trop vite en valeur
absolue. Le choix de la fonction sommatrice . (z) est déterminé dans
ce cas par la loi de croissance de la moyenne Cf'(w). Si f(w) est une
fonction positive L.-E. croissante indéfiniment avec w, on a le théo-
réme suivant (Zygmund [e]):

Tutorkue XXXIN. — Une série sommable (R, 1) et dont la
moyenne d'ordre & vérifie la condition C'®(w)=o[({(w)?} esi
sommable (R, p, 0), lasuite {p.,} étant j, — . (n), ot

" du
< I r) = — .
) osuter =

La rapidité de croissance de (%) est limitée par la condition :
log () —o0 avec x — . Ainsi, le cas § (u) = log u. log,u....lognu
étant admissible, on a (Zygmund [7]) :

Une série sommable (R, 1) est sommable (R, lognk, 8) si Uon a

3 5 R
Gl (w) =o(logimlogiwm ... logl o).
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Pour A, =n et m =1 on a en particulier : une série sommable
(C) est sommable (R, logn, d), si S¥ = o (logbn).

Au contraire, une série sommable (R, 2, d), dont la moyenne
typique tend trop rapidement vers sa limite S, peut étre sommée par
un procédé (R, p, d) moins puissant que (R, 1, ) (Zygmund [e]):

Tutorkme XL. — Soit ¢ (x) une fonction L.-E. décroissante,
Y(z) >0 poury >w. Si pour une série sommable (R, 1, d) avec
la somme s on a

€ (w) = 5+ o[ Y3(w)],

cette série est sommable (R, p, 9), ol p.(z) est donnée par la for-
mule (15), pourvu que xy(x)—>w avec x—>w, sio<<d<1 et
%¢(x)—>w, sio>1.

Ces résultats permettent de faire correspondre a toute condition
a,=o[y (n)], oy (n) est une fonction L.-E., un procédé de som-
mation par les moyennes typiques (R, u, d) tel que la série 2a, 3"
soit sommable (R, p, d) en lout point régulier de son cercle de con-
vergence | z | = 1. Plus précisément (Zygmund [A]) :

Tutorime XLI. — La condition nécessaire et suffisante de som-
mabilité (R, p, a) de Zanz" aux points réguliers du cercle de
convergence | 3| =1, .(x) étant donnée par (13), est

an= o[ nz Y2 (n)],

on Y (z) est une fonction L.-E. Si¢ U (z)—> o, Uintégrale dans(15)
doit diverger; si §(z)—>o0, avec £—w, le produit zy(z) ou
Vay(z), suicant que a< 1 ou a > 1, doit tendre vers -+ w.

On peut attacher a une série de Dirichlet S a,e~ ™ non seulement
les moyennes du type [}, } mais aussi celles du type | e*}. On les
désigne quelquefois comme moyennes typiques du deuxiéme genre.
Pour les séries entiéres (A, = n) ces moyennes (R, ") sont équiva-
lentes, quel que soit leur ordre d, aux sommes partielles, le procédé
(R, e") étant équivalent a la convergence, tandis que les moyennes
typiques du premier genre sont celles de Cesaro. Ainsi pour 3, =n
les demi-plans de sommabilités (R, e*) et (R, n) coincident. C’est nn
cas particulier du théoréme général suivant [H.-R.] :

Tutorime XLIL. —_Pour une série de Dirichlet les demi-plans
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de sommabilité par les moyennes de premier et de deuziéeme
genre sont les mémes, pourvu qu’elles soient du méme ordre.

Il est évident qu’ils sons les mémes aussi pour toutes les moyennes
(R, ) des types intermédiaires, la fonction L.-E. (1) satisfaisant
aux conditions e’ > (%) > A. Il serait intéressant d’étudier les demi-
plans de sommabilité (R, 1) pour x < A et pour p > €. Sur la fron-
tiere ¢ = o3 du demi-plan de sommabilité (R, 1) ou (R, ) d’ordre §
le procédé (R, 1) I'emporte sur celui (R, ¢*), ce qui a été signalé déja
en 1909 par Riesz [e]. Ainsi, envisageons la série Zu, avec

U, = (—1)" nre—rloslogn (3> o).

sommablé (R, loglogn, &) partout pour é > 2 et non sommable nulle
part (R, loglogn,d), si d<<a. Ainsi gg=-+ pour d<a et
0 = — w pour d >a. Or, pour § = o la série posséde un demi-plan
de sommabilité (R, loglogn, ) pmsque 64 = —o. Cela veut dire
qu’elle est sommable (R, loglogn, «) ainsi que (R, logn, «) pour
¢ >> — 2 et non sommable pour ¢ << —a. Sur la ligneec =0,= —a
elle-méme, la série se réduit a 2V, avec

V.= (— l)" nx log—l n.e—loglogn

et elle n’y est plus sommable (R, logn, o) par les moyennes du
deuxiéme genre, toul en étant sommable (R, loglogn, «) par celles
de premier genre [H.-R.]. Mais il suffit de diviser con terme général
par A% = (loglogn)* pour la convertir (th. XXXV) ¢n une série
sommable (R, logr, «).

L’extension du procédé (R, A) aux intégrales cst immédiate

(Riesz [f], Hardy [g]). Ainsi

(R, %, 3)—lim .gén.f flx)de

Ww=0w» (») W= 0

= lim ju)[ A (2 )] dr = lim 55 ¥ (o — 1y B (0|

ot u=1y(t) estla fonction inverse de ¢ =12 (u) etF (z) est l'inté-
grale définie de f(¢) prise de @ a z. Pour donner un exemple, consi-
dérons l'intégrale divergente correspondant a

Slr)=ix—1—a (2 # 0),
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ot a=1. Le procédé (C. 9) conduit a étudiér la limite pour
logw = T — o de I'expression

@ 1\& dr ! ev\8
[ (l—-— ‘—')) m:[ P—l““<1—e—T) du.
Or, l'intégrale de e~**“du prise dc zéro a l'infini élant divergente, le
second membre ne peut pas tendre vers une limite déterminée puisque
(R, e™) ne peut sommer que les intégrales convergentes. Par consé-
quent, l'integrale proposée n’est pas sommable (C). Appliquons
(R, logn), donc ¢ = logu et w =7 (t)=e’. Ainsi

~ w

v ds 5
(R, logn, 8) —)-f 2l im —O«f (0 —1)8 11— e—tal) df = i,
1 0

!+ A=, 00

car la limite généralisée (C, 8) de la fonction e~ «3£0, pour
t + o est nulle quel que soit 6 > o.

CHAPITRE V.

Applications des moyennes arithmétiques et typiques.

1. Soit une famille (F) des fonctions holomorphes et bornées pour
|z|<t:|f(x)|<1. Le fait que f(x) appartient a (') ne suffit pas
pour que les sommes partielles s, (x) de sa série de Taylor soient
bornées sur le cercle x = e (Fejér, [ g]). La borne supérieure pour
| su(e'?)|, donnée par L.andau [ f], est attcinte pour une fonction f, (z)

de la famille (}), définie parS, (z) f,(x) = 2" S, <—'—>, ouS, (z)est

7
la n*™ somme partielle de la série de Taylor de (1 — x)—%. Cette
borne G, croit avec n comme logn : nG,=logn + o (logn). Au
contraire, Andersen a montre | S| ‘que quelque petit que soit & positif
la condition s (e) = O(1) est nécessaire et suffisanlc pour avoir
f(z)=0(1) peur |z | < 1. La borne supérieure 4 (3) pour s’ (e?)|
existe, si f(x) = O(1) pour | 2 | < 1, mais dans I'inégalité

| 131 (ew) | A(B)
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la fonction positive 4(8) augmente indéfiniment quand o tend vers
zéro. Si d =1, l'inégalité |s,' (e'?)| <1 est une condition nécessaire et
suffisante (Landau [L]) pour que f(x) appartienne a (F), sa borne
étant I'unité : | f(2)|<1, pour [ r| <. .1 fortiori!s?(ew®) <1 est
une condition suffisante de | f(z)|<1 quelque petit que soit ¢ > o.
[I serait intéressant d’étudier si le fait que f(x) est de classe (F)
entraine | s (/%) | <1 dés que 6 > 3, d, étant inférieur a un. L’exis-
tence du phénoméne de Gibbs pour 0<<a<(d,=0,43955. ..
(Gronwall | /1), ce phénoméne disparaissant pour 8 > 3,, parait indi-
quer que peut-étre 6, =9,.

2. On sait que la série trigonométrique de Fourier d’une fonc-

tion f(z) sommable ( £)

©
. . a .
(1) S(x)~ —;—' —(-2 (a,cosnz + b, sinnx)
|

[:c(a,,—i—zb,,) = +“f(t)e‘"f cll]
diverge en général, méme si f () est continue dans l'intervalle (0,2 7).
Posouns, pour « fixe, ¢(t)=f(r+t) —2A+ f(r—1t), A étant
une fonction de x égale & f(x) aux points de continuitéde f(x). On
a formulé de différentes conditions suffisantes de sommabilité (C, ¢)
de la série (1) en un point fixe .z avec la somme A.
La premiére concerne la sommabilité (G, 3) de ~(¢) au point £ = o.
Elle s’énonce 4,(/) = o(1) pour &0, ou

I
'.7,(/1.):1/1,—“/ (D (h—12)p1dt’ (2 >0)
0

et go(h)=¢(h). On dit que ¢(¢) est conlinue en moyenne (mean

continuity) d’ordre o« au point ¢ = o, si ¢4(¢) = ¢(—+0) avec £ —o.

Le résultat fondamental de Fejér (19oo, | @]) : ¢o(h) = o(1) entraine

(C, 1) de la série (1) avec la somme A, a suscité un nombre considé-

rable de travaux. Ayant démontré en 1903 que ¢,(h)=o0(1) entraine-
(C, 2)de (1), Lebesgue [ @, b] introduit une nouvelle condition

h
(b*(h)=7‘Lf lo(0)|dt =o(1)  (h—>0)
(1]

plus large que ¢(%) =o0(1) et qui assure néanmoins (C, 1) de (1) et
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cela presque partout dans (o, 27) car ®* (/)= o(1) presque partout
si f(x) est intégrable (£7). Signalons une démonstration vraiment
élégante de ce théoréme, due a Fejér [£4]. Or, la série-noyau de (1)

1
(2) O~;—|—cosy—'—.cos-z~{-—...+cosny—-—... (o <y < 2m),

dont les moyennes de premier ordre ne sont jamais négatives (Féjer),
est sommable (C, 0) avec une somme nulle pour y o0, 27w pour
tout d > o, ce qui permet & Chapman [¢], Riesz [{], Gronwall [a] et
Young [b6] de démontrer presque simultanément en 1911 que
0o(h) = o(1) assure (G, d) de (1) déja pour 6>>o0. De méme
(Hardy[o])®* (k) == o(1) entraine (C, &) de (1) pourd > o. En 1913
Noaillon remplace [68] cette condition par celle ®*(A)=0(1) et
prouve que ¢, (/) = o(1) associée a ®*(h)= O (1) assure (C, 1) de (1),
tandis que d’aprés Young [d]o,(h)=o0(1) a elle seule n’assure
que (G, d > 1) sans assurer (G, 1), comme I'a fait voir sur un exemple
Hahn [6]. Sil'onam < f(2) <M, les inégalités de Fejér m <s¥(2) <M
valables pour 62 1 cessent d’étre vraics pourd << 1, mais de f(z) =0O(1)
on déduit s¥(z)=0(1) pour 8 >>o0. En 1918 Hardy et Littlewood
montrent que (G, d>>0) de (1) et ©o(h)=0O(1) entrainent
9o(h)=0(1), en donnant le premier exemple d’une condition néces-
saire de (G, 0 >>o0) de (1). En 1926 ils améliorent [/] ce résultat:
@1(h)=o0(1) et ®*(h)=0(1) entrainent (C, d > o) de (1) et inver-
sement (G, 6 >o0) de (1) et ®*(2)=0(1) assurent ¢,(h)=o0(1).
Auparava'nl, en 1924 les mémes auteurs ont montré que (G, ) de (1),
ot rr = E(r), assure 0, (k) =o0(1), tandis que ¢,(%) = o(1) entraine
(C, r+1)de (1) (H. et L. [g]). Ainsi, la sommabilité (C) de ¢(¢)
au point £ = o apparait comme condition nécessaire et suffisante de
celle de la série de Fourier (1). [ls ont précisé ce théoréme dans le
cas o <<a <1 d’ordre non entier (1925, [m]) en démontrant que
9a(h) == o(1) suffit pour assurer (C, 6) de (1) avec 6 >a. En 1928
Wiener [a] a fait voir que g¢,(h)= o(1) n’assure pas (G, d=d)
de (1), si > 0. Enfin, Bosanquet [7] en 1930 a réussi de préciser
complétement le théoréme de Hardy-Littlewood : ¢,(h)=o(r)
entraine (C, 0 > o) de (1) et (G, a) de (1) assure o5(h)=o0(r)
pour 8 > a1 quel que sott a2 0. 1l reste a examiner si la condi-

tion (C, ) de (1) est suffisante pour avoir ¢, (k)= o(1), ce qui
parait peu probable.
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Le résultat de Noaillon a été généralisé pour 8 =E(d) = r par
Pollard[a] qui a établi en 1926 que ¢,,,(h) = o(1) entraine (G, r +1)
de (1) si 'on associe a cette condition cette autre ®;(h) = O(1), on

h
2y =5 [ loato) [d.

Etant donnés les résultats de Hardy et Littlewood [1] il est trés pro-
bable que, quel que soit Pordre a, = ou 2 E(a), les conditions
Pop1(RY=o0(1) et ®3(h) = O(1) doivent assurer (C, 6 >a) de (1)
sans assurer celle (C, 6 —=«). Cet enoncé est a démontrer. Dans le
méme travail Pollard a généralisé également le résultat de Lebesgue :
@ (h)=o0(1) est une condition suffisantc de (C, r—+1) de (1)
pour » = E(r). D’aprés Hardy [o], ®; (&)= o(1) assure (G,d>>0)
de (1) et il est trés probable que ®;(Ah)=o(1) entraine (G, d >«)
de (1) pour a2 o0. Cette question mérite d’étre étudiée. Il reste égale-
ment a prouver que par contre ®; (£) = o(1) est insuffisant pour (G, «)
de (1). I1'y a lieu aussi d’etudier si la sommabilité (C, d > o) de (1)
associéc a @;(h) = O(1) entraine ¢o, (/) =o0(1), ce qui parait trés
probable, et démontrer qu'on ne peut pas remplacer dans cet énoncé
(G, d>a) de (1) par (G, a).

En renforgant la condition ®*(A) =o(1) qui assure (G,d>0),
de (1) on peut préciser la rapidité de convergence des moyennes ¥ ()
vers A = f(x). Ainsi, soit par exemple ® (/) = O (A*) pour 12a > o.
On établit (Alexits, [a]) que dans ce cas la différence s (2)— f(z)
est O(n=2) pourd > et O(n=*.lognr) pour d = a. Si®* ()= 0 (h%)
a lieu uniformément sur un ensemble E dans (o, 27), le résultat est
aussi uniformément valable sur E. La condition ®*(2)= O(h*) est
satisfaite a fortiori, si f(x + h)— f(x2) = O(h*) pour oSz<an
et le résultat d’Alexits genéralise un théoréme de Bernstein [ 5] relatif
au cas ou § = 1. Dans ce cas, d — 1, on connait les limites

lo=1lim no[s,)) (2) —f(2)]

et
n

logn

l1= lim
n==»

[si'(2) —f(2)]

corrrespondant aux hypothéses

(G, 1) —l9(h) —sah*|=0(h%) (o<a<1)

MEMORIAL DES SC. MATH — N° 51, 5
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et
(C, )— | g(h)—sih| = o(h)

respectivement et 'on a (Szécz, [ b]) :
ﬂ(l—u)la:cal‘(a)sin”—:‘, 2wl =s,.

Jacob [c] a montré que, pour o << a <<1,0(A*) peut étre remplacé
par O(A%*) a condition d’ajouter encore la condition

(G ) —[9(h) — sah*) = o(h%)

On voit que pour 6 2 0 la sommabilité (G, ) de (1) en un point z =z,
est un phénoméne local qui ne dépend que de I'allure de la fonction
développée autour du point 2 = x,. Il en est tout autrement pour 6 << o
et la sommabilité ou non-sommabilité (G, 6 < 0) de la série de Fou-
rier (1) en un point de Vintervalle (o0, 27) dépend de la maniére dont
se comporte f(z) dans tout l'intervalle (o, 27). En effet, Kogbet-
liantz a fait voir [ f, m] quela serie (1) d’une fonction f(2) a variaticn
bornée dans (o, £ —¢) et (£-+¢, 2m) et qui devient infinie d’ordre
a(0<<a <1)aupointz = ¢ de maniére que f(£) =Cy & —£&|7*+ ¢(z),
n’est nulle part sommable (G, 3) pour 6< & — 1. Les moyennes s (z)
oscillent pour 7 —>w entre — x et 40, si 6 < a — 1, et entre des
bornes finies. si § == & — 1. Au contraire, pour ¢ > — 1,

$D(@) > 2 [fle o)+ flz—0))

partout, sauf z =E, s1 ¢(.£) est a variation bornée. Rappelons que les
coefficients a, et b, de (1) sont O(n?-') dans ce cas. Ceci est d’au-
tant plus intéressant que pour une fonction f () a variation bornée
dans (o, 2m) la série (1) est partout sommable (G, 6 > —1), na, ctnb,
étant O(1). Il est & observer que la série (1) d’une fonction a variation
bornée, sauf autour des points £, ou elle est de la forme

J(2)=Clog|r—§|+ o(2),

9(z) étant a variation bornée, est sommable (C, ) pour 6 >—1
partout, sauf les points ¢ (Kogbetliantz [m]).

Signalons cncore le cas ou f(2) vérifie partout dans (0,27) les.
conditions de Lipschitz d’ordre « <1 et dont la série (1) est par consé-
quent uniformément convergente dans (o0, 2m). Nous dirons que f(z)
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est de classe L(a) ou I(«), si on a f(z—+h)—f(z)=0(h*)
et o(h*) respectivement pour o<z <am, o <<a<r. Si f(z) est de
classe L(e) ou I(a), @, et b, sont O(n~*) ou o(n—*) respectivement
etla série (1) estuniformément sommable (G, § > — ) ou (G, 0 =—a)
respectivement dans (o0,27) avec la somme f(x). Ce résultat, da a
Zygmund |d], a été généralisé par Hardy-Littlewood [£] ainsi.
Soit f(z) de classe L(«, p) ou I(a, p) suivant que I'on a pour’ - o

gfﬂlft z+h)—f(2) |’ dz §p= O (A%) ou o(h%).

La série (1) est uniformément sommable (C, é >— a), o << a<1,

si f(z) est de classe L(e, p) avec p> i et méme (G, 6 =— &),
si f(z) est de classe I(«, p) avec p > i Le fait que f(z) est de
classe L(a, i) ou l(oc, i) n’assure point la sommabilité (GC) de (1),

mais dans ce cas la condition ® (k) = o(A) suffit pour assurer (C, 9)
avec 0 > — a (classe L) ou avec 0 = — a (classe Z).

3. Les résultats exposés au paragraphe précédent appliqués a des
cas particuliers donnent souvenl des corollaires interessants. C’est
ainsi que la série de Parseval

() F@)=1 [ stz +nyd

[

aya .
~ —9‘)—0 +2 {anan+ b.Br)cosnz + (a,Br—axby)sinnz {,
1

étudiée au point de vue de sa sommabilité (C) par Young [a, ¢, f],
est la série de Fourier de F(z) donc toute hypothése faite sur f(z)
et g () permet de conclure al'allure de ses moyennes F'¥ (). Ainsi,
par exemple, (3) est uniformément sommable (G, — ), si f(z) est
sommable (L) et g (z) est de classe I(a).

Plusieurs résultats démontrés pour la série (1) subsistent aussi
pour la série conjuguée

(4) E (apsmmnx —bpcosnz) (an-q— b, = E/ f(g)emtdt)
—T
1
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dont la somme généralisée s’exprime par 'intégrale

™
() hmy(e)= L jim !
E=0

2T e=0Jg 2%,/

ﬁ[f(l‘-—t)——f(.v+ t)]cot;fdt.

La sommabilité (G, 2) presque partout dans (0,27) de la série (4)
d’une fonction f (2 ) sommable (£) a été établie en 1917 par Priwa-
loff [c]. Plessner [a] a prouvé (C, 1) et Hardy ct Litlewood ont
démontré cn 1923 que (4) est sommable (C, &) avec la somme (5)
presque partout, pourva que l'on ait d > o [e] (voir aussi Zyg-
mund [a]). On a cn général la condition nécessaire et suffisante de
sommabilité (C) de la série (4) avec la somme A sous la forme sui-
vante : (G, r) ——lin;x(c-:) =A. Si f(z) est de classe L(a) ou l(a) la

somme f(z)de (4) estaussi de méme classe ( Priwaloff [a]), done (4)
est uniformément sommable (C, d) avecd >— a(classe L) oud =— a
(classe 7).

La série (1) d’une fonction a variation bornée, dérivée terme &
terme une fois, est sommable (C, d) pour tout 6 > o presque partout
dans (0,27) et ses sommes partielles sont presque partout o(logn),
(Young | &, i], Plessner [b]). Gronwall a étudié la sommabilité (C)
de (1) dérivée terme a terme £ fois et il a établi [e] qu’elle est som-
mable (G, £ —+-1) avec une somme égale & la £'*™ dérivée généralisée
de f(x). Pour k=1,2 Priwaloff a remplacé [6](C, k—+1) par
(G, 6> k). Zygmund a fait voir que ce résultat subsiste pour tout
k =E(k) et que I'on peut remplacer les moyennes d’ordre & >> & par
celles d’ordre 6 = k. si 'on emploie le procédé (R, logn, k) (Zyg-
mund [ b, ¢ ]). Pour £ =1 la condition de Priwaloff

Y0 = L f(@+0)—f(x—D)]—s=0(1)

a é1é élargie par Izumi [46] en ¢, (A) =o(1) avec ¥* (h) =O0(1).

Les moyennes logarithmiques ont été introduites dans la théorie
des séries de Fourier pour la premiére fois par Lucacz (1920 [b])
qui a donnérlexpression du saut Dy(£) de f(z) au point z =¢fa
Paide de la limite généralisée — (R, logn, 1) de la suite

n(b,cosnt—a, simnt)=(a,cosnt+b,sinnkt) :

Do(§) =f(E+0)—f(§—0) = = hm W;—Zg(bﬁ coskE — ay sin kE).
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Cetle question a été résolue par Fejér en 1914 [ k] pour les fonctions
a variation bornée ainsi :

:Do(’é) =(C, 1)— li_r.n [(ancoont + b, sinnE)].
Szidon a fait voir [83] qu’on a en général
;Do(i) =(C,2)— lim [(@ cosnk — b, sinnk)].

On doit a Zygmund | ¢ ] le résultat général que voici :
Soit Dx(z) le saut de la A™™° dérivée généralisée de f(z) au
point z ="%. On a pour § > A 1

D4 (8) = (C, 3) — lim [(a, cosng — by sinn®)d+1] (3> k+1),
v n==
ainsi que pour 0 =& 41

:._ Di(8) = (R. logn, 8)— lim[(a, cosnt — b, sinnf)A+0] (8= k-+1).-
v n—wx .
- Le phénoméne de Gibbs qui n’a lieu que pour ¢ < 8, < 0,5 existe
aussi pour d <o et la longueur /= {(d) du segment carcatéristique
de Gibbs est une fonction décroissante de ¢ :

|

F(zo— 0)— — 1 _sin8*
)3y = W (£0=0) nf(x o)l [/0‘ (I_u),,sml#tdx_

ou B*={"(9) est la valeur de 8 qui rend maximum l'intégrale consi-
dérée comme fonction de 3. Le phénoméne de Gibbs n’a lieu que
si {(6) > 0. On établit que _ llm (6—]— ). U(0) = |D0(xo)| Ainsi
le segment de Gibbs diminue de © a zéro quand ¢ augmente de —1
a8=20,=0,43955... (Gronwall [ f], Cramer [18], Carlslaw [11]).

Les théorémes classiques de Gantor et de du Bois-Reymond sur
Punicité des séries trigonométriques se laissent généraliser aux séries

divergentes mais sommables (C,  <1). On a les résultats (Kogbel-
liantz [ r]) suivants : si la série

[ SRR ]

(6) Ag— %) COSZ —— 3| SINZ ~+...+ 2,C08RZ = 3, sinnx +...

est sommable (C, 6 <<1) avec la somme f(z) partout dans (o,27)
sauf sur un ensemble réductible & de points ¢, ou elle oscille sans
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étre sommable (C, & <C1) ou bien n’a pas pour somme f(2) ou enfin
diverge essentiellement avec s,(£) = o(n). elle est la série de Fourier
de sa somme pourvu que f(x) soit sommable (L) dans (o,27), tous
ses coefficients étant nuls si f( ) s’annule identiquement dans (o, 27),
sauf I'ensemble &. L’existence des séries (6) divergentes et som-
mables (C, 6 > o) avec la somme zéro pour x %% avec a,= cosnf
et B,=sinn%, 0<E<om, explique la nécessité de 'hypothése que (6)
oscille aux points z =¢ del’ensemble & ou bien que, si elle y diverge
essenticllement, s5,(£) =o(n). Ces résultats généralisent ceux de

Riesz | '] qui suppose (6) sommable (G, d <C1) partout dans (o,2)
sans exception.

4. La divergence partout sur la sphére S de la série de Laplace
(1) FO )~ ﬁ;(znﬂ)fsfmz #) Pfl (cosy) do

de F(9, cp), si en un seul point M, la fonction F (0, ¢) devient infinie
d’ordre s> 5? @ été signalée déja en 1874 par Darboux [19]. La fonc-

tion F(0, ¢) est sommable (L), donc s < 2 etl’on voit que la conver~
gence de (7) en un point M de S n’est pas un phénoméne local. Par
contre sa sommabilité (C, d) ne dépend, pour 621, que de l'allure
de F(6,¢) au voisinage immédiat de M. L. Fejér I'a établi en 19o8

[d, f] pour é = 2 comme corollaire du fait que les moyennes s}’(y)
de la série-noyau de (7)

(8) O~1+3P,(cosy)+...+(2n+1)P,(cosy)+... (o< y<m)

ne sont jamais négatives dans (o, ) et de plus hm s (y)=o

pour y 7 o. On en conclut que les moyennes F;> de (7) d’une fonc-
tion bornée, m<F(6,9)<M, sur la sphére sont comprises quel que
soit le point (0, ¢) entre ]es bornes de la fonction développée :
m<F 26, 9)SM. La série de Legendre est un cas particulier de (7)
et en 1910 Haar [b] a démontré sa sommabilité (C, 1) partout a I'in-
térieur de I'intervalle (— 1, + 1). En étudiant de plus prés la série (8), '
Chapman a établi [¢, d] en 1912 sa sommabilité avec la somme zéro

( , 6>5) pour o<ly<7c et (C,0>1) pour y =, ce qui lui a

permis de démontrer (C, ) de (7) pour 8> 1. L’année suivante
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Gronwall [6] a prouvé la sommabilité (C, 1) de (7) en s’appuyant
sur le fait que les constantes de Lebesgue p'» d’ordre 3 de la série de

Laplace sont bornées pour 6 > ;, tandis quelles tendent vers l'infini

[
-—9

- \ 1 1
avec n comme logn pour ¢ — , €t comme n* pour ¢ < e D’aprés
Haar [a] cette circonstance assure I'existence des fonctions continues
Y 2.0 1
partout sur S a série (7) non sommable <C, a< ;‘)' Un tel exemple

a été construit effectivement par Gronwall [d]. 1l restait a étudier
influence des infinitudes de F(6, ¢) sur la sommabilité (C, ) de sa

série (7) pour 1> 6 > g dans le cas général et pour 1) 20>— -; dans

le cas ou F(6, ¢) est a variation bornée partout sur S sauf les voisi-
nages des points, ou elle devient infinie. La série (7) d’'une fonction
a variation bornée partout sur S est uniformément sommable (C, 9)

pour tout & > — ;i (Kogbetliantz [m]) et il serait trés intéressant de
constater I'existence des fonctlions a variation bornée partout sur S et

At - ’ N 1 . N
dont la série () n'est pas sommable (C, d=— —2>, ce qui parait

probable. Gronwall a démontré [¢| que la sommabilité (C, o> %)

de (7) ne dépend que de l'allure de F(6, ¢) au point M(6, ¢), oul'on
considére la série (7), et & son antipode W(rn — 8, ¢ + m). Mais il
n'a pas précisé la loi de I'influence de antipode, ce qui a été fait par
Kogbetliantz [ g, {]: le fait que F (8, ¢) devient infinie d’ordres a
Uantipode ne détruit que la sommabilité (G, 6<s —1) de tout
ordre 3 non supérieur & s — 1. Les moyennes F?2' de (7) oscillent
entre — o et + o pour 6 <<s—1 et entre des bornes finies pour
6 =s —1. On voil que cette loi est la méme pour (7) que pour la
série de Fourier (1). Ceci s’explique par le fait que les séries (1) et(7)

ne sont que deux cas particuliers pourd—o etA = é de la série ultra-
sphérique suivante :

. F(V, 9)Py (cos7) do’
(9) F (o, ?)N)L (n+ 1) n —?
n; u/;f[sinze’.sinz(?—?')]‘l_)\

dont la série-noyau

(10) O ~ % (14 1) PP (cosy) oot (1 + X) PR (cosy) +... {0 <y<am)
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se réduitaux séries (2) et (8), sih>oeth= i - Les polynomes P{¥{cosy)
définis par

(t:zxz+ 32)— =Z zn P (z)
0

généralisent les polynomes de Legendre (l = l) et les fonctions tri-
2

gonométriques (A — o). La sommabilité (C. ) de la série (g) en un
point M de S n’est qu'un phénoméne local pour 6> 22 et elle dépend
en outre pour 0 << 2} de l'allure de F(6, ¢) au voisinage de Ianti-
pode W. On a les résultats suivants (Kogbetliantz [0]) :

La série (g) est sommable (G, 27) partout ou existe la valeur
moyenne A de F(6, ¢) et a pour somme A. De plus pour 6 =22 +1
les moyennes de (g9), F**", sont comprises, si F(8, ¢) est bornée,
m<F(6, 9) <M, entre les bornes de F(9, 9) : m<FP+I<M, car les
moyennes s'(y) de la série-noyau (10) ne sont jamais négatives

pour d2>2A+1. Si le produit (cosé)és—| |F(8, )| est intégrable

autour de’antipode W, la série (9) est sommable (C, §), on d <<d<< 21,
ce qui se réalise en particulier pour d > s—1, ou s est 'ordre d’infi-
nitude de F (9, ¢) a I'antipode W. Il existe des fonctions continues
partout sur S et dont les séries (9 ) ne sont pas sommables (G, d<2).
Néanmoins la série (9) d’une telle fonction est uniformément som-
mable (C, d) sur toute la sphére S quel que soit 3 > 2. Pourd =12 les
conditions de sommabilité (C, 1) sont les mémes que celles de con-
vergence des séries trigonométriques de Fourier, mais pour d <2
apparait 'influence des infinitudes autres que celle a I'antipode et le
phénoméne de sommabilité (C, 8) cesse d’étre local (62> 22) ou semi-
local (influence de I’antipode seul pour 21 <6 < 2)).

C’est ce fait fondamental qui explique le phénoméne de Darboux
en le précisant. Soient s) et s} les ordres d’infinitude de F(6, ¢) aux
différents points M, et M} de S, dont ceux M}, se trouvent sur lc méme
grand cercle Gy que le point M(6, ¢), ou I'on étudie la sommabilité
de (9), tandis que M} sont en dehors de Cy. Si s’ et s” désignent les
plus grands parmi les nombres s} et 5}, on a s'<<2A 41 ets"<(2,
car autrement les intégrales qui représentent les termes de la série (9)
n'existent pas. Soit 4, le plus grand des deux nombres s'— 2 —1
et s"4+2%—2. On a d,<<X et les moycnnes F'* de (g) oscillent
entre — et + o pour & << J, et entre des bornes finies pour d = J,
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n->o (Kogbetliantz [0]). La série (9) est sommable (C, §<1)

pour d > 9, si l'ordre s d'infinitude & P'antipode W est inférieur
4 d+1, s<<d+1, F(6, ¢) étant & variation bornée sur S sauf les

voisinages des points M;. Pour la série de Laplace (l = é) on a
ainsi la condition nécessaire de sommabilité (C, 3) : 8 > &, ou 3, est
le plus grand parmiles nombres s, — % Ceci explique le fait remarqué
par Darboux : siF(8, ¢) estinfinie d’ordre s,= 3; en un seul point M,

de S, on a §, = o et la série de Laplace diverge partout sur S, étant
sommable (C, d) partout, sauf 'antipode W, de M,, pour é >o0. A

Pantipode elle n’est sommable (C, ¢) que pour 6 > % car §o — 1 = ,;

On voit ainsi que la sommabilité (C, 8) dela série de Laplace dépend

de l'allure de F (9, 9) sur toute la sphére pour ¢ < é et dela maniére

dont F(6, ¢) se comporte a l'antipode pour-;-§6<| (Kogbet-
1

liantz, [m]). Si le produit <cos Y) 2\F(@, ¢)| est intégrable sur la

2
sphére S, la série de Laplace est sommable (C, 6>§) avec la

somme A non seulement aux points, ou existe la valeur moyenne
limF(y)= A prise sur le cercle de centre (9, ¢) et de rayon sphé-
Y=0

rique y, mais aussila ot l'on a (G, 1) —lim| F(y| — A|=o0, cest-
Y=0
a-dire '

€
lim}-f {F(y)—Aldy=o.
e=o0c J,

Ce résultat, da a Fejér [1], est analogue au théoréme de Hardy [o]
relatif & la sommabilité (C, 6> o) de la série irigonométrique de
Fourier si ®*(A) =o(A). Il est hors de doute que tous les résul-
tats obtenus dans la théorie de sommabilité (C, ) des séries trigo-
nométriques seront retrouvés mutatis mutandis dans celle des séries
sphériques et ultrasphériques.
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