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LES 

MÉTHODES DE SOLUTION APPROCHÉE 

DES 

PROBLÈMES DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 

Procédés do l'algorithme variationnel (Méthode de W. RITZ), des 
différences finies, etc., justifiés par l'appréciation de l'erreur 
commise à la/>iième approximation. (^Problèmes à une dimension.) 

Par M. Nicolas KRYLOFF, 
Ingénieur des Mines, Membre des Académies des Sciences d'Ukraine et de PU. R. S. S. 

INTRODUCTION. 

Dans la méthode dite fondamentale, de la Physique mathématique, 

créée par les travaux classiques de S lu rm, J . Liouville, H. Schwarz, 

E. Picard, H. Poincaré , YV . Steklov, S. Zaremba, I. F redholm et 

aussi d 'autres géomètres contempora ins , le développement dé l ' inté

grale de l 'équation différentielle non homogène procède suivant les 

fonctions « singulières » cor respondant au problème envisagé. Or , 

ces dernières n 'é tant pas en général connues numér iquement , il en 

résulte, pour le problème de l ' intégrat ion approchée des équat ions 

différentielles, des difficultés assez notables sans parler des difficultés 

inhérentes à la résolution numér ique des équations intégrales. Voici 

à ce propos les mémorables paroles de H. Poincaré [1]^ : 

« Les problèmes de Physique mathémat ique se ramènent presque 

tous à un type commun, x « C'est le mérite de Fredholm d'avoir 

trouvé une méthode générale et r igoureuse qui leur est applicable à 

tous. » <( La solution se présente ainsi comme le quot ient de deux 

expressions analogues à des déterminants . » « Ces déterminants se 

présentent eux-mêmes sous la forme de séries. » « Bien que les séries 

soient ext rêmement convergentes, bien que la loi de formation des 

termes soit élégante et simple, il en résulte pour le calcul numér ique 
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des difficultés insurmontables. » « Ainsi la méthode de Fredholm, 
excellente pour démontrer rigoureusement la possibilité du pro
blème »... « n'a pas été employée pour le calcul numérique, et ne 
paraît pas devoir l'être sous la forme actuelle. » 

11 était donc tout naturel d'essayer de baser la solution approchée 
des problèmes de la Physique mathématique sur la considération de 
séries terminées (combinaisons linéaires terminées), construites 
d'après un procédé assurant leur comergence vers l'intégrale cher
chée et présentant un avantage quelconque au point de vue du calcul 
effectif (procédant par exemple suivant les fonctions « aisément » 
calculables). 

En 1908, l'illustre physicien suisse \ \ . Ritz [1] a proposé une 
méthode d'intégration approchée qiui porte aujourd'hui son nom, et 
qui, ayant quelques points de contact avec le procédé du calcul uti
lisé antérieurement par Lord Rayleigh [3], est basée essentiellement 
sur l'emploi de l'algorithme variationnel, de sorte que l'équation 
donnée se trouve considérée comme l'équation d'Euler provenant 
d'un certain problème du Calcul de Variations. 

L'intégrale à varier I (y) dans la méthode de Rayleigh-Ritz, remar
quons ceci en passant, peut être formée quelquefois directement 
d'après les données du problème, comme il est bien connu dans la 
Mécanique appliquée. On pose ensuite le problème de minimum à 
propos de cette intégrale, et Ton démontre que les fonctions formant 
une suite minimante tendent vers une certaine fonction limite, con
tinue (la convergence a lieu uniformément), dérivable et vérifiant le 
système différentiel correspondant au problème envisagé. 

Les combinaisons linéaires de la forme 
ni 

donnent les approximations de la solution cherchée et pour uv/(#) 
dans les recherches de Ritz et de ses successeurs, on a pris un sys
tème « complet » (1) de fonctions aisément calculables, vérifiant les 
conditions ou frontières du problème (2) . 

Les coefficients inconnus a'/U) se déterminent parles régies usuelles 

(') Pour la notion du système « complet », voir par exemple [9]. 
(2) A l'aide d'un petil artifice de calcul on peut se débarrasser des conditions 

frontières imposées à <\>t(x). 



SOLUTION APPROCHÉE DES PROBLEMES DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 3 

du Calcul Différentiel, d'après la condition de rendre stationnaire 
l'intégrale 

[ 2^^)-

Ainsi, pour les équations différentielles linéaires, on aboutit à un 
système d'équations linéaires toujours résolubles (par rapport aux 
coefficients cherchés), dans les cas particuliers considérés par 
\ \ . Ritz lui-même. La possibilité du passage à la limite (pour m^oo) 
dans les cas susdits, peut être établi à présent en peu de mots à la 
lumière des méthodes directes [2], de la théorie moderne du Calcul 
des Variations et même parla simple application du célèbre théorème. 
d'Arzélà, de sorte que la démonstration de la convergence du pro
cédé devient pour ainsi dire immédiate; or, le vrai mérite du célèbre 
auteur consiste, ce nous semble, dans la découverte du procède de 
calcul numérique, qui présente les avantages incontestables au point 
de vue du calcul effectif de la solution, d'après l'avis unanime des 
nombreux savants qui l'ont appliqué ces derniers temps aux diverses 
questions de la Physique mathématique, de la Science d'Ingénieur et 
de la Mécanique Céleste [ 15]. 

Pour estimer la méthode de Ritz à sa juste valeur, il n'y a qu'à se 
rappeler les paroles de H. Poincaré [1]^ : « La méthode de W . Ritz 
se prête mieux au calcul numérique. » « C'est une méthode d'Ingé
nieur »... « Les mêmes procédés de démonstrations seraient-ils appli
cables à tous les problèmes analogues, par exemple aux problèmes de 
Fourier? Ritz le croyait, je le crois aussi, mais le temps lui a manqué 
pour le vérifier. » 

Cette opinion émise par l'un des plus grands géomètres contempo
rains, prouve suffisamment toute l'importance du procédé de Ritz et 
met en relief certains problèmes à investiguer qui en découlent. Les 
recherches s'y rapportant étaient d'autant plus nécessaires, ce nous 
semble, que dans certains travaux parus ces derniers temps et visant 
surtout les buts pratiques, le procédé de l'algorithme variationnel a 
été appliqué directement au calcul sans étude théorique préalable 
aux cas importants, où la forme.quadratique sous le signe de l'inté
grale à varier n'est pas définie positive, c'est-à-dire où ne se trouve 
pas réalisée la condition qui était essentielle dans les raisonnements 
de Ritz. 
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Les problèmes qui en surgirent méritaient donc une attention toute 
particulière, d'autant plus qu'ils ont été liés à la question du calcul 
efïectif des valeurs « singulières » du paramètre (ainsi que des fonc
tions <( singulières ») en Physique mathématique et que les paroles 
de H. Poincaré contenaient déjà une allusion à ce sujet. 

Ces derniers problèmes exigent des méthodes de démonstration 
bien différentes de celles qui ont été utilisées par W . Ritz lui-même. 
Dans quelques travaux [6]. r, [6] t , , [7] , [8] s'y rapportant N. Kryloff 
et J. Tamarkin, en se basant sur les recherches récentes de Helge von 
Koch (concernant la théorie des déterminants infinis absolument 
convergents), ont élaboré la démonstration de la convergence de 
l'algorithme variationnel par une méthode ( ' ) qui aurait pu être 
dénommée « la méthode des déterminants infinis ». 

Le problème de lu convergence de l'algorithme variationnel a été 
traité aussi dans des cas très généraux, à la lumière des autres 
méthodes par M. Plancherel (formes quadratiques à une infinité de 
variables) [28], L. Lichtenstein (l'équation de « fermeture » [12], 
L. Tonelli (méthodes directes du Calcul des Variations) [2]„. 

Dans les travaux récents de N. Krylofi [(3], le problème de la solu
tion approchée des équations de la Physique mathématique a été 
traité à l'aide des considérations brièvement résumées dans la suite. 

Quelques remarques s'imposent dès le début, quand on se pose le 
problème de l'intégration approchée : il ne faut pas perdre de vue 
qu'il existe la-dessus deux manières de concevoir les choses, dont le 
désaccord se fait notablement sentir si l'on passe aux applications, 
c'est-à-dire dans le domaine propre du calcul numérique approché. 

Pour le mathématicien pur, les théorèmes d'existence incontesta
blement ont une importance toute particulière. Il n'en est peut-être 
pas de même pour le physicien, pour l'ingénieur, pour lesquels les 
problèmes de l'existence souvent même, ne se posent pas, car l'exis
tence de l'intégrale pour eux quelquefois est assurée suffisamment 
d'après les considérations d'ordre physique. 

Il est donc légitime de poser le problème de la solution approchée 
comme il suit : Vexistence de Vintégrale unique du système diffé
rentiel est assurée, et Von demande à la calculer avec une erreur 

(1) Cette méthode ne se prête pas pourtant aisément, ce semble, à l'estimation de 
l'erreur commise à la miéme approximation. 
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donnée d'avance en cherchant Vexpression majorée de cette 
erreur sous la forme utilisable pratiquement. 

Ce point de vue à la rigueur peut contenter même le mathémati
cien pur, car souvent il suffit de légers changements dans les démons
trations pour convertir en démonstrations de l'existence de la solu
tion certains raisonnements élaborés pour l'appréciation de l'erreur. 

Or, pour le praticien, la manière susdite de poser le problème de 
l'intégration approchée présente de réels avantages, car pour les 
applications, souvent il importe peu de savoir que le procédé 
est convergent, ou même que l'ordre de l'approximation est 
« bon », car pratiquement la « bonne » approximation dépend 
essentiellement des coefficients numériques intervenant dans 
l'expression majorée de l'erreur, et ces coefficients injluent sensi
blement pour les petites valeurs de m qui intéressent surtout le 
praticien. En effet, en tranchant la question de toute première 
importance : « quelle valeur de m il faut prendre afin que l'erreur 
soit plus petite qu'un nombre donné d'avance », on ne doit jamais 
oublier que les grandes valeurs de m pratiquement sont inutilisables 
pour le calcul effectif. Ainsi le nombre m des équations à résoudre 
(pour obtenir les expressions approchées des coefficients de Fourier 
de la solution cherchée), ne doit pas être grand (dans les calculs 
on utilise ordinairement m = 2 ,3 , /\, 5, 6) pour que le calcul effectif 
soit pratiquement réalisable. 

En supposant le nombre m relativement petit (par exemple m<6) , 
on doit donc chercher à appliquer une méthode de solution appro
chée telle que la valeur de l'erreur majorée à la même approximation 
soit admissible et conforme avec les données du problème. A cet effet 
doivent être largement utilisées les particularités de la question, car 
l'expression générale pour la majoration de l'erreur étant valable 
dans les cas généraux, est par cela même souvent trop majorée pour 
être pratiquement utilisable dans le cas particulier considéré. 

C'est dans cet ordre d'idées qu'a été rédigé le fascicule présent du 
« Mémorial » dont le but était de contribuer à l'élaboration (sur 
les exemples simples, faciles à généraliser), à côté de la méthode 
dite fondamentale dans la. Physique mathématique, d'autres 
méthodes permettant de juger quelle approximation on doit 
prendre afin que l'erreur commise à cette approximation soit 
plus petite qu'un nombre donné d'avance. 
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Dans ce genre de questions il faut distinguer nettement Terreur 
réelle provenant du procédé employé de calcul numérique, laquelle 
théoriquement reste toujours inconnue et l'erreur majorée qui donne 
quelquefois une idée assez nette de l'erreur réelle, comme on peut le 
constater par exemple sur certaines expressions asymptotiques de 
l'erreur détaillées dans la suite. Il va sans dire que certaines majora
tions obtenues dans ce fascicule ne présentent qu'un premier pas 
dans la direction à suivre afin d'élaborer les majorations pratique
ment utilisables; or il se trouve déjà toute une série de majora
tions (comme par exemple celles qui se rapportent à l'évaluation des 
valeurs singulières du paramètre) qui peuvent servir au calcul 
telles quelles au moins dans bien des cas rencontrés dans la pra
tique. 

Quoique dans le domaine du calcul effectif le dernier mot doive 
appartenir aux praticiens ayant à soumettre à l'épreuve les différentes 
méthodes détaillées dans la suite, néanmoins on peut dire, ce me 
semble, qu'une œuvre utile aux praticiens serait à faire si à l'aide 
des méthodes plus loin explicitées on cherche à établir les expres
sions les moins majorées possibles de l'erreur pour les différents 
types d'équations, les plus importants dans les Sciences d'applica
tions ( • ). 

Faute de place n'ont pas été exposés dans ce fascicule bien d'autres 
méthodes (comme par exemple la méthode des moindres carrés et ses 
différentes généralisations, la méthode de l'analyse harmonique géné
ralisé, etc.) étudiées et érigées en méthodes autonomes de la Physique 
Mathématique, par exemple dans les travaux de l'auteur de ce fasci
cule (voir [29]). Par les mêmes raisons dans ce fascicule n'ont pas 
été résumés les travaux relatifs aux problèmes de deux dimen-
sions [29],,.. 

(1) En terminant cette Introduction, je tiens à exprimer mes remerciements à 
mon élève M. N. BogolioubofT, pour son précieux concours dans les longs et parfois 
assez pénibles calculs servant à l'élaboration de certaines formules de majoration. 

Nota. — Dans ce fascicule n'a pu trouvai* place le résumé des recherches de ces 
derniers mois relatives aux sujets considérés (voir par exemple [29] et les travaux 
de F. H. Van den Dungen (fascicule IV du Mémorial des Sciences physiques), 
de R. Courant, M. Picone, J. Tamarkin et d'autres géomètres contemporains. C'est 
pour cette même raison que les indications bibliographiques, placées à la lin du 
fascicule sont loin d'être complètes. 
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GIIAPITHE L 

1. La méthode de W. Ritz pour l'intégration approchée des équa
tions différentielles. — Dans son Mémoire fondamental [1]«, W.Ri lz 
traite entre autres les équations différentielles aux dérivées ordinaires 
provenant de l'annulation de la première variation de l'intégrale, 
sous le signe de laquelle se trouve une forme quadratique [en y(x) 
et sa première dérivée] définie et positive, donnée à l'avance. Par un 
raisonnement profond, qui se prête à différentes généralisations, 
W . Ritz démontre que les fonctions satisfaisant aux conditions fron
tières imposées au problème et formant une suite « minimante », 
convergent vers une fonction continue et dérivable, qui vérifie en 
effet une certaine équation différentielle, dont les coefficients 
dépendent, bien entendu, de la forme quadratique placée sous le signe 
de l'intégrale à varier. 

A côté de ce problème, conformément à ce qui a été dit dans l'Intro-
duction, une importance tmite particulière appartient aussi au pro
blème de l'intégration de l'équation différentielle donnée à l'avance, 
laquelle en bien des cas peut être considérée comme l'équation, dite 
d'Euler, provenant de l'annulation de la première variation dans un 
certain problème du Calcul des Variations. Cette manière d'envisager 
la question est d'autant plus légitime, que les recherches modernes [2] 
dans ce domaine ont montré la liaison étroite entre la question con
cernant l'existence de l'extremum absolu dans un problème de Varia
tions et l'intégration de l'équation d'Euler correspondante. 

En se bornant ici, comme d'ailleurs partout dans la suite, aux cas 
simples faciles à généraliser, considérons du premier abord le sys
tème différentiel 

(I) S £[p<*>%] + vi*)y=f<*h 
( r(°) =V( ' ) = °> P(x)ZPi>°i q(*)^o 

et esquissons en peu de mots, sauf à de légers changements près, la 
démonstration de la convergence du procédé de W . Ritz, telle que 
son célèbre auteur l'a conçue. Au moyen de l'intégration par parties 
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on s'assure, vu les conditions frontières, que l'intégrale à rendre 

minimum dans le cas actuel est 

{••>-) i[y] = ( \p/*-qy*+ *fy\do: 

D'après l'idée déjà appliquée au calcul encore par Lord Rayleigh [3], 

on cherche les fonctions de la suite minimante parmi les combinai

sons linéaires 

y» -2_jaî'nAii(J^ • (ni = i, -2, 3, n. . . . . oc i. 

où ^i(x) sont les fonctions aisément calculables, vérifiant les condi

tions frontières de (î) et en outre formant un système orthogonal, 

normal et fermé, c'est-à-dire tel que l'on ait 

/ % i ( . / * )%< r ) cLr — 
o, -si m = //, 

/ i, si m — n 

et 

' F-i \r) dx — N Ajf, A / = / Fi j m ) ' l i \ x i dx. 

pour toute fonction F(x) de carré intégrable (dans le cas considéré 

on peut prendre par exemple *\>,-(x) = \/2 sminx). Les coefficients a"1' 

se déterminent pour chaque valeur de m par la condition de rendre 

l'intégrale (2) « stationnaire », c'est-à-dire par un système d'équa

tions linéaires par rapport aux à/"' 

t'*) 1-rW, = ( [Py'nt 'Vn — qVn, % "+" / % ] d.t 

n<m, \,„= \\yn 

Je déterminant du système (3) est différent de zéro comme discri

minant d'une forme quadratique définie et positive d'après les sup

positions faites; donc le système est résoluble et la solution est 

unique. 

De (3) on tire 

( 4 ) / [py'm rim — qy», rim -r-frini \ dx -= <>, 
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OÙ 
m 

•w=2A'/":,'M-*)> 
1 = 1 

les coefficients A'"1' étant a rb i t ra i res ; en posant nni+n = y/n+n —-y/M, 

on aura donc 

( ^ ) I i P ( }'m "+" V//1+// ) run+tt — q ( y m -+" 'fim+« ) "ri//i+/i -+-f'rim-h?i ] dx = O ; 

par conséquent 

1.6) •'•flJin-rt—I#!i] = — / i/?L>«i+;i—/#i«]3—y[^#n+#i —r#ii]2 i <**•• 

où l ' indice zéro en dessus signifie que les condit ions de minimum 

sont déjà prises en considérat ion. De ((5) on voit que les I" d iminuent 

avec l 'augmentat ion de l ' indice / , ' donc l 'existence de la borne infé

r ieure de 1 étant supposée démontrée , on conclut de ((3) la possibilité 

de trouver un nombre M assez grand tel que pour m >> M et pour 

toute valeur de n 

(7) | I»H-#i- IS. I<e, 

s étant arbi t ra i rement petit . Or , d 'après l 'inégalité de Bouniakowski-

Schwarz, 

f F{x)i]>(x)dx\ <C F*(x)dx f <l>*-(x)dx 

pour toutes les fonctions F ( # ) , ¢ ( # ) intégrables et de carré inté-

grable, conséquence immédiate d 'une relation évidente 

f [^(./-)+^(.,.)1^0, 
«Ai 

on tire de ( 7 ) , vu le signe dcji(x), q(x) et les condit ions frontières, 

que 

(N) \ym+ti—ym\=-\ / (ym+il — y'm)d.r 
I *A( 

et ceci prouve la convergence uniforme de y (pour m -^00) vers une 
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fonction continue 

U>) V\m ym(x) = y(x). 
m > «o 

L'existence de la borne inférieure de I peut être démontrée par la 
voie indiquée par W . Ritz lui-même en partant de l'intégrale de 
l'équation (i) vérifiant les conditions initiales de Cauchy et toujours 
existante; or il est plus simple au moyen de l'intégration par parties, 
de s'assurer que le problême de minimum en question est identique 
à celui posé pour l'intégrale (1) 

/•• I ^̂  f'Ax) 

* » ( l _ SPK-*') 

dx 
- q(>r)y- i dx. 

où la fonction sous le signe de l ' intégrale est positive (voir aussi 
M. Pîcone [ 4 ] ) . 

Pour prouver que la l imite des suites minimantes précédemment 

formées, c'est-à-dire r ( ^ ) , vérifie l 'équation différentielle donnée , 

W . Ritz propose (-) d ' intégrer par parties la relation ( 4 ) , en choisis

sant les nombres arbi traires A/ de sorte ( 3 ) que 

Iim T I # , I = Y), Jim — l — = ~ , h m —=-^ = . — , 
i±*> m^«> ClJC (IX m^x dx- ¢1,r-

dr. ch. 

En passant alors à la limite sous le signe de l ' intégrale [ t i ré de ( 5 ) 

en intégrant deux fois par par t i es ] , ce qui est permis vu (9 ) et (10) , 

(') Ou si l'on \eut pour l'intégrale 

/[^(vWi.^^J]^. 
{-) loir [ 1 ] i(. p. 56, lignes 3-6. 
(3j Pour lever une objection qui se présente ici [t"(x) ne vérifie pas les condi

tions imposées aux ty.(x)}, il suffit de remarquer qu'on peut évidemment toujours 
trouver une suite rlm(x), vérifiant les conditions frontières de (n, telle que 

*.„,(<>) = *«„,('> = V / ; i(oj =i\'m(i)-= o, 

et que ri'm converge en moyenne vers T;" et ceci permettra de démontrer (n) . 
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on obtient 

un 

O r s 

C^-p^Xjp'fU^X "[J'-^'L/ [ dx = o. 

/ F(x)ri"(x)dx = « 

pour toute fonction vérifiant les condit ions frontières 

T , ( o ) = T , ( l ) = T , ' ( o ) = T , \ l ) = O, 

alors on a 

(i->.) f \ F (./•) — Cx — C, \r{\x)dx = o (C et Ci sont constantes). 

D 'au t re par t , quels que soient C et Ci on a 

J^ ( C r -»- ( 11 ) r," ( x ) dx — o 

et pour toute valeur m et n, on peut trouver C et C f tels que 

/ (mx-ï- /i)[ F (x) — Cx — Ci]t/x = o, 
*- o 

car en égalant à zéro les coefficients m et / i , on obtient un système 

d 'équat ions l inéaires en C et C , , dont le dé terminant 

/ xdx I x'2 dx 

f dx f -r djr 

est différent de zéro en vertu de l 'inégalité de Bouniakowski-Schwarz; 

donc on peut dans (12) p .oser r / ' :=F— -Cx — C , , donc F ( ^ ) = C ^ - f - C | 

et cette généralisation du lemme bien connu (dans le Calcul des 

Variat ions) de Du Bois Reymond permet de conclure de (11) que 

U'M P>'= f vp'dx+l f ! / — ? r | </ . /*"--G-C,.r 

(G et G, sont des constantes): 

la parlie droite de ( i3 ) possède une dérivée, donc y (x) est dérivable; 
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de même on s'assure que y"(x) existe et, en différentiant une seconde 
fois, on voit que y(x) satisfait à l'équation différentielle donnée (i) . 

c. Q. F . n. 

Remarque. — Si les fonctions tyi(x) sont les fonctions « singu
lières » correspondant au problème où le paramètre 7 devant q(x) 
est introduit (c'est-à-dire sont les solutions de l'équation homogène), 
les coefficients des approximations de W . Ritz se déterminent indi
viduellement et l'expression générale de ces coefficients sera iden
tique [5], [6] a à celle qu'on obtient par l'application de la méthode 
fondamentale [9] de la Physique mathématique; d'ici découle entre 
autres que la démonstration séparée de la convergence du procédé 
de Ritz en ce cas-là est superflue. 

2. Quelques remarques sur différentes démonstrations de la con
vergence du procédé de W . Ritz. — Parmi ces démonstrations, ont 
une importance toute particulière celles qui découlent presque 
immédiatement des recherches de J. Hadamard [2]/v- et de 
L. ïonelli [2]„, concernant les méthodes soi-disant directes du 
Calcul des Variations. 

Dans le « problème simple » correspondant au cas actuel 

f F(x:y:y')dx = f \Py*-gy*+*fjr]dx, 

vu la supposition p(x)^>o, on a F"2>> o, on est donc dans le cas 
dit « régulier » du Calcul des Variations; d'autre part la condition de 
« l'unicité » 

est aussi satisfaite, car q(x)<o, d'après l'hypothèse faite. Donc 
l'existence de l'extremum absolu unique, fourni par l'extrémale, est 
assurée. On tire de là la démonstration de la convergence de l'algo
rithme de W . Ritz en vertu du théorème bien connu d'Osgood [2] , 
d'après lequel ( ' ) toute suite minimante — les conditions ci-dessus 
mentionnées étant remplies —, converge uniformément vers la fonc
tion réalisant l'extremum absolu, c'est-à-dire dans le cas considéré 
vers l'intégrale unique de l'équation d'Euler correspondante (i) . 

(l) II est aisé de voir, en eflot, que lim ![./,„] = I [ j ' ] . 
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On pourrait aussi utiliser pour la démonstration de la convergence 
du procédé de Ritz les recherches de G. Fubini [28] (voir N. 
Krvloff[6]*). 

La démonstration de l'existence de la solution du système différen
tiel ( i) , même dans les cas les plus généraux de la Physique mathé
matique (l'existence des valeurs singulières du paramètre, des fonc
tions singulières, etc.), peut être élaborée à l'aide du théorème 
d'Arzélà [10] (sans avoir recours aux procédés généraux du Calcul 
des Variations), ce qui donnera entre autres la démonstration de la 
convergence du procédé de Ritz. 

En se bornant pour le moment au cas déjà considéré du système ( i) , 
on a 

y m (>*•*, 
1 (XI 'J2 =\ f. y'm dx =('*''2~~x") M' 

où M = const., indépendante de m ; il est clair, en effet, que dans le 
procédé de l'algorithme variationnel, les intégrales 

fy^^^fpy^ mm/9, 

sont bornées dans leur ensemble, de sorte que les ym forment une 
suite de fonctions également continues; il est évident en outre que 
ym sont uniformément Jjornées, donc en vertu du théorème susdit 
d'Arzélà, on peut en extraire une suite uniformément convergente 
vers une fonction continue y(x). 

Pour montrer que y(x) est dérivable et représente l'intégrale du 
système différentiel ( i) , il suffit de transformer les conditions (4) de 
minimum sous la forme 

04) / \ dx - K ( . z \ z) — qyni\K(x, z)\ni—f[K(x, *)],„ j dx 

d\ ) C^V,n 1 
= f[ " J"' ' ! K(.r? 0-[K(^, i)],n ! dx: 

où K(.r, e) est la fonction de Green, c'est-à-dire la solution (pour x^e) 
du système différentiel 

'['£] — o; K(o, s) = K(r, s) = o, 

MKMORIAL DES SC. MATH. — N" 4 9 . 
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et dont la première dérivée est discontinue 

d.K dW 
dx dx p{ ç » ' 

. r = E + 0 • *• = £ — 0 

par la notat ion [K.],,, on désigne, comme partout dans la suite, la 

somme de m premiers termes du développement de K('.r, s) en série 

t r igonométr ique. D'après la propriété de la fonction de ( j reen et 

l 'inégalité de Schwarz, on tire de ( i { ) 

( ij) \y,n-^ j [\\\.i\ -)\m^qy,n—f)dx\ 

or, vu les condit ions frontières, on a 

d\K(x, z) \,„ _ I" dh{x, E ) 1 
dx ~ I dx ],„ ' 

donc , en remarquant que l ' intégrale / py,ftdx est bornée quel que 

soit m, on aura [en passant à la limite pour / ^ - > o o d a n s (i;5^ el en 

utilisant de nouveau la propriété de la fonction de Green ] que la 

fonction y(x), limite d 'une suite extraite d 'après le théorème d'Arzélà 

de la suite minimante de Ritz, vérifie en effet Je système différentiel 

donné ( i ) . Vu que la solution du système ( i ) est un ique , on s'assure 

aisément par un léger changement du ra isonnement que la suite 

minimante de Ritz elle-même est uniformément convergente et tend 

pour m -+ oo vers une fonction cont inue, dérivable et satisfaisant à ( i ) . 

Les raisonnements de ce genre basés sur l 'emploi du théorème 

d'Arzélà et la notion de la fonction de Green sont largement utilisés 

dans les travaux de R. Courant [11 ] et aussi de L. Lichtenstein [12], 

qui traitent aussi le cas plus général d 'une équation différentielle 

non linéaire (1) (voir aussi Hammers te in [ 1 3 ] ) . 

Remarque. — A l 'aide de ( i ) il est aisé de former le système 

linéaire à une infinité d ' inconnues auquel satisfont les coefficients de 

Four ier de l ' intégrale de ( i ) . En effet, on a dans le cas p(x) = i, 

( ' ) Voir plus loin, § U. 
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<\>.,t= \ 2 s'mnnx 

dx «n = f y % dx = — -i /" y,ylt dx = — -i f /'% 

I i /•' /•' J 
= -^u , / %^~i ^-^c 

donc le système en question sera 

nïan=b„— V a/ / q'lfb„ dx-+-a„ f q'^dx 

(n = i, •>. . . . , oo), 

6 « = / " / % < ' • ' • 

De là on conclut que la méthode de W . Ritz n'est en somme que 
celle des « réduites » appliquée au système ci-dessus; cela se voit 
immédiatement d'après les conditions de minimum dans la méthode 
de Ritz, moyennant l'intégration par parties. On voit donc d'un coup 
tout le profit qu'on peut tirer [14] des recherches modernes dans le 
domaine des déterminants infinis, permettant de traiter les systèmes 
d'équations linéaires à une infinité d'inconnues par la méthode des 
réduites dans le cas où par exemple le déterminant correspondant est 
« absolument convergent » (voir les travaux de H. von Koch [14]), 
c'est ce qui se vérifie ici aisément d'après les suppositions faites. 

On doit cependant observer que cette méthode des déterminants 
infinis ne se prête pas aisément, ce semble, à l'évaluation plus ou 
moins précise des erreurs commises à la mibmo approximation. 

3. La démonstration de la convergence de l'algorithme varia
tionnel (procédé de Ritz) par des méthodes permettant d'apprécier 
l'erreur commise à la />2i,mu approximation. — Malgré son incontes
table importance la méthode de W. Ritz, tant appliquée ce dernier 
temps aux divers problèmes de la Physique mathématique et de la 
Science d'Ingénieur [ 15], ne donne pas cependant, au moins sous la 
for sue ci-dessus indiquée, le moyen d'apprécier le degré d'exactitude 
obtenu quand on s'arrête à une approximation comptant un nombre 
donné de termes. 

Dans l'élaboration des méthodes d'intégration approchée, il est 
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d'une importance toute particulière d'avoir des méthodes de démons
tration qui permettent non seulement à*établir la convergence du 
procédé, mais qui donnent aussi le moyen d'évaluer sous une 
forme explicite^ nette, précise au plus possible, le module du 
maximum de l'erreur commise en s'arrêtant à la mièmc approxi
mation. 

11 est bon de remarquer à ce propos que, dans le domaine de l'inté
gration approchée, il n'est guère suffisant de constater que le maximum 
susdit tend vers zéro pour limm->oo, quoique ceci prouve déjà la 
convergence du procédé. La connaissance de l'ordre de l'approxima
tion est aussi d'une utilité assez restreinte; ce qui importe surtout 
au point de vue des applications, c'est l'expression explicite de 
l'erreur commise sous la forme la moins majorée possible et les diffi
cultés les plus graves résident dans l'appréciation commode pour les 
applications, de l'erreur susdite pour les petites valeurs de m. On 
peut même dire de plus, que dans la pratique les ingénieurs, pour ne 
pas être encombrés par les calculs peu maniables, n'utilisent ordinai
rement les approximations que pour les petites valeurs de 

m (m = 2 , 3 , 4 j -J? G) 

et alors les appréciations de l'erreur fournies par les différentes 
méthodes d'intégration approchée, ainsi que les particularités de la 
question et le mécanisme même du calcul, permettront de trancher le 
problème du choix de la méthode qui esta préférer pour l'intégration 
approchée de l'équation du type considéré, de sorte que sans trop 
d'exagération, ce semble, on pourrait affirmer qu'au point de vue de 
la pratique, chaque type d'équations à intégrer possède sa méthode la 
plus avantageuse d'intégration approchée qui lui est propre. 

Dans la suite sera exposée toute une série des méthodes élaborées 
en vue de l'appréciation explicite de l'erreur susdite dans les cas 
généraux de la Physique mathématique; en se bornant pour le 
moment au cas q(x)<Zo, seul considéré par Ritz dans ses recherches, 
posons le problème ainsi : l'existence de la solution du système 
est assurée, il faut la calculer avec une erreur ne surpassant pas 
une quantité donnée d'avance. Cette manière de poser la question 
est d'autant plus légitime que de légers changements de détail du 
raisonnement suffisent à donner la démonstration de l'existence de la 
solution; or ceci est inutile pourtant à détailler, vu que par exemple 
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l'application du théorème d'Arzélà (ro/r §2) en donne déjà la preuve 

immédiate. 

Détaillons ici en premier lieu à titre d'exemple l'appréciation de 

l'erreur susdite pour le cas p(x) = i en appliquant la méthode pro

posée par N. Kr\ loff [6]* et dont l'idée revient à faire l'appréciation 

de (y—ym) au moyen de (y — Y//4), où ym et Y;/l sont respecti

vement la m,ùmo approximation fournie par le procédé de Ritz, et la 

somme des m premiers termes du développement de l'intégrale y(x) 

en série de Fourier. L'analyse ci-dessous explicitée s'étend au cas 

général p(x)y^\ (les détails s'y rapportant se trouvent dans une 

monographie, actuellement sous presse, de N. Kryloff [29]*). 

En multipliant (3) respectivement par om(x) et en faisant la somme, 

on obtient 

y m ~+~ q y ut ~^ L q y m \m q j m = \.j j/><? 

d'ici, vu l'équation (i) vérifiée pary(x), on tire 

( 1 6 ) ''"m-'r- q''m=f—\f)m-+- \ </ Ym \m — </ y m 

=f—qy — \f—qy]m-^qrm—[qrm]m, 

où rin =y — ym ; donc on a 

(17) *'m^ q*'m = y'—Vm^JTj^iiK^) f qr„,'bndx. 

En intégrant (i~) après avoir multiplié par K(x, s), on obtient, d'après 

la propriété de la fonction de Green et les conditions frontières, 

<i8) rm(x)-+- I l\(.r, z)q(z)rm(z)dz 
«A 

00 • 1 

= > y(x)—\m(x)\— > —_„ ., / q[x)rm(x)sinnr.xdx; 

donc en multipliant (18) par rm(x)q(x) et en intégrant on aura, vu 

que K(x, e) est définie négative (*) (d'après la terminologie des équa-

(') C'est-à-dire K(x, z) est tel que pour toute fonction ?(]#) inlégrablc et de 

carré intégrable, on a 

/ / K ( jr, s ) 3 ( x ) -f ( s ; dx dz ^ o ; 
«-- 0 «-A) 

on s'en assure d'après l'expression explicite, bien connue, de 

V i si n mi tx sin mm 
K ( x, s ) = — 2 > — - — 
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lions intégrales)^ l'inégalité suivante 

i / ~ r i / r1 ' \ r 
/ qrjndx < max | q |-' 4 / / iy—\„l)

idxi/ f qrfndx 

I r1 

max|tf | / qr'fndx 

(//i -l- i)-:r-

d'où 

v U *"'-
D'autre part 

dx 

m a x | q | 

< 

(Y—\/n)-dx 

f KO, Otf(0''/n(0^ < 

m a x | < / ! 

-••*( ni -^iV-

max | çr |- ^ / / ! /•' 
V IIqr%ch 

car 

donc 

f ' 9 ) \r*n\ = L>'" 

| K(>\ s ) i g . r ( i — . / - ) ^ -

: i . r — V / n i 

\ (m -+- i)-r.- / *~ * v 

ar 
* . i 

-**rj. (J{ 

\m)-dx. 

(x) rm (x ) sin n r. x dx 

H / 2- ,tfl> v /J *-'». <'•'•---——T-i/\j ?'"« 
V „ = ,„ + , V «A» \ 3 u w - i V - ' ^ V K o 

Cette formule (19) donne l'appréciation de l'erreur cherchée en 
comparaison avec l'erreur y — Y,„, dont la majoration est aisée de 
calculer (d'après les formules classiques de la théorie des séries tri-
gonométriques) en remarquant que la limitation de y(x) dû sys
tème (i) en vertu des suppositions faites sera (•) 

m a x y{x)\ 
A f(x)\*dx 

\ >r. min \p(x) | 

(1 ) Cette remarque fut généralisée récemment par M. Tricomi [16] et M. Picoue [17] 
pour certains types d'équations aux dérivées partielles. 

file:///3uw
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ou aussi 

1 / / iy"tdxïma\\q\*i/ J J—rdx | quand p(x) = 1]. 

Parmi les divers moyens d'apprécier \y — Y„, |, indiquons le sui
vant. On a, en ayant égard à (i) , 

J L _ _ t / / - > r f r 

de même 

( ni 

< m a x | ? l t t /V 'A^ 
^i/» + 0 2 V -Ai I?' 

donc, en vertu de la relation évidente 

R?/*(-r) — RJil £) I ='2 1 / / R m ^ r / R'm dx (où Ton pose s = o) , 

on obtient la limitation cherchée 

|B,„ j = Lr— \,lt\< 
0'J 

Si </(#) est soumise aux conditions restrictives complémentaires, 
la limitation susdite change en conséquence. En modifiant alors légè
rement l'analyse on arrive aisément, au lieu de (19), à une autre for
mule asymptotique permettant d'affirmer que, pour m - > x , 

max \y— y„, \ : max \y— \„t \ 

tend vers 1. En effet, on a 

= q(x)Sm(x)-h'i f K'(x, z)q'(z)nmi^z)dz ^- f K(x, z)q"(z)Tkm(j) dz: 

s/ f^dt=vï±&\/ £**>*> 
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H„t(x) = f K(x, z)K/fl{z)d:; 

c'est-à-dire R,„ est l'intégrale du système différentiel 

d- v 

donc 

et par suite 

/ K(x, z)q(z)H„t(z)dz 

-~ = n„t(x) :yio) =y(i) ~ o, 

(ni -+- i )-•;:-' V * » 

( / / > - M ) ^ L 
V •>. | ma\ \q | -+-

2 4 / / q '- dx 

S (j?i^-i)~ 

Vf q"- dx 

V'/"1 
-4 \ \ M —1)7. 

car | K ( # , e) | < *; | K ' ( # , Ê ) | < I . En mettant (18) sous la forme 

[ V/w —Y m \~h j K (>, c)(7 ( - )( Y//i — J*/// V £ 

= — / K(./', £ ) ^ ( 5 ) ( ^ - - V/yi)f/£ 

2 2 si n/*::./• / * , . . . 

on en tire 

donc 

f \q\[^„-Ymydx^f \q\ïjndx, 

< ' . » " — ^ / H ) ' - ^ 7 

OU 

.. , ^ / max | r/ | \ N / /• l 

[ , maxlg l 1 ' 
L ' ( m. -i- i )'- r."- J 

(20) N = \ 2.max ! <? | + 

\ :> max | <y | 

\ 3 F 
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d o n c finalement on arrive à la formule en quest ion 

(0 

\y—y'it = ! y — > m I -+- 0 ( H j-?— \ ^ 

' tHt _i_ i \- — -

V *- o 

{m -f- i ) -» : 

( | 0 | < O , 

où N a la signification ( 2 0 ) . Quand q(x) n 'est pas dérivable, on peut 

ob ten i r néanmoins la formule asymptot ique ( ' ) que voici : 

q -1"/nwin-ij's'J^.iA'^'+O'»' : — + 7W1A 

Vi Lr — YmYdx, 

où /i est un nombre arbitraire qui doit être choisi en fonction de m 

de manière que 

4 L /* /̂/* -r- 1 .>-TU3 J /\h2(m -^ \)--1 

tende vers zéro pour m—y 00 

| 0 ! < i , K = max | q \ \ \ ~. -+- \ * /, 

/ [ </ (x -v- h s) — q(x-{-/i's) ]2 r/.s ̂  [ Wl ( A) ]% 
Vil 

/ [q{x -^- ih) — 2 q (x -4- /«) -h q (•/')j2 dk* = [ w2(7i) ]-

(o< /? , , hs</i); 

on voit d 'un coup que ( L ) se dégénère en ( I ) quand q(x) est dér i 

vable. 

Les formules ci-dessus obtenues et leurs généralisations immé

diates [2f)]/ t, ainsi que les formules du même genre, qu'il est aisé 

encore d'établir , donnent réponse à la question non dénuée d ' intérêt : 

quelle approximation m doit-on prendre dans l'application du 

( ') élaborée par mon élève N. IîogolioubofT. 
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procédé de Ritz au système (i) afin que l'erreur commise soit 
plus petite qiCun nombre assigné d'avance et compatible avec 
la nature du problème posé. Dans l'élaboration des formules 

analogues, toute l'attention doit être dirigée de manière à obtenir 

l'expression de l'erreur sous la forme la moins majorée possible 

par rapport aux coefficients numériques qui y interviennent, de 

sorte que le désaccord entre Verreur calculée par les formules 

élaborées et Verreur réelle, c'est-à-dire non majorée, soit mini

mum. On reviendra sur cette question plus loin en traitant les pro

blèmes fondamentaux de la Physique mathématique (calcul des 

valeurs et des fonctions singulières, l'étude du cas général), mais 

dès à présent on peut déjà dire que le sujet est loin d'être épuisé, 

surtout vu le grand nombre des différentes méthodes d'intégration 

approchée, et ceci peut tenter, ce semble, les efforts des jeunes cher

cheurs. 

L'élaboration des formules approchées majorant \y—ym\ peut 

être faite de bien des façons aussi dans le cas p(x) ^± i ; en voici une : 

on a évidemment 

\Hy,n)-i(y)\iH\r,n)-\iy)U 
donc 

i.2n / [piy'n—yy—qiym—yïïdx 

[pi^'n—yy'l — q^'m-yy^dx 

/ \ m a x ! q I / r 1 / v 'v> / 
< < m a x p - i - : L-L- • I ( i . . . — yVdx, 

par conséquent 

tf 

y—y m i 
( /M H- 1 ) - ' 

OU 

7 \Jff^(l + ^ll\+m^p'; 
f^t/maxI/H-f- m a * ' y ' , ) V J° , ( Î L _ 

y " ' {ni-^iy^f . , ,4 \ T.mxn 
[ m i n | / ? | - > TF\ /)• 

où, bien entendu, on peut de différentes manières améliorer la majo
ration. 

Remarque I. — A l'aide des conditions de minimum (3) et l'équa

tion différentielle (i), on obtient immédiatement l'appréciation de la 
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différence entre les coefficients correspondants de l'approximation de 
Ritz et les coefficients de Fourier de y (x) 

\«;ï ' • '—«« 

ou 

M = i / ï î î i M S max | ? ! + 1 / / " ^ rf-r 
V mm j çr , S \ Jo 

\ 
max 171 ) 

W£****• 4 V Jo , _ m a x 1 <I l l 
(m -4- J ) - - - ; 

( i < / * < / / * ) , 

résultat intéressant au point de vue de la pratique. 

Remarque II. — De (21), vu le signe de q(x), on tire pour 
p(x) = i 

». *2 ) f (y—y'm y dx < f (y— \ 'm y dx L -r- ,™*_x y_r* ; 

d'autre part 

/ Cr'—y'mYdxij (y—\'mydx, 

donc 

ceci 

v / jr, ,-- ,; ,P-=v /^'( ,--v;,)^(,+^iii) ,.,<.,,,: 

démontre l'asvmptotisme de 4 / / \y' — y',n \~ dx par rapport à 

Terreur quadratique i / f (y! — [^']m)2 dx, car d'après les condi

tions frontières, on a Y'/;/ = [Y ' ] m . 

De (16) on tire aussi 

(•23) \y-y\n I < 1 / - [flm I -f-1 7 , - [qyU I 

+ ^ ^ / ^ / ^ / ^ ^ : , , - , - , ^ . 

/ ~ /"Ti 
H - l / / (f-dx\! J LY' — y'mYdx', 

file:///y-y/n
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d'autre part 

I ^ 2 ( ^ ) - '^<çA<24 / J r'âdxi/ J r",ldx 

et cela suffit pour prouver la convergence des premières dérivées des 
approximations de Ritz vers la première dérivée de l'intégrale y(x) 
de l'équation donnée (i) . Pour établir la convergence des dérivées 
secondes, remarquons que d'après (22) et (2.3) on constate le fait, qui 
vient d'être déjà utilisé, justement que, si q(x) est dérivable, les y"m 

convergent en moyenne vers y'(x)) pour prouver la convergence 
ponctuelle, il faut imposer à f(x) et q(x) les conditions restrictives 
supplémentaires concernant la dérivabilité et \)0\\v f(x) aussi la con
dition de s'annuler aux points frontières, c'est-à-dire 

/ w ^ - A u = 0; 

cette dernière condition peut toujours être supposée remplie, car le 
changement de variables, indiqué par M. Krawtchouk [18], 

{->.$) }\^) = -U*) — ' . ' [X"—x)-+- ^ — {x- — x), 

transforme l'équation différentielle (1) en une autre, où au lieu de 
f(x) on aura une fonction Y(x), telle que 

F(o)= F(i) = o; 

ceci permet d'affirmer que l'application de l'algorithme variationnel 
donne un procédé servant à vérifier approximativement le système 
différentiel donné (1), avec une erreur qui peut être'calculée d'avance 
en correspondance avec les conditions restrictives imposées aux coef
ficients de (1) (voir aussi N. Kryloff [6]) . 

i. Quelques remarques sur les fonctions tyi(x) dont les combinai
sons linéaires servent à former, d'après la méthode de l'algorithme 
variationnel, les approximations de l'intégrale cherchée. — Les 
fonctions tyi(x) ne sont pas évidemment les seules à utiliser dans le 
procédé du calcul approximatif de l'intégrale cherchée; ainsi les ingé
nieurs se servent souvent, dans la pratique, de polynômes vérifiant les 
conditions frontières, par exemple, du type *\>i(x) = xl(\ — x ) , sans 
se préoccuper de la convergence des développements obtenus et en 
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affirmant ordinai rement que l 'er reur commise à la /?iK'mu approxima

tion ne se prête pas à l 'appréciat ion. 

O n peut cependant remarquer que , d 'après la notion du minimum, 

on a 
I K r „ , ) - i U ' ) l ^ l I ( Y „ , ) - I ( y ) \ , 

c'est-à-dire [cas p(x) = \~\ ( ' ) 

( ->.J ) j I \ym—y\*—q[ym—y\i j dx<, f ) \ \ ' m — y'Y — q[Xm—yY\dx, 

d'où, vu le signe de q(x), 

f [y'n-yYdxif \{X'm-yy + <q\ixni-yY)dx. 

Déterminons à présent les coefficients A / " dans les combinaisons 

linéaires 

I 

de manière à rendre minimum l'intégrale / [y'—\'m'\1dx\ il est 
J*j 

aisé de voir que , dans le cas considéré, les approximations de l ' inté
grale cherchée se présentent sous la forme 

m 

Y B , f P;(x)dx, 

où P / ( J ? ) sont les p o h nomes de Legendre et que y - l = — ,-7' • Cela 

étant, on remarque qu'à coté de (25) on a 

/ \y'in—y\-dx=l \\\'lt,—y}-—\\'m—ym]i)dx1 

/ [ ^'m—Y'm I2 dx Ç max I r/ | / [ Xm—y]* dx, 

par conséquent 

donc 

1 / r[ 

max I r—^ „, j -J- max | q |- 4 / / [ j ' — \ / w ] 2 ^ - . 

(1) Pour le cas p{x) ^ r, voir les travaux de N. KrylofT [29]. 
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Or 

(•26) | y - xm | < 4 / j [y— x;nY dx = 4 / j iy-\y\niy,/.,-, 

donc la différence \y — y m | au besoin peut être explicitée, car [.)']/// 
est la somme de m premiers termes du développement de y' en série 
de polynômes de Legendre. 

La notion des « conditions naturelles », introduites par R. Cou
rant [ H ] , permet d'autre part de minimiser l'intégrale dans le 
champ des fonctions ^i(x) ne vérifiant aucune condition frontière, 
en obtenant de la sorte poury(x ) les « conditions frontières natu
relles », si, bien entendu, l'intégrale à minimiser est « chargée » 
convenablement. En prenant par exemple l'intégrale « chargée » du 
type considéré par R. Courant, 

( *7> Hy) = f (p/*-qy*+*fy)ii*+yV^-y*xt\ 

(t et tx étant supposées positives ou nulles) ( ' ) , on s'assure de l'annu
lation de la première variation pour toute valeur de oy que les condi
tions « naturelles » en ce cas-là seront 

r)S) \ p(i)y'(i)= — tiy(i), 

' p(o)y(.°) = l y(°)-

D'après les conditions de minimum on a, comme toujours, 

IU .v w l ) - IO- ) l^ | I (Yin) - IO- ) , 
c est-à-dire 

(*9) / \p(y'm—y)i—q(ym—y)i [ dx -H (ym—y)?tt-
i-{ym—y)V\ 

i / \p(y'm—y)-—q<^,u—yY [ dx-h(X„t—y)zt — <;v#l<—^)-//, = s#ll. 

La quantité £,„ peut être majorée d'après les méthodes exposées 
précédemment en fonction des données de la question, et en corres-

( l ) Le raisonnement est \alable même pour t et tx négatives, pourvu que 

M - H M - : - 7 . OÙ k= - - ^ - -f- ! 

A" m i n ? ) v m i n q m i„ | /> 
comme il est facile de s'en assurer. 

file:///alable
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pondance avec les conditions restrictives imposées aux coefficients du 
système différentiel ( i). 

De (29) on peut tirer l'estimation de Terreur \y—ym \ sous une 
forme explicite ne dépendant que des coefficients numériques. Cette 
manière d'envisager la question semble plus avantageuse au point de 
vue du calcul que la recherche de la solution approchée de (1) sous 
forme de combinaisons linéaires finies de fonctions vérifiant les con
ditions frontières (28) et qu'il est aisé de former. 

Remarquons en passant que pour 

< 3 o i p(i) = />(o ) = o , 

les conditions frontières (28) dégénèrent en celles, qui ont été consi
dérées précédemment, 

y(i) = ) ' ( o ) = o ; 

donc, si les conditions (3o) sont remplies, on peut utiliser pour la 
solution approchée du système (1) la méthode de l'algorithme varia
tionnel appliquée à l'intégrale « chargée » (27). L'existence de la 
solution de (1) en ce cas peut être aisément démontrée par la méthode 

du paragraphe 1 / pourvu que l'intégrale / —:— ait un sens j et la 

solution approchée peut procéder suivant les fonctions <\>i(x) ne véri
fiant pas les conditions frontières de (1). Cette observation se géné
ralise dans différentes directions permettant de traiter les cas intéres
sant les sciences d'applications. 

Remarque. — La méthode de l'algorithme variationnel (procédé 
de Ritz) sous la forme précédemment exposée, revient à la recherche 
des expressions approchées des coefficients de Fourier, de la solution 
cherchée du système différentiel (1). 

Il n'est pas dénué d'intérêt, même au point de vue de la pratique, 
d'utiliser certaines formules d'interpolation (par exemple d'interpo
lation trigonométrique), en obtenant par cette voie les expressions 
approchées des valeurs y(x) de la solution cherchée, ce qui peut être 
plus commode pour les applications que les valeurs a"'} précédem
ment trouvées. La convergence du procédé peut être aisément 
démontrée en ce cas ( ' ) , et l'estimation de l'erreur commise à la 

(1) Car tout rexient en somme à la reconstruction d'une même expression servant 
à l'approximation de l'intégrale. 
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m l eme approximation s 'obtient aussi sous une forme plus ou moins 

majorée, bien entendu. L 'é tude systématique des différentes for

mules d ' interpolat ion (entre autres d ' interpolat ion polynomiale, quand 

les points d ' interpolat ion sont par exemple les racines des polynômes 

de Legendre ou de Tchebycheff) , s ' impose à ce point de vue et pour 

rait faire le sujet d 'une é tude spéciale, au moins en ce qui concerne 

le calcul numér ique . 

o. Solution approchée des problèmes fondamentaux de la Physique 
mathématique, traités par l'application de la méthode de l'algorithme 
variationnel. Calcul des valeurs singulières (di tes aussi « caractéris

tiques », « fondamentales », « cri t iques ») du paramètre. — Les 

méthodes usuelles [ 9 ] , sous des hypothèses assez larges, établissent, 

comme il est bien connu, l 'existence des valeurs singulières Af 

(/ = 1 , 2 , 3 , . . . , oc) formant une suite discrète et telles que pour ces 

valeurs du paramètre 1 il existe une intégrale du système différentiel 

homogène 

H'Êl • 
( 3 i ) < d AC/y-*- ry — ° ^ > O , Ï 

l y(°)= y(i) = °-

Le raisonnement élaboré par W . Ritz pour la démonstrat ion de la 

convergence du procédé de l 'algorithme variationnel, et exposé dans 

les paragraphes précédents avec différentes généralisations et modifi

cations, est basée essentiellement sur le fait, que la forme quadra

t ique sous le signe de l ' intégrale à varier est définie posit ive; ce rai

sonnement ne s 'adapte donc pas au cas actuel, et AV. Ritz se 

borne [1„] à quelques calculs numér iques sans entrer dans la discus

sion de la convergence du procédé. 

La méthode des déterminants infinis [6]^, [7] donne la démonstra

tion de la convergence; or, dans l 'élaboration des méthodes d ' intégra

tion approchée, d 'après ce qui a été dit au paragraphe 3 , on doit tou

jours préférer les méthodes qui donnen t l 'appréciat ion, sous la forme 

la moins majorée possible, de l ' e r reur commise à la /?i,eil,e approxi

mation. 

E n prenant pour abréger le cas simple p(x) = i , r(x) = o, facile 

à généraliser (les cas plus généraux se t rouvent traités dans les tra

vaux [ 2 9 ) ] , détaillons le ra isonnement de la Note d e N . K n l o f f [6],/ s'y 
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rapportant, en indiquant ensuite sans démonstration quelques formules 
relatives aux autres cas visant les dillérenles hypothèses à propos 
de q(x). Les expressions approchées \"1 de la valeur « singulière "kn » 
se déterminent par l'équation dite « séculaire », obtenue en égalant à 
zéro le déterminant des coefficients a\"l} dans le système linéaire 

(3'2) d7r™' =J \y»>»iï~^yy»>»^i\iU = o ('^"0» 
où 

' \y'irtm—^qy?ttm j dx, 

Yn.m^^^à^^iix), f qyXmdx = l 

et où, d'après (32) même, on a ( * ) 

i 

qyn,mYi,mdx = 0 (ij6n)\ f 
^i(x) est un système des fonctions dont on a parlé dans le para
graphe 1, en particulier on peut prendre par exemple 

b„(x) = \ '•>. sin 7T /ZJ?, 

ou les polynômes vérifiant les conditions frontières 

>\,n{x) = x»(i—x). 

En chargeant convenablement l'intégrale à varier I ( t r ) , on peut, 
d'après la remarque faite à la fin du paragraphe 4, se débarrasser des 
conditions frontières imposées aux fonctions ty,,(x) dans le champ 
desquelles on minimise l'intégrale I ( j ' ) . En désignant par 

À#;,l'(/i = i, 2, . . . , m) 

les m racines, évidemment toutes réelles, de l 'équation séculaire sus

dite, on tire de (32 ) 

<33) / Lr#i,#ii(-0-t-À;/"I qK(x,£)yntttlU)ds]'y;idx = o9 
«M) «-' 0 

(1) Pour la démonstration détaillée, qui est assez compliquée, voir par exemple 
L29]/•„., où a été considéré le problème plus général de deux dimensions. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 4 9 . 3 
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où K(x, s) est la fonction de Green 

., v 1 sïmznx sin - // ; 
K (.r, 3 ) = — 2 > — • 

n = \ 

Multiplions (33) par <\>n(x), en faisant la somme on aura 

l y,l,ni{x)-}-'>:/;"' j K„,(x, ï)q(t)yn,m(z)dz = o, 

< 3 4 > < m 

1 ., . v^ sin ri7:x sin n -1 
K m l . r r O=—*2l Je* ' 

on voit donc que "k"1 et yn,n< sont respectivement les valeurs et les 

fonctions singulières relatives au noyau Knt(x, g) représentant la 

somme des m premiers termes du développement de K(x, e) en série 

de Four ie r . D 'aut re par t , on sait que la /i,ÈniL'fonction s ingu l i è r ey n = y„ 

vérifie l 'équation intégrale homogène 

Y/i^') 

.. 1 

J\* 

donc, en utilisant les résultats connus [ 1 7 ] , on peut par bien des 

procédés obtenir les appréciat ions de 

L>'n<>>—.*\0.» I A«—À',"1 !, 
car 

i K(.r, E') — W^ix, s » ; < s,„; lim £,„->(), 

et l 'ordre de em peut être apprécié. Or , on peut procéder de la manière 

que voici : déterminons les constantes a,- dans l 'expression 

F ^ r ' = Z J " / ? / {XU 

où yi(x)(i = 1 , 2 , . . ., n) sont les m premières fonctions singulières, 

dont l 'existence est assurée d 'après la méthode fondamentale de la 

Physique mathémat ique , de manière que 

(3-')) \ f ? ( O t F ! m ^ ' ' = ' • f q(x)[F(x)}niyit,Hdx = o 

f ( / = 1, •>.. 3 n — 1), 



SOLUTION APPROCHÉE DES PROBLÈMES DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 3l 

où [F]/W est la somme de Four ier (en série de sinus) d 'ordre m 

de V(x)\ d 'autre part il est possible aussi de déterminer les cons

tantes /y/ dans 
// 

* < » =^biyiitn 

i= i 

afin que 

\ I q(x)$*(x)dx=-i, f q(x)<b(x)zi(x)dx -^=0 
1 "* ' ' \ Jo Ja 

[ (i.= i, 9. n — \\ 

Alors, d 'après (35) , (36) et les propriétés de minimum, on a 

j V*(x)dxï\„; 
" 0 

or 

/ v^x)dx=y^bj}:;n<^ybj = \>» f ff(jO*sU)rf* = A#r, 

donc les valeurs approchées de "k,, obtenues par l 'application de 

l 'algorithme variationnel, vérifient la relation suivante, importante au 

point de vue des applications : 

A / , i l A ; i . 

On a aussi 

/ FJ2rf-r= f \F(x)^dx^l,^, 

j F'*dx= / F'*dx-î- / [ F ^ — F'*-\dx 
J» Jo J» 

^ A ^ - T - À , , / " i / fFs—FJ.Ir/.cr-f. T [ FJ?, -F ' * | ,/./•; 
d\) */(i 

donc 

A II A N — | A / ; A „ | 

car 

; Xw max | 7 | 4 / / \F-F/tl\idxi/ j f F-h F/w]* rf-r, 

f \F'â-F'*\<lx= f | [ F ' ] ^ - F ' 0 ^ o , 
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par conséquent 
/ ""TJT 

'" '" ' V'minl^l ( , / /*4- i ) s* s \ / Jo 

XJ5 max \ q \- I q F- dx 

*dx 

< 

d'autre part 

donc 

dx — i f yp ï 

I Jo 

fqV*d. 

min j q \-{ni -+-1)'1-'1 

>> max | q |- AM / r F* </./• 

•r < 

si bien entendu 

(m -J- i)2::2 min \q |-

7 max \q \- X„ 
_ . j 

(ni -+- i ) 2 ~ - min] # |-

2 max | q |- X, o ; 
min | 7 | - ( m - h i ) 4 7 : a 

par suite on obtient 

(in lA/l-Ai,"1 | < 
•>•/.;{ max | q \ 

m i n 1 g I - (//f — i VJ rcs — * m a\ [ 7 ! - X„ 
min | q \ 

Pour l'estimation de l'erreur \ln— Kl"'I o n pourrait utiliser la 
méthode de variations en introduisant le noyau auxiliaire K ( # , t] a) 
dépendant du paramètre a 

K(.r, t\ a) = K,„(.r, O + aj K(./\ / ) — K/#*(•'•« /N>! 

de sorte que 

•K(.r, / ; 0 ) = K,„(y\ / ) ; K(x, >; 0 = " K(;r, / ) . 

Soient XA(OC) et cp^J? ; «) respectivement les valeurs et les fonctions 
singulières correspondantes au noyau K ( # , £; a ) , c'est-à-dire 

( 3 : ) ?*(.r; Ï ) + À H ^ / K(.r, / ; a ) g r ( 0 ? * C ; *) dt = o. 
Jo 
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En prenant la variation de ( 3 ^ ) , on a ( 1 ) 

5 ? ' ^ ; a ) H - À * ( ' ) / " V r , t; OL)q(t)^(t; *) dt 

, / J ô K ( . r , / ; y.-) , N , 
— A ^ a i / ^ - < / < . O r * ( ' î x)dt. 

Pour que cette relation puisse avoir lieu, / A ( « ) étant une valeur sin

gulière, il faut, d 'après le théorème connu de la théorie des équations 

intégrales, que 

°,%ky ' vrf—4 = ( ( 7(0<7</>[lH-<*. 0 — K###(./-. /)]?/•(•*•; a) ?/•(/; iïdxd/, 

d'où l 'on tire 

/ ?*(.r, ï ) ?(./•) sin/::.r _ 

r38) x f-X,<X,X-.2 V B ^ 1 < ^ - - 0 ^ . 7 

(o < à < i ) ; 

p/« i ^ À i t m a x \ q \ , , .,v or, pour m suffisamment grand, i >> - ^ > donc ( - ) 
' r ° ' (m -h- i )--- v ' 

n i n -x ,< 
X/. max | 7 | 

(ni -h iV- ' -— X* max | 7 \ -mm\q\ J 

Cette appréciation de l'erreur dans l'application de l'algorithme 
variationnel peut être utile pratiquement, car des formules de ce 
genre on peut conclure quel nombre m doit être pris dans le calcul 
des valeurs singulières (au moyen de l'algorithme variationnel) 
pour que Verreur commise ne surpasse pas la valeur assignée 
d'avance. Si le nombre m ainsi obtenu est trop grand pour que 
le calcul puisse se faire aisément, on peut avoir recours à la 

( 1 ) Pour la démonstration du fait que yk.(x, a) possède la dérivée par rapport à a. 
voir les tra\aux de N. KrylofF L2pJ-

(2) On peul l imiter ÀJ./WI directement par le calcul. 
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supposition, pratiquement dans bien des cas admissible, de la 
dérivabilitè de q(x)\ de même dans certains cas peuvent être utiles 
les appréciations de Terreur où q(x) n'intervient pas dans le déno
minateur, de sorte que les majorations de r erreur ainsi obtenues 
sont valables même quand qj^x) peut s'annuler. Voici quelques 
formules de ce genre récemment obtenues [6]e qui ne sont pas 
dénuées d'intérêt : 

( I V ) 
-\ m 
A/.- • A * 

A/t-

i } " l i i r 
< ,' * ' v i A r i m a x y ' 7z\m -h i)' l_ J 

11 
</ 

0 ) A/,- — A / , 

A/-

fA'/M 

7Zl{??l i _ m a x ? - - — r ^ 
• ' M I A/, 

max | q" \ | X/ I max J q p 

i (/" 

(VI) 

A/»»>_ XA. I [ | Vf1' | ]3 / a ., n i a x | „' | 

- * - . M < /..' -xL_cNax|y P H 7 ' (i i o,;/) A/- ( / / i -r- l ) 6 7U 6 j \ *r 
_2L 
\ 7 

max \q\\ A / » ] 

N ( / / l -H l ) â S â 

(VII) 

-i '. /M ) 
A A- " " A * 

Ai t 
< r r 

i X/. I A 
KS( /M + I ) S - B | X/. | * 

. , . . , x , / m a x i 7 i 
A = ( m a x \q \ — mm \ q \)i/ —.—-^- t x * 7 y min I # i 

B = 2max | 0 |; | X* 
À-2::2 

min |</ | 

Ces formules donnent les appréciations des majorations des erreurs 
relatives en correspondance avec les différentes restrictions imposées 
à la fonction q(x) [entre autres la formule (VII) montre que cette 
majoration de l'erreur est égale à zéro si q(x) = const.], et il va de 
soi que, pour choisir la meilleure, il faut utiliser les particularités 
de la question. Pour obtenir les résultats utiles au praticien, il faut 
donc élaborer toute une série de formules de majoration, en fai
sant intervenir les conditions restrictives (imposées aux coefficients 
du système différentiel donné) les plus fréquentes dans la pratique. 

Les formules ci-dessus obtenues prouvent en particulier la conver
gence du procédé de l'algorithme variationnel (qui en découle comme 
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simple conséquence), et se généralisent immédiatement pour les 
équations différentielles d'ordre supérieur. 

(). Calcul des fonctions « singulières » (« fondamentales », carac
téristiques » ) à l'aide de l'algorithme variationnel. — Considérons 
l'équation (37), d'où, en prenant la variation par rapport à a, on tire 
aisément 

°^ •+- A* / I l\,„ -t- af K — hm ] [ q ^ 
oa J0 ' ! * ox 

dt = r„ 

-̂  = 9 / ¾ ^ ' M / [K — k # l l ]0ç*€f t , ?*=?*(•*•.«)« À * = A * ( < X ) . 
° a A/, t / 0 

Or, X# est une valeur singulière pour le noyau K m + a ( R — K, ; i); 
donc, en vertu d'un théorème bien connu de la théorie des équations 
intégrales linéaires [9]^, on a 

û?Z-
Cz /• - **k 

k^à^rf q^l\J (K — K>n)q»kdt\dx, 

où C = const. ; en difïerentiant / qyl dx = 1, il en résulte, d'après 

la formule précédente, en vertu de l'orthogonalité des fonctions 9/, 
que C = o, donc 

x I <7 I f f (K — K»i)qîk dl dx 

( / <7 â/t sin/irc./-tfLc J ' 

< M-X^max | 

= AÏ. M 2max j g \ 2 ^ 

^Ï^LJ, (/„.-..„*)•. 
OU 

AI — max 
A / 

A / — A/, A * 

X/ 

= le plus grand de deux nombres A A 4-1 

A A - K — A * 

X A - , 

I > ^ - l — A A 
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r"" ^ 2 2 / q ̂ ksi n n "x (lx 

= 2 ^ / (7?x—[??A-]/n)sinw-^rf~r = / (qï k — [q* k\mY dx, 

par conséquent 

IX''(ï)"- max | q j X'jj-M2r l l f 

< //¾ -H i v -

or 

/ qKy* — y*,tn)idx=l q( f ^ ' o x ( / j r < m a x | ' O I T / "^ 

donc Y expression de lerreur globale (quadratique moyenne) se 
présente sous la forme suivante : 

^ \ I I 1 ) / ^ M ' * — J ' / - , / y / j 2 ^ < ' |V^ ' - ' C ' A * = A * = A * 

où les limitations pour r;„ 

T„„^ma\ | </ |; 

^ max | q' | i X/" max I <p \ 

(39) ', 

X / " / > max \q"\ i X'/" m a x U / - | \ 
' , ( max r/2 -f = - ^ , — -H -, — r r ^ î 

À/"" / ., </" ' \ 
vun - r r - ; max </- -t- max — T-77^ , (//1 -^ -1 ) 2 ^ \ q A1/" / 

avec 

X / " ' / -I! > max | q' \ \\ -+- om ! 1 7" /-
. ^ ( m a x r / ^ H ' 7 _ ! J _ ^ + — ; , max -A= ) 

. _ max 1 ry | | X'/11' | 

°"'~ T ( # # I + I ) ^ » ' 

s'obtiennent aisément et ont déjà été utilisées pour la déduction des 
formules (111)-( VII), car, d'après (38), on a 
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La constante M peut être limitée par la formule évidente 

, * un | 

<f»ï M < i v . m , _ - i . » * T _ . • . » , . -m 
I à la condition ( Mque s m ' / | . i\ < ] X ^ — X 

à l'aide des valeurs qu'on peut obtenir directement pendant le calcul 
et de £'/"', c'est-à-dire des majorations ci-dessus obtenues, de l'erreur 

l i = A / — A ' -

La limitation de M peut êtr« obtenue aussi en fonction des coeffi
cients du système différentiel donné en se basant sur la limitation 
suivante : 

/ — / " 1 7 ' l s i g M V ' - ! 
2 A - - 0 , „ / ,, •» "• 

A/ .+ , — A / t > ; ? OU 0 = 6 ' » 
max ! 7 

qu'on obtient. (2) à l'aidée de considérations liées aux propriétés 
oscillatoires de l'équation différentielle donnée (théorème de Sturm). 

Pour obtenir Terreur ponctuelle, on peut procéder de bien des 
manières. En voici une. D'après ce qui précède, on a 

/ , i aM*r,# l l 
7 

r x \ « 1 - r > > / - m a x ' q ' A 

jf V«,,n-\Y*\»<Ydx<J^ ^ , , , - , ^ ^ - ^ - fw| + i ( l ; ; l 

donc 

— 7 r1 

< 1 I Ï i . » , , « — [ . I > ] « I !-•; \ •<«" ' i / / (.>•/(',/«—Cr*]m>s<'•*' 

V m a \ I 7 ; ( •v f j^y- iM » X™ 

m i n 7 • , , , ^ 

D'autre part, au moyen de l'intégration par parties, on s'assure 

(1) Ce qui sûrement aura lieu pour m suffisamment grand, car V/,n—A/=e/'' 

tend vers zéro pour m —v oc. 
(2 ) Pour la démonstrat ion, voir ['29]. 
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que 

/ X H / f ^y^-^y'i^nYdx 
\yk-[yk]m\<(\)~^* . 

, V U / / (qyk—[qy*]my-dx 

= i x , i ( ; y V ^ 5 , 
par conséquent 

j 

\ /~F]— i \ ;A/i' ' G ) " 
( 4 2 ) I JK/r— [j'A-j™ | < , m a x 4 / / (qyk—[q*k\mYdxr ^ 

' ° g a ^ , V «̂ o ) -••( ,,1-+-1)-

\/l 
__ Tz-i/n-hi)-

r\m I kk I 

;r2(//?. -h i ) a 

D'après (41) et (4 2 )? o n t i r e de la relat ion évidente 

\yk—yk,m I < I J A — [jKA-]m I H- I [ j^-l/i,—.r*,™ N 

la formule donnant la majoration de Verreur ponctuelle pour le 
calcul des fonctions singulières relatives au cas considéré 

(IX) 
lA'f - 1 1 / 3 ^ / / ^ a T ^ 

\ykix)-yk,m(x) | < L - ^ _ (, + M i / ^ ^ ! L 
(m + i)ïK- V V m m ^ ' 

où les majorations pour les constantes Y)„, et M sont données par les 

formules ( 3 g ) , (/\o). L 'analyse qui nous a condui t à la formule ( I X ) 

s'étend d'elle-même aux systèmes différentiels plus généraux que le 

système considéré. 

7. L'intégration approchée de l'équation différentielle non homo
gène (cas général) par le procédé de l'algorithme variationnel. — 
Bornons-nous à litre d 'exemple au cas simple du système différentiel 

(43) y" ^-\q(x)y =.f\ y(o) = y(i) = o. 

En subst i tuant dans l ' intégrale dont l 'équation d 'Euler est jus te 

ment l 'équation différentielle donnée , au lieu de y(x), une combi-
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naison linéaire de la forme 

ni 

ym = y a1"1 'l)i(x) (où par exemple yi(x) = si n/7:.7- ), 

i 

on obtient, par la condition de rendre l'intégrale susdite « station-
naire », le système suivant d'équations linéaires 

/ ly'm'Yi— Àq.Yni%\i 1 dx = / f^idx (i = i, 2, . . . , m), 
J\\ ^o 

d'où, en intégrant par parties, il vient 

f \Y'"^'f> K(r' t)qy,ndt W<dx=f M f (̂ar, t)f(t)dt \dx 
(i = i , 2, . . . . />?); 

de là, par une combinaison évidente, on tire 

,>'##i-HA / Km(.r, t)qymdt = f Km(x, t)f(t)dt. 

Considérons à présent l'équation intégrale suivante : 

(tt)y(Xy »)H-X / K ( x , £; y.)q(t)y(x, t; x)dt= I K(x, t; x)f(t)di, 
JQ «A 

OÙ 
K( x, /; a) = Km(.r, ^ ) - t -a [K(> , *) — K , , ^ , f) |> 

de sorte que 
y(xio)=ym(x); y(x, i)=y(x). 

En prenant la variation de (44 ) P a r rapport à a, on obtient 

-J—*J h X / K(.r, t\ *)q(t)-^—Y-— dt = TQ, 

OÙ 

rt= f | K — K„, 1/rf/ — X /̂  ( K — K„, )qy dt; 
*Ai «/o 

donc, en appliquant la formule de Schmidt déjà utilisée, on en tire 

oa ^ ^ - ) y 0 
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par conséquent 
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< X2 

* '•'•( / v /?< a2 u </* 

-'••i 
X/( / r^qo'fdt 

< iM-X- / (/)</ )*<//, 

ou 

( JG) (/•f,= / K'v(x, t)riq dt, M= max 
^ i l 1 = 1 , 2 , . . 

et, en intégrant par parties, on tire de (40) 

V / — / r^q dt -hrtq— / k',. q'7l dt, où ^ = / Kr(.-r, f}'ri dt, 
t/|) «/„ ./,, 

donc 

X (^ )s r / f<vsX , f 'sr f /<ï7^^X l r 's^ 

v = à / y ^ ^ -+- max j ? i + 1 / y y K ^ ?'* </* ^ 

par conséquent, d'après (45), on a 

Or 

ID 'O, «)]/«— [ j 'O . «)]« 

<v /7IIÏ><(^ ;v
/^ 
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d'autre part, d'après une transformation évidente, on a 

rk=y(x, i)—[y(x, iYĴ -r-A f (K—Kttl)q[y(t, i)—y(t, *)]dt, 

donc 

/ /~^7T 

v /.•'•"UiVf,if-'-'"d' 
^Sv/f'i-'''-'>-•'''• *'r'''' 

V«i = [y(x, i ) ] ,n= [y],n. 

Remarquons à présent que 

\U "-•(/, \)—y(t. a) |- <// < \ / max 7* 

et 

< M2 max | q f ri lit, 

Par conséquent 

•"' r ' , / / /"' v v, , X M m a x | r / | k T ., 7/ 

en posant dans ( 4 j ) a == °? o n e n l ' r e 

XMV / r 1 • v ., # T 

I * '" - - r - I < (777—TY^ \ / ^ ( ^ ' " ^ "' }~ dx XMmaxlTl ' 
{m — i ) 2 - 2 

d'où l 'expression de l 'er reur ponctuelle sous la forme asymptot ique 

que voici : 

(X) \y-y,n\ = \ 

/ r> 
4 / / (y — \m)-dx 

y Y I -X. Q 1 ' " + ' ) * V ^ 
> ~~ * '" ' ' Xv JM X M max y • 

(^ /y / - r - 1 i - - : 

(où | 0 | < i ) . 
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La différence y—Y,„ qui figure dans cette formule peut être 
appréciée de différentes façons à la lumière de la théorie moderne 
des séries trigonomélriques. 

Par exemple, en intégrant par parties et en utilisant l'équation de 
fermeture, on a 

dx 

1 ' 
x-(m H - I ) -

oi\ d'après la formule de Schmidt, on obtient aisément 

ou 

donc 

\/ f y""dx - v/ ffl dr+x M max 'q \/ f f'<lx' 
7 = f K(x,t)f(t)dt, 

Y-^nl< 
\/\ [\/\( / s dx + x M max I ? I \ / / '^''• ' 

iy/i - H i ) - ' - -
, et 

\ ,,,]1 dx 

D'une manière analogue on obtient par exemple aussi 

/-

/(01-H.Ao»l _ V à 
1 (m H - I V - • ' 

(##i -+-iV-':::» 

x (\/X '/,; ̂  - '*M !ÎI1^+mf,x |r/ ' ! \ / ' X '7'2 '") • 
En substituant dans (X) par exemple les expressions (48), on obtient 
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Verreur ponctuelle sous la forme suivante : 

\\\) 

\Y—y> 
\/\ {i / X /2 dr -* max i q •• M \ X "̂ f/r ' 

{• 
\ V !>.(/#! - i - I )•' / iM 

( X M max I q\ \ I 

( ' - («,-H.^OJ 

Pour conclure, remarquons qu'au lieu de la formule (X) , en modi
fiant légèrement l'analyse, on peut établir d'autres formules. En 
voici une ( ' ) : 

\y — yin\ = \ y — i m \ - : •• 5 
V'ï"'-

( m — 1)---

^ ,,, )- dx 

(ni - \ i- - '-

ou 

y min | 
7 \ , max ' q , max q / 
—'- ' max | q | -J- - — y—- • 

• i 7 i i I V I - -1 r 

, „ , - n , a x [ y l j , - ; - ( / ^ i | 2 ; ; ^ m n x | y 1 + - - ^ ^ - ^ - ^ ^ -

Menu; remarque que précédemment peut être faite, à propos de la 
possibilité d'étendre les raisonnements de ce paragraphe, à la consi
dérai ion de systèmes différentiels beaucoup plus généraux que le 
système considéré (43). 

Remarque. — Il faut signaler aussi la méthode d'Enskog [23], qui 
donne de bons résultats au point de vue du calcul numérique. Il s'agit 
d'un procédé d'orthogonalisation spécial, élaboré (au moyen de 
l'équation différentielle donnée) de telle manière qu'on obtient la 
détermination individuelle des coefficients dans l'expression approchée 
de l'intégrale cherchée. Ce procédé donne de réels avantages pour le 
calcul numérique de l'intégrale et revient (par exemple dans le cas 
considéré dans le paragraphe 1) (voir [t>]^) à la reconstruction de 
l'expression de l'approximation obtenue par l'application de l'algo
rithme variationnel; de sorte que les mêmes majorations de l'erreur 

(1) Obtenue par mon élève M. N. BogolioubnH'. 
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de la mXbm* approximation peuvent servir pour les deux méthodes sus

dites. 

8. Quelques confrontations numériques. — Les appréciations pré

cédemment obtenues ne sont, bien entendu, qu'un premier pas dans 

la direction à suivre pour obtenir des résultats pratiquement utili

sables. Or, quelques confrontations numériques cependant peuvent 

être déjà faites. Il importe toutefois de remarquer que certaines majo

rations, « bonnes» dans quelques cas, ne sont pas pratiquement utili

sables pour les autres; ainsi par exemple les majorations appropriées 

pour le cas où les coefficients du système différentiel donné sont len

tement variables, deviennent en général moins « bonnes » quand 

cette dernière circonstance n'a pas lieu. 

L'abaissement des coefficients de majoration en général est une 

chose très difficile, et une œuvre utile aux praticiens consiste à 

élaborer des estimations de l'erreur, la moins majorée possible, 

pour les différents types de systèmes différentiels souvent rencontrés. 

On se bornera à traiter quelques exemples se rapportant au 

calcul de la première valeur singulière en remarquant que les for

mules (H)-(VII) se généralisent aisément aux autres conditions fron

tières ainsi qu'à la représentation polynomiale des approximations 

( i w N . Kryloff[29]). 
Considérons par exemple le système différentiel suivant : 

X x ( t — x )y = o ; y( o ) — y' l — j = o 

qu'on rencontre dans la théorie du flambement des barres [15] et 
utilisons les majorations 

| A/, 

OÙ 

, A/> — A * j ^ A/. " ' " 

r m a x | q I3 ] X,,"11 | m a x ] q" | 
Q 7 I I = max<72-+ - . ' l ' ' '' , -f- , . , , / , > 1 4 fini -h i \- | A',/'" ! 

qui correspondent dans le cas actuel au (V). On obtient, après 

quelques calculs numériques pour m = i, 

A ? ' - A. 
;o.3 pour ioo, 
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et pour m = 3 

A l 
o. i pour ioo. 

Pour se faire une idée de l 'applicabilité des formules de majoration 

obtenues , calculons à titre d'exemple la valeur singulière correspon

dant à l ' intégrale 

du système différentiel 

r'-+-X> >; y(— i.) = Y{— 0 = ° i 

en s ' a r rê tan tà la seconde et à la troisième approximation polynomiale 

yUi = M — .r2)(^VJ— "ir-*"3); y\,:>X-r) = (i — ^ - X « - ' ' ^ " ^ - ^ " ^ -^)> 

qui seront dans le cas actuel respect ivement la quatr ième et sixième 

approximat ion, car ici non seulement r i (oc) mais aussi y^,,, (x). sont 

évidemment symétriques par rapport au point x = o. Le calcul 

numér ique donne , en appl iquant la formule ( p o u r la démonstrat ion, 

voirN. K r y l o f f [ 2 9 ] ) 

A A /tl-l^/tl i)-{ ni n - 2 ) ( / M • 

IV, r 
A 

• i m u x i î ' H / |À,"' | V7 m»x|<y I 

min | q | 
mi ix |<7 | l'vi

les majorations suivantes : pour /// 

l A - . 2 - A , ' 

et pour m = 3 
Al 

/ 0 . 2 pour 100, 

< 0 , 0 2 pour 100. 

î). L ' in tégrat ion approchée de certaines équations différentielles 

non l inéaires. — Le problème de l 'existence de la solution a été 

l'objet de bien des travaux de E. Picard [9]«, L. Tonelli [2]„ , 

L. Lichtenstein [12 ] , Hammers te in [ 1 3 ] . Dans une partie de ces 

recherches , le rôle de premier plan semble être joué par le célèbre 

théorème d'Arzélà concernant les suites de fonctions également con

t inues. 

L'intégration approchée de certaines équations non linéaires a été 

aussi abordée au point de vue de l 'application de l 'a lgori thme varia

tionnel dans les travaux de N. Kryloff [ 6 ] / et de G. Hamel [ 2 0 ] . 

M K M O R I . V L nrcs SC. MATH. — N° V.i. 4 
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A titre d'exemple, considérons le système différentiel 

y" = f(x, y); r ( o ) = y(i) = o; / ^ . ( / , Y)^o. 

L'intégrale à minimer dans le cas actuel se présente sous la forme 

\(y)= f r-V2-<i>(x, ^)] ,A/-, 

où 

<b(x. y) = i f[x,y)dy. 

Au moyen de simples transformations, on aboutit à l'inégalité sui
vante : 

1 / 2 ' ' ^ " " " ^ rlMai' "* a",)+"hz I J1^1'{))tlx 

1 r ' 
{x. o) dx, 

1 ^ / ' ^ ' ' ^ 

OU 

<I>(<7,« a,. . . . , fim) = I \arli{x) I, ^ / ( ^ ) = ^/< T) =- o 

( / = 1 , 2 m). 

Ceci prouve que le minimum absolu de <£(<2|, a2, . . ., a,„) se trouve 
à distance finie et que par conséquent le système d'équations non 
linéaires par rapport à a/" 

J \y'm*Yi^-J[.-r* Yin)'\>i\dx = < {l' =- I , 2 , 

est résoluble. Pour démontrer l'unicité de la solution, supposons le 
contraire. 

On aura alors 

F(n = IMO)-4- r ' ( o ) - - r v n (o -^o<ù . 

OÙ 
F ( a ) = Uj ' / " -^ n ^ i —.>'/» >j ((> < ~x < ,N) 

O^M «'m étant deux solutions distinctes); d'après les conditions de 
minimum, on a F ' (o) = o. Donc 

r( i) > r \ o K 
car 

F"(8)= f )\ym—^n\i + i\>]*[ytH—v,„Y[ <lx> °-
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4 y = •Jy-'l-'"» Y m— 0(r /// t» m ' 

De même on prouve que E ( o ) >> F ( i ) et cela ne se peut , donc la 

solution est unique . 

Cela étant, d 'après la notion de min imum, on a 

l(n,,:> — l M - ï < h ï , , , ï — I v j ' ) , 
donc 

/ « v'm— \'mVdx< M J (Y,„ — yydx, 

OÙ 

M < max | / v ^ \ s) j ( o < . r < i ) , 

< m a x | / \ . r . r ) j j V loy/Ji - 11 ] ( , . . 

par conséquent 

de sorte que 

(XII) 

J'/ / /— V,„ ! ^ \ avX' (Y,„—r)-<rAr, 

J- < I r — U , I- •4/'M y ^r - \ „ , ;^.r. 

Pour apprécier la différence | ^ ' — Y , „ | et M qui figurent dans 

( XII) , il suffit de limiter max \y | ; à cet effet remarquons que , d'après 

l 'équation elle-même, on a 

/ y'~dx= l [f(x.u)—fix.y)]ydx—ff(x,u)ydx\ 
«y il t / o dy) 

or 
[./(^<>)-./V- y)]yî», 

donc 

y'îX^rf'<v/5jf^''o)<fa-
Il va de soi que la majoration obtenue n 'est qu 'un premier pas 

dans la direction à suivre pour at teindre les l imitations pra t iquement 

uti l isables. 

Pour l ' intégrat ion approchée des équat ions différentielles non 

linéaires de la Physique mathémat ique par l 'application du procédé 

(1) \ et B sont certaines constantes numériques intervenant dans la théorie de 
l'approximation des fonctions par des séries trigonométriques. 
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de l'algorithme variationnel, quand les équations susdites proviennent 
d'un problème du calcul des variations, voir aussi le travail de 
N. Kryloff[29] r . 

CHAPITRE II. 

LES MÉTHODES DES DIFFÉRENCES FINIES. 

I. Calcul des valeurs singulières du paramètre par l'application de 
la méthode usuelle des différences finies. — Le passage du discret au 
continu dans les théories mécaniques peut être fait de deux manières 
différentes, à savoir : i° sur les équations du problème en leur subs
tituant des équations différentielles; 2° sur les solutions de ces équa
tions aux différences finies, et la question se pose si ces deux voies 
sont équivalentes. Ce /principe de Ray le ig h est fondamental en 
Physique mathématique (Rayleigh, H. Poincaré); sa justification fut 
l'objet de bien des recherches [2()]. 

Dans un travail récent [i)]P, N. Bogoliouboff et N. KrylofV ont jus
tifié le principe de Rayleigh par l'appréciation de l'ordre de l'erreur 
commise à la m,,",,e approximation (voir aussi [6]y) . 

Or, il est de toute nécessité d'essayer d'obtenir l'estimation de 
l'erreur sous la forme la moins majorée, conformément à ce qui a 
été dit dans l'Introduction et au paragraphe 3 (Chap. I). Dans la suilc 
seront résumées les recherches de N. Bogoliouboff et N. kryloff [(>],-
s'y rapportant, et basées sur la considération d'un problème de 
minimum. 

A titre d'exemple, prenons le système simple aux différences finies 

{ — —> -i-A/.- qiXi)yk,m(xi) =. o , 

(0 '" 
f Y m <. r> ) = Y m < I ) = O U = I , 2 , 3 , . . . , /il — I ), (/(./')> &X : 

et le système différentiel correspondant. Les /fiemt"» valeurs singulières 
XA" et lk de ces systèmes sont respectivement les minimums interve
nant dans les problèmes isopérimétriques suivants : 

J' >'2 dx = min, / q(x)y-(x) dx = i, 

/
q(x) y( x)Vj(x) dx = o [j = i , 2, 3. . . . , > A — i )], 



et 
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/// — i m — i 

^ J ( ]\x ' ) A^' = m ' n ^ J <7( ^/.L>'" ( .^/) A r - <> 
/ = 0 * 1 = 0 

m— I 

^ J ?( . / ' / i r ( . ri)yJ^m(xi)\x = o [y = i, "i, 3, . . . , ( / , — n j , 
i= i 

où yj(x) et yj,m(xi) sont respectivement les yiùmPS solutions singu

lières des systèmes susdits. 

En assujettissant les fonctions 

/, /. 

[où yjJH est l 'expression obtenue par la formule de l ' interpolation 

t r igonométr ique construi te à l 'aide des valeurs ^ ^ ( # / ) ] à vérifier les 

condit ions supplémentaires 

2^ q (*t ) F - < •'•/ ) A/.- = i, 2 q( *r'' ) F ( -^ )yj,»*( ^ ) A** = ° 
« z z i i—\ 

Jf q(x)^i(x) f/x = i, j qi'x )<P(x)yj(x) dx = o 

( / = i , •>., . . . , A- — i ) , 

on aura, d 'après la définition du min imum, 

Dt — V , 

/' = 0 

D'aut re par t 

m — i m— i K m —i » 

/ = 0 #' = o \ '* ' / i = o • ' 

J / /1- \ •> X- /t- t 

\ y= i y = i / = i 

donc 

xr-A^X, " r1 V 1 
/ </ ( x ) F 2 ( x) dx— y q (Xi ) F 2 ( xi) Ix . 

i = l J 
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Or, pour toute fonction 

on a 

*(./•) = Kt-i^cjfiinj-x, 

i— I 

/ / / — 1 

/.-'-2 m -
m / m 

•2*"--2 ^ 2 - - ¾ ^ )*"2<*0"--w 
/ = l / = l \ / = l /"=' 

T / i — c o s / - A \ 

V = - * ( — ^ - > 

V^Asin/- . / / A sin/".r; _ J Ay(y — /). 

Par conséquent 

I /// — I /;/ /;/ 

/^^-2(^0^-^2^-^25^ 
I \ 1 r . ;j 

<'MnT*2i J'CJ' 

7 = i 

on s'en assure d'après l'inégalité suivante : 

X; X? ! Ry I = /
s=-—V 1 2 / / / 2 ( ) ( ) / / / v 

< 7^ ()(i///6 ( / = ^^- ,3 m ), 

qu'on vérifie par un calcul assez long, en remarquant que 

Rys 
J'-'—N~ 

A / A '/ 

12 ///- yo/// '' _ > n 2 [( v H- 3) ! ] 2 Xy 2 2 [ ( V H - j ) ! ] ^ v 

( 2 V - - . S ) ! /W2lV+:»J 

D'autre part 

2^=2 [ ^ H -• 2^=2 F5rT-
/ = 1 

/// /// — I 

2i:w=2F%H: A.r; 

/ = I / = o 
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donc 

or 

/'-"'-"iL'-W-
/=:11 

m — i m — \ 

_ _±_ y rx*u, t)y . y [-A^i^-jy 
12/ / / 2 JmU L A^ 2 J ()0///^ À* l àx- J 

/=zH / = 0 
/« — 1 

^ ()()///6 JLU [ \X> \ ' 
/ = n ' 

/n — \ m--\ 

2 [*'"*£"'TLx <max q w* 2 ^ *2 c/.- AX, 
y r^¢(.,,-,)-1^ ,AB = r ...»x;y-| y 
?±\ *** J l. *>-//"'mi» </J 

[ A,^ J A / < A / - CB' 

ni i ix ! r/" i T - _. v ^ , x T w 
LJLJT > 8 = ^ ^ ( ^ ) ^ ( ^ ) ^ / - : 

A/, min?-* J / = | 
max q-

» max ] </' | niiix J </" j 

par conséquent 

^ |_ r>.///2 90///'1 ()C)///6J 

\ I i 

\1 
Pour améliorer l'appréciation de l'approximation obtenue, on 

remarque que 

" iax0A'/ , l ,s AX f ' 3 CXf» 1 ' 
A / - — A 

1 12 /// - i ) o / / / v o"( 

)(7#i i n 

^ - Ï B 

) / / / 6 | 

•*H y^q^'^- f q^dx[, 

q = q — 
max <y -1- min</ 

car on a identiquement 

t n,-\ 

f <I>- < J - > dx = \ <I>- ( ./•/ ) A. r . 
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D'autre part, d'après les conditions frontières, on a, après quelques 
calculs, 

/ q F2 dx — £,q ( -fi ) F" ( 'r'] ^J' 
i— I 

m — l , 

' V q ( x tr ) <l>- ( .r / ) A./1 — / q <I>2 r/.r 

< _ L _ r K'/.F 

3()o///' , / I r/./-'1 

- l f ' I ,f'(qt[ii) 
"~ :]. o / / / ' 1 . ' ^/.r'1 

/ / . # • . 

et 

' ! U/ ' ' (y< I> 2 ) 

ou 

/ I^F" ' ;>%2^-
22 i , •- i i'{ m a x | q" 

N = m a x 7 â + — . = max | 7 \ q | -f- — y-— 
S \ A/, ° A/-

1 I r/'2 ] 1 \ q" 
— max y I — r , max | ^-_ 

2 A * </ 
16 A?. 

N] = ( m a x * \q — minr/) i / —"" 3 max q + i \ A 
7 y [ \ / m in y 

K) max 1 q \ X' I / A "] 
• _ J m a x r/J — 4 / — 

- s\in L V muw/J 

.{8 max g" f /m^xY K 64 » > a x j ^__ 
^ - r?2 X)/" | I H ~ V m'n<7 I -:]X'/""3 y miny 

Par conséquent 

i() m a x 

- ' , •} \ni\-

( 2 ) 

et 

A / v — A / . 

\ max 7 A'/:1 A A ' ; L.A,. | I 

! ^ITÏÏ2 H 9 0 / / / ' + GO///6 ( T T ^ X ^ N 

7()0///'' 

f 0700///1 1 

file:///ni/
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Pour apprécier Terreur |XA—XA'" | d'après ce qui précède, il faut 
prendre la plus grande des valeurs se trouvant dans les parties 
droites des formules (2) et (3). 

Contrairement à ce qui se passe pour la méthode de l'algorithme 
variationnel (où X / ' — / * > O) dans la méthode des différences finies 
on aura, comme on peut s'en assurer, 

À * - A / " > O , 

au moins à partir des valeurs de m suffisamment grandes, remarque 
non sans intérêt du point de vue des applications. 

Remarquons aussi en passant que la majoration de l'erreur (2) se 

confond jusqu'aux termes du quatrième ordre en — avec l'erreur 

réelle dans le cas des coefficients constants. 
11 va sans dire que les majorations obtenues (2), (3) sont loin 

d'être définitives et peuvent être aisément abaissées en introduisant 
différentes hypothèses concernant la dérivabilité des coefficients. 

Le procédé usuel des différences finies s'applique aussi, comme 
cela résulte des recherches mentionnées au début de ce paragraphe, 
pour le calcul des fonctions singulières ainsi que pour l'intégration 
approchée de l'équation différentielle non homogène dans les cas 
distincts de ceux de résonance, bien entendu. 

2. La méthode des « différences supérieures ». — Cette méthode 
proposée par N. Bogoliouboffet JN. KryloflT[0],. revient (par exemple 
pour le calcul de la première valeur singulière du paramètre) à con
sidérer le problème de rendre minimum l'expression 

/Il — ! /Il — I 

2 ^ ^ = 2 ( ¾ ^ ^ 
1 = 0 /' = I 

sous la condition 
m — 1 

^iq(xi)yi(xi)\x = i, 
/ = \ 

et il est aisé de voir, d'après ce qui précède, que les parties gauches 
des expressions ci-dessus écrites représentent respectivement les 

intégrales / y'-dx, f qy-dx à des quantités de Tordre —k près. 
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En prenant les variations, on obtient le système (') d'équations aux 
différences finies que voici : 

.>'Oo) =7(^##i) = o; 

A 2 x ( . r z - _ , ) Aî A 1 V ( / / - Ï ) . , s , . N - N x 
- , - i =-T— 4 - A q( x-, ) y(Xi i = o ( /// — 2 > i > 1 ), 

A 2 r(>«) i f A 2r(>„) A2
p)-(.r, )"] , 

A^rQr,,,—2) i_ [ _ A2 n •/•„,—• ) _̂ A2 r(.r„,_:;) "j 
AJ:2 12 L A.r2 A./2 J 

-H X ^ ( a - m _ i ) K( ' . r ,„_, ) = o ; 

et dont la solution donne la réponse au problème de minimum posé. 
Le déterminant du système (4 ) étant égal à zéro, fournit l'équation 
pour l'évaluation approchée de X. 

Cette méthode est, jusqu'à un certain point, analogue à celle de 
Stormer-Adams (pour l'intégration approchée des équations diffé
rentielles avec les conditions initiales de Cauchy), en ce sens qu'on a 
recours aussi aux différences d'ordre supérieur. Ceci permet d'amé
liorer l'ordre de l'approximation, et en effet on peut aisément établir 
que la méthode des « différences supérieures » donne l'erreur de 

Tordre de —rJ tandis que l'erreur de la méthode usuelle des difle-
///. * l 

rences finies est de Tordre de —-• 
m-

Par des raisonnements analogues à ceux du paragraphe 1, on peut 
obtenir aussi les différentes majorations de Terreur commise à la 
nïtimv approximation dans le calcul des valeurs singulières par l'appli
cation de la méthode des « différences supérieures ». 

3 . L'application de la méthode des différences aux quelques cas 
du problème de minimum « chargé ». — En se basant sur l'applica
tion raisonnée du théorème d'Arzélà (concernant la possibilité 
d'extraire des suites uniformément convergentes d'une suite de fonc
tions également continues et uniformément bornées), M. Courant 
établit [ll\a l'existence des valeurs singulières X; du paramètre et des 

( ' ) Ce sys tème diffère de celui de la Note citée [(>],., ce qui est dû au fait, que 
p o u r la déduc t ion du (4) a é té prise la formule d 'Eu le r -Mac lau r in au lieu de la 
formule de Laplace . 
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fonctions singulières r-\>i(x), relatives au système différentiel 

i pu')'= — }. rit -h qu {p<C<>), 
< 5 ) , , 

( p(o )ll'(o) = /M(O) , p{l)ll (l) = t « ( i ) . 

Pour cela, M. Courant utilise la méthode des différences en par 

tant du problème de min imum lié (posé pou r l ' intégrale « chargée ») 

D | s ] = / </>s'2-f- qz*-)dx -r- / ç ( o / 2 - f - / ' o i i ) 2 , 

respectivement sous les condit ions 

H M = / ry*dx = i, H [ r » ? / ] = / r<D?idx = o 
do «Al 

(« = I, 2 , 3 , . . . , A — I). 

Dans une Note de N. Kryloff [6].y se trouve exposé un procédé de 

démonstrat ion valable aussi pour établir les théorèmes d'existence et 

qui permet d 'apprécier Terreur commise à la m k m o approximation 

dans le calcul des valeurs singulières. On se bornera ici à reprodui re 

presque textuellement la Note susdite dont le raisonnement s'étend 

aussi aux problèmes plus compliqués , par exemple à l 'évaluation 

approchée des fonctions singulières correspondantes par l 'applica

tion de la méthode des différences finies. 

« Posons donc le problème d 'apprécier la différence X*— XÂ"" de la 

/VHMIIP v a [ e u r singulière et de sa m i i m e approximat ion pour laquelle on 

prendra ici, à l 'exemple de M. Courant , la valeur de minimum lié, 

posé pour la somme « chargée » 

m—i 

D,„L ?, ? ]=A 2 / v [ ̂ ^ -^] *-*- * 2q"?? -*• ' • "+'''-• 
[où z.,= z{ .rv )] 

sous les condit ions 

. / » • ) : 2 'v?;A= Hm[?] = i, 2'v=/vrv,/A = H,„(?,: 
V = I V = I 

( « • = ! , * , . . . , / - - 1 ) . 

ce qui aura lieu pour les valeurs a,,^- (v = i , 2, 3 , . . . , m ) qu 'on 
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prendra pour les sommets d'une ligne polygonale désignée par c/,'" (x) 
dans la suite. 

« Cela étant, considérons deux fonctions V\(x) et F.>(x) ainsi 
formées 

/ h 

[ F , ( . r )=2A/? i ( . r ) . 

' - ; 

I F ^ / I = 2 B / ? / " - ( / \ 

et choisissons les constantes A/, B, de sorte que 
m — l m — \ 

l H,„[F. ] = 2»-vF?.vA = i, H,„[F,, c,'»'] = 2'vF,,.,<tf"'(.r.,U = «> 
1 V = 1 V = I 

1* = ! , ^ 3, . . . , * _ i ; F I ,v=F,( .r ï)] , 

I H[F i]=y I /-F3rfjr = i, Il[Fs, v)=frFtï,t 
, - ^ - —. o 

( i = I, 2, . . . . A I). 

» Alors, en vertu même de la notion de minimum, on a 

D[F.2]^X* 
ou, ce qui est identique, 

D[F1]-r-JD l l l[FI,FI]-D[Fr|l^X->fM,
î 

D#ll[FSf F , ] - t - ; D [ F , ] - D , 4 F , . F.2]^X/,. 
» Or 

A-

D [ F 1 ] = 2 A ? A / < X A - H L F 1 1 = AA.; i - h ( H [ F , ] - 11,4F,]) ;, 
/ • = I 

k 

D#II[FS, F S ] = 2 B ? X / M < X r U,4F,1 = XA'" ; r - ( I I , 4 ^ - i l - H [ F 2 l ) | . 

car il est bien évident que 

(7^ ./ \P9i^j^- q?i?j]dx-i- /?/(<)) 3y(o)— / Y / ( o ) ?y ( ° ) = 
o. s i j ^ y , 
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et 

^Pv ~3 ^ ^ ^ j ^ ' ^ v r/-,y ^ + /?o,/ Vu,. 

+ /:,; 
donc 

( o, s i ^ V / , 

X / , ; i - ( H [ F , ] - H / 4 F 1 ] ) | + ( D / 4 F 1 , F,] — D [ F , ] ) ^ A f r ; 

X,;11 ! i - M H 4 F ; ] - H [ F ! i j + ( D [ F î ] - D / M [ F î , F,])^X„. 

» Or , d 'après Je théorème des accroissements finis, on a 

< *•.) i H,„ [ 1-. J — H [ I" i ] I < A J K
cù dx ^ j ; 

d 'autre part , on a évidemment 

(()) / z; dx < — : — ( car / rzj dx = i J et / pz'.-dx >(min/?) / 3/-dx\ 
' -A, ' imnr\ Ju " / t/rt ' ' „'„ ' 

par conséquent , de la relation évidente 

z-(x) = 9 - ( 0 - ^ ^ / ?(x)z\x)t ) dx, 

on tire, vu les formules (7) et ( g ) , 

s> dx < X/ _^ [ i / l + j / ' i ] 
nnn/> 

X 

m i n p 

donc 

l i o ) 

r^un/yw^U-=m-: 
I^Vimiw/ y/ «/«i imin/'J min/mm// 

/•'?;-^<r-ii'"-iiL 
•K) I min/? \ min /• 

y/ | min/ 
| / I - T - I ^ ' | - 4 - m a x | 7 | 

m in/9 m in / 

_̂_ \ _ 
/ m 

par conséquent 

:/1 + 1/1 _)-]- : 
in// \ ni in/' i J 

/ Fy-V.r^YA? / V ^ ^ ^ À - C H I F , ] , 
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car 
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/ rztzji 
\ o, si iy^j, 

I I , si i = y. 

» Donc de la formule (8 ) on tire, au moyen de l 'inégalité de 

Schvvarz, 

i l l ^ - F . j - I I l F , 
i f max | r'\ 

/// I min j /• | 
: m a x | v r | \ > t C , ] l I | K , ! = ^ H I i 

c 'est-à-dire, vu ( 6 ) , , 

(.2) j H L F j K — 1 _ ; 

donc 
ni 

I H ^ F J - H I F ^ K 

G, 
m G. 

G, m — C., 

et 

J> dx< 
_ 9i 

m 

» D 'une manière analogue on trouve 

| H # I I [ F 3 ] — H [ F S ] | < 
/// — C t 

= G3 

(où C\.= const.'i. 

y> Gela étant, observons que 

(f i) \Dm\Fl,Fl\ — D[Fl\\<^\\p\f.F'?dx-h2\p\ f \F\F\\dx 

-r- f \q\F*dx+ f w/F.F', \d.r] 
«Al «Al J 

d'autre par t 

i '̂ ^ i r i T 

y F ' ^ * ^ v ? 2 X ?'îrfj"< H t F i H , , , a x C ^^ 
/ — i # = i 

U = - I , 2 , . . . , Â ) . 

» Or , d 'après l 'équation différentielle vérifiée par <p/,. et d 'après 
l 'inégalité ( i o ) , on a 

(, ' i » f,"?dr<-À\max[iwf] c ,{ -c ,a , i 
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donc de l ' inégalité ( i3 ) on t ire, vu les inégalités (10) , (12) , ( i 3 ) , 

;1>,4F„ F,] — D [ F , | | 

ni 
m a x / / ' /t-G, -h 2 max I - ^ 

IV* 
V/AC, 

^ | ^ 2 m a x | / , ! v A ( : l V A - C u X A ) l H [ F 1 ] < 5 _ 6 , 

o u 

K C,-, — max / / k (J, H - 2 max - /max \p j \ /iG:i(X5) \ kCv 

k l ] ' 
-4- max - — • 

I r I ^ 2 
//i 

» D 'une manière analogue, on trouve 

i L>[F,] —D„,[F, , F , ] j < ~7 , où G7=const. 

» Ceci étant établi , on tire, d'après ce qui précède, 

1 . - . 1 < » i ) 1 -\ r//1 • ï~ *'-.! , C v ] . ^ f i . *J7 
( 1 ) 1 A / , — A/- < , À/- r- -1 77- H- — -r- — • 

» Celte formule ( i5) fournit une limitation de l ' e r reur obtenue à la 

mièmp approximat ion pour la différence 

I À / , — A/, 

sous une forme explicite, où figurent les constantes C 2 , C 4 , d , C T , 

qu 'on détermine d 'après les formules précédemment établies en 

vertu des données du problème. 

» 11 va sans dire qu' i l est aisé d 'obtenir , dans la formule ( i o ) , les 

limitations plus serrées, si Ton fait sur les fonctions p(x), q(x), 

r(x) des hypothèses correspondantes . 

» La démonstra t ion précédente , bien en tendu, peut être érigée en 

celle de l 'existence des valeurs et des fonctions singulières, comme 

on Ta déjà précédemment r emarqué ; mais ceci est superflu, étant 

donné que la démonstrat ion basée sur l 'emploi du théorème d'Arzélà, 

comme par exemple celle de M. Courant , est plus cour te . La démons

tration de la formule ( i 5 ) peut être aisément généralisée pour trai ter 

des cas plus généraux, comme par exemple « les problèmes géné

raux » de M. Courant , mais les formules ainsi obtenues sont par 

trop longues pour trouver place ici. » 
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ht. La méthode des « tronçons ». — Cette méthode , qui pourra i t 

être surnommée aussi celle des « coefficients constants », consiste à 

diviser l ' intervalle de l ' intégration de l 'équation différentielle donnée 

en m parties égales en considérant dans chacune d'elles les coefficients 

de l 'équation comme constants . 

Cette méthode a été utilisée jusqu 'à présent , à ce qu'i l semble, 

seulement comme Je procédé du calcul [ 2 7 ] ; or il est possible non 

seulement d'établir sa convergence, mais encore d 'apprécier Terreur 

commise à la m'li}mo approximat ion, en augmentant Tordre de Terreur 

par l 'emploi raisonné des différentes méthodes de quadra tures . 

A ti tre d 'exemple, considérons le problème de la recherche de la 

Ai,Mno valeur singulière X* de l 'équation différentielle ( 5 ) avec les con

dit ions frontières u(o) = u(i) = o, en observant que ce problème est 

équivalent à celui de rendre minimum l ' intégrale 

ufi) D[w]= f [pu't—qu^dx 
«A) 

sous les condit ions complémentai res 

( i ; ) U[u]= I ra*dx=\, H [ « , ? / ] = - - / ruz,dx =. o 
«A> « A 

(i = J , 2, J, . . . , A — i ) , 

où cp/(/ = i , 2, . . . , À — i) sont les À" — i premières fonctions singu

lières relatives au système considéré . 

En calculant les intégrales (16) et (17) par la méthode des quadra

tures due à M. Signorini [ l o ] / on obtient pour le problème du 

min imum, au lieu de (16) et (17) , les expressions suivantes : 

( i « ) 

D/4"l = / [pmu-—qmu*]d.z 
«A» 

ou 

H / 4 " ] = f rmu-dx = 1, H ; 4 « ? ? / " ] = f r,n uz)m dx 
«A» «A» 

(« = I, '2, . . . , /'* — ! ) , 

xi + h 
P m {x) = y I P(x) dx dans ^ x,- S x < x,-. M \ h — xt-+ {— X £ = — » 

1 / • • - « • - f " 

{x) = j j p(x)dx dans (^vg.r <./•/.M), h 

, f-ri + h 
qm{x) = j i q(x)dx 

, ^ . •»•.- + /* 

''/«(•2') — T f r(x)dx 
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C o m m e c o n d i t i o n s de m i n i m u m o n obt i en t des é q u a t i o n s à coeff i 

c ients c o n s t a n t s , qu i d o n n e n t les a p p r o x i m a t i o n s des s o l u t i o n s ( d u 

p r o b l è m e du m i n i m u m s u s d i t ) s o u s la forme su ivante : 

0 9 ) 

Pm(xi)u"m-h [\rm(xf) -I- q(xi)]um=o 
[dans chaque intervalle (Xi, .r/+I)J, 

Piii(Xi—0)l('m(Xi—0) =pm(Xi-h o)u'm(Xi-hO) 
(aux points de séparation des intervalles susdits), 

W / w ( 0 ) = U,n(\) = O. 

E n se servant de ce s y s t è m e ( 1 9 ) on obt ient après q u e l q u e s ca lcu l s 

le s y s t è m e récurrent su ivant , s y s t è m e des « t r o n ç o n s », d o n t l 'appl i 

ca t ion d o n n e l 'a lgor i thme pour le calcul a p p r o c h é des valeurs s i n g u 

l i ères du paramètre 

( 2 0 ) 

où 

iii+\ — - h fit ni //,/_!, 

P,n(Xj) 
Pm(Xi 1) 

X rni(Xj) -h qm(Xi) 

Pm(Xi) 

U0 = II,,, — o, 

sin A,-A 
«/ = : ) A/ 

"m(Xi), 

cos A/A 

A = 

E n éga lant à zéro le dé terminant de ( 2 0 ) , o n o b t i e n t l ' équat ion trans

c e n d a n t e pour la d é t e r m i n a t i o n a p p r o c h é e des va leurs de X#. 

E n ut i l i sant le p r o b l è m e de m i n i m u m c o r r e s p o n d a n t au s y s 

t ème (18 ) et sa re la t ion avec le p r o b l è m e de m i n i m u m pour (16) sous 

les c o n d i t i o n s ( 1 7 ) , N . B o g o l i o u b o f f et N . R r y l o f f o n t o b t e n u [ 6 ] , la 

l imi ta t ion su ivante 
B + XAA 

( 2 . ) 

où 

A < 
2 ! r'\ C D / / / 2 

- A * | < 

12 /// - m i np — 2 | /•' | ( ^D 
B < 

C , i , [ l / / | F , „ - H y ' | D # l f ^ 
6 m i n | p \ 

C 2 ^ 21/2 V ' 2 ^ / > 

C,„ =• CL, 

W- D- = 

r 

mm/9 m i n / ' 

DL, 

LE \p\ GL 

m 1 np | m 1 n p \ 

MÉMORIAL DKS SC. MATH. — N° '»9 

i * 

~ \ / \r\*C\T' 
V 12///2 m in// 

= [)>/.• I r | + | y | p y -'k _ 

\ min/- min/? 
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L'utilisation des formules de quadratures de M. Signorini donne 

ainsi dans la méthode des tronçons la limitation (21) de Tordre de —-
x ' m'1 

La série des constantes à calculer A, B, C, D , L, F est assez compli
quée et les expressions des constantes sont trop majorées. Il est hors 
de doute cependant que, par les différentes variantes de la méthode des 
tronçons, de bonnes approximations peuvent être obtenues non seule
ment pour les valeurs singulières du paramètre, mais aussi pour les 
fonctions singulières, pour l'intégrale de l'équation différentielle non 
homogène, et ceci pourrait tenter avec fruit les efforts d'un jeune 
chercheur. 

Bornons-nous ici à indiquer que l'application de la méthode ordi
naire des tronçons [où aussi est valable le système ( 2 0 ) , mais où l'on 
prend, bien entendu, d'autres valeurs moyennes pour p, q, /•] con
duit à l'estimation de Terreur, dont l'expression est de beaucoup plus 
simple 
, v , Vm 1 - ̂  Ï \ rmaxly'l maxl//j max 1 y | 1 
(rO , A , - * A - l < ; / - j [ m i n | | l i + min 1 , . , ^ 1 ^ 1 J 

I min j /• I min \p | J y 

quoique Tordre de grandeur de cette appréciation soit moindre que 

celui de (21) . 

Remarquons pourtant que dans le cas de l'existence des dérivées 

secondes de p(x)> q(x), r(x), on peut obtenir, au lieu de (22 ) , une 

limitation aussi de l'ordre de —-, comme il est facile de s'en assurer. 
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