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LES
METHODES DE SOLUTION APPROCHEE

DES

PROBLEMES DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE

Procédés de 1'algorithme variationnel (Méthode de W. Rirz), des
difféerences finies, etc., justifiés par l'appréciation de 1l'erreur
commise a lamiéme approximation. (Problémes & une dimension.)

Par M. Nicolas KRYLOFF,

Ingénieur des Mines, Membre des Académies des Sciences d’Ukraine et de ’'U. R. S. S.

INTRODUCTION.

Dans la méthode dite fondamentale, de la Physique mathématique,
créée par les travaux classiques de Sturm, J. Liouville, H. Schwarz,
E. Picard, H. Poincaré, W. Steklov, S. Zaremba, I. Fredholm ct
aussi d'autres géomélres contemporains, le développement dé I'inté-
grale de I'équation différenticlle non homogene procéde suivant les
fonctions « singuliéres » correspondant au probléme envisagé. Or,
ces derniéres n’étant pas en général connues numériquement, il en
résulte, pour le probléme de l'intégration approchée des équations
différentielles, des difficultés assez notables sans parler des difficultés
inhérentes a la résolution numérique des équations intégrales. Voici
a ce propos les mémorables paroles de H. Poincaré [1], :

« Les probléemes de Physique mathématique se raménent presque
tous & un type commun. » « Cest le mérite de Fredholm d’avoir
trouvé une méthode générale et rigoureuse qui leur est applicable a
tous. » « La solution se présente ainsi comme le quctient de deux
expressions analogues a des déterminants. » « Ces déterminants se
présentent cux-mémes sous la forme de séries. » « Bien que les séries-
soient extrémement convergentes, bicn que la loi de formation des
termes soit élégante et simple, il en résulte pour le calcul numérique
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des difficultés insurmontables. » « Ainsi la méthode de Fredholm,
excellente pour démontrer rigoureusement la possibilité du pro-
bléme »... « n’a pas été employée pour le calcul numérique, et ne
parait pas devoir I’étre sous la forme actuelle. »

11 était donc tout naturel d’essayer de baser la solution approchée
des problémes de la Physique mathématique sur la considération de
séries terminées (combinaisons linéaires terminées), construites
d’aprés un procédé assurant leur convergence vers l'intégrale cher-
chée et présentant un avantage quelconque au point de vue du calcul
effectif (procédant par exemple suivant les fonctions « aisément »
calculables).

En 1908, T'illustre physicien suisse W. Ritz [1] a proposé une
méthode d’intégration approchée qui porte aujourd’hui son nom, et
(qui, ayant quelques points de contact avec le procédé du calcul uti-
lisé antérieurement par Lord Rayleigh [3], est basée essentiellement
sur I'emploi de l'algorithme variationnel, de sorte que l'équation
donnéc se trouve considérée comme l'équation d’Euler provenant
d’un certain probléme du Calcul de Variations.

L’intégrale a varier I1(y’) dans la méthode de Rayleigh-Ritz, remar-
quons ceci en passant, peut étre formée (uelquefois directement
d’aprés les données du probléme, comme il est bien connu dans la
Mécanique appliquée. On pose ensuite le probléme de minimum &
propos de cetle intégrale, et I'on démontre que les fonctions formant
une suite minimante tendent vers une certaine fonction limite, con-
tinue (la convergence a lieu uniformément), dérivable et vérifiant le
systéme différentiel correspondant au probléme envisagé.

Les combinaisons linéaires de la forme

-

i)

i=t
donnent les approximations de la solution cherchée et pour {;(z)
dans les recherches de Ritz et de ses successeurs, on a pris un sys-
téme « complet » (') de fonctions aisément calculables, vérifiant les
conditions ou frontiéres du probléme (2).

Les coefficients inconnus ;™' se déterminent par les régles usuelles

(') Pour la notion du systeme « complet », voir par exemple [9].
(®) A l'aide d'un pelil artifice de calcul on peut se débarrasser des conditions
fronti¢res imposées a ¢, (x).
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du Calcul Différentiel, d’aprés la condition de rendre stationnaire

Pintégrale
n

I Ea‘l-”""g,-(z‘) .

1

Ainsi, pour les équations différentielles linéaires, on aboutit & un
svstéeme d'équations linéaires toujours résolubles (par rapport aux
coefficients cherchés), dans les cas particuliers considérés par
W . Ritz lui-méme. La possibilité du passage a la limite (pour n o)
dans les cas susdits, peut étre établi & présent en peu de mots a la
lumiére des méthodes directes [2], de la théorie moderne du Calcul
des Variations et méme par la simple application du célébre théoréme.
d’Arzéla, de sorte que la démonstration de la convergence du pro-
cédé devient pour ainsi dire immédiate; or, le vrai mérite du célébre
auteur consiste, ce nous semble, dans la découverte du procédé de
calcul numerique, qui présente les avantages incontestables au point
de vue du calcul effectif de la solution, d’aprés I’avis unanime des
nombreux savants qui 'ont appliqué ces derniers temps aux diverses
questions de la Physique mathématique, de la Science d'Ingénieur et
de la Mécanique Céleste [15].

Pour estimer la méthode de Ritz a sa juste valeur, il n’y a qu’a se
rappeler les paroles de H. Poincaré [1]; : « La méthode de W. Ritz
se préte mieux au calcul numérique. » « C’est une méthode d’'Ingeé-
nicur »... « Les mémes procédés de démonstrations seraient-ils appli-
cables a tous les problémes analogues, par exemple aux problemes de
Fourier? Ritz le croyait, jele crois aussi, mais le temps lui a manqué
pour le vérifier. »

Cette opinion émise par I'un des plus grands géométres contempo-
rains, prouve suffisamment toute I'importance du procédé de Ritz et
mct en relief certains problémes a investiguer qui en découlent. Les
recherches s’y rapportant étaient d’autant plus nécessaires, ce nous
semble, que dans certains travaux parus ces derniers temps et visant
surtout les buts pratiques, le procédé de I'algorithme variationnel a
été appliqué directement au calcul sans étude théorique préalable
aux cas importants, ot la forme.quadratique sous le signe de I'inté-
grale a varier n’est pas définie positive, c’est-a-dire ou ne se trouve
pas réalisée la condition qui était essentielle dans les raisonnements

de Ritz.
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Les problémes qui en surgirent méritaient donc une attention toute
particuliére, d'autant plus qu’ils ont été liés a la question du calcul
eflectif des valeurs « singuliéres » du paramétre (ainsi (ue des fone-
tions « singuliéres ») en Physique mathématique et que les paroles
de H. Poincaré contenaient déja une allusion a ce sujet.

Ces dernicrs problémes exigent des méthodes de démonstration
bien différentes de celles qui ont été utilisées par W . Ritz lui-méme.
Dans quelques travaux [6] .. [6],, [T], [8] s'y rapportant N. Krylofl
et J. Tamarkin, en se basant sur les recherches récentes de Helge von
Koch (concernant la théorie des déterminants infinis absolument
convergents), ont élaboré la démonstration de la convergence de
Palgorithme variationnel par une méthode (') qui aurait pu étre
dénommeée « la méthode des déterminants infinis ».

Le probléeme de 1a convergence de I'algorithme variationnel a été
traité aussi dans des cas trés généraux, a la lumiére des autres
méthodes par M. Plancherel (formes quadratiques & unc infinité de
variables) [28], L. Lichtenstein (Péquation de « fermeture » [12],
L. Tonelli (méthodes directes du Calcul des Variations) [2],.

Dans les travaux récents de N. Kryloff [6], le probléme de la solu-
tion approchéce des équations de la Physique mathématique a été
traité a 'aide des considérations briévement résumdées dans la suite.

Quelques remarques s'imposent dés le début, quand on se pose l¢
probléme de T'intégration approchée : il ne faut pas perdre de vue
qu'il existe la-dessus deux maniéres de concevoir les choses, dont le
désaccord se fait notablement sentir si 'on passe aux applications,
c’est-a-dire dans le domainc propre du calcul numérique approché.

Pour le mathématicien pur, les théorémes d'existence incontesta-
blement ont une importance toute particuliére. Il n’cn est peut-étre
pas de méme pour le physicien, pour I'ingénieur, pour lesquels les
problemes de¢ I'existence souvent méme, ne s¢ posent pas, car I'exis-
tence de l'intégrale pour eux quelquefois est assurée suffisamment
d’aprés les considérations d'ordre physique.

Il est donc légitime de poscr le probléme de la solution approchée
comme il suit : l"ezxistence de U'intégrale unique du systéme diffé-
rentiel est assurée, et U'on demande a la calculer wvec une erreur

(') Cette méthode ne se préte pas pourtant aisément, ce semble, i I'estimation de
Perreur commise a la mi¢=e approximation.
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donnée d’acance en cherchant Uexpression majorée de cette
erreur sous la forme utilisable pratiquement.

Ce point de ‘vue a la rigueur peut contenter méme le mathémati-
cien pur, car souvent il suffit delégers changements dans les démons-
trations pour convertir ¢n démonstrations de Uexistence de la solu-
tion certains raisonnements élaborés pour 'appréciation de erreur.

Or, pour le praticien, la maniére susdite de poser le probléeme de
I'intégration approchée présente de récls avantages, car pour les
applications, souvent il importe peu de savoir que le procédé
est convergent, ou méme que lordre de l'approximation est
« bon », car pratiquement la « bonne » approximation dépend
. essentiellement des coefficients numérigues intervenant dans
I'expression majorée de l'erreur, et ces coefficients influent sensi-
blement pour les petites valeurs de m qui intéressent surtout le
praticien. En effel, en tranchant la question de¢ loute premiére
importance : « quelle valeur de m il faut prendre afin que Uerreur
soit plus petite qu'un nombre donné d’avance », on ne doit jamais
oublier que les grandes valeurs de m pratiquement sont inutilisables
pour le calcul effectif. Ainsi le nombre m des équations a résoudre
(pour obtenir les expressions approchées des coefficients de Fourier
de la solution cherchée), ne doit pas étre grand (dans les calculs
on utilise ordinairement m = 2, 3, 4, 5, 6) pour que le calcul effectif
soit pratiquement réalisable.

En supposant le nombre m relativement petit (par exemple m <6),
on doit donc chercher a appliquer une méthode de solution appro-
chée telle que la valeur de P’erreur majorée a la méme approximation
soit admissible et conforme avec les données du probléme. A cet effet
doivent étre largement utilisées les particularités de la question, car
Pexpression générale pour la majoration de l'erreur étant valable
dans les cas généraux, est par cela méme souvent trop majorée pour
étre pratiquement utilisable dans le cas particulier considéré.

C’est dans cet ordre d’idées qu'a été rédigé le fascicule présent du
« Mémorial » dont le but était de contribuer & U'élaboration (sur
les cxemples simples, faciles a généraliser), & cité de la méthode
dite fondamentale dans la Physique mathématique, d’autres
meéthodes permettant de juger quelle approximation on doit
prendre afin que Uerreur commise a cette approximation soit
plus petite qu'un nombre donné d’acance.
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Dans ce genre de questions il faut distinguer nettement l'erreur
réelle provenant du procédé employé de calcul numérique, laquelle
théoriquement reste toujours inconnue et 'erreur majorée qui donne
quelquefois une idée assez nette de 'erreur réelle, comme on peut le
constater par exemple sur certaines expressions asymptotiques de
Perreur détaillées dans la suite. 11 va sans dire que certaines majora-
tions obtenues dans ce fascicule ne présentent qu’un premier pas
dans la direction a suivre afin d’¢laborer les majorations pratique-
ment utilisables; or il se trouve déja toute une série de majora-
tions (comme par exemple celles qui se rapportent a I’évaluation des
valeurs singuliéres du paramétre) qui peuvent servir au calcul
telles quelles au moins dans bien des cas rencontrés dans la pra-
tique.

Quoique dans le domaine du calcul effectif le dernier mot doive
appartenir aux praticiens ayant a soumettre a 'épreuve les différentes
méthodes détaillées dans la suite, néanmoins on peut dire, ce me
semble, qu'une ceuvre utile aux praticiens scrait a faire si a 'aide
des méthodes plus loin explicitées on cherche a établir les expres-
sions les moins majorées possibles de 'erreur pour les différents
types d’équations, les plus importants dans les Sciences d’applica-
tions (').

Faute de place n’ont pas été exposés dans ce fascicule bien d’autres
méthodes (comme par exemple la méthode des moindres carrés et ses
différentes généralisations, la méthode de I'analyse harmonique géné-
ralisé, etc.) étudiées et érigées en méthodes autonomes de la Physique
Mathématique, par exemple dans les travaux de Uauteur de ce fasci-
cule (voir [29]). Par les mémes raisons dans ce fascicule n’ont pas
été résumés les travaux relatifs aux problémes de deux dimen-
sions [29], .

(') En terminant cette Introduction, je tiens 4 exprimer mes remerciements a
mon éléeve M. N. Bogolioubofl, pour son précieux concours dans les longs et parfois
assez pénibles calculs servant 4 I'élaboration de certaines formules (¢ majoration.

Nota. — Dans ce fascicule n’a pu trouver place le résumé des recherches de ces
derniers mois relatives aux sujets considérés (voir par exemple [20] et les travaux
de F. H. Van den Dungen (fascicule IV du .Mémorial des -Sciences physiques),
de R. Courant, M. Picone, J. Tamarkin et d’autres géométres conlemporains. Clest
pour cette méme raison que les indications bibliographiques, placées & la fin du
fascicule sont loin d’étre complétes.
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CHAPITRE 1.

1. La méthode de W. Ritz pour l'intégration approchée des équa-
tions différentielles. — Dans son Mémoire fondamental [1],, W.Rilz
traite entre autres les équations différentielles aux dérivées ordinaires
provenant de I'annulation de la premiére variation de l'intégrale,
sous le signe de laquelle se trouve unc forme quadratique [en y(z)
et sa premiére dérivée | définie et positive, donnée a I'avance. Par un
raisonnement profond, qui se préte a différentes généralisations,
W. Ritz démontre que les fonctions satisfaisant aux conditions tron-
fiéres imposées au probléme et formant une suite « minimante »,
convergent vers une fonction continue et dérivable, qui vérifie en
effet une certaine équation différentielle, dont les coefficients
dépendent, bien entendu, de la forme quadratique placée sous le signe
de I'intégrale a varier.

A coté de ce probléme, conformément a ce qui a été dit dans 1'Intro-
duction, une importance loute parliculiére appartient aussi au pro-
bleme de P'intégration de I'’équation différentielle donnée a ’avance,
laquelle en bien des cas peut étre considérée comme I'équation, dite
d’Euler, provenant de I'annulation de la premiére variation dans un
certain probléme du Calcul des Variations. Cette maniérc d'envisager
la question estd’autant plus légitime, que les recherches modernes [2]
dans ce domaine ont montré la liaison étroite entre la question con-
cernant I'existence de ’extremum absolu dans un probléme de Varia-
tions et 'intégration de I'équation d’Euler correspondante.

En se bornant ici, comme d’ailleurs partout dans la suite, aux cas
simples faciles a ' généraliser, considérons du premier abord le sys-
1éme différentiel

d . dy . _
(M ( —(E.[p(.r)‘—{;]—!—q(x)y =flx),
2]‘(0')=J’(”=01 p(xr)zpi>o, g(z)<o
et esquissons en peu de mots, sauf a de légers changements prés, la

démonstration de la convergence du procédé de W. Ritz, telle que
son célebre auteur I'a congue. Au moyen de l'intégration par parties
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on s’assure, vu les conditions fronticres, que l'intégrale a rendre
minimum dauns le cas actuel est

—
i~

)= [ [pys—gyisafyldr.

D’aprés 'idée déja appliquée au calcul encore par Lord Rayleigh [3],
on cherche les fonctions de la suite minimante parmi les combinai-
sons linéaires

"

Y= z:tl}m‘"fi(.'l'-’ Sm=1,2,3,....n. .

i=1

8

ou Y;(z) sont les fonctions aisément calculables, vérifiant les condi-
tions frontiéres de (1) et en outre formant un systéme orthogonal,
normal et fermé, c’est-a-dire tel que 'on ait

o, sim=n,

1
[ L (rybycryder = :

“n

ol < 1
F2ir)de = Az \i= [ Feaydiorde.
J 2 N Een

pour toute fonction F(z) de carré intégrable ( dans le cas considéré
on peut prendre par exemple §;(z) = /2 sinimx). Les coefficients @,
se déterminent pour chaque valeur de m par la condition de rendre

lintégrale (2) « stationnaire », c¢’cst-a-dire par un systéme d’'équa-

1, sim=n

ct

tions linéaives par rapport aux a;"

Jl,,
R/
Je!

1
) = [ 1prua— gy Sl dr =
U
ou
n_< n, I, = llrj'm J;
le déterminant du’systéme (3) est différent de zéro comme discri-
minant d’une forme quadratique définie et positive d’aprés les sup-
positions faites; donc le systéme est résoluble et la solution est
unique.
De (3) on tire
1

(4 f [PY i tim— G mtim -~ | de = o,
0



SOLUTION APPROCHEE DES PROBLEMES DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. 9

ou
n

I Z (n
fim = J\[ ""{i(-”)v

i=1

les coefficients A" étant arbitraires; en posant 1, n=Ymin— Y m,
on aura donc

1
el .
t3) / | 20 Y0+ Nmsn) Gimen— G Y m =+ Tmen) Gimtn —+ [ im+n]dr = 0;

par conséquent
1
(6) 2 I —Th]= ”“f 2P[.7"ln+n — YV P—qlVman—ym]? g dr,
[ ’

ou lindice zéro en dessus signifie que les conditions de minimum
sont déja prises en considération. De (6) on voit que-les I? diminuent
avec I'augmentation de l'indice 7, donc I'existence de la borne infé-
rieure de 1 étant supposéc démontrée, on conclut de (6) la possibilité

de trouver un nombre M assez grand tel que pour m > M et pour
toute valeur de n

(7 [T — T <,
¢ élant arbitrairement petit. Or, d’aprés I'inégalité de Bouniakowski-

Schwarz,
I 2 I 1
[f F(J-)«b(.l:)d.r] g[ l"—’(.l')rr’.r[ D2 () dr
0 _ <y .

0

pour toutes les fonctions F(z), ®(x) intégrables et de carré inté-
grable, conséquence immédiate d’une relation évidente

1
S 1aF (o) + iy 2o,

on tire de (7), vu le signe de p(x ), ¢(z) et les conditions fronliéres,
que

(%) [V man—Ym | = ] f (Vmen—)m) dr

"
’
/

1
/ . o B By
é\/ ‘/ol (Y men—Ym .)"(l'r ~ \/ininp

et ceci prouve la convergence uniforme de )y (pour m —w) vers une
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fonction continue

(9) lim 3, ()= y ().
n » o

L’existence de la borne inférieure de I peut étre démontrée par la
voie indiquée par W. Ritz lui-méme en partant de V'intégrale de
I'équation (1) vérifiant les conditions initiales de Cauchy et toujours
existante; or il est plus simple au moyen de I'intégration par parties,
de s'assurer que le probléme de minimum cn question est identique
a celui posé pour l'intégrale (')

s, —, f flrydr

9

—qg(r)yt\dr.

VoL r)
o la fonction sous le signe de Pintégrale est positive (voir aussi
M. Picone [4]).

Pour prouver que la limite des suites minimantes précédemment
formées, c’est-a-dire 1(z), vérifie 'équation différentielle donnée,
W. Ritz propose (*) d’intégrer par parties la relation (4), en choisis-
sant les nombres arbitraires A; de sorte (*) que

. d 1L . d d*,
lim r,; =, Jim &m0 lim - =1,
m>w n>w do dr m> = o d.r:
G o - d, dr,
™, =7n(1= - = -+ =o.
Lo i dr ~ dr
4 =0 =1

En passant alors a la limite sous le signe de l'intégrale [tiré de (5)
en intégrant deux fois par parties], ce qui est permis vu (g) et (10),

') Ou si I'on veut pour l'intégrale
p g

. 2
f [P)”*’ <\,W|)—'- —f__—_) ] dx.
0 q

(*) Voir [1],.p. 36, lignes 3-G.

(") Pour lever une objection qui se présente ici ["(r) ne vérifie pas les condi-
tions imposées aux ()}, il suffit de remarquer qu'on peut évidemment toujours
trouver une suite 7, (z), vérifiant les conditions fronticres de (1), telle que

1, (0) = 1, (1) =0, (0) =7}, (1) = o,

et que v, converge en moyenne vers 1" et ceci permettra de démonlrer (11).
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on obtient

{ I._\,l s v r a9
(I /‘ 4 ' { Py f Ve +f f f—qy)ide '.dr = o,
dr? by
o a 5 Jy s

Or si
1
F(o)r"(r)Ydr=o0
)

pour toute fonction vérifiant les conditions frontiéres

(o) =1 =71"(0)="1'(1)=o0,
alors on a

1
(1) f | F()—Cur—Cy i (r)de =0 (C et C, sont constantes).

D’autre part, quels que soient G ct G, on a

|
f (Cr = G () de =0

O

et pour toute valeur m et r, on peut trouver C et G, tels que

1
f (mx—+m[Fr)—Cr—Cldr=o,

"o

car en égalant a zéro les coefficients m et n, on obtient un systéme
d’équations linéaires en C et C,, dont le déterminant

l Al
[ xredr j x2 e

!

[ dr fl.rdx

est different de zéro en vertu de U'inégalité de Bouniakowski-Schwarz;
donc on peut dans (12) poserq'=F —Cz —C,, donc F(z)=Cz+C,
et cette généralisation du lemme bien connu (dans le Calcul des
Variations) de Du Bois Reymond permet de conclure de (11) que

() py= f yp'de —n—f [ {f——q‘r}E-—'—(l —Cr
Ja By
(C et G, sont des constantes):

la partie droite de (13) posséde une dérivée, donc y(z) est dérivable;
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de méme on s’assure que )”’(x) existe ct, ¢n différentiant une seconde
fois, on voit que j-(x) satisfait a I’équation différentielle donnée (1).
C. Q. F. D,

Remarque. — Si les fonctions ¢;(x) sont les fonctions « singu-
liéres » correspondant au probléme ou le paramétre 2 devant ¢ ()
est introduit (c’est-a-dire sont les solutions de I'équation homogéne),
les coefficients des approximations de W. Ritz se déterminent indi-
viduellement ct I'expression générale de ces coefficients sera iden-
tique [5], [6]. a celle qu'on obtient par P'application de la méthode
fondamentale [9] de la Physique mathématique; d’ici découle entre
autres que la démonstration séparée de la convergence du procédé
de Ritz en ce cas-la est superflue.

2. Quelques remarques sur différentes démonstrations de la con-
vergence du procédé de W. Ritz. — Parmi ces démonsirations, ont
unc importance toutc particuliére celles qui découlent presque
immédiatement des recherches de J. Hadamard [2];,. et de
L. Tonelli [2]., concernant les méthodes soi-disant directes du
Calcul des Variations.

Dans le « probléme simple » correspondant au cas actuel

1 1
[ @y syde= [1pyi—griafyide.
0 0

vu la supposition p(x)>>o0, on a F/.> o0, on est donc dans le cas
dit « régulier » du Calcul des Variations; d’autre partla condition de

« Iunicité »
Fly—F:Fy=<o

est aussi satisfaite, car ¢(z)<o, d'aprés I'hypothése faite. Donc
P’existence de 'extremum absolu unique, fourni par I'extrémale, est
assurée. On tire de la la démonstration de la convergence de l'algo-
rithme de W. Rilz en verta du théoréme bien connu d’Osgood [2],
d’aprés lequel (') toute suite minimante — les conditions ci-dessus
mentionnécs étant remplies —, converge uniformément vers la fonc-
tion réalisant 'extremum absolu, c’est-a-dire dans le cas considéré
vers l'intégrale unique de I'équation d’Euler correspondante (1).

(") II est aisé de voir, en effet, que lim [y, | =1[)].
U

"> »n
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On pourrait aussi utiliser pour la démonstration de la convergence
du procédé de Ritz les recherches de G. Fubini [28] (voir N.
Kryloff' [6]5).

La démonstration de I'existence de la solution du systéme différen-
tiel (1), méme dans les cas les plus généraux de la Physique mathé-
matique (I'existence des valeurs singuliéres du paramétre, des fonc-
tions singuliéres, etc.), peut étre élaborée a l'aide du théoréme
d’Arzéla [ 10] (sans avoir recours aux procédés généraux du Calcul
des Variations), ce qui donnera entre autres la démonstration de la
convergence du procédé de Ritz.

En sc bornant pour le moment au cas déja considéré du systéme (1),
on a

y a
[hm(r2) = pu(r) 2= [ / Fm d'l"] S(xa— )M,
e
ou M = const., indépendante de m; il est clair, en effet, que dans le
procédé de I'algorithme variationnel, les intégrales

I 1
1
V2 dr < — f V2 ol
~[ ST = minp J) P

0

sont bornées dans leur ensemble, dc sorte que les y,, forment une
suile de fonctions également continues; il est évident en oulrc que
'm sont uniformément bornées, donc en vertu du théoréme susdit
d’Arzéla, on peut en extraire une suite uniformément convergente
vers une fonction continue ) (.x).

Pour montrer que y(z) est dérivable et représente I'intégrale du
systéme différentiel (1), il suffit de transformer les conditions (4) de
minimum sous la forme

‘ [ ‘[Vm]
' d .
. dr L. . . - .

(14) [ ’ — K(r. o —qgryvu|K(x, @) jm—fIK(x, O s dr
Joob

1 d [1) ([(;Jm —] .
= [ — V(G @) —[K(r,y 2) ]n : dr,
0

(¥

ot K(z, ¢) estlafonction de Green, c’est-a-dire la solution (pour z 7£¢)
du systéeme différentiel

[
N ar

ks h(o, ) = K(1, ¢)=o,

MEMORIAL DES SC. MATH, — N¢ 49, 2
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et dont la premiére dérivée est discontinue

(I_K dh 1
de — dr T paEy
w=E4+0 r=F—0 L

par la notation [K], on désigne, comme partout dans la suite, la
somme de m premiers termes du développement de Ki.r, ¢) en série
trigonométrique. D’aprés la propriété de la fonction de Green et
I'inégalité de Schwarz, on tire de (14)

(13) ;rm—f e D L (g e— ) dr |

s AR(r D —iher D)
\/ ‘/ [ ] ZI\/ f I- dr ] dr;

or, vu les conditions frontiéres, on a

dikir, 2y,  [dhir e)
d.r - dx w
1
donc, en remarquant que l’mtégrule/ Py adr est bornce quel que
0
soit m, on aura [en passant a la limite pour m —»o0 dans (15) el en
utilisant de nouveau la propriété de la fonction de Green] que la
fonction y(z), limite d’une suite extraite d’aprés le théoréme d’Arzéla
e la suite minimante de Ritz, vérifie en effet le systéme différentie
del t te de Ritz, fi effet le sysl différentiel
onné (1). Vu que la solution du systéme (1) est unique, on s’assure
d Vu que la solution du systéme t ) ’
aisément par un léger changement du raisonnement que la suite
tp leg hang t d t que I t
minimante de Ritz elle-méme est uniformément convergente et tend
pour m — co vers une fonction continue, dérivable et satisfaisant a (1).
Les raisonnements de ce genre basés sur I'emploi du théoreme
d’Arzéla et la notion de la fonction de Green sont largement ulilisés
8
dans les travaux de R. Courant | 117 et aussi de L. Lichtenstein [12
)
qui traitent aussi le cas plus général d’une équation différentielle
non linéaire (') (voir aussi Hammerstein [13]).

Remarque. — A Taide de (1) il est aisé de former le systéme
linéaire & une infinité d’inconnues auquel satisfont les coefficients de
[Fourier de I'intégrale de (1). En effet, on a dans le cas p(x)=1,

(') Voir plus loin, § 9.
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Y=\ 2sinwnz

1 I 1
I I ,
“th :f VVadr =— —»f Vi dr =— —*f ¥, dr
A ntJ, nt Jy

l‘ 1 1 '
= Yude — b, dx;,
,,._.L[f«tw foq.w i

donc le systéme en question sera

bl 1 1
nian=tb,— 3 aif gVt d.z'—n—a,,f g3 dr
[ -R/M 0 ¢
(n=1, 2 ...,o),

De la on conclut que la méthode de W. Ritz n’est en somme que
celle des « réduites » appliquée au systéme ci-dessus; cela se voit
immédiatement d’aprés les conditions de minimum dans la méthode
de Ritz, moyennant I'intégration par parties. On voit donc d’un coup
tout le profit qu’on peut tirer [14] des recherches modernes dans le
domaine des détecrminants infinis, permettant de traiter les systémes
d’équations linéaires a une infinité d'inconnues par la méthode des
réduites dans le cas ot par exemple le déterminant correspondant est
« absolument convergent » (voir les travaux de H. von Koch [M]‘),
¢’esl ce qui se vérific ici aisément d’aprés Ies suppositions failes.

On doit cependant ohserver que cette méthode des déterminants
infinis ne se préte pas aisément, ce semble, a I'évaluation plus ou
moins précise des erreurs commises & la m/®™ approximation.

3. La démonstration de la convergence de l’algorithme varia-
tionnel (procédé de Ritz) par des méthodes permettant d’apprécier
l'erreur commise a la /n'*"* approximation. -— Malgré son incontes-
table importance la méthode de W. Rilz, tant appliquée ce dernier
temps aux divers problémes de la Physique mathématique et de la
Science d’'Ingénieur [13], ne donne pas cependant, au moins sous la
forme ci-dessus indiquée, le moyen d’apprécier le degré d’exactitude
obtenu quand on s’arréte & une approximation comptant un nombre
donné de termes.

Dans P’élaboration des méthodes d’intégration approchée, il est
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d’une importance toute particuliére d’avoir des méthodes de démons-
tration qui permettent non seulement d'établir la convergence du
procédé, mais qui donnent aussi le moyen d’écaluer sous une
Jorme explicite, nette, précise au plus possible, le module du
maximum de Uerreur commise en s’arrétant & la miéme approri-
mation.
1l est bon de remarquer a ce propos que, dans le domaine de l'inté-
~ gration approchée, il n’est guére suffisant de constater que le maximum
susdit tend vers zéro pour limm —>o, quoique ceci prouve déja la
convergence du procédé. La connaissance de I'ordre de ’approxima-
tion esl aussi d’une utilité assez resireinte; ce ui importe surtout
au point de vue des applications, c’est I'expression explicite de
I'errcur commise sous la forme la moins majorée possible et les diffi-
cultés les plus graves résidenl dans appréciation commode pour les
applications, de l'erreur susdite pour les petites valeurs de m. On
peut méme dive de plus, que dans la pratique les ingénieurs, pour ne
pas étre encombrés par les calculs peu maniables, n’utilisent ordinai-
rement les approximations que pour les petites valcurs de

m(m =2, 3, 4, 5, 0)

et alors les appréciations de I'erreur fournies par les différentes
méthodes d’intégration approchée, ainsi que les particularités de la
question et le mécanisme méme du calcul, permettront de trancher le
probléme du choix de la méthode qui est a préférer pour I'intégration
approchée de I'équation du type considéré, de sorte que sans trop
d’exagéralion, ce semble, on pourrait affirmer qu'au point de vue de
la pratique, chaque type d’équations a intégrer posséde sa méthode Ia
plus avantageuse d’intégration approchée qui lui est propre.

Dans la suite sera exposée toutc une série des méthodes élaborées
en vue de lappréciation cxplicite de Verreur susdite dans les cas
généraux de la Physique mathématique; en se bornant pour le
moment au cas ¢(z)<<o, seul considéré par Ritz dans ses recherches,
posons le probléme ainsi : lexistence de la solution du systéme
est assurée, il faut la calculer acec une erreur ne surpassant pas
une quantité donnée d’acance. Cette maniére de poser la question
est d’autant plus légitime que de légers changements de détail du
raisonnement suffisent a donner la démonstration de Pexistence de la
solution; or ceci est inutile pourtant a détailler, vu que par exemple
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Tapplication du théoréme d’Arzéla (voir §2) en donne déja la preuve
immédiate.

_ Détaillons ici en premier licu a titre d'exemple I'appréciation de
Perrcur susdite pour le cas p(z) =1 en appliquant la méthode pro-
posée par N. Kryloff' [6]. et dont I'idée revient & faire 'appréciation
de (» — »w) au moyen de () —Y,,), on y, et Y,, sont respecti-
vement la m'®" approximation fournie par le¢ procédé de Rilz, et la
somme des m premiers termes du développement de U'intégrale j- ()
en série de Fourier. L’analyse ci-dessous explicitée s'étend au cas
général p(z) =1 (les détails s’y rapportant se trouvent dans une
monographie, actuellement sous presse, de N. Kryloff [29 |4).

En multipliant (3) respectivement par o,,(z) et en faisantla somme,
on obtient

Yot g m == Lqmtm—qm=1f1m,
d’ici, vu I'¢quation (1) vérifiée par ) (), on tire
(16) Poe qrm=f—{SIn+1q0mim—qym
=f—qy—I1f—qrln+gra—I[qrm]ln,
ou r, =y —yu; donc on a
7 1
(17) P qrm = 3"— Yo+ Z "‘("("')f qrmYndr.
m+1 v

En intégrant (17) aprés avoir multiplié par K (x, ¢), on obtient, d’aprés
la propriété de la fonction de Green et les conditions frontiéres,

|
(18) 1'1;1(1')""./‘ l\('r.‘ 3:"](5\)1'1"(5)({5
0

»

L. 1
) C ssinnzar . .
= ;J'(\-f)— Y, () : — E —ai f glYry(x)sinnzedr;
n=m+1 v

donc en multipliant (18) par r,, (x)q(x) et en intégrant on aura, vu
que K(z, ¢) est définie négative (*) (d’aprés la terminologie des équa-

(') Clest-d-dire K(.r, z) est tel que pour toute fonction p(iz) inlégrable ct de

carré intégrable, on a
1 1
f f K(x,e)z(x)s(e)drde<o;

b 0

on s'en assure d’aprés l'expression explicite, bien connue, de

= -
. N sinmTxsinmsze
K(xy, g)=—2 —
| =

m=1
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tions intégrales), 'inégalité suivanle

] 1 // 1 / 1
l f qride \ / [ (=Y, d.r\/ l f qridx
S Jo M
max | g | ’f qri dr

(m—+1)*n?

< max | q |

’

d’on

I max | g |}

fkl m) dr
fq/,,,(l.l'

< .

max | g |
=r(m—1)2

f qrn dr

D’auire part

1
[ K (. 5)‘1(5)",/:(5)‘[5‘ maX|ql
o

car
| K(.x. s')ig.r(l—.l)gi
donc
(g) [rul=1)y—ryn|<ly—Y,|
N maxl!n;[xiq l:l; 4'\2_‘ ]\/[(,_\,,,) de,
4(1—m) VI(m 12w
car

£ . 1
E ﬁs_::#'b[ qg(xYryp(x)sinnzrdr
m—+1

=

Y 2sinins.a _-l]l'l\l(/

2‘ T \/fq rjde < SLLARE Ah Bl ’f qridr

n=m+1 \3(/)1—L l)-—-

A

Cette formule (19) donne 'appréciation de I'erreur cherchée en
comparaison avec l'errcur j- — Y,,, dont la majoration est aisée de
calculer (d’aprés les formules classiques de la théorie des séries tri-
gonométriques) en remarquant que la limitation de y () du sys-
téme (1) en vertu des suppositions faites sera ()

1
S
0

max [ y(r) [l ——
\2Emin| pes) |

(') Cette remarque fut généralisée récemment par M. Tricomi [16] et M. Picone [17]
pour certains types d'équations aux dérivées partielles.
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ou aussi

1
\ / s u’1<ma\|ql_-‘\/f {/l([l | quand p(r) =1i].

Parmi les divers moyens d’apprécier |y — Y, |, indiquons le sui-
vant. On a, en ayant égard a (1),

\/, {'\‘;._\'m)zdrg On ”_ﬁ_\/fu "— Y12 dx
v e

< 1 e
(m—n—l)'—’?"-“/ ,/"} dx

ma(|q|- f

-(m—q—l)”\

/ o e /m.n\ql—' /
\/ v[ (.J—‘\m)‘([.l‘-'- \”_I_”T\ f ————(l.l‘

donc, en vertu de la relation évidente

2 1 1
| R7, () — R0 s)]_<__2\/ [ R}, dx [ Ri2dr (ou I'on pose = = o),
Ja

]

(lx

de méme

on obtient la limitation cherchée

>max | ¢ 2 / b
I R, ! = I y—13 m{ Z MI— /" ‘/ / dor.
0

l '

B Lql

T2 (m—+ 1)2 7
St ¢(x) est soumise aux conditions restrictives complémentaires,

la limitation susdite change en conséquence. En modifiant alors lége-

rement 'analyse on arrive aisément, au lieu de (19), & une autre for-

mule asymptotique permettant d’affirmer que, pour m — =,

max |y — | imax|y—Y,, |

tend vers 1. En effet, on a

1
f K('I'7 E)Q(E)Rm(s)([;

0

= g Bui) = [ W g oRue d = [ K, ag7 (R de,
©° A1)
1 /L

i = 2 g 1 J 5 .
\ / [ [Rm] d:< (;)T_r )=t \/’/ .[ R, de;
deg Un +1)7 \/ f Ri, e,

(

\
~
5
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ou
_ 1
R, (&) :f K(r, )R, (e dz;
o

c’est-a-dire R,, est Uintégrale du systéme différentiel

dry ‘ o
(/.;"-’ = R"' (.".) :,"1,0) :"'(l) =0,

- —
== 2 .
[T g — 12 J\/f R3, s,
3 2 =2 L

(m~+1)z

done

et par suite

' /lk(r, s\q(s)R,,,(z\ds‘

/A
/ f v
24 / d.
I - \'/ 0 7 .

< v max|q |+

Vi —+—1)w

/fq
4\\(1)1—1)- \/f Wi clr

car | K(z, ¢)| < %; |K'(2, )| <1. En mettant (18) sous la forme

(m 1)

1
[Y,,l-—.r,,,}—a—f K(z, 2)q ()Y pa— m e

1
:_f K{r, g (O (r—Yu)d:

hed .
N 2SsImnnrrx

L

— —_— [ g(xYrp(r)ysinnzrde =, (0.
;R

n—+

1 1
f |q|[\',,,__;-,,,]2ttrg[ PIER
0o 0
donc

- _Y’I<(l+maxlq[>
Jom n, 4

on en tire

\ f (r—VY,)de,

(m +1 )- =2
ou

(20) N_\zma\'q—[—l—“m_‘_l) [\/ f[q’“] (Il—.—z\/‘/[qjer

y2max | q |

‘-_—' max!gq | 1’
\3[1—. (_IIT—I——I)'-'ﬂ’]

-+
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donc finalement on arrive a la formule en question

13— V| ='1.V~—")m]—)—0(1+ ma.\/!(/ I ) N i
K 3

(n—+a)t=

> \//u[I(.r— Y rde  (10]<0),

ot N a la signification (20). Quand ¢(x) n’est pas dérivable, on peut
obtenir néanmoins la formule asymptotique (') que voici :

(W) 1y =yl =1y = Vo 0 1= 2XLL])

, .
(«n(h)[l -+ L ] ; ©:(h)

[ N
hom—1)=2 Jhr(m ) z?

O J . S

l (m=—1)2 =

S—
x\/ f O —Y)2 dor,

<0

—_
g

PN

[

ot I est un nombre arbitraire qui doit étre choisi en fonction de m
de maniére que

_]_w,(h)[l—e— i ]+ ©x(h)

4 him —1)*x? Jh2(m — 1)zt

tende vers zéro pour m -

\ 2
__max[q] ‘,
| (l (m—t—l))’
1
S late k) —gile + B Rds <o,

|01 <, K=max| ¢! \;+

ol

1
[ lqir+—2h)—aq(e+ )+ qrtde =[w(h)]?

hall]
(0S e, hoSh;

on voit d’un coup que (1,) se dégénére en (I) quand ¢ () est déri-
vable.

Les formules ci-dessus obtenues et leurs généralisations immé-
diates [29];. ainsi que les formules du méme genre, qu'il est aisé
encore d’élablir, donnent réponse a la question non dénuée d’intérét :
quelle approximation m doit-on prendre dans Uapplication du

(") Elaboréc par mon éleve N. Bogolioubofl.
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procédé de Rits au systéme (1) afin que l'erreur commise soit
plus petite gu’un nombre assigné d’acance et compatible avec
la nature du probléme posé. Dans 1'élaboration des formules
analogues, toute l'attention doit étre dirigée de maniére a obtenir
I'expression de l'erreur sous la forme la moins majorée possible
par ‘rapport aux coeflicients numériques qui y interviennent, de
sorte que le désaccord entre Uerreur calculée par les formules
élaborées et l’erreur réelle, ¢’est-a-dire non majorée, soit mini-
mum. On reviendra sur cette question plus loin en traitant les pro-
bléemes fondamentaux dc¢ la Physique mathématique (calcul des
valeurs et des fonctions singuliéres, I’étude du cas général), mais
dés a présent on peut déja dire que le sujet est loin d’étre épuisé,
surtout vu le grand nombre des différentes méthodes d’intégration
approchée, et ceci peut tenter, ce semble, les efforts des jeunes cher-
cheurs.

L’élaboration des formules approchées majorant | )

Ym| peut
étre faite de bien des fagons aussi dansle cas p(x) £ 1; en voiciune :
on a évidemment

) — L) 12 1(Y) =10 |,
donc

1

‘.2” f [1)(}.;11—}-’)2__q(Jlm_j')] dr
)

1
éf [p(Yo—0" )2 —q(Yu—0)2]dr
)

max ! ¢q |
S-\maxp' [
= (m —+1)tn? \

' f (Yo, — ") dr,
par conséquent
L
L— - \/ ———
L= | MUENER

on

N

_ . _max|g]
,_\/maxlpl F n 1) _'_? E) . mmn,pl ,’

oii, bien entendu, on peut de différentes maniéres améliorer la majo-
ration.

min [ p |

Remarque I. — A T'aide des conditions de minimum (3) ct I'équa-
tion différentielle (1), on obtient immédiatement I'appréciation de la
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différence entre les coefficients correspondants de 'approximation de
Ritz et les coefficients de Fourier de y ()

f(‘lm—l)Jndf
maxlq! n
M= \/mm 7 ma\]q +qu dx
1 s max i q |
_'_3\//0‘ g dr — max | q |

(m —+ )=

(1n+1)4 f [y —Ym]dr,

et —a, | =

ou.

(1€n<m),
résultat intéressant au point de vue de la pratique.

Remarque II. — De (21), vu le signe de ¢(x), on tire pour
plx)=1

' ' max | ¢q!
(22) [ (' —ymrdr < [ (=Y (Lr[:—a— ———{—”],
40

A (m—1)z?

d’autre part

1 1
[ o= rirdez f (V=Y ) de,
0 0
donc

\/ f [3'—rym]? (‘l.l‘—\ f (=Y (l.r( :,,:’:—Xl\)fl—l (<0<

1
ceci démoutre 'asymptotisme de \/f | ¥ — )7 |> dx par rapport a

I'erveur quadratique \/f (' —[Y']m)*dxz, car d’apreés les condi-

tions frontiéres, ona Y,, = [Y']..
De (16) on tire aussi
(')_3) l_} hn|<ff_[.f /nl_‘_lq}'_[q’]nzl

+\/f q”dx\//ft;—;,,,) dr
+\ q d.r\ fu—;,,,) o
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d’aatre part

Al
[0

/Pl /
L rae)—riE) 2oy / ridryg / Yy dor
/ /
3 )

et cela suffit pour prouver la convergence des premiéres dérivées des
approximations de Ritz vers la premiére dérivée de 'intégrale ) (z)
de ’équation donnée (1). Pour établir la convergence des dérivées
secondes, remarquons que d’aprés (22) et (23) on constate le fait, qui
vient d’étre déja utilisé, justement que, si ¢(z) est dérivable, les ¥},
convergent en moyenne vers y’(x); pour prouver la convergence
ponctuelle, il faut imposer a f(x) et ¢(x) les conditions restrictives
supplémentaires concernant la dérivabilité et pour f(z) aussi la con-
dition de¢ s’annuler aux points frontiéres, c’est-a-dire

Jio) = fir)y =o;

cette derniére condition peut toujours étre supposée remplie, car le
changement de variables, indiqué par M. Krawtchouk [18],

St l)—.f(‘o)(j,_

2§ ()= z(r) = 5 S— )

_f(o)(, ri—.r)

by . *
transforme I'équation différentielle (1) en une autre, ou au lieu de
JS(z) on aura une fonction F(x), telle que

F(o)=F(1) = o;

ceci permet d’affirmer que l'application de I'algorithme variationnel
donne un procédé servant a vérifier approximativement le systéme
différentiel donné (1), avec une erreur qui peut étre calculée d’avance
en correspondance avec les conditions restrictives imposées aux coef-
ficients de (1) (voir aussi N. Krylof' [6]).

4. Quelques remarques sur les fonctions J;(.z) dont les combinai-
sons linéaires servent i former, d’aprés la méthode de 1’algorithme
variationnel, les approximations de l’intégrale cherchée. — Les
fonctions §;(x) ne sont pas évidemment les scules a utiliser dans le
procédé da calcul approximatif de I'intégrale cherchée; ainsi les ingé-
nieurs se servent souvent, dans la pratique, de polynomes vérifiant les
conditions frontiéres, par exemple, du type §;(z) = z‘(1 -— x), sans
se préoccuper de la convergence des développements obtenus et en
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affirmant ordinairement que I'errcur commise a la m*™* approxima-
tion ne sc¢ préte pas a appréciation.
On peut cependant remarquer que, d’aprés la notion du minimum,

on a
L) — LOD TS TY 0 — 10O

c’est-a-dire [cas p(z)=1] (")

I 1
o [ gL i de € [ g [ e,
<o [0 .

d’ou, vu le signe de ¢ (),

1
S oy pde [N Yy T
0 o

Déterminons i présent les coefficients A/ dans les combinaisons
linéaires

m

- 2: ‘m) g

‘m: Al "IJI', "fl':.l,ll\[—x),
1

1
de maniére a4 rendre minimum Dintégrale / [y =Y, ]2 dx; il est
J
ais¢ de voir que, dans le cas considéré, les approximations de l'inté-
grale cherchée se présentent sous la forme
’ m
N

ZB,-/ Pi(x) dr,
. 0
=1

dy

ou R;(r) sont les polynomes de Legendre et que [Tw]m: — - Cela

étant, on remarque qu’a coté de (25) on a

1 1

R e o . 1a 1 NERTH)

[ [) ;n_) J" dr = [ :l‘;n_J }-"[‘IM_J m]")d‘['
v ]

donc

| . 1
[ V=il de<max g1 [ [Yu—y e,
“ 0

par conséquent

—_——
(= Tman yr— You |+ max| q I \,/f [J"— Yo ]2 dx.
. . 0

(') Pour le cas p(x) #1, voir les travaux de N. Kryloff [29].
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Or
A .
('!.6) I}' — Ym I < \/,-’ f [J"— Y;“ ]'—' dr = \/f l_‘l"'— [Il"_!,“ ]2 4[.[-‘
[ 0

donc la différence | y» — »,, | au besoin peut étre explicitée, car [ )|
est la somme de m premiers termes du développement de ) en séric
de polynomes de Legendre.

La notion des « conditions naturelles », introduites par R. Cou-
rant [11], permet d’autre part de minimiser Iintégrale dans le
champ des fonctions ;(z) ne vérifiant aucune condition frontiére,
en obtenant de la sorte pour y(z)les « conditions frontiéres natu-
relles », si, bien entendu, l'intégrale & minimiser est « chargée »
convenablement. En prenant par ¢xemple I'intégrale « chargée » du
Lype considéré par R. Courant,

1
(27) 1) =f (Pyr—gqy*+2fy)de+yit—yit,
0

(t et t, étant supposées positives ou nulles) ('), ons’assure de I'annu-
lation de la premiére variation pour toute valeur de 3y que les condi-
tions « naturelles » ¢n ce cas-la seront

Py (1) =—ty(1),

(28) ..
po)y(oy= t y(o).

D’aprés les conditions de minimum on a, comme toujours,

Yost-a-di Ty ) — 1O 1S TT(Y ) — 1)
c ¢st-a-daire

1
(29) 1P =0 =g (rm— 00 e+ (yu—) )3+ m—y )i
0 !
1

.—<—_f !‘p(Y;n'—"}‘,):'_ (](.Ym—)')'3 : dr -+ (Ym_)‘);';[ - (; Ym—‘}"\).T, Li=zp.

0

La quantité ¢, peut étre majorée d’aprés les méthodes exposées
précédemment en fonction des données de la question, et en corres-

(') Le raisonnement cst valable méme pour ¢ ct ¢, négatives, pourvu que

lel+[t ]2 ot k= —t oy L
k min ;g | ymin g minlp

comme il est f{acile de s'en assurer.
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pondance avec les conditions restrictives imposées aux coefficients du
systéme différentiel (1).

De (29) on peut tirer I'estimation de 'errcur |y — )7 | sous une
forme explicite ne dépendant que des coefficients numériques. Cette
maniére d'envisager la question semble plus avantageuse au point de
vue du calcul que la recherche de la solution approchée de (1) sous
forme de combinaisons linéaires finies de fonctions vérifiant les con-
ditions frontiéres (28) et qu’il est aisé de former.

Remarquons en passant que pour

(30) p(n=p(o)r=o,

les conditions frontiéres {28) dégénérent en celles, qui ont été consi-
dérces précédemment,
(N =r(0)=o;

donc, si les conditions (30) sont remplies, on peut utiliser pour la
solution approchée du systéme (1) la méthode de l'algorithme varia-
tionnel appliquée a l'intégrale « chargée » (27). L'existence de la
solution de (1) en ce cas peut étre aisément démontrée par la méthode
]

du paragraphe 1 (pourvu que l’inlégrale./ I—;([—-:N ait un sens ) et la
solution approchée peut procéder suivant leos fonctions §;(z) nc véri-
fiant pas les conditions frontiéres de (1). Cette observation se géné-
ralise dans différentes directions permettant de traiter les cas intéres-
sant les sciences d’applications.

Remarque. — La méthode de I'algorithme variationnel (procédé
de Ritz) sous la forme précédemment exposée, revient a la recherche
des expressions approchées des coeflicients de I'ourier, de la solution
cherchée du systéme différentiel (1).

Il n’est pas dénué d’intérét, méme au point de vue de la pratique,
d’utiliser certaines formules d’interpolation (par exemple d’interpo-
lation trigonométrique), en obtenant par cette voie les expressions
approchées des valeurs y (z) de la solution cherchée, ce qui peut étre
plus commode pour les applications que les valeurs a,"' précédem-
ment trouvées. La convergence du procédé peut étre aisément
démontrée en ce cas ('), et I'estimation de I'erreur commise a la

(') Car tout revient en somme a la reconstruction d’'une méme expression servant
4 Papproximation de I'intégrale.
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m'tme approximation s’obtient aussi sous une forme plus ou moins

majorée, bien entendu. L’étude systématique des différcntes for-
mules d’interpolation (entre autres d’interpolation polynomiale, quand
les points d’interpolation sont par exemple les racines des polynomes
de Legendre ou de Tchebychell), s'impose a ce point de vue et pour-
rait faire le sujet d’une étude spéciale, au moins en ce qui concerne
le calcul numérique.

5. Solution approchée des problémes fondamentaux de la Physique
mathématique, traités par 'application de la méthode de 1'algorithme
variationnel. Calcul des valeurs singuliéres (dites aussi « caractéris-
tiques », « fondamentales », « critiques ») du paramétre. — Les
méthodes usueclles [9], sous des hypothéses assez larges, établissent,
comme il est bien connu, l'existence des valeurs singuliéres 7;
(=1, 2,3, ..., ) formant une suite discréte et telles que pour ces
valeurs du paramétre 1 il existe une intégrale du systeme différentiel
homogéne

(31) —p - ThqyHry=o0  (g>ok
y(0)=y(1) =o.

Le raisonnement élaboré par W. Ritz pour la démonstration de la
convergence du procédé de I'algorithme variationnel, et exposé dans
les paragraphes précédents avec différentes généralisations et modifi-
cations, est basée essentiellement sur le fait, que la forme quadra-
tique sous le signe de l'intégrale a varier est définie positive; ce rai-
sonnement ne s'adapte donc pas au cas actuel, ¢t W. Ritz sc
borne [1,] & quelques calculs numériques sans entrer dans la discus-
sion de la convergence du procédé. '

La méthode des déterminants infinis [6]s, [7] donne la démonstra-
tion de la convergence; or, dans’élaboration des méthodes d'intégra-
tion approchéc, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 3, on doit tou-
jours préférer les méthodes qui donnent Pappréciation, sous la forme
la moins majorée possible, de I'erreur commise a la m'*"® approxi-
maltion.

En prenant pour abréger le cas simple p(z) =1, r(z)=o, facile
a généraliser (les cas plus généraux se trouvent traités dans les tra-
vaux [29)], détaillons le raisonnement de la Note de N. Kryloff {6]4 s’y
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rapportant, en indiquant ensuite sans démonstration quelques formules
relatives aux autres cas visant les différentes hypothéses a propos
de g (). Les expressions approchées 4, de la valeur « singuliére 2, »
se déterminent par I'équation dite « séculaire », obtenue en égalant &

zéro le déterminant des coefficients a'”:

2 dans le systéme linéaire

. JI FT .
o = [ b g ] de=o  (iSm),
ont,) A

1
m ‘m miy — Vo2 2
Lu(ai™, aj™, ..., ay )—f | Yriym— )~(1,Vn,m ) dr,
i
m

W
j'n,m(‘z) - avm:"'ﬁ(“v) / q},g, dr =1

i=1

et ou, d’aprés (32) méme, on a (')
1
f qVn,mVim dr=o0 (f # n);
0

Ji(x) est un systéme des fonctions dont on a parlé dans le para-
graphe 1, cn particulier on peut prendre par exemple

‘ ~— .
Y(r) =\ rsinznur,

ou les polynomes vérifiant les conditions frontiéres
Yu(r) =24 (1 —x).

Iy

En chargeant convenablement I'intégrale a 'varier I()), on peut,
d’aprés la remarque faite a la fin du paragraphe 4, sc débarrasser des
conditions frontiéres imposées aux fonctions ¢, (2z) dans le champ
desquelles on minimise P'intégrale I(»-). En désignant par

it (n=1,2, ..., m)
les m racines, évidemment toutes réelles, de I'équation séculaire sus-

dite, on tire de (32)

1 1
33) [ amt) it [ K, ) pumie) delyde=o,
70

“0

(') Pour la démonstration détaillée, qui est assez compliquée, voir par exemple
129]y,., ol a été considéré le probléme plus général de deux dimensions.

MEMORIAL DES SC. MATI. — N° 49, 3
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ou K(z, ¢) est la fonclion de Green

P

. sinzn.rsinzu:
l\(i.l‘,s‘):—-_), - .

2pt

w“n
n=1

Muliiplions (33) par ,(x), en faisant la somme on aura

1
Hu,m ('1") —+ [ Km(‘l', 3)7(5).1'11,111(5) d: = 0,
0
{ ?Li l mo .
| N SINaATxrsSInnT:
K, (r. = :—'),Z——'
lu( ) nz? )
n=1
it d m . ; i les vale les
on voit donc que A, et 37, sont respectivement les valeurs et les
fonctions singuliéres relatives au noyau K, (z, ¢) représentant la
somme des m premicrs termes du développement de K (z, ¢) en série
de IFourier. D’autre part, on sait que la n'*™ fonction singuliére ), =1,
vcrifie I'équation intégrale homogenc

a1
Yula) -~ "/.,,J Kuor, hg(avyiard: =o0:
v

donc, en utilisant les résultats connus [17], on peut par bien des
procédés obtenir les appréciations de

Lo B s S
|‘l nl L) — 3 \J)‘, [ g — 2",

car
(K, ey — K, (e, 20 < gy lime,,— o,

ct Pordre de ¢, peut étre apprécié. Or, on peut procéder de la maniére
que voici : déterminons les constantes «; dans ’expression

F(.rnzzu,-;p,-(l‘ IR

i=1

on g (x)(i=1, 2, ..., n)sont les m premiéres fonctions singuliéres,
dont I’existence est assurce d’aprés la méthode fondamentale de la
Physique mathématique, de maniére que

1 1
. f q()[F 2, dr=1. f G F() L yimder =0
(395) o : B

(F=1.2.3. ....n—1)
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ou [I'],. est la somme de Fourier (en série de sinus) d'ordre m
de I'(z); d’autre part il est possible aussi d¢ déterminer les cons-

tantes &; dans
n
i) =Z biVim

i=1

afin que
1

' !
eV [ane@dr=n [ g@e@nnde=o
' 0 .

0
(=1, ....n—I)

Alors, d’aprés (33), (36) et les propriétés de minimum, on a

1
[ Q2 dr 205
v

or

1 n : n 1|
f Wrer)de = 3 bR < ¥ bE = f g (V2 (2) de =2,
0

o

i=1 1=\

donc les valeurs approchées de 3, obtenues par I'application de
I'algorithme variationnel, vérifient la relation suivante, importante au
point de vue des applications :

W20

On a aussi

Al 1
f F;;-;dm:f{F(.z-)_!;;-;dxg>.;;'r",

K | 1
[ Pade= [ Frdes [iFR—Frde
“u

[0 <y

1 1
S [ giT—Falde+ [ {FR—F s
i) et

donc,
M — hp = hy— 1|
A yars
<Aymax|g]| \/ f [F—F, ltdey - f [F 4+ F, dr,
! 0 ' 0
car

1 i
[ 'F;;—’,—F'flrl.r:f VTF' 3, —F2 1 dr<o,
0 [
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par conséquent

/ [
/
, " dr -
. . / f 1
o < 22 m""‘1‘1_1\ o \/f qFdr
/ [

' \'min | g | (m—+1)*n

3 1
27~?‘7"‘ﬂxlf115f q Frde
< 1] ;

i
minjq [2(m +1)*=2

1
‘/ (/F‘-‘(l.r-—ll( ;
! : (m-—12=2minjq [?

1
f g2 dr < !
L —

B
2 max | q |2 i,

d’autre part

EY !
2 max | ¢ ]fi.,,f gFdr
0

b

donc

(m—+1):z2min|q |’

/ N

; 3
(si bien entendu —— 22X ALY < l)?

1
min | ¢ |2(m +1)*7?

par suite on obtient

1)z

( ), ) 2.7 max E
(D | [ m—nm (< ~amax | q |

3 2
T ) ’~n:‘

3
min|q F(h —1)r2—amax|q!*),

Pour l'estimation de l'erreur |A,—%,”'| on pourrait utiliser la

méthode de variations en introduisant lc noyau auxiliaire K(z, ¢; o)
dépendant du paramétre a
K(r, 05 2) = Ky (o ) -+ 2] K(r, 0)— Ky (o O],
de sorte que
K(r,t;0) =K, (x, 1); K(r, t; 1) = K(ax, ).
Soient 14 (a) et gx(x; a) respectivement les valeurs et les fonctions

singuliéres correspondantes au noyau K(z, ¢; ), c'est-a-dire

1
(37) sy 1)+7./,(1)f K(r, 3 2)q()or(t; 2)dt = o.
0
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En prenant la variation de (37), on a (*)
ool @) ! 0z
‘—'1'—’+7‘/‘»(1)f K(e 05 @) g () T2 (5 ) de

= — () f K(a, t; 2)q()zi(t; ) dt

~
ox

—-).,(.(1)/ —k(r—‘t—”q(l)f,((t ) dt.

v

Pour que cette relation puisse avoir lieu, 724(«) étant une valeur sin-
guliére, il faut, d’aprés le théoréme connu de la théoric des équations
inlégrales, que

N
6L %)

1 1
= [ f q(YGUNTK (e, ) — K, (r, O 2 (05 25405 2y du i,
0 o

= S =
8x A A)

d’ovi Pon tire

Al a2
“ J q;k(.l',a)q(.r)sini:.r N )
N 0 e max i g

YR — S Ry 2‘ . .

(38) 2 k2 hk b [ < (m —+-1)rx?
i=m—+I
(0 <<&<C1)
. § hgmax ! q |

or, pour m suflisamment grand, 1> = donc (*)
(D | < 7'7) '“"7' W< _’_"_>
: K ' (m—+1)x pmax | q | = min|q|

Cetle appréciation de P'erreur dans l'application de P'algorithme
variationnel peul étre utile pratiquement, car des formules de ce
genre on peut conclure guel nombre m doit étre pris dans le calcul
des valeurs singuliéres (au moyen de l'algorithme variationnel)
pour que lerreur commise ne surpasse pas la valeur assignée
d’acance. Sile nombre m ainsi obtenu est trop grand pour que
le calcul puisse se faire aisement, on peut avolr recours a la

(1) Pour la démonstration du fait que p,(x, «) posséde la dérivée par rapporl a a.
voir les travaux de N. Kryloff [ 2q].
(2) On peut limiter 2™ directement par le calcul.



34 NICOLAS KRYLOFF.

supposition, pratiquement dans bien des cas admissible, de la
dérivabilité de q(x); de méme dans certains cas peuvent étre utiles
les appréciations de 'erreur ot g(x) n’intervient pas dans le déno-
minateur, de sorte que les majorations de Uerreur ainsi obtenues
sont valables méme quand q{z) peut sannuler. \ oici quelques
formules de ce genre récemment obtenues [6]. qui ne sont pas
dénuées d’intérét :

3 ) )\-.’Il'__‘ )\A l ) NI q 19
(n : L [ max g+ max | T ).
(1V) ‘ " .-c‘un = l)i [, ~j | max g + max " ]
~ < s N " S om . a
\ Wi PR < max|q"| [2" 1 maxlgP |
4 Iy Sombun 1) | maxqg Ry RS
A AL ) | [ARN4ARE 3 amax|q’| .
l N < (m —+ I)Grrb ( max | q [ \ )\/.(ny (i o'")
‘ . T
83)) - = max 1:1!,
i VT
o s max|q || "]
ou m— h(l)l—i—l)"‘t'
W= | A
N = (m—+172—B | |
vil — _ maxiq i
( ) ‘ ) =(max|q | mm]qn\/mlmql
ou
B=omax|q|; || < ml—

Ces formules donnent les appréciations des majorations des erreurs
relatives en correspondance avec les différentes restrictions imposées
a la fonction ¢(z) [entre autres la formule (VII) montre que cette
majoration de l'erreur est égale a zéro si g(z) = const. |, et il va de
soi que, pour choisir la meilleure, il faut utiliser les particularités
de la question. Pour obtenir les résultats utiles au praticien, il faut
donc élaborer toute une série de formules de majoration, en fai-
sant intervenir les conditions restrictives (imposées aux coefficients
du systéme différentiel donné) les plus fre'quentés dans la pratique.

Les formules ci-dessus oblenues prouvent en particulier la conver-
gence du procédé de 'algorithme variationnel (qui en découle comme
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simple conséquence), et se généralisent immédiatement pour les
équations différentielles d’ordre supérieur.

6. Calcul des fonctions « singuliéres » (« fondamentales », carac-
téristiques ») a l’aide de l'algorithme variationnel. — Considérons
I’équation (37), d’ot, en prenant la variation par rapport i «, on tire
alsément

1 —
3 - . - 0"'
.\‘_—F/.k‘/‘ [ B+ 2[K—Kk ,,L] q = 32 (lt_.r,,
)

U

=Ty =" _!‘ ""’,(‘/. [l\ l\m]q“‘/udt Sr=gr(r, 2). 7‘/\': hp(a).

" 0

Or, X4 est une valeur singuliére pour le noyau K,, + (K —K,,);
donc, en vertu d’un théoréme bien connu de la théorie des équations
intégrales linéaires [9];, on a

~— T | 1
0% — = A — - - —
-;i—‘- = LT - /./;Erll—'f"/‘ q3 f (K—Ky,)g3rdt |de,
o hp— Ao Yo
k#!

| —
ot C=const.; en différentiant | ¢¢; dz =1, il en résulte, d’aprés
0

la formule précédente, en vertu de I'orthogonalité des fonctions ¢,

que C:n, donc
\= 2 1 1 ( 2
‘f p 0_ dr [f (m%/o(K—l\',,.)qcp/.-dt‘dx]

Yo -
_ 1 1 2
<M'—'7.‘7:.max}q|/‘ [f (K—Km)(jgkdl] dr
<0 1

>

1 2
< (f q@ksinnnmdx)'
0

73M2max | g | . R ;
< b q 9 gSisinnzxdr ),
0

(m —+1rz

= »iM2max|q |2

ou

7./

M = max

= = = maXx
np— L}

N,

= le plus grand de deux nombres

Tkl = Rk )A—n—A
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D’autre part

T = E z[f q@ksinn:wdx]
[}

nm+1
*" 1 2 1
=Z-».[ [ (qsk—[qmnsinnmu-] = [ @he—lgElr de,
| U 0

par conséquent

| Sos\2 . max | ¢ 7f M2+,
(=) do| —F—"22,
) 7\ %« S (mEa)iRr

or

1 1 NN 2 1 A\ @
0T/ o o0C -\ "
[ YV E— Vim ) de :f q T‘ 6% ) «r-Z max f q (-T—L) dr|s
oy o " ox " \ ox

donc lexpression de l'erreur globale (quadratique moyennc) se
préscate sous la forme suivante :

s

1 o
, : max|ql7;""= M2 .= i
(VD j G ke < JZ:J.)'»:—-& Ay car /~k§)~k§’-'l.l'"’y‘
o v

ou les limitations pour 7,

"Amgmﬂ\ lq1;

s m

~om “
Py max | ¢" | 12y maxlgd|
S ————— (maxqg?4- ——— - ————————— )
S (e =R ( 1 i 4 (m- kw2 )’
(3974 TS i 2+ - ; \)
: i L ————— (max ¢+ max | |—— };
YRS (1) R 1 )
S 3 . - ’ > ) " 2
Wi 4 9 max 1+ 0 q
T . e——T— —|i oo (max([:+ I‘I_KL m | +—., max /_ ) .
2 -~ : 30N IS
| ) N VA Ii Vg .
avec
N
o max | q || 2]
O = G577 e ?

E)

8(m —+1)?

s’obtiennent aisément ct ont déja é1é utilisées pour la déduction des

formules (IIT)-( VII), car, d’aprés (38), on a

S oos N
<o . NN
VAP gL

1 s m
3 f (gex—[qF]m)dr = M .
0

(m —+1)*= (m - 1)*x2
( ( )
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La constante M peut étre limitée par la formule évidente

s ime
| A
T = =

a la condition (') que sA’"‘(,zl <R =, ]".
*+ ",_)

(fo) M <

a l'aide des valeurs qu’on peut obtenir directement pendant le calcul
et de ¢/", c’est-a-dire des majorations ci-dessus obtenues, de I'erreur
—

ey me
/ —')‘/

La limitation de M peut étre: obtenue aussi en fonction des coefli-
cients du systéme diflérentiel donné en se basant sur la limitation
suivante :

signy’ — 1
. . whk=o . R r ‘ | TR e
Mt = W > e

qu'on obtient (*)
oscillatoires de I'équation différentielle donnée (théoréme de Sturm).

I'aide de considérations liées aux propriétés

Pour obtenir I'erreur ponctuelle, on peut procéder de bien des
maniéres. En voici une. D’apreés ce qui précéde, on a

1 1 i SN2 P
. , _ . , _max!lgq | Ay *M2v,
f eym—{ Ve 2dr \f (Viegm— Vi de < ———— - )
o 0

minlg,; (m—+1)zt

donc
]
(11 \ "J'A',m — [)'k]m [ \ 2m /‘/ [ (_Vk,m_ [J'(‘ }m 2
\/lﬂd\ lgi (= r,,,,\ M7 /.,, "
= min
17 =2(m == l\’

D’autre part, au moyen de l'intégration par parties, on s’assurc

") ‘me

(') Ce qui surcment aura licu pour m suffisamment grand, car A/’ — A =g
tend vers zévo pour m —>oc.

(®) Pour la démonstration, voir [29].
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\/f (Pl dr

2
3

que

!.y/:—[)’k}m [ <

w

=2(m 1)

\/f (qyr—1gyulm)* dz

E
2

i3

par conséquent

YA 2
(|2) I.}’A—[}AJIHI< max \/f (qﬁ-—[q@/.]m) d‘l‘) ())

o<a <i ’ =2m 1)

_ \/;'ﬂml)\k[

E]
x2(m +1)2

x2(m —+1)

1=

R
2

D’aprés (41) et (42), on tire de la relation évidente
|]'l.'_}’lc,m | < [}'k—' [)’l:]m | =+ [.}’l:]nz—}'k,m l

la formule donnant la majoration de Uerreur ponctuelle pour le
calcul des fonctions singulieres relatives au cas considéré

‘.Ill
l‘/ "lm< Y /jma\‘([l>’
min: q |

(m—\—l):T 4

( IX) '}’,{-(vl‘) — Yk,m (‘l') I <

ou les majorations pour les constantes 7,, et M sont données par les
formules (39), (40). L’analyse qui nous a conduit a la formule (IX)
s'étend d’elle-méme aux systémes différentiels plus généraux que le
systéme considéré.

7. L’intégration approchée de I’équation différentielle non homo-
géne (cas général) par le procédé de l’algorithme variationnel. —
Bornons-nous a titre d’exemple au cas simple du systéme différentiel

(43) y'=dqlz)yy=f; lo)y=r(nr=o.

En substituant dans l'intégrale dont 'équation d’Euler est juste-
ment I'équation dlﬂerentlelle donnée, au lieu de y(x), une combi-
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naison linéaire de la forme

m

Ym —2 i) (ou par exemple ¢;(xr) = siniz.r),

on obtient, par la condition de rendre l'intégrale susdite « station-
naire », le systéme suivant d’équations linéaires

Al W
S nbimrgratide = [ fude (=t m,
- 0

d’o11, en intégrant par parties, il vient
1 1 1 1
[ [_;-,,,Txf K(, t)qy,,,dt]'{a'}d.t =f ,[f K(z, 1) f(£) dt] dr
0 o ) 0
(£ =1,2, ..., m);

de la, par une combinaison évidente, on tire

1 1
)',,14—)“/‘ Ko (x, t)ygymdt =f Ku(x, t)f(¢)dt.
0 0
Considérons a présent I’équation intégrale suivante :

1 1
S (e 1’)+1/ Koz, 5 2)q0¢)y(x, t;2)de =f K(z, t; 2)f(1)dt,
0 0

ou
Kz, t; 2) = K, (x, t) +2[K(z, t)—Ku(x, t)],

de sorte qque
.1'('1‘: 0,‘:.""1(1‘\); .,V(‘l" '):,V(x)'

En prenant la variation de (44) par rapport a a, on obtient

'))

0]([

)\/‘ K(r, t; 2)g(t) —5— dt_'q,
ou

] 1
.= [ ;"K—K,,,]fdt—)\f (K — K )qv di;
ey o

donc. en appliquant la formule de Schmidt déja utilisée, on en tire

Sy (o, 2) T
L =+ ¥ nqc;dl,
ox | f 1q ¢

\i_)
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par conséquent
f 'f,([?,-(ll:l dr

(i9) f[wx—)]“: f Z
) v L ox m ,
n

[[2 fr,r[w,(ll] dr
hi— L
= ;,([ l;([-g,lll)

=22 - 7
IE (l.i—;\):
s 2

1 2
(/ r,qo,dt) .
=) <M'—').'—‘[ (g dt,

Z (,,_) J, 04

ou

ni

hi— 7

Al
(§6) 7-7,:/ Kz, tyngdt, M= max
“

=12, ...

et, en inlégrant par parties, on tire de (40)

| 1 1
'r,—(i:‘/ ~r,qut+'7,q—f K,q'7 de, ou N = [ N, (e, 03 dt,

0 “0 A}

donc
1 1 ".3 1
gyt <o [ ardt < —2L f w2 dl,
\[ o (m 1)z o
ou

1 / 1 1
v:\/fqﬂdt—a—max;q[—n—\/f[f qu-dt]
0 0 0

par conséquent, d’aprés (45), on a
1 , N
5y (s, “)] : 22 M2y fl
e | dr< s | mrd.
>[ [ 9z m T (m —+1)zz o 0= dxr
( 1:) I[J‘(‘l‘a 1)]”1_ [.}'(-[7 0\)]”‘ !
[ o) ‘/I[ayl R
8z % = . 0%
J, oz N e
T s .
»]* *My
<\/~/0‘ [a—i]md‘r<(ln—| l)n.\// 7](11,
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d’autre part, d’aprés une transformation évidente, ona

1
=y, 1)—[ (s l)],,,—|~7.f (K— K, gy, 1)—p(¢, 2)]dt,
0

donc
/ 1 /A0 ]
\/ ["lz(l‘[é\/f()’—'\m)'-'(l.z‘
4+ /m'l\|
T (m+1)= \/f gy ) —pu O de,
onl

Y =[x, Dln= [y 1m

Remarquons a présent que

Qs

/ : 1/ ! o) \*®
\'v/ .~( gl (t, D—t D ¢/l<\// max [ q((:) :lt‘

Sy \

et

(1(:;;\)' dt

1
< M:max|q| f 2 dt,
o

v

/nI9<;£> dt = [ fjsz f r,(/?,-/ﬁ%ifl.r.
0 ? hi— K

Par conséquent

M
ey [ el

en posant dans (47) @ =0, on en lire

My
\u_ < , / -
| n l/ul \IIL—I—I)"\ f (} \'“) dll /Mmaxlql

(Ill——ll'—‘

car

d’oti I'expression de I'erreur ponctuelle sous la forme asymptotique
que voici :

—Y ) I/I
/ t/‘(l m
0\"1—:—[) \

WM . 2 M max (/
o Eat

(X) l)'—"ul'm I = I }'_—Ym |+

(ot | 0] <)
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La différence ) — Y,, qui figure dans cette formule peat étre
appréciée de différentes facons a la lumiére de la théorie moderne

des séries trigonomélriques.
Par exemple, en intégrant par parties et en utilisant I'équation de

VoL

=2 (m —|—1)

fermelure, on a

)—‘IHI\

or, d'aprés la formule de Schmidt, on obtient aisément

\/ f )"-'(lx<\/ [f (/:-e—/l\lmax]ql\//rl—;
ou
J= f K (o, ) f(4)dlt,
donc
; v y
| \/} [\/ [ Srde + M l:]axl q|\/j" 74 '/"'J
(m 1)zt
(e d o

'\ (m'—l,—,_g\/f—l_hl—lwmmax[q]\/ﬁ:

D’une maniére analogue on obtient par exemple aussi

,—

VOISRV \/

—\
K " l < (m 412

5
2

(m —1)*
< (\/’/‘/” If"-’ dr—7. l\l% M + max | q| % \//,/.‘ 1]'2 //.r>.

En substituant dans (X) par ¢cxemple les expressions (48), on obtient
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Perreur ponctuelle sous la forme suicante :

‘/;;{\//—/[:THI_: . max| qi M\/' /'[ If'-'(l.r—i

(n-+1)2

3
\/‘_).( m—=-1 )“) M .

' = (; kl\lmnxiq;)

(m )2z

iy—ml <

(XTI _

L

Pour conclure, remarquons qu’au lieu de la formule (X)), en modi-
fiant légérement I'analyse, on peut établir d’autres formules. En
voici une (') :

_/ 1
I f (=Y, rdr
VO N T YARVA
— _ y

|~V_,}'mI: l)'—'\m[_ »
Zm k
[— (m -1
(m o —1ra
ot
, . max ¢ i ) max ' ¢’ |
o, B=iM ——.—1/—'-\mnX|q|—|—-——[—l
min | q | ? = !
( M max | ¢’| max | ¢"[ \ )
%, —=max| gl 1 —————{max| g |+ — —-— .
" l/l( (e ——1)12x2 |[‘ = =2 )\

Méme remarque que précédemment peut étre faite, a propos de la
possibilité d’étendre les raisonnements de ce paragraphe, a la consi-
dération de systémes différentiels beaucoup plus généraux que le
systéme considéré (43).-

Remargue. — 11 faut signaler aussi la méthode d’Enskog [25], qui
donne de bons résultats au point de vue du calcul numérique. Il s’agit
d'un procédé d’orthogonalisation spécial, élaboré (au moyen de
I'équation différentielle donnée) de telle maniére qu’on obtient la
détermination individuelle des coefficients dans'expression approchéc
de l'intégrale cherchée. Ce procédé donne de réels avantages pour le
calcul numérique de U'intégrale et revient (par exemple dans le cas
considéré dans le paragraphe 1) (voir [6].) & la reconstruction de
I'expression de 'approximation obtenue par Papplication de 1l'algo-
rithme variationnel; de sorte que les mémes majorations de I'erreur

(') Obtenue par mon éléve M. N. Bogoliouboll.
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de la m'®™® approximation peuvent servir pour les dcux méthodes sus-
dites.

8. Quelques confrontations numériques. — Les appréciations pré-
cédemment obtenues ne sont, bien entendu, qu’un premier pas dans
la direction i suivre pour obtenir des résultats pratiquement utili-
sables. Or, quelques confrontations numériques cependant peuvent
étre déja faites. Il importe toutefois de remarquer que certaines majo-
ralions, « bonnes » dans quelques cas, ne sont pas pratiquement utili-
sables pour les autres; ainsi par exemple les majorations appropriées
pour le cas ot les cocfficients du systéme différentiel donné sont len-
tement variables, deviennent en général moins « bonnes » quand
cette derniére circonstance n’a pas lieu.

L’abaissement des cocfficients de majoralion en général est une
chose trés difficile, et une ceuvre utile aux praticiens consisie a
élaborer des estimations de l'erreur, la moins majorée possible,
pour les différents types de systémes différentiels souvent rencontrés.

On se bornera a traiter quelques exemples se rapporlant au
calcul de la premiére valeur singuliére en remarquant que les for-
mules (LI)-(VII) se généralisent aisément aux autres conditions fron-
tiéres ainsi qu’a la représentation polynomiale des approximations
(roir N. Kryloff [29]).

Considérons par exemple le systéme différentiel suivant :

vy . 2
V' =hxr(l—ur)y=o0; yioy=y S)=0

qu'on rencontre dans la théoric du flambement des barres [13] ct
utilisons les majorations

| )‘(/:m— 3 )\%m- Q m

S < ~ 9
N 2m +1 _\'
7 =
ol
[ max 3 nm max | q”
0, = maxg®+ - g3l /.0| .lqi’
M 2/ 1 2 | gt
7 =

qui correspondent dans le cas actuel au (V). On obtient, aprés
quelques calculs numériques pour m = 2,

N =
B ‘ < 0.3 pour 100,
~l
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et pourm =3 L
Lp—
! )._‘ < 0.1 pour 100,
AR

Pour se faire unc idée de'applicabilité des formules de majoration
obtenues, calculons a titre d'cxemple la valeur singuliére correspon-
dant a I'intégrale

PR o
M) = cos —
)
du systéme diltérentiel

V=) =0 ye—D =010 =0,

en s'arrétant a la seconde et a la troisiéme approximation polynomiale
Ve = 0 — ) (WP = @ a?); yia(r)=(a—2)(a)' = af rad ),
qui seront dans le cas actuel respectivement la quatriéme ct sixiéme
approximation, car ici non seulement 3+ (2) mais aussi ¥y, (£). sont
évidemment symétriques par rapport au point z =o. Le calcul
numérique donne, cn appliquant la formule (pour la démonstration,
roir N. Kryloff [29])

l;,(" _;4.[ . N,

< -~

Iy e (m*l)(m—r—))(m—n’
N, = ~'mux~ -(/—_l— amax | q’| / | Im"\‘(/l "‘"“'-‘|’]F;l7~/.{" [¢s
\ ¢* min | g [*

les majorations suivantes : pour m = 2

— | .
( ~.J 0.2 pour 100,

et pour m=3

0,02 pour 100,

). L’intégration approchée de certaines équations différentielles
non linéaires. — lLe probléeme de l'existence de la solution a ét¢
I'objet dec bien des travaux de E. Picard [9]a; L. Tonelli [2],,
L. Lichtenstein [12], Hammerstein [13]. Dans une partie de ccs
recherches, le role de premier plan semble ¢tre joué par le célébre
théoréme d’Arzéla concernant les suites dc fonctions également con-
tinues.

Iintégration approchée de certaines équations non linéaires a é1¢é
aussi abordéc au point de vue de 'application de I'algorithme varia-
tionnel dans les travaux de N. Krvloff [6]/ ct de G. Hamel [20].

MEMORIAL DES SC. MATIH. — N° 4. 4
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A titre d’exemple, considérons le systéme différentiel
y'=flr oy ylo)y=ymM=o0:1  fiee 2o,

'L’inlégrale a minimer dans le cas actuel se présente sous la forme

I
L)) = /‘ [-‘;1- - ®(r, ~y)] dur,

¥
G (. )) :f Sl p)dy.

ol

Au moyen de simples transformations, on aboutit & I'inégalité sui-
vante :

;om

i I
y N W ' Dia,, c,. ... ,,) + L [rer. o de
a0 \ (@, (L N A
1
[ N -
- E\// j; S o) da,

m
(D(al- Qo oiny gy ) = I 2“{4‘[(1'.) ) '-'_Ji(“): "i(l) =0

on

(I=1,2.....m).

Ceci prouve que le minimum absolu de ®(a,, a,, ..., a,) se trouve
a distance finie et (ue par conséquent le systéme d’équations non
linéaires par rapport a a;™

Al
j iymvi- Lo v ide = o (E=1, 2. c..m

0
est résoluble. Pour démontrer 'unicité de la solution, supposons le
contraire.

On aura alors

F(n) = Feo)+Feoy — %l""tﬂ) (o< 0.

F(a)= 1]y +20u—1m| (0=l =-Z1)
(#ms vm étant deux solutions distinctes): d’aprés les conditions de
minimum, on a F'(0) = 0. Donc
Py > Fo),
car

1
0 , roa R . 2
I "\e) = [ H-J'm_ Yin ,!"‘*‘(l’y‘l[} m— "m]': dz > o.
vy N



SOLUTION APPROCHEE DES PROBLEMES DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. 47

ou
-

—n .
b2 = by, 3+ 0000 — ) w]

De méme on prouve que F(o) > F(1) et cela ne se peut, donc la
solution est unique.
Cela étant, d’apres la notion de minimum, on a

1) = TON ST ) — T,
donc

Al

]
/ = Y dr <M f (Ym— ) dr,
“o 0
ot
M < man|fy(r 5)) (o),
e man e ) [\ logm - B

v m? (s

N

par conséquent

—_———
Vm— Yo !~ \ M \/ jo‘ (Yln—'}')"’ ([1',

de sorte que

7/ ]
(X1 V= <y — Yol ‘—\/ Mf {J'—' Y Jz dr.
0

Pour apprécier la différence |y — Y,,| et M qui figurent dans
(XII), il suffit de limiter max|)|; a cet elfet remarquons que, d’apreés
I'équation elle-méme, on a

1 1 1
¥ de = (. 0)— fiw )y de — z, 0)ydor;
[J du u( [f{r.0)—=fir )]y de '[f(r o)ydr

or
[f oy 0) —f (e )]y Lo,

‘ ) /1 T ‘ 1
Pl \/;f J'ill.l:<‘/;f S (x, 0)dz.
o ()

Il va de soi que la majoration obtenue n’est qu'un premier pas
dans la direction a suivre pour atteindre les limitations pratiquement
utilisables.

Pour I'intégration approchée des équations différentiellcs non
linéaires de la Physique mathématique par l'application du procédé

donc

(') \ ct B sont certaines constantes numériques intervenant dans la théorie de
I’approximation des fonctions par des sérics trigonométriques.
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de I'algorithme variationnel, quand les équations susdites proviennent
d’un probléme du calcul des variations, vo/r aussi le travail de

N. Kryloff [29]..

CHAPITRE I1.

LES METHODES DES DIFFERENCES FINIES.

l. Calcul des valeurs singuliéres du parameétre par I’application de
la méthode usuelle des différences finies. — Le passage du discret au
continu dans les théories mécaniques peut étre fait de deux maniéres
différentes, a savoir : 1° sur les équations du probléme en leur subs-
tituant des équations différenticlles; 2° sur les solulions de ces équa-
tions aux différences finies, et la question se pose si ces deux voies
sont équivalentes. Ce principe de Rayleigh est fondamental en
Physique mathématique (Rayleigh, H. Poincaré); sa justification fut
I'objet de bien des recherches [206].

Dans un travail récent [6],, N. Bogoliouboft et N. krylofl ont jus-
tifié le principe de Rayleigh par P'appréciation de 'ordre de U'erreur
commise a la mi™¢ approximation (voir aussi [6],).

Or, il est de toute nécessité d’essayer d’obtenir Pestimation de
I'erreur sous la forme la moins majorée, conformément a ce quia
été dit dans I'Introduction et au paragraphe 3 (Chap. I). Dans la suite
seront résumées les recherches de N. Bogoliouboll' et N. krylofl' [6],
s’y rapportant, et basées sur la considération d'un probléme de
minimum.

A titre d'exemple, prenons le systéme simple aux diftérences finies

A2y (i)

V. TR vy =
Ve = N g () Y m () = o,

(1) «
ymtoy=p,lny=0 (i=1,23.....,m—1), quri >0, Ar=—,

et le systéeme différentiel correspondant. Les 4™ valeurs singuliéres
1" et Ay de ces systémes sont respectivement les minimums interve-
nant dans les problémes isopérimétriques suivants : :

1 1
. f ¥ dr = min, f g(o)yylxydr =1,
0 0

L
f g(x)y(e)yj(e)der=o0 [J=1,2,3. ..., k—1)],
0
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et
m—1 m—1
AYNPITRE . . .
Z( .A.rl ) Ax = min Zq(.l‘i_)j'-l..r,').k.pzl,
=0 i=0

m—\

Z g(riytrpyjm(ey)de =0 [F=1,23, ..., (k—u],

i=1

—

=]

ot yj(x) et yjn(x;) sont respectivement les ;" solutions singu-

lieres des systémes susdits.
En assujettissant les fonctions
B

3
- ) Lo N
F(.r) :2(1/-‘;'1(.1'\, i) :_lej TjomtL)

j=1 J=1

[0t ¢, est Iexpression obtenue par la formule de I'interpolation
trigonométrique construite a I'aide des valeurs y; , (2:)] a vérifier les

conditions supplémentaires

m 1 n—1

> . .
2‘ g(xri)Frorp)Ae =1, E qgle)Ford)yimtrnde =o
i=1 i—

[J=1,2 3 ..., (k—1)],
1

I
f g(r) P rrde =1, [ qix 1 ®(x))yilr)ydr=o

G 0

(J=1,2 o, h—1y,

on aura, d’aprés la définition du minimum,

m—1\

S(ri)12 !
Z[A”T“] Az >N, f (@' (2)]? dr 2.
i=0 0

D’autre part

m—1 AF(r m—1 . RTESA WS . m—1 pie A
2 [%] Ar :2 (E/ F'(J‘)(/.l;) A.L‘§2f F'2 de

i=0 i=0 i=0
N Ir1 2 k k 1
= [ _2 ajyi | de= E @il E af = 'l\/.-f g(o)F2ix)dr,
ve \Nj=1 j=1 j=1 0

donc

1 m—1
WP — NS f g(z)F2(x) (l.t—E g(x)F2(x;) Ar
0

- i=1
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50
Or, pour toute fonction
m
@) = \/-—).2 cjsinj=r,
i=1
on a
Adb(x;)
f b2 Jr — [ xr J Ar
1_0
m . . 2 m
sinjza; NIV
~Serret =3 (VR ) a0 i),
s
j=1 =1 N\ j=1 y j=1
ot
s f[i1—cosjzA
e (=)
car
m—1 L. . =, .
_,Z‘Asm]z.r,- Asm[:.r,AI ‘ L =1).
) Ar Ar -
- A [ o(j# L
Par conséquent
g m

1
AP;\* 1 = . [ ~
e — RPN T, VIS PRI o
\j: b 2( .r) A umﬂE}j(‘J (‘)omi'z{)\"cj
! j=1 j=1

1 y—.
— )‘: ‘2,.
< 66 z 15

j=1

on s'en assure d'aprés I'inégalité suivante

. = i 1§
2o ) i— P A 1
Ry =" Y mmE T gomt —_— (J =1, ceeom
' = u < 66 18 v % 3 "
/.J
(u’on vérifie par un calcul assez long, en remarquant que
= i
JrRt—nj— 2 < a3V
- 12m: gomi 2[(v + ]2,
Rj: S _Z 8! 2ty
) (2v — 8) ! mzlv+a
D’autre part
m n—1i ( ) m—1
o o0 Q [AP(ri )], A3 ¢(1,_. ) )
ji=1 i=v

i=1
n—1

éi}c/ 2 [AW;;'—”)] Ar;

i=\ i=v
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donc
m—1 i
‘/ P2 4lr— I.M]-A.r
Ax
i=u
n—1 (l) ) m—1 (I)
1 A2 (i, 1 Az ),
T ram? Z [ Aur? ] A= gomt Z[ Axs - ] A7
i=u i=0
m—1 D
Ve )72
R ELTEUE)
66 18 ) Art .
i=0
or
m—1 X n--1
Z [__A'(D‘;;"")]' Ar < max g 2" 2 g (ri) 2 A,

i=1

] Ar < WMAB, A :[maxq—!— L_I‘(/_l_]ga

\ 2" ming

m—\

Aitl)(.ri_._a) 2 . < myt
3 [T] Ar < 3" CB,

i=1

n

i umax| g’ max | ¢"i 2 O

max g2+ _[_l e g ’, ) B:Zq&x,-)‘l”:(.r,-);r;
(Y 7~/ ming?

C=

i=1
par conséquent
Te— Rt < [

- - 3 -~ il

max gt A anp
J— il <4 L

12 m? qum' GO 6

m—1
wn 5 Zq,(b A.t—[ q® (ll
i=1

Pour améliorer l'appréciation de l'approximation obtenue, on
PI )

remarque que
=< [

maxq)""' N At
12m? Cogomt 66 ms |
‘ Ill—-l— . |_ '
VAT R _-/ gbde',
i=1 " ,
ou
- max ¢ — ming
=7 ~ 1,

49=9— >

car on a identiquement

m—1

1
[ Py de = 2 Db2ry) Ar.

o i=1
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52
D’autre part, d’aprés les conditions frontiéres. on a, aprés quelques
calculs,
l ne—1 . ’/" ([ l"
/ Tl l il

j g1 e _Z guriFE(rndr < 360mi

0
=1

m—1 / ( [ )
I ‘ (I“
(o)t qu—f 7 d f
2(11 (i ¢ 50/11' ., i
i—1 i
et
1 p o “ 1
diig T2 Yy .
f ‘—4111-'- !«/.r<|6N)‘7_. [ qrei,
0 “ <
m—1
e (g @2 =l o Y
f e 1. T NG Y g 07 A
i=1
ou
X H max |¢"!
N = maxq*—+ = max | ¢ il S
g+ go=mix|gy ]+ =
q'*| v [ ¢" 1 "
-—I— —_ m.l\ ; max | —_ —= —= max y
| "f ‘ \q 162}
N,_(ma\q—mmq)[ /"Tﬁ——)maxq—i— \J
!
-.—l—h maxig; [3maxq--\/ ]
RN ming
w
N 16 max (]4‘
48 maxq" . maxgq | 64maxq L :1
L - < - nnd —1 ) (et
RN min ¢ LD \mmq =
Par conséquent
max /"“' Anm o Cnlm I
n— " -(‘ 7 -+ L — k_ % ——
(TYE gom? 66 ms | = RPN,
T TacGom:
(.‘)‘) S (3 -
o :"Nl 1
SrGomt 51 ,—’;'/'""l\l ;
' 5700 mt

et
N/ 1

) ) m 3 M .

(3) < 22,5mt 73N

' R PR
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Pour apprécier I'erreur | Ax— ;"' | d’aprés ce qui précéde, il faut
prendre la plus grande des valeurs se trouvant dans les parties
droites des formules (2) et (3).
Contrairement a ce qui se passe pour la méthode de I'algorithme
variationnel (ou 2"'—%;> o) dans la méthode des différences finies
on aura, comme on peut s’en assurer,

VN Sl

~n
r— 2 >0,

au moins a partir des valeurs de m suffisamment grandes, remarque
non sans intérét du point de vue des applications.

Remarquons aussi en passant que la majoration de l'erreur (2) se
confond jusqu’aux termes du quatriéme ordre en %Z avec l'erreur

réelle dans le cas des coefficients constants.

Il va sans dire que les majorations obtenues (2), (3) sont loin
d’ctre définitives ct peuvent étre aisément abaissées en introduisant
différentes hypothéses concernant la dérivabilité des coefficients.

Le procédé usuel des différences finies s’applique aussi, comme
cela résulte des recherches mentionnées au début de ce paragraphe,
pour le calcul des fonctions singuliéres ainsi que pour l'intégration
approchée de I'équation différenticlle non homogéne dans les cas
distincts de ceux de résonance, bien entendu.

2. La méthode des « différences supérieures ». — Cette méthode
proposée par N. Bogoliouboffet N. Kryloff' [6], revient (par cxemple
pour le calcul de la premiére valeur singuliérc du paramétre) i con-
sidérer le probléme de rendre minimum I'expression

m—1 m—1

O [Avir) ]2 I Ayl )y
ZJ [ Ar ] T orame 2 [ Ar J Az = min,
i=I

=0

sous la condition

m—1

2 gy () dr =1,

i=1

et il est aisé de voir, d’aprés ce qui précéde, que les parties gauches
des expressions ci-dessus écrites représentent respeclivement les

1 ol
. . 1y o N [ ’ 1 N
mlegmlcs‘[ ¥y dx,./o ¢)*dzx a des quantités de l'ordre - prés.
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En prenant les variations, on obtientle systéme (') d’équations aux
différences finies que voiei :

2(xo) =y (xm)=0;

Az y('ti—l‘) A2 A‘l’(.l',-_.,) . ‘ ‘ ‘ ‘
i e . = () y(z;)=o0 m—2>i>2),
Ar? 12 Art gl y (i) ( >i22)
A2y (ry) I A2y {arg) ATy (ry) )
. Ty Eal + g (xr £y) = o0,
oh Ars 12 S Art ng(rd)y(en) )
A:"]‘(-rlll—'l ) L ' ” A:J.( Lop—a) N A."vl'(.l',”_;;)
Ag? 12 Axr? : Azt
+ hg(xm—1) y(Lp—1)=0;

et dont la solution donne la réponse au probléme de minimum posé.
Le déterminant du systéme (4) étant égal a zéro, fournit I'équation
pour I'évaluation approchée de .

Cette méthode est, jusqu’a un certain point, analogue a celle de
Stormer-Adams (pour I'intégration approchée des équations diffé-
rentielles avec les conditions initiales de Cauchy), en ce sens qu’on a
recours aussi aux différences d’ordre supérieur. Ceci permet d’amé-
liorer 'ordre de 'approximation, et en effet on peut aisément établir
que la méthode des « différences supérieures » donne l'erreur de

I'ordre de le'»’ tandis que l'erreur de la méthode usuelle des diffé-

. I
rences finies est de 1'ordre de R

Par des raisonnements analogues a ceux du paragraphe 1, on peut
obtenir aussi les différentes majorations de l'erreur commise a la
m'*™ approximation dans le calcul des valeurs singuliéres par I'appli-
cation de la méthode des « différences supérieures ».

3. L’application de la méthode des différences aux quelques cas
du probléme de minimum « chargé ». — En se basant sur I'applica-
tion raisonnée du théoréme d’Arzéla (concernant la possibilité
d’extraire des suites uniformément convergentes d'une suite de fonc-
tions également continues et uniformément bornées), M. Courant
établit [11], I'existence des valeurs singuliéres 2; du paramétre et des

(') Ce systéme différe de celui de la Note citée [6],, ce ql.li est du au fait, que
pour la déduction du (4) a été prise la formule d’Euler-Maclaurin au lieu de la
formule de Laplace.
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fonctions singuliéres ¢;(x), relatives au systéme différentiel

5) % (pu' =—nrru+qu (p <o),
{

p(o)w (o) = tute), p{nNw(xy=—1tu(r).

Pour cela, M. Courant utilise la méthode des différences en par-
tant du probléme de minimum lié (posé pour I'intégrale « chargée »)
1

Di¢] =f (pFr+qgzt)de +(3(0)2+ o),

0

respectivement sous les conditions

1 L
H[cp]:f re2de =1, Hiz, 5] = [ reg;de =o
0 .

[l
(i=1,2,3, ..., k—1).

Dans une Note de N. Kryloff [6]; se trouve exposé un procédé de
démonstration valable aussi pour établir les théorémes d’existence et
qui permet d’apprécier 'erreur commise a la m'®* approximation
dans le calcul des valeurs singuliéres. On se bornera ici a reproduire
presque textuellement la Note susdite dont le raisonnement s’étend
aussi aux problémes plus compliqués, par exemple a I'évaluation
approchée des fonctions singuliéres correspondantes par 'applica-
tion de la méthode des différences finies.

« Posons donc le probléme d’apprécier la différence A — 2" de la
k™ valeur singuli¢re et de sa m®" approximation pour laquelle on
prendra ici, a I'exemple de M. Courant, la valeur de minimum lié,
posé pour la somme « chargée »

[ou 3, = ciay)]

.sous les conditions

nm—1 ne—1

R m
E re3d=H,[9]=1. E rv3y390d = Hu(g,37 ) =0
V=l V=1

(E=1,2, .c., k—1),

ce qui aura lieu pour les valeurs ¢, (v=r1,2,3, ..., m) qu'on
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prendra pour les sommets d’une ligne polygonale désignée par ¢, (r)
dans la suite.

« Cela étant, considérons deux fonctions I',(z) et F.(x) ainsi
formées

/ 3
. ~\
'\ F,(r) :ZAip,-(x).
(6) R i:k'
( F,(r) :23,.;‘,.""(14,
i=1
et choisissons les constantes A;, B; de sortc que
/ m—1 nm—1
HalF = 2 rFiad =1, Hu[Fy 0= X nFrel (r)d=0
& v=1 v=lI
(O) ¢ [e=1,2.3, .., k—1; Fiy=Fi(r)],
1
H[F.] =f rFidr=1, H[Fy o= [rFieule =0
0 L%
\ (i=1,2, ..., k—1.

» Alors, en vertu méme de la notion de minimum, on a

D,[F,, F,]z)\(,.."“,
D[F.] 2\
ou, ce qui est identique,

D[FI]"‘ij[F], F']_D[FI.H?_-)\‘/.{“‘,
Dy [Fay Fu] 4+ D[Fo] =Dy [Fy. Ful| 2
» Or
k
DIFi] = XA < MHLF =21+ ([F ] — L[] ]
i=1

/..
D [Fay Fal= 3 BIN <N 1 [Fo] = 1 | v (W [Fa] — H[Fa ] |

=1
car il est bien évident que

1 P

LN o - , L. e 0. S
() f [poigi+qzizilde +1t3;(0)3;(0)—t'z(0)z;(0) - ] A
‘, . | hie i =7,
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et
m—1 " m e—1\
A i A"'l
hd nJ m.o_om mo_om
2 Po —— A+ EQt-ﬁzvnjA"_t"tu.u,l
= =1 A
s neome, — ( 0, sity],
YL ] { ),!".l Si i=j'
donc

B )t CHUE T = Hy [ )] o (D [ By, Fy]— DIF, ) 22"
LMY= (H [Fa] — H[Fa] | 4 (D[Fa — D [Fay Fa])2 e

» Or, d’aprés le théoréme des accroissements finis, on a

) :H,,,Il’.]—li[l"-]léAf

d’autre part, on a évidemment

1 1 1 1
(g f slde < —— cal‘f reide =1 elf po2dr > (minp) f s de;
: min . Jy Yo

par conséquent, de la relation évidente

nm

clU |d </‘ flr']F';‘+!2anlIF'll‘,(I.t;

#rr=g® o [ (3o ds,

“'q

on tire, vu les formules (75) et (g),

/I:;-'-’d.p< LS R A

minp I“II]])

) / 1 max | ¢ |

X u,' Y d.r -+ — - H
. min s \/ f \ minz minz minp
donc

1 ’
. e |+
(1o) /. :‘."l'2 (l'”‘: _I_[#_‘_;
. minp y min»

0

_‘_/ |ll—i—|t'|+max|q|
\ (mmp minp minr
it AIREE
| minp \ minr
par conséquent

(mn [l'-’dr<2 j Ed,’d,</.( Hir, .

i=1 i=1
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car
! o, siiAy,
/”‘?:'?J‘d"':s nErd

I

oy b, sid=.
» Donc de la formule (8) on tire, au moyen de l'inégalité de
Schwarz,

L F ITE e L[ maxd = TE
P,y —HHTF \m[min!m —0—).max|\rl\/l(.-| 17

_ CH[F
m

¢'est-a-dire, va (6),,

(1) [H[F,]1 < C-';
T m
donce
C,
m C.
IHm[Fl] H [F ]|< LC.. = m-—--("
T m
ct

kG
fr rdr < 2 = o,

m

» D’une maniére analogue on trouve
C,

- ou C, = const.\.
m— G, { ' :

IHu[F.]—H[F,]1 <

» Cela ¢tant, observons que
B 1 1
5 (DulFy B =DIR I 11 Federaip [P
- 0 (1] N

) 1
_,_f ;q’|F?(lx+f ~,,:/[F,l“',|(l.r]

0

d’autre part

f I"’idx<2 Zf Ydr < H[F, ]I.[nm\-f'l;',"-'d.,-]

i=1 i=1
(E=1,2 ..., L)
» Or, d’aprés I'équation différentielle vérifiée par ¢, et d’aprés
I'inégalité (10), on a

l.r(:l) = Ca(hine

1
e f o dr < » ) max hr—g —max ¥
o /7\/1 V4 !
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donc de I'inégalité (13) on tire, vu les inégalités (10), (12), (13),
D[ Fy, Fy]—D[F, ]|
<-”LL I max ; p° A, 4+ 2max I _(1_:
i

VkC,

— max q’—l +oamax|ply kG y /:(l;;\)\/..)] H[F,]< %;»
ot
Cy = [111ax ) AU+ 2max g—:i “—amax | piy TC5(0s) \ kC,
\r

-+~ max

z'];
r Cg
d 1 — =

m
» D’une maniére analogue, on trouve

. R . .
i D[F.]—D,[F., F.]li< n’ ol C; = const.

» Ceci étant établi, on tire, d’apres ce qui précéde,

m— G, m— m m

. N ; o C, C G
(1 })‘/,.——/~,,f"’}<)\,{”‘[ I : ]—0— TSN

» Cette formule (13) fournit une limitation de I'erreur obtenue i la
m'*™ approximation pour la différence

e 1"

sous une forme explicite, ou figurent les constantes C,, Gy, G, G,
qu'on détermine d’aprés les formules précédemment établies en
vertu des données du probléme.

» 1l va sans dire qu’il est ais¢ d’obtenir, dans la formule (15), les
limitations plus serrées, si I'on fait sur les fonctions p(z), ¢(z),
r'(x) des hypothéses correspondantes.

» La démonstration précédente, bien entendu, peut étre érigée e¢n
celle de I'existence des valeurs et des fonctions singuliéres, comme
on l'a déja précédemment remarqué; mais ceci est superflu, étant
donné que la démonstration basée sur I'emploi du théoréme d’Arzéla,
comme par exemple celle de M. Courant, est plus courte. La démons-
tration de la formule (15) peut étre aisément généralisée pour traiter
des cas plus généraux, comme par exemple « les problémes géné-
raux » de M. Courant, mais les formules ainsi obtenues sont par
trop longues pour trouver place ici. »
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4. La méthode des « trongons ». — Cette méthode, qui pourrait
étre surnomméc aussi celle des « coefficients constants », consiste a
diviser 'intervalle de I'intégration de I'équation différentielle donnée
en m parlies égales en considérant dans chacune d’elles les coeflicients
de I’équation comme constants.

Cette méthode a été utilisée jusqu'a présent, a ce qu'il semble,
seulement comme le procédé du calcul [27]; or il est possible non

“sculement d’établir sa convergence, mais encore d'apprécier l'erreur
commise a la m'®™ approximation, en augmentant 'ordre de I'erreur
par 'emploi raisonné des différentes méthodes de quadratures.

A titre d’exemple, considérons le probléme de la recherche de la
A" valeur singuliére 44 de 'équation différentielle (5) avec les con-
ditions frontiéres «(0) = u(1) = o, en observant que ce probléme est
équivalent a celui de rendre minimum 'intégrale

1
(16) D[u]:f [ pui— qu] dr
0

sous les conditions complémentaires

1 .
(17) Hlu] :f rutdr=nr, Hu, ;,-]:j ruside = o

1] 0
(E=1,2,3, . ... k—1),

ot ¢;(i{=1, 2, ..., k—1)sont les k — 1 premicres fonctions singu-
liéres relatives au sysiéme considéré.

En calculant les intégrales (16) et (17) par la méthode des quadra-
tures due a M. Signorini [153], on obtient pour le probleme du
minimum, au lieu de (16) et (17), les expressions suivantes :

1
D,,,[lt] :f [Pln“l':‘—QmU?']d-lﬁ
0

(18) - ! , ! ,
H,, [ ] :f rmpwde =1, Hylw, 2/ :f rpuzi™ de=o
0

0

(i=1,2,..., m—1),
ou
.l','+/l It
PmlL) = "’ [ ple)de dans (wiSririg), h=2pg—ai= =
v
[ Tt
Gum(r)= 7 / q(.l‘) dr » » "
£

. il
rm () = n f r(z)de » » v
R

i
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Comme conditions de minimum on obtient des équations a coeffi-
cients constants, qui donnent les approximations des solutions (du
probléme du minimum susdit) sous la forme suivante :

l’m(-l'i)u’l’n_l“ [)\rm(-l'i) -+ q(-l'i)]um: o
[dans chaque intervalle (24, .£i41)],
(19) v Pu(ri—oruy,(xi—o) = pu(zi+ o)uy,,(xri+ 0)
' (aux points de séparation des intervalles susdits),

U (0)=u,(1)=o.

En se servant de ce systéme (19) on obtient aprés quelques calculs
le systéme récurrent suivant, systéme des « trongons », dont 'appli-
cation donne 'algorithme pour le calcul approché des valeurs singu-
liéres du paramétre

CYET,
Vi
(20) Uipq = [ DS AL ﬁl] u;— Wiy,
Vi%i—1 A=
ou
W= Uy = 0,
Do (I sinA;A
vi= I—'“(_’)_, o= ! ) pl-z cosA‘-A,
pm(xi 1) A
Arm(2i) + qu(r ) I
2 m mn I
Ai= w, =ty (L), A= —.
P (Li) m

En égalant a zéro le déterminant de (20), on obtient I'’équation trans-
cendante pour la détermination approchée des valeurs de 2.

En utilisant le probléme de minimum correspondant au sys-
teme (18) et sa relation avec le probléme de minimum pour (16) sous
les conditions (175), N. Bogoliouboff et N. Kryloff ont obtenu [6], la

limitation suivante

- B+ A A
(21) I7~'/.-'"-)\A~|<—_'_—..I"7
m?
ou
217" | CDm* B<Cm[lp'lFm—'—Iq’le]
lzm'—’minp——-—z|r’|(lD’ 6 min | p | ’
- q* \/)\A_F\ '
“2;'4\’2\/)‘7~+\7| ‘/“ r minp minr '
L‘-m-_—CL, Dm:DL, ‘—\// ',. |‘2L.|) )
T lemiming
LB IfICL o DulrielglByE,
" minp | [minp]?’ \ min7 minp

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 49. 5
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L’atilisation des formules de quadratures de M. Signorini donne
ainsi dans la méthode des trongons la limitation (21) de I'ordre de -~
m-

La série des constantes a calculer A, B, G, D, L, F est assez compli-
quée et les expressions des constantes sont trop majorées. 1l est hors
de doute cependant que, par les différentes variantes de la méthode des
troncons, de bonnes approximations peuvent étre obtenues non seule-
ment pour les valeurs singuliéres du paramétre, mais aussi pour les
fonctions singuliéres, pour I'intégrale de 1'équation différentielle non
homogeéne, et ceci pourrait tenter avec fruit les efforts d’'un jeune
chercheur.

Bornons-nous ici a indiquer que l'application de la méthode ordi-
naire des trongons ot aussi est valable le systéme (20), mais ou on
prend, bien entendu, d’autres valeurs moyennes pour p, ¢, r'| con-
duit & I'estimation de I'erreur, dont I'cxpression est de beaucoup plus
simple
() I < S [max gl + max | p' [max|q | ]

m | | min|r} min | 7| min | p |
i ma.x|,~" . ma'xlp'[ e,
min | 7 | min | p |
quoique l'ordre de grandeur de cette apprécialion soit moindre que
celui de (21).

Remarquons pourtant que dans le cas de I'cxistence des dérivées
secondes de p(z), ¢(z), r(z), on peut oblenir, au lieu de (22), une

. . . . 1 . .
limitation aussi de 'ordre de o2 comme 1l est facile de s’en assurer.

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE.

1. Rirz (W.). — a. Ueber eine neue Methode zur Losung gewisser Variations
probleme der math. Physik (J. C., Bd 135, 1908).
b. Euvres complétes de W. Ritz, avec une Préface de H. Poincaré
(Paris, Gauthier-Villars, 1911).
2. a. ToneLrui (L.).— Fondamenti di Calcolo delle Variazione,vol. I, I1 (Boloﬂna,
Zanichelli).
b. Hapamarp (J.). — Mémoire sur le probléme d’analyse relatif a I’équi-
libre des plaques élastiques encastrées (M. 1. F., t. 33, n° 4).



6.

SOLUTION APPROCHEE DES PROBLEMES DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. 63

¢. Hapamarp (J.). — Lecons sur le calecul de variations, t. I (Paris,
Ilermann, 1910).

. Ravieien (J.). — Ph. Mag., série 6, vol. 22.

. Picone (M.). — Compiuta ricerca degli estremi assoluti di un particolare

integrale semplici, ete. (E. M., t. TI).

Bro~npizr. — Sur la théoric des marées dans un canal. Application i la mer
touge (L. T, 1912).
Kryrorr (N.). — . Surl’application de la méthode de W. Ritz au probléme

des oscillations contraintes (C. S. M. Kh., 1914).

b. Sur différents procédés de solution approchée des équations en
physique mathématique : Chapitre I (Equations différentielles et intégro-
différentielles (A. T., 1926) ; Chapitre IT (Solution approchéc des équations
intégrales) (4. T., 1927). i .
¢. Surl'estimation de I’errecur commise dans 'application de la méthode

de W. Ritz pour lintégration approchéc des équations différentielles
(C. R., t. 180, p. 1316). )

d. Sur l'algorithme variationnel ct le probléme fondamental de la
physique mathématique (C. R., t. 186, p. 298).

e. Sur quelques recherches récentes dans le domaine de la solution
approchée des problémes de la physique mathématique (Ati del VI Con-
gresso Intern. dei Matematici, Bologna; sous presse).

/. Sur I'intégration dans certains cas des équations différentielles non
linéaires de la physique mathématique (7. M. .J., t. 28, no 1).

g. Sur un procédé de Boussinesq (C. R., t. 161, p. 558).

h. Sur une méthode, basée sur le principe de minimum pour Pinté-
gration approchée des équations différenticlles (7bid., t. 181, p. 86).

i. Sur les méthodes de moindres degrés et de ’algorithme variationnel
pour la solution approchée des problémes de la physique mathématique
(B. A. 8. U., t. 111, fasc. II, 1928).

j. Sur une méthode d’intégration approchée contenant comme cas
particuliers la méthode de W. Ritz, ainsi que celle des moindres carrés
(C. R., t. 182, p. 676).

k. Sopra il metodo delle minime potenzc per l'integrazione appros-
simata delle equazoni della Fisica matematica (R. A. S. N., série 3, t. 33,
1926).

I. Sur le calcul approché des solutions périodiques des systémes diffé-
rentiels (J. Ph. A., 1929).

m. Surla méthode des réduites pour la solution approchée des problémes
de la physique mathématique (C. R., t. 187, p. 415).

n. Sopra un nuovo metodo per Pintegrazione approssimata delle
equazioni differenziali della Fisica matematica. Sunto di una confe-
renza tenuta all’Istituto Matematico della R. Universita di Bologna il
17-X11-1926 (B. U. M. I., anno VI, n° 1).

0. On the approximate solution of the integro-differential équations
of mathematical Physics (Ans. M., t. 27, n° 4, p. 537-540).
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p. (En collaboration avec N. Bogoliouboff). Sur la justification du
principe de Rayleigh par l'ordre de I'errcur commise a la ni®™* approxi-
mation (C. R., t. 183, p. 476).

g. (In collaboration with N. Bogoliouboff). On Rayleigh’s Principle
in the Theory of Differential Equations of Mathematical Physics and
on Euler’s method in Calculus of Variations (Ans. M., 1928).

r. (En collaboration avec N. Bogoliouboff). Sur les méthodes des diffé-
rences finies pour la résolution approchée des problémes fondamentaux
de la physique mathématique (C. R., t. 186, p. 422).

s. Sur l'application du principe de minimum & la théorie des oscil-
lations propres des systémes (extrait d’une lettre adressée au professeur
Dr. Norlund) (4. M., t. 52).

t. (En collaboration avec N. Bogoliouboff). Sopra il metodo dei coeffi-
cienti costanti (metodo dei tronconi) per l'integrazione approssimata
delle equazioni differenziali della Fisica Matematica (B. U. M. I., anno VII
n° 2),

u. Sdbre alguns novos métodos da integragdo aproximada das equagies
diferenciais da Fisica Matematica (exposi¢io sucinta da conferincia
feita em 26-1V-1927, de introdugiio dum curso realizado a convite da
Faculdade de Sciéncias da Universidade de Coimbra) (0. I., . T4, n° 4).

v. Approximate solutions of a System of Differential Equations.
Mathematical Physics by Least Squares (B. A. M. S., t. 32, n° 4).

w. Application of the Method of W. Ritz to a System of Differential
Equations (B. 4. S. R., 1916).

z. Sur différentes généralisations de la méthode de W. Ritz (C. R.,
t. 164, p. 953).

y. Sur quelques nouvelles méthodes de la solution approchée des
problémes de la physique mathématique (extrait du livre In memorium
N. I. Lobacevski, vol. II, 1926), édité par la Société physico-mathématique
de Kasan a Poccasion du centenaire de la découverte de la Géométric
non euclidienne par N. I. Lobacevski.

z. Voir aussi ses travaux publiés dans B. A. S. U. et M. A. S. U.
(& partir 1924), dans S. M. N. S. 8. G. (1926), dans M. L. T. U. (1918).

7. Kryrorr (N.) et Tamarxin (J.). — Sur la méthode de W. Ritz pour la
solution approchée des problémes de la physique mathématique (B. A4. S.
R., 1918).
8. TamarkiN (J.). — Complément a P'article précédent (voir aussi 6).
Y. a. Picarp. — Traité d’analyse, t. ITL.
b. Goursat. — Cours d’analyse, t. I1I.
¢. StexLOFF. — Les problémes fondamentaux dela physique mathématique,
t. I (en russe).
10. MonteL (P.). — Sur les suites infinies des fonctions (Thése) (4. E. N.).
11. Courant (R.). — a. Ueber die Anwendung der Variationsrechnung in der

Theorie der Eigenschwingungen und ueber neuc Klassen von IFunktio-
nalgleichungen (4. M., Bd 49).
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b. Ueber directe Methoden bei Variations und Randwertproblemen
(J.D. M. V., Bd 34, Heft 5-8).

. LicutensTEIN. — Ueber einige Existenzprobleme der Vamauonsrechnung

Mecthode der unendlichvielen Variabeln (7. C., Bd 143).

HammersTEIN (A.). — Nichtlineare Integralgleichungen und directe Methoden
der Variationsrechnung (S. B. M. G., XXVI Jahrgang).

Rrzsz (F.). — Les systémes d’équations linéaires & une infinité d’inconnus
(Paris, Gauthier-Villars, 1913).

a. TimosHeNKo (S.). — Voir ses nombreux travaux dans Z. M. P., A.1.P. K.,

A. 1. P. P,

b. Péscur und Terzacui. -— Berechnung von Behaltern nach neueren
analytischen und graphischen Methoden (Berlin, Springer, 1913).
1912.

Tricomr (F.).-— a. Limitazione delle soluzioni di certe equazioni alle derivate
parziali (R. A. L., 6¢ série, t. V, 1°T semestre, 2 fascicule).

b. Sulla risoluzine numerica delle equazioni integrali di Fredholm
(R. A. L., t. XXXIII, 1°r semestre, 12¢ fascicule; 2¢ semestre, 1°T et 2°
fascicules).

Prcone (M.). — a. Maggiorazione degli integrali delle equazioni lineari
ellitico paraboliche alle derivate parziali del secondo ordine (R. A. L.,
6-1I-1927).

b. Nuovo metodo d’approssimazione per la soluzione del problema di
Dirichlet (R. A. L., 5¢ série, t. XXXI, 1°T scmestre, 9° fascicule).

c. Condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza e calcolo di una
soluzione periodica per il piu generale sistema di equazioni differenziali
ordinarie, 5€ série, t. XXXIII, 1°f semestre, 9¢ fascicule}.

d. Sul metodo delle minime potenze ponderate e sul metodo di Ritz
per il calcolo approssimato mnei problemi della Fisica-matematica
(R. C. M. P, t. II1, 1928).

Voir aussi ses travaux dans M. L. et B. U. M. I.

Krawrcnouk (M.). — a. Sur la méthode de N. Kryloff pour l'intégration
approchée des équations de la physique mathématique (C. R., t. 183,

. 474).

? b.7S)ur la méthode de N. Kryloff pour la solution approchée des équa-
tions de la physique mathématique (M. A. S. U.).

Voir aussi ses travaux dans B. A. S. U.

Wevi (H.). — Das asymptotische Verteilungs gesetz der Elgenwerte linearer
partieller Differentialgleichungen (M. A., t. T1).

Hamer (G.). — Ueber erzwungene Schwingungen bei endlichen Ampli-
tuden (M. A., t. 86).

Pascuoup. — Sur Papplication de la méthode de W. Ritz & I'étude de I'équi-
libre élastique d’une plaque carrée mince (Thése) (Gauthier-Villars, 1914).

. a. Jackson (D.). — Voir ses nombreux Mémoires dans T. A. M. S.

b. Porya. — C. R., 1910.

. BerNsTEIN (S.). -— Sur la meilleure approximation des fonctions continues

a l'aide des polynomes de degré donné (en russe) (Kharkoff, 1912).
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— Lecgons sur les propriéiés extrémales ct la meilleure approximation des
fonctions analytiques d’une variable réelle (Paris, Gauthier-Villars).

. StaBLEIN (F. u. W.). — Stationare erzwungene Schwingungen in Schwings

kreisen, ete. (A. E., t. XVIII, H. 2).

. Hecke. — Ueber die Integralgleichungen der kinetischen Gastheoric (M. Z.,

1922, p. 284-286). .

Enskoc (D.). — a. Eine allgemeine Methode zur Auflésung von linearen
Integralgleichungen (M. Z., Bd 24, II. 4).

b. Zur Begrindung der Theorie der Fredholmschen Integralglcichungen

(M. Z., B4 25, H. 2).

BrirLourn (M.). — La méthode des moindres carrés et les équations aux
dérivées partielles (A. Ph. 1914).

a. Prancuerer (M.). — Sur la méthode d’intégration de Ritz (B. Sc. M.,
t. XLVII-XLVIII).

b. Roseins (R.). — A Method in Calculus of Variations (4. J., 1917).

¢. Ricuaroson (IR.). — A new Method in boundary Problems for Differential
Equations (7. A. M. S., t. XVIII, N. 4).

d. Carmicuaer (R.). — Boundary Value and Expansion Problems (A. I.,
t. XLIII, N. 2, 4).
e. Bocuer (M.). — Lecons sur les méthodes de Sturm, cte. ({Paris,
Gauthier-Villars, 1917).
27. Van pEN Duncen (F. H.). — Cours de technique des vibrations (1€ ¢t 2€ fas-
cicules, Bruxelles, 1926). )
28. Fusint (G.). Alcuni nuovi problemi di calcolo di variazioni (4n. M., t XX,

s. ITL.

. Kryrorr (N.). — a. Surlasolution approchée des problémes fondamentaux

de la Physique mathématique a I’aide des méthodes permettant d’appré-
cier 'errcur commise a la mi®™* approximation (B. A. S. U. R., 1929).

b. Sur la résolution approchée des équations différentielles linéaires (B. A.
S. U. R., 1930). )

c. Sur quelques idées de P. Tchebycheff qui peuvent étre rattachées a la
solution approchée des problémes du calcul des variations (B. A. S. U.R.,
1930).

d. (En collaboration avec N. Bogoliouboff). Sur le calcul des racines de la
transcendante de Fredholm les plus voisines d’un nombre donné par les
méthodes des moindres carrés et de I’algorithme variationnel (B. A. S.
U. R., 1929).

e. (En collaboration avec N. Bogoliouboff). La solution approchée du pro-
bléme de Dirichlet (C. R. A. S. U., 1929).

f. (En collaboration avec N. Bogoliouboff). Application de la méthode de
I'algorithme variationnel & la solution approchée des équations diffé-
renticlles aux dérivées partielles du type elliptique (B. A. S. U. R., 1930).

. (En collaboration avec N. Bogoliouboff). Application de la méthode des
réduites & la solution approchée des équations différentielles aux dérivées
partielles du type elliptique (V. G. 4., 1929).

us
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h. Sur quelques travaux récents de la Chaire de la Physique Mathématique
de I’Académie des Sciences d’Ukraine (B. A. S. U., 1930).
i. Sur la solution approchéc des problémes de la Physique Mathématique
ct de la Science d’Ingénieur (B. A. S. U. R., sous presse).
. Solution approchéc des problémes fondamentaux de la Physique Mathé-
matique (Monographie en langue ukrainienne, sous presse).
k. Les probléemes fondamentaux de la Physique Mathématique et de la
Science d’Ingénicur (Monographie en langue ukrainienne, sous presse).

Abréviations utilisées.

A.E............ Archiv fiir Electrotechnik.

A LP.K....... Annales de I'Institut Polytechnique de Kieff.

A.I.P.P....... Annales de U'Institut Polytechnique de Saint-Pétersbourg.

Acdooooao, American Journal of Mathematics.

A M. ... Acta Mathematica.

An. M......... Annali di Matematica.

A.Ph........... Annales de Physique.

As.M.......... Annals of Mathematics.

A T............ Annales de la Faculté des Scicnces de I’Université de
Toulouse.

B. AL M.S...LL. Bulletin of the Amecrican Mathematical Socicty.

B. A.S.R....... Bulletin de I’Académie des Sciences de Russie.

B..1. 8. U....... Bulletin dec I’Académie des Sciences d’Ukraine.

B. A. S. U. R... Bulletin de I’Académic des Sciences de I'U. R. S. S.

B.Sc.M........ Bulletin des Sciences Mathématiques.

B.UM.I..... Bolletino della Unione Matematica Italiana.

C.R............ Comptcs rendus de I’Académie des Sciences de Paris.

C.R. A.S.U... Comptes rendus de 'Académic des Sciences de 'U. IR.S. S.

C.S. M. Kh..... Communications de la Société Mathématique de Kharkofl.

EoM........... Esercizie Matematiche di Catania.

[.O............ O Instituto.

J.Cooooiiiiil L Journal fiir die reine und angewandtec Mathematik.

J.D.M V... Jahrsbericht der Deutschen Mathem. Vercinigung.

JEP......... Journal de I'Ecole Polytechnique..

JoM........... Journal dec Mathématiques pures et appliquécs.

JoPho.......... Journal de Physique appliquée (Moscou).

MA........... Mathematische Annalen.

M. A S U...... Mémoires de I’Académie des Sciences d’Ukraine.

M IF........ Mémoires présentés & I'Institut de France.

M Z........... Mathematische Zeitschrift.

Ph.M.......... Philosophical Magazine.

P.M.L.T.U... Proceedings of the Mathematical Laboratory of the Tauric
University.
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Pr.M.C........ Proceedings of the Mathematical Congress (Toronlo, 1924).
R A S.N...... Rendiconti della R. Accademia di Scienze di Napoli.
R.C.M. P

...... Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.
S.B.M.G...... Sitzungberichte der Berliner Mathem. Gescllschafllt.
S.M.N.S.S. G. Sammelschrift der Math. — Naturwissen. Secktion der
Sevienko-Gesellschaft in Lemberg.

T.A.M.S...... Transactions of the American Mathematical Societly.
T.M.J......... Tohdéku Mathematical Journal.
Z. M. P

........ Zeitschrift fiir Mathem. und Physik.
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