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SUR LA DECOMPOSITION

D'UNE

FONCTION MEROMORPHE
EN ELEMENTS SIMPLES

Par M. Paul APPELL

INTRODUCTION.

La formule de décomposition d'une fraction ou fonction ration-
nelle R(x), en fractions ou éléments simples, a un double intérét :
d’une part, elle met en évidence les poles de la fonction avec leurs
parties principales; d’autre part, elle permet I'intégration de la fonc-
tion en la ramenant a 'intégration des éléments simples. '

Ce double point de vue a été étendu par le génie d’Hermite [1],
[17], [2] & la plupart des fonctions connues de son temps, par
exemple aux fonctions elliptiques, aux fonctions doublement pério-
diques de seconde espéce et a leurs dégénérescences, aux fonctions
rationnelles de sinz et cosz, R(sinz, cosz), aux fonctions de la
forme e»*R(z), e**R(sinx, cosx), ot w est une constante.

Dans ses recherches Hermite a pris généralement pour élément
simple unefonction d’une variable f (z) devenantinfinieau pointx =o,
en y remplacant 2 par & — a, comme il arrive pour les fonctions

rationnelles R(z) ou I'élément simple se déduit de % en y rempla-

¢ant x par x — «a.

Mais dans certains cas, comme on le verra dans I'exemple des
fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce, il faut avoir
recours, pour I'élément simple, a des fonctions de deux variables
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dont I'une est la variable qui figure dans la fonction 4 décomposer et
dont P'autre coincide avec les poles successifs.

L’idée géniale d’'Hermite est d’une fécondité telle que chaque
auteur, en étudiant des fonctions nouvelles, s’efforce de trouver un
élément simple correspondant. C’est c¢ que Poincaré a fait pour les
fonctions fuchsiennes en créant les fonctions zétafuchsiennes [8]
comme il avait créé les fonctions thétafuchsiennes.

En faisant I'exposé général de la théorie de la décomposition en
éléments simples, je prendrai d’abord les fonctions rationnelles et
celles qui s’y rattachent, puis, d'aprés Hermite, les fonctions double-
ment périodiques et la fonction zéta, les fonctions doublement pério-
diques de seconde et troisiéme espéce, puis les fonctions d’un point
analylique, puis les fonctions automorphes d’Henri Poincaré, puis
enfin les fonctions f dites triplement périodiques de trois variables
réelles z, y, z vérifiant I'équation de Laplace (:—;; -+ %'{‘— -+ (gz—r[ =o.
Je consacrerai un numéro spécial a la définition d’un nombre fonda-
menlal dans le probléme, d’aprés Poincaré.

CHAPITRE 1.

FRACTIONS RATIONNELLES ET FONCTIO\S ANALOGUES.

1. Décomposition des fractions rationnelles en éléments simples. —
Une fraction rationnelle R(z) est le quotient de deux polynomes.
Supposons que le dénominateur admette la racine @, de I'ordre «, la
racine b de I'ordre (3, ..., supposons enfin, pour nous placer dans le
cas le plus général, que la fraction devienne infinie a I'infini et que
dans le voisinage de z = elle soit développable en une série
ordonnée suivant les puissances décroissanles de x de la forme
i

a—;
e S
x x

A XS+ Ay X5+ ..+ @y + ay+

Dans le voisinage de £ = a, la fonction sera de la forme

A, A, Ay

—+...+ ————— - fonction fini =
.z'—a+(x—a)’ (w——a)“+ i nie pour z = a,
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dans le voisinage du pole z = b, elle sera de méme de la forme

By B o, B8
x—b  (x—b) T (xz—b)B

~+ fonction finie pour z = b.

On sait que Cauchy appelle résidus relatifs aux péles a, b, ...
les coefficients A, B,, . ... En généralisant cette dénomination, nous
appellerons les coefficients

— ay, A|, B], cey L],

les résidus relatifs aux poles

x=w, z=a, z=d, ....

On a alors le théoréme suivant [ 12] facile a démontrer d’une fagon
¢lémentaire qui résulte aussi de la considération de I'intégrale de
Cauchy

‘/‘R(x)dx,

prise sur un contour fermé cntourant les poles.

La somme des résidus d’une fraction rationnelle est égale &
Z€T0.

La formule de décomposition bien connue, que je rappellerai sous
une forme spéciale, peut alors s’obtenir en appliquant le théoréme
précédent a la fonction rationnelle en ¢

I
P(t) = Z—:;R(t).
Le résidu rclatif au point ¢t =z est R(2); le résidu relatif an

point £ = oo est le suivant; on a pour ¢ suffisamment grand

b ¢ _|+x+x"+
t—x ¢t ¢ ¢ 7

a a
R(¢) = asts+ @gg ol .o+ ay t + ao+ Tl + t_: T+
. I .
Le coefficient de ; dans le produit est
A x4+ Gy > .y T+ as

le résidu est ce coefficient changé de signe; au péle t = a, le résidu
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se calcule de méme; on a en un point ¢ voisin de &

L I + t—a
t—z zxz—a (x—a)} 7
A A, Ag
R(t)—m+m+...+(—t:_—a);-
Le résidu correspondant de ¢ (¢) est
Ai Az Aa.
[+ e e s ]

On a un résultat analogue pour les autres péles b, c, ..., {; finale-
ment en écrivant que la somme des résidus de ¢(¢) est nulle, on
obtient la formule connue

R(z)=a,25+a,_1z~1+...

A] Az AG
+a1$+$0+2 [_;:a-i— (l__'_a)z e o m] .

2. Fonctions rationnelles de sinz et cosz. — On désigne ordinai-
rement ces fonetions par R (sinr, cosz). Hermite [} ] part d’abord de
la transformation en une fonction rationnelle de la quantité trans-
cendante R(sinz, cosz) qu'on obtient en posant

erV—1=3,
De la résulte en effet
. 32— 3%+ 1 . Fi(z)
_ — R =
sinz b ‘/:_'_, cosz 27 (sinz, cosx) F(3) ’

F, et F étant des polynomes.

Il déduit alors de la décomposition en fractions simples de la frac-
tion rationnelle en z une décomposition de R(sinz, cosx) en
éléments simples qui en donne semblablement et d’une maniére
immédiate I'intégration.

En mettant en évidence les racines nulles du dénominateur F(z),
Hermite arrive a la forme suivante, analogue a la décomposition
d’une fraction rationnelle en fractions simples :

R(sinz, cosx) = (x) + ®(2),
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ou II(z) est la partie entiére

N(z) = Z[a;(coskz + isinkz)],

et ot ®(x) est la partie devenant infinie

. dcoté(z‘—a) d"coti(w——a)
‘P(l‘): (tl,cot E(::C’—G)-%Cl’-——‘rr— ...+ au dan

. d cot 5(.1'—,3) dl'colé(z'— B)
+(Blcol;;(x—-{3)+63>— adz +...—|—65/)—T
T e it e it ittt et s

. B dcoté (z—2) ds cot%(.z'—)\)
+L1C0t£(x—)-)+ﬁgT+...+ ﬁs—(l.l‘s—_—_
BT Ceestrere e ..

ou I'élément ~imple est cot%z.

I’intégration et alors immédiate, la seule intégrale nouvelle étant

[cot %(x— t)ydx = 9 log sini(x—t),

3. Fonctions de la forme e®*R (). — D’aprés Hermite [1], on
décompose d’abord la fraction rationnelle R(z) en fractions simples,
p , p
puis o désignnt une constante, on déduit de la

ew.x

ewx R(x) = ewx E(x) —|—Z Ay

. . X . I
ou I'on voit que élément simple est “— qui remplace I'élément = cor-
z z
respondant aux fractions rationnelles.
L’intégration [e‘“R(x) dx et alors immédiate. I s’y introduit

une transcendante nouvelle
gox
f e dz,
x
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qui, par la substitution e¥* = 3, devient

dz

I »
J logz

expression que 'on appelle log intégral de z.

4. Fonctions de la forme e®"R(sinz, cosx), o » est différent
de i ou de ni, n entier. — Toujours d’aprés Hermite [1], la fonc-
tion R(sinz, cosz) étant décompo-ée suivant la formule précédente,
on peut mettre la fonction proposée sou~ la forme

. [ I )

ewz R(sinz, cosx) = e II(x) +2; A ewxcot;(x—a)
L i

+ A d _ew-l col ~(xz o)

dr | 2" i

it e

" 1

-+ " g ew cot;(x—a)d,

ou II(z) désigne la fonction entiére du N"2.
On voit que I'élément simple est

1
ewa cot - x.
2

L’intégration est aisée. Elle conduit a la seule transcendante
nouvelle

I
e(z) = [ ewxcot ;wdx.

CHAPITRE 11.

FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES.

5. Fonctions doublement périodiques des trois especes. — On
doit a Hermite (') [2] la définition des trois espéces de fonctions
doublement périodiques. Les fonctions de premiére espéce sont celles
qui vérifient des relations telles que

Sf(z+2w)=f(x), Sflx+orw') = f(x),

(') CEuvres, t. 111, p. 329.
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les périodes étant désignées par 2w et 20'. Les fonctions de deuxiéme
espéce vérifient des relations telles que

fl+20)=pfle), [flz+20)=ypf(2)

p et p' désignant des multiplicateurs constants qui ne peuvent pas
étre ramenés a 1 en multipliant f(z) par une exponentielle de la
forme e, ou a est constant.
Enfin les fonctions de troisiéme espéce vérifient des relations telles
que
f(z —20)=e*Bf(z), flz+ow)=_el1+Ff(x),

A et A’ désignant des constantes qu’on ne peut pas annuler toules
g q p p

deux en multipliant f(x) par une exponentielle de la forme e27, ou a
est une constante.

6. Fonctions de premiére espéce. — L’élément simple a été donné
par Hermite [3] qui employait les notations de Jacobi ot les périodes
sont désignées par 2K et 2/K'. Prenant la fonction H(x) de Jacobi,
Hermite posc

L(z)=

d
= 1z log H(x).

Cette fonction zéla est alors I'élément simple. Soit une fonction
méromorphe f(z) aux périodes 2K et 27K’ ayant dans un parallé-
logramme de- périodes les infinis @, b, ..., ! d’ordres respectifs
a,B, ..., ona

d de—1
_/()\)=C+A|Z(x—a)—|—Azd—xZ(x—a)+...+ A“W Z(xz —a)

+BiZ(x —b)+ B,

d d3—
de(x-——b)+...+ Bgm Z(x—b)

....................................................

4+ LyZ(z— 1)+ L,%Z(a‘— I) ook Ly ——

C désignant une constante. La fonction Z admet la période 2K elle

i , R .
croit,de la constante — 1—;—{- quand l'argument de Z croit de 27K/,
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Mais alors f( ) ne change pas, car la somme de résidus

A+ By+...+L,

est nulle. L’intégrationff(x) dz est alors immédiate.

Le fait que cette somme est nulle est bien connu. 11 résulte du fait
évident que I'intégrale de Cauchy

f fz)ds,

prise sur le contour d’un parallélogramme des périodes (parallélo-
gramme dont les sommets ont pour affixes 5, 3, + 2, 2o+ 20 - 20/,
39+ 2w') est nulle, carla fonction doublement périodique f(z) prend
les mémes valeurs aux points correspondants des cotés opposés du
parallélogramme.

La formule de décomposition peut étre obtenue en écrivant que
pour la fonction elliptique de ¢

9(¢) = [Z(t — =) — Z(1 —=0)] f(1)

la somme des résidus relatifs aux poles situés dans un parallélo=
p p
gramme des périodes est nulle. On voit I'analogie avec la fonc-

tion de ¢
1

——R(2)
considérée dans le cas d’une fraction rationnelle.
La formule d’Hermite est donnée, avec d’autres notations, dans le
Traité des fonctions elliptiques de Briot et Bouquet. Elle permet
intégration de toute fonction elliptique.

7. Notations de Weierstrass. — Cette formule prend un autre
aspect avec les notations introduites par Weierstrass [5] employées
par Halphen [G]. Soicnt, d’aprés les notations de Weierstrass, f(z)
une fonction doublement périodique de premiére espéce; 2w et 20’
ses période~; a, b, ..., { ses infinis dans un parallélogramme des
périodes. L’élément simple sera la fonction

o'(z)

a(x)

’ d )
)= T2 = Z(a) = - logs(x),
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et llon aura

f(:c)=C+A.C(x—a)+Aq‘—iiflx:-gl+...+Aaé‘i¢7__:-§(m—a)

+ B L@—0)+ B, L= g B )

x
—_ A—1
-+ L] C(-x— l)+ LgdC(f‘[—xlz ...+ L)\—ii—_

Quand z croit de 2w ou 2/, ¢ croit d'une constante, f(#) ne change
pas parce que la somme des résidus

A1+B|+... 'l-L1

est nulle. La formule de décomposition peut étre obtenue en consi-
dérant la fonction doublement périodique de ¢

[Cle—2) =Lt —20)]1f(2)

el écrivant que la somme des résidus relatifs aux poles situés dans
un parallélogramme des périodes est nulle. Dans cette fonction de ¢,
comme dans ¢(¢), xo désigne une constante quelconque.

Une fois la fonction f(2) décomposée, U'intégration est immédiate
car

fC(w—a)dx = log s(x — a) + const.

Dégénérescences. — On sait que o(u), £(w), p(u) dégénérent en
fonctions rationnelles quand les deux périodes 2w et 2w’ deviennent
infinies et en fonctions circulaires quand 'une des périodes devient
infinie. Dans les cas correspondants, la formule de décomposition
devient la formule de décomposition des fractions rationnelles en

éléments simples et la formule analogue pour les fonctions de la
forme R(sinz, cosx).

Exemple. — Soit la fonction

_ __ P(u)
S = Srar—ptoy’

cette fonction admet les trois péles simples u = ¢, u =—v¢, u="o
et leurs homologues avec les résidus respectifs 1, 1, — 2. On a done

S(w)=C+g(u—v)+L(w+v)—2f(u)
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En remarquant que f(u) s’annule pour u = w, que

{w=n, ((w—v)+C(w—+w)=12n,
on voit que la constante G est nulle et ’on obtient la formule connue

5;’__“” =¢(u—v)-+(u+0)—27(u).

Si I'on suppose w et w' infinis

1 .
p(u)= u—z) Cu= ;)

et'on a

u’ 202 1 [ 2
1 1 uw(ui—oe?) u—vy

formule qui donne la décomposition de la fraction rationnelle de u,
T(uz"i—v*)’ en éléments simples.

8. Définition par Poincaré d’un nombre fondamental pour la
décomposition en éléments simples. — Poincaré a défini un nombre
fondamental pour la formule de décomposition [9] (§ 6) en éléments
simples, voici comment. Je cite textuellement Poincaré :

« Dans toute décomposition en éléments simples, il y a unnombre
que P'on peut appeler fondamental et qui joue un roéle trés impor-
tant. Supposons qu’il s’agisse de décomposer en éléments simples les
fonctions qui appartiennent a une certaine catégorie C. On doit sup-
poser que la somme de deux fonctions appartenant a cette catégoriec C
appartient également a C; ce n’est que dans ces conditions qu’on
peut étre conduit a chercher une décomposition en éléments simples.
Il peut arriver que les éléments simples fassent eux-mémes partic
de C: c’est ainsi que, dans la décomposition des fractions rationnelles,

s 1. [q4 .
on esl conduit a des éléments de la forme = qui sont cux-mémes

a
des fractions rationnelles. Dans ce cas nous dirons que le nombre
fondamental est égal a zéro. Mais le contraire peut arriver également.
Ainsi, dans la décomposition des fonctions doublement périodiques,
les éléments simples sont de la forme A%]ogB (x — a) et ne sont

pas des fonctions doublement périodiques. Mais il existe des fonctions
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doublement périodiques (') qui sont des sommes de deux éléments
simples seulement, et a 'aide desquelles toutes les autres s’expriment
linéairement. Dans ce cas, le nombre fondamental sera égal a un. En
général, ¢'il existe des fonctions de la catégorie G, décomposables
en m +-1 éléments simples seulement et & 'aide desquelles toutes les
auatres fonctions de la catégorie C peuvent s’exprimer linéairement, le
nombre fondamental scra alors égal a m, pourvu que m soit le plus petit
nombre jouissant de cetle propriété. Ainsi, dans la décomposition des
fonctions rationnelles de z et de y [y étant lié a = par une relation
algébrique (x, y)=o], décomposition découverte par M. Roch,
le nombre fondamental est égal au genre de la relation F = 0. »
Poincaré envisage de méme la décomposition de la fonction A(z)
considérée dans le Mémoire [9] en éléments simples de la forme

A/. (IJ(z, z)

c¢t, dans ce Mémoire, détermine le nombre fondamental relatif a cette
décomposition; dans le cas du genre zéro et de la deuxiéme famille,
on trouve pour ce nombre

n(m—i)—m.

Dans ce qui suit, nous désignerons par I le nombre fondamental
de Poincaré,

9. Fonctions doublement périodiques de seconde espéce. — Une
fonction doublement périodique de seconde espéce F(z) admet deux
multiplicateurs donnés p et . Si elle est méromorphe, elle peut,
d’aprés Hermite [2], élre décomposée en une somme d’éléments
simples relatifs aux péles a, P, situés dans un parallélogramme des
périodes.

Cette formule cst donnée dans le paragraphe 1 du Mémoire d’Her-
mite : Sur quelques applications des fonctions elliptiques [2]. On
sait qu'Hermite, adoptant le- notations de Jacobi, désignc les périodes
par 2K et »{K/; il considére des fonctions méromorphes F(z) véri-
fiant deux relations de la forme

F(z-+2hk) =p F(z),
F(z +2:K') = p F(2),

S~

(') De premiére espéce,
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[+ et ' étant des constantes données. Il remarque que, en posant

_Ho)H(r +w)el
Sf(z)= H(w)H(z)

f(z) a son résidu pour z =o0 égal a1 ¢t qu'on peut déterminer A
ct w de fagon que f(x) admette les multiplicateurs p et p'. Alors la
fonction de s

®()=F(3) flz—z)

sera, quel que soit z, une fonction doublement périodique de 3, aux
périodes 2K et 2/K', car si 'on ajoute a 3 une période F(3) est
multiplié par une constante et f(z — z) par la constante inverse.
On obtient alors d’aprés Hermite la formule de décomposition pour
F(z) en écrivant que la somme des résidus de la fonction @(z) rela-
tive aux pdles situés dans un parallélogramme des périodes est nulle.

Le résidu de ®(z) correspondant au péle z =z ¢st — F(z). Ceux
qui proviennent des poles de F(z) s’obtiennent comme il suit. Soit
z=a un de¢ ces péles @ en posant

s— 01 =¢c
(e infiniment petit), on a

Fl(a+¢e)=Aet 4+ A;Dee~1+ AyDFe-t ...
+ Ao DS ety + @y + aye’ +. . .
2
cf(x—a—¢)=flz—a)— T‘Dx/(x—a)+l—€;1)gf(x—a)+...

—_— )%
+%D%f(w—a)+....

(. , . 1 .
Le résidu cherché est le coefficient du terme en : dans le produit

des seconds membres. Ce coefficient est, en remarquant (ue

1.2...n
Dfet=(—1)n

gn+1 '

Af(z=a)y+ A D, f(x —a)+ Ay D% f@—a) ...+ Ag D% f(z — a).

En écrivant que la somme dcs résidus de @ (3) est nulle, on obtient
la formule cherchée

F(z)=2[Af(z —a)+ A D, f(x —a)+...+ Ay D f(x — a)],

o le signe X se rapporte a tous les péles de F(r) situés dans un
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parallélogramme des périodes. En supposant p = p'=1, Hermite
montre qu’on obtient comme cas limite la formule de décomposition
relative aux fonetions doublement périodiques de premiére espéce. 11
applique ensuite ~a formule aux fonctions

8(r+a)O(x+b)...09(z+1)ex
N 0" () ’
Hz+a)H(z+b)... H(x + 1) el
on(z) 4

n ¢étant le nombre des constantes «, b, ..., 1.
Si Pon cherche I'intégrale

fF(z)dx

on est conduit & un seul élément nouveau

ff(u) du.

Les formules précédentes sont écrites dans la notation de Jacobi.
Actuellement 90 =0 car 'élément simple est lui-méme unc des
fonctions a décomposer.

10. Notations de Weierstrass. — Si l'on emploie les notations de
Weierstrass, U'élément simple d’Hermite est la fonction

s(x + 1)

(@)= et ¢

px

dont le seul pole est =0 ¢l scs homologues et dont le résidu est 1
pour le pole z =o0. On peut déterminer A et p de fagon que ®(x)
admette deux multiplicateurs donnés et p!

W= ean).-kzwp, W= e2n'+e’p,

Nous écartons le cas ot ) serait une période

2mw +2m’w'
ce cas aurait licu «i

logu—aom'in et logy'+a2mixn

étaienl proportionnels d » et w'.
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On a alors
F(z) =Y [A1«p(;v~a)+A2 gd; O(&— a)+...+ Aaéi% cp(x—a)]‘,

Ay, By, ..., L, étant les résidus relatifs aux poles a, b, ..., . La
différence entre les deux membres est une fonction partdut finie, aux
multiplicateurs p. et p', ¢'est-a-dire zéro. On peut encore appliquer le
procédé par lequel Hermite obtient la formule de décomposition (2).
Soit ®(z) I'élément simple défini plus haut, si 'on ajoute 20 ou 20/
a I'argument, I'élément simple est multipli¢ par p ou p'; mais si on.

les retranche, il est multiplié par-& ou ;— Dés lors, le produit
| ]

7

J()y=0(x —t)F (1)

est une fonction doublement périodique de ¢ aux périodes 20 et 20,
. : R 1 1
car le premier facteur admet les multiplicateurs — et —; le second les

multiplicateurs p et p'. Il suffit d’écrire que Ja somme des résidus de
la fonction de ¢, f(¢), relatifs aux poles situés dans un parallélo-
gramme des périodes ou pour leurs homologues, est nulle pour
obtenir la formule de décomposition.

11. Cas singulier des fonctions de deuxiéme espéce. — Le cas sin-
gulier ou la fonction est égale au produit d’unc exponentielle ep? par
une fonction doublement périodique f(x) ne présente aucune diffi-
culté. Néanmoins, il est utile de mettre, pour ces fonctions et surtout
pour leur intégration, la formule de décomposition en ¢éléments
simples sous une forme en rapport direct avee leur nature. Clest ce
gu’a fait M. Mittag-Leffler [7]. Une premiére formule s’obtient immé-
diatement en décomposant la fonction méromorphe doublement
périodique f(x) en éléments simples et en multipliant le résultat
par ef?; mais il se présente alors des termes de la forme

dnl(zx — a)
epx T don
ou
ari(r —a)
epx g

On a une formule plus commode en prenant comme élément simple

o(2) = b ().



DECOMPOSITION D'UNE FONCTION MEROMORPHE EN ELEMENTS SIMPLES. 15
Alors on a

erx f(x) =Ce?”2 [@(1 (2 — a) + A, d(f'(_;_x__a_) 4+ ..

do—1 <p(x-—a)] "

+ Qe dxe—1

ou la somme 2 est étendue aux divers poles a, b, ..., let ou A, esl
le résidu relatif au pole a.

Les cocfficients €L, 33, C sont liés par une relation facile a déduire-
de ce théoréme, que les résidus de la fonction f(z) dans un parallé-
logramme des périodes ont une somme nulle, Le terme

d-lo(z — a) dr-teple-at(z — a)
=ay

A,y Az do-1

donne comme coefficient de {(x — a), au facteur ef® pres,

A, oVt e—ta,
On a donc
A+ Agp e P+ AyotePr+. ..+ Ay p*1 e—p2
~+ OBy -+ Byp 6Pl 4 (B3p? 60l +. ..+ (Bgpb—1 e—pb
Feieee e fee t . seseeeseraiiassaseene, o
4+ Ly Lapepl 4 £3p° e0l ...+ £y00 1 =P =0,

12. Cas ou les multiplicateurs sont des racines de l'unité. — Ces
cas ne font pas exception a la théorie générale; mais 1'élément simple
est alors particuliérement intéressant. 11 est alors tel qu’une certaine
de ses puissances, la m'*"® si p et p' sont des racines m*** de P'unité,
est doublement périodique ordinaire. Ces fonctions particuliéres

comprennent les trois radicaus (notation de Weierstrass) \/pu — ey,

Vpu — ez, /pu— e; et généralisent, par conséquent, les fonctions
anciennes snu, cnu, dnu. Aucune de ces fonctions n’a les deux
périodes 2w et 2, mais par I'addition d'une des périodes elles sont
multipliées par — 1. Leur carré ne change pas. Ce cas est étudié en

détail par Halphen [6].

13. Fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce. —
Je rappelle que, d’aprés Hermite, on donne le nom de Sfonctions dou-
blement périodiques de troisiéme espéce & des fonctions qui se
comporient comme des fractions rationnelles pour des valeurs finies
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de la variable z et se reproduisent multipliées par des exponentielles
du premier degré en z quand on augmente 3 de I'une ou de l'autre
période 2w ou 20', 2K ou 2(K'suivant les notations. Parmi ces fonc-
tions s¢ trouvent les fonctions 0(3), H(3), 0,(3), H,(5) de Jacobi,
les puissances positives ou négatives de ces fonctions et, plus généra-
lement, les expressions de la forme

0(z+a)8(z+0b)...8(z+1)
0z +a)0(z+b)...8(z—1)

le nombre des facteurs du numérateur étant différent du nombre des
facteurs du dénominateur. On peut exprimer toutes les fonctions de
troisiéme espéce de s par une exponenticlle du sccond degré en 5
multipliée par le quotient de deux produits de fonctions O (s 4 a) ne
contenant pas le méme nombre de facteurs au numérateur qu’au déno-
minateur. Elles se divisent donc en deux groupes : 1° celles qui ren-
ferment plus de fonctions ® au dénominateur qu’au numérateur ct
qui, par suite, ne comprennent pas de fonctions entiéres; 2° celles
qui renferment plus de fonctions ® au numérateur qu'au dénomi-
nateur ¢t qui comprennent des fonctions entiéres,

On peut toujours, en multipliant par une exponentielle et faisant
un changement de variables, ramener la fonction de troisiéme espéce
considérée a vérifier deuv relations de la forme

PMmMTre

F(z+rK)=F(z), F(oz+2iK)=¢ * F(z),

ou m désigne un entier non nul, positif ou négatif, entier qui marque
précisément Pexcés du nombre d¢ ® du numérateur sur fe nombre
des © du dénominateur.

Si m et positif, la fonction F(z) a. dans un parallélogramme des
périodes, m zéros de plus que d'infinis : en particulier, clle peut
n'avoir que m zéros et pas d'infini, elle est alors entiére; toute fone-
tion de celte nature, ayant m zéros ct pas d'infini, est, comme on le
voit par la méthode des coefficients indéterminés, une fonction linéaire
et homogeéne de m fonctions entiéres

8o(Z), &1(Z), ... Em-1(x)

linéairement indépendantes et analogues aux fonctions © de Jacobi.
Si, au contraire, m est négatif, m = — 1, la fonction F(z) admet,
dans un parallélogramme des périodes, p infinis de plus que de zéros;
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en particulier elle peut avoir p infinis et pas de zéro, comme ce
serait le cas pour

I
G(z) ou
h=p—1

G(z)= X Mgu(z),

A=0
les, A, étant des constantes arbitraires ct les fonctions g; relatives &
Pentier p.
Dans les deux cas, I'élément simple est une fonction de deux
variables indépendantes z et u, définic par la série (16)

V=+® nvnn

T K T
e mv(v=1) cot — (3 — u — 29I K’
2K Z 7 '*K( : »

V=—»

Sn(3, u) =

ol n est un entier positif et

Cette fonction devient infinie toutes les fois que la diftérence 5 —u
est de la forme 2pK 4-2p'iK'(p et p' entiers). Considéré ‘comme
fonction de 3, I'élément ¥, (3, u) admet le pole s = wavec le résidu 15
comme fonction de «, il admet le pole « = 3 avee le résidu — 1. Par
rapport & chaque variable, I'élément y, admet la période 2K; il
vérifie de plus les deux-relations

1T

. +
n(z+20K, u)y=e * sa(zu)

LI L} hA=n=1 44z

+£(|+6T>é’o(u)+ 2 e R gr(u),

) A=t

Ies fonctions g étant relatives a Pentier n;

nmu

yn€z, u+ 2Ky = e % ya(z, u).

A T'aide de cet élément, on peut écrire toute fonction doublement
périodique de troisiéeme espéce, sou~ forme d'une somme de termes
ne devenant chacun infini qu'en un pole du parallélogramme des
périodes.

Soit d’abord une fonction de troisiéme espéce F(z) ramenée a
véritier les relations

mT e

F(z-+ak)=F(z), F(z+2K)=e * F(z),
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ou m est positif. Il existe alors une fonction entiére
G(z)=Dogo(®) + 21 81(2) +- ..+ Xt Em—1(),

ou g, Ay, ..., A,y sont des constantes arbitraires vérifiant les
mémes relations. Si la fonction F(2) devient infinie du premier ordre
cn p poles a, b, ..., I d'un parallélogramme des périodes, avec les
résidus A, B, ..., L on peut I'écrire sous la forme suivante :

F(z)=—A tm(a, z)—B Am(by, ) —...— L tm({, ) + G(2),

ou il ne reste plus a déterminer que les constantes figurant linéaire—
ment dans G(z). Je n'insiste pas ici sur cette détermination qu’on
trouvera dans les Mémoires originaux. La formule oblenue est évidente
car la fonction

F(x)+ A Am(a, z)4+...+L (L, z)

ne devenant plus infinic est entiére. Si les poles au lieu d'étre simples
étaient respectivement d’ordre «, 8, ..., A, on aurait une expression
de la forme

d
F(x) =—E [Ax,,,(a, z)+ A, s xm(a, ) +...

dx-1y,(a, z .
FLnln 2 4 6(a)

Cette formule peut étre obtenue en écrivant que pour la fonctiomr
doublement périodique ordinaire ¢(3) de 3

QP(Z)= [F(Z)_ G(z)] X."'(Z, z),

la somme des résidus relatifs aux péles @, b, ..., { situés dans un
parallélogramme des périodes est nulle. Le fait que ¢(z) est double-
ment périodique résulte des relations qui vérifient F(z), G(z),
xm (3, z) considérés comme fonctions de z; le fait que les poles de
F(2) — G(=) sont ceux de F(3) résulte de ce que G(z) étant entier
n’a pas de poles.

Dans ces formules les coefficients A, A,, ..., Ay, ... sont entiére-
ment indépendants des poles; quant aux coefficients A, on arrive a les
calculer (16) soit par la méthode des coefficients indéterminés, soit
par la considération de Pintégrale

fF(z),(,,,(z, z)ds
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prise sur le contour d’un parallélogramme des périodes. Alors le
nombre fondamental 9T de Poincaré est nul.

Si, au contraire, l'entier appelé m est négatif, m =— p., la fonc-
tion F(z) comme on I'a vu, admet dans un parallélogramme des
périodes p infinis de plus que de zéros. En supposant ces infinis
du premier ordre et appelant A, B, ..., L les résidus correspondant
aux poles simples @, b, ..., { on aura

F(z) = Ayp(z, @) +Byu(z, b)+...+ Lyu(a, 1);

ces résidus ne sont plus indépendants des poles; ils leur sont liés
par p relations

Agr(a)+Bgr(b)+...+Lgi(l)=o0 (k=o,1,2,00., pu—1),
les fonctions g4 étant relatives a 'entier p, les relations s’obtiennent
en remarquant que la fonction

F(z)g4(2)

est doublement périodique de premiére espéce et écrivant que la
somme des résidus relatifs aux poles a, b, . ... { qu’elle posséde dans
un parallélogramme des périodes est nulle.

Les p relations trouvées entre les poles et les résidus suffisent
pour rendre le second membre

Ayp(z, @)+ Byu(z, b) 4. ..+ Lyu(z, !)

de la formule de décomposition doublement périodique de troisiéme
espéce avec m =— .; c’est ce ¢u’on vérifie en se servant de la for-
mule qui donne V'effet de I'addition de la seconde période 2K au pre-
mier argument de . (3, ).

On peut alors démontrer la formule de décomposition en remar-
quant que la différence

F(2) —[A yu(z, a) + B yu(z, b)+...+ Lyu(z, 1)]

ne devient plus infinie; elle serait donc entiére, et comme il n’y a
pas de fonction entiére vérifiant les mémes relations que F, quand
m est négatif, cette différence ne peut étre que nulle. Jai pris le
cas simple ou F(z) n’a que des pdles du premier ordre. Le cas
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général se traite de méme. On a alors
d do—1
F(z) =2 [A (2 a) + Ay s su(Zy a)+ ..+ Agy P e ZP-("” a)J,

la somme étant étendue aux poles a, b, ..., I supposés le premier
d’ordre «, l¢ second d'ordre B, ..., le dernier d'ordre A. Les rela-
tions entre les parties principales et les poles s'obtiennent en écrivant
que, pour la fonction doublement périodique de premiére espéce

F(2)gk(3) (k=o0,1,2, ..., p—1),

la somme des résidus dans un parallélogramme des périodes est nulle.
Dans les deux cas, l'intégration conduit aux fonctions

t/"/.n(aa x)dz, pr.(x, a)dz, f(}(w) dz.

La formule de décomposition dans le cas ou il existe dans F (=)
plus de poles que de zéros exprime que la somme des résidus de la

fonction de z
9(3) =F(3)qu(=z, 3

dans un parallélogramme des périodes est nulle, et cependant cette
fonction () qui admet la période 2K n’admet pas l'autre 2 {K'.

Ainsi, et ¢’est 1 une circonstance trés remarquable, la méme fone-
tion y.(z, u) sert d’élément de décomposition dans les deux cas :
dans I'un des cas, s est la variable ¢t « un paramétre qui coincide
successivement avee les différents poles; dans 'autre, c’est le premier
argument z qui sert de paramétre et le second u de variable.

Ces résultats donnent immédiatement les développements des fone-
tions doublement périodiques de troisieme espéce en séries trigono-
métriques. En effet, pour développer une quelconque de ces fone-
tions en série, il suffira de connaitre le développement de I’élément
simple. Je ne reproduirai pas ici les développements en séries des
quatre fonctions

2

o' w’ w’ w'
(3, u), X,,(z + 5 u>, xn<z, u -+ ;), x”<z—|—- S u+ )

On se trouve alors en possession de méthodes et de formules géné-
rales permettant de trouver facilement les développements en séries
des fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce, et com-
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prenant, comme cas particuliers, les formules si précieuses pour
I'Arithmétique, que Biehler [ 19] a établies dans son excellente Thése,
en suivant la voic ouverte par Hermite. Quelques-uncs des séries
obtenues de cette fagon ont été reproduites par Hermite dans un
Mémoire inséré au tome 100 du Journal de Crelle. Cette méthode de
développements en série permet de démontrer une loi générale énoncée
par Hermite et vérifiée par Bichler sur un grand nombre d’exemples,
loi qui donne une propriété arithmétique extrémement remarquable
des coefficients des développements en série des fonctions de troi-
siéme espéce, suivant les puissances de ¢ :

Sil'on développe une fonction doublement périodique de troi-
siéme espéce en une série ordonnée par rapport aur puissances
de g, on voit apparaitre dans les sinus et cosinus qui forment le

N

al__’_ N
—meo .. . '
des diviseurs conjugués o

coefficient de q* les combinaisons

et 3 de N; le signe + convenant au cas ot il ¥y a au numérateur
m fonctions O de plus qu’au dénominateur, le signe —, au cas ot
il y a au dénominateur m fonctions @ de plus qu’au numérateur.

On peul rattacher les formules de décomposition en éléments
simples des fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce au
théoréme de M. Mittag-Leffler : dans cette application [ 18] les degrés
des polynomes a retrancher de la partie principale croissent indé-
finiment.

On peut aussi obtenir des relations entre des y, d'indices différents.

Si m cst positif, le nombre 9T de Poincaré est nul; si m est négatif
m=—pil est égal a p.

14. Notations de Weierstrass. — Le¢s nolations de Weierstrass
sont cmployées par Halphen [6]. Voici comment ce dernier définit
I'élément simple pour les fonctions doublement périodiques de troi-
sieme espéce (Fonctions elliptiques, t. 1, p. 468). Soient 6(x) une
fonction rationnelle et ¢ une quantité dont le module est plus petit
que 1, considérons la séric

vV=+®
I}J‘(x) = 2 .zanmv‘(v—i) O(wq"),
V=—»
ot m est un entier positif.
La convergence de la série dépendra de la nature de la fonction §
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pour les valeurs infiniment grandes et infiniment petites de . La série
est donc convergente, car 6(z) pour ces valeurs reste inférieur a une
puissance de z d’exposant déterminé. En faisant

2T {u—w) 510N
w

r=2=e ’ q=eT7 ¥ (z)=¥(u),
la fonction ¢ (u) est évidemment uniforme et chaque point singulier
de 6(x) donne lieu & un seul point singulicr de § () dans un parallé-
logramme des périodes. Si donc () est une fraction rationnelle, la
fonction ¢ (u) est unc fonction fractionnaire ayant, dans chaque
parallélogramme des périodes, des poles en nombre égal a celui des
poles de 6(z). Comme x est une fonction périodique de « a période
2w,y () admel évidemment la période 20. De plus, d’aprés la série
qui définit W'(z), on a
—m T8
Y(u+2w)=(—1nme @ Y(u).

La fonction ¢ (u) estdonc de troisiéme espéce et, dans chaque paral-
lélogramme des périodes, le nombre des zéros de ¢ (u) dépasse de m
celui des infinis.

Si I'on décompose 6(z) cn éléments simples, on voit que les
diverses séries ¢(u) se réduisent & des types distincts en nombre
limité.

Tout d'abord il faut supposer 6(z) réduit & un polynome. En
supposant :

0(z)=1, x, 22, ...,
on obtient m_fonctions entiéres. D’abord en prenant
0(z) =2 (r=o0,1,2,..., m—1),
on a la fonction entiére

V=%

Er(u) = 2 xmv+rqmv(v—l)+2vr_

V=—2xn

Si exposant de z est supéricur & m — 1, on relrouve une des fonc-
tions précédentes, car, ¢n changeant v env s, on a

E.(u)=Erims(u) qms(s-l)+2rs.
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Ainsi, dans la fonclion générale §(«), un polynome de degré m — 1

] hot+MZ 4w i AL
donne naissance a

Mo Eo(u) +2 Ei(u)+...4 iy Epp—r (1),

et si le degré est supéricur & (m —1), la somme est une combinaison
linéaire de méme forme de Ey, E,, ..., E,_,(u). Ces séries E ne
sont pas nouvelles : clles reproduisent la fonction J, avec des argu-
ments convenablement choisis.

On obtient I’élément simple en prenant

=y

y étant unc conslante. Si alors on pose

LT (v —Ww)
_ [3)
y=e )

Ia fonction particuliére ¢ (u) correspondant au choix de 6(z) scrait

.. V=+ o
F(u, v)= i Z Ly gmytv—1) -y .
%) zq—y

V=4

Les poles de I considéré comme fonction de « sont

u=v+2kw+2kw’"  (ketk entiers);

on a en particulier le pole u = ¢ ayant pour résidu +-1.

Cet élément F(u, ¢) considéré comme fonction de u sert alors
comme nous I'avons vu a décomposer en éléments simples les fonc-
tions doublement périodiques de troisiéme espéce ayant plus de
racines que de poles.

Une fonction de troisiéme cspéce ayant plus de poles que de racines
est I'inverse d'une des fonctions précédentes. Halphen remplace la
fonction I (u, ¢) par unc autre F(u, ¢) définie a Paide de la pre-
miére. Il remarque que si Pon appelle ®@(¢) unc fonction de la nature
envisagée, le produit ®(u) F(u, v) est une fonction doublement
périodique de premiére espéce de u et que la somme de ses résidus
relatifs aux poles situés dans un parallélogramme des périodes est
nulle. Le résidu de F(u, v) relatif au péle u=y¢ étant 1, on
obtient ®(¢).
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On peut aussi de expression de F(«, ¢) déduire les propriéiés de
I'élément simple, relativement au second argument. Nous ne le ferons
pas ici, en renvoyant & Halphen (7raité, t. 1, p. 478).

CHAPITRE MHI.

FONCTIONS B'UN POINT ANALYTIQUE ET FONCTIONS AUTOMORPHES DE POINCARE.

13. Fonction d’un point analytique .z, ). — Etant donnée une rela-
tion algébrique entre z et y,

(1) F(x, y)=o.

qui fait corrcspondre, a une valeur de x, n valeurs )7, 32, ..., ¥»n
de y, nous appelons point analylique (Z, y) 'rnsemble d'unc valeur
arbitraire de z ct d'une des n valeurs correspondantes de y. Si 'on
emploie la représentation géométrique de Riemann, on peut imaginer
sur le plan des 2 une surface de Riemann composée de n feuillets
superposés : a chaque point £ correspondent alors n valeurs de y,
Y1, Y2y -+ )n chacune dans un feuillet.

Les variables x et y peuvent. d’aprés Poincaré [8, 10], éirve expri-
mées en fonction automorphe de z : toute fonction uniforme méro-
morphe du point analytique (., y) devient alors fonction automorphe
de z. On pourra utilement consulter a cet égard les travaux de
G. Humbert [11] sur Fapplication des fonctions fuchsiennes a la
Géométrie.

16. Fonctions rationnelles de z et ). — Une fonction rationnelle
de 2 et y, R(z, y) peut étre décomposée en éléments simples. Si la
relation algébrique (1) entre x ¢t y représente une courbe unicur-
sale, on peut exprimer 2 ct y cn fonetion rationnelle d’un parametre ¢,
la fonction R(z, y) est alors rationnelle en ¢. Si cette courbe est de
genre 1, on peut exprimer z et y ¢n fonction doublement périodique
d'un paramétre ¢, alors R(z, )’) devient une fonction doublement
périodique de t.

It n’y a donc de véritablement nouveaux que les eas ou le genre de
la relation (1) est supérieur a 1.
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Nous prendrons comme élément simple intégrale abélienne nor-
male de seconde espéce attachée a la courbe F(z, y3)=o. Cette
intégrale est, comme 'on sait, une fonction du. point analy lique (z, )
finie partout, exceplé en un point =2, y == ou elle devient infinie
du premicr ordre avee un résidu égal a I'unité: je la désigne par
Z(%, n), en meltant ainsi en évidence le point (%, n) ou elle devient
infinie. Cette fonction Z (%, ) est une fonction rationnelle du para-
métre (£, 0) ayant pour poles les points critiques et les points (.r, y)
et (xg, )0 ), ces derniers avee des résidus — 1 et + 1, comme il résulte
du théoréeme sur I'échange du parameétre et de 'argument dans les
intégrales de troisicme espéce. Elle joue dans cette théorie le méme

N . I 1 , . . .

role que la fonction P E T m dans Ja théorie des fonclions uni-
- £ 0— )

formes de . L’expression générale d’une fonction rationnelle R (x, )

est, d’aprés une formule de Ricmann-Roch,
R(z, y) = R(z,. y0)
+2 [A Z(a, b) -+ A,

dZ(a, b) da—1
— gy T Aa g La, 8) .

Cetie formule est la généralisation de la formule de décomposition
d’une fraction rationnelle R(.r) écrite sous la forme

Ry =Rz + 34 (2 — )

d I
+A1d—Im+...+Aa—

de—t 1

£ - .
'ds*—1 7z —a

11y a cependant entre la théoric des fonctions d’une variable = et
cclle des fonctions d'un point analytique (z, y) une différence consi-
dérable qu’il importe de signaler en peu de mots : c’est que, dans les
expressions que donne Weicrstrass pour les fonetions uniformes d'une
variable z, les coefficients sont arbitraires, tandis que dans les
expressions des fonctions uniformes d'un point analytique (z, y),
les coefficients des séries sont assujettis i vérifier p relations
qu'il serait trop long d'indiquer ici.

Les formules se déduisent toutes par un procédé uniforme du théo-
véme suivant la généralisation du théoréme n° .

Si on forme, d'une part, la somme des résidus d’une fonction
uniforme d’'un point analytique ayant un nombre fini de points


file:///ariable

26 PAUL APPELL,

singuliers et, d’autre part, la somme des coefficients de x~' dans
les développements des m déterminations de la fonction aw voisi-
nage du point «, ces deu.r sommes sont ¢gales.

D’aprés Poincaré, le nombre fondamental 9 est égal a p, p étant le
gcm‘e.

17. Fonctions 4 multiplicateurs constants. — Ces fonctions consti-
tuent la généralisation des fonctions doublement périodiques de seconde
espeéce.

Partons de la considération d’une relation algébrique de genre p ct
de la surface de Riemann correspondante, rendue simplement con-
nexe au moyen des coupures introduites par Riemann. Les fonctions
& multiplicateurs sont des fonctions uniformes sur cette surface,
n'ayant d'autres singularités que des poles et dont les valeurs, aux
deux bords d’une coupure, ne different I'une de Pautre que par des
facteurs ou multiplicateurs constants : il y a en tout 2p multi-
plicateurs correspondant aux 2p périodes d'une intégrale abélienne
de premiére cspéce. Le probléme qui se pose alors est de former
I'expression générale des fonctions admetiant 2 p multiplicateurs don-
nés d'avance. Cette expression peut étre donnée sous une forme, qui
met en évidence les poles el les parties principales correspondantes:
elle est fournie par une somme d’éléments simples. Pour arriver i cette
formule, il faut avoir recours a la notion d'intégrales de fonctions a
multiplicateurs, de méme que, pour décomposcr ¢n éléments simples
unc fonction algébrique par la formule de¢ Riemann-Roch, on est
obligé de se servir d’intégrales de fonctions algébriques. La formule
est toujours la méme : I'élément simple est Uintégrale de seconde
espéce d’une fonction admettant les multiplicateurs donnés.

Comme il arrive déja pour les fonctions algébriques de genre supé-
rieur a zéro, les résidus et les poles d’unc fonction a multiplicateurs
ne sont pas indépendants les uns des aulres : il existe, en général,
p —1 relations entre les poles et les résidus correspondants d’une
fonction a multiplicateurs et p dans un cas spécial, comprenant en
particulier celui des fonctions algébriques: cc cas spécial se présente
lorsqu'il existe une fonction sans zéros ni infinis, admettant les multi-
plicateurs donnés. Clest ainsi, par exemple, que, pour les fonctions
doublement périodiques de scconde espéee d’une variable w, (p =1);,
il n’y a, en général, aucune relation entre les poles et les résidus,
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tandis qu'il en existe une lorsque les multiplicatcurs sont ceux d’une
certaine exponentielle.
Le nombre 9T de Poincaré est ici p —1.

18. Fonctions a multiplicateurs exponentiels. — Les fonctions a
multiplicateurs constituent, comme le montre 'analyse précédente,
des fonctions analogues aux fonctions doublement périodiques de
seconde espéce. On peut étudier de méme certaines fonctions d’un
point analylique, qui peuvent éire envisagées comme analogues aux
fonctions doub'ement périodiques de troisiéme espéce. Sil’on consi-
dére une courbe algébrique de genre p et si 'on appelle u® (z, y)
(i=1, 2, ..., p) les intégrales abélienncs normales de premiére
espéce correspondantes, les fonctions considérées sont des fonctions
du point analylique (z, ) qui ne changent pas, quand ce point décrit
un ¢ycle normal de rang impair ct qui se reproduisent multipliées
par e=»#"(x.2) quand le point décrit le cycle normal de rang 27,
m désignant un entier posilif ou négatif. Supposons encore que ces
fonctions n’aient que des poles sur la surface de Riemann, alors :
1° si m est posilif, elles ont sur cette surface un nombre de zéros
dépassant de mp celui des infinis; 2° si, au contraire, m est négatif et
égal a — p, clles ont pp infinis de plus que de zéros. Les fonctions de
la premiére sorte sont les inverses de celles de la seconde. On peut
obtenir 'expression générale de ces fonctions par une fraction ration-
nelle en z et y, multipliée par des fonctions © ou I'on a remplacé les
variab'es par les intégrales abéliennes correspondantes. Quand m est
positif, les résidus et les poles sont indépendants les uns des autres;
quand m cst négatif, il y a des relations nécessaires entre les poles et
les résidus correspondants.

Je n'ai trouvé nulle part de formule de décomposition en éléments
simples. Il faudrait former cet élément par analogic avec ce que nous
avons vu pour les fonctions doublement périodiques de troisiéme
espéce (p =1) (n° 12).

Cette formule pourra probablement se déduire de ce qui suit.

19. Fonctions automorphes. — Les fonctions automorphes ont été

formées par Henri Poincaré [8], el]cs reprennent la méme valeur
e z+3 —

quand ony remplace la variable 5 par =5 *9—By=1. Poincaré

a appelé ces fonctions fuchsiennes et klemeennes en hommage aux

MEMORIAL DES SC. MATIL. 2
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mathématiciens allemands Fuchs et Klein qui avaient été des précur-
seurs. Mais si le nom de ces fonctions devait rappeler le nom d’un -
savant, ce ne pourrait étre que le nom de Henri Poincaré : aussi vaut-il
mieux leur donner un nom qui ne rappelle celui d’aucun savant et de
les nommer automorphes.

H. Poincar¢ a démoniré que les coordonnées d'un point z, y
d’une courbe algébrique de genre quelconque peuvent s'exprimer
en fonctions automorphes d’un paramélire z : les fonclions ration-
nelles de z et y deviennent alors des fonctions automorphes des
paramétres. Les fonctions a multiplicateurs constants deviennent

des fonctions, qui, par chaque substitution du groupe “—‘*—”—’—E, se
Y3+ 0

reproduisent a un facteur constant prés; les fonctions a multipli-
cateurs exponentiels deviennent des fonctions, qui, par chaque substi-
tution du groupe, sont reproduites multipliées par une exponentielle
de la forme e="+":\*3), u;(z, y) étant une intégrale abélicnne de pre-
miére espéce. Pour chacune de ces sortes, les fonctions automorphes,
correspondant aux trois espéces de fonctions elliptiques, la formule
de décomposition en ¢léments simples s¢ déduit de la formule relative
aux fonctions du point analytique (2, y) par la substitution des
expressions de z ¢t y en fonction de 5.

Il parail probable qu’on peut définir des fonctions automorphes des
trois espéces analogues aux fonctions doublement périodiques des
trois espéces.

Grace aux relations algébriques entre deux fonctions fuchsiennes,
il est possible d’utiliser les fonctions automorphes pour 1'étude des
fonctions ¢t des courbes algébriques. On peut se servir des cxpres-
sions des coordonnées d'un point d’une courbe algébrique en fonc-
tions fuchsiennes d’'un paramétre pour arriver a un certain nombre de
théorémes et retrouver ceux que Clebsch a déduits de la théorie des
intégrales abéliennes. Clest ce qu’a fait M. G. Humbert [11]. On peut
se servir également de ces expressions pour exposer d’une fagon plus
simple la théorie des intégrales ct fonctions abélicnnes.

Si, dans une intégrale abélienne de premiére espéce, on remplace la
variable par une fonction automorphe de z, cette intégrale devient a
son lour une fonction uniforme de 5 dont on trouve aisément le déve-
loppement analytique. Ainsi, ces intégrales qu’on savait déja obtenir
a I'aide des fouctions @ sont susceptibles d’une expression analytique
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entierement différente dans laquelle entrent des transcendantes dépen-
dant d’une seule variable.

20. Fonctions zétafuchsiennes de Poincaré [8]. — Les fonctions
zétafuchsienncs jouent dans les théories de Poincaré [9] l¢ méme role
que les fonclions zéta dans la théorie des transcendantes clliptiques.
Soit g un groupe fuchsien quelconque, Zy, Z,, ..., Z,, p fonctions
de z n'existanl qu’a lintérieur du cercle fondamental; supposons
que lorsque z subit une substitution du groupe g d’une famille déter-

minée qui peut étre la premiére, la fonction Z; se change en 2a;;Zy;
les substitutions
(Ziy Zauls)

formeront un groupe G isomorphe a g que Poincaré appelle zéla-
fuchsien.

Supposons que ces fonclions Z soient uniformes el n'aient a l'inté-
rieur du cercle fondamental que des poles. Lorsque le polygone géné-
raleur Ry a un ou plusieurs sommets sur la circonférence du cercle
fondamental, soit « I'un de ces sommets. On suppose que les fonc-
tions Z n'ont dans le voisinage du point z = que des singularilés
logarithmiques analogues a celles que présentent au voisinage de ce
point les fonctions fuchsiennes engendrées par le groupe g. Ces fonc-

lions sont, comme on sait, holomorphes en ef en posant t = —
Dans le voisinage de ce méme point singulier, les fonctions Z sont

de la forme

P‘ elllqﬁ -+ Pr_p elit¢2+. P o P‘I e)q‘q:'q,

ou les A sont des constantes, ou @, ®,, ..., ®; sont holomorphes
en ef et ou Py, Py, ..., P, sont des polynomes en ¢ de degré n,,
N2y ...y Rg, tels que
n|+ng+...+nq=p-—-q,

ou p est défini plus loin.

Lorsque toutes ces conditions sont remplies, on dit que les fonc-
tions Z sont des fonctions zétafuchsiennes.

Si alors on considére les équations

k=p—1

dry

dzp Z pa (. ‘y)d " =o:
F(“"v}')=°,

2.
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ot les v sont des fonctions rationnelles de z et y supposés liés par la
deuxiéme équation, Poincaré considére une équation auxiliaire
;—ig—: =0(x. y)w,

ou 6(z, y) est une fonction rationnelle telle que tous les points sin-
guliers de I'équation en ¢ appartiennent a I'équation en w. Nous n’in-
sisterons pas sur la détermination de 6 qui a é1é6 donnée par Poincaré.
En supposant que § soit choisi d¢ fagon que z et y soient des fone-
tions fuchsiennes f(2) et f1(z) du rapport 5 des intégrales en « et
que les intégrales v soicnt partoul réguliéres: alors si nous substituons
S(3) et fi(5) a la place de x et y, les intégrales ¢ deviendront des
fonctions zétafuchsiennes de z, soit Zy, Zy, ..., Zp un systéme zéta-
fuchsicn de la premiére famille. Soit /(z) une fonction fuchsienne de
la premiére famille ayant méme groupe fuchsicn que ce systéme;
nous supposcrons, avec Poincaré, que f(3) est du genre zéro el que
toutes les autres fonctions fuchsiennes du méme groupe sont des
fonctions rationnclles de f(z). On peut démontrer que les p fonctions

F(z)=Z,'(z)<g>

—h

peuvent se développer en séries de la forme

vA L

ou les a sont les infinis et les A les résidus correspondants. Sup-
posons que « soit un infini des fonctions F;(z) situé a l'intéricur de R,
infini que nous supposerons simple et Ay, Ay, ..., A, les résidus
correspondants de p fonctions F;.

Les points

ac,a—l-ﬁi
Yia 8,

seront aussi des infinis simples de ces mémes fonctions. En consi-
dérant la substitution 5;(Z,, 2a,,Z,), nous écrirons

ApSi= Y ayohy,
les vésidus des p fonctions F; pour

_ %ia-+ B(
- Yia—i—si
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sont

A;,,: (Ap.SiYia + ;) 2h—2,
Nous trouverons comme élément simple

A,S;
QP(" a) —‘2( (a:.a_)‘_p (.ta+8t)”'+21

Yia + 8

et ainsi, chaque fonction F; se trouvera décomposée en un nombre
fini d’éléments simples de la forme @, (3, @).

Mais on peut pousser cette décomposition plus loin.
On a, ¢n effet,

~ _ - a[’:l.‘lAV
(l’[l'(éy a) —ZVZI (z _ a;a—+ 31

R S, )2h+2
Yia + 61> (yie+2)

ou encore
(I’u= Ay q)l“ -+ qu’p,g—l- et qu)p_p

{

ayy

D, ., = E &
P < a;a + !

— ) (e e
1

en posant

de sorte que si les fonctions F; admettent les infinis simples 34,
Z3, « ... 3¢ & l'intérieur de R, et si elles admettent I'infini 2, respecti-
vement avec les résidus Byy, Big, « .., Bxp, nous aurons 'identité

df\—"
Z, (3_’; =ZZB“¢”’V(Z' 3%) (p=1,2,....p)
©*

qui nous donne la fonction ZP(%>—/‘ décomposée en éléments
simples.

Pour étudier ces éléments simples, ®, (5, @), on considérera a
comme variable.

CHAPITRE 1V.

FONCTIONS HARMONIQUES DE VARIABLES REELLES.

91. Fonctions harmoniques de variables réelles. Théorie générale.
— On peut [20] étendre les théorémes de la théorie des fonctions
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d’une variable complexc aux fonctions harmonigues, ¢'est-a-dire aux
fonctions de trois variables réelles, vérifiant, la ou elles existent,
I’équation aux dérivées particlles

AF = dili -+ Q-ZE -+ -d,—F~ =
dzz  dy? 932

En convenant de considérer z, ¥, 2 comme les coordonnées d’un
point par rapport a trois axes rectangulaires, une fonction F vérifiant
I’équation AF = o, pourra étre définic dans tout I'espace ou seule-
ment dans une portion de l'espace en exceplant certains points ou
cerlaines lignes, ou certaines surfaces. La théorie de ces fonclions. se
rapproche tout naturellement de celle des fonctions d'une variable
imaginaire u =z + iy, si l'on se rappelle que la partie réelle d’une
fonction analytique de x + {y vérific une équation aux dérivées par-
tielles analogue, mais a deux termes seulement.

22. Fonctions analogues aux fractions rationnelles ; décomposition
en éléments simples. — Si I'on imagine une fonction harmonique
finic continue ct uniforme dans tout l'espace, sauf en certains points,

on peut classer ces points en poles et points singuliers essentiels: on
se sert pour cela de 1’élément

1
T V@—ap+(y—br+(z—or

.. . I L. . .
,qui joue le role de = dans la théorie des fonctions d’une variable

complexe el qui conduit aux fonctions V, de Tait et Thomson, puis
on définit le résidu de la fonction en un pole ou en un point essentiel
isolé. Les points singuliers étant ainsi classés, on obticnt I'expression
la plus générale d'unc fonction n’ayant que des poles : une fonction
de cette nature doit éire regardée comme analogue a la pariie réelle
d’une fonction rationnelle d'une variable imaginaire : elle est égale a
une somme de fonctions de la forme Vo(z —a. y—0, 3—¢) a
indices positifs ou négatifs, la formule constituant la décomposition
en éléments simples. En supposant ensuite une fonction qui posséde
un nombre fini de points singuliers, parmi lesquels des points singu-
liers essenticls, on peut donner I'expression générale de cette fonction
sous forme d’'une somme de fonctions n’ayant chacune qu'un point
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singulier. On démontre enfin, pour les fonctions harmoniques uni-
formes, un théoréme analogue a celui de Cauchy sur la somme des
résidus relatifs aux péles situés dans un contour donné, en faisant
jouer a la formulc intégrale de Green un réle analogue a celui de I'in-
tégrale de Cauchy. On peut également établir un théoréme analogue
a celui de M. Mittag-Leffler en donnant 'expression d'une fonclion
harmonique uniforme qui admet pour péles un nombre infini de
points donnés a l'avance avece des parties principales également don-
nées. Clest ce théoréme qui intervient dans ce qui suit.

23. Fonctions harmoniques a un, deux ou trois groupes de périodes.
— Pour appliquer ces théorémes généraux a des exemples, on peut
faire |21] une étude générale des F(z, y, z) admettant trois groupes
de périodes (a, b, c), (a', ¥/, ¢'), (', ", ¢"): jenlends par la
‘que ces fonclions prennent aux points (xr—-«, y-+b, 3+4¢),
(z~4a, ¥ +b,54¢c) (x+d',y+ b, 5+ c") les mémes valeurs
qu'au point (2, ¥, 3). On peut représenter cette propriété par I'image
géométrique suivante. Considérons les trois segments dc droite par-
tant de l'origine pour aboutir aux trois points (a, b, ¢), (@', V', ¢'),
(a’, b", c") et, sur ces trois segments, construisons un parallélépi-
péde; sur les faces de ce parallélépipéde, plagons des parallélépi-
pedes égaux et orientés de la méme facon; puis, faisons la méme
opération pour les nouveaux parallélépipédes ct ainsi de suite,
indéfiniment de maniére a rvemplir lout l'espace d'un réscau de
parallélépipédes égaux et orientés de la méme fagon, s¢ touchant
par leurs faces égales. La fonction T posséde cette propriété, quelle
reprend les mémes valeurs aux points placés de la méme facon dans
tous coes parallélépipedes. 11 suttiva, d’aprés cela, de connaitre
la fonction F dans un de ces parallélépipedes que nous appelons
parallélépipéde élémentaire, pour la connailre dans toul I'espace.
On voit que ces fonctions sont semblables a la partie réelle
d'une fonction doublement périodique d'une vaviable imaginaire
=+ iy, qui reprend les mémes valeurs aux points d'un plan
placés de la méme fagon dans un réscau de parallélogrammes. Cette
<imilitude s¢ poursuit dans la plupart des propriétés; ainsi :

Une fonction atrois groupes de périodes, finic en tous les points
d’un parallélépipéde élémentaire est une constante. Si la fonction
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admet dans un parallélépipéde élémentaire un nombre fini de

points singuliers, la somme des résidus relatifs a ces points est
nulle.

Jusqu'ici ces fonctions sont congues seulement in abstracto, il
s"agit d'avoir leurs expressions analytiques. Pour cela, je commence
par construire, a 'aide d'une série, une fonction Z(z, y, z) vérifiant
I'équation du potentiel et présentant la plus grande analogie avec la
fonction Z(u) = %—((—:—)), a l'aide de laquelle on peut, comme I'a mon-
tré Hermite, représenter toutes les fonctions elliptiques par une for-
mule de décomposition en élément simple; la fonction Z(z, y, z)
nous permettra, de méme, de représenter toutes les fonctions a trois
groupes de périodes ayant dans un parallélépipéde un nombre fini de
points singuliers : elle est essentiellement définie par la condition
d’avoir, pour poles du premier degré avec le résidu -1, tous les
sommets du réseau des parallélépipédes. Par I'application du théo-
réme analogue a celui, de M. Mittag-Leffler, on arrive a écrire cette
fonction sous forme d'unc série qui comverge absolument. Gette fone-
tion n’admet pas les groupes de périodes («, b, ¢), (¢, b, ¢'), (a”, b", ¢"),
pas plus que la fonction Z(u) n’admet les deux périodes des fonctions
elliptiques; clle vérifie des équations de la forme suivante :

L(z+a,y+b,z+c)—L(z,y,z2)=Az+By+Cz+E,

les letires A, B, G, E désignant des constantes qui dépendent des
neuf quantités a, b, ¢, a', b', ¢, @', ", ¢’; ces constantes sont liées
par des relations que l'on établit @ prioriet qui permetient de les
calculer dans certains cas, autrement que par des séries, par exemple,
dans le cas ou les parallélépipédes élémentaires sont des cubes [22].
La fonction Z(z, y, 2) une fois construite, on a trés simplement
'expression d'une fonction a trois groupes de périodes n’ayant que
des poles, par une somme composée de fonctions Z et de leurs
dérivées en s'appuyant sur ce fait que la somme des résidus, relatifs
aux poles situés dans un parallélépipede des périodes est nulle. On
peut remplacer I'élément simple Z par unce fonction a trois
groupes de périodes [22], mais cet élément n'est plus harmonique.
Si I'on fait croitre indéfiniment une ou deux dimensions des
parallélépipédes élémentaires, on obtient des fonctions n’ayant que
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deux ou un groupe de périodes : parmi ces derniéres, se trouve une
fonction qui a é16 employée par Chervet pour exprimer le potentiel
d’une masse liquide limitée par deux plans paralléles et traversée par
un flux permanent d'électricité. La fonction Z(z, y, z) peut 8&tre

employée dans des questions de Physique mathématique du méme
genre.

Dans la décomposition en éléments simples des fonctions harmo-
niques a trois groupes de périodes, le nombre fondamental de Poin-

caré est égal & 1, comme pour les fonctions doublement périodiques
de premiére espeéce.
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