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APPROXIMATIONS SUCCESSIVES 

ET 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
Par M. Emile COTTON, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. 

Introduction. — Depuis une trentaine d'années, on a fait usage 
dans diverses questions d'Analyse des méthodes d'approximations 
successives dont les travaux de M. Picard ont montré la puissance et 
la souplesse. Dans la théorie des équations différentielles, on peut 
établir de cette façon des résultats importants avec des hypothèses 
très larges; plusieurs de ces démonstrations figurent dans les Traités 
•classiques. Mais les conditions aux limites assez diverses des pro
blèmes concernant ces équations ont fait apporter à la méthode ini
tiale de M. Picard des retouches profondes amenant dans chaque cas 
particulier à reprendre la formation des approximations successives 
et l'élude de leur convergence. 

Ces questions se trouvent dans le présent article rattachées à une 
théorie générale (nos 6 à 12) concernant la transformation du système 
d'équations différentielles en un système d'équations intégrales et 
l'existence des solutions de ce dernier système. Il comporte des 
noyaux [égaux à zéro ou à l'unité dans les cas les plus connus 
rappelés au début (nos 1 à 5 )} ; il peut être à limites fixes (type 
Fredholm) ou variables (type Volterra), mais ses équations ne sont 
généralement pas linéaires par rapport aux fonctions inconnues. Le 
théorème d'existence peut être applicable alors même que le domaine 
d'intégration s'étend à l'infini ou que sa frontière contient un point 
singulier; circonstances qui se présentent dans quelques-unes des 
applications données à la fin (n(S 13 à 16). . 
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2 EMILE C0TT0N. 

Il n'est question dans les pages suivantes que d'éléments réels; on, 
verra dans plusieurs des travaux cités l'extension de quelques résul
tats au domaine complexe. 

1. Formation et convergence des approximations successives. — 
Nous supposons connue la forme habituelle de la méthode des 
approximations successives de M. Picard, qui est exposée dans les 
Traités d'Analyse [9; 19, c ] . On en reconnaîtra cependant les points 
essentiels dans ce premier paragraphe, où sont présentées, en vue des 
applications ultérieures, quelques modifications apportées à l'énoncé 
classique; elles portent sur l'énoncé des hypothèses fondamentales, 
et sur l'emploi, comme premières approximations, de fonctions 
quelconques à la place des valeurs initiales. 

Soit le système d'équations différentielles 
* 

(1) - ^ =fi{t; X\, *i: . . . ? Xn) (î — I, 2, « ) • 

Le problème classique, depuis les travaux de Cauchy, est la 
recherche de n fonctions continues ocK(t), . . ., xn(t) vérifiant (î) eî 
prenant des valeurs données a, , . . ., an (valeurs initiales) quand on 
attribue à la variable t une valeur déterminée, tQ) (on peut supposer 
comme nous le ferons en général / 0 = o ) . Il revient à l'élude du 
système d'équations intégrales 

(2 ) * , ( * ) = «/-+- / / / [ a ; * i ( a ) , • • • , xH(*)]d*. 

Supposons données n fonctions de t : yK (t), . . ., yn(t) que nous 
appellerons solutions approchées (4) du système ( î ) ; elles sont 
définies dans l'intervalle 

(I) to^t^to-i-h, 

y sont continues et admettent des dérivées elles-mêmes continues, 
sauf peut-être pour des valeurs isolées de t; pour ces valeurs excep
tionnelles, chaque fonction y{t) admet une dérivée à droite et une 
dérivée à gauche. 

(1) Dans plusieurs applications, ces fonctions y{(t) sont les solutions d'un 
système différentiel dont l'intégration peut être effectuée; ce second système étant 
analogue à (î), les seconds membres de ses équations étant voisins des fonctions/,. 
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Désignons par m des nombres dominant les différences aL — J'i(tù) 
(que nous appellerons erreurs sur les données initiales), et par (3/• 

des nombres dominant les différences -^j —fi(t] y\, 

(erreurs sur les équations); c'est-à-dire que 
-, r») 

3) •',,;> \cti— r/ùo')]< hZ dyi 
dt - / K ' ; / i > -;,yn) ( l = I, 2 , . - . , / * ) . 

On admet que les fonctions/,(£; # , , . . ., xn) sont finies, continues 
p;ir rapport à t sauf peut-être pour des valeurs isolées de £, et satis
font à des conditions de Lipschitz : 

< btl | J?', — ^ i ! - + - . . . -h btn | x'n— xH | ( i = i , 2, / i ) , 

on pose enfin 

~y l . / i {t'i X1 5 • ' • J -27^ ) 

Ces hypothèses, et notamment les inégalités ( 4 ) et ( 5 ), sont valables 
dans un domaine D de la multiplicité à n + î dimensions £,#i, . . . , #» 
entourant la courbe intégrale approchée ou caractéristique appro
chée xK =y\ (/),' • • •, xn = yn(t). Bien souvent on définit D comme 
une gaine entourant cette courbe, c'est-à-dire par des inégalités 

<,6) , •** = > ' I ( O I < £ / Î to<t< to-hh (e = i , . , /?.)• 

L'emploi de ces locutions géométriques est commode dans la suite. 
Tous les systèmes d'équations intégrales que nous étudierons ici 

ont [comme le système (2)] pour premiers membres les fonctions 
inconnues xi(t) elles-mêmes; les intégrales qui entrent dans les 
seconds membres portent sur des fonctions construites avec ces 
mêmes fondions inconnues. Pour ces systèmes le mode de forma
tion des approximations successives sera le suivant : on se 
donne les premières approximations y\ (t), . . . , yjt(t), on en déduit 
les autres de proche en proche : les approximations de rang /?, 
Yp

x(t), . . 'i y!,\(t)) se calculent en portant les approximations précé
dentes yp~x ( a ) , . . ., y:f~l (a) à la place de .r, (a), . . ., #„(a) dans 
les seconds membres des équations intégrales. A ces relations on 
peut pour p^> 2 substituer celles obtenues par soustraction et don
nant les accroissements successifs àyf~l =yp— yf~l en partant des 
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approximations y£~l et jf~2. Nous prenons pour (2) les premières 
approximations y} (t) respectivement égales aux solutions appro
chées yi{t) ; les relations définissant les approximations successives 
sont 

(7) '̂f (0 = a#-H r / ,[«; ^f-' («), - - -, J-S"1 c«)i ̂ « 

et les équations donnant les différences 

(8) Arf-^jf'; /r[«;^rH«) î--..,^r ,(«)I 

-fi[«;rr2(^'''>y?r*(«)]\d*. 

Pour l'étude de ces approximations deux méthodes ont été 
données. L'une consiste à établir avec M. Picard [19,a] que les 
approximations sont bien définies en utilisant les inégalités (5) et à 
montrer ainsi que t restant dans un intervalle J (voir plus loin sa 
définition) les approximations y? (t) tendent, quand/; devient infini, 
vers des limites x,-(t) vérifiant les équations (1) et (2)..Pour cela on 
établit que, pour t> t0, les différences successives A j ^ _ l sont domi
nées par les différences Asf-1 des approximations de même rang 
formées en partant du système différentiel linéaire (à coefficients 
réels et positifs) 

( 9 ) - j f =ô / i* i -»- . . . -+-&/« «n + P/ (1 = 1, a, . . . , /1) 

ou plutôt du système d'équations intégrales correspondant 

(10) Zi(t) = l\t-hJ [bn Zi((x)-{-...-i-binZnia)-^ $i]d<l 

et en prenant les premières approximations z\(t) toutes nulles. Ga & 

(11) 'b*f-\t)= f [àil±z^*(a)+...+ blnïze-*(a)]d*. 

Les inégalités Asf > | Ajf | se démontrent directement pour p =t 1 r 

puis de proche en proche par comparaison de (8) et (11) pour/? >£!„• 
P-I 

La convergence des * ? ( 0 = 2 A * ' v e r s ^ e s l i m i t e s 3 / ( O = + ' 0 t y i 

quand p devient défini, s'établit sans difficulté, et entraîne la conver-
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gence uniforme des séries ^ ( ¢ ) = ^ ) + ^ 4 ^ ( ^ sans insister 

sur le raisonnement, énonçons le résultat auquel il conduit [3,a] . 

(A). Soit A, un nombre positif au plus égal à h tel que les 
points t, Xi, . . . , xn dont les coordonnées vérifient les inégalités 

(G ) f to< l < '°~:~,i]> \xi—yi(f)\ < ? / ( * ) = *w-i-*"/(* —*o)" 

t (« = i, », •••, n) 

soient tous intérieurs au domaine D; dans Vintervalle 

( J i ) * o < * < ' o + / ' i , 

les solutions exactes cherchées xi(t) des équations (1) ou (2) 
existent, sont les limites des approximations précédemment for
mées et les erreurs Xi(t) — yi(t), que comportent les solutions 
approchées, sont dominées dans cet intervalle par les fonc
tions yi(t) — 'n;-\-m.;(t — t0). Par exemple, si D est la gaine (6) on 

prend /i, égal au plus petit des nombres h et ^ - ^ f . 

L'intervalle de convergence (.^) est analogue à celui de M. Picard 
perfectionné par MM. Lindelof et Bendixson pour le cas classique 
des approximations successives [16, 9, 19]. 

Une seconde méthode consiste à mener de front, comme Ta fait 
M. Lindelof, l'étude de l'existence des approximations et celle de 
leur convergence. On définit un intervalle aussi étendu que 
possible 

V ( J 0 t0<t<tQ + /t2 

par la condition que la gaine 

(G,) t0<t<t0-+-/t2, k i - / i ( O I < W O (1==1,2,...,/¾) 

soit intérieure à D; les fonctions i\>,(t) sont, comme plus haut, les 

solutions du système linéaire (9) telles que 0^-(^) = /3/. 

On arrive ainsi [3, a] à une proposition- (B) dont l'énoncé se déduit 

de (A) en y remplaçant l'intervalle (J,) par l'intervalle (J2) et les 

limites supérieures des erreurs <pf-(j) par les fonctions +/(*)- L'inter

valle (J2) correspond à une seconde expression de l'intervalle de 

convergence pour le cas classique, donnée par M. Lindelof [16].' 

La proposition (A) et l'intervalle (J,) [dont la détermination est 
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plus aisée que celle de (i?)] sont suffisants en général; il est cepen
dant des cas où c'est la proposition (B) qu'il est commode d'utiliser 
(voir n° 3) . 

Lorsque les seconds membres/ , , . . . . / „ et les premières approxi
mations yK (t), ....,yft(t) sont fonctions analytiques des variables 
dont elles dépendent, les approximations successives et leurs limites 
sont fonctions analytiques de t. L'intervalle d'existence de telles 
solutions auquel on parvient quand on prend pour premières approxi
mations les valeurs initiales elles-mêmes est supérieur à celui que 
donne la méthode des fonctions majorantes, ainsi que l'a démontré 
M. Pérès [18]. 

2. Solutions considérées comme fonctions des données initiales ou 
de certains paramètres. — Si l'on prend comme valeurs approchées 
des solutions de (i) mais ne satisfaisant pas aux conditions ini
tiales (3,==. . . = p„== o, les fonctions ^(t) tendent alors vers zéro en 
même temps que les nombres rr, c'est dire que les intégrales x(t) 
d'un sytème différentiel sont fonctions continues des valeurs ini
tiales a. 

On peut plus généralement considérer les intégrales comme fonc
tions non seulement de t, mais aussi de paramètres^,, . . ., ixp, quand 
les seconds m e m b r e s / de (î) dépendent de ces paramètres. Si l e s / 
sont fonctions analytiques des variables t, x, jut, les solutions de ( î) 
sont aussi fonctions analytiques des paramètres et des données ini
tiales. Cette proposition est due à H. Poincaré, qui l'a établie par la 
méthode des séries majorantes; MM. Picard, Lindelof en ont donné 
d'autres démonstrations utilisant la méthode des approximations 
successives, et qui figurent dans les traités classiques [ 19, c, t. III, 
Chap. VIII; 9, t. III, Chap. XXIII] . 

On a démontré par cette même méthode un théorème un peu plus 
général, qui peut être souvent utilisé à la place du précédent, établis
sant l'existence pour les solutions xK, . . . , xn de dérivées jusqu'à un 
certain ordre N par rapport aux paramètres /UL et aux données ini
tiales «, en admettant seulement l'existence de certaines dérivées 
pour les fonctions/[9, t. III, Chap. XXIII; 3 ,c] , 

Il y a toujours, comme le dit M. Picard, « un certain intérêt philo
sophique » à réduire au minimum les hypothèses sur lesquelles 
repose une proposition; on peut signaler aussi l'utilité de ces exten-
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sions : des problèmes physiques conduisent à des systèmes, différen

tiels où les hypothèses élargies sont les seules valables. Tel est, par 

exemple, celui des équations d'Hydrodynamique permettant de passer 

des variables d'Euler à celles de Lagrange, lorsqu'il existe des ondes 

de discontinuité, telles que celles étudiées par Hugoniot et M. Hada-

mard. 

3. Sur l'estimation des erreurs dans l'intégration approchée. Appli

cations à la méthode de Cauchy-Lipschitz. — La théorie des erreurs 

donne, pour les calculs numériques, la solution de deux problèmes : 

i° estimer l'approximation du résultat d'un calcul quand on substitue 

aux nombres et aux opérations exacts-des nombres et des opérations 

approchés; 2° on veut obtenir un résultat avec une approximation 

fixée à l'avance, avec quelles approximations suffît-il de connaître les 

données et d'effectuer les opérations? 

Deux questions analogues, et dont l'importance est manifeste, se 

posent aussi pour les équations différentielles : 

A la première : « Sachant que des fonctions satisfont à peu près 

aux conditions initiales et aux équations différentielles données, 

estimer les erreurs que ces fonctions présentent par rapport aux 

solutions exactes », le n° 1 apporte une réponse, que nous perfec

tionnerons encore (n° 9). 

Voici la seconde question : « Trouver des conditions suffisantes 

pour que des solutions approchées d'un système différentiel (î) ne 

présentent par rapport aux solutions exactes que des erreurs infé

rieures à des nombres donnés. » 

Soient X,(J), . . . , X„(*) le système de solutions exactes de (î), 

qu'on admet exister, et (D) une gaine analogue à (6) construite 

en partant non des fonctions yi(t) mais bien des solutions X;(£) 

avec des nombres £, qu'on se donne; on admet que les fonc

t ions/( i ; xK, . . . , xn) satisfont dans cette gaine à des conditions de 

continuité et à des inégalités de Lipschitz analogues aux précédentes. 

Appelons y,(t) les fonctions constituant le système des solutions 

approchées, construisons avec M. Severini [21] le système 

( 1 2 ) ^ = F , ( / ; ¥ , , . . . , ¥ „ ) 

dyi 
= Mt\ Y„ v . , Y B ] + ^ —M*;yu • • • >yn). 
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Celui-ci admet les yt(t) comme solutions exactes, les X,(£) comme 
solutions approchées, on peut lui appliquer les résultats antérieurs 
(n° 1) et obtenir ainsi des inégalités [3 , a, n° 7] que nous décrirons 
pas, mais qui se résument en ces mots : Pour que des fonctions ne 
présentent par rapport aux solutions exactes d'un système diffé
rentiel que des erreurs dominées par des nombres donnés, il 
suffit qu'elles soient assez près de satisfaire aux équations de ce 
système et aux données initiales. 

Une méthode bien connue, celle de Cauchy-Lipschitz, donne un 
moyen de construire de telles solutions approchées. Elle consiste, on 
le sait, à diviser l'intervalle T en intervalles partiels, et à remplacer 
dans chacun d'eux les / , par des \aleurs constantes. Si cette subdivi
sion est convenablement faite, la proposition précédente montre que 
les fonctions y;(t) ainsi construites sont aussi voisines qu'on le veut 
des solutions exactes. 

La propriété fondamentale de la méthode de Cauchy-Lipschitz, 
celle de fournir une approximation uniforme des intégrales dans leur 
domaine d'existence et de régularité, bien mise en évidence par 
MM. Picard [ 19, c, t. II, Chap. XI] et Painlevé, se trouve ainsi ratta
chée [3, a] à l'idée plus générale énoncée plus haut, idée qui nous 
guidera encore dans l'étude des solutions asymptotiques et dans celles 
des caractéristiques aboutissant à un point singulier. 

MM. Painlevé et Picard ont déduit de la méthode de Cauchy-
Lipschitz des développements en séries de polynômes pour les solu
tions du système différentiel proposé. M. Severini [21] a obtenu des 
développements de même nature par une méthode d'approximations 
successives un peu différente de celle de M. Picard : Aux fonctions// 
il substitue pour le calcul dcy'\t) par les formules (7) des fonc
tions cpf (/; y M . . . . yn) dépendant du rang p, et tendant uniformé
ment vers les premières lorsque/? devient infini ; les fonctions cpf dont 
il fait usage sont des polynômes convenablement choisis. 

Nous reviendrons plus loin (n° 12) sur des questions de cette 
nature. 

4. Extension des résultats antérieurs. — La précision des rensei
gnements que les solutions approchées donnent sur les solutions 
exactes (n° 1 ) croît lorsque les erreurs sur les équations et les valeurs 
initiales étant estimées d'une façon plus étroite, on substitue aux 

file:///aleurs
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nombres [3 et YJ des nombres plus petits. Il est utile également de 
prendre les coefficients 6^ des inégalités de Lipschitz aussi petits que 
possible. 

11 est facile de voir [3, a, b\ que les résultats restent valables si l'on 
suppose que les inégalités (3), (4), (5) dépendent de t, c'est-à-dire 
([ue les lettres (3, b, m désignent des fonctions positives de t. On 
prend alors 

( i 3 ) 9 , ( / ) = 7 ^ + ^ /#?.(a)rfa, 

et les fonctions tyi(t) se déterminant par intégration d'un système 
d'équations différentielles linéaires à "coefficients variables. 

On peut même admettre, et celte remarque est importante pour la 
suite, que ces fonctions (3(J), b(t), m(t) deviennent infinies 
pour t = t0 pourvu que les termes (î î) des séries de comparaison et 
les fonctions <p,et ^/soient finis. Soit, par exemple, l'équation unique 

dr 
04) ^ = / ( / ; . * ) ; 

on cherche une caractéristique aboutissant au point V(t0 = a, x0= b) 
du côté t >> a (a et b remplaceront pour la fin de ce numéro t0 et at). 
On veut utiliser une solution approchée y( t) telle qney(a)=b', on 
considère le coefficient de Lipschitz de / , soit B(t) = bxl(t), et des 
fonctions 

ï ( 0 > $-/0;r)L ™(0>| §-/(';*) [#H(0£T(0 ] , 

<p(0= / m(»)dcL, <KO= / ï ( a ) e a doL. 

Si les intégrales As* qui dominent les différences ly1 sont bien défi-. 
nies, ainsi que les fonctions <p, ty ou tout au moins la fonction ty, et 
si de plus l'une des gaines 

(Gi) a < * < a + A„ | ^ / W K ? W , 
(G2) a<t<a-±-h2, | « - ) ' ( O K " K O 

est intérieure à D au voisinage de P, il existe une solution unique 
correspondant à une caractéristique aboutissant en P et intérieure à 
cette gaine. 

Ces remarques s'appliquent à l'étude de certaines conditions ini-
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tiales singulières, c'est-à-dire telles que les hypothèses classiques 
cessent d'être remplies. Pour ces singularités, la délimitation du 
domaine D est importante, l'étude des fonctions de plusieurs variables 
au voisinage d'un zéro, d'un infini, d'un point d'indétermination 
présentant des difficultés qui ne se rencontrent pas dans le cas d'une 
seule variable (réelle) où les notions d'infiniment petit principal et 
d'ordre infinitésimal simplifient en général cette étude. On sera sou
vent conduit à subdiviser le domaine primitif D en domaines par
tiels D' dont les frontières ont en commun le point P correspondant 
à ces données singulières. 

Dans le e&v d'une seule équation (i4)? c e s domaines D' ont souvent 
la forme d'onglets; nous appellerons ainsi la partie du plan t, x 
comprise d'une part entre deux courbes passant par P x — b = <p(£), 
x — b = ®(t), y(a)=Q>(a) = o, et d'autre part entre*les droites 
t = a, t = a -\- h, h étant voisin de zéro. On peut, en changeant au 
besoin la variable t, supposer h > o. La différence 4> — cp est censée 
positive dans l'intervalle a, a -+- h. 

Soient f(t\ x) et g(t) deux fonctions dépendant l'une des deux 
variables t, x, l'autre de t seul; admettons que ces fonctions tendent 
vers zéro ou vers l'infini quand le point /, x se rapproche en restant 

dans un onglet du sommet P de l'onglet; si de plus le quotient ^ ' .' ^ 

reste compris entre deux bornes de même signe, nous dirons que les 
fonctions sont du même ordre dans l'onglet. Si g(t)= tP,f(t, x) 
sera dit d'ordre p dans l'onglet. [ Voir A Finales de VEcole Normale, 
3e série * t. XXX, p. 628. ] 

Supposons que, dans un onglet £2 de sommet P (a, b), le second 
membre de (i4) reste compris entre deux fonctions / , (t), / a ( 0 de 

même signe; si les intégrales Fj ( t )= f fi(x)dx,F2(t)-^=. j f2(x)dx 

sont infinies ou si ces intégrales ayant un sens l'onglet F 4 (£)< .# <! F2O) 
n'a aucun point commun avec £2, on peut affirmer qu'il n'existe pas 
dans £2 de caractéristique aboutissant en P. 

o. Solutions singulières. — Nous donnerons un seul exemple; il 
concerne la question classique de.s solutions singulières. La méthode 
des approximations successives étend les conditions de validité des 
théorèmes connus à leur sujet ; elle a été appliquée à cette question par 



APPROXIMATIONS SUCCESSIVES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, II 

M. Zaremba [22]. Les indications suivantes permettent d'élargir 
encore ses hypothèses et d'abréger ses démonstrations. 

Soit l'équation différentielle 

(.5) F ( / , . r , g )=o , 

la fonction F(t, x, u) étant définie et continue dans un certain 
domaine S entourant le point t =a, x = b, u = c ; et admettent dans 
ce domaine des dérivées d'ordre un et deux, elles-mêmes continues; 
on suppose 

(16) F(a, b, c) = o, F'u(a, b, c) = o, F'x(a, 6, c) ^ o, F"H*(a, b, c) ^ o. 

Les deux équations 

(17) F(/, x, u) = o, F;t(/, X, u) = o 

définissent deux fonctions implicites x0(t), uQ(t) telles quex0(a) = b, 
u0(a)=c. Soit T la courbe x = x0(t); T est le lieu des points du 
plan /, x où l'équation (i5) en-r- admet une racine double. 
• On peut établir [ 3 , / ] que pour les points M de coordonnées t, x 

d'une petite région (K admettant comme courbe frontière un arc-
de la courbe F sur lequel se trouve le point P de coordonnées a, t , 
l'équation (i5) conduit à deux équations différentielles 

(18) ^ f = «i(<;*) , . 

/ x dx. . N 

(«9) ~ji = «*('; *), 

dont les seconds membres sont voisins de c; de plus w 1 > c > ( / 2 . 
Les fonctions u^ u2 sont continues dans ce domaine (K et sur sa 
frontière T (où elles deviennent égales); les dérivées qui corres
pondent aux coefficients de Lipschitz-r-^» -y-= sont finies à l'intérieur 
du domaine mais deviennent infinies sur T. 

Par tout point intérieur à dv passent deux caractéristiques Ci, C2 

de l'équation (i5) vérifiant respectivement (18) et (19). 
Cherchons s'il existe des caractéristiques C^, C!* aboutissant en P. 

Nous admettrons d'abord que c est distinct de la pente de Y 
en P, ce qui revient à supposer 

(20) cF'x(a7 è, c)-+- F't{a, b, c) ^ o. 
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S'il existe une caractéristique C,, passant en P, elle est au voisi
nage de P intérieure au triangle D dont les côtés sont 

x— b = (c — 7 ) ( f — a), x — b = ( ¢ 4 - 7 ) ( / - ri), t~a i- s/*. 

On choisit le signe de £ = zb 1 et l'on prend les nombres positifs y 
et h assez petits pour que le triangle D soit intérieur à <R. 

On démontre que, dans D, la dérivée -^- est de l'ordre de •- • 
n ôx

 v/£(/ — «) ' 
le coefficient de Lipschitz B ( f ) correspondant à (18) dérive donc 
d'une fonction primitive finie. Prenons comme première approxima
tion 

y — b -\~ ci t — a), 

y(t) est fini, la série de comparaison est à termes finis et conver
gente. 

La fonction m(t) qui domine dans D l'expression 

dy 
-j- — i*,(f; x) = c — M „ ( 0 4- 7/0(O — itiij; •?) 

peut (voir [ 3 , / ] n° 3) être prise infiniment petite d'ordre - en / — a, 

3 
la fonction <p(f) correspondante (n° 4) est d'ordre - et la gaine 

y — r r < ^ < . r + ? 

est au voisinage de P intérieure à D . L'équation (18) admet bien une 
caractéristique et une seule aboutissant en P. 11 en est de même 
pour (19) ; ces deux caractéristiques C*' C^ aboutissent en P de part 
et d'autre de la tangente commune et figurent par leur ensemble une 
caractéristique de ( i 5 ) admettant un rebrouscement en P. Par suite, 
quand la courbe T, lieu des points P où l'équation ( i 5 ) admet une 
racine double n'est pas caractéristique de l'équation différentielle, 
elle est un lieu des points de rebroussement des caractéristiques. 

Supposons maintenant que T soit une caractéristique, l 'expres

sion ( 2 0 ) est nulle, et, de plus, on a 

( 2 1 ) i(o(t)F'x[t, x0(t), u0(t)]-h F ; [ / , x0(t), « „ ( * ) ] = 0 

en tous les points de T. 

La construction des onglets pris comme domaines D fait intervenir 
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une expression x"(a, b) limite commune [ 3 , / , n° i ] de 

dii\ dii\ dus . „, du-y du2 

_ = X{ itiX) = _ + Ml _ et de x,(t, *) = -gj- - " Î ^ > 

lorsque le point J, x tend vers le point P (« , ft). et la valeur #o(a) de 
la dérivée seconde de x0(t) au point P ; on a x"Q(a)^é x"(a, b). 

S'il existe une caractéristique C, passant en P, l'application de la 
formule de Taylor à la fonction x(t) correspondante et à sa dérivée 
montre que C, doit être au voisinage de P intérieure à la région CÎ) 
balayée par les paraboles 

(22 ) x = b-i-c(t-a) H v \ } (t — af, 

lorsque / varie entre —A et -(-X, X étant positif et assez petit pour 
que x"0(a) soit extérieur à l'intervalle x"(a, b) — A, x"(a, 6)-+-A. 
Une étude plus complète [ 3 , / , n° o] montre que cette caractéristique 
ne peut être située que dans l'onglet D formé par la partie de CD pour 
laquelle le produit (t — a)[x"(a, b) — x"0(a)]> o; supposons pour 
fixer les idées que celte inégalité revienne à / — a ^ > o . Dans cet 

onglet, dont les frontières paraboliques sont tangentes à T, - p n'est 

pas comparable à - mais à ; d'une façon précise, on peut 
\/t — a l — a 

prendre le coefficient de Lipschitz B ( / ) = __ , A étant, de plus, 

voisin de l'unité. 
Prenons comme solution approchée 

y=b-+-c<t—a) + x"^ b\t_ayi. 

dy 

On démontre [3, / , n° S] que — est encore infiniment 

petit; il est dominé au voisinage «le t — a par une constante p. qu'on 

peut prendre aussi voisine de zéro qu'on voudra en restreignant 

l'intervalle de variation de /. L'existence des approximations s'établit 

aisément; l'estimation de l'erreur faite par la seconde méthode con

duit à ^ ( 0 = ^_ .(l — a)2 e t , d'après ce qui vient d'être dit sur //, 

011 peut en disposer de façon que la*condition (G2) intérieure à I> 
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du n° 4 soit satisfaite. H y a donc une caractéristique C, et une 
seule aboutissant en P et intérieure à l'onglet D. 

Dans l'autre onglet D', correspondant à t — a < o, il existe de 
.même une caractéristique C2 de l'équation (19); par leur ensemble, 
d et C2 donnent une courbe (C) tangente à f, et l'on a le résultat 
connu : Quand la condition (21) est vérifiée en tous les points de T, 
cette courbe T est une caractéristique singulière et une enveloppe des 
caractéristiques régulières de l'équation ( i5) . 

6. Équations intégrales non linéaires, du type Volterra associées à 
un système différentiel. — Le système (9) qui nous a servi à déter
miner les fonctions tyi(t) dominant les erreurs que comportent les 
solutions approchées yi(t) du système (1) présente, par la forme 
linéaire de ses équations et la grandeur de leurs coefficients, une 
certaine analogie avec les systèmes linéaires introduits par Darboux 
(système auxiliaire) et Poincaré (équations aux variations) pour 
l'étude des solutions d'un système (1) voisines d'une solution donnée. 
Mais les coefficients du système (9) sont essentiellement positifs, 
alors que les signes des coefficients des équations aux variations 
peuvent être quelconques; et l'on comprend ainsi que la proposition 
n° 3 appliquée à l'étude de certaines approximations classiques donne 
des résultats qui, suivant les cas, sont satisfaisants ou inutilisables. 

On arrive à tenir compte des signes des dérivées correspondant aux 
coefficients de Lipschitz, en transformant le système différentiel (1) 
en un système d'équations intégrales différant de celui que nous 
avons utilisé jusqu'ici [ 3 , d]. 

On donne, pour cela, la forme suivante au système (1) : 

dx 
( 2 3 ) - ^ — Xnxi—...— Ainxn= Fi(t; xl} x2, . . . , xn) ( 1 = 1 , 2, . . .5 n), 

les A désignent des fonctions de t, et les dérivées du premier ordre 
des fonctions F par rapport aux variables x (dont nous admettons 
désormais l'existence pour simplifier les énoncés) sont supposées 
petites au voisinage de la caractéristique approchée. 

Le système (1) se présente naturellement sous cette forme quand 
les solutions approchées sont obtenues comme il arrive souvent en 
Mécanique (petits mouvements, oscillations autour d'un mouvement 

"stable) en intégrant le système obtenu en limitant les seconds mem-
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bres des équations ( î ) aux parties linéaires de leurs développements 

en séries ent ières . Dans les autres cas, on p rend les coefficients A,y-(£) 

voisins des fonctions de t obtenues en substi tuant les solutions appro

chées y{ (t), . . .,yn(t) dans les dérivées *i^"> X{' ' " ' x"' supposées 

cont inues . 

Une méthode d ' intégration des systèmes différentiels linéaires non 

homogènes 

<>{ ) ^ — A/, J?I — . . .— A/„ J:,, = Bz(ï), 

utilisant la solution générale du système homogène correspondant 

(23) •-£ \nxl—...— Ainxn= o, 

ramène alors la recherche des solutions du système (.23) cor respon

dant aux condit ions initiales Xi(t0) = a, du n° 1 à l 'é tude du système 

d 'équat ions intégrales 

( i n 

, ) xi(t) = Di(t)-+- f yK/ / (< , a)F ; [a ; ^ ( a ) , . . . , xn<x)]dx 
< 2b ) \ *J. **+ 

\ (i = i, 2, . . . , n); 

D , ( J ) , . . .,mDn(t) const i tuent la solution de ( 2 5 ) déterminée p a r l e s 

mêmes condit ions initiales que la solution cherchée , c'est-à-dire 

que D/( f 0 ) = a/. Les noyaux K,-y(f, a ) se dé terminent de la façon 

suivante : K, / ( f , a), . . . , K„j(t, a ) const i tuent la solution de (25 ) 

telle que K/y(a, a ) = 1 et K i y ( a , a)= o pour i ^ j . 

Voici d'ailleurs une expression de ces noyaux. Soient 

J ^ = Ï I / ( O Ï ' •••? ^/1= ï«/(^) (1 = 1 ,2 , . . . , / 1 ) , 

/i solutions indépendantes du système ( 2 5 ) , A(/) le dé terminant 

formé avec les éléments Ç/y, A,/ les mineurs qui correspondent à ces 

éléments , on a 

Les équations intégrales (26) ainsi formées sont à limites variables 

comme celles de Volterra, mais en diffèrent en ce que les facteurs 
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des noyaux ne sont pas en général linéaires par rapport aux fonctions 
inconnues. Ils présentent cependant cette forme linéaire et les équa
tions (26) sont du type Volterra proprement dit lorsque, les F étant 
du premier degré cna?,, . . ., xn, on transforme, suivant le procédé 
indiqué, un système différentiel (23) linéaire. Ce cas particulier a 
reçu des applications intéressantes, ainsi qu'on le verra plus loin 
( n ° 1 5 ) . 

7. Méthode de Dini. — A ce propos nous mentionnerons une 
méthode importante, due à Dini [5], pour passer d'une équation 
différentielle (linéaire ou non) d'ordre n à une équation intégrale du 
type Volterra (ou du type généralisé). Dini n'a pas, il est vrai, écrit 
les mots « équation intégrale » et ne cite aucun travail à ce sujet; il a 
donc, de son côté, édifié pour l'application qu'il avait en vue, une 
théorie des équations de Volterra linéaires. (Ce sont les seules qu'il 
ait étudiées.) 

Indiquons brièvement comment la transformation de Dini peut se 
rattacher à celle que nous avons exposée. 

Soit l'équation linéaire 

(28) &t(x) = B(t), 

S't(x) est une forme linéaire par rapport à x(t) et ses n premières 
dérivées, les coefficients de cette forme-dépendent encore de t. En 
utilisant l'expression — §*(«) adjointe de Lagrange de 5*e(x), et n 
fonctions zt (t), . . ., zn(t) linéairement indépendantes qu'il se donne 
arbitrairement, Dini transforme (28) en une équation de Volterra 
que nous écrirons 

( 2 9 ) * ( * ) = /2 
' o y — , 

j i ( 0 5 a [ « * ( « ) ] h f ( « ) * + «(0; 

y\(t), ...,yn(t) sont les fonctions adjointes de Z\(t), . . . , zn(t) 

au sens de Darboux [i, t. II, Chap. V], le coefficient X„(/) interve

nant dans leur définition étant pris égal à celui de —r^ dans 3*t(x); 

t{) est une constante, 0 (t) une certaine fonction de / dont il est inu
tile d'écrire l'expression. 

Soit d'autre part <&*(#) le premier membre de l'équation linéaire 
admettant pour solutions y\(t). . . . , )'n(t) et }.,t(t) comme coefli-
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cient de -7—-; appelons — Yt(z) son expression adjointe. Posons 

(3o) &t(x) = <i>t(x)-9({x), Si(*) = r,(*) + ^i(*)î 

ot(x) et gt(z) sont des expressions adjointes, mais ne contenant que 
des dérivées d'ordre inférieur à n. L'équation de Dini s'écrit encore 

il n ) 

.(30 *(/)= f 2^/(0^^(-)1^(0^ + 0(0. 

puisque, comme on sait, les expressions Tt(zi) sont nulles. 
Maintenant, donnons à (28) la forme 

(32) *t(x)=n<x)-hB(t); 

cette équation linéaire du nibme ordre équivaut à n équations du pre
mier ordre que la méthode donnée plus haut transforme en un sys
tème d'équations intégrales. Celle relative à x(t) est 

(33) *(t) = f j 2 ^ ' ( 0 * / ( « ) *«[•*(«)]«/«- i ( 0 , 

les autres s'en déduisent en dérivant. On ramène (33) à l'équation 
de Dini (3i) en utilisant l'identité servant à définir les fonctions 
adjointes et les relations entre les y,-, les ^, et leurs dérivées (DARBOUX, 

loc. cit.). 
On peut donner pour les systèmes différentiels de forme générale 

(n° 1) une théorie analogue à celle de Dini : il suffit de prendre 
n2 fonctions quelconques Ç,P(t) et d'en déduire comme plus haut des 
noyaux K,y( / , a ) ; on construira aisément, en partant de ces n2 fonc
tions, un système linéaire et homogène (25) qu'elles vérifient et l'on 
donne ensuite au système différentiel proposé la forme (23), ce qui 
conduit à un système d'équations intégrales tel que (26). 

Mais pareille transformation n'est intéressante (on en verra plus 
loin la raison) que si les dérivées des F restent petites; la méthode 
n'est alors pas différente de celle indiquée plus haut. 

8. Équations intégrales à limites fixes. — En imposant aux solu
tions du système (23) des conditions aux limites différentes des con
ditions initiales classiques de Cauchy, on est conduit à des systèmes 
d'équations intégrales à limites fixes. 

MÉMORIAL DES SH. MATH. — N° 2 8 . 2 
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Etudions d'abord le système (24). Sa solution générale est 

(34) *i(0 = A/<y)+-/ 2 K ' V ( ^ a ) B ; ( a ) ^ a : 
/ '=1 

où T est une constante, et où 
n 

(33) A,(0=2x'k'(0, 

les ls étant des constantes arbitraires et Ç,,-, Ç2/, . . . , Çw/ désignant, 
comme plus haut, n solutions indépendantes du système homo
gène (25 ). 

Les coefficients de ce système étant réguliers dans l'intervalle 
7 < / < T et n valeurs ti9 t2, . . ., tn de t étant données dans cet 
intervalle, distinctes ou non, faisons correspondre à chacune de ces 
valeurs tm une équation 

(36) L#n[tf( *#«)] = am, 

linéaire par rapport aux valeurs xx (tm), x,(tm), . . ., xlt(tm) que les 
fonctions inconnues prennent pour t = tm; nous aurons ainsi n con
ditions linéaires imposées aux solutions cherchées de (24). Tel 
serait, par exemple, le cas où l'on se donnerait la valeur de p fonc-
tions Xi(t) pour t=t{ et la valeur des n — p autres pour t = tn. 

En portant les expressions (34) dans les relations (36) on a n 
équations linéaires en )>,, /u, . . ., À,,. Supposons le déterminant des 
coefficients différent de zéro, elles permettent d'exprimer l t , l2, . . ., 
l„ comme fonctions linéaires de a , , a2, . . ., an et de certaines inté
grales où interviennent les expressions K//(fi;i, a ) . Transportons ces 
expressions des / dans les formules (34) et faisons entrer sous les 

signes / les expressions £,. intervenant dans les A, nous obtenons les 
fonctions Xi(t) comme sommes de fonctions connues et d'intégrales 
telles que 

f K,7(/,a)B,-(a)tfa, f ''^,/(^, a) B;(a) d*, 

Bj(t) désignant toujours les seconds membres des équations (24), 
mais les noyaux 3tij(t, a) peuvent différer des précédents. 
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Toutes ces intégrales peuvent être écrites avec les limites T et T 

I ktj(t, a) Bj(a)da, en y faisant figurer des noyaux pouvant être 

discontinus. Pour le premier type, on pose 

Fj/(*,a) = K//(/,a) pour T < O C < * < T , kij(t,oi) = o pour T < * < a < T ; 

pour le second type, on prend 

kij(t,ai)=£Cij(t,aL) pour T < a < * / ; , £/ / (*, a) = o pour tf, < a < T. 

En définitive, dans le carré r < a < T, T < t < T du plan a, t, les 
nouveaux noyaux k sont définis et continus sauf peut-être sur la 
diagonale <x = t, et sur certaines parallèles a = tp à l'axe Ot. 

La solution de (24) satisfaisant aux n conditions linéaires (36) 
s'écrit donc 

(37) xt(t) = ri>,(0 +-J 2 M'> «) B/(a) d** 
/ = i 

les noyaux /c étant des sommes de noyaux k, les C? étant des fonctions 
connues. 

Revenant au système différentiel non linéaire (23), nous voyons 
que s1 il existe une solution de ce système satisfaisant aux condi
tions linéaires (36), les fonctions qui la constituent vérifient aussi 
le système d'équations intégrales 

T n 

(38) 3Ti(0 = d>z(0+ f 2 / o / ^ ' a ) F / f a ' ^ a ) ' •• •>*»(<*)] dct. 
Jx /tf 

Ce système est à limites d'intégration fixes, comme les équations 
de Fredholm, mais il n'est généralement pas linéaire par rapport aux 
fonctions inconnues; pour qu'il le soit, il faut que le système diffé
rentiel (23) dont on est parti soit lui-même linéaire. 

Exemple. — M. Picard aborde le problème de la détermination 
d'une solution d'une équation du second ordre 

/n- x d*-x -[ dx\ 

prenant pour t = o hr valeur o et pour t = b la valeur B, par un pro-
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cédé dont la méthode précédente n'est qu'une extension. L'équation 
équivaut à deux équations de la forme (23) qu'il est inutile d'écrire, 
et les équations linéaires (24) que nous aurions à considérer équi-

d'1 x 
valent à l'équation* ~^— =o(t) qui permet de construire les noyaux 

de deux équations intégrales : 

x(t)= - £ - + / G(t, a ) / [ a , «(a) , a:'(a)]rfa, 

(4o) { _ \ b 

auxquelles s'appliquent les approximations successives que M. Picard 
utilise [19, b, c, t. III, Chap. V] pour l'équation (3g). Ces noyaux 
sont 

G(t,a.) = oc(-v — 1 J et G i ( f , a ) = ? - , si o < a < t < b\ 

• G(*,a) = — t( 1— ^V et G't(t,aL) = (1— ^ J, si o < J < a < b. 

La méthode générale donnée plus haut conduit tout ausi facilement 
à la construction des équations intégrales intervenant dans les géné
ralisations de ce problème traitées par M. Picard lui-même [19, b, c,] 
et par M. Gau [8]. 

Nous étudierons plus loin (n° 12) le système d'équations inté
grales (38). On notera que sa formation suppose simplement l'exis
tence de solutions pour un certain système d'équations du premier 
degré, ou encore l'existence d'une solution unique du système 
différentiel homogène (25) satisfaisant aux conditions linéaires (36) 
données. (Le nombre de ces conditions linéaires peut d'ailleurs 
surpasser n, pourvu qu'elles soient compatibles.) 

Les termes COi(t) auxquels se réduisent les seconds membres des 
équations (38) si les F sont nuls, sont précisément les solutions du 
système homogène (25) satisfaisant à ces conditions linéaires. 

Nous avons admis que les coefficients des équations linéaires (23) 
ne présentaient aucune singularité dans l'intervalle (7, T) , mais les 
bornes de l'intervalle peuvent être des valeurs singulières pour ces 
coefficients, et par suite aussi pour les solutions du système homo
gène (25), pourvu toutefois que ces singularités n'empêchent pas 
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l'existence des solutions de ce système vérifiant les relations (36). De 
la même façon, il est permis de supposer que l'on a T === — oo ou 
T = -4- oo et que celte borne infinie est l'une des valeurs tm données. 
On verra plus loin des exemples de ces singularités. 

9. Théorèmes d'existence pour les systèmes d'équations non 
linéaires du type Volterra. — Les approximations successives ont 
été, dès le début, utilisées pour l'étude des équations intégrales 
linéaires [14, 13] ou quelconques [13, 3, d] : l'extension aux sys
tèmes de la forme 

Xi(t) = D/(0-h / //[*;«,*!(«), ...,xn(u)]d<x. 

du raisonnement et des résultats du n° 1 est aisée quand les fonc
tions f,-(t; a; x{, . . ., xn) sont bornées et satisfont par rapport à 
xn ...,xn à des conditions de Lipschitz à coefficients constants 
Le fait que ces fonctions// dépendent d'une variable de plus ne 
soulève alors aucune difficulté. 

Une évaluation de la convergence des approximations plus précise 
que celle fournie par cette théorie rapide a été faite [3 , d] pour les 
équations ( 2 6 ) ; nous n'en donnerons pas les résultats qui restent 
analogues à ceux du n° 1 ; nous signalerons aussi, sans insister, 
l'extension des propositions des nos 2 et 3 et les perfectionnements 
qu'elles apportent aux problèmes de l'intégration approchée. La 
méthode consiste à comparer les approximations successives du 
système (26) étudié aux approximations de même rang d'un système 
d'équations intégrales de \ olterra linéaires dont les noyaux sont des 
fonctions positives et bornées, 

(ii) ^-(0 = ^ - ( 0 + / 2 L / * ( ' , a ) * * ( a ) r f 2 ( t= i ,a , . . . , * ) . 

10. Sur certains systèmes d'équations de Fredholm linéaires. — 
Nous laisserons désormais de coté les systèmes (26) ou du moins ceux 
d'entre eux qui sont réguliers (intervalle d'étude fini, noyauxbornés) 
pour aborder les systèmes à limites fixes (38) [auxquels les systèmes 
(26) peuvent d'ailleurs être rattachés, ainsi que nous le ferons dans 
le cas des systèmes non réguliers que nous aurons à utiliser]. Leur 
élude fait encore intervenir des équations intégrales linéaires, mais 
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du type Fredholm, 
T " 

(42) *,(*) = A,(0 + f y?^lk(*,*)zk(*)d% (ï = I,2, . . . ,« ) • 
k = \ 

Les propositions suivantes sont d'un usage constant : 
i° Supposons T > T , et admettons que les noyaux Lih(t, a), les 

termes indépendants A/(z) et les premières approximations z) soient 
des fonctions positives; les approximations successives z1], formées 
comme on l'a vu (n° 1), sont toutes positives ainsi que leurs limites 
quand elles existent. Les différences successives 

sont encore positives si les premières d'entre elles le sont, ce qui 
arrive en particulier lorsque les premières approximations z)(t) sont 
prises égales aux termes A/('t). 

Si de plus les A,-(0 sont fonctions croissantes de /, les approxima
tions successives (et leurs limites ) le sont aussi dans le cas des sys
tèmes de Volterra ( 4 0 et dans le cas des systèmes de Fredholm ('4a) 
quaud les noyaux hih(t, a) sont fonctions croissantes de t, quel que 
soit a dans l'intervalle T < a << T. 

2° Considérons deux systèmes S, S' de la forme (4a) : le premier 
construit avec des fonctions A,U), L,/,( £, a ) ; le second avec des 
fonctions A',(£), L'ik(t, y.) dominant respectivement les précédentes; 
les premières approximations de S', :;,' dominant les premières 
approximations de S, s-, les approximations successives de S' 
dominent les approximations correspondantes de S, et il en est de 
même de leurs limites, si elles existent. Les différences de toutes ces 
approximations successives de S', AsV'i/) dominent de même les dif
férences correspondantes pour S, ±zf'}(t) s'il en est ainsi pour les^ 
premières différences 

lz,
i^f)>\lz}(t)\. 

3° Une proposition analogue à la précédente s'applique encore au 
cas où l'intervalle d'intégration T\ T' de S' est différent de celui de S 
et le recouvre entièrement, c'est-à-dire que T ' < r < T < T'. 

On admet encore les hypothèses faites pour 2° et, de plus, les 
fondions A' et U et les premières approximations de S sont censées 
positives dans tout l'intervalle ?', T. 
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4° Si les fonctions z,-(t) satisfont à un système ( 4 0 ou (42)? et si 
l'on pose 

*i(0 = >'(Oti(0> 

les fonctions Ç,-(t) satisfont à un système analogue construit en rem
plaçant respectivement 

AKO par ^ 

et 
r v ^ ( a ) T / * s 

LjA .(*,*x) par — ^ L,A-(>, a ) . 

5° Soient S, S' deux systèmes de la forme (42) ayant mêmes 
noyaux, mêmes bornes pour les intégrales, ne différant que par les 
termes indépendants, soient A/û) et A )•(£); en ajoutant les solutions, 
supposées existantes, des systèmes S, S' on a une solution d'un troi
sième système S" qui se déduit de S en y remplaçant 

.A/(0 par A J ( 0 - H A Î ( 0 . 

Existence des solutions. — Dans le cas des systèmes de Volterra 
réguliers (à noyaux et fonctions A/(/) bornées), il existe un système 
de solutions bien déterminé, unique, dans tout intervalle d'étendue 
finie. Au contraire, dans le cas des systèmes d'équations de Fre
dholm (42 ) et dans celui des systèmes de Volterra non réguliers, le 
ihéorème d'existence comporte une condition concernant la grandeur 
de ces noyaux. 

Les systèmes ( 42 ) sont un cas particulier de systèmes étudiés par 
M. Fredholm, et l'on trouve dans les ouvrages classiques la méthode 
élégante par laquelle il en ramène l'étude à celle d'une seule équa
tion. Dans les systèmes utilisés ici les noyaux des systèmes et de 

l'équation unique équivalente sont d'ailleurs de la forme j!^Xj(0 Y,(a) 

étudiée par M. Goursat. 
Mais comme nous n'appliquerons que le cas élémentaire où les 

approximations successives convergent, sans étudier les valeurs sin
gulières de la variable A de Fredholm, qui dans nos systèmes (4 2 ) e s t 

toujours égale à l'unité, et que, d'autre part, nous aurons affaire 
parfois à des intervalles d'intégration T, T d'étendue infinie ou à 
des noyaux singuliers, nous n'utiliserons pas la transformation de 
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Fredholm, et démontrerons rapidement un théorème d'existence des 
solutions pour les systèmes (4a) . 

Soit T > > T ; admettons qu'il existe des nombres A/ et m,k tels que 

T 

A/> |A/ (0 | , mtk> f \Uk(t,*)\d*. 

Formons les approximations successives en partant de z\ (t) = A (t)> 
on a 

j n 

Azf(t)=f ^U^i,*)**^ (*)<**, \Z?=Z! ( . = 1 , 2 , . . . , / 1 ) . 
• T A = i 

Calculons les nombres Z) par les relations 

/ / Q ^ \ Z/ = A,, AZ? = Z?+ ' - Z? = y m*. AZP', AZ? = Z/ 

l (* = i , 2, . . . , / i ; /> = i , 2, . . . ) , 

qui s'écrivent encore 
n 

Si les expressions Zp
{ ont pour /? infini des limites Z/, ces limites 

vérifient le système linéaire 

(44) Z/= A / - h 2 m ' * z * (* = I> »> •••> »)-

On le déduit du système linéaire 

(45) ^ - - ^ ^ 4 - = 'A, 
' « = 1 

en y faisant >. = i. Celui-ci admet des solutions Ç;(X) fonctions ration
nelles de 1 développables en séries entières en 1 convergentes pourvu 
que 1 soit inférieur au nombre p plus petit module des racines de 
l'équation 0(¾) = o, ou 0(¾) est le déterminant des équations 
linéaires (45)-

Mais pour 1 = i, les termes en \P des expressions Ç/ sont précisé-
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ment AZ^, et lorsque p > i , les expressions Z? tendent, pour 
\\mp z= oo, vers des limites Z, solutions de (40- ^es inégalités 

AZf > | Asf L 

dont la démonstration est immédiate, montrent alors que, si p > i , 
les fonctions zp- tendent uniformément vers des limites s, vérifiant 
le système (4 2)-

On observera : i° que les fonctions z (t) sont dominées par les 
constantes Z/ correspondantes; 20 que le nombre p est indépendant 
des constantes A,; 3° que la condition p > i est réalisée, si les 
nombres /??;* sont assez petits. On peut d'ailleurs l'établir en rem
plaçant tous les nombres m M par le plus grand d'entre eux, soit m, 
ce qui augmente les expressions Zp\ les équations (45) sont alors 

Ci— A t __ g2— A2 __ __ ln— A;, _ x ,_ v __ A.1-+- A 2 H - . . .-t- An 

Xm ~ \m • • • — ^ ^ — i -1 . . . n — ï — \mn 

et donnent 

£ , = A/H ^ =: - A » l . 
1 — X mn 

Les développements en séries entières en 1 de ces expressions 

convergent pour | ^ | < [ — ; si m << - les séries sont convergentes 

pour \ = 1, les expressions Zp- tendent vers des limites et l'on a 
bien p > 1. 

Montrons que la solution du système (42) dont nous avons établi 
Vexistence est unique. 

S'il existait deux systèmes de solutions zt, z\ formés de fonctions 
bornées, leurs différences dz;= z,- — z'{ vérifieraient les équations 
homogènes 

T n 

(46) *Zi=f. 2 L ' * ^ a) 8 **(")<**• 

Soient 0} des nombres dominant les différences dzj(t); les équa
tions (46) montrent qu'on peut remplacer les nombres S} par les 
nombres 

n 
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et les nombres ô- peuvent à leur tour être remplacés par des 
nombres 3?,' . . ., àp- se calculant de proche en proche par les mêmes 
relations de récurrence qui sont analogues à celles des relations (43) 
qui concernent les AZ. Ce rapprochement montre que les expres
sions dp- tendent vers zéro quand p croît indéfiniment; et les expres
sions àzi(t) étant dominées par ces nombres o'J, quel que soit/;, sont 
bien nulles. 

11. Exemples. — Le système d'équations intégrales formées par 
M. Picard pour la détermination des caractéristiques d'une équation 
du second ordre passant par deux points (n° 8) et ceux qui inter
viennent dans les généralisations de ce problème s'étudient par com
paraison avec des systèmes d'équations de Fredholm où les inter
valles d'intégration sont d'étendue finie, les noyaux (des polynômes 
qui peuvent varier suivant les régions du plan a, t) restent bornés. Il 
suffit donc que leurs bornes soient assez voisines de zéro pour que 
ces équations de comparaison admettent une solution bien déter
minée et unique. (Voir plus loin, n° 13.) 

La méthode précédente, faisant intervenir uniquement les 

nombres m M, bornes supérieures des intégrales / |L/A(£, a) | rfa, 

peut être remplie alors même que l'intervalle d'intégration s'étend à 
l'infini ou que les noyaux deviennent infinis pour une valeur, finie 
ou non, de la variable; la convergence uniforme des approximations 
successives n'en est pas moins assurée. Ces intervalles infinis ou ces 
noyaux singuliers se présentent souvent dans les applications ; à 
propos de celles indiquées plus loin, on démontre facilement, dans 
chaque cas particulier, que la présence de ces singularités n'empêche 
pas les formules habituelles de dérivation d'être valables. 

Dans les exemples que nous allons donner maintenant (systèmes 
de comparaison utilisés [3, e] dans l'étude des solutions asympto-
tiques), la borne inférieure z de l'intervalle d'étude peut être prise 
assez grande pour que certaines inégalités soient vérifiées, et la 
détermination des nombres /)1,/,- utilise les inégalités suivantes, qui 
interviendront encore dans la suite. 

a. Une intégrale / e*-iCL-e) doc où 1 est réel, où la différence t — 9 a. 

le signe de À, est dominée par —r— • 
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b. f(t) étant une fonction positive décroissante, on a, si la cons
tante m est positive, 

(47) f e'»"~-*fU)dx < ^ . 

c. f(t) étant positive et décroissante, la constante / positive, si 
Ton peut trouver un nombre positif À inférieur à / tel que e^f^t) soit 
asymptotiquement croissante [c'est-à-dire pour : el / ( r < / ) assez 
grands], on a 

(. 48 ) f e«*-0 f{ a ) dz < p^X • 

S'il existe des nombres A tels que e)Jf(t) soit asymptotiquement 
croissante, aucun de ces nombres n'étant inférieur à /, soit A l'un 

d'eux; alors eht\f(t) j ' , k étant compris entre o et /, est une fonc-
k 

tion croissante; de plus | / ( ' t ) j est une fonction décroissante; on 
peut trouver A > o tel que 

(49) / e't*-')f(<z)d* = [f(t)]L f UK \. [/(«)] A c"-*)i«-')rf«<A[/(0]A-

*" ^ ' [ / (Ol* 
Soit d'abord le système 

(5o) 

( zl(t) = al(t)-ht£ e«*-') j«i(«)-h«i(a)jrfa, 

f z2(t) = a2(t) H- s i «?-«/(*-/) j 2,(a)-+- *2(a) j </oc, 

«i , a2 sont des fonctions positives bornées dans l'intervalle T <•£ <^ +00 
et /, m, s des constantes positives. La règle du n° 10 montre que si 

le système admet dans cet intervalle une solution bornée et une 
seule. 

Pour un système de la forme 

13 / (0 = ^ ( 0 - ^ 2 - ( = 1 = 0 ^ eX '(a-r) j *i(«)-+-.'..+ -»«(«)! rf« 
(50 , 

(1 = 1,.2, . . . , n), 
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où les a/ sont des fonctions de t positives et bornées dans l'inter
valle 7 < £ < - h o o , s est une constante positive, les 1 sont des 
nombres non nuls, Qj= + oo si / y < o, 9j— 7 si ).y> 0 et où enfin 

(±,) = wr 
n 

on peut prendre les nombres mik tous égaux à | j . - s \ .T ; le sys-
/ = 1 

tème admet une solution si n\j.< 1. Ces considérations s'appliquent 
notamment lorsqu'on a a,-= bie~'lrt, r et les nombres bLétant posi
tifs; mais on peut alors aller plus loin en utilisant des remarques 
antérieures (n° 10, 3° et 4") et montrer que le système 

(5a) zt{t) = bt e-»'t -h £ V ( ± 0 f etya-/) j 3 l ( a ) +_. ..+- ^ ( a ) j tfa, 

où r es* inférieur au plus petit nombre positif"kj, admet si 

n 

£ 2 j I Xy— ir\ < n 
E 

/=> 

wrae solution; toutes les fonctions zs(t) qui la constituent sont 
positives et inférieures à he-2rt, h étant une constante; elles sont 
donc asymptotiques à zéro pour t infini positif "[3, e, n° 17]. 

Les équations 

i .*(0 = S + £ X 7 i 5 j ( a ) + 5 ^ a ) + ^ a ) !• ^> 
] • a* r1 

(53) / * 2 ( 0 = ^ - + £ j CH«-/] j * , ( a ) - h a a ( a ) + « 3 ( a ) | < f o , 

I « /»+» 
( ^ ( 0 = tî^^J e ," ( '-a]î 3j(«) + ^ ( a ) + 33(«)j^a, 

où a, , a2, «s? e, T, /, 7?i sont des constantes positives et où le nombre f/. 
est compris entre zéro et un, se transforment, en posant z-, — Z^-t*, 
en un système analogue auquel la théorie du n° 10 s'applique aisé
ment; on en conclut que si 

\ 1 1 1 ) 
£ H T j , H < r, 
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les équations (53) admettent des solutions asymptotiques à zéro 
pour * = + ao [3, e, n°20] . 

La méthode d'approximations successives dont on a fait usage 
pour la représentation asymptotique des solutions de certaines 
équations différentielles linéaires [11; 19, c, t. HT, Chap. XIV] 
peut être considérée comme s'appliquant après transformation préa
lable de ces équations différentielles en équations intégrales. Celles-ci 
sont linéaires et il est facile de les étudier par comparaison avec des 
équations de même forme, mais où noyaux et termes indépendants 
sont positifs. Un seul exemple suffira; nous prendrons l'équation de 
la forme 

(54) ; r ( 0 = f et~a(^ + %ï -*-•••) *(*)<*« 

~hf w -h---)^(a)< r / a-h^' 
qui donne (aux notations près) les approximations étudiées par 
M. Picard [19, c, t. III, Chap. XIV], quand on part de la première 
approximation x*~h. Les séries entre parenthèses sont dominées 

P O 
par des fonctions-, ^ , P et Q constantes positives; soit | / i | < H . 

L'équation intégrale de comparaison (n° 10, 2") est 

/
+ » P r + 1° O 

et~*- Z iaU/a - f - / - ^ Z ( a W a + H. 

On s'assure que la condition d'existence p > î du n° 10 est toujours 
remplie dès que t > r, r étant assez grand. 

Nous verrons plus loin (n° 15) un autre choix des premières 
approximations. 

12. Théorème d'existence des solutions d'un système non linéaire 
du type Fredholm. — Soit le système 

i rp II 

*/(o = <0/(o-+-jT 2 k i ^ a ) F ; [ a ; ^ (a )' • • •' *»wid* 

(e = i, 2, . . . , n). 

On suppose que les fonctions F satisfont, quand les points tr 

x{, . . ., xn et t, x\, x[2, . . ., x'n restent dans un certain domaine D 
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aux inégalités 

(55) JF/(*; *., ..-: Xn)\<mi(t) 

et aux conditions de Lipschitz 
ii 

(56) |F,(*; .r,,.. . ,*,,)—F,(f; a?',, . . . , x'n) | < 2 ^-( / ) ! **— #* |. 
* = i 

On admet que £ et a étant compris tous deux dans l'intervalle d'inté
gration 

(O - < * < T , 

on a des fonctions dominantes pour les noyaux 

( 5 7 ) ! * / / ( / , a ) | <Ktj<t, a) . 

Soient y\(t), . . . , yn(t) n fonctions constituant une solution 
approchée du système (38); nous supposons que la partie de la 
caractéristique approchée [courbe t, x{~y{(t), . . . , xn=yn(t)] 
correspondant à l'intervalle (I) est intérieure au domaine D. 

Les approximations successives se forment comme plus haut (n° 1) 
en partant des fonctions données prises pour premières approxima
tions y) (t) =yi(t). 

On peut d'abord, comme au n° 1 [proposition (A)], étudier succes
sivement l'existence et la convergence de ces approximations. 

Soient 'Oi(t) des fonctions dominant dans* l'intervalle ( l ) les fonc
tions tOj(t); posons 

T n 

(a). Si la gaine 

T < * < T , |*z—<D/(OI<"V(0 (i = h 2, - . . , n) 

est tout entière comprise dans le domaine D, les approximations 
successives sont toutes bien définies, les caractéristiques approchées 
correspondantes sont intérieures à D; il en est de même de leur 
limite quand elle existe; c'est alors la caractéristique exacte. 

Construisons le système linéaire 

(58) *i(o=*»/(o+À/(o+-y 2L/*(''«)**(«)<** ( Ï = I , a , . . . , * ) , 
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où les noyaux L sont donnés par 

// 

Llk(t, a )=2 K ' / ( '>°0 c / * ( a ) -

Comparant les différences Ay>- = yp^ [t) — yp(t) aux différences 
analogues As;/ des approximations successives du système (58) cons
truites en prenant z) (t) = o, on voit que : 

(b). Si la condition p > i (du n° 10) est remplie pour le sys
tème (58), les approximations successives yp convergent unifor
mément vers des fonctions x-,(t) constituant une solution du sys
tème (38). Les erreurs Xi(t)—yi(t) sont dominées dans (1) par les 
fonctions M,-(/) = m(t) -f- >./(/). 

L'ensemble des propositions (a) et ('b) constitue un théorème 
d'existence (Af) analogue au théorème (A) du n° 1. On en obtient 
un autre en utilisant le nouveau système de comparaison 

(59) Z,-(0 = A,-(0 f-jf 2 L ' * ( ^ a ) Z * ( a > ^ 
7 k-i 

où les noyaux et le nombre p sont les mêmes que pour le sys
tème (58), et où les fonctions A,(f) dominent les erreurs sur les 
équations (38) correspondant aux solutions approchées y,-(t) 

A i ( 0 > Vt(t)-yi(t)+J ^hf'(t, *)?/[*; yi(*),...,yn(*)]t 

Si la condition de convergence p < i est remplie, le système (5p,) 
admet une solution Zx(t), . . ., Zn(t). 

(B') . Si la gaine 

T < * < T , | xt—yt(t) | < Z , ( 0 (* = i, 2, . . . , n) 

est intérieure au domaine D, les approximations successives yp
L(t) 

sont bien définies et tendent uniformément vers des fondions Xi(t) 
solutions du système (38); les erreurs x,(t) —yf(j) sont dominées 
par les fonctions Z/(f). 

La solution xt(t), dont l'existence est assurée lorsque les cohdi-
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tions (A') ou les conditions ( B ) sont remplies, est unique : d'une 
façon précise, on ne peut trouver deux solutions x,(t), x'L(t) corres
pondant à des caractéristiques toutes deux incluses dans D et telles 
que les différences x-t — x\ restent bornées. On établit facilement en 
effet — comme plus haut (n° 10) — que ces différences sont domi
nées par des nombres arbitrairement petits. 

On peut établir des théorèmes analogues à ceux des nos 2 et 3 ; 
indiquons seulement â ce sujet une généralisation de (A') corres
pondant à un changement des approximations successives. Il consiste 
à déduire les approximations de rang p -f-1 de celles de rang p en 
portant ces dernières dans les seconds membres des équations 

(6o) ^,(0 = ^(0-+- f y.M'> °0FJ'l>; •*!(«). •••> *«(«)]<*«, 

les fonctions Fp- dépendent ainsi de l'ordre p des approximations. 
Au sujet de ces fonctions, on admet que, p tendant vers l'infini, les 
fonctions F ] , F?, . . . , F'? tendent uniformément vers des fonc
tions ¥((t\Xi, . . ., xn) dans le domaine D, les fonctions F^ sont, quel 
que soit/?, dominées par une même fonction m,(t) et vérifient une 
même condition de Lipschitz (56) [où les Cik(t) ne dépendent pas 
de jo]. La démonstration de (a) reste valable; on doit apporter 
quelques changements à la démonstration de (b). 

Pour cela, dans le calcul des différences.Ay^, on écrit 

F / [ « ; r?(«), •••, .yR(*)] - F / ' 1 ! » ; ^ ? - 1 («),•••, r r 1 ^ ) ] 
F/[«; .rî(«),. . . , yR(*)]- F j ' [« . ;^- ' («) 3 . . , 7 f r ' (a ) ] 

- j F/[«; yprl («), •.., yfT* («)] - F; - ' [« ; y^1 («), • > - YlnK («)] i • 

Les équations de comparaison sont, à cause de la dernière différence, 
plus compliquées que dans le cas précédent; il est aisé de voir qu'on 
peut actuellement prendre 

T n 

iArfi<A*?=ii„- f y^Ltk{t,*)*zF\*)d*, 

Hp étant un nombre positif décroissant et tendant vers zéro avec - • 

Les différences àzp pour lesquelles p > /*, /* étant un nombre fixe, 
sont majorées à leur tour par les approximations de rang q = p — r 
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d'un système d'équations intégrales linéaires 

. T 

; i c ) = ;JL, . -J- / 2 L ' A ( / ' a ) ï * ( a ) < / a -(1 = 1 , 2 , . . . , 1 ) . 

Ces dernières approximations tendent vers des limites données 

elles-mêmes par les solutions du système linéaire 

n 

La convergence de ces approximations successives yp(t) étant 
établie, on voit immédiatement que les fonctionsx,( t ) vers lesquelles* 
elles tendent vérifient le système (38) . 

13. Exemples. — PKOBLKMK DE M. PICAKO : Caractéristique d'une 

équation du second ordre passant par deux points et généralisa

tions. — Nous avons indiqué plus h a u t ( n ° 8 ) les équations intégrales 
auxquelles revient la recherche d'une caractéristique d'une équation 
du second ordre passant par deux points donnés [ 1U, c, t. Ht, 
Chap. V | . En désignant x et x par xt et x2 respectivement, nous 
avons un système (38) avec n = 2 et 

"̂ii = G, Â"2t = G}, A-is= k2i= o, Fi=fj 

les constantes a, (3 de M. Picard sont identiques aux coefficients de 

Lipschitz c , , , Cia; on construit les noyaux L,-A ; en utilisant les inéga

lités 
rh b1 rh b 

on est conduit à poser 

b1
 fJb* b f*b* 

/ » l l = a l p ™ 1 2 = P g - J /" î l = a - r ^«23= j ' - • 

Le nombre p correspondant à ces valeurs donne la condition de con

vergence de M. Picard 

p = - T - | " ? ï < I -

Pour les conditions d'existence, en supposant le domaine D défini 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 2 8 . 3 
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par |ari| < L , \xt\ < L' et m, = M, il est loisible de poser X, = M —, 

Xa=z M - ; les inégalités ( a ) du n° 12 reviennent à 

Bt 
< < > 

et sont certainement satisfaites pour o <^ t <^ b si les conditions de 
M. Picard 

|B| + M£<L, LJ1 + M£<L' 

sont vérifiées ( 1 ) . 
La règle (A') du n° 12 apparaît ainsi comme une généralisation de 

la méthode de M. Picard; quand on ne cherche pas des conditions de 
validité trop étendues elle donne une démonstration très rapide d'un 
théorème, nouvelle extension de celui de M. Picard : 

Etant donné le système d'équations différentielles (23) supposons 
données n valeurs t{, t^, . . ., tn (t{ < t2<C- • • <t tn) de la variable t 
comprises dans l'intervalle r, T où les coefficients A-ij(t) sont définis 
et continus; à ces valeurs faisons correspondre d'une part un arran
gement, pouvant comporter des répétitions, des indices 1 , 2 , . . . , / ; , 
soit : 

j\-> ]ii • • •; J n ; 

d'autre part une suite de nombres 

« 1 ? a2j . . . , an. 

Cherchons à déterminer une solution de (23) vérifiant les condi
tions 

^ À ( ^ ) = ak (À; = i , 2, . . . , n). 

Nous supposons le même problème possible et d'une seule façon 
pour le système homogène (25). On forme alors, comme au n° 8, un 
système (38) d'équations intégrales que doivent vérifier les solutions 
cherchées de (23). Les noyaux bien définis dans le carré T < a <[ T, 

(1) Ces conditions sont suffisantes sans être nécessaires. M. Picard a montré 
l'existence de solutions et la convergence des approximations dans des cas particu
liers intéressants [19, c, t. III, Chap. VU], où les inégalités ci-dessus et notam
ment - < 1 peuvent n'être pas vérifiées. 
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T < i < T peuvent être discontinus sur la diagonale t = a et les 
droites a = t-,, mais restent bornés. 

Si les coefficients de Lipschitz c/*(/) des seconds membres F, 
de (23) sont assez petits, la condition (b) du n° 12 est remplie; si 
d'autre part a,, a*, . . ., an sont voisins de zéro, CDi(t), . . . , CO„(t) 
le sont de même; semblablement, si m%, . . ., mn sont voisins de zéro, 
Ai, . . ., \n le sont aussi, la condition (a) est remplie et le théo
rème (A') s'appliquant les conditions précédentes déterminent une 
caractéristique et une seule intérieure à D. 

Il convient de signaler à propos de cette extension du problème 
posé par M. Picard des études récentes de M. Pomey [20], montrant 
que des conditions plus générales encore peuvent déterminer une 
solution d'un système différentiel. Cet auteur construit d'abord une 
équation linéaire aux dérivées partielles équivalente au système pro
posé, puis la transforme en une équation intégro-différentielle linéaire 
dont les solutions se peuvent obtenir par approximations successives. 
Nous ne pouvons que mentionner ces recherches qui supposent les 
variables complexes et les fonctions analytiques. Les résultats indi
qués plus haut restent d'ailleurs intéressants à cause des hypothèses 
bien plus larges faites sur les fonctions F, et par la possibilité de leur 
adaptation au cas où T est infini et à celui où T est une valeur singu
lière, cas dont nous abordons l'étude. 

14. Solutions asymptotiques. — Dans les premiers théorèmes 
d'existence des solutions d'un système différentiel, la variable indé
pendante t reste dans un intervalle T, T d'étendue finie. Connaît-on 
une solution particulière dans un intervalle s'étendant à l'infini, elle 
présente un intérêt d'autant plus grand que les théorèmes dus à 
Poincaré [9; 19, c] Liapounoff [15], Bohl [2] permettent souvent 
d'affirmer l'existence dans ce même intervalle d'étendue infinie des 
solutions asymptotiques à cette solution particulière, c'est-à-dire 
s'en rapprochant indéfiniment lorsque t devient infini. 

La méthode des approximations successives élargit les hypo
thèses utilisées dans ces théorèmes et en donne une démonstration 
rapide et simple que nous allons indiquer. Un changement de 
variables permet de supposer nulles les fonctions xt(t) constituant la 
solution connue, et de se limiter, comme nous le ferons, à la recherche 
des solutions tendant vers zéro quand t tend vers -f- oo. 
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i° Soit d'abord une seule équation différentielle de Tune des 
formes suivantes : 

m ' § =~,*4rF(*;*), 

(6a) -, - ^ - ^ ^ ^ F ( i ; ^ V -

dt 
dx 
lit' 

On suppose 

Km F ( / ; o) == o, 1 Fi.(/-; x) j < s, /»(*) > j F((; x) \, 
/=+» 

ces inégalités ayant lieu dans un domaine D avoisinant la partie de 
l'axe Otf correspondant à Y > r ; s étant constant et .inférieur à l'unité, 
m(t) étant une fonction décroissante tendant vers zéro quant t tend 
vers -f- 00. 

L'équation homogène correspondant à (61)' n'a qu'une solu
tion (x =. o) s'annulant pour £ = -f-00, on est conduit à penser que 
l'équation (61) ne peut avoir qu'une solution asymptotique à zéro 
pour £ = --|-oo représentée par une caractéristique intérieure à D; et 
que la recherche de cette solution revient à l'étude de l'équation inté
grale 

(63) > ( * ) = - f «<-*F[a, #(«)]</<*. 

La condition de convergence (b) (p >* 1) est remplie à cause 
de £ < i ; pour appliquer (a) on prend K(t, a ) r = e ' - a , A: = K 
pour a > t, k = o pour a < / et l(t)=z m(t) ; *•/ donc la gaine 

(64) l^r'K/11.(/) • 

es/ intérieure à D, Vexistence d'une solution asymptotique à zéro 
est assurée (h!). 

Au lieu de (À') on peut utiliser la règle (B') : on part alors d'une 
solution approchée y (£); on construit à(t) dominant 

f ^ a F [ a , 7 ( a ) ] r / a - / ( 0 = / e'~* <S(a Wa, 

&(t)= -^ — y(t)— F[t, y(t)] étant l'erreur sur l'équation diffé

rentielle (61). Admettons qu'on puisse trouver une fonction j3(f) 

décroissante pour t positif et grand, (3 tendant vers zéro avec -; cette 

fonction dominant &(l)] on pourra prendre 

t à(t) = Ht) ^ . z ( i r - o = = ? ( 0 ; ' 
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quand la gaine 

(64') I * - . r ( 0 l < 7 z r e 

est intérieure à D , on peut affirmer l'existence d'une solution de (61) 
asymplolique à zéro. 

Toutes les solutions de l'équation homogène correspondant à (62 ) 
s'annulent pour / = -f-oo; nous déterminerons l'une d'elles en nous 
donnant sa valeur a pour / = 7; et nous associons par suite à l'équa
tion (62 ), l'équation intégrale 

(65 ) x(t) = xe--t — C e*~t F [ a ; .r(a)]</a 

qui dépend delà constante arbitraire a. 

Son élude est un peu moins simple que celle de (63) à cause du 

terme ainsi ajouté et de l'emploi des inégalités c du n° I l au lieu de b 

pour l'estimation des intégrales. 

Admettons qu'il existe un nombre /, tel que la fonction eltm(t) 

soit croissante pour les grandes valeurs de /; si /<^ 1 le théorème (A') 

s'applique comme plus haut en remplaçant seulement dans l'inéga

lité ( 6 { ) m ( / ) p a r Pm(t), P constante positive convenable; si enfin / 

n'est pas inférieur à l'unité, on remplacera m(t) par P [ / ; i ( / ) ] v o ù v 

est inférieur au plus grand des nombres j Ces conditions étant 

vérifiées, l'équation ( 62 ) admet une famille à un paramètre de 

solutions asymptotiques à zéro pour t infini positif. 

On applique (B') en apportant des modifications de même nature 

que plus haut au second membre de ( 6 5 ) ; &(t) désigne maintenant 

l'expression -j- -+• y—F(/; y). On peut dans l'application de la 

règle du n° 12 ne pas tenir compte de / ; ( / ) dominant ae~~(, ce terme 

étant infiniment petit par rapport au terme conservé (3(/) ou [ (3( / ) ] v ; 

il y aurait lieu cependant de faire intervenir 'o(t) si y étant déjà solu

tion de l'équation différentielle, on prenait ( 3 ( / ) = o. • 

Ces résultats nous seront utiles plus loin (n° 16) . 

20 Soit ensuite le système 

l (-^j =— /*i+- F,(/; JC,, x2), 

dx> „ . N 

-^ = mx2-r- h , (Z ; xu x?), 
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où Z et m sont des nombres positifs, et où 

F j ( / ; o3 o) = F j ( / ; o, o ) = o,-

auquel nous associons les équations intégrales 

(67) 

xi{t)= &«- /« -* ] .+ - f et[x-i) F , [ x ; # , ( « ) , xt(a)]doi,. 

x2(t)= — I e-'"(a-<)-F2[a; x{ (a) , .r2(a)]rfa, 
«A 

Ct est une constante arbitraire. On suppose que F M F 2 , considérées 
comme fonctions de x{, x2 vérifient dans le domaine 

(D) | * i l < L , | - P * | < L , t>i 

des inégalités de Lipschitz dont les coefficients sont dominés par un 
nombre e. 

On applique la règle (B') : le système de comparaison est d'une 
forme antérieurement étudiée [(5o), n° 11 ], la condition que la gaine 

\xl\<Zl(t), | . r .2 |<Z2( / ) ; 

Z,, Z2 étant solution du système de comparaison de la forme (5o) soit 
intérieure à (D) est vérifiée si \ Cl | est assez petit; l'existence des 
solutions asymptotiques à zéro est alors assurée pour (67). 

On étudierait de même certains systèmes»de forme simple auxquels 
on ramène, par des transformations linéaires portant sur les fonc
tions inconnues, la recherche des solutions asymptotiques à zéro 
pour / — + 00 d'un système d'équations différentielles (23) vérifié 
par x{ = x2 = - . .== xn = o et tel que les équations (25) soient à 
coefficients A/y constants [3, e, n08 9, 12]. 

Mais on peut obtenir le résultat le plus important concernant ces 
équations par une méthode bien plus rapide que nous allons donner. 

3° Nous partons d'un système (23) en supposant F / ( / ; o, ... , 0 ) = o 
et les coefficients A/y constants. 

On peut construire n solutions linéairement indépendantes 

Zh = Ï A ; ( 0 (lh j = h 2, •••: ' 0 

du système (s5), chacune de ces fonctions Khj(t) étant le produit 

d'une exponentielle elj{t) (où lj est soit une racine réelle de l'équa-
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tion caractéristique, soit la partie réelle de deux racines imaginaires 
conjuguées /yzhwyy/—i) par un facteur qui peut être soit une 
constante, soit un polynôme en /, coscoy/ et sin wy/. 

Soient A(Z) le déterminant de ces n2 fonctions £*y, Apy(/) le mineur 
correspondant à Ç ŷ, on construit [3, e, n° 16] un système d'équations 
intégrales analogue aux équations (26) du n° 6, les noyaux ayant la 

forme (27). Chaque noyau partiel £,>(/) '£, \ • est dominé par l'expres-

sion Ke(//"A*)(a~f,e2',a, /• désigne un nombre positif arbitrairement 
petit, K est une constante positive. On remplace toutefois la limite t0 

des intégrales (27) par T si lP^o, et par -+- 00 si lp "> o. Pour termes 
indépendants des équations intégrales, on prend les fonctions solu
tions du système (25) obtenues en combinant linéairement toutes les 
fonctions £̂ y correspondant à des nombres /y négatifs. 

L'étude de ce système d'équations intégrales se fait par compa
raison avec un système de la forme (52) où l'on prend Ay = /y — %r 
et conduit au résultat suivant : 

Si pour t assez grand et pour \x{\, . . . . \xn\ voisins de zéro, 
les fonctions F admettent par rapport à xK, . . . , xn des dérivées 
du premier ordre continues et des dérivées du second ordre finies, 
si ces dérivées du premier ordre sont nulles ( ' ) ainsi que les fonc
tions F pour Xi = .. .= xn= o, le système (23) où les A/y sont des 
constantes, admet une famille de solutions asymptotiques à zéro 
pour t = 4- 00 dépendant d'un nombre de constantes arbitraires 
égal à celui des racines de l'équation caractéristique dont la 
partie réelle est négative. 

Ce résultat, qui a d'importantes applications en Mécanique, est du 
à H. Poincaré [9; 19, c] , il s'étend aux systèmes à coefficients A/y(/) 
fonctions périodiques de /. Liapounoff lui a donné une extension 
bien plus grande, à l'aide d'une notion très importante, celle de 
nombre caractéristique d'une fonction ou d'un groupe de fonctions 
d'une variable /. Ce nombre sert à estimer leur croissance par com
paraison avec la fonction exponentielle [15]. La méthode ci-dessus 
s'applique fort bien à la démonstration des propositions de Liapou
noff [3, e, Chap; 11], des hypothèses plus larges que les siennes étant 
faites sur les systèmes différentiels étudiés. 

( 1 ) Des hypothèses plus larges (exemple i°) peuvent souvent suffire. 
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Dans tous les cas précédents, les fonctions x(t) constituant la solu
tion asymptotique à zéro sont dominées par une fonction do la 
forme Me_),f, les constantes M, À étant positives. Mais il est parfois 
possible de mettre en évidence des solutions asymptotiques tendant 
moins rapidement vers zéro, dominées par des fonctions de la 

forme •—? u >• o; l'exemple suivant va le montrer. 

Imaginons un système différentiel de la forme (23), où il y ait 
trois variables x{, x2, #3 , Z ne figurant pas dans les fonctions F, les 
coefficients A/* étant constants et. tels que l'équation caractéristique 
du système (25) ait une racine nulle, les deux autres réelles et de 
signes contraires. Des changements convenables de variables [13, 
n°28; 3, e, n"20] le transforment en général en un système de forme 
simple (bien que / apparaisse dans les seconds membres) 

dxï _ ' x} 

~df ~~ T - / i ( 0 + G i ( ' î •*•!> xt, ar3). 

^ 6 8 ^ ' ~dt = - ^ 2 + / 2 ( 0 + - ^ 2 ( / ^ , , # 2 , ^ 3 ) , 

dx% 
dt = w ^ 3 + / 3 ( / ) - + - G 3 ( ^ ; . r i , .r4, a-3), 

où /, m sont des nombres positifs, et où les produits /'-/, ( /) , t]~?f2(t), 
/ , _ P / 3 ( / ) restent bornés pour / = -(-00, le nombre p étant compris 
entre zéro et un; les fonctions G s'annulent toutes pour 

X{ = X-2 = # 3 = O. 

Ce système donne à son tour un système d'équations intégrales qu'on 
étudie par comparaison avec (53) et qui met en évidence une famille 
de solutions asymptotiques dépendant de deux paramètres arbitraires. 
La théorie précédente n'eût donné qu'une famille à un seul para
mètre. 

15. Représentations asymptotiques des intégrales de certaines 
équations linéaires. — Une application de la méthode des approxi
mations successives a été faite aux équations différentielles linéaires 
dont les coefficients sont développables pour | / l assez grand en 

séries en - (ou plus généralement représentables asymptotiquement 

par des séries de cette forme pouvant être divergentes); elie conduit 



APPROXIMATIONS SUCCESSIVES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 4* 

à des généralisations intéressantes du théorème classique de Poincaré 
concernant la représentation asymptotique des intégrales des équa
tions différentielles dont les coefficients sont des fonctions ration
nelles de la variable / [ 1 1 ; 19, c, t. III] . 

Pour cette application, il faut apporter dans l'emploi de la méthode 

générale une précision plus grande que pour les premiers exemples 

du n° 13. 

Le plus souvent, les solutions cherchées prennent la forme e* tvS(/), 

les facteurs S ( / ) sont des séries en - qu'on doit étudier; on peut les 

déterminer comme solutions d'équations (23) où les A s^nt des 

constantes et les seconds membres des formes linéaires en J: , , . . . , xn 

dont les coefficients sont des séries en X- sans termes constants; mais 

ces facteurs S ( / ) correspondent précisément à des racines à partie 

réelle nulle de l'équation caractéristique de (25 ) . D'ailleurs sur 

l'exemple déjà mentionné (n° 11 ) de 1 équation 

(54) *(o= £m ^ - « ( ç + s - " H 0 0 ' ' * 

-C ( s +••><•>*-*, 
à laquelle se rattache l'exposé de M. Picard [19c , t. III, Chap. X I V ] 
et où l'inconnue x(t) est précisément un facteur tel que S ( / ) , on 
voit que la seconde intégrale ne contient pas de terme exponentiel. 
On a vu l'existence d'une solution x(t) donnée par les approxima
tions de M. Picard; pour avoir la représentation asymptotique de 
celte solution, on détermine le polynôme 

Xn(t) = h "r- - - H - - - - — 

de telle façon que l'expression 

y(t) = xH<i)-f * ' - a ( ^ - • - . ) ^ 1 . ( 0 ^ -

[erreur sur l'équation (54) relati\e à la solution approchée # „ ( / ) ] soit 

dominée par une expression de la forme ^ , K constante positive; 
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cette détermination de xn n'est possible que d'une façon. La 
règle (B') (n° 12) montre que la différence xx(t) — xn(t) est domi
née par la fonction déterminée par l'équation intégrale 

z(o = jS+T+jf e'-*-Z(*)d*+j gz(«)«fa. 

Le changement de variable Z = yn~\ permet de montrer que Ç(/) 

reste fini, et par suite que - ^ tend vers zéro, ce qu'il fallait établir. 

On étudie de même l'équation 

(69) x(t)= f e*-' ( ^ - + - . •) x(*)d* 

+ f (j£ + - . . ) x(*)d0L + h+h'c-' 

(où la représentation asymptotique ne fait d'ailleurs, comme on sait, 
pas intervenir la constante h), et les autres équations intégrales qui 
•se présentent dans le cas d'une équation différentielle du second 
ordre. 

JNous devons nous limiter à ces indications : le sujet a fait l'objet 
de nombreux travaux (voir [10] pour la bibliographie du sujet et 
voir aussi un Mémoire plus récent de M. Garnier où le cas de la 
variable complexe est étudié d'une façon approfondie [7]) . Quelques-
uns de ces travaux [12] utilisent la méthode de Dini; nous avons dit 
qu'elle revenait à l'étude d'un système d'équations intégrales linéaires ; 
ajoutons, avec M. Horn, que les séries de Dini sont précisément 
celles auxquelles conduit la méthode des approximations successives 
appliquée à ce système. 

16. Sur certains points singuliers d'une équation du premier ordre. 
— Nous dirons, en terminant, quelques mots sur les caractéristiques 
des équations du premier ordre 

(70) '•£ = ?(*, x) 

aboutissant en un point d'indétermination de la fonction <p et y 
admettant une tangente déterminée. Nous pouvons supposer ce point 
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placé à l'origine O et la caractéristique aboutissant en O du côté 
des / > o. Commençons par les équations de l'une des formes 

d r 

(70 777=-A0 !>+/(', *)L dt 
dx 
Tt (72) ^ = - A ( 0 [ - . * + / ( * , * ) ] , 

en faisant les hypothèses suivantes : / ( o , o) = o, et dans un domaine D 
avoisinantOdu côté des / > o, / ( / , x) admet des dérivées du premier 
ordre finies et continues ; f'x(o, o) = o, A (/) est une fonction positive 
décroissante et infiniment grande quand / est infiniment petit et 

positif; l'intégrale / A (y) da devient infinie quand / tend vers zéro. 

[Le cas où elle reste finie s'étudie aisément (voir n° 4) . ] 
Le changement de variable 

(73) ?=f A(au/a 

ramène le problème à l'étude faite précédemment (n° 14, i°) des 
solutions asymptotiques à zéro pour / ' = -f- oo des équations 

(74) %p = x + F(f,x), 

(75) •£, = —x + F(t, x\ 

ou 
F(/', x) =/(/, x), Fi=/;, F;. = _ jffc-

Les équations intégrales correspondant aux solutions cherchées 
de (rj i) et (72) se déduisent de celles que nous avons formées (63 ), (65) 
pour les équations (61)011(74) et (62) ou (75) par le changement de 
variable (73). et la même transformation s'applique aux approxima
tions successives. Dans le cas de (75) l'équation intégrale dépend 
d'un paramètre. 

On est ainsi ramené à chercher si la région avoisinant l'origine O 
dans certains onglets est intérieure à D. 

Une première règle (voir n° 14) utilise une fonction m(t) domi
n a n t / dans D, m(t) étant croissante pour/ positif et petit, et ra(o)=o; 
elle donne, dans le cas le plus compliqué, l'onglet | # | < P [ ™ ( * ) ] V (P 
et v nombres positifs convenablement choisis). La seconde règle fait 
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intervenir une intégrale approchéey(t) oùy(o) = o et l'expresion (3(/) 

dominant ^ J d z j + / ' [ / , j (/)] ; [ > ( o ) = o et £ ( / ) croît pour e 

positif et petit]; l'onglet est alors \x —.y(t)\ < P[(3(/)]v . 

On peut retrouver ainsi les approximations successives utilisées 
par M. Bendixson [ 1] pour l'étude des équations 

rlx N J . • 
( 7 6 ) t" -j~t = £• ( / , d?) = ^ 1 0 / - 1 - ^ 0 1 ^ ^ - . . , 

où /1 est un entier, ^ est une fonction holomorphe, le coefficient gm 

de x étant différent de zéro. Nous les modifierons un peu. Suppo
sons / i > 1 ;• prenons pour domaine D un angle — 3 / < # < 0 / , 

/ / > o, 0 étant positif et 6 >>* Il est ici très simple d'appliquer la 

seconde règle: en prenant y =— ^ t et (3(/-) = M*2 (M nombre 

positif convenablement choisi), on montre facilement (voir n° 11) 
qu'il est loisible de faire v == 1, l'onglet \x—y(t)\<Qt* auquel 
on est ainsi conduit est intérieur à D; et Ton établit simultané
ment l'existence de caractéristiques aboutissant en O intérieures à 
l'angle D au voisinage de O et leur contact avec la droite 

Ar\ot-~r- gm x = o ; 

d'une façon plus précise, on trouve une caractéristique lorsque' gor<Ço 

et une infinité lorsque £0i > o, 
Dans ce dernier cas, on peut imaginer qu'on ait pris comme pre

mière approximation une solution y(t) de l'équation différentielle et 
en utilisant les méthodes antérieurement données, montrer que 
l'écart j . , (t) —y(t) entre deux solutions de l'équation différentielle 
aboutissant en O est dominé par une expression de la forme ke h{t) 

où h(t) = ~ (k, y, m constantes positives); l'ordre du contact entre 

les deux caractéristiques correspondantes est donc infini [19, c, t. III 

Chap. X ] . 
Le cas /* = Ï s'étudie d'une façon analogue. 
M. Bendixson a démontré [1] qu'on pouvait toujours, par une mé

thode de réduction, ramener à l'étude d'équations de la forme (76), la 
recherche des caractéristiques aboutissant à l'origine avec une tan--

, , , -, . P(/, x) 
gente déterminée pour une équation (70) ou 9 est le quotient çf{j~r 

• - • ' . ' ' ) 
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de deux fonctions P, Q holomorphes en / et x s annulant pour 

/ = J" = o. 

On pourrait vraisemblablement obtenir le même résultat par une 
autre méthode que nous indiquerons brièvement. 

Un théorème de \ \ eierslrass permet d'écrire 

H étant une fonction holomorphe, I I (o , o) ^ o; P ( ( / , x), Q<(/ , x) 

sont des polynômes en x dont les coefficients ^ont fonctions holo

morphes de /. Soit alors il un onglet o < / < h, 9 i ( z ) < T # < C ? « ( 0 » 

9! et 92 étant des polynômes ou des séries entières en / \ N étant 

entier. Le changement de variable x= — — -f-£ — — lui fait 

correspondre dans le plan /, \, le rectangle R : o < / < / * , 
— 1 < ; < 1 ; P, et Q, deviennent des polynômes en £. Si pour 

<> <^ t < h 

l'équation Q , = : o n'admet aucune racine \ de module inférieur à 

l'unité, r
l et 9 sont fonctions holomorphes de £ dans le cercle de 

rayon un de centre i = o, et les coefficients de ces fonctions sont les 

quotients par une puissance convenable de /v de fonctions holo-
1 

morphes en /v (v = N ou un multiple de N suivant la nature analy
tique des racines x, de Q = o considérées comme fonctions de / ) . 
On voit ainsi que s'il existe des caractéristiques réelles de (70) 
aboutissant en O intérieures à il, il leur correspond des courbes 
intérieures au rectangle R, aboutissant à son côlé / = o, qui sont des 
caractéristiques d'une équation de la forme 

f% = L ( / , g ) , 
dt n> 

L étant holomorphe en \ et t1, si p < 1 on a une forme connue 
(n° 4) ; si p > 1, un nouveau changement de variable de la forme 

5 = Ço -+-*!, 
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où £0 est une constante, ramène leur étude à celle d'équations de 
forme analogue à celles de M. Bendixson. 

L'étude des divers cas possibles exigerait une discussion appro
fondie qui constitue la véritable difficulté de la question (voir [1 ] et 
les travaux de M. Dulac [6]). Nous nous contenterons de ces indica
tions très rapides, qui ont été données surtout parce que cette 
méthode de réduction s'étend évidemment à certaines fonc
tions 9( / , x) qui présentent jen O un point d'indétermination sans 
être le quotient de deux fonctions holomorphes. 
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