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DEFORMATION DES SURFACES 
ÉTUDIÉE 

DU POINT DE VUE INFINITESIMAI 

P a r M. Bertrand G A M B I E R , 
Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 

INTRODUCTION. 

La déformation des surfaces peut, suivant l'ordre naturel, et 
historique, être étudiée de deux points de vue diilerenls : du point 
de vue infinitésimal ou du point de rue fini. 

Le présent fascicule est consacré au premier point de vue; au 
Chapitre 1, je donne la définition et la classification des invariants et 
paramètres différentiels; au Chapitre IL je traite du problème : recon
naître si doux surfaces données sont isométriques ou applicables; le 
Chapitre 111 est consacré au problème fondamental : trouver toutes 
les surfaces applicables sur une surface donnée, ou, si l'on préfère, 
représentatives d'un ds2 donné. 

Le second point de vue constitue l'objet d'un second fascicule 
(étude des principaux couples ou familles classiques de surfaces 
applicables; transformation des surfaces applicables sur certaines 
surfaces remarquables, et. en particulier, sur les quadriques; défor
mation finie d'un morceau de surface pris dans son ensemble; 
impossibilité de la déformation d'une surface fermée convexe et déter
mination d'une telle surface par son ds2). 

D e nombreux emprunts ont été faits dans ce fascicule aux traités 
classiques de Darboux pour la France et de M. Bianchi pour l'Italie. 
J'ai essayé de montrer, pour chaque question, le principe élémentaire, 
dépourvu d'artifice, de la méthode de résolution et le lien avec les 
théories générales. 
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CHAPITRE I. 

CLASSIFICATION ET DÉTERMINATION DES INVARIANTS 

ET PARAMÈTRES DIFFERENTIELS. 

I. Invariants de Gauss, Beltrami et Minding. — Un invariant de 
(iauss [5] est une expression 

. . | „ àK àE dV à*E 1 
(,) H ' ' G ' ^ ' d c ' ^ ' - - - ' ^ ' ' - - j 
ne contenant que les coefficients E, F, G du ds2 

(•>. ) ds" _ I-: dtrn » •> Y du dv ~ G dv*-

et leurs dérivées jusqu'à un ordre fini, telle qu'après la substitution 

arbitraire 

(3) u / i u\ »•';. c = A'('M', v ) 

transformant le ds* en la nouvelle forme E' du- -f- 2V du' dv -h G'rfp'2, 
l'expression (1) soit idenli(piement égale à l'expression analogue 

L rM c/r du du* l 

construite de la même façon avec les coefficients du nouveau ds2m
y E, 

F, G étant formés avec les dérivées premières (~ y - ^ . . - . , — des 
r au dr dv 

coordonnées de toute surface représentative du J.s2, il semble naturel, 

du moins au premier abord, d'appeler ordre de l'invariant l'entier 

supérieur d'une unité à l'ordre maximum des dérivées de E, F, G dans 

l'invariant; or, l'invariant le plus simple, la courbure totale K, ne 

fait intervenir que les dérivées secondes de x , y , z et, par suite, doit 

être considéré comme d'ordre 2; il contient les dérivées d'ordre 2 

de E, F, G et l'on serait donc amené à lui donner l'ordre 3, mais on 
voit aussitôt que les déri\ées d'ordre 2 n'entrent que par le groupe 

d*F ^ ^ E 1 ^ G _ l d*jt d*x __ / d*A _ / d*x y ) 
duds> A àv* 2 du* ~ ( du* ôv* \dudv) y 

d'où les dérivées d'ordre 3 de x% j - , z s'éliminent. Nous prendrons 
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donc comme ordre précis Tordre maximum des dérivées de E , F , G ; 

pour les invariants autres que K, le résultat est légitimé par cette 

propriété importante qu on peut /es obtenir, à partir de K par les 
opérations A, et A2 qui vont être définies pour les invariants dé 
Beltrami. 

Les invariants de Beltrami [ 1 ] ne diffèrent de ceux de Gauss 

qu 'en un point : la fonction o dépend non seulement de E, F , G et 

leurs dérivées, mais encore de fonctions arbitraires U[=^l(u^ t>), 

U 2 = ij/2(«, v), . . . et de leurs dérivées partielles en u et e, la nou

velle fonction V\ n 'est autre que ^{[f(u\ v), g(u , <>')]. Les inva

riants de Beltrami sont souvent appelés paramètres différentiels ; 

l 'ordre d 'un invariant de Beltrami s 'obtient en prenant l 'ordre 

maximum des dérivées de E, F , G et de ^ , , <J>a, 

Les invariants de Minding [12] cont iennent , outre E, F , G et 

leurs dérivées, les dérivées successives de v considérée comme fonc

tion arbitraire de u\ l 'ordre est le plus grand des entiers suivants : 

ordre maximum des dérivées de E, F, G et ordre maximum des 

dérivées successives t>, e', . . . , e ( / / ). 

La théorie des transformations des formes quadrat iques différen

tielles a été é tendue par Christofiel [ 2 | à un nombre quelconque de 

variables supérieur à 2, donc4 à l 'élude des variétés à n dimensions 

plongées dans l'espace à n -f- 1 dimensions, définies in t r insèquement 

sans se préoccuper de leur relation topologique avec l 'espace qui les 

en toure ; j e ne peux entrer dans cette théorie qui se prolonge par le 

calcul tensoriel ; j e signale s implement que , pour /«>2 , on trouve 

invariants de Gauss du second ordre . Dans le cas de n == 2, 

espace ordinaire à 3 dimensions, il n 'y a que l ' invariant K pour 
l 'ordre 2, un seul invariant A, K pour l 'ordre 3 , puis à part i r 

de />^4> p — l invariants distincts d 'ordre p\ ainsi pour p = 4, on 
a A 2 K , A . A . k , A,(k. , A . k ) . 

Pour les invariants de Beltrami, on définit 

A, f_ gg-zn* 

1 à ! du de 5 1 à 
Al<? = H Tu. I H J "*" H èl> 

dv du 
H 
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où H représente y E G — F 2 , de sorte que A2cp n'est irrationnel qu'en 
apparence. 

Etant données deux fonctions <p, ty, il existe trois invariants du 
premier ordre A< cp, A, ^, puis A, (cp, <|»), 

r do dty /do dty do dty\ do dty 
, r v A / i v du du * du dv dv du] "du dv 
( 5 ) Ai(cp, v ) = - • 

On peut définir un invariant irrationnel, non distinct des précé
dents, par la formule 

(6) eV? f <|0 - A ï ( ? > ^ ) ^ A 1 ? A , ^ 

ou encore 

_ , , , i [dz, d'I d* db\ 
Il \CJM Ji- du dv ] 

Darboux emploie constamment la notation A au lieu de A, pour le 
paramètre du premier ordre; nous adopterons dorénavant cette nota
tion. Christofiel démontre anal\ liquemenl l'invariance deAcp et A2cp; 
il est instructif d'employer avec Darboux une méthode géométrique, 
qui se rattache à l'emploi du trièdre mobile. 

Si l'on prend pour nou\elles variables les fonctions 

u'= 9(«, v), v' = ty(u, v), 
on a 

(7) ds* = E'</<p* -f- iV'do dty -+- G'dty*, 

(8> ^= EG'-F'*' A + = Ë7G7=Fr*' *<?» ^ E ' G ' - F * ' 

comme on le voit en calculant directement A<p, A^, A(cp, <J/) s o u s l a 

forme ( 7 ) du d?52. On en déduit 

/ Û ^ E ' = — — ^ i — — G'= — — - ^ i — — A(<p, fr) 
W A?Ai}/ — A * ( ? , <J0' A y A t y - - A*(<p, 4 / ) ' A<pA^ — A*(«p, <J*)" 

Donc, tout invariant de Beltrami peut être obtenu au moyen 
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des symboles A,, A2 ; soit en effet 

(IO) • = *(*.F.G.£.....,.g,...) 

un tel invariant, les coefficients E, F , G sont exprimés comme le 

montrent les formules ( 9 ) , au moyen de lu, Iv, A (M, e); d 'autre 

part , quelle que soit la fonction X, on a 

( 1 1 ) ^ = Heu,, , , 
dv = 1I0(M, 1). 

On prendra donc comme variables u, e deux fonctions ^, \L entrant 

dans l ' invariant et s'il n 'entre qu 'une fonction o, on lui adjoindra un 

de ses invariants Ay ou A.,0 par exemple : la proposition est établie. 

D'ailleurs l 'invariant k (h; Gauss étant calculé, ce procédé montre 

(pie AK, AAk, AjK, . . . donneron t successivement tous les inva

riants de Gauss ; un calcul simple, basé sur la formule 

DD - D " 

montre que k s 'exprime uniquement au moyen de L, F , G et de-

leurs dérivées des deux premiers o rdres ; les notations D, D' , D" sont ' 

celles de Gauss et signifient les déterminants 

d*x dx de 
du* du dv 

D' = d ' x dx dx 
du dv du d>> 

D" 
d * x dx dx 
dv* du dv 

Je dois signaler que les géomètres italiens ont adopté une aut re 
notat ion, que j ' expl ique par le schéma 

D (italien) = 
D(Gauss) 

D"( italien) = 

D'(italien) = 

D"(Gauss) 

V/EG—F2 ' 

D'(Gauss) 

V / E G - F * ' 

Il y aurait lieu d'unifier les notat ions : j ' adop te ra i dans ce travail D , 

D ' , D" pour les déterminants de Gauss et à, à', à" pour les coefficients 
i taliens. 

Les invariants de Minding donnent pour chaque valeur de / i > 2 

un invariant, sauf n = 3 qui en donne deux. La courbure géode-; 
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sique p et ses dérivées successives ~ ? -j-|? • • •? par rapport à Tare s 

de la courbe indéterminée v(u), sont manifestement des invariants 

d'ordre 2, 3, 4? • • •> car on a 

' "^-râl1^*'*'-**") P 

1 <)E 

2 du 
' . , . ^ E _ , , /<>F i < K > \ , , _ , _ , du*•+- —dudv-+- l - z-)dv* Edu + F dv 
\ dv \dv 1 ou) 

fdF K ) E \ . , àG . . i < * G , _ „ , ~ . [ — ) du* -f- — du dv -\ —dv* F du-h G dv 
\du 1 dv J du 1 dv 

as au du du w 

Pour découvrir l'invariant complémentaire d'ordre 3, remarquons 
qu'il n'est pas obligé de contenir v" ni v" et que les courbes les plus 
simples définies individuellement et intrinsèquement sur les sur
faces représentatives du ds- sont celles où la courbure totale de la 
surface reste égale à une valeur numérique arbitraire : en chaque 
point de la surface passe une courbe y et une seule de cette famille 
simplement infinie; en chaque point d'une courbe C arbitraire 
tracée sur la surface, l'angle V de C et de la courbe y correspon
dante est l'invariant cherché d'ordre 3 : il contient v' et les 
dérivées d'ordre 3 de E, F, G. et cet exemple prouve bien que pour 
chaque invariant (de Gauss, ou Beltrami, ou Minding) il n'y a pas 
lieu de forcer d'une unité l'ordre maximum des dérivées de E, F, G. 
La dérivée vf peut donc s'exprimer au moyen de E, F, G, de leurs 
dérivées des trois premiers ordres et de \ ; v" au moyen de ces mêmes 

d\ 
quantités, des dérivées d'ordre 4 de E, F, G et de -7-; de même v",...; 

ce calcul permettrait donc d'exprimer n'importe quel invariant de 
d\ 

Minding au moyen de E, F , G, de leurs dérivées et de V, -y-? •••> 

mais on aurait ainsi pour l'invariant un ordre apparent trop élevé 
(4 pour p et non 2 ) . Il est a remarquer que, dans les applications,, 
seul l'élément géométrique p a été employé : Zorawski [22] a donné 
la classification des invariants de Gauss, Beltrami et Minding, mars 
il n'a pu obtenir ni l'expression de l'invariant complémentaire V 
d'ordre 3 de Minding ni son interprétation géométrique. 
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2. Symboles de Christoffel et quelques formules utile* ; 

[ V - ^ , + . . . + ^ + . . . + ,^4(. ,(1) + .... 

Dans ces formules/et cp sont des fonctions/(a, (3, ...), cp(a, (3, . . .), 
où a, (3, . . . sont des fonctions données de w et v. La théorie des 
formes covariantes et des dérivées covariantes conduit à signaler 
le paramètre différentiel du second ordre 

(o\ \ li sA,UA(U,AU)-AAU 
(2) A,2U = _ , 

qui, en réalité, est entier; Je numérateur contient AU en facteur; avec 
les dérivées secondes covariantes, on a 

(3) A„L = 5^(^1 L M - U I , ) , 

I IT d*U \u\dU \ii\dV 
I U U = = 1* "~| I 1^7 ( 2 ( * ' 
J f l tf*U \ii)dU \ la/cJU 

( 4 ) ( U i 8 = UKJ - ) l ' ] 

dudv j ï ( du j a ( dv ' 

<>*U \aa)c)U l a a i r t J F IT ^ U l a a M U \ 12} i 

On a introduit les notations de Christoffel 

IV*-
rdE „dF _dF „dE -dF „dE 
G —-+-F- aF — , . - F - p + a E ^ E -r-

du dv du \ i l ) du du dp 
2(EG —F*> \ i \ 2(EG—F*.) '9 

G ^ - F — E— -F — 
(5) { l 12 ( dv du [ 12 j ' du dv 

i 2(EG — F*)' J a j 2(EG— F») ' 

F £ + 2 G £ _ G £ E ^ ^ - . P ? 
122 / dv dv du \ 22 ) de cta <fo ITI-ï J 2(EG-F»> l 2 j 2(EG-F*) 

La forme Un rf«a+al]i2rf« rff-r-U22rfo
2 est un covariant de la 

file:///u/dU
file:///ii/dV


8 BERTRAND GAMRIER. 

forme ds2 = E du2 - j - 2 F du dv -+- G dv2 et ceci suffit pour établir 
l'invariance absolue de l'expression A 2 2 U; Darboux a signalé l'im
portance de cet invariant (qu'il appelle <rU) dans la théorie de la 
déformation. 

Si maintenant on considère une surface S rapportée à une famille 
de géodésiques et leurs trajectoires orthogonales, on a 

l ds* = da* -+- G2 rfp», Aa = 1, A2a = g — , 

( K = - è S ' A(a, A2a)=-K-(Afa)'. 

On remarquera le résultat curieux : quelle que soit la famille de 
courbes parallèles a = const . , on a 

(7 ) A(a, A 2 a)-f - (A 2 oi)«= —K. 

CIIAP1TKE IL 

RECONNAÎTRE SI DEUX SURFACES SONT ISOMÉTRIQUES. 

1. Isométrie. Applicabilité. — Le langage a établi une confusion 
entre les mots : surfaces applicables ou isométriques. C'est Voss [17] 
qui a signalé, pour la première fois, que ces mots ne sont pas syno
nymes. E.-E. Levi [10] a montré que deux portions de surfaces isomé
triques, de courbure totale nulle ou négative, sont applicables; 
tandis que si S et S, sont à courbure positive, S est isométrique à la 
fois à S, et à la surface S', symétrique de S, relativement à un point, 
et applicable sur S< ou S',, les deux cas s'excluanl. Désormais nous 
ne ferons aucune distinction entre les surfaces applicables ou les sur
faces simplement isométriques, sauf pour certains problèmes précis 
tels que la déformation des surfaces fermées convexes. Je reprends ce 
point au second fascicule. 

2 . Conditions d'applicabilité. — Reconnaître si deux surfaces S, 
S, d'élément linéaire respectif 

( 1 ) ds* = E du* + î F r f u ^ + G dv*, 
(2 ) ds2= Etduî+iFidUidVi-hGtdv2 
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sont applicables revient à chercher , si elle existe, une t ransformation 

(3) u=f(uuvi), v = ^(uuvx), 

changeant ident iquement ( i ) en (2 ) ; et à ce point de vue, il n 'est pas 

indispensable de connaître effectivement \ i n e surface représentative 

de (1) ou ( 2 ) . Nous avons à résoudre le système simultané de trois 

équations à deux inconnues 

K =E( — Y - 2F — — +G( — V, 
'l X.dui ] dux dut \dui ) 

] „ „ du du „ / du dv du dv \ „ dv dv 
( 4 ; ' F, = E - — h F - - \- — — -f- G-— -r—, 

\ du{ dvv \du{ dvx dvi du{ J du{ ov^ 

\ n o / duV ^àu àv n / àv\* 

Dérivons chaque équation (4) en ut ou v{ ; les six équations l inéaires, 
. . . . . d-u d- u d- u d*v d-v d-v 

non homogènes , ainsi obtenues en —-•> -—— ; - ; ; -7—55 -—r— ? -7-5 > D 7 duj dii\dvi 0v\ du\ dii\di\ dv\ 
donnen t pour ces six dérivées secondes un système de valeurs et un 

i * J . J 1 • • - du du 
seul, exprimées au moyen de u, v et des dérivées premières -—> y-> 

-—>-v-î pour obtenir les condit ions d ' intégrubil i lé, il suffit de dér iver 
dut dvt

 7 r ° 
chaque équation (4) une fois de plus, ce qui donne neuf équat ions 

l inéaires, non homogènes, entre les hui t dérivées-r-r-» •••> —T; u n 7 D du\ dv\i 

calcul facile montre qu 'on a exactement par l 'él imination de ces 

hui t dérivées une relation unique, ne contenant plus que u, v el 

leurs dérivées d 'ordre 1 et 2 ; ces dérivées d 'ordre 2 étant el les-mêmes 

remplacées par leurs valeurs déjà trouvées, on trouve ce fait remar

quable que les dérivées d'ordre 1 disparaissent; suivant la marche 
du calcul, cette dispari t ion peut se faire, soit immédiatement , soi t 

après avoir remarqué que ces dérivées n 'en t ren t que par le g roupe 

/ du dv du dv \*_ EjGt —Fjf 

; ) • • {dux dvt dvx duj EG — F* 

U reste donc une relation nécessaire que l'on met, en séparant l e s 
variables, sous la forme symétr ique 

(5) K(n fiO = K«(iiif * ,) , 

où K et K4 signifient les courbures totales respectives des deux ds2 (1) 
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«t ( a ) ; le résultat se vérifie aussitôt si ces ds2 sont pris sous les 
formes réduites 2F dudv e t2F , duKdvh,oi\ trouve alors au lieu de (5) 

i <J'2l°gF _ JL ^'logFt 
F du dv ~~ Fx dux dvx 

et l'objection qu'une telle réduction suppose les ds2 analytiques se 
lève comme pour les problèmes géométriques élémentaires relatifs à 
divers cas de figure rendant certains éléments géométriques tantôt 
réels tantôt imaginaires. Ce point établi, les équations (4) se com
plètent par (5 ) et par 

d^^L àKàv__àK}_ dJL du âK dv _ dW 
du dux dv dux dux

 f du dvx dv dvx dvx-

Le système (4), (6) comprend alors cinq équations linéaires aux 
du du dv dv , t , . 

quatre inconnues -7—> 3—» -7—> -7—» °-e sorte que doivent apparaître 
* dux dv\ dux dvx * r r 

d'autres conditions nécessaires. La méthode de Christoffel n'a pour 
but que de présenter élégamment les résultats des calculs; nous 
allons les retrouver très simplement en nous servant des paramètres 
introduits au précédent Chapitre. 

J'indique, pour mémoire, que dans le cas de formes quadratiques 
à n variables, c'est-à-dire de surfaces à n dimensions plongées dans 
l'espace à /i -f- 1 dimensions, en suivant une marche analogue on 

obtient — H ; - > équations entre les n- dérivées du pre

mier ordre; le premier nombre surpasse le second du nombre 
n(n — 1 ) ( / 1 — 2 ) ( / 1 - + - 3 ) 

ÎÏ ' 

qui n'est pas nul si n > 3 ; c'est donc un fait très remarquable que 
pour n = 2 les dérivées du premier ordre s'éliminent toutes les 
quatre, et ceci justifie l'importance de ce théorème sur la courbure 
totale, que les géomètres allemands appellent theorema egregiùm, 
en souvenir de l'illustre géomètre Gauss [6] qui l'a signalé le premier et 
jeté le fondement de cette belle théorie. En tout cas l'essentiel est de 
remarquer que le nombre d'arbitraires dans les formules de trans
formation de deux formes quadratiquet à n variables ne peut 

avoir que l'une des valeurs o, 1, . . . , ———li; la valeur maxi-
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mum -A-^ i est effectivement atteinte pour deux formes qua

dratiques à n variables ayant la même courbure riemannienne 

constante. 

En nous bornant à l'espace euclidien à trois dimensions, je rap
pelle que la relation A<p=/(cp) , quand elle a lieu, signifie que 
les courbes <p = const. sont parallèles. Ici nous avons les courbes 
définies intrinsèquement par k = const., que nous dirons courbes 
de courbure totale constante sur la surface; si deux surfaces sont 

isométriques, K et aussi tous ses invariants ont nécessairement la 
même valeur numérique aux points homologues, chacune de ces 
fonctions étant calculée séparément sur chaque ds2. Trois cas se 
séparent : À, où S ni S< ne sont applicables sur une surface de révo
lution; nous verrons que ce cas se partage lui-même en deux : A | 
et A 2 ; B, où S et S, sont applicables sur une même surface de révo
lution à courbure totale non constante, C où S et Sr ont la même 
courbure totale constante. 

3 . Hypothèse A, : K ( i / , v) et L = A K ( a , v) sant des fonctions 

indépendantes. — Nous prenons k et L pour variables nouvelles et 
l'on a alors [Chap. 1, formules (9 ) du paragraphe 1] , 

Jm AL.tfh»—*A(Kt L).dK.dL-hLdL* 
( l ) ds ~ LAL-A*(K, L) 

11 est donc nécessaire et suffisant que les quatre équations 

j K(w, ir) = Ki(«i, "1), *(K, AK) = A^K», A' K*), 
( l > \ AK(w, *) = A*Ki(alf "1), AAK=A»A*K\ 

entre u, v, M, , VX< admettent un système de solutions communes (0¾ 
plusieurs); il ne peut y avoir de solution dépendant d'un paramètre 
arbitraire, puisque les deux premières équations sont distinctes par 
hypothèse; dans le cas de compatibilité, il y a, en général, un nombre 
fini de solutions, donc un nombre fini de points de S, homologues 
d 'un même point de S. De simples calculs de difjérendation et 

élimination font reconnaître si les deux surfaces sont ou non 

applicables et donnent Vapplication quand elle existe. 

4. Hypothèse A a : Ak est fonction de k , mais non A2K. — II 
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est clair que A*k* doit être la même fonction de k ' que Ak de k . 
Les courbes de courbure totale constante sont parallèles sur S ou 
sur S4. Nous prenons k et M = A 2 k comme nouvelles variables 
indépendantes, d'où 

_ AM.rfK*— 2A(K, M).rfK.rfM-hAK.</M« 
( l > AK.AM — [A(K, M)]* 

Il est nécessaire et suffisant que les quatre équations 

K = K», AA2K = A * A 2 K i , 

^ ( A 2 K = A j K i , A ( K , A 2 K ) = A ' ( K « , A 2 K i ) 

se réduisent encore à deux; montrons que l'on peut négliger l'équation 

A(K, A2K) = A>(KS AJK»), 

en remarquant que les courbes k = const. sont parallèles; a étant 
l'arc des géodésiques trajectoires orthogonales ((3 = const.) compté 
à partir d'une courbe déterminée k , on a en effet 

(3) AK = ^ Y A * , ds*=dx*+C*dp*. 

Or nous avons vu (Chap. I, §2 , formule 7) la relation identique 

( 4 ) A ( a , A 2 a ) H - ( A 2 a ) ' ^ — K, 

ce qui prouve que l'équation A (a, A2a) = A1 (a1 , A» a ' ) est une 
conséquence des équations a = a , , k = K l , A2(a) = A 2 (a ' ) et le 
résultat analogue a lieu si l'on remplace a par la fonction k ( a ) , 
d'après les formules données'(§ 1, du premier Chapitre). L'appli
cabilité n'admet donc qu'un nombre limité de modes, exacte
ment comme au cas A, : de simples différentiations et éliminations 
permettent de vérifier la possibilité ou non, et de l'obtenir. 

On ne connaît d'ailleurs explicitement aucune surface de ce type; 
comme on a 

1 dC _, »1 d*C 
(5 ) A« = i , A 2 « = e - , K = - 5 — , 

la condition que p-3-7 soit fonction de a permet de réduire le ds2 à 

la forme 
J o (A — B ) 2 , . , _, 1 [A'" 3 A"2 1 
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où A est une fonction de a, et B une fonction, non réduite à une 
constante, de (3. 

5. Surfaces applicables sur une surface de révolution. — S est à 
courbure totale variable, donc S, aussi; Ak et A 2 k sont tous deux 
fonctions de k , donc A 'k 1 et A 2 k ' doivent être les mêmes fonc
tions respectives de k1 ; or la condition nécessaire et suffisante pour 
que les courbes <p = const., jointes à leurs trajectoires orthogonales 

déterminent un système isotherme, est que le quotient - ^ soit fonc

tion de cp; Sophus Lie [16] a montré que ces trajectoires orthogonales 

s'obtiennent par une quadrature de différentielle totale; nous écrivons 

ici, d'après Sophus Lie, 

\ | JL(K) = C J A«K , 

^ ) ,, "(K) \f-àK rdK\ . f^dK „dK\ . ) 

( ^ = 7ittîl(F^-E^)d"+(G^-F^)( ,T 

L'équation ^ = const. est celle des trajectoires orthogonales des 
courbes k = const., et l'on a 

AÙ = {jt*(K)AK, 

( D(", ") " v / E G - F t L V ^ / au dv + U \ d « / J ' 

de sorte que k et ^ sont bien des variables indépendantes, puisque k 
n'est pas une constante; avec les variables k et ^, on a 

_ dK* dty* _ dK* d<b* 
( 3 ) d$~- AK + Â 6 " AK + ^ ( K ' J A K ' 

et l'on voit aussitôt que les deux surfaces admettent oo1 applicabilités 
définies par les équations, obtenues après une quadrature, 

où \ est une constante numérique arbitraire; chaque surface est 
applicable sur une même surface de révolution 2 ; on sait, d'après 
Bour, obtenir, par des quadratures, oo1 surfaces de révolution 2, non 
égales, mais applicables toutes entre elles ou sur S et SK, les 
courbes#k = const. correspondent aux méridiens de 2, les courbes 
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orthogonales ^ = const., aux méridiens ; augmenter^ d'une constance 
revient à faire tourner 1 autour de son axe et revient à déformer S 
en elle même (déformation non réduite à une symétrie ou un dépla
cement si S n'est pas de révolution); changer de signe ^ revient 
encore à une auto-application de S sur elle-même, en laissant inva
riante sur S l'une des courbes correspondant à un méridien de 2. 

6. Surfaces à courbure totale constante. — On a ce résultat 
important : deux surfaces de même courbure totale constante sont 
applicables l'une sur l'autre de oo3 modes différents. On le montre 
géométriquement, en prenant sur la surface S de courbure totale 
constante k une première géodésique y; les courbes géodésiquement 
parallèles à y seront les courbes u = const., u étant l'arc de géodé
sique normale à y compté à partir de y] ces géodésiques normales 
à y sont les courbes v = const., et le paramètre v est l'arc de y compté 
sur y à partir d'un point fixe 0(u = v = o)] l'élément linéaire 

ds* = du*-+-G dv* 

donne, en calculant l'arc de y, l'identité G ( o , v) = ï , puis en calcu

lant la courbure géodésique des lignes u = const., ou — = ^Jr —v—> 
° ^ & Pu y/G àu 

la nouvelle identité ( - j — j = o ; o n doit ensuite intégrer la relation 

V̂G au 

Si Ton prend k = o, on a 

/ G = uo(v) -f- <|,(i»), - £ - = o(v), 

et les conditions initiales réduisent le ds2 à la forme du2-\- dv% : on a 
donc une surface développante. 

Si l'on suppose k ^ o et positif, k = ^ , on arrive par le même 

procédé à 

ds* = du* -f- cos2 (^ j dv*, 

élément linéaire d'une sphère de rayon R ; si k est négatif, k = — r—, 
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on a de même 

ds*=du*'hch*(£\dv*, 

élément bien connu de la pseudo-sphère, engendrée par une tractrice 
tournant autour de sa base. 

Or, dans les trois cas, la construction s'applique à un point O 
choisi arbitrairement sur S, puis à une géodésique arbitraire issue 
de O, ce qui fait bien trois paramètres arbitraires pour appliquer S 
sur la surface type, plan, sphère ou pseudo-sphère; de même pour la 
seconde surface, de sorte que Vapplicabilité de S sur S, dépend 
bien de trois paramètres. Si une surface admet un groupe transitif 
d'applications sur elle-même, elle est à courbure totale et le groupe 
a trois paramètres. Pour appliquer deux surfaces à courbure 
totale Vune sur Vautre, il faut intégrer l'équation des géode-
siques; si la courbure est nulle, cela conduit à trois quadratures; si 
la courbure n'est pas nulle, l'équation différentielle des géodésiques 
se ramène à une équation de Riccati. 

CHAPITRE III. 

ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DES SURFACES 

APPLICABLES SUR UNE SURFACE DONNÉE. 

1. Formes quadratiques fondamentales. — Le problème nouveau, 
beaucoup plus important et difficile que le précédent, est le suivant : 
trouver toutes les surfaces applicables sur une surface donnée, ou 
du moins, si Von ne connaît que le ds2, représentatives d'un ds2 

donné. 
La géométrie intrinsèque de la surface, indépendamment de ses 

relations avec le milieu extérieur, ne fait intervenir que la forme 
quadratique*^2, que nous appelons première forme fondamentale; 
le milieu extérieur introduit la seconde forme fondamentale : 

çp == — S de dx == Se d'2x. 

où x, y, z sont les coordonnées d'un point de la surface et c, c , c'ies 
cosinus directeurs de la normale aux points x,y, z, par rapport à.trois 
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axes rectangulaires fixes. On a 

Ddu*+i D'du dv -f- D"dv* == 

8 du* -f- 2 8'du dv -h h"dv* = S c d2# == — S de âfo? = <p. 

dx dx to 
T - J" * * 
cm <7P 

L'expression S de dx est le produi t scalaire des deux déplacements 

concomitants , (dx, dy, dz) effectué sur la surface, {de, de', de") 

effectué sur la sphère unité au cours de la représentat ion sphér ique 

de Gauss ; la forme cp représente donc une quanti té indépendante du 

choix des variables indépendantes [u, v), tandis que la forme 

D du*4- 2D'du dv H- D'dv* 

de Gauss en dépend; il y a donc nécessité, avec les géomètres italiens 

d 'é tudier la forme cp à l 'exclusion de celle de Gauss. Dans un chan

gement de variables, les deux formes quadratiques fondamen
tales se transforment en les nouvelles formes relatives aux nouvelles 
variables; elles définissent, à un déplacement près, la surface. 

2. Formules équivalentes pour le3 surfaces aux formules de Serret-
Frenet pour les courbes. — Puisque les droites de paramètres 

directeurs 
f dx dy dz\ f dx dy dz\ , 

forment un véritable t r ièdre , on peut écrire 

d*x _ dx rdx 
du* du dv 

d2z _ „ dz^ c—* 
du* ~~ du dv 

La signification vectorielle de ces égalités montre que les coef

ficients A, B, C s 'obtiennent en mult ipl iant par (c , c1, c") ou 

(ë> *£• m)' °" ("£• %•%)*• "i<""«»1- °» "M*"' ™s i 

w *-«. »-|ï|. H " 
Le même procédé donne finalement les formules suivantes, ana

logues, pour les surfaces, aux formules de Serret-Frenet pour 
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les courbes 

(3) 

d*x __ „ (n)dx ( 11 ) dx dly _ d* z 
du2 ~ ° C + ( 1 jSw"4") 2 ]dv~' dli* = * " ' 5 ^ 

^ ^ \ i ) T u ^ \ a | r ~ 

I 22 ) â? i 0,2 ) < 
du dv \ 1 j du \ 1 \dv du dv " * * ' du dv 

<^£ __ ^. ['22) dx \<>.i\dx d*y __ à* z 
dv* - ô CH~ 1 55 + 2 (5? ' ^ ' 5c* 

La surface S et la sphère sur laquelle on effectue la représentat ion 

sphérique ont leurs plans tangents homologues parallèles : on a, par 

un procédé semblable, 

/ <te _ F Q ; - G Q dx F8 — E8' dx <te ___ <W ___ 

j du ~~ E G - F* du "*" E G — F ' dv' du ' lût ' 
( ) ' d e Fo'— G8' dr F 8 ' — E 8 ' d r de' de" 

dv EG— F2 du EG— F2 dv dv "' dv 

Dans ces formules on permute x, y, z et c, c', c" sans toucher aux 

coefficients. Si donc on donne en fonction de u et v, les six fonc

tions E , F , G, 3, àf, à", et si, de plus , nous choisissons arbitraire

ment x0, y0, z0 pour u = uQ, v = v6, puis si nous déterminons un 

système ( g ) # , ( £ ) # , ( £ ^ , (<t^, ( ^ , ( g ^ , satisfaisant aux 

relations 

<»> *-»(£):• ' — ( s u s . - G-=S(£);-
nous en déduirons c0 , c'0, c'̂  et les formules ( 3 ) nous d o n n e 

ront (-TT) ' \d~T<) ' " • ' \5~^) » ̂ e s différentiations successives 

des formules ( 3 ) , en tenant compte de (4) ? nous donnent de proche 

en proche les dérivées d 'ordre quelconque de x, y, z pour u = u0l 

ç=z v0; les développements en série de Taylor de x, y, z ne peuvent 

donc contenir que les six paramètres arbitraires qui correspondent 

au déplacement le plus général de la surface [position de M0 donnée 

par.Toî./o? 5 0 ; or ientat ion du système plan formé par les tangentes 

en M0 aux courbes u = u0 et v = v0 fixée par les équations ( 5 ) ] . 

C'est la conclusion donnée au paragraphe précédent . 

La théorie des équations aux dérivées partielles nous fait écrire les 

condit ions d ' intégrabil i té 

d (d*x\_ d /:dyx \ d / d*x \ d /d*x\t 

* ' dv\du* / du\dudv)' dv\dudv)~ du\dv* ) \ 
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c, c', c" étant remplacées par ^ *K' z > • •• » et leurs dérivées étant 7 r r H D(w, e) 
données par (4). Les équations (6) doivent être répétées avec y, 

puis z et cela revient, dans (6) à égaler les termes en c, y » 77 aux 

deux membres, toujours d'après l'interprétation ^vectorielle. Il est 
clair que le nombre de conditions distinctes (6 au plus) ainsi obtenu 
est indépendant du choix des variables indépendantes ; si l'on suppose 
la surface rapportée à ses lignes de longueur nulle, on a E = G — o 
et au lieu de (3) et (4). 

dnx d logF dx 
du* du du 

(3') ' * » 
dudv 
d*x _ iJlogF dx -x,, 
dv* dv dv ' 

àc 1 ( tdx dx\ 
^Tu^-F^dZ^^dv')9 

de 1 / dx dx \ 

3 J = - F V * du^~* dvY 

On obtient trois conditions d'intégrabilité 

( #â{o%F - î!i' __ ^ 
\ du ~~ du dv — 1 <J2logF _ 88"— 8'* 

^7* j <HogF _ d8' d8w "F" dadp ^ — F* 
( dv dv du 

L'équation, en termes finis, du système (7) exprime le theorema 

egregium de Gauss, les deux membres étant égaux à • En reve

nant à un système curviligne quelconque, on obtient aisément les 
équations dites de Gauss-Codazzi [3] : 

m is-s^iTi'^i-i-.'ii'-i'.v-• 
Il suffit en effet d'écrire 

s[ci(^)] = s[c^(S)] s[ci(^)] = [cjï(d£)]' 
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Quant à celle qui concerne èSf—¥2 on trouve aisément, par un 
produit de déterminants, 

(9) DD'-D'* = 

d*F 1 d*E __ 
du dv 2 dv* 

1 àE 
2 du 

dF _ _ 2 M 

du 1 dv 

1 d*G 
2 du* dv 

1 dG 
2 du 

1 dG 
2 dv 

2 dv 

~ F 

1 dG 
2 du 

i dE 

a dv 

Ï dG. 

2 du 

Il est quelquefois utile d'introduire les quantités 

( * « • > 
v - 8 - D 
X~ H~ H*' A' = H " H*' A" = _- = . — 

et les équations (8) , (9) prennent la forme 

(ff) 

(9') 

(fc> <fr> ( 2 j f a ) ( ï 1 

Ê-SHTiH'.'IHï!*-
K = AAW—A'8 = 

»__5'i DDJ — D'* 

H* 1#* 

CONCLUSION. — Un système de solutions 3. 3', 3" des trois équa
tions (8), (9) détermine la surface à un déplacement près; 
chercher toutes les surfaces représentatives d'un ds2 donné 
revient à intégrer le système (8) et (9). Nous verrons plus loin 
comment la méthode du trièdre mobile intervient pour donner plus 
de souplesse. 

3. Troisième forme fondamentale. — On appelle ainsi la forme 
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quadratique S de2, carré de l'élément linéaire de la représentation 

sphérique. Il y a une relation linéaire entre les trois formes : 

(ï) d<j* + (±+±)sdcdx + Kds*=o (*) 

ou 

(2) (EG — F*) d**-+- (E&' + GS -- >JLFV ) S de dx •+• (fô" -- S*) ds*= o. 

On doit remarquer que le changement de signe de 3, 3', 3" revient 
à remplacer la surface S par sa symétrique relativement à un plan ou 
un point. La donnée des deux formes ds2 et der2 permet de calculer 
immédiatement une forme (EG — F2) de2 -f- (33"—d'2) ds2 (explici
tement connue, puisque 33"—3'2 ne dépend que de E, F, G) propor
tionnelle à ddu2-{- 2 3 du dv -f- 3V/e2; connaissant ainsi les rap
ports 3 : 3 ' : 3* et do"—3-, on en déduit 3, d', 3" au signe près; la 
donnée de la première et de la troisième forme détermine donc, à 
un déplacement ou une symétrie près, la surface S, pourvu, bien 
entendu, que les coefficients 3, 0', 3" ainsi calculés satisfassent aux 
équations de Gauss-Codazzi : cela entraîne trois équations entre E, 
F, G et les coefficients de la forme der2 ou edu2-\- if du dv + gdv2\ 
l'une de ces trois relations est indépendante de E, F, G et exprime 
purement et simplement que de2 a pour courbure totale l'unité. 

Weingarlen a montré que la donnée des deux formes S de dx 
et du2 détermine une surface S et une seule, sauf déplacement, 
pourvu que les coefficients 3, 3', 3" satisfassent aux deux équa
tions de Gauss-Codazzi de même forme que les équations ( 8 ) du 
paragraphe précédent formées avec le dv2 

e du* H- 2 / du dv -+- g dv*, 

de la représentation sphérique et que la forme de2 ait pour cour

bure totale l'unité. 

(') On remarquera qu'un changement de sens positif sur la normale (résultant 
par exemple de la permutation des noms u et v attribués aux lignes de coordonnées) 
change de signe c, c', c" mais aussi R et R' de sorte que la formule (2) reste, comme 
cela doit être, inaltérée. 
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Nous écrivons ces équations ainsi : 

(3) 

d& 

dv 

ou 

du 

dv 

12 -

[{vi'-r')>-i"Fr--

(4) eg-p = 

d*f __ i <^e 

<^ ^ 2 dv* 

ï de 

2 <?M 

àf__\_de 
du 2 de 

ï de \ dg 

2 dv 2 du 

If!!* dl. 
2 du* dv 

ï àg }_à£ 

ï du T. dv 

f 

f 

g 

ï de 

2 dv 

ï d£ 

2 É?M 
/ 

/ 

les symboles de Christoffel avec accent se rapportent à da2. Pour le 
démontrer, raisonnons sur la sphère 1 d'élément der2 comme pour la 
surface S; la première forme de 1 est da2, et la seconde est (—dv2) , 
car (x, y, z) coordonnées du point courant de 1, et (c, cr ,c") cosinus 
directeurs de la normale à 1 coïncident, (c, c', c") étant d'ailleurs les 
mêmes que pour S. J'applique donc les formules (3) du paragraphe 
précédent, d'où 

(5) 

d*c 

dû* 
d*c 

du dv 

d*c 

dï*-=-*C-*-' 

de 

du 

de 

du 

de 

du 

i l )'dcf 

2 \ dv' 

x \ 12)' de \ 12)'de 

[22)'de (22) ' 22 )' de 

2 \ dv 

D'autre part on a le droit d'écrire, en raison du parallélisme des 
plans tangents à S et 2, 

(6) 

dx 

du 

dx 

dv 

de de 
: m T h n • , 

du dv 
,dc ,dc 

m 3 1- n T"> 
du dv 

dy de' 

du du 

dy _ ,dc' 

dv ~ du 

de' 

"dv' 

de' 

"Tv* 

dz 

du 

dz 

dv 

On calcule m, n en multipliant les équations de la première ligne 
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de de' de'1 • . de de' de" 
par j - , —, — et ajoutant, puis par -r-> -r-* -y- et ajoutant; de même 
pour m', n' et la seconde ligne. On a ainsi 

i
dx _ / 8 ' — g 8 de / o - g o ' de dy _ (te __ 

^p e8 — / 2 ^w e£" —/'- àv% du ~~ ' ' ' ' &* * 

^ _ / ° " — g * ' àc frj'—eh" de dy _ ds _ 
du eg —f* du eg —f* dv1 dv ' dv 

Ces équations (7) ont la même forme que les équations (4) du para
graphe précédent, sauf échange de x, y, z avec c, c, c" et de E, 
F , G avec e, f, g. Or les deux équations de Gauss-Codazzi (8) du 
paragraphe précédent peuvent, entre autres procédés de calcul, être 
déduites des équations (4) déjà citées, que je recopie : 

de nM dx ^ dx de' _ de" 
du dv du ~ ' ' " ' du 

1 
(8)' 

dv ~~ "' du ~^ ^ dv1 dv •""••"•» dv 
Oc -..dx ^,dx de' de" 

= M'-r- -HJN — j — 

puis écrivant 
(dc\ jà_(àc\__ 
\du)~~ du\dv)~% 

c'est-à-dire 
y \ / » « TVT/X ^*"X y*d*X ~m,d*X 

d_(dc 
dv\du 

du \ dv du ) dv \ dv du J ~~ ' 

~ , d*x d*x d*x . . , , , , 

Un remplace — ; 5 -r—- > -yj P a r l e s expressions obtenues précédem

ment, et Ton annule séparément les coefficients de — et — (le terme 
1 du dv K 

en c a disparu automatiquement). 
Ici nous pouvous recommencer le même calcul : nous écririons, en 

partant de (6) ou (7), 
, à*c d*c ,à*e 

(9) < m - n ) ^ - h / l ^ 5 - i , ,
s r i 

de/ 
du\ 

dm dm'\ de / dn dn'\ 
dv Ou J dv \dv du ) ~~ 

d*c dv* d*c 
Nous remplaçons ensuite — > , » > -7-5 par teurs expressions (5) 

et nous annulons les coefficients de -r- et -r- (celui de c disparaît auto-
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matiquement). Mais alors c'est exactement le même calcul que pré
cédemment, sauf que E, F, G ont été remplacés par e, f, g. Les for
mules de Weingarten se trouvent ainsi établies; cela posé, la 
forme dv2 définit intrinsèquement^ sphère 1 : par une équation de 
Riccati, on détermine c(u, v), c {u, v), c"(u, v) et les formules (7) 
donnent ensuite x,y, z par des quadratures de différentielle totale; les 
paramètres entrant enjeu sont, d'une part la substitution orthogonale 
à coefficients constants sur c, c', c"', d'autre part les constantes addi-
tives entrant dans x, y, z ; on a donc une surface S et une seule sauf 
déplacement. 

4. Équation de Monge-Ampère de la déformation. — Le problème 
fondamental est le suivant : E du2-i-2F du dv-\-G dv2 étant, dans 
un certain champ de variation pour (M, V), une forme quadratique 
différentielle définie, positive, trouver 3 fonctions inconnues x(u, v), 
y(u, v), z(u, v) telles que l'on ait identiquement 

(1) dx* -h dy* -+- dz* == E du* +• 2 F du dv -+- G dv*, 

Darboux écrit 

(2) dx*^dy*=Edu*+2Fdudv + Gdv*--(-^du+-^dv) , 

puis exprime que'la courbure totale du second membre est nulle; p, 
, , . " dz dz d*z d*z d* z „ , , 

q, r, s, t désignant-^ , ^ ^ , ^ > ^ > on ^annulera la quan-
tité DD"—D'2 calculée par la formule (9) du paragraphe 2, en y 
remplaçant E, F, G par E — p 2 , F — p q , G — q2. On a ainsi une 
équation de Monge-Ampère : 

(3) 4(EG - F2) L 2 - rt •+• pr \2H^-gr\ a a ! 

9JdE dG dF dG /dG\ 2 l 
+ {E~P*\TvTv-*TuTv+(lhL)\ 

___ VdE àG_dE dG__2dE ^F__2dG dF ,àFM'l 
^ ' * ydu dv dv du dv dv du du * du. dv J 

oxrdG dE dF dE / d E \ 2 l 
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Réciproquement, soit z une solution de cette équation ( 3 ) telle que 
la forme quadratrique (2 ) déjà envisagée 

(2') (E — p*) du*-+- 2(F — pq) du dv -+- (G — q*) dv* 

soit définie positive, ce qui se traduit par 

(4) A s < i . 

La forme (2') se décompose en un produit de deux facteurs, ima
ginaires conjugués, a. du -\-$ dv, a0du -\-fiodv; une quadrature de 
différentielle totale donne un facteur intégrant "k du premier, X0 du 
second, et l'on a deux fonctions réelles x(u, v), y(u, v) telles que 

x -f- iy = I X(a du -h (3 dv)} x — iy• = I X0(a0<^w -+- $Qdv. 

La variation des constantes qui interviennent dans ces quadratures 
revient à une substitution 

(x, y; a -h a?cosw dzysini*), b -+- x sinw qp^ cosio); 

où a, b, w sont constants, ce qui revient à un simple déplacement 
accompagné ou non d'une symétrie, infligé à S. Donc, à toute solu
tion réelle de l'équation ( 3 ) , satisfaisant de plus à l'inégalité (4) 
correspond une surface S et une seule {sauf déplacement ou 
symétrie), ayant le ds2 proposé. Remarquons cette circonstance qui 
reviendra souvent : au lieu de déterminer la surface z(x, y), nous 
avons en réalité déterminé la surface auxiliaire z(u, v) qui s'introduit 
naturellement par la représentation paramétrique x (u, v), y(u, v), 
z(u, v) de S. 

L'expression (EG — F 2 ) ( i — As) est le discriminant de (2'); si l'on 

remplace E — p2 par ( j ^ ) + ( j ~ ) ' F — pq, G — q2 par les expres

sions semblables, on a 

(5) ,1 — As = c"2, c"= e \Ji— As, 3 = ± i . 

Se servant des formules (3) du paragraphe 2, on a, avec les dérivéos 
covariantes de z, 

(6) *u = e8 y/i — A S , ,S12 = e8' \J\ — As, * „ = e8" y/i — As. 

Les coefficients 3, 3', 3* de la seconde forme quadratique fondamen-

file://-/-fiodv
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taie se trouvent ainsi connus au signe près. L'équation de Monge-
Ampère (3) peut alors être écrite sous la forme équivalente 

f*\ z\\Zn—S2
2 

(7) EG-F* = = K ( 1 " - ^ ) -

Cette équation de Monge-Ampère admet des solutions étran
gères à notre problème, à savoir celtes de Véquation As — ï = o 
dont dépend la recherche des géodésiques; (2') est alors carré par
fait, et a donc a fortiori sa courbure nulle. Bien que ces solutions 
soient à rejeter, il est essentiel de remarquer que pour tout ds2 dont 
on sait trouver toutes les surf aces représentatives, on saura néces
sairement intégrer Véquation des géodésiques. Si l'on prend main
tenant les solutions de (3) pour lesquelles A3 surpasse 1, l'expres
sion (2') est réductible à la forme dx2 — dy2, de sorte que l'on obtient 
une surface imaginaire x, ir\, z, où x, Y), Z sont réelles : il faut bien 
se garder de négliger ces solutions, caria théorie des systèmes cycliques 
exige précisément de savoir trouver la décomposition du ds2 en une 
expression d£2-+-do2—&X1 au lieu de d"^1 -+- der -\- dÇ2 et une pre
mière surface réelle connue jointe à une surface imaginaire de cette 
espèce donne des systèmes cycliques réels; ces surfaces imaginaires 
se retrouvent aussi dans la méthode donnée par Weingarten pour 
transformer l'équation de Monge-Ampère, méthode étudiée plus loin. 

o. Déformation d'une surface connaissant la transformée d'une 
courbe de cette surface. — Nous pouvons démontrer deux proposi
tions fondamentales : 

A. On peut, de deux façons et deux seulement, déformer une 
surface S de sorte qu'une courbe C de S prenne une forme T 
donnée a priori, pourvu que T ne doive pas être asymptotique de 
la surface 1 déformée. 

B. Il est impossible de déformer d'une façon continue une sur
face S, en maintenant rigide une courbe C de cette surface, sauf 
si C est une asymptotique {régulière) de S. 

Étudions la première proposition; soient R le rayon de courbure 
de T au point M, p le rayon de courbure géodésique correspondant 

D 

de C sur la surface S; l'équation sin0 = - fournit l'angle 9 compté, 
P 
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dans le plan normal de T en M, depuis la normale principale de T 

jusqu'à la normale en M à la surface inconnue 1 (ce plan est orienté 
suivant les règles classiques adoptées pour le trièdre de Serret-Frenet); 
on doit donc se borner, au point de vue réel, à un arc de C tel que 
l'on ait toujours p > R sans égalité : les deux déterminations obtenues 
pour 9 (que nous laissons compris entre o et 7i) sont donc réelles, 
distinctes et celle qui donne un angle aigu (ou obtus) ne se confond 
jamais avec l'autre; nous adoptons l'une. Nous rapportons la surface 
cherchée D à un système orthogonal tel que la courbe v = o soit la 
courbe T et que u soit l'arc de T compté à partir d'un point fixe de T; 
la tangente MT à T en M, la normale principale MT, , la binormale MB, 
ont, par rapport à un système d'axes fixes les cosinus directeurs res
pectifs (a , a', <x"), ((3, (3', (3") et (y, y', y"). Les coordonnées (x,y,z) 

du point courant M de T sont des fonctions x(u), y{u), z(u) de u 

et sur 1 les coordonnées x(u, v), y(u, v), z(u, v) se réduisent à 
x(u), y(u), z(u) pour v = o. Nous pouvons donc écrire, pour v = o, 
le système d'équations T : 

« = — , - a ' = ^ , « ' = — r 

du du du 

R" du*' R ~ d S ' R " dû*7 

= Pcos8-+- y sin8, c'= p'cosO -+- Y'sinô. c" = fTcos8 H-y"sin0, 
( T ) < E ( u , o ) a i , 

(^L= P 5 i n 9 - ï c o s 9 ' (^tL=g's ia9-^os9-

Or il s'agit d'intégrer l'équation ( ï ) , 

( 0 * , ! * „ — * ï a = K ( E G - F * ) ( i —A,*); 

où l'inconnue est z(u, v)] cette équation est linéaire en-r - j , > 

d*z y d*z d*z f à*z\* . , , 
d̂ 2 e t ~diï lv~* "" Vd^Td /̂ ; S1 n 0 U S r e g a r d o n s ui »> z comme les coor
données d'un point en axes rectilignes, nous avons à déterminer la 
surface auxiliaire z = z(u, v) signalée au paragraphe précédent; elle 
doit passer par la courbe connue d'équations 

(2) v = o, z = z(u) 
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et être tangente en chaque point [u, o, z(u)] de cette courbe au plan 

de coefficients directeurs (p, q, — i ) , où p, q désignent j - z(u, v), 

foz(ui f)î calculés par les relations 

p= a", q = (V/G ),=<> (?" sine — T" cos 6), 

R(") ( 3 ) l • A R ( " ) A - / * * 

sin8 = ; ' j cos6 = £ | / i - ; 
V P2 

£ étant égal à -f-1 ou — ï suivant que l'angle B adopté est aigu ou 
obtus : c'est l'énoncé du problème classique de Cauchy. Ce problème 
admet une solution et une seule si l'on peut calculer les valeurs 

de j - 2 , > — le long de la courbe ( 2 ) : or le tableau T donne, 

pour v = o, les valeurs de -7-̂  > -r~ > -~A • On a de plus 1 7 du* du* du1 r 

«> (£iL- £[(£)«] = iW-ir**-*-*>!• 
Enfin l'équation (1) elle-même doit servir à calculer ( - T 4 ) ; le 

coefficient de -5-3 est ( a , , ) t e 0 ; nous allons le calculer en nous rappelant 

qu'en vertu des formules ( 3 ) du paragraphe 2 , on a 

(5) 2 i i = ^ 

et que la formule de Meusnier 

cos8 __ 8 du*-+- 2 %du dv -t- 0"dp* 
* ' R " E r f a ^ a F ^ ^ + o ^ 

donne, pour v = o, 

/ \ cosô ^ , x _ c o s O „A / 1 1 
<7) -£- = «, (^)-.= ^ - ^ - = ^ ^ / - - - . 

r . , , r . A I , CCQ*Û c'c09*6 

Le même calcul, fait avec x ou y, eut donne —^— ou —^—; 

comme c, d, c ne peuvent être nuls tous les trois, nous ne restrei

gnons pas la généralité en supposant c"-^é. o. Si donc 

cos 6 
"R" 

n'est pas nul, on <x bien une solution z(u, v) et une seule. Il est 
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bon d'ailleurs de calculer explicitement ( j 4 ) * O n a> d'après le 

tableau T et les formules de Serret, 

„ cos 6 
Zix = c " R - 1 

(8) / 
- = a[^<r.«-/-)...l-i(f)„/-(roë)„J 

.(^W(5_-), 
d*z ï dG „ ï àG/Q„ . a „ ÛN s 2 S = —; H- - - j - a" — -^(P^smô —v"cos6) . 
de 2 2 dw o i/G dp v r * ' 2v/G 

L'équation (ï) devient donc, le long de r ( ^ = o, E = i , F = o), 

-0'Mi-î)"]-
Cette forme permet maintenant d'analyser ce qui se passe si 

R ( H ) = = P ( M ) , d'où -r^- = o; la proposition B du début de ce para

graphe se trouvera élucidée par là même. Si la torsion -=, de la 

courbe T n'est pas égale à ±: y/—K, l'équation (9) donne pour-7-^ 

une valeur infinie; il ne faut pas en conclure que le problème soit 

impossible, mais simplement que, si la surface déformée 2 existe, 

T est sur elle une ligne singulière : nous verrons en effet, au deuxième 

mémoire, que T est une arête de rebroussement, asymptotique singu

lière de 2 et que S n'est recouverte par 2 que sur la région de con

vexité géodésique de C si =-2 -f- K est positif le long de T, sur la région 

de concavité géodésique de C si ^ + K est négatif. Si au contraire «; 

est égal à ± y/— K, -rj n'est plus déterminée, et la déformation 

dépend d'une fonction arbitraire d'une variable comme nous le mon
trerons directement; cela tient à ce que T, jointe à l'ensemble de ses 
plans oscillateurs, donne cette fois une caractéristique de l'équation 
Monge-Ampère étudiée : on sait en effet que les caractéristiques d'une 
équation du second ordre ®(u, v, z, p, q, r, s, t) = o sont données 
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par la relation 

/ N à<P , „ d<ï> . , d4> , . 
(10) -— dv* r du dv -h -r- du* = 0. 

dr ds dt 

Ici, cela donne 

(11) z2idv*-+-2Z12dudv -+- Zndu*=zc"(S"dv*-¥- 2 0'du dv -f- 8 du*) = 0. 

La courbe T est une asymptotique régulière de toute surface 2 

obtenue, et 2 représente une portion de S chevauchant sur la 

courbe C. 

Si l'on prend l'équation des asymptotiques sous la forme 

(12) su du* -+- ïZizdu dv -4- Zf>dv* = o 

ou encore 

(i3) (zu du-+- zi2dv)*+K(i — klz)R*dv* = o, 

on voit bien que, pourR = p, K-f- — ^ o , en un pointdeT on SLZt t = 0 , 

la valeur de z{2 étant finie, de sorte que l'équation se réduit à dv2= o 

et l'asymptotique T est singulière ; dans le cas R = p, K -f- ^ = o, 

Zi\ est nulle pour chaque point de T, zi2 est finie non nulle, de sorte 

que l'équation (12) donne 

(i4) (zz^du-h z2zdv)dv = o 

avec Z22 finie : on a deux directions asymptotiques distinctes. 

6. Déformation autour d'une asymptotique. Asymptotiques vir

tuelles. — Il est naturel de déterminer non seulement les asymptotiques 

actuelles, mais encore les asymptotiques virtuelles, c'est-à-dire les 

courbes susceptibles de devenir asymptotiques au cours de la défor

mation. Darboux a indiqué le moyen de former leur équation. Si l'on 

suppose que les lignes (u, v) sont asymptotiques actuelles, on 

a 3 = 3 " = o, K = T7K7 = r^~—~^T de sorte que les équations de Gauss-

Codazzi donnent 

MhMORTAL DES Sft. MATH. — N° 26. 2 
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Réciproquement , si ces équations ( ï ) sont vérifiées, on voit que 

8 = 8 ' = o , 8 ' = ± \J— K(EG — F2) 

est une solution des équations de Gauss-Codazzi et que sur la surface 

correspondante les lignes (u, v) sont asymptotiques actuelles. 

Si maintenant nous supposons la surface S rapportée à un réseau 

curviligne (u, v) quelconque, puis à ses asymptotiques ( a , (3) avec 

(2) ds* = E du*-»- 9.F du dv -+- G */P2 = Et rfa2 +-iF, d*d$+- Gx d$*, 

on aura, d 'après la théorie générale, 

d2u [ il ) du du ( 12 ) /du dv du dv\ J 22 ) dp dv 
d ï d p ^ f 1 i da dp + j 1 ( V d i d p ^ d p d ^ / ' 4 " ! 1 \d~OLdp 

(3) 

\ 12 ( du \ 121 du 

d2P (11) du du (12) /du dp du dv\ l 22 1 dp dp 
da~dp "*" j 2 | da dp ^ / 2 i V di dp + dp dâ/ "*" ( 2 \ TOL dp 

= (12) dp W'M ^ . 
j 1 iida ( 9 (ide 

Dans ces formules, qui ne supposent encore r ien sur a et (3, les 

symboles de Christoffel avec indice se rappor ten t à la forme 

Et da -J- 2 F t <r/a r/p 4- G, d$*, 

les formules (1) appliquées aux asymptotiques (appelées cette fois a 

et (3) deviennent 

M 12) _ 1 /d logK du dlogK dp\ 
1 j 2 Çi~ -J \ du da dp da/ 

) l 12/ _ 1 /d]ogK da diogK dp \ 
( ( 1 Si 4 V du d? "*" dP d 3 / 

Subst i tuant dans ( 3 ) , on aura 

d2?* H 1 1 / r dlogK"] du du 
dôdp "*" [ j 1 j ~*~ 2 du J dâ d? 

[ I 12 ) 1 d logK | /du dv du dv\ \ 22 )dv dv __ 
| 1 ( + 4 dp J \da dp~*~dp d a / + ( 1 \ 5^ 5p — °y 

W * d2P \ l l l u ^ ^ H 1 2 ' 1 dlogKI /du dp du dv\ 
da~dp "^ j 2 I Se df* -*" L | 2 ( + 4 du J V dy. d[i "*" dp dï / 

[) 
22 ) 1 dlogK 1 dp dp __ 
2 i ^ â dP J dS dp "-0, 

file:///d~OLdp
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Ce sont les équations de Darboux; elles appartiennent au type hyper
bolique, avec caractéristiques réelles et distinctes, pour tout champ 
où la courbure totale reste négative. Elles nous permettent de 
démontrer deux résultats importants. Voici le premier : 

A. Etant donné une surface S à courbures opposées et deux 
courbes C et T se croisant sur la surface en O sans y être tan
gentes, il existe deux déformées et deux seulement, S, et S'1} 

symétriques l'une de Vaulre, telles que C et T soient devenues 
asymptotiques & S , et S ' r 

Au second fascicule, nous verrons l'application importante de ce 
résultat aux surfaces à courbure totale négative : deux surfaces dé 
cette espèce sont en effet applicables dès qu'elles sont isométriques! 
Voici maintenant la seconde proposition : 

B. On peut déformer la surface S autour d'une ligne asymp
totique maintenue rigide et les configurations obtenues dépendent 
d'une fonction arbitraire d'une variable. 

Soient la surface S et une asymptotique actuelle C; choisissons un 
point O de C et, à partir de O, traçons sur S une courbe T arbitraire^ 
non tangente à C en O ; pour chaque tracé de Y il existe une déformée 
et une seule S, de S pour laquelle C et Y deviennent des asympto
tiques C, et Y{ de Si, Ci ayant sa torsion de même signe que C, 
Or G et C, doivent être égales, car en chaque point de C< la courT 

bure de C, est égale à la courbure géodésique de C, donc à la cour
bure de C et la torsion est égale à s y/— K, E ayant le même signe que 
pour C; C et Gt sont donc égales. Il faut bien noter que cette pro
priété de déformation continue ne s'étend pas aux asymptotiques 
singulières déjà signalées (ligne d'arrêt ou arête de rebroussement). 
Ainsi une surface développable est complètement définie par l'arête 
de rebroussement enveloppe des génératrices. 

La conclusion précise qui se dégage de ce paragraphe et du précé*-
dent est la suivante : 

Si S est une surface connue et C une courbe de S, la donnée d'une 
courbe Y correspondant à C après déformation éventuelle (on donne 
sur C et T deux points homologues, les sens correspondants de circu
lation) détermine deux surfaces S| et S't, réelles si le rayon R de 
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courbure de Y est inférieur au rayon de courbure géodésique p de C 
ou (Y). La construction indiquée pour l'angle 0 fixe la développable 
circonscrite à S, le long de Y, et de même celle circonscrite à S',. 

Dans le cas particulier ôù C est géodésique sur S (et par suite 
sur Si et S',), la courbe Y peut être choisie arbitrairement, les sur
faces S, et S, sont réelles, car p = 00 (écartons le cas où Y serait rec-
tiligne). La valeur de 0 est alors o ou 1:, de sorte que les deux sur
faces S| et S', se raccordent le long de Y, mais elles sont distinctes; 
on le reconnaît aisément en supposant d'abord Y plane, auquel 
cas S, étant donnée, "la symétrique de S, relativement au plan de Y 
donne S', ; il suffit ensuite de déformer Y d'une façon continue pour 
voir que S4 et S'j restent distinctes. S< et S\ ne peuvent se confondre 
que si la géodésique C partage S en deux régions isométriques, C 
étant invariante dans lisométrie. La présence d'une telle géodésique 
doit être considérée comme une circonstance exceptionnelle. 

Dans ces deux cas que nous venons d'indiquer (C non géodésique 
ou géodésique), S» et S', sont isométriques, non nécessairement 
applicables. 

Si maintenant R = p, mais T ^ z h ! / - — ? r est asymptotique 

singulière, arête de rebroussement; en réalité les deux nappes de S M 

que je peux appeler S1 et S', sont les équivalents des deux surfaces Si 

et S'j rencontrées dans l'hypothèse précédente (R<<p) : S, et S', 

continuent à être isométriques entre elles et donnent l'homologue 

d'une seule_] région limitée sur S par C, et cela d'après le signe 

de T^-j-yr' Si donc C était géodésique sur S et T rectiligne, on 

pourrait se donner arbitrairement la disposition des plans tangents 

à 2 le long de Y, ce qui revient à se donner T, et si T2-f- TT yé. o, on 

a encore une arête de rebroussement. 

Enfin si R = p, T2-f- ^ = o, on a le cas d'une déformation con
tinue possible autour de Y restant invariante (si C est géodésique, il 
y a donc possibilité de la transformer en droite, avec une distribution 
convenable des plans tangents). 

Donc, quand on considère le cas général, R ^ p , un arc de Y 
où R<Cp donne une surface S, représentant une région de S à 
cheval sur C et les extrémités d'un arc de T où R devient égal à p 
indiquent que Ton rencontre une arête de rebroussement de S, : ce 
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sera précisément le but de mon deuxième mémoire de montrer la 
nécessité pour certaines surfaces, les surfaces convexes fermées, de 
ne pouvoir être déformées qu'en partie. 

7. Étude de l'équation de Monge-Ampère. — Si la Géométrie a 
permis de former l'équation de Monge-Ampère de la déformation, 
l'étude de cette équation et de la détermination des cas, très restreints, 
où elle peut être intégrée par la méthode de Darboux, relève unique
ment de la Théorie des équations aux dérivées partielles. On connaît 
le beau Traité de M. Goursat [8] sur ces sujets et les recherches de 
MM. Gau [4] et Gosse [7] ; M. Gau a étudié spécialement l'équation 
de Monge-Ampère de l.i déformation, dans un Mémoire couronné 
{Annales de l'Ecole Normale, 3e série, t. 4-2, 1920, p. 89-141)» 
mais ses résultats, malgré leur importance, avaient besoin d'être mis 
au point et complétés; M. Gosse a pu achever la discussion et a bieti 
voulu rédiger lui-même l'exposé qui suit, du moins pour sa partie 
analytique, que j 'ai complétée par les explications géométriques. 

Au point de vue théorique, il est indifférent d'adopter tel système de 
coordonnées curvilignes plutôt que tel autre. Il est donc commode 
de rapporter la surface à une famille de géodésiques Y = const. et à 
leurs trajectoires orthogonales X = const.; la détermination des 
surfaces d'élément linéaire 

( 1) ds* = dX* -±-Y*(X,\)dY* 

dépend de l'intégration de l'équation 

( . , .T-».+ . ( p r £ - ? * ) + ! » 2 * + r £ ( . - , . > 

où Z désigne l'une des coordonnées rectangulaires d'un point de la 

surface, et P, Q, R, S, T les dérivées ^ , ^ , . . . ; le lecteur se rappel

lera que X et \ ne sont pas des coordonnées rectangulaires, mais des 

paramètres curvilignes. La transformation d'Ampère 

1 X = </, Y = x, Z = z — qy, P = - 7 > Q = P> 

| R - — , S = - , T = — — , R T - S 2 - - -
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donne à (E) la forme linéaire 

(E') r -H (w i+ nu)s n- niim^t -f- A(#, y, p, q) = o; 

i
— 2 p dV 

m\-h W> = ~ r - , 
\{q,x) dq 

f p dY dT 
* 1 dx dq 

Ces équations (E) oa (E') ne peuvent admettre de solutions 
explicites dépendant d'au moins une fonction arbitraire que si 
elles admettent au moins une involution. 

M. Gosse montre que (E') n'admet d'involution que b il existe un 
changement de variables T 

(T) X = / ( u , v) Y = g(u,v) 

qui ramène l'élément linéaire donné à l'une des deux formes 

( I ) ds*= du*+ i[u -+- c(v)] dv*, 

( I I ) ds*=du*-+-[u*a(v)-±-'iub(v)-hc(v)]dv\ 

qui conviennent aux surfaces réglées. 

CONCLUSION. — Le problème de la déformation ne peut admettre 
de solution explicite, dépendant d'au moins une fonction arbi
traire, que pour les surfaces applicables sur une surface réglée (*). 

Pour la forme (I), l'équation (E) admet, quelle que soit la fonc
tion c(v), les involutions 

(4) P = ± i , R = o. 

L'équation (E') admet alors, outre l'intégrale intermédiaire 

(5) p s ^ ^ s ^ 2 ( y + C)(^i__ ^ = 0 ? 

les involutions y = ±i; elle prend la forme 

(6) s b(£^>l+ ̂ (5) = ° 
' ' " •" 111.1.11. Il 

(1) C'est M. Gau qui a signalé le premier ce résultat important; mais en conti
nuant l'application de sa méthode, M. Gau n'a retrou\é que le premier des cinq cas 
d'intégrabilité complète que je signale d'après M. Gosse; ces cinq cas sont donnés 
explicitement aux tomes 3 et 4 de Darboux; M. Gosse a montré que ce sont les 
seuls. 
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et l'ensemble de ces résultats amène naturellement à la transformation 
de Backlund 

(7) !'=*'• ' = y=5 ? p=p*-*y, 

' {p'x'-^r q'y')i = p*+ i(q H- c)(y*—i) 

qui donne l'équation de Weingarten 

(E), (E'), (E") sont susceptibles d'une solution explicite dépen
dant de deux fonctions arbitraires dans les seuls cas suivants : 

i° c = const. ; 

(E) admet un invariant d'ordre ï et 2 pour chaque système de carac
téristiques; elle s'intègre donc complètement; en remplaçant u 
par u = const. on peut supposer c = o et l'élément linéaire obtenu 
du2 -f-111 dv2 définit l'une ou l'autre nappe de la développée de la 
surface minima générale; on obtient donc, par les formules classiques 
de Weierstrass, les surfaces représentatives du ds2 en jeu, et cela par 
des formules dégagées de tout signe de quadrature, contenant deux 
fonctions arbitraires d'une variable 

2» C ^ ^ + Î K , ^ , 

où K et K, sont des constantes quelconques; (E) admet un invariant 
d'ordre 2 et 3 pour chaque système de caractéristiques, elle s'intègre 
complètement. 

Pour K, = o, on a les surfaces applicables sur le paraboloïde de 
révolution x2-\-y2= ipz ou x2-\-y2= ipiz,onp est une constante 
réelle; ces deux paraboloïdes conduisent tous deux à des surfaces 
réelles. Pour obtenir les formules explicites qui définissent la surface S 
applicable sur un tel paraboloïde, traçons sur la sphère unité une 
courbe B arbitraire (c, c, c"), puis une autre courbe B4 arbitraire 
(c, , c\, c]) de sorte que c, c, c" d'une part, c,, c\, c] de l'autre spnt 
des fonctions respectives des paramètres a et (3 liées par les relations 

(8) c*-+-c'^c"*=i, c\^-c'2->-c?=i. 
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La surface S est définie par les quadra tures (s = ± ï) : 

i 
x = 

2 , 

1 Çc'dc' - c' de"- l-l f c\ de\ - c'{dc\ -+- ^ (c' c'1 - c"c\ ), 

( 9 ) } y = l-2 Ce de"- c"dc — ^ f c, dc\ - e\ dct -+- ^ (c"c, — cc'i )/ 

= — / c' de — c de' / c\ dct — Ci dc\ -f (cc\ — c'C\)m 

Elle est applicable sur le paraboloïde de paramètre 2 r ; si T est réel , 

on doit p rendre les courbes B et B, imaginaires conjuguées; si T est 

imaginaire pure , les courbes B et B, sont quelconques vis-à-vis l 'une 

de l 'autre et réelles; il est impossible, comme l'a montré M. Cartan, 

de faire disparaître les signes de quadra ture . Pour T réel , la sur

face £ = - | - i est applicable sur le paraboloïde P : x2-\-y2=4?z de 

sorte qu 'à un point réel de S corresponde un point réel de P ; mais 

pour s = — ï, à un point réel de S correspond un point imaginaire 

de P ( /-cos0, rs inf l , — où /• et 0 sont imaginaires pures ) et réc ipro

quemen t à un point de P réel correspond un point imaginaire de S ; 

en passant, remarquons que cela nous donne un bel exemple des 

solutions signalées aux numéros précédents , pour lesquelles As > ï; 

cet exemple est fourni par la nappe imaginaire de P correspondant à 

la nappe réelle de S ( E = — ï ) . Le cas d e r imaginaire pure n 'exige 

que l ' introduct ion des fonctions de variable réelle, tandis que celui 

de T réel exige l ' in troduct ion des fonctions de variable complexe : 

aussi les surfaces correspondantes offrent des caractères bien diffé

rents . On peut , pour T imaginaire pure , p rendre pour r, c, c" des 

fonctions réelles ayant une dérivée première cont inue, mais dépourvues 

de dérivée seconde : on réalise ainsi des surfaces réelles, ayant u n 

plan tangent en chaque point , mais pour lesquels les éléments du 

second ordre cessent de pouvoir être définis ou du moins ne pos

sèdent qu 'une partie des propriétés auxquelles nous sommes habitués ; 

ici, il y aurait en chaque point , tangentiel lement à chaque direction 

principale, une infinité de lignes de courbure , formant ce que 

M. Montel [14J appelle un estuaire. 

La forme ^ + 2 K , e K l ' , où K, n'est pas nul , peut être rédui te à la 

forme plus simple 

(io) —v\Jk — ike~^k 
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et donne toutes les surfaces applicables sur le paraboloïde 

( u ) (y-+-iz)y=— kx 

qui touche le plan de l'infini en un point non situé sur le cercle dé 
l'infini et admet un plan directeur isotrope. Weingarten a montré 
que le ds2 peut être réduit à la forme élégante (du type de Liouville, 
comme pour toute quadrique) 

où n est un entier; le remplacement de n par son complément 

relatif à ï est sans effet; n = o ou ï redonne le premier cas; on sup

posera donc n positif. (E) admet un invariant d'ordre n et un autre 

d'ordre n-\-1 ; pour n = 2, on a les surfaces applicables sur le para

boloïde à plan directeur isotrope et à axe isotrope 

(i3) x(y-Y-iz) = k(y — iz) 

dont le ds2 peut être ramené à la forme 

(14) ds*= k1{u — v){udu*— vdv*). 

Pour n > 2, on obtient des surfaces applicables sur la surface imagi

naire de degré 3 à plan directeur isotrope 

2-4-/1 — n* . . . . 
(i5) y — iz = ix(y+iz)-i - (y-+-iz)*. 

Cette formule ( i 5 ) est valable d'ailleurs même pour n = 1 et n = 2 + 
Les formes remarquables trouvées ici aux cas i°, 20 , 3° vont être 
retrouvées au numéro suivant, à propos de la méthode de Weingarten, 

4« Si c= kv2, où À- n'est pas de la forme n^l~n> avec n entier, 

la solution de (E") peut être représentée par une intégrale définie 

dépendant de deux fonctions arbitraires. 

Dans tous les autres cas relatifs à la forme ( I ) , il n'y a jamais 

d'autre involution que 

P = s R = o, ( e = ± i ) . -
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La première donne les surfaces réglées à plan directeur isotrope 
signalées par Darboux, Théorie des Surfaces, t. IV, p. 333 : la 
fonction V de v étant choisie arbitrairement, les coordonnées para
métriques de ces surfaces sont 

-dv 

(16) 

( x= II— j ^dv, y-hiz = 2 / - ^ , 

I y — iz = V u -h / c V dv — / —=p dv. 

L'hypothèse V = v donne justement l'échantillon ( i5) . La seconde 
involution R = o, bien qu'analytiquement distincte de la précédente, 
redonne les mêmes surfaces, car elle conduit à prendre la coor
donnée^ , par exemple, égale à 

07) y=Zl^fï=*+2!v**, 

où V est une fonction arbitraire de v, il faudrait ensuite calculera 
et z par l'identité 

(18) du*^ >i(u-,-c)dv*—dy*==dx*-r-dz*, 

mais il est parfaitement inutile de faire le calcul si Ton voit que les 
formules (i6) donnent précisément pour y la forme (17); on retrouve 
les fonctions x, z définies par (16) (' ). 

Pour la forme (11) l'équation (E) admet pour chaque système 
Vinvolution R = o qui fournit les surfaces réglées que fournit la 
méthode de Darboux pour les surfaces réglées générales. 

En tout cas, pour la forme (II) , que l'élément convienne ou non 
à une quadrique, l'intégration explicite de (E) est impossible; 
les seuls cas ou l'on puisse obtenir l'intégration explicite sont 
donc fournis par la forme ( ï ) , pour les formes très particulières 
indiquées pour c(v) et il est très remarquable que ces cas eussent 

(1) Les surfaces réglées à génératrices isotropes conduisent à l'élément linéaire 

U2du dv 
ds* = 

{u-vy 

où U est fonction de u seul; les surfaces réglées correspondant à cet élément 
s'obtiennent en suivant la marche indiquée par Darboux; toutes ces surfaces sont 
imaginaires sauf si U est une constante, auquel cas on a la sphère. 
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été obtenus géométriquement par Weingarten, Darboux, Baroni et 
M. Goursat. 

8. Méthode du trièdre mobile. — Une méthode que le géomètre 
italien Codazzi a imaginée et que Darboux a appliquée systémati
quement consiste à relier l'étude de la surface S au mouvement d'un 
trièdre mobile; en un point M de S, l'axe des z sera la normale à S 
et les axes Mx, M j sont rectangulaires, situés dans le plan tangent, 
déterminés par l'angle m compté depuis Mx jusqu'à la tangente à la 
courbe v = const. Les translations élémentaires de M, les rotations 
élémentaires du trièdre mobile T relativement à trois axes fixes rec
tangulaires 0 \ ^ Z sont appelées; du + ltdv, ndu-hdv, ï^du-^-^dv 
et p du + p, dv, q du-\-q, dv, r du + i\ dv, on a ici Ç = Ç, = o et les 
formules classiques du mouvement à deux paramètres donnent 

dp dpt d\ df, 

( I ) J*ï _ *il = rpx-pru $ - ^ = ri - £,,, 
v ' 1 ùv du ^ r n dp du s * ' 

f àr drv Y t 

\dv"~7u =P<*X — (IP^ p^—-nPi-^-KQi — qki = o. 

Appelons ds l'arc élémentaire pour un déplacement sur la surface S, 
o) l'angle que fait la tangente à cette courbe avec l'axe Mx; on a 

( a ) ds cos M = £ du -h (ji dv, ds sin to = Y) du -h rtl dv ; 

(3) ds9= (^du-^ldv)*-h(Ttdu +-rndv)*. 

Si la surface S se déforme en entraînant avec elle le trièdre T, 
les translations t, r\, £i, 'ni demeurent invariables et aussi r et rA. 
Déformer la surface revient donc à déterminer les inconnues p, q, 
ph, qi au moyen des données E, 'iA, YJ, r\K ; ces inconnues sont données 
par les équations ( ï) , dont on défalque les deux équations donnant 
explicitement r et r{ en fonction de £, £<, YJ, YÎI. Quand l'élément 
linéaire est donné, les relations 

(4) £2 + V = E , ÊSn-™i = F, S? + Vï=G 

déterminent \, £1, YJ, t\\ autant que ces fonctions peuvent l'être; on 
peut choisir arbitrairement l'angle m et c'est ce lien, arbitraire, du 
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t r ièdre T avec la surface S qui donne de la souplesse à la méthode e t 

permet t ra l 'obtent ion des beaux résultats de W e i n g a r t e n . On aura 

alors, en appelant a l 'angle des courbes v = const. et u = const . , les 

expressions explicites de \, Y), >,, / j , : 

(4') , _ V__ ( / i - m = a). 
' 1= yG cosn, 7j,= y/Gsinu 

Voici quelques résultats utiles pour la suite. : par un point fixe O 

de l 'espace, menons le tr ièdre T , parallèle à T ; T , a mêmes rotations 

que ( T ) ; le point m à la distance ï sur l'axe Oz de ce tr ièdre T | 

donne la représentat ion sphér ique de Gauss ; der é tant l 'arc é lémen

taire décri t par m, 0 l 'angle compté depuis Mx jusqu 'à la tangente à. 

cet arc, on a 

( d(j cos 0 = q du-\~ q\dv, dv si n 0 = — ( p du — pi dv ), 

( d^=(pdu-^pldv)*-\-(qdu-^qldv)*. 

L'équat ion aux rayons de courbure pr incipaux est 

(6) (pqi — 7/>i)p2-+-(?*)! — 7iYj — ?/>i-+- S i / > ) p - H f r i - *i£, = o, 

et, en tenant compte d 'une des équations ( ï ) , on retrouve l 'expression 

de la courbure totale K de S, en fonction un iquement de l 'é lément 

l inéaire 
dr di\ 

(~\ K - l _^_ZJhL 
v " p p fri—*& 

O r la méthode classique du mouvement à deux paramètres condui t : 

i° au calcul de p, 9 , />4, qK par les 4 équations déjà citées : 20 à une 

équat ion de Riccati pour calculer les cosinus ( a , b, c) de O X par 

rappor t à Mxyz, puis ceux (a', b', c') de O Y et (a", b", c") de O Z . 

Cette méthode ainsi conduite est, au fond, équivalente au calcul 

de à, à', 0" proposé au paragraphe 2 : en effet, différentions, 

y , àx „ , ,, dy „ „ ,„ dz 
du du du 

( 8 V / 
> . d r y , ., dy „ ,, , dz 
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on obtient 

( 9 ) 

Scd-j- = 8 du -+- 8' dv = !• S c da •+• TJ S c db 

— — \(q du 4- q^dv) -+- Yj(/? du -H pidv), 

dx 
Serf— = S'^u -H o"aV = £ ,Sc rfa -b T ^ S C a*6 

OV 

— — %\(q du -\-qidv)-+-'ril(p du -+-pidv), 
p u i s 

(10) /77) — ? £ = 8, />1*, — ?lS=A>T|l— 0 5 l = =8' f />|1jl— ? l £ l = *"» 

ce qui prouve bien que la connaissance de p, p{, q, qK entraîne celle 
de d, ô', o", et réciproquement. 

Or Weingartena montré qu'il est préférable de calculer (a, a , a") 
et non (a, b, c) : le calcul de p, q, / ? n qK, a, a , a se fera d'un seul 
coup et sera réduit à l'intégration d'une équation de Monge-Ampère; 
trois quadratures donnent ensuite, comme plus haut, les coordonnées 
de M, mais l'équation de Riccati a disparu. Je vais exposer cette 
méthode ainsi envisagée comme une simple modification de la 
méthode du trièdre mobile. 

Il importe de donner quelques mots d'historique : 

Weingarlen a, dans deux Notes des Comptes rendus de l'Académie de& 
Sciences (Paris, t. 112, 1891, p. 607 et 706), donné, sans explication aucune, 
un premier résultat que M. Goursat a pu, aussitôt, expliquer aux Annales de 
Toulouse, t. 5, 1891, et Darboux a reproduit l'essentiel de cet exposé de 
M. Goursat au Chapitre XIII de la Théorie des Surfaces. Puis Weingarten, 
dans un Mémoire couronné par l'Académie de Paris en 1894, a exposé la 
méthode que je vais analyser, toujours sans explication, et de telle sorte que 
Ton peut se demander si la méthode <* singulière » de 1891 (c'est le qualifi
catif donné par Darboux) est distincte de celle de 189i ou non (en réalité 
le résultat de 1891 est une conséquence de celui exposé postérieurement 
en 1891); ce Mémoire a été imprimé aux Mémoires des Savants étrangers, 
et en 1896 les Acla mathematica [19] le reproduisent avec un complé
ment assez bref faisant entrevoir le lien des résultats de 1891 avec ceu\ de 
189^. Darboux, au Chapitre XIV de la Théorie des Surfaces, t. 4, donne une 
explication géométrique du Mémoire couronné; je n'ai eu qu'à compléter par 
quelques remarques l'exposé de Darboux pour mettre en évidence la suite 
naturelle et en quelque sorte obligatoire qui fait reconstituer au chercheur les 
stades de la méthode de Weingarten. Un dernier progrès restait à faire : 
montrer quel lien relie l'équation de Monge-Ampère donnée plus haut et celle, 
également du type de Monge-Ampère, trouvée par Weingarten et c'est encore 
à M. Goursat que nous (levons l'explication définitive; dans une Note des 
Comptes rendus, 1925, puis au Bulletin de la Société mathématique de 
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France 1927, [9], M. Goursat donne la transformation de Bàcklund qui fait 
passer de l'une des équations à l'autre. J'ai tenu à faire la synthèse de ces 
résultats de Weingarten, Darboux et M. Goursat; le renversement de l'ordre 
historique s'impose; d'autre part je m'efforce de convaincre le lecteur qu'ici, 
comme dans toute question mise soigneusement au point, il ne reste plus trace 
de mystère ni d'* artifice. 

9. Méthode de Weingarten. — Les cosinus {a, af, a") ne font 
intervenir qu'une tangente liée intrinsèquement à la surface; le point 
(a, a', a") décrit une sphère 1 et donne une représentation sphé

rique nouvelle de S; la sphère 2 est une surface connue, que nous 
savons rapporter de bien des façons à un système curviligne (ur, v'), 

dont le choix reste arbitraire pourvu toutefois que (a, a , a") soient 
exprimés explicitement en (u', v); ce sera, par exemple, 

, . u'-h v' . vr—u' ,. uV I 
(1) a= —,> a=i —7J a = — 

ou tout autre système. Le calcul de ( a , a', a") en fonction de (u, v) 

revient donc à calculer (u, vf) en (w, v) ou, ce qui est équivalent, 
(u, v) en fonction de (u, v'). Nous avons à calculer/?, q, pi,q\, a, v 

en fonction de u, vf ; cela nous fait deux inconnues supplémentaires, 
mais l'équation de Riccati disparaît, grâce aux formules explicites 

telles que (1). Soit donc l'élément linéaire connu 

( 2 ) ds*= e du'* -f- 2 / du' dv' -f- g dv'* 

de la sphère 2 dans le système u, vf; j'écris 

( 3 ) da* -H da'1 -J- da"* = e du'1 -f- 2/du'dv'-+- g dv'*, 

ce qui donne trois équations entre u, v' et p, q, p\, qK,u,v : une 

des quatre équations primitivement obtenues entre/?, q,pt, Ci, u, v 

doit donc disparaître comme conséquence des trois autres et des trois 
équations découlant de ( 3 ) . Or écrivons les équations classiques de 

cinématique 
f da = b(r du -h i\dv)—c(q du -t- q\dv), 

(4) < da' = b'(r du -+- r{dv) — c\q du -t- q\dv)% 

[ da"= b"(r du -h rtdv) — c"{q du -+- q\dv)\ 

d'où, au lieu de ( 3 ) , 

( 5 ) e rfu'2 H- 2 / du' dv' 4- g dv* 

-[{r%^r>d^ 
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A0 étant le paramètre différentiel du premier ordre relatif à 
C élément linéaire de la sphère 2 , écrire que le premier membre 
de (5) est carré parfait donne 

(6) r*\u -r- 2 r r i k ( u , P)-f- r2kv = ï 

et, cette équation vérifiée, l'extraction de la racine carrée donne 

, . du dv du dv ,. 
du' vdu' dv' 'dv' 

où Q et Q | sont faciles à calculer en fonction explicite de e, f, g, 
du dv du dv . , . /z?\ t / \ » ï 

/', /'i, -r—i» T-7» -r-<> -i-#; ces <ro«5 équations (o) et (n) sont les trois ' ' d u df/ dv dv n \ / w / 
équations complémentaires annoncées. Il reste maintenant à indiquer 
quelle est l'équation que nous pouvons supprimer du système 

00 

dp 
dv 

àp\ 
'9i, x ; 

dr 
d~v du 

àq ()q\ _ 

dv du rpx—pru P^W 

P9i—<7Pi> 

Le point (a, af, a") décrit la sphère 1; le trièdre T, d'axes parallèles 
à ceux de T, qui a son origine en m, a des translations élémentaires 
*', ç',, r/, n\, Ç\ £', égales, d'après les formules (4), respectivement 
à o, o, /', #-|, — q , — q \ et des rotations égales à celles de T; ce 
trièdre joue, vis-à-vis de 1, le même rôle que T vis-à-vis de S, sauf 
qu'il faut permuter circulairement le nom des arêtes, car la normale 
à S s'appelle Mz et celle de 1, mxx\ appliquons donc la formule (7) 
du numéro précédent à la courbure totale de 2 qui est égale à 1 ; on 
voit que l'on a automatiquement 

dp 

dv 
<)P\ 
du VÇ'i — ï V i = — r<!\ •+- ?''•• 

On supprimera donc la première équation (8) ; on conserve les 
trois autres et on leur adjoint (6) et (7). L'élimination de p et p< 
peut d'ailleurs se faire entre les trois équations (8) restantes; on a 

( 9 ) 

dj 
dv 
dr 
dv 

5 ? i — ? Ê i 

àq\ 
du 

dr<\ 
du 

— r 
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Les équations (7) donnent, d'ailleurs explicitement, q et qK ; on 
remarquera que leur différentiation donne 

dQ dQt __ /dq <foi \ / âu âv è™ _ ^ \ 
( I 0 ' oV du' ~~\dv duj\du'ôv' dv'du'/' 

et que l'équation (9) devient une équation ne contenant plus que u, v 
et leurs dérivées des deux premiers ordres en u' et v! (on se rappelle 
que l'élément donné de S a permis de calculer r et r, explicitement 
en u et v) ; toute la difficulté est donc d'intégrer le système des deux 
équations (6) et (9) aux deux inconnues //, v et c'est là qu'intervient 
l'interprétation géométrique de nos opérations analytiques dans le 
but de donner à (6) une forme propice à la résolution en v, par 
exemple. En tout cas, une fois w, v calculés, rappelons que a, a', a" 
seront connus explicitement en uf et v' (ou en u et v); les for
mules (4) où nous remplaçons c, c', c" par a1 b"— b'a", a'b — b"a, 
abf— ba! deviennent 

br ^q{a'b"—b'a"), d£ = brx — q^a'b"— b'a"). 

(,i) [VJL = b'r-q(a'fb-bna), ^ = b' n — q,(a"b-b"a), 

^=b'r-q(ab' - ba'), ^ = b"r,- q, (ab' - ba1). 

Ces deux systèmes, où l'on regarde b, b', b" comme les inconnues, 
sont linéaires, évidemment compatibles, de déterminant respectif 

r(r*-^q*) et / ^ ( r î - ^ î ) ; 

l'un d'eux, puisque r et /•, ne peuvent être nuls ensemble, donne b, 
bf, b"; on a ensuite les coordonnées (X, Y, Z) de M dans le sys
tème OXYZ par les formules 

X = / a (£ du H- S-! dv) -h b (ri du -h r^ dv), 

(12) 1 Y = fa'(ldu-Jr\ldv)-hb'(t\du + 'rixdv), 

Z = \a*{\ du -H £1 dv) -+- è"(7j du -h rj, dv). 

L'équation (6) ne contient que les dérivées premières de u et v\ 
l'équation (9) contient les dérivées secondes. Supposons que Ton ait 
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pris sur la surface S une famille quelconque de courbes u = const.; 
associons-leur une famille de courbes v = const., puis essayons de 
changer cette dernière famille de façon à simplifier (6); on remplace 
donc M, v par u, v° avec 

( i 3 ) p o = ? ( u , v). 

On aura donc, avec les nouvelles rotations /,0 et r j , 

(i4) r*du-*- rf </p°= rdu -+- rtdv^ 

du * dv 

, a. àr dry /dr© dr»t\àv* .. Y 

Puisque /* et rh sont connus, / ( w , *>) est une fonction connue 
de u et v; nous calculerons ^° par la quadrature 

(17) *°= f f(u,v)dv-+-$(u), 

où vt est une constante numérique arbitraire et ty(u) une fonction 
arbitraire de u ; on aura donc 

dr® àr<) . 

( , 8> dZ—àH=l-

On peut maintenant calculer un angle a par la quadrature de 
différentielle totale 

dx da A 

(-9) 5= + ^ = ^ ^ + r î = °-

Or, conservant les courbes u et vQ, substituons au trièdre T du 
début un autre trièdre obtenu en faisant tourner T de l'angle â 
autour de M* : le nouveau trièdre a pour rotations élémentaires 

d% H dy. 
ro+ __ et r'/-*- — > 

du dv » 

si donc nous supprimons les indices, avec le nouveau trièdre et les 

nouvelles courbes de coordonnées, on voit que, par de simples 

quadratures et en conservant la famille arbitraire de courbes 

u = const., on a réalisé les égalités 

(20) r=v, r x = o . 
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L'équat ion ( 6 ) prend la forme simple 

^ t il n 'y a plus qu 'à remplacer v par cette valeur dans ( 9 ) ; ce sera 

l 'équat ion définitive fournissant u en u' et vf et toutes les autres 

inconnues se calculent de proche en p roche . On doit calculer les 

invariants de u relatifs à iélément linéaire de la sphère 1, défini 
par l 'équation 

( 22 ) ds'* = e du* H- if du' dv -h g dv'*. 

Comme on a aussi 

0>3) ds"> = v" du*-h (q du -h qxdv)*, 

on pour ra , grâce aux proprié tés d ' invariance, calculer ces paramètres 

avec les variables u et v; en tenant compte des formules 

/ , da , . da 
( 9 '4 ) dTi =br — cq = bv — cq, — = br,— cqx=- — cqu ^ 

on trouve que la résolution en b, b\ b" de (11) donne 

(25) 6 = c>A(a, ft)i b'=vA(a', u), b" = vA(a", u). 

On a, en opérant sur ( 2 3 ) , 

\ Au = - , AAu = , / 5 
\ v1 v*q{ 

<2f>) J ^ il 

/ A(Au, u) = n~-> A2u = — ^ - - i — ^ - - , A 2oU=-~—• 
I P 5^! P^t P ^ j P*£, 

Ces formules tiennent lieu des résolutions indiquées plus haut . 

I^a dernière équation ( 8 ) , écrite en > remplaçant —, —> -2- par 

les valeurs déduites de (26 ) , est l 'équat ion résolvante de W e i n 

garten 

<E') (27) YhA22u + J A2u - I - ^ ± | i ^ 2 A(u, Au) = o, 

où i> est remplacée par - = : • Si nous employons le système des 

coordonnées 
/ ov x-h y t i(y — a?) n xy — 1 
<28) a= — , a'=-^ , a"~ -± , 

1 -h xy 1 H a ^ ^r/ H - 1 



DÉFORMATION DES SURFACES ÉTUDIÉE DU POINT DE VUE INFINITÉSIMAL. fy] 

„ ~ « « l ~ ~ „ o * i i, » , du du d*u d*u d* u appelons p, q, r, s, t les dérivées -r-, —, 1 —, ——, —-, et pour 1 Â 2 7 dx dy dxy dx dy Oj * r 

abréger 
z x iPY iqx 

1 -t- xy i-t-xy 

on a alors 

r Au = (i-h xy)*pq, M u = (1 ^ #j)6(gr, 4-/?«)(/>**-r-gs), 

\ A2u = ( 1 4 . ^ ) 1 , , A(K<Aii)= ( l" 1" a y ) t (3o) 
\2u=^(i-^xy)*s, A(w, Ai*) = — (%pqs -+-p*t%-h q*rt}, 

f (î^-xy)", 

Ceci prouve bien que l'équation résolvante est du type de Monge-
Ampère. 

10. Explications géométriques de la méthode de Weingarten 
données par Darboux et M. Goursat. — Darboux signale cette pro
priété : par le point M de S menons une tangente Mt attachée 
intrinsèquement à S, c'est-à-dire définie par l'angle a == (Ma?, Mt) 
donné a priori en fonction de //, i>, E, F , G; dans la congruence 
rectiligne ainsi formée, extirpons une surface réglée R; la ligne de 
striction de R est en général non située sur S ; la condition néces
saire et suffisante pour que la ligne de striction K de R soit sur S 
est donnée par Véquation 

{x) r du — rxdv -+- da =0 

qui ne change pas déforme si S se déforme. 
Cette équation (1), si l'on se donne a a priori, est une équation diffé

rentielle du premier ordre qui définit oo1 lignes K de S, lignes K définies 
intrinsèquement; mais notre but étant de simplifier les équations, 
nous nous donnons au contraire a priori les courbes K, de sorte que 
l'équation (1) fournit a par une quadrature : la constante que l'on 
peut ajouter à a est constante sur chaque courbe K, mais peut varier 
d'une courbe K à l'autre : c'est une fonction <p(K). L'idée que 
Weingarten n'a pas explicitée est donc d'avoir pris / , = o de façon 
„ u e du = o et a=o fournissent la solution de (1); on a choisi 
arbitrairement tes courbes K (prises pour courbes u — const.) 
et obtenu la congruence correspondante par une quadrature. 

M. Goursat a trouvé le moyen élégant de rattacher les résultats 
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obtenus en 1891 par Weingarten à ceux de 1894 et obtenu du même 
coup la transformation de Bàcklund échangeant l'équation de Monge-
Ampère obtenue pour la déformation aux paragraphes 4 et 7 avec 
celle que Weingarten signale et qui est aussi du type de Monge-
Ampère. 

Supposons choisies sur S les courbes K et les tangentes ( / ) asso
ciées; de O menons O// parallèle à (t) et portons sur O/JL une 
longueur ^(K-) n e dépendant que de K. La surface 2 , lieu de JJI, 
admet comme sections par les sphères concentriques de centre O les 
courbes K = con^t. La normale à 2 en \x est une droite (n) paral

lèle à une certaine tangente Mn de S liée elle aussi intrinsèque

ment à S : l'angle (Mx, Mn) ne dépend que de l'élément linéaire 
de S, du choix des courbes K, du choix des tangentes (t) associées 
[ou de cp(K)], et du choix de la fonction + ( K ) . Si S se déforme au 
sens de Gauss, entraînant Mt et Mn, la surface 2 subit une variation 

(qui n'est pas une déformation) où chaque configuration 2 ' correspond 
ùnivoqucment à chaque configuration S' et réciproquement, toutes 
les surfaces 2 , 2' , . . . sont intégrales d'une équation aux dérivées 
partielles E, du .second ordre, du type de Monge-Ampère, ne dépen
dant que de l'élément linéaire de S, de K, ç>(R) et ^ ( K ) . A toute 
surface solution de E, correspond par trois quadratures de diffé
rentielle totale une surface S et une seule (sauf translation). Ces 
résultats s'obtiennent aisément en prenant comme lignes de coor
données les arêtes de rebroussement situées sur S des congruences 
(t) et (71). Les coordonnées de \J. étant ( X , Y, Z), les cosinus 
directeurs de la normale en JJL à 2 étant C, C , C", on a 

1 dp dp dp 
( 2 ) 

ï r> àx ~, dy „„ dz 

A satisfait à l'équation aux différentielles totales 

dl 1 f)K . / 1 dF 1 àG\ , 
( 3 ) -r- -\ r; - r - du -f- ( •= = — ) dv = O, 

X il dv \ F dv 'i F du/ ' 

ce qui entraîne la relation 

m w _ d ' l o g F d / 1 dG\ d f Ï âK\ 
U ; dudP àu\*F du) dp \2F dv)~°* 
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A est bien une fonction connue de u, v indépendante de la déforma-* 
dZ ~ dZ 
dx ' ^ - d\ 

tion de S. En appelant P = — - , Q = _._ les coefficients du plan 

tangent à 2 en p., on aura 
p _ 1Q_ _ Z^LL __ P*-*-Q*~ — Z _ y/F2 •+- Q2 

d# dy dz_ X F ./y; 
du du du 

Nous pouvons ainsi écrire quatre relations entre un élément 

(X, Y, Z, P, Q) de 2 et un élément ( «, v, z, -^-, -^ j de la surface 

auxiliaire z = z(u, v) déjà citée plusieurs fois; ce sera 

l X*-+ V - ^ - Ï - Z ^ X ' G , Z = X ^ , 

( 6 ) 1 P X - ^ - Q Y — Z _ XF dz s/Ê _ 

f / P * r-Q^+l / t f>" /P'+Q*+I 

Ce sont les conditions du problème de Bâcklund : dans les5 

équations (6), les deux de gauche permettent de tirer u, v en fonc
tion de X, Y, Z, P, Q (sinon 2 serait surface de Monge et S dévelop-* 
pable); si nous portons ces valeurs de u, v dans l'équation 

_ y/jv 7 
(7) dz = du+jdv, 

v'P2-*- Q ' + ï A 

la condition d'intégrabilité du second membre est une équation de 

Monge-Ampère 

(E,) HR -+- 2KS -- LT -f- M -f- N( RT — S") = o, 

où H, K, L, M, N sont des fonctions connues de X, Y, Z, P, Q, Si 
nous introduisons maintenant les formules 

(8) X=pcosco, Y = psinto, 

les équations (6) deviennent 

p-+Z*=A»G, Z = A ^ , 

dZ 7 

p - - Z ^ 
y / K l ' 

lt/të)'-?(£) 
ds /K 

du / l ^ Y ^ L(—\*-L-\ 
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•» pn rpsnlvnnt pn T. o. Cette fois, c'est co qui ne figure pas; donc en résolvant en T, p, — 

v dZ et -r- ? on aura 
dto 

dZ 
ï ào 

(10) { dZ r àZ 
d&> dto 

dtù = ta'z dZ-h ta'p dp = kdu-+-B dv, 

où A, B ne dépendent que de u, v, îjf, g , ^ , ^ , ^ - La condi
tion d'intégrabilité pour rfw donne une équation de Monge-Ampère à 
laquelle satisfait z(u, v) : c'est nécessairement l'équation de Monge-
Ampère a laquelle nous sommes arrivés au n" A; on a donc bien 
établi le passage d'une équation à l'autre par une transformation de 
Biicklund. D'ailleurs l'équation (E< ) de ce numéro et l'équation (E') 
du numéro précédent dérivent l'une de l'autre par une transformation 
ponctuelle; en effet, tenant compte du changement de notations, la 
fonction inconnue u figurant dans (E') est celle qui iïxe les lignes de 
striction, ou encore K, ou encore Z, = y/X--{- Y- + Z2 puisque Op. est 
constant pour chaque courbe K; d'autre part les variables indépen
dantes u, vr adoptées dans (E') sont deux variables quelconques sus
ceptibles de définir l'orientation de O/JL, de sorte que l'on peut 
supposer 

( n ) U'=T' *'=T' 2 1 = ^ - + - ^ - + - 2 ^ , 

la transformation ponctuelle (X, \ , Z; u', v', Z) change donc ( E t ) 
en (E') . Comme l'équation (E, ) dépend non seulement du ds'2, mais 
du choix de K ( M , V) cp(R) et +(K) , c'est-à-dire du choix de la con
gruence (/) puis du choix de la congruence (n) et du choix de ^ ( K ) , 
on peut trouver une infinité d'équations (E, ) ou (E') toutes équiva
lentes entre elles; M. Goursat montre encore ce résultat essentiel : 
toutes les équations ainsi obtenues se ramènent à une seule par 
une transformation de contact. Quand la transformation de contact 
faisant passer d'une surface 2 à une surface 2 ' est déduite d'w/ze 
seule équation directrice, cette équation est de la forme 

(12) <l(X*4-Y2-+-Z*, X ' ^ Y ' - + Z ' ^ XX'-+-YY'-+-ZZ') = o, 
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et réc iproquement ; dans ce cas les courbes K et R ' relatives à 2 et £ ' 

sont différentes. Quand la transformation de contact est déduite de 

deux équations directrices, ces deux relations sont de la forme 

S X ' « + V * - . - Z ' * = ? 1 ( V - - V + Z ' \ 

I X V + Y V - T - Z Z ^ Ç ^ V H - Y ' - ^ Z * ) . 

Dans ce cas les courbes K sont les mêmes, mais les congruences {t) 

différentes. 

Enlin, si la transformation est ponctuelle, on a 

0 4 ) \ = y = \ = / ( X * 4 - Y * + Z«). 

Cela revient à p rendre les mêmes courbes k et la même congruence (t) j 

la fonction vp(K) change de 2 à 2 ' . 

D 'aut re part on peut remarquer que ( E f ) , par raison de symétrie 

exprime simultanément que dx, dy, dz, 

(i5 ) dx = — du -+- Y dv, dy — — du -+• — dv, dz = j— du -h — ^p> 

sont trois différentielles totales exactes; ces trois quadratures déter

minent la surface S correspondant à une surface 2 . O r il est assez 

probable que We inga r t en a du développer cette théorie à la suite 

d 'un exemple que le hasard de ses recherches lui avait fait décou

vrir [20] : de toute surface minima connue ( X , Y, Z) , on dédui t par 

les quadratures suivantes : 

(16) dx = Xdp-hCdg, dy = Y dp H- G'dq, dz = Z dp -f- G"dq, 

où C, Q, C" sont les cosinus directeurs de la normale , et o ù g et 

désignent les éléments géométriques SjK* D03M/|f 

/<S^—^5¾^ 
(17) y^CX^-C'Y-CZ, 2q = X*+\^zy<^/^ ^ ¾ ^ 

°» i 

une surface d 'é lément linéaire j <^ f S ^ N
 V0\it^ 1 *^ 

On remarquera que l 'on peut écrire ce ds- sous la fWfa 

(19) dsft=dqt>-+-ldpd(pq) ^ < ^ » T - f t ^ 

et l 'on connaît une surface réglée à plan directeur isotrope admettant, 
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ce ds2 : 

(20) # = f> y-¥iz=zp, y — iz=zipg. 

C'est le paraboloïde déjà cité au n° 7, 

(21) 2x(y -\~iz)~y — ïz. 

En posant 
ci 

(22) y = a——, p = v, 

le ds2 prend la forme déjà citée au même n° 7, 

(23) ds* = du*-+- i [ u — P2 ]</P2. 

L'équation (E{) est ici 

(24) p'- f -p"=0. 

C'est cet exemple qui a dû conduire Weingarten à ses Notes de 1891 : 
dans quel cas l'équation (Et) est-elle de la forme 

(25) A -s- B(p'-*- p") -+- Cp'p"= o, 

où p' et p" sont les rayons de courbure principaux de 2 et A, B, C de 
fonctions de X, Y, Z? Si l'on remarque que les équations (6) con
duisent assez naturellement à prendre pour paramètres les quantités 

(26) a « = X'-f-Y*-4-Z», p = CX + CY-+-C"Z^ g^ + Q ^ — z
y 

on trouve immédiatement qu'avec les notations (2) on doit avoir 
dE 
dv 

= o, ce qui permet de supposer E = 1 et l'on trouve 

(27) ds* = du*-±2d(YQ)Y', 

où V est une fonction arbitraire de v et 9 une fonction arbitraire de u 
et v. Par un changement de paramètres, on peut alors écrire avec une 
fonction « '(a, v) arbitraire 

( 28) ds* =- du* -\-%dv dw, 

ce qui donne une surface particulière S0, en général imaginaire 

(29) S0, a?o=w5 J o - + - ^ o = ^ , yQ—iz0—2w. 
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La surface 2 est définie par 

<3o)X = £ , Y = £ , Z = £ , C = £ , G=% C ' = £ , 
dp dp dp du du du 

et si l'on pose 

( 3 , ) P = dH> « = -5?» 

on constate que p el q ont simplement les significations (26). Les 
lignes de striction relatives aux tangentes des courbes u = const. ont 
pour équation q = const., celles relatives aux courbes v = const. sont 
p = const. Or la formation de l'équation ( E ) engage à prendre pour 
l'un des paramètres précisément celui qui donne les lignes de striction; 
ici la transformation de Legendre s'impose donc et l'on écrit 

/ o \ d? dcp 
(32) o = up---vq — w7

 u=fy> V=Tq9 

de façon à prendre p et q pour nouvelles variables indépendantes; 
l'équation (E, ) devient 

<»> ç l - c <-"&->•• £ 5 -
et l'on a ainsi retrouvé tous les résultats de Weingarten, en montrant 
comment les Notes de 1891 deviennent conséquence du Mémoire 
de 1894. On peut remarquer que la surface 2 ' polaire réciproque 
de 2 relativement à une sphère de centre O admet pour rayon vecteur 
et normale les mêmes droites que 2, mais en sens inverse; la repré
sentation (a, a, a") imaginée par Weingarten pour S n'est donc autre 
que la représentation sphérique de Gauss pour 2 ' , et c'est ce qui 
explique pourquoi Weingarten, reprenant en 1894 les résultats 
de 1891, détermine 2 en coordonnées tangentielles. 

11. Surfaces W. — On doit encore à Weingarten un autre résultat 
fondamental [21] : si les rayons de courbure d'une surface 2 sont 
liés par une relation F ( R \ R") = o, les deux nappes S, et S2 de 
la développée de 2 sont applicables chacune sur une surface de 
révolution dont le ds- ne dépend que de F (les surfaces de révolu
tion relatives à S, et S2 ne sont pas en général identiques). 

Réciproquement, soit une surface S applicable sur une surface de 
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révolut ion; traçons sur S les géodésiques qui correspondent aux 

mér id iens ; on sait que les tangentes à ces méridiens forment une 

congruence de normales; chaque surface 2 trajectoire orthogonale 

satisfait à une relation F ( R ' , R") = o. Si la surface S se déforme, 

chaque segment MP tangent en M à S et normal en P à 2 peut être 

considéré comme entraîné par la surface S au cours de sa déforma

tion et l 'on constate que , S ayant pris une nouvelle configuration S \ 

le lieu des extrémités des segments MP est devenu une autre sur

face 2 , satisfaisant encore à F ( R ' , R") = o. La recherche des surfaces 

satisfaisant à l 'équation F ( R ' , R") = o dépend d 'une équation aux 

dérivées partielles du second ordre ( E ) , qui n 'est plus nécessairement 

du type de Monge-Ampère , dont l ' intégration est un problème équi 

valent à celui de la déformation de S. 

On peut , par exemple, au lieu de F ( R ' , R") = o, écrire avec une 

variable auxiliaire k et une fonction connue cp(/f) 

0 ) R ' = © i » , R " - o(k) — kz'(k). 

Les deux nappes de la développée S4 et S 2 ont pour ds2 

( ds*=k*dv*-hv'*(k)dk*, 

\ ds*= y'*(k)du*-±-k*y"*{k)dk*. 

La surface 2 rappor tée à ses l ignes de courbure (u) et (v)a pour ds2 

/i " ç ( A'.) 

où k est une fonction inconnue k(u, v) déterminée par l 'équation aux 
dérivées partielles linéaire 

d fk^àk^\ jL(¥Làk\ i _ _ 
( 4 ) Ju~\~ï*~ du'J'^dv'yY' dp"/ kv>' -°' 

A chaque solution de ({ ) correspond in t r insèquement une sur

face 2 déterminée par sa première forme ds2 ( 3 ) , et par sa troisième 

forme 

du* dv* 
( 5 ) , d** = k* ?'«(*) 
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L'équat ion ( 4 ) exprime purement et s implement que les der'2 (5) a 

sa courbure égale à + i . 

D'après la discussion qui précède, on ne sait intégrer complètement 

( 4 ) que si la surface 2 est surface minima (c 'est-à-dire R ' - f - R ' ^ o, 

L- k*\ 
R = — R ' = -̂ -, <p(£) = -f" ) e t dans ^e c a s 

,a. 2(R — R ) . 2(R-+-R') 2 ( R - R ' ) , 2(R-+-R') 
(6 ) - = s i n — - ou = sh 

P P P P 

qui correspond aux surfaces applicables sur le paraboloïde 

(7) x*H- y* = ipi z on x*^-y* =ipz. 
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