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CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

Par M. R. LAGRANGE

INTRODUCTION.

Le calcul différentiel absolu est de création relativement récente.
Si les principes essentiels se trouvent dans.un mémoire fondamental
de Christoffel paru dans le Journal de Crelle en 1869, c'est a Ricci et

“Levi-Civita que 'on doit érection des résultats de Christoffel en un
mode général de calcul. C'est également grace a ces deux géométres
que fut mise en évidence la fécondité de ce nouvel algorithme, dans
leur mémoire paru en 1goo dans les Mathematische Annalen.

Il faut cependant reconnaitre que, méme chez ces deux auteurs,
I'idée fondamentale n’était pas utilisée dans toute sa généralité; le
probléme a résoudre est celui du changement des variables; mais,
jusqu’aux travaux récents de Eddington, Schouten et Cartan, on se
borna au cas particulier ou s'introduit une forme quadratique inva-
riante, et 'on peut dire que celte particularité, d’importance fonda-
mentale dans les applications a la géométrie el ala physique, mas-
quait I'idée générale. La généralisalion apparait déja, cependant, dans
les travaux de Weyl, ou est mise en évidence la notion de connexion
affine. '

Afin de faire ressortir les idées si simples qui sont a la base du
calcul différentiel absolu, j’aborde la question dés le début.dans toute
sa généralité, comme un probléme de pure analyse, et les considéra-
tions géométriques importantes qu’il n'est guére possible de passer
sous silence sont exposées comme une illustration des résultats ana-
lytiques.

Dans cet esprit, le calcul différentiel absolu des variétés rieman-
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2 R. LAGRANGE

niennes ne pouvait qu’étre signalé avec ses particularités fonda-
mentales. J'ai adopté le nom de Christoffel pour ce qu’on désigne
généralement par « Calcul de Ricei et Levi-Civita », tout d’abord car
la différentiation covariante relative a une forme quadratique de diffé-
rentielles est définie et déja utilisée par Christoffel comme moyen de
calcul, et aussi pour réserver le nom de « calcul de Ricci et Levi-
Civita » a la méthode des congruences orthogonales, créée et utilisée
par ces deux auteurs, et dont, 3 mon avis, I'importance et la simplicité
n‘ont pas toujours été mises suffisamment en évidence dans les
ouvrages consacrés au calcul différentiel absolu.

L’ouvrage se termine par les formules fondamentales relatives &
une variété plongée dans une variété a connexion métrique, qu’il m’a
paru bon de donner ici, étant données la généralité de la question
et son analogie de caractére avec le probléme initial.

CHAPITRE L.

CALCUL TENSORIEL.

1. Introduction. — L’étude quantitative d’un fait concret variable
nécessite tout d’abord le choix d’é¢léments dont la mesure permette
de caractériser chaque état de ce fait. De tels éléments constituent un
systéme de coordonnées; un état particulier du fait, ou I'ensemble
des nombres qui le caractérisent dans un systéme déterminé de coor-
données, s’appelle un point; enfin, ensemble de tous les états, ou
points, constitue une variété. '

Grace a 'emploi du calcul, I'étude de tout phénoméne variable est
assimilable a T'étude d’une variété géomélrique, et c’est an langage
géométrique quel’on emprunte lanomenclature et les représentations
dont on a besoin. -

Les éléments du calcul dépendent et de la nature du phénoméne et
du choix des coordonnées; les lois auxquelles obéit le phénoméne,
traduisant des propriétés intrinséques, doivent s’exprimer par des
systémes d’équations indépendants du choix de ces coordonnées.

Un invariant est tout élément, ou systéme d’éléments, dont les
valeurs numériques, résultant d’une suite déterminée de calculs, sont
indépendantes des coordonnées utilisées. Toute variété V' posséde un
nombre entier invariant, savoir le nombre minimum des coordonnées
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qui caractérisent ses différents états; ce nombre n est le nombre des
dimensions de V.

I'tant donnés un point, de coordonnées (x,x,...x,) dans un pre-
mier systéme, ses coordonnées (z;x,...x,) dans un autre systéme
sont fonctions des x,, Z», ..., z,. Ces fonctions caractérisent le
changement des coordonnées. On les suppose dérivables, et 'on sup-
pose également, par réciprocité, que le déterminant fonctionnel ne
s‘annule en aucun point du domaine de variation considéré.

2. Tenseurs.
sans étre invariants, permettentdc formeraisément des invariants ou des
systémes invariants d’équations. Avant de les définir (1), remarquons
que le calcul introduit des quantités, fonctions du point de la variété,
et affectées d’un certain nombre d’'indices (les coordonnées x;, les
dérivées d’une fonction invariante, etc.); dans un ensemble de telles

Les tenseurs sont des éléments mathématiques qui,

quantités, dotées de m indices pouvant prendre toutes les valeurs 1,
2, ..., 1, le nombre d’éléments symboliquement distincts est n™; un
tel ensemble s’appelle systéme m"?¢, ou, plus briévement un m"?*e,

Etant donnés deux systémes de coordonnées x;(i =1, 2, ..., n)
etz (h=1, 2, ..., n), posons

o= 9% i = 0T,
t oo ~ 02")\

Les % et ] sont évidemment réciproques (?) :

n
. 5 0o si AFnpu
(1 6% 0! = e - .
) 2 e w 1 si A=p

Q=1

Soient N, ; (xy23...2x,) les éléments d’un m"?®, résultant, dans
le premier syst¢éme de coordonnées, d’une suite déterminée d’opé-
rations; dans le deuxiéme systéme de coordonnées, les mémes opé-

(') La définition développée ici est la définition resltreinte. D'une maniére plus
générale, un tenseur sera tout ensemble d'¢éléments qui, dans un changement des
variables, subissent une transformation, généralement lincaire, dont les coefficients
ne sont fonctions que des valeurs des anciennes et des nouvelles variables, et non de
celles des éléments eux-mémes,

(*) Nous profitons de I'’emploi d’indices littéraux pour représenter les éléments de
ces deux systémes réciproques par la méme lettre 9.
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rations conduisent aux éléments Xj, , (2, z,...z,) dun
nouvel m''e,
Les X, ;, conslituent un lenseur covariant m"" si les valeurs

des \j,; ;. etdes\,, ., auméme point, se déduisent les unes des
autres par les relations linéaires

n . . .
X!y . = E Liglz 1 I
hilg.oiihpy ™ , eI.,el., e el.,,,k’lla---lm'

iyls. . iy

Ils constituent un tenseur contrevariant m"'e, et nous les affecterons

alors d’indices supérieurs pour les distinguer des covariants, sil'on
a au méme point

n N ~ -
e = high Yo X il -iom
X - 2] ei,‘ ei: . ei,,, Nivlzeeifm,
iy i
Un tenseur mixte est ug systéme, covariant par certains indices
(que l'on place inférieurement), et contrevariant par d’autres indices

(écrits supérieurcment); les relations linéaires entre les anciennes et
les nouvelles valeurs sont de la forme

no. .
G . i ! 1] Uy X Aikaekp,
Xl = 2',, NP A D S
i(iu~-~[:::
kiky. . hp

Un tenseur m fois covariant et p fois contrevariant sera encore

. uple R . . N uple . .
dit <5z> - Un invariant est un <2) - Les différentielles dx;

1\ uple , . . .
forment un <0> ; nous les écrirons dz; les relations de contre-
variance
n . i
(/.l")\=2 0% dat
1
i

sont d’ailleurs les équations de définition des §}. Les dérivées f;= &Ji
i

. . . o\ uple .
d’un invariant constiluent un <1> « Nous verrons plus loin des
exemples de tenseurs mixtes.

Il résulte de la forme linéaire des relations précédentes que tout

systtme d’équations obtenu en annulant les éléments d’un tenseur a
une signification invariante.

3. Algébre tensorielle. — Etant donnés plusieurs systémes d’élé-
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ments dotés d’indices, les uns inférieurs, les autres supérieurs, on
peut cn déduire de nouveaux systémes par trois opérations algé-
l)rlques fondamentales : laddmon la multiplication, la composition.

systeme dont les composante:. sont

Zl kp — \/l I‘—‘—Yl“

¥ m sl l m

Aoy Y heoodry
Le produit de deux systémes quelconques Njt /v, Y-/ est le
systéme
ZA. /1| ’l"‘\l" ]-I,‘/I|

'm Ji- B I

En particulier le produit d’un systéme a indices tous inférieurs, et
d'un systéme a indices tous supeneurs, est un systéme mixte.

Inversement on peat déduire de tout systéme mixte, par opération
appelée contraction, un nouveau systéme n’ayant que des indices de
méme nature. Un systéme contracté de Njr-5 est un systeme

p—1 ple
> dont les composantes sont
m—t,

Z’H ks koo y \/‘l ks |’A«+| A,n.

1:—1l: e L,,, l:—x“: vieeedm

La contraction supprime un indice inférieur et un indice supé-
rieur; on dit qu'il y a eu saturation de ces deux indices. Le systéme
obtenu dépend du choix des indices saturés. L'opération peut se
répéter lant que tous les indices d’'une méme nature n’ont pas éLé
saturés; les systémes obtenus par ces contractions successives s’ap-
pellent également les contractés du systéme primitif.

On appelle composés de deux systémes quelconques les contractés
de leur produit; la composition présente donc la méme indétermina-
tion que la contraction; cette opération-ci n’en est d’ailleurs qu’un
cas particulier.

Par cxemple, des deux systémes \,/, Y/, on peut déduire les com-

pOSCb
Zl= E X5 Y1,

..—2\ YA,

Vi = 2)(,// Y/, ete.
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Mais toutes les formes que peut prendre la composition dérivent
du méme principe, celui de la saturation des indices.

Enfin ces trois opérations s’appliquent & plus de deux systémes par
le méme algorithme qu’en algébre.

Lorsqu’on cffectue ces opérations sur des tenseurs, les systémes
obtenus sont encore des tenseurs. La vérification est immédiate. En
parliculier une composition o tous les indices sont saturés fournit
un invariant.

Un systéme m""'®, qui, composé avec tout tenseur p*¢, donne un
tenseur (m — p)*"®, est lui-méme un tenseur. Par exemple, la cova-

riance m""'® du tenseur \; * ; estéquivalente a 'invariance de la forme
de différentielles

E Xoy.ipdaiidxt, ,  dxin,

Il

Remarque. — Dans le calcul tensoriel, ou, d’'une maniére géné-
rale, dans le calcul des m"™'*, un signe I deslgnc habltuellemont une
composmon, les indices de sommation étant ccux qun apparmssem a
la fois comme indice supérieur ct comme indice inféricur; on ne crée
alors aucune ambiguité en s'abstcnant de les écrire en indice du
signe Z. On se dispense méme -d’indiquer ce signe I, en convenant,
sauf avis contraire, d’effectuer toutes les saturations indiquées par
les couples d’indices égaux.

4. Différentiation des tenseurs. — La différentiation d'un m"'° donne
un nouveau m""; mais si le systéme différentié est un tenseur, il n’en
est pas de méme, en général, du systéme obtenu. Cela tient & ce que
la différentiation fait intervenir les dérivées des 7. La différentiation
d’un tenseur quelconque ne fournit un tenseur que si les 6 sont des
constantes, c’est-a-dire pour les changements de variables du groupe

inéaire. remarque évidente joue un role essentiel dans I'algo-
linéaire. Cette dente | 1 tiel dans I'algo
rithme du calcul différentiel absolu.

La différentiation s’applique aux trois opérations algébriques fon-

¢ sutvant les identités formelles suivantes, aisément véri-
damentales, t les identités f 1l tes, ent vé

fiables :

d (X frae Yheokn) = dXb-dr g avhe:

R

(2) d()\- Ap Y"' /"/) =X4't I'a'\/"

tm

'm L4

Fy Y’-’l "f/d\"

"m Ir ' m Fs

L a(Xprfe, o Yiwoh) = Xfooky, -, Yl "v+\": Fad Xk hp

’/u/'l~~-/‘1/ Ji- lmlll Iy.. ’m/‘A---l'q'
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Remarquons a ce sujet que les deux derniéres équations, bien que
de forme identique, n’ont pas la mémec signification; la derniére
contient en effet les indices de sommation /Ay, hy, ..., &y, et le
signe ¥ y est sous-entendu conformément & notre convention.

CHAPITRE 11.

PRINCIPES DU CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU,

1. Différentiation tensorielle. — Les propriétés formelles de la dif-
férentiation, que traduisent les identités (2), appartiennent également
a des opérateurs linéaires de la forme

(3) A(\,h,ﬁa Aoy = ArXEfa K Ap Xk By
+B“\"" fp 4 Bks XAut- ,,_|_ +B‘p\“

Llgiibim lylg.. LI

Un tel opérateur est une somme de compositions du systéme consi-
déré avec les systémes a deux indices A%, BX. On vérifie inimédiate-
ment que, quels que soient les 2 n2 éléments A}, B, cet opérateur se
comporte formellement comme la différentiation envers la somme et
le produit des systémes.

Par contre, celte opération n’est pas nécessairement permutable
avec la contraction. On’a, en effet,

zx ol ZA’\‘*"'+ +2 By Xhieeorhy

h=1 hyr hyr

tandis que

(4) ZA(\M oty = 2 ALXE sl +2 BApXhi--s

h=1 h,r hr

Xt B

Pour que Popérateur (3) soit permutable avec la contraction, il
faut et il suffit que la derniére somme au second membre de (4)
soit identiquement nulle, ¢’est-a-dire que

5+ B =o.
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Dans ces conditions, (3) se comporte envers la composition des
systémes, résultat de lear multiplication suivie de contractions, sui-

vant les relations formelles (2). Il en est de méme de Vopérateur
(5) axjrokr e A(Xfeokn, (A Bi=0)

J*

En résumé, nous avons en (5) un opérateur généralisant et pou-
vant remplacer la différentiation ct se comportant comme elle envers
les trois opérations fondamentales de P'algébre tensorielle; c'est la
différentiation tensorielle, que nous distinguerons de la différentiation
ordinaire en surlignant le signe d :

mn
(6) (lkh ,:_.d\ﬁx p_ ZYI,,\I-I , ’.m+2”,.r'\/| i eckp,
a=I

8=

fo sty I3
En outre, pour conserver ’homogénéité, on prend pour les -} des
formes linéaires des différentielles da?

Yh= k(2. .2,) drh,
de sorte que cette opération dépend de n?® fonctions arbitraires.

On peut alors définir les dérivées tensorielles des différents ordres
par le méme algorithme que dans le calcul ordinaire; les dérivées
tensorielles premiéres sont définies par

r, dxh;

’ m

. ’-)\A,...'/.,,
on les désigne encore par —J*» ou méme, plus simplement, lors-

qu’il n’y a pas d’ambiguité, par \

,,,,/1

II résulte de leur définition que les dérivées tensorielles '™

1 *upl
d’un <Il;l>upe est un < P )"p ‘

m-—+gq

. p \ uble . . .
LRemarque. — 1l peut arriver que dans un <,In> Nbeshr ) soient

seulement considérés les éléments d’un sous-systéme, par exemple
ceux dont les indices ¢,, r,, A, ont des valeurs déterminées. Pour
spécifier que I'opérateur (6) ne doit pas opérer sur de tels indices,
nous les isolerons des autres indices par des parenthéses. Ainsi, nous
écrirons

Gl NG N T
dX i = dX = N 1N g
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2. Différentiations covariantes. — Les »*fonctions v, dont dépend
la différentiation tensorielle sont associées au systéme de coordonnées
utilisées. A un premier systéme (z, Z; ... ), on peut associer
une certaine différentiation tensorielle, définie par les n?® fonctions
Yin(Zy ... 2,); a un autre systeme de coordonnées (&, %, ... x,),
on peut de méme associer n autres fonctions y'{, (2 ...z}), etla

différentiation tensorielle qu’elles définissent sera désignée par d'.
, uple . . . VY
Etant donné un <’1)’l> » les différentielles tensorielles de ses élé-

ments \fvfr(x, ... 2,), calculés dans le premier systéme de coor-
données, s’entendent avec les éléments v, tandis que les différen-
.}lh’ q
tielles tensorielles de ses composantes \’ ey’ o2 ) dans le
p R p

deuxiéme systéme de coordonnées sont des operalions d'.

Les v}, s’appellent les rolations de la différentiation tensorielle.
Dans l¢ calcul différentiel ordinaire, elles sont nulles identiquement.
Dans le calcul tensoriel, nous avons, jusqu’ici, toute liberté dans leur
choix, et cela pour chaque systéme de coordonnées, mais nous n’avons
pas encore réalisé la propriété que nous avions en vue en faisant cette
généralisation, savoir la conservation de la covariance par cette opé-
ration. Cette condition détermine les différentiations tensorielles
relatives a tous les systémes de coordonnées, dés que I'on a choisi les
rotations associées a I'un d’eux.

En effet, il faut que les rotations y}, et 7% associées a deux systémes
de coordonnées différents soient telles que les relations

~ . i i gl v, /~-
(7) N = 0,00 0} 6] oy Kot
entrainent

R a2 LTI i gl p I‘I
®) a0t = ol

Or le second membre de (7) est une composition du tenseur consi-

., m -+ p\\vple
déré avece le P
m-—+p

Ipecidp Py ol im gl Pop .
e ":‘u’*l [l 0./4.. 0'me| .ﬂk ’

ce systéme se rattache au premier systéme de coordonnées par ses

indices latins, au dcuxiéme systéme de coordonnées par ses indices
. 3 . b z M " .

grecs. On peul généraliser 'opération (6) afin de la rendre applicable
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a de tels systémes; d’'une maniére générale, appelons différentiation
tensorielle d'un systéme doté d’indices grecs et latins, supérieurs et
inférieurs, I'opérateur

I3 Kook,
0 vt =
m
Ny L Sa p1hLe B NI
—Z‘ Yi:Uill... P "'ZY ...;.,. bt
a=1 a=l1

Cet opérateur, dont (6) n’est d’ailleurs qu’une forme particuliére,
est encore de la forme (5) et posséde donc les propriétés formelles
traduites par les identités (2). La différentiation tensorielle, ainsi
généralisée, des deux membres de (7), donne

'Jr'x:!h M 911 o ey !J-p d}\h p+k pdglx e I"'p
4y,

chm Ay cm kg
l'identification avec (8) entraine

Fginee b e = o
?

PSR WY
et, par suite, les conditions nécessaires et suffisantes
A Sai
(lei =o0, de,_

D’ailleurs, la différentiation tensorielle des relations de réciprocité (1)
montre que les seules conditions essentielles sont

(1 a0 =o.

On peut donc dire que, pour que deux différentiations tensoriclles
relatives 4 deux systémes de coordonnées conservent la covariance
(soient covariantes), il faut ct il suffit que les #} se comporlent comme
des constantes cnvers la différentiation tensorielle (g).

Cet énoncé rappelle la remarque faite au sujet de la différentiation
ordinaire des tenseurs; mais les quantités arbitraires introduites nous
permettent maintenant de réaliser les conditions (1), quels que soient
les 67. En effet, ces équations, développées, s’écrivent

00} ,
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et définissent complétement les rotations y,. associées & tout systéme
de coordonnées (z, x,...x,) dés que 'on s’est donné, d’ailleurs
arbitrairement, les rotations v/, associées a un systéme de coordonnées
particulier (2, 2. ...2,).

Ces équations sont la généralisation de celles dont la discussion a
conduit Christoffel au principe de la différentiation covariante des
variétés riemanniennes.

Sil'on considére les dérivées tensorielles, il résulte de (8) que les
dérivées tensorielles ¢'*™ J’un tenseur (i)uple forment un ten-
i p uple y . s o,
seur (\m L q) ; Pordre de contrevariance n’est pas modifié.

Ainsi nous avons obtenu, sans avoir introduit jusqu’ici de compli-
cation formelle, une opération qui remplace la différentiation ordi-
naire et qui a I'avantage de ne pas détruire la forme tensorielle, ¢’est-
a-dire la signification intrinséque, des éléments auxquels on Pap-

plique.

Nous disposons méme encore des n? fonctions arbitraires y,’-’k. En
général, la définition de la variété V suggére des conditions supplé-
mentaires qui en simplifient 'étude et dont la réalisation restreint le
choix des v/;. A ce sujet, on peut faire une remarque essentielle. De
telles conditions expriment en général que certains tenseurs sont
nuls, et si, dans un certain systéme de coordonnées, elles sont satis-
faites par les +jy, cllesle scrontnécessairement, d’apreés (1), par les v
associés a tout autre systéme de coordonnées. Il résulte de la que si
de telles conditions définissent complétement les v, leur réalisation

entraine, par cela méme, la covariance des différentiations.

CHAPITRE L1I.

CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU DES VARIETES RIEMANNIENNES.

1. Différentiation covariante de Christoffel. — Unec variété rieman-
nienne a n dimensions est une variété a laquelle est associée une
forme quadratique des différentielles dix?, irréductible, et de caractére
invariant ‘

(10) ¢ = air(®123...2,) dzt dzk.



12 R. LAGRANGE.

On peut toujours supposer que les coefficients a;; sont symétriques
par rapport a leurs indices, et la donnée de cette forme ¢ est équiva-
lente a la donnée du tenseur covariant double et symétrique a4 ; c’est
ce qu’on appelle le « tenscur fondamental ».

Le groupe des changements de variables fait correspondre a o un
ensemble de formes quadratiques, et les propriétés intrinséques de la
variété sont les propriétés communes a toutes ces formes quadra-
tiques.

On dit encore que p définit unc métrique riemannienne dont I’élé-
ment de longueur ds est mesuré par \—?-

Les formes quadratiques; dont I'étude par le calcul différentiel
ordinaire est le plus simple, sont celles dont les coefficients ¢, sont
constants; nous les appellerons « cartésiennes »; elles sont toutes
réductibles 'une a l'autre et appartiennent donc a la méme métrique,
que I'on appelle « la métrique cuclidienne ». Cependant, le ds*d’une
variété euclidienne n'affecte la forme .cartésienne que pour un choix
convenable du systéme des coordonnées.

Les simplifications rencontrées chez les formes cartésiennes con-
duisent a associer, ala forme générale o, une différentiation tensorielle
envers laqucelle les composantes du tenseur fondamental se com-
portent comme des constantes. Les rotations v/, doivent donc vérificr
les équations

(11) day=o,

et nous savons que ce systéme d'équations se conserve dans tous les
autres systémes de coordonnées par ’emploi des diftérentiations cova-
riantes.

nt(n—+1 . ., .
Les (—2—) équations (11) sont linéaires par rapport aux n? fonc-

tions inconnues Y, (% Za2...2,); elles se partagent d’ailleurs en

n systémes (h =1, 2, ..., n), différant seulement par leurs seconds
n2(n —

1) . . .
membres. Il reste donc ) arbitraires dans le choix des rota-

tions Y5,

D’autre part, si cette différentiation tensorielle se comporte plus
simplement que la différentiation ordinaire envers les tenseurs, et
surlout envers le tenseur fondamental, elle risque de compliquer les
calculs ou interviennent les diflérentielles dzi. En effet, un grand
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nombre de propriétés du calcul différventicl ordinaire (telles que la
commutativité des dérivations d'une fonction uniforme, la formule de
Green, les conditions d'intégrabilité des systémes d'équations aux
dérivées partielles, etc.), résultent des identités

Sdri—dtxi=o,

qui expriment que les dzf sont des différentielles exactes. Or, dans

la différentiation tensorielle, le réle des & dwiest rempli par les ¢ dx?,
et 'on n’a plus, a priori,

(12) S dzxi—d dxi=o.

Pour conserver a ce sujet les simplifications formelles du calcul
différentiel ordinaire, on est donc conduit a satisfaire a ces condi-
tions. Les équations (12), développées, se réduisent a

Y ——Y
(13) in Y/u"

nt(n—u
au nombre de ——-—2

» ct, jointes a (11), déterminent complétement
les .
Les rotations ainsi obtenues sont les seconds symboles de Chris-

. . k
toffel ; nous les désignerons par la notation 5l etona "

A
/.' — _I_ al.'j 0((,’,’ - d((/lj _ ()ll-,'/‘ .
th 2 duy, dx; Jdx;
Remarques. — Les fonctions réciproques des a;; forment un ten-

seur covariant double, et la différentiation tensorielle des relations
de réciprocité montre immédiatement que ces éléments a’* se com-
portent également comme des constantes envers la différentiation de
Christoffel.
Aux contrevariants dz’ on peut associer le tenseur covariant
simple
dz;= air dx* H

par suite de la constance des @, au point de vue tensoriel, les rela-

- (') Nous modifions légérement la notation 3 lkhz de Christoffel, afin de nous con-

former aux conventions d'écriture des indices de covariance et de contrevariance.
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tions (12) entrainent
d dx,-— 7] 81‘,'= [

on a ainsi un exemple d’un systéme de formes de Pfaff, qui ne sont
‘pas nécessairement des différentielles exactes, et qui se comportent
cependant comme telles dans ce calcul différentiel absolu.

2. Permutation d& deux différentiations tensorielles successives.—
Grice au choix de ses rotations, le calcul de Christoffel sera plus
simple, a beaucoup d'égards, que le calcul différentiel ordinaire. Mais
la complication n'est que déplacée et le résultat de deux différentia-
tions successives dépend maintenant de leur ordre de succession.
D’ailleurs, cetinconvénient ne peut balancer 'avantage de conserver,
avec la covariance, lasignification intrinséque des calculs, et, d’autre
part, on ne peut espérer supprimer une difficulté qui tient essentiel-
lement a la nature de la variété.

Effectuons d’abord les calculs pour le calcul différentiel absolu le
plus général. Désignons par dyf les formes linéaires. +f, dz#, qui
étaient désignées par vfdans la formule (6). Différentions de nouveau
cette formule pour un déplacement Sx¢; il vient

P
B X[y = s X[ =Yy Al N ek gk
fyeedlin Vig el el l’ﬁ Iy

=1

P

r _m' ,.. hy ke Rwvkieargk,

__Z ‘IY @ --(:“L’~~-1m+2 ‘ll’rg ¢ xill...[,,,p 1
3:[
p

N 3 17y yk,.../.l, Ag kyooorg. . 4,
_— X’ velRe e
z ¢ ina \1,... i +2‘ 8 dYu g) ‘(1,. dm ¢

a=1 B=1

On vérifie aisément que les sommes des premiére et deuxiéme lignes
forment un ensemble sy melrlque par rapport aux accroissements d 6

elles dlsparalssent donc dans la différence (8, d) = 8d — ds. Cette
différence s’écrit alors

) (Fa) Xt = (8, a) X" Z(od—(lo) el Xk

gy

|/§,| iy ’
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ie premier terme du second membre disparaissant lorsque les }x,l il
sont uniformes dans le domaine de variation considéré. Remarquons
que cette identité est de la méme forme que la différentiation tenso-
rielle, les formes linéairves dvyf étant simplement remplacées par les
formes bilinéaires

(cd —dd) *(‘l.“ et (3d—d3) ~{|/‘,:).

Bien plus, ces deux sortes de coefficients sont égaux, comme on le
véritie immédiatement, de sorte que la similitude de forme des deux
opérateurs (6) et (14) est compléte,

En posant

(15) (8d —dd) vk = (Bd—dd) vk =k datext,

de sorte que
Kok
Yine = Vitw
(14) s’écrit

m

. Y o hueeky _ on vk, R e xkieekp NSl
(16) (5, d) N b=, d)N; "Z G Ko 0, Al b
a=1

/. 1T 'kl'
+Z Trg -:Il/ i dx"dxl,
=1

Dans le cas particuliel ou la différentiation tensorielle vérifie les
équations (12), les Y4y §’expriment smlplement a l'aide des dérivées
tensorielles des -],,,; 1l vient en eflet

- k)
(17) Tine = Yitge = Vi'pe

Dans ce méme cas particulier, il résulte de (16) que les dérivées
tensorielles secondes d’un tenseur uniforme sont liées par les rela-

tions
m

/.l A ky.. coikp I N Faeer Sk
(ls) i //1/ - X{ i //1/ y YI Wl \ o -+ ‘I‘ghl P g

c iy el
a=1 =1

3. Tenseur ds Riemann-Christoffel. — Les formules (1-) et (18)
sont valables pour le calcul de Christoffel. Il résulte alors de (18) que

les vk les 6l¢ d (LY. iti
es v sont les éléments d un tenseur, 3 y leur composilion avec
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. o\ uprle
les @;; fournit un tenseur (,)
4

Vikhi= Qrk {5

c’est le tenseur dit « de Riemann-Christoffel », et rencontré pour la
premiére fois par Christoffel.

Ce tenseur est nul pour un ds* cartésien, et par suite pour les
variétés euclidiennes. Ce tenseur distingue donc une métrique non
euclidienne de la'métrique euclidienne; on dit qu'il traduit la cour-
bure de la métrique.

Remplagons les +/j, par leur valeur (17), et introduisons les pre-
miers symboles de Christoffel

. 1 [daiye  dayy dais’
il vient
Yikht = Yirknlt — Ykt ns

ou, en tenant compte de (13),

Nikn ikt — s\ s
Nikht = -(—[ — 20k ars (Yo Yl — iz (hn) 3

compte tenu de la relation (11), qui s’écrit encore

dll“‘.
il Y i = ——
Yikh Ykinh ) -

on vérifie immédiatement que les s sont symétriques gauches par
rapport aux indices i, k; les symboles de Riemann-Christoffel satis-
font donc a un premier systéme de relations

(19) Nikhl = — {ikih =— Ykihl}

d’autre part, il résulte de (12) que le covariant trilinéaire absolu
de dxt :
(a,8) doi+ (8, d) Azl + (d,8) 8z

est nul, ce qui donne
(20) Tene = Yiw =+ Yign = ©5

ces derniéres formules sont d’ailleurs valables pour tout calcul tenso-
riel qui satisfait aux conditions (12); dans le calcul plus particulier
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de Christoffel, on en déduit, pour les Y44, un nouveau systéme de
relations

(21) Yikht =+ Yinik = Yitkh = O.

En outre, des relations distinctes (19) et (21), résultent encore les
relations remarquables

(22) ikl = Y hlik-

En résumé, le tenseur covariant de Riemann-Christoffel est symé-
trique par rapport aux deux couples d’indices (ik), (/l), et symé-
trique gauche par rapport aux indices de chaque couple; enfin, les
relations linéaires (19), (21), (22) montrent que le nombre de ses

n(nt—u)

composantes linéairement distinctes est » en général.

CHAPITRE 1V.

CALCUL PFAFFIEN ABSOLU.

1. Emploi des formes de Pfaff dans le calcul différentiel absolu. —
Un examen attentif des principes généraux développés dans les cha-
pitres précédents montre que les propriétés formelles du calcul diffe-
rentiel absolu ne dépendent pas de ce que les dx’ sont des différen-
tielles exactes; bien plus les coordonnées x; n'interviennent que pour
désigner les différents points de la variété, sans que joue aucun role
leur lien avec les dz’. C'est ainsi que les dérivées d’une fonction de M
interviennent comme les coefficients des dx! dans I'expression de la
différentielle de cette fonction; de méme, ce qui intervient dans le
changement des coordonnées, ce ne sont pas les expressions des nou-
velles variables 23 en fonction des anciennes, mais seulement les
expressions linéaires des dz" en fonction des dz!; en particulier nous
n’avons cu & tenir compte, a4 aucun moment, de ce que les 6} sont des
dérivées de certaines fonctions.

Il en résulte que I'on peut reprendre 1'exposé général du calcul
différentiel absolu, sans modification des propriétés formelles, en
utilisant, au lieu des dz?, n formes de Pfaff quelconques dw?, linéai-
rement distinctes. Dans ce calcul, que nous appellerons calcul pfaffien

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 49. 2
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absolu, les dérivées d’'une fonction sont les coefficients des dw’ dans
I'expression de sa différentielle, et I'idéc de changement de variables
est remplacée par l'idée plus générale de substitution linéaire, elfec-
tuée sur les formes de Pfaff de base,

(23) dwh = 04 (x125. .. 2,) dorl.

2. Calcul pfaffien absolu des variétés riemanniennes. — Il résulte
des remarques précédentes que I'on pourra définir un calcul tensoriel
relatif & une forme quadratique de formes de Plafl

(24) v = ap(Z1...2,)dw dwk,

<
sans modifier la forme du calcul de Christoffel. 11 suffit de choisir les
¢léments de définition v; de la différentiation tensorielle, de fagon

que soient satisfaites les relations analogues a (11) et (12),
(25)

Les rotations -}',(}, sont maintenant définies par les équations
h_ ok
(26) 10 =tk dwh.

Les substitutions linéaires générales (23) font correspondre au ds?
d’une métrique riemannienne un ensemble d’expressions de la
forme (24), mais, parmi cet ensemble, le sous-ensemble des formes
quadratiques

(27) ¢ =Z(dw")"

i=1

est parliculiérement intéressant. On sait que le choix des formes de
Pfaff dw’ est toujours passible, pour qu’'un ds* donné prenne la
forme (27), et ces formes de Pfaff particuliéres sont définies a une
transformation orthogonale prés. Le calcul pfaffien absolu, ainsi
associé aux formes particuliéres (27), n’est rien autre que le calcul
auquel Ricei et Levi-Civita ont été conduits par la généralisation de
I'emploi du triedre mobile de Darboux : Les systémes d’équations
obtenus en annulant 2 — 1 des n formes de Pfaff de base dw’ défi-
nissent une direction sur la variété; les n directions « dw’ non nul »,
ainsi définies en un point M, sont supposées former un n-édre,
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comme si une région infiniment petite de la variété était assimilable a
un espace euclidien. Les fonctions v/, sont alors les rotations de ce
n-édre lorsqu’on déplace son sommet M dans les directions « dw”
non nul ». '

Clest sous cette forme géométrique que Ricci et Levi-Civita exposent
leur calcul. Nous le considérons ici comme un cas particulier du
calcul pfaftien absolu; la forme quadratique ¢ de la métrique est mise
sous la forme (27), et, par continuité, on se borne aux transforma-
tions (23) du groupe orthogonal direct.

Le tenseur fondamental se réduit ici a

(2%) an=1°" " l.# %
1 si [ =4k;
et, grace a I'identité de toute substitution orthogonale directe avec la
substitution réciproque, (#% =10), il n’y a pas de distinction a faire
entre la covariance et la contrevariance. En particulier, les indices
d’un m"'® peuvent étre (ous écrits inférieurement, la saturation
devant alors s’effectuer, sauf avis contraire, sur tout couple d’indices.
égaux.
Ainsi, on a

(29) th = Yikn,

et la différentiation tensorielle doit prendre la forme

m

(30) dXiyoin=dXi,. i — 2 Yiarah Xiy...rge i QWL

a=l
c’est ce qu'on vérifie d’ailleurs immédiatement, car les premiéres
relations (25) s’écrivent
31) Yirh + Yrih = 0.
L’ensemble de ces relations (235) définit cdmplétemenl les rota-

tions v en fonction des coefficients ¢y dans leurs propres cova-
riants bilinéaires des formes de Pfaff dw;; en posant

8dw;— dow; = cphidwidwp,
on a
Chkhi—+ Chki = 0,
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et un calcul simple donne
1 .
Yikn= ;(Ckhi+ Chik=— Cikh)-
De méme les tenseurs v7,, et vyizas sont identiques, et les formules

(17) et (18) s’écrivent

m

(32) (5, d)Xipip= (& d)Nipi, — 2 YViarght Niy.. 1. i,y dt Sk,
=1
m
(33) Xyl — Xiy. iyt = — E Vil Xty v s iee
A=1

Sans diminuer en rien la généralité du calcul de Christoffel, le
calcul de Ricci et Levi-Civita réalise donc une grande simplification
formelle; en particulier, toute formule écrite dans le calcul de Chris-
toffel se transcrit immédiatement dans le calcul de Ricci en se plagant
dans les conditions particuliéres exprimées par (28), et en substituant
aux dz! des formes de Pfaff convenables dw;.

Remarque. — Etant donné un systéme de formes de Pfaff dw,, ...,
dw,, le calcul de Ricci et Levi-Civita est le plus simple ou inter-
viennent ces formes; on peut le considérer comme particuliérement
associé a ce systéme de formes de Pfaff, et il joue, pour ce systeme,
le méme role que le calcul différentiel ordinaire pour les n différen-
tielles exactes dzf. Clest ainsi que les éléments du calcul pfaffien
absolu, associé a une forme quadratique (24), s’expriment, a partir
des coefficients a4, de la méme fagon que les éléments du calcul de
Christoffel, associé a la forme quadratique a;xdz!dz*, a condition de
rgmmplacer les dérivées ordinaires des a;x par les dérivées tensorielles
de Ricci relatives aux formes dw;.

3. Structure du calcul pfaffien général. — Nous savons que, dans
le cas général, {’expression (14) ou (16) du covariant bilinéaire absolu
d’un tenseur est encore valable, mais il n’en est pas de méme de la
formule (18) établie en supposant vérifiées les équations (12). Sans
cette restriction, le second membre de (18) est une forme linéaire,
non seulement des composantes du tenseur, mais encore de leurs
dérivées premiéres.

En eftet, de I'équation de définition

d Xy = Xk Fo f dwh,

d m N o it
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on déduit immédiatement

(34) (3, d) X = (Ni

-

rh
,m w— Xit I‘ ,,)dw’l Sw!

XA G — o),

de sorte qu'il intervient deux espéces de coefficients, formes bili-

néaires des différentielles, les cdw! — dwi, et les "dx o — A3y,
Posons
| Sdwi — dawi= A}, dwhdw!,

(35) .
? (Bd— do)y/ =3d — ds) vy = Yk dwdwl,

La forme générale du premier membre de (18) est alors, pour un

tenseur uniforme,
m

(36) Nl — Xfule g =— My X0l — Equ Xt

=1

Les A}, et %, sont deux tenseurs (') symétriques gauches par rap-

[\ uple

- . uple .
port aux deux indices & et /, le premicr <;> ) le deuxiéme <3)

C’est d’ailleurs une conséquence de (36).

n(n—u)
2

Les A},, au nombre de » traduisent ce qu’on appelle la

n (n 1)

torsion ; les v ,,, au nombre de ————, traduisent ce qu’on appelle
kh!s q I

la courbure.

Les dérivées absolues de ces deux tenseurs vérifient elles-mémes
certaines équations de structure, résultant de ce que les covariants
trilinéaires des formes de Pfaft’ dw’ et dy} sont identiquement nuls.

Ecrivons les deux identités

(A_,t:»)dm'3+(S,_d)Aw"—|—((T,~A)8mi=S(Edmi——aami)+§(2.\u)"—3d¢o5)
+ d(A3wi— §Ani),

(5,3 a)dr"'+(§,‘?t) Al - (A R)A ) =3 (3d — d3) P +5(dA —Xd) v}
+d(A5—3a)yi;

(') Dans le calcul différenticl absolu relatif # des différentielles exactes dx?, les
Aj; se réduisent aux différences v/, — 5.
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x

les premiers membres s’expriment a l'aide de la formule (16); les
seconds membres se calculent par différentiation des équalions de
définition (35). On obtient ainsi les équations

Al 1= Dlenly = M jln = 835 Ajy =+ ApnAlj =+ Ay A
(37) =Yjhe+ Yhj+ Yoo

i ; i i rot S
tiinl = ] j = hejin = A hrs = A Vi~ A7Vl = 0.
J: s J J

Dans le cas particulier d’un calcul sans torsion, les premiéres for-
mules (37) se réduisent aux formules déja établies en (20); les der-
niéres formules prennent la forme

Vil 1 = Yhnel j+ Yoo jl = ©5

et généralisent 'identité démoutrée par Ricci, pour les dérivées cova-
riantes du tenseur de Riemann-Christoffel, dans les Annali di mate-
matica (1880).

CHAPITRE V.

VARIETES A -CONNEXION AFFINE.

1. Interprétation géomsétrique du calcul pfaffien absolu. — Nous
avons signalé le point de vue géométrique auquel s’étaient placés Ricei
et L.evi-Civita pour la définition de leur calcul. Nous allons examiner,
d’une maniére générale, 'exposé géométrique du calcul pfaffien absolu.
LLes considérations qui suivent sont d’autant plus intéressantes qu’elles
sont a 'origine de ce calcul.

I.'idée initiale est celle de variété a connexion affine, mise en évi-
dence par Weyl, et étudiée dans toute sa généralité par Cartan.

La géométrie affine de 'espace ordinaire est la géométrie des pro-
priétés qui se conservent dans toute transformation homographique
_laissant invariant le plan de linfini; c’est la géométrie linéaire des
vecteurs, sans considération d’angles et de distances. Ces deux der-
niéres notions sont du domz.ne de la géométrie métrique. On peut
d’ailleurs construire une géométrie affine avec un nombre quel-
conque de dimensions et toute variété, ou cetle géomélrie est
valable, est dite affine. '

Les coordonnées usuelles dans un espace affine sont les coordonnées



CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU. 23

fel p s Tas - — -
cartésiennes. On les définit & 'aide de n vecteurs ey, e,, ..., e,

d’origine commune M, et non dans un méme (n — 2)-plan; les
coordonnées d’un point N de I'espace sont les mesures 2/ des compo-
——

santes du vecteur MN suivant les vecteurs de référence e;; le repé-
rage se traduit donc par I'équation vectorielle

—> > > >
- MN =tfles+ E2ey+...+ Ere,.

Le choix du n-édre de référence est arbitraire, et un changement
du systéme des coordonnées carlésiennes est défini quand on se
donne, dans l'ancien systéme, les coordonnées de la nouvelle ori-

-
gine N, et les composantes des nouveaux vecteurs de référence ¢;. Ce
changement se traduit donc par les équations
[ aN =tie;
. MN =¢le;
(38) : ;
W
( g = Aj ek

Ceci posé, on appelle variété a connexion affine une variété dont
chaque région infiniment petite est assimilable a un espace affine. On
peut alors supposer que I'on associe a chaque point M un systéme de
référence ey, ey, ..., e—,:, et que 'on passe d’un tel systéme de réfé-
rence a un autre systéme de référence ¢;, d’origine infiniment voi-
sine N, comme si l'on se trouvait dans un méme espace affine. L.'es-
pace affine associé a un point M de la variété s’appelle « espace affine
tangent en M »; par la pensée, on peut I'étendre autant qu’on veut,
de sorte que I'on peut prendre pour les ¢; des vecleurs finis, mais qui
ne servent qu’a repérer des déplacements infiniment petits.

En résumé, une variété a connexion affine est un continuum d’es-
paces aflines, mais en général, une région finie n'est plus assimilable
d un espace affine proprement dit.

Le repérage de 'cspace afline tangent en N al'espace affine tangent
en M se fait parl'intermédiaire d'équations de la forme (38); mais
maintenant, les & sont des formes linéaires dw des dz?, et 'on sup-
pose qu’il en est de méme des différcnces géométriques infiniment

petites s;— e;. Ce passage se traduit donc par le systéme
i passag P )

> >

MN = dwie;,

> >

(39) N
ei—er= 1 (1. ..2,) dwhey.
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On voit qu'unc connexion affine se définit par Ies mémes éléments
que le calcul pfaffien absolu, de sorte que I’étude des connexions
affines s¢ confond avec I'étude de ce calcul, et en fournit une traduc-
Llion géométrique.

y . ) e —

D’ailleurs, au point de vue formel, on peut considérer les e; comme

des symboles auxiliaires, linéairement distincts, et auxquels on attri-
bue un caractérce covariant. Leur introduction permet d’associer a tout

couple de points M(z;), N(x;+ dz;), I'invariant symbolique dwie;,
——> s
que on désigne par MN, ou méme, plus simplement, par «M.
. _+ . ’ I3 7
Ceci posé, désignons par le symbole de; la différence géomé-

> . . . .
trique ¢;— e;. La deuxiéme équation (39) s’écrit alors symbolique-
ment

(’-llo) a’e;: o,

la différentiation tensorielle indiquée par le symbole d ayant les
mémes éléments que la connexion affine.

Etant donné un vecteur lil)rez de P'espace affine tangent en M,
soient & ses composantes dans le systéme des vecteurs ;;, B dEi ses
composantes dans le systéme des Z Les k¢ se calculent en écrivant

—4) ’
que df=o; et la différentiation tensorielle de I'équation de défi-
nition

> >
E=1le

donne, en tenant compte de (4o),

(41) dti=o.

>

Ce dernier systéme d’équations exprime donc que le vecteur £ reste
équipollent dans I'espace affine tangent en M.

Les équations

(42) dEi=o

>
traduisent ce qu’on peut appeler 'entrainement du vecteur &, avec le
systéme de référence, sans mouvement relatif par rapport a ce systéme.
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D’une maniére générale, le vecteur
> >
dt = dtie;

>
est la différentielle géométrique absolue du vecteur &, fonction de son
origine M, tandis que

>
dtie;

est sa différentielle géométrique relative. On peut donc dire que

les *{,‘}, dw” définissent la rotation dans I’espace affine tangent en M,

—_——
du systéme de référence lorsque son origine se déplace le long de MN.

[’analogie des opérateurs (6) et (14) montre que les formes bili-

néaires (od — d9) yf, délinissent aussi unc rotation affine, associée au
. . . YRS

paralléelogramme infiniment petit de cotés dM, M. Par exemple le

>
transport d’un vecteur Z, par équipollence, le long de ce parallélo-

gramme, en commengcant par le colé gi\_)l, se traduit par
(E:Tl) §i=07

de sorte que ses composantes, au retour, sont

(43) B (B dyEi=E— (8d —da) Bk,

La rotation affine par laquelle on passe de la direction initiale a la
direction finale traduit donc la courbure de la connexion affine (ou du
calcul pfaffien absolu).

On peut également interpréler cette rotation en supposant quc le
>

vecteur ; est entrainé, sans mouvement relatif, avecle n-édre de refé-
rence de son origine. Mais alors la résultante des déplacements absolus
successifs n'a de sens (ue par rapport & un méme espace affine. Pour
faire leur somme, on les suppose donce transportés, par équipollence,
en un méme point infiniment voisin de tout le contour ; on doit effec-

>
tuer celle opération a la fois sur les différences géométriques de %, et
sur les déplacements de son origine M.

En effectuant ce transport par équipollence, au sommet A du paral-

>
lélogramme, on obtient, pour la variation géométrique totale de z, les

composantes (¢, d) i, avec la condition (2, d) t¢= 0. La formule (14)
o a), ) < +)




26 R. LAGRANGE.

donne donc, en écrivant (3, d) pour (3d — d3),
(6’ )EL= (6; d ‘f'/f’i"-
Le transport, au méme sommet A, des différences géométriques

N

absolues @M de l'origine du vecteur, donne pour leur résultante
T T (S T

(4%) (8, d)M = (5 dwi— ddwi)e,,

de sorte que dans I'image que P'on fait, dans le méme espace affine,

du déplacement de : le vecteur ne revient pas a son origine initiale.
Les formes bilinéaires qui traduisent la torsion de la variété (ou du
calcul pfaffien absolu)sont donc les composantes d'une translation
associée au parallélogramme en question.

Si, au lieu du vecteur Z, on considére son extrémité P, le déplace-
ment que subit P, le long du parallélogramme, et dans I'image affine
considérée, estla somme du déplacement de I'origine et de la variation

>
géométrique de %, c’est-a-dire (')

- — _ . >
(43) ; [(G dwi—dswt) + (8, d) 't e;.

2. Théoréme de la conservation de la courbure et de la torsion. —
M. Cartan a donné une interprétation géométrique remarcuable des
formules (37). Considérons un parallélépipéde de sommet A et de

cotés dK, BX, AK. A chaque face est associé un déplacement affine;
repérons, par rapport a I'espace affine tangent en un méme point
infiniment voisin de toutes les faces, le sommet A par exemple, les
déplacements affines d’un méme point P, relatifs aux six faces. Les
formules (37) expriment que la somme géométrique de ces déplace-
ments affines, effectuée dans ce méme espace affine, est identiquement
nulle.
Tout d’abord, le déplacement affine du point

>
P=A+¢e,

(') Pour une démonstration rigoureuse de ce résultat, ¢f. CARTAN, Sur les varigtés
a connexion affine... (Ann. Ecole Norm. sup., 192§, p. 366-372).



CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU. 27

. >
associé a la face ((IA, 8A>, est le déplacement (45). Soit A’ le

—— —
sommet A + AA, et soient ¢; les vecteurs de référence en A'. Les

—
coordonnées de P par rapport aux ¢; sont

0 = — Awi -+ B— Ay B,

f(——> ——>
et le déplacement affine associé a la face (dA’, 8A’> est, aux infi-
niment petits d’ordre supérieur pres,

> - - . - - - . - .
eid (G dwi — d éw) + & (3 dwi — d swi) + (8, d) Th A3, d) gk |
= :i § (3 doi —ddw) + a(8 dwi—d swi) — (3, d) v Awk—+avi (3 dwr— dswk)
+ 8 [(3, @) ' — (B, ) i syt + A (3, d) v+ v (3, ) 4]

La somme géométrique, effectuée ainsi en A, des déplacements
allines associés a ces deux faces opposées, parcourues évidemment

en sens contraires, est donc

BTN X i i (% g oh T V.
ei 1A (& dwi—dini) — (3, d) Vi Awk 4 Ay (3 dwt — d dwk)
+ g[8 (3, @) v+ avh (B, @) vi'— avi (G, d) v

et la résultante totale, pour les six faces, qui s’obtient en ajoutant les
termes déduits de ceux-ci par permutation circulaire des lettres d,
3, A est bien

>
ei | (8,8)dwi (3, d) Dol (d,3) 5w |

+e,”l((A ) dyi + (3, d) Al +(d, 8) 87} | =o.

Remarque. — Etant donné un arc de courbe non infiniment petit,
on peut reporter dans un méme espace affinc, de proche en proche,
les déplacements affines d’un méme point le long des éléments d’arc
successifs. Par ce procédé, on peut associer & un arc quelconque un
déplacement affine (translation, et rotation affine).

On peut ainsi définir les géodésiques d’une variété a connexion
affine comme les courbes dont la tangente reste paralléle a elle-méme
le long de la courbe. Ce sont les courbes dont I'image, dans un méme
espace affine, est une droite.

On peut également écrire que, le long d une géodésique; d dwi est
proportionnel & dewi.
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3. Variétés 3 connexion métrique. — Considérons des variétés
a connexion affine dont chaque région infiniment petite a, en outre,
les caractéres de l'espace métrique euclidien. La longueur : d’un

+ .
vecleur £ie;, supposée mesurée avec un certain étalon, est donnée

par une forme quadratique (')
(46) B2= ¢ = ;1 (1...2n) E ER.

La métrique est complétement définie par la donnée de la connexion
affine (39) et de la forme quadratique ©. On en déduit le rapport des
mesures de deux vecteurs équipollents, situés dans deux espaces
allines tangents infiniment voisins; on obtient, en effet, par différen-
tiation de (46), compte tenu de (11),

I - .
; daz’l.‘ gl EA‘

E T Ta kR

dx

Dans le déplacement d’un vecteur par équipollence, la rotation affine
de ce vecteur par rapport an n-édre de référence se décompose donc
en une rotation euclidienne et une homothétie. En général, cette
homothétie dépend de I'orientation du vecteur. Une variété est dite
« & connexion métrique » si ce rapport d’homothétie ne dépend pas
de l'orientation du vecteur, mais seulement du déplacement de I'ori-
gine. Pour cela, il faut et il suffit que

(’17) E(L,'/l-z 2Q;k I['.!J,

d} étant une forme linéaire, d’ailleurs arbitraire, des dw.

Une connexion métrique est complétement définie par la donnée
du tenseur fondamental @i, de la forme linéaire d¥, et des compo-
santes de la lorsion 5 dwi— d sw'.

L’étude des variétés a connexion métrique, sans torsion, constitue
la géométrie de Weyl. Cette géométrie est donc complétement déter-
minée par la forme quadratique ¢ et la forme linéaire d'y.

Lorsque ) est nul, la connexion est dite « euclidienne ». Il en est
de méme lorsque d est une différentielle exacte, car on peut l'an-

. (') On suppose que la mesure d’un vecteur entrainé avec le n-édre de référence,
sans mouvement relatif, est une fonction uniforme de la situation de ce n-édre.
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nuler en prenant un étalon e¥ fois plus long. Les variétés a connexion
euclidienne et sans torsion sont les variétés riemannienncs.

Sur une variété & connexion métrique, la courbure affine, associée
a un contour infiniment petit, se décompose en une rolation eucli-
dienne et une homothétie. I.e théoréme de la conservation de la
courbure et de la torsion exprime que la somme des rotations et la
somme des homothéties associées aux éléments d'une V,de la variété,
fermée et infiniment petite, sont nulles.

On simplifie 'étude des connexions métriques en les rapportant

a n vecteurs e; orthogonaux et de longueur unité. On a alors
dyin= app dv} = dyf,
et (46) et (47) s'écrivent
s o = (dw,;)?,
d’

ik dYri=0 (£# k),
1 dY“-=— l{ql.

(4%)

Le calcul - différentiel absolu défini par (48) se réduit au calcul de
Ricci pour d = o, avec 8 do'— d 3wi= o.
Remarquons également que, par le choix d’un étalon et de vec-
— . dy .
teurs e; qui soient e¥ ~ fois plus longs, l’inlégralefdv!J étant prise
le long du chemin parcouru, on peut donner, aux équations de deéfi-
nition de la connexion métrique (48), la forme

( 2 f |
(49) b o= e ™ oy,
' dyii+ dyri= o0;

ainsi, les variétés a connexion métrique peuvent étre considérées
comme représentables conformément sur les variétés a connexion
euclidienne, le rapport des deux ds* n’étant pas nécessairement uni-
forme.

Le ds?=¢ d'un élément d’arc n’est susceptible d'une signification
intrinséque que lorsqu’on peut adopter un étalon de mesure des lon-
gueurs pour lequel d soit nul, ¢’cst-a-dire lorsque la connexion est
euclidicnne ().

(') Il résulte en cffet de (47) que, lorsque dy # o, la mesure de la longucur d’un
élément d'arc dépend de l'extrémité a laquelle on se place.
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Les courbes de longueur stationnaire d’une variété a connexion
euclidienne, prise sous la forme (48) avec ¥ = o, sont les extrémales

de I'intégrale
B 2B
l=[ ds=/ \,/do)l?.
A A

En désignant par 8z; la variation du point courant de I'extrémale,
déformation fonction de s mais nulle aux deux extrémités, la variation
premiére de I est

ol —j {[w'o /w‘——f ‘{T._[awt‘f‘u/ (le(odw‘—dom’

I

YA

Or

z.[ &
l!
—
Xz
g
o7
2
g
l___J
Q7
[
:
';
§

et la quantité intégrée au second membre est nulle par hypothése. 11
vient donc

dwy

ol._-— ow,?ddw' Appi—— 5 (/w/, %

Si la variété est sans torsion, les extrémales sont donc les intégrales
du systéeme d’équations

- A

-—dw[
d ds

c’est-a-dire les géodésiques.
Drailleurs, pour qu’une géodésique soit une ligne de longueur sta-
tionnaire, il faut et il suffit que, le long d’une telle ligne,

du)/;( Appi dwy, aw,') =0,

c’est-a-dire que la translation affine Ay dwy Sw; associée a tout élé-
ment plan, passant par un élément d'arc quelconque dw; de celte
courbe, soit orthogonale & cet élément d’arc.

Pour que toute géodésique soit une ligne de longueur stationnaire,
il faut donc et il suffit que la translation associée a un élément plan
quelconque soit orthogonale a cet element plan. Pour une V,, ceci
_ exige qu’elle soit sans torsion.
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"CHAPITRE VL.

CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU D'UNE VARIKTE PLONGEE DANS UNE AUTRE.

1. Courbure d’une variété par rapport & une autre.— Etant donnéc
une variété Vy, 'ensemble des états pour lesquels les N coordonnées
satisfont a certaines relations constituent eux-mémes une variété. On
ne restreint pas la généralité en supposant les coordonnées telles
qUe Zpyiy Lnya, -+ -, Ly soient constantes le long de la variété en
question.

Relativement a cette variélé a n dimensions V,, les changements
de variables de la Vi, qui laissent invariant le systéme

Zp4y = const., Zpa = consl., . xN= const.,

jouent un role particulier. Ils sont de la forme

‘ x, =xy(xy, Tay ..., Ty) (x=1,2, ..., n),

(50)

[ x;:+p=x:1+p(‘z'n+h ey TN) (e=1,2, ..., N—n),

c’est-a-dire tels que
=0 (a=1,2, ..., ).

Etudier une V, appartenant a une Vg conduit donc a étudier
. N

comment se comporte le calcul tensoriel envers le sous-groupe

linéaire

| do'x =05 dwt—+ 85y, dwn+r (o, @=1, 2, ...y 1),

.
', dw'n+p = bl dwn+r (py r=1,2,...,N—n).

Nous savons que la substitution aux dx’ des formes de Pfaff dwi ne
complique en rien le calcul; mais, cependant, nous généralisons
ainsi la question, carle systéme invariant d’équations

(32) don+r=0 (r=1,2....,N—n)

ne définit une véritable V, que s’il est complétement intégrable.
Nous poserons ¢ =N — n, et nous désignerons par ¢, &, , ...;

a,b,c,...;rys, t, ... les indices pouvant prendre respectivement

les valeurs 1, 2, ..., Nj 1,2, ..., 05 1,2, ..., ¢35 et par A, U, v, ...}
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% B8,Y,...5 2,9, 7, ... les indices correspondants pour le nouveau

systéme de coordonnées. Posons

=gk e =%
les systémes des fi; et des /% sont respectivement les réciproques des
systemes des 67 et des /f.

Dans tout tenseur Njif» de la Vy, I'ensemble des composantes
X+ conslituent un tenseur pour les transformations (5 1).Clest
ce que nous appellerons la composante normale du tenseur de la Vy,.
La propriété d’avoir sa composante normale nulle est donc inva-
riante, et le tenseur est alors dit « tangent ala V,, ».

Supposons maintenant que soit définie dans la Vy une diflérentia-
tion tensorielle (ou connexion affine) de rotations v/, dw”. Le long
de la V,, les seuls éléments utiles sont les *{,4',,; posons

a1 — Pr
lal

A — O smi+s  — R
ab? (har b= Ql'll' [ - Rl-b'

n—+rb
Désignons par le symbole El’opérateur auquel se réduit la différen-
tiation absolue dans la Vy, le long de la V,,, lorsqu’on y supprime les
rotations P, et Q%,, qui substituent a un indice d’un groupeunindice
de l'autre groupe.

Les équations (I) qui donnent les rotations de la différentiation
covariante s’écrivent :

(53) 40 =0 = =Pl 07 dwB+ Py, yf dut,
(5%) a0 = Ph 8%, dwt,
(35) doy,,  =—Qlzldw+Qr, 0% duw,
(56) dyf =— ;3 0%, dw'3.

(53) définit les PYy, (54) los v, (55) les Qpy, et (50) les Rig.
(53) exprime que les P,, constituent un tenseur (:)uple pour les
transformations (52). .. v )

En particulier, le systéme des équations P;;, = o a une signification
invariante; il exprime que tout tenseur tangent a la V, reste tangent
dans le déplacement par équipollence dans la Vy, le long de la V,,.
La V, est alors dite plane (par rapport a la Vy). Les géodésiques
d’une telle V, sont géodésiques pour la Vy.
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Sila V, est une vraie variété, c’est-a-dire si le systéme (52) est

complétement intégrable, et si la Vy est sans torsion, le tenseur P,
est symétrique (P, = Pj,). Cela résulte de I'identité

3 dwn+rr—d wn+r = (& dwntr— d dwr+r) + (PL, — Ph,) dw® §ob+...=o0;

dans le second membre, les termes non écrits sont nuls quand on se
déplace le long de la V,, et il en est de méme du premier terme,
d’aprés ’hypothése faite sur le systéme (52).

. * p . +
D’une maniére générale, le vecteur 7, déduit d’un vecteur, tangent
ala V,, en M(£"*"=o0), par déplacement par équipollence le long

. + A
de MN = do' ei, n’est pas tangent a la V', car

Pt = d£n+r'= — P:l‘b Eu dw?,

On dit que le tenseur P, traduit la courbure de la V, par rapport
—
a la Vy. D'aprés di=dt"=o0, on voit que la composante ¢,

>
de 7, en N, est le vecteur déduit de - par I'équipollence que définit,
dans la V,,, la différentiation d.

2. Connexion affine réduite. — Il est a remarquer que l'équipol-

lence (ou la connexion affine), ainsi définie par 'opérateur d dans
la V,, n’est pas invariante pour le groupe (51); mais elle le devient
lorsque les données permettent de fixer, en chaque point de la 'V,

non seulement le (n + 1)-plan tangent, mais encore le (g - 1)-plan
—

des vecteurs e, ,, que, par opposition aux vecteurs tangents, nous

appellerons (¢4 1)-plan normal ala V.

Plagons-nous maintenant dans ce cas. Le groupe des transforma-
tions (51) se réduit au sous-groupe pour lequel

(57) e;“l-f-l‘ = 0”+p =0,

et, par suite, 97, , == 057"= 0. Tout tenseur Xf::f» contient un lenseur
normal X+ et un tenseur tangent Xj{g,_, sy, Plus générale-
ment, tout sysleme déduit de ce tenseur, en ne donnant a chaque
indice que les valeurs de I'un ou l'autre des groupes 1, 2, ..., n;
n—41,n+2,..., N, est lui-méme un tenseur.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 19, 3
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Les équations (53) a (56) deviennent

’ \263‘_0,
(58) =
(d)(, =0,
‘Pg—-— peneb ""
(59)

'er, / 0 eﬁ \,[,

. . 1 \urles .
les rotations contiennent donc deux tenseurs (2) , relativement

aux Lransformations (57).

Les équations Qj,=— o expriment qu'un tenseur normal a la 'V,
(X .. = o) reste normal dans tout déplacement par équipol-
lence le long de la V7.

La connexion affine définie dans la V, par le calcul pfaffien réduit,
d’opérateur d, est invariante pour les transformations (57), de sorte
que la V,, est maintenant une variété a connexion affine bien déter-
minée, appartenant a la variété a connexion affine V. La connexion
de la V, s’appellera la connexion affine réduite a la 'V,.

Sila Vy est sans torsion, il en est de méme de la V,,, car, le long
de celle-ci, & dw" = 3 dwe.

Supposons que la Vi soit a connexion métrique, le (¢ +-1)-plan
normal en M étant orthogonal a la V,. Le long de la V,, la forme
quadratique de la métrique est de la forme

© = aup Aw? dw’ + a,ypp pys do+" dmi+s,

de sorte que

daab=aaab;

donc la V, est également 4 connexion métrique, avec le méme rapport
d’homothétie 1+ d.

Il résulte dela que la 'V, est riemannienne en méme temps que la Vy;
de sorte que la connexion réduite a la V,, coincide avec la connexion
riemannienne déterminée par le ds? de cette V,. L’équipollence rie-
mannienne (ou de Levi-Civita), dans la V,, est donc le résultat de
I'équipollence riemannienne, dans la Vy, d'un vecteur tangent alaV,,
suivie d’une projection orthogonale sur la V,. Cette propriété, rela-
tive au cas ou la Vy est un espace euclidien, constitue le théoréme
classique énoncé en 1917 par Levi-Civita.
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3. Relations entre les courbures de deux variétés sans torsion. —
Particularisons encore le probléme en supposant la Vy, et par suite
la V,, sans torsion; supposons également que la V,, définie par les
équations (52), soit une vraie variété. Désignons par les lettres I' et y
les ¢léments des courbures respectives de la Vy et de la V,. On a

(et)

a Y‘l:'l.l . ‘7 Yhd

dwy dwe |
o dh  Oba
rbed = dmy ow,

et la symétrie des P}, entraine
Fiea= Yoea— (Pha Qre— Phe Q) 5

on calcule de méme les T/, T4, .0y IS

N1 ocd*

En introduisant les tenseurs quadruples

(60) \ Phot= Pha QF.— Phe Qrty
o !
| Qiea= Phe Qi — Pha Qs

on obtient, en définitive, entre les courbures des deux variétés, les
relations fondamentales

‘{'/5“ - P’/.'c.l = r;;'c,l-

i

P;;t‘//tl - PZI’//!' = F;:«-:I'l,
Qo fa— Q¥al |- = Vireas

G $ SIS
Rl't'd — Ql't'd = lll+r s

(61)

Les dérivées absolues qui intervicnnent dans ces formules sont les déri-
. vées réduites a la V,, et R, représente expression R;//, — RiG//..
Les y/.4 sont les courbures intrinséques de la connexion réduite.
Les R;,, peuvent étre appelées les courbures de torsion (ne pas con-
fondre avec la torsion d’une connexion affine).
Lorsque la Vy est riemannienne avec

o = (dw;)?,
on a
P = — Qi

et les deux lignes intermédiaires de (61) sont identiques. On peut



36 R. LAGRANGE.

d’ailleurs écrive P, et Q,.,., pour P’ et Q5.,; ces symboles cova-
riants sont symétriques gauches par rapport aux deux indices de
chaque couple, et les P, sont en outre symétriqucs, comme
les Yabed € Ly, gy par rapport aux deux couples d’indices.

Les formules (61) sont fondamentales dans l’établissement des
propriétés géométriques de la V,, relativement a la Vy qui la con-
tient.
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