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CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU 

Par M. R. LAGRANGE 

INTRODUCTION. 

Le calcul différentiel absolu est de création relativement récente. 
Si les principes essentiels se trouvent dans un mémoire fondamental 
de Christoflel paru dans le Journal de Crel/e en 1869, c'est à Ricci et 
Levi-Civita que l'on doit l'érection des résultats de Christoffel en un 
mode général de calcul. C'est également grâce à ces deux géomètres 
que fut mise en évidence la fécondité de ce nouvel algorithme, dans 
leur mémoire paru en 1900 dans les Matkematischc Annalen. 

Il faut cependant reconnaître que, même chez ces deux auteurs, 
l'idée fondamentale n'était pas utilisée dans toute sa généralité; le 
problème à résoudre est celui du changement des variables ; mais, 
jusqu'aux travaux récents de Eddington, Schouten et Cartan, on se 
borna au cas particulier où s'introduit une forme quadratique inva
riante, et l'on peut dire que cette particularité, d'importance fonda
mentale dans les applications à la géométrie et à la physique, mas
quait l'idée générale. La généralisation apparaît déjà, cependant, dans 
les travaux de Weyl, où est mise en évidence la notion de connexion 
affine. 

Afin de faire ressortir les idées si simples qui sont à la base du 
calcul différentiel absolu, j 'aborde la question dès le début dans toute 
sa généralité, comme un problème de pure analyse, et les considéra
tions géométriques importantes qu'il n'est guère possible de passer 
sous silence sont exposées comme une illustration des résultats ana
lytiques. 

Dans cet esprit, le calcul différentiel absolu des variétés rieman-
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2 R. LAGRANGE 

niennes ne pouvait qu'être signalé avec ses particularités fonda
mentales. J'ai adopté le nom de Christoffel pour ce qu'on désigne 
généralement par « Calcul de Ricci et Levi-Civita », tout d'abord car 
la différentiation covariante relative à une forme quadratique de diffé
rentielles est définie et déjà utilisée par Christoffel comme moyen de 
calcul, et aussi pour réserver le nom de « calcul de Ricci et Levi-
Civita » à la méthode des congruences orthogonales, créée et utilisée 
par ces deux auteurs, et dont, à mon avis, l'importance et la simplicité 
n'ont pas toujours été mises suffisamment en évidence dans les 
ouvrages consacrés au calcul différentiel absolu. 

L'ouvrage se termine par les formules fondamentales relatixes à 
une variété plongée dans une variété à connexion métrique, qu'il m'a 
paru bon de donner ici, étant données la généralité de la question 
et son analogie de caractère avec le problème initial. 

CHAP1THE I. 

C A L C U L T E N S O R I E L . 

1. Introduction. — L'élude quantitati\e d'un fait concret variable 
nécessite tout d'abord le choix d'éléments dont la mesure permette 
de caractériser chaque état de ce fait. De tels éléments constituent un 
système de coordonnées; un état particulier du fait, ou l'ensemble 
des nombres qui le caractérisent dans un système déterminé de coor
données, s'appelle un point; enfin, l'ensemble de tous les états, ou 
points, constitue une variété. 

Grâce à l'emploi du calcul, l'étude de tout phénomène variable est 
assimilable à l'étude d'une \ariété géométrique, et c'est au langage 
géométrique que l'on emprunte la nomenclature et les représentations 
dont on a besoin. 

Les éléments du calcul dépendent et de la nature du phénomène et 
du choix des coordonnées; les lois auxquelles obéit le phénomène, 
traduisant des propriétés intrinsèques, doivent s'exprimer par des 
systèmes d'équations indépendants du choix de ces coordonnées. 

Un invariant est tout élément, ou système d'éléments, dont les 
valeurs numériques, résultant d'une suite déterminée de calculs, sont 
indépendantes des coordonnées utilisées. Toute \ariété Y possède un 
nombre entier invariant, savoir le nombre minimum des coordonnées 
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qui caractérisent ses différents é ta ts ; ce nombre n est le nombre des 

dimensions de Y. 

Étant donnés un point, de coordonnées (xtx2 . . . xu) dans un p re 

mier système, ses coordonnées (x\x\_. . .&-'„) dans un autre système 

sont fonctions des x{, x2, . . . , oc„. Ces fonctions caractérisent le 

changement des coordonnées . On les suppose dérivables, et l 'on sup

pose également, par réciprocité, que le déterminant fonctionnel ne 

s 'annule en aucun point du domaine de variation considère. 

2 . Tenseurs . — L e s tenseurs sont des éléments mathématiques qui , 

sans être invariants, permettent de former aisément des imar ian t s ou des 

systèmes invariants d 'équat ions. Avant de les définir ('), remarquons 

que le calcul introdui t des quant i tés , fonctions du point de la variété, 

et affectées d 'un certain nombre d'indices (les coordonnées #/ , les 

dérivées d 'une fonction invariante, e tc . ) ; dans un ensemble de telles 

quant i tés , dotées de m indices pouvant p rendre toutes les valeurs i , 

2, . . . , /i., le nombre d 'éléments symbol iquement distincts est nm ; un 

tel ensemble s'appelle système muple, ou, plus brièvement un muple. 

Etant donnés deux systèmes de coordonnées ,r/(i = 1,2, . . . , / / ) 

e t x\.(A — 1, 2, . . . , / Î ) , posons 

Les h': et % sont évidemment réciproques ('-) : 

<o i>to = »i. *= i ° s i X7 -̂
> jLt ' V- V V- , S i X = U 

/ — I 

Soient ^1,/,.../,,,(^1 x2 . . . xn) les éléments d 'un muple, résultant, dans 
le premier système de coordonnées , d 'une suite déterminée d 'opé
ra t ions ; dans le deuxième système de coordonnées, les mêmes opé-

(') La définition développée ici est la définition restreinte. D'une manière plus 
générale, un tenseur sera tout ensemble d'éléments qui, dans un changement des 
variables, subissent une transformation, généralement linéaire, dont les coefficients 
ne sont fonctions que des \aleurs des anciennes et des nouvelles variables, et non de 
telles des éléments eux-mêmes. 

(2) Nous profitons de l'emploi d'indices littéraux pour représenter les éléments de 
ces deux systèmes réciproques par la même lettre 6. 

file:///aleurs


4 R. LAGRANGE. 

rations conduisent aux éléments X> > \m(x\ x[, . . . x'n) d 'un 

nouvel muple. 

Les X/Va /;// const i tuent un tenseur covariant mup]e si les valeurs 

des X)iAt( y et des X,-,- >/|H, au même point , se déduisent les unes des 

autres par les relations linéaires 

• I 

Ils const i tuent un tenseur cont revenant />2uple, et nous les affecterons 

alors d'indices supér ieurs pour les dist inguer des covariants, si Ton 

a au même point 

.X''-i>-*--->-.«= V " eJ;'e^...6};;;«X'Va...'»,. 
/ , / 2 - . . / , , , 

Un tenseur mixte est un système, covariant par certains indices 

(que l'on place infér ieurement) , et contrevariant par d 'autres indices 

(écri ts supé r i eu remen t ) ; les relations linéaires entre les anciennes et 

les nouvelles valeurs sont de la forme 

•1 

f"|/>•. . f „ 

Un tenseur AM fois covariant et /? fois contrevariant sera encore 
/ p \ l , P l e

 T - . / o \ u P ' e 

dit ( ) • l i n invariant est un • Les différentielles dxi 
/ i \ l ,p | c 

forment un ( ) ; nous les écrirons dx'\ les relations de contre-

variance 

dx^= \"Q]cfxl 

sont d'ailleurs les équations de définition des Ô,'. Les dérivées/*/= -^-
1 ' J dxt 

/ o \ uP'e 

d'un invariant consti tuent un • Nous verrons plus loin des 
exemples de tenseurs mixtes. 

Il résulte de la forme linéaire des relations précédentes que tout 

système d 'équations obtenu en annulant les éléments d 'un tenseur a 

une signification invariante. 

3 . Algèbre tensorielle. — Etant donnés plusieurs systèmes d'élé-
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ments dotés d ' indices, les uns inférieurs, les autres supérieurs , on 

peut en déduire de nouveaux systèmes par trois opérations algé

briques fondamentales : l 'addition, la mult ipl icat ion, la composit ion. 

La somme de deux systèmes de même nature X-1 ; />, Y f1////̂  est le 

système dont les composantes sont 

Zj'--f/'=Xf«-/"/'-hYfi-/>. 
t\... t„i 11...<„, / 1 . . . / „ i 

Le produi t de deux systèmes quelconques X-1 ;^/', Y'''1 ;;j';i est le 
système 

z*....Vii...y'7=XAV..A-/,YJ....;:7i 

En part iculier le produit d 'un système à indices tous inférieurs, et 

d 'un système à indices tous supér ieurs , est un système mixte. 

Inversement on peut déduire de tout système mixte, par l 'opération 

appelée contract ion, un nouveau système n 'ayant que des indices de 

même na ture . Un système contracté de X*1y,^' est un système 

dont les composantes sont 
p _ x \upte 

7fc,. . .*,- ,A\h | . . . />__ V " v/-,...A-,-,/Av.,- ,-*/'. 

La contract ion suppr ime un indice inférieur et un indice supé

r ieur ; on dit qu' i l y a eu saturation de ces deux indices. Le système 

obtenu dépend du choix des indices saturés. L 'opérat ion peut se 

répéter tant que tous les indices d 'une même na ture n 'ont pas été 

sa turés ; les systèmes obtenus par ces contract ions successives s 'ap

pellent également les contractés du système primitif. 

On appelle composés de deux systèmes quelconques les contractés 

de leur produi t ; la composit ion présente donc la même indétermina

tion que la cont rac t ion; celte opérat ion-ci n 'en est d'ailleurs qu 'un 

cas particulier. 

Par exemple, des deux systèmes X*;., \fn on peut déduire les com

posés 

y/. — ' V \r/> Y' 

fi =2xfrY*> etc-

file:///upte
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Mais toutes les formes que peut prendre la composition dérivent 

du même principe, celui de la saturation des indices. 

Enfin ces trois opérations s 'appliquent à plus de deux systèmes par 

le même algorithme qu 'en algèbre. 

Lorsqu 'on effectue ces opérations sur des tenseurs, les systèmes 

obtenus sont encore des tenseurs . La vérification est immédiate . En 

particulier une composition où tous les indices sont saturés fournit 

un invariant. 

Un système /^up,e, qui , composé avec tout tenseur pu p l e , donne un 

tenseur (//? — / ; ) u p , e , est lu i -même un tenseur . Par exemple, la cova-

riance mu, , ,e du tenseur X^ , est équivalente à l ' invariance de la forme 

de différentielles 

^ j X,,.../„,dxhdx'1*... dx1'». 

/ , . . . 1 , , , 

Remarque. — Dans le calcul tensoriel, ou, d 'une manière géné

rale, dans le calcul des //«l,p,os, un signe S désigne habi tuel lement une 

composition, les indices de sommation étant ceux qui apparaissent à 

la fois comme indice supér ieur et comme indice inférieur; on ne crée 

alors aucune ambiguïté en s 'abstenant de les écrire en indice du 

signe 2. On se dispense même d ' indiquer ce signe S, en convenant, 

sauf avis contraire , d'effectuer toutes les saturations indiquées par 

les couples d'indices égaux. 

4. Différentiation des tenseurs. — La différentiation d 'un m"p,° donne 

un nouveau raupl°; mais si le système différentié est un tenseur, il n 'en 

est pas de même, en général, du système obtenu. Cela tient à ce que 

la différentiation fait intervenir les dérivées des 6-. La différentiation 

d 'un tenseur quelconque ne fournit un tenseur que si les 6} sont des 

constantes, c 'est-à-dire pour les changements de variables du groupe 

l inéaire . Cette remarque évidente joue un rôle essentiel dans l 'algo

r i thme du calcul différentiel absolu. 

La différentiation s 'applique aux trois opérations algébriques fon

damentales, suivant les identités formelles suivantes, aisément vér i -

fiables : 

1 d (X*V;.#-r- ¥{;;;;&) = dX^;;;^ d\*;;;;frH, 

( a ) }d ( Xf-.-ft . Y;-•;.>;.**) = X*.;;;*> dX';;;;£, + Y fcfi dX^-Jp, 
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Remarquons à ce sujet que les deux dernières équations, bien que 
de forme identique, n'ont pas la même signification; la dernière 
contient en effet les indices de sommation /^, /J2, . . . , hq, et le 
signe S y est sous-entendu conformément à notre convention. 

CHAPITRE II. 

PRINCIPES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL ABSOLU. 

I. Différentiation tensorielle. — Les propriétés formelles de la dif
férentiation, que traduisent les identités (2), appartiennent également 
à des opérateurs linéaires de la forme 

(3) A(xfr*»-"M = A;- X , ¥ » - / > + A;- x£«*«" •*/' + . . . 

-K Bfj X J -̂- - /> -H Bf.2 X^/'- - >̂ -H . . . -H B f > X f ^ / r . 

Un tel opérateur est une somme de compositions du système consi
déré avec les systèmes à deux indices A.'1, B'\ On vérifie immédiate
ment que, quels que soient les in1 éléments A*, Bf, cet opérateur se 
comporte formellement comme la différentiation envers la somme et 
le produit des systèmes. 

Par contre, celte opération n'est pas nécessairement permutable 
avec la contraction. On'a, en effet, 

tandis que 

n 

(4 ) 2 A ^ *fr-tâ > = 2 " A'r. x--"-#*+- • • + 2 " B>xî.'.v.v-• 
// = 1 /i,r /i,r 

h,r 

Pour que l'opérateur (3) soit permutable avec la contraction, il 
faut et il suffit que la dernière somme au second membre de (4) 
soit identiquement nulle, c'est-à-dire que 

A; ;+B£ 
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Dans ces conditions, (3 ) se comporte envers la composit ion des 

systèmes, résultat de leur multiplication suiwe de contract ions, sui-

\ a n t les relations formelles ( 2 ) . Il en est de même de l 'opérateur 

(5) rfXj;;;;^ + A ( X ^ ) , ( A ? + B*=o) . 

En résumé, nous avons en (5 ) un opérateur généralisant et pou

vant remplacer la différentiation et se comportant comme elle envers 

les trois opérations fondamentales de l 'algèbre tensoriel le; c'est la 

différentiation tensorielle, que nous dist inguerons de la différentiation 

ordinaire en surlignant le signe d : 

(G) 5x f - / / ' = rfxf«-A/'— y T;>x^--> ,- - f -Y YA?xf«-/-p-^. 
\ / / , . . . / , „ If-hit J ^ ' ' a 'l- • • ' a- • -'m ^ ^ *r$ If-In, 

a=i p=i 

En outre , pour conserver l 'homogénéité , on prend pour les y/ des 

formes linéaires des différentielles dxl 

Y,7, = 7/ / /^1- • -*n)dxh, 

de sorte que cette opération dépend de n3 fonctions arbi traires . 

On peut alors définir les dérivées tensorielles des différents ordres 

p a r l e même algorithme que dans le calcul ord ina i re ; les dérivées 

tensorielles premières sont définies par 

dX^;;;h;=X^;;:!ii;ildx^ 

on les désigne encore p a r — / ' / j ' " ' > o u même, plus simplement, lors

qu'i l i^j a pas d 'ambiguïté , par X ^//,-¾. 

Il résulte de leur définition que les dérivées tensorielles <ylèmos 

/ p \uple / p yiple 
d un ' est un • 

\ m I \ m -h g / 
I p \ U|llC 

Remarque. — Il peut arriver que dans un ( ' ) X,-"1;.".',,>, soient 

seulement considérés les éléments d 'un sous-système, par exemple 

ceux dont les indices / , , / a , A", ont des valeurs déterminées . Pour 

spécifier que l 'opérateur ( (i) ne doit pas opérer sur de tels indices, 

nous les isolerons des autres indices par des parenthèses. Ainsi, nous 

écrirons 

file:///uple
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2. Différenciations covariantes. — Les /?3 fonctions y ^ dont dépend 

la différentiation tensorielle sont associées au système de coordonnées 

utilisées. A un premier système (x{ x2 . . . #,*), on peut associer 

une certaine différentiation tensorielle, définie par les /i3 fonctions 

T///(^i • • • # « ) ; à un autre système de coordonnées (x\x'i . . . xn), 

on peut de même associer n* autres fonctions y'£, (x\ . . . x'n), et la 

différentiation tensorielle qu'elles définissent sera désignée par d'. 

Etant donné un ( p ) , les différentielles tensorielles de ses élé-

ments X-jy ••,*/'(#, . . .xn), calculés dans le premier système de coor

données , s 'entendent avec les éléments yJA, tandis que les différen

tielles tensorielles de ses composantes X'^1 "'^'[(x] . . . x' ) dans le 

deuxième système de coordonnées sont des opérations d'. 

Les y^A s 'appellent les rotations de la différentiation tensorielle. 

Dans le calcul différentiel ordinaire , elles sont nulles ident iquement . 

Dans le calcul tensoriel, nous avons, jusqu ' ic i , toute l iberté dans leur 

choix, et cela pour chaque système de coordonnées , mais nous n'avons 

pas encore réalisé la proprié té que nous a\ ions en vue en faisant celte 

généralisation, savoir la conservation de la covariance par cette opé

rat ion. Cette condit ion détermine les differentiations tensorielles 

relatives à tous les systèmes de coordonnées , dès que l 'on a choisi les 

rotations associées à l 'un d'eux. 

En effet, il faut que les rotations y-7/ et y>JJ associées à deux systèmes 

de coordonnées différents soient telles que les relations 

(7) x'y-i—Pn = e''1 . . . 6 ' " 1 0 ^ . . . 6 ^ xA"--A> 
A , . . . A # I I A| A„j A", Kp / , . . . / , „ 

entraînent 

(8) d/x'^ -y-p= eï1..^.'"' 6 ^ . . . 6 ^ ^ - ^ . 

O r le second membre de ( 7 ) est une composition du tenseur consi-

dere avec le r 

\in+p) 
A / , • . . / , , 1 ^[•••[f-fj _ _ 0-/...OÎ'" 0 ^ . . . 6 ^ ; 

A, A,„ A, A„ 

ce système se rattache au premier système de coordonnées par ses 

indices latins, au deuxième système de coordonnées par ses indices 

grecs. On peut généraliser l 'opération (6 ) afin de la rendre applicable 
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à de tels systèmes ; d'une manière générale, appelons différentiation 
tensorielle d'un système doté d'indices grecs et latins, supérieurs et 
inférieurs, l'opérateur 

( 9 ) 3 U ^- . .A > ^ 1 . . . |X 7 = f /uA1 . . .A / ,y.1 . . .(,7-
v : 7 / l t . . . l m / . , . . . A,. / , . . . / „ , A , . . . Ar 

m p 

S 'a U*i---V-q j . V * ^ a î T * 1 - - - 5 » - - - ^ 1 " - ^ 

' / a / , . . . ^ . . . / . , . . . / . , . ' ^ J »Ja / , . . . / . , . 
OL =i a = î 

/• 7 

Cet opérateur, dont (6) n'est d'ailleurs qu'une forme particulière, 
est encore de la forme (5) et possède donc les propriétés formelles 
traduites par les identités (2). La différentiation tensorielle, ainsi 
généralisée, des deux membres de (7), donne 

dX'^-'fp = e?1" • 'r ^ • • ^ Sxf—^ + x*1 •••^de?—!;» ^ - - ^ • 
' •1- . . / - , ,1 A, . . . A,„ A-,. . . / y * , . . . / , „ ' l - • • ' # , ! Ll...t.mKl...Kp 

l'identification avec (8) entraîne 

A , . . A,„ A , . . . A/j ' 

et, par suite, les conditions nécessaires et suffisantes 

D'ailleurs, la différentiation tensorielle des relations de réciprocité (1) 
montre que les seules conditions essentielles sont 

(\) 2e/-= 0. 

On peut donc dire que, pour que deux différentialions tensorielles 
relatives à deux systèmes de coordonnées conservent la covariance 
(soient covariantes), il faut et il suffit que les 6/ se comportent comme 
des constantes envers la différentiation tensorielle (9). 

Cet énoncé rappelle la remarque faite au sujet de la différentiation 
ordinaire des tenseurs; mais les quantités arbitraires introduites nous 
permettent maintenant de réaliser les conditions (1), quels que soient 
les 8/\ En effet, ces équations, développées, s'écrivent 

ôxk
 Uk Vfl ' 'fv — YM- Ô£-H Y:/;. O M Ï . 
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et définissent complètement les rotations y^i associées à tout système 
de coordonnées (x\ x\ . . .x'n) dès que l'on s'est donné, d'ailleurs 
arbitrairement, les rotations v .̂ associées à un système de coordonnées 
particulier (xx x.2.. .xn). 

Ces équations sont la généralisation de celles dont la discussion a 
conduit Christoffel au principe de la différentiation covariante des 
variétés riemanniennes. 

Si l'on considère les dérivées tensorielles, il résulte de (8) que les 

dérivées tensorielles qiémoi d'un tenseur ( ^ \ forment un ten-

seur ( ) ; 1 ordre de contrevariance n'est pas modifié. 
\ni H- g / r 

Ainsi nous avons obtenu, sans avoir introduit jusqu'ici de compli
cation formelle, une opération qui remplace la différentiation ordi
naire et qui a l'avantage de ne pas détruire la forme tensorielle, c'est-
à-dire la signification intrinsèque, des éléments auxquels on l'ap
plique. 

Nous disposons même encore des /i3 fonctions arbitraires yf̂ . En 
général, la définition de la variété Y suggère des conditions supplé
mentaires qui en simplifient l'étude et dont la réalisation restreint le 
choix des y-'A.. A ce sujet, on peut faire une remarque essentielle. De 
telles conditions expriment en général que certains tenseurs sont 
nuls, et si, dans un certain système de coordonnées, elles sont satis
faites par les y^., elles le seront nécessairement, d'après ( I ) , par les y'JJ" 
associés à tout autre système de coordonnées. Il résulte de là que si 
de telles conditions définissent complètement les y^, leur réalisation 
entraîne, par cela même, la covariance des différentiations. 

CHAPITRE III. 

CALCUL DIFFÉRENTIEL ABSOLU DES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES. 

1. Différentiation covariante de Christoffel. — Une variété r ieman-

nienne à n dimensions est une variété à laquelle est associée une 

forme quadrat ique des différentielles dx\ i r réductible, et de caractère 

invariant 

( i o ) ? = atk(X\ x-i... xn) dxl dxk. 
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On peut toujours supposer que les coefficients atk sont symétriques 
par rapport à leurs indices, et la donnée de celte forme © est équiva
lente à la donnée du tenseur covariant double et symétrique a/*; c'est 
ce qu'on appelle le « tenseur fondamental ». 

Le groupe des changements de variables fait correspondre à © un 
ensemble de formes quadratiques, et les propriétés intrinsèques de la 
variété sont les propriétés communes à toutes ces formes quadra
tiques. 

On dit encore que 0 définit une métrique riemannienne dont l'élé

ment de longueur ds est mesuré par y z>. 
Les formes quadratiques", dont l'étude par le calcul différentiel 

ordinaire est le plus simple, sont celles dont les coefficients a/A sont 
constants; nous les appellerons « cartésiennes»; elles sont toutes 
réductibles Tune à l'autre et appartiennent donc à la même métrique, 
que l'on appelle «. la métrique euclidienne ». Cependant, le ds2 d'une 
variété euclidienne n'affecte la forme cartésienne que pour un choix 
convenable du système des coordonnées. 

Les simplifications rencontrées chez les formes cartésiennes con
duisent à associer, à la forme générale y, une différentiation tensorielle 
envers laquelle les composantes du tenseur fondamental se com
portent comme des constantes. Les rotations yffl doivent donc vérifier 
les équations 

( u ) daik=o, 

et nous savons que ce système d'équations se conserve dans tous les 
autres systèmes de coordonnées par l'emploi des difterentiations cova-
riantes. 

Les —-—:—- équations (i i) sont linéaires par rapport aux /*3 fonc

tions inconnues y-/, (x\ x2.. .xn) ; elles se partagent d'ailleurs en 

n systèmes (A = i, 2, . . . , /1), différant seulement par leurs seconds 

membres. Il reste donc arbitraires dans le choix des rota-
'2 

lions Y/V 
D'autre part, si celte différentiation tensorielle se comporte plus 

simplement que la différentiation ordinaire envers les tenseurs, et 
surtout envers le tenseur fondamental, elle risque de compliquer les 
calculs où interviennent les différentielles dxl. En effet, un grand 
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nombre de propriétés du calcul différentiel ordinaire (telles que la 
commutativité des dérivations d 'une fonction uniforme, la formule de 
Green, les condit ions d'intégrabilité des systèmes d 'équations aux 
dérivées partielles, e tc . ) , résultent des identités 

8 dxi— d ox1' = o, 

qui expriment que les dxl sont des différentielles exactes. Or , dans 

la différentiation tensorielle, le rôle des odx1 est rempli par les tdx1, 

et l 'on n'a plus, a priori, 

(11) o dxl— d oxi = o. 

Pour conserver à ce sujet les simplifications formelles du calcul 

différentiel ordinaire , on est donc conduit à satisfaire à ces condi

tions. Les équations (12), développées, se réduisent à 

<l3) ï ? A = ï ^ 

au nombre de ' -> et, jointes à (11), déterminent complètement 

les y?,. 

Les rotations ainsi obtenues sont les seconds symboles de Chris

toffel ; nous les désignerons par la notat ion J . i et l 'on a ( ' ) 

/l ! = I ah'J \ —^ -+- da,li — Ôa,/l 1 • 
ik\ 2 L dx/t dxi ox-, \ 

Remarques. — Les fonctions réciproques des a M forment un ten

seur covariant double, et la différentiation tensorielle des relations 

de réciprocité montre immédiatement que ces éléments aik se com

portent également comme des constantes envers la différentiation de 

Christoffel. 

Aux contrevariants dxl on peut associer le tenseur covariant 

simple 
dxi= aik dxk ; 

par suite de la constance des a^, au point de vue tensoriel, les rela-

• ( l) Nous modifions légèrement la notation de Ghrisloflel, afin de nous con

former aux conventions d'écriture des indices de covariance et de contrevariance. 
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tions (12) ent ra înent 
ô dxi— d OXÏ= o ; 

on a ainsi un exemple d 'un système de formes de Pfaff", qui ne sont 
%pas nécessairement des différentielles exactes, et qui se comportent 

cependant comme telles dans ce calcul différentiel absolu. 

2. Permutation de deux différenciations tensorielles successives.— 

Grâce au choix de ses rotat ions, le calcul de Christoffel sera plus 

simple, à beaucoup d 'égards, que le calcul différentiel ordinai re . Mais 

la complication n'est que déplacée et le résultat de deux differentia-

tions successives dépend maintenant de leur ordre de succession. 

D'ailleurs, cet inconvénient ne peut balancer l 'avantage de conserver, 

avec la covariance, la signification in t r insèque des calculs, et, d 'autre 

part , on ne peut espérer suppr imer une difficulté qui tient essentiel

lement à la nature de la variété. 

Effectuons d'abord les calculs pour le calcul différentiel absolu le 

plus général. Désignons par r/yf les formes linéaires y k
i hdx h , qui 

étaient désignées par y-dans la formule (Ci). Differentions de nouveau 

cette formule pour un déplacement ox1; il vient 

/u p 

SrfXf—*' = Ô</X*—*/'—y 5Y'.« d\*1-*» . + V 8Y*P tfx*1-'"-6-*'' 

m p 

-2<rK:v.;t..,,,,+2^ °x 

a = i ,3 = 1 
m Ip 

-yârfTr-'xf'-> ,. -t-Vârfr*' x* 
JnJ l* I f ' u - ' n i ^ ^ ' ( /-pi /; 

î Y / i - - - " ' B ' 

/,.../„. 

O n vérifie aisément que les sommes des première et deuxième lianes 

forment un ensemble symétrique par rappor t aux accroissements d, ù ; 

elles disparaissent donc dans la différence (S,~d) =%ël — a7^. Cette 

différence s'écrit alors 
m 

(,4 ) (375) x£;; ;£ = (8, rf> xf;;;;£ - ] £ {U - Si) ^ x£y.£...,„ 
a = i 

/' 

+ 2 ( W - 3 8 ) Y * ? . . X Î V 

r i 
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ie premier terme du second membre disparaissant lorsque les X/J""."/,!,' 

sont uniformes dans le domaine de variation considéré. Remarquons 

que cette identité est de la même forme que la différentiation tenso

rielle, les formes linéaires rfyf étant s implement remplacées par les 

formes bilinéaires 

(Id — dh)*(f et (Hd—d?j)-(*y 

Bien plus, ces deux sortes de coefficients sont égaux, comme on le 

vérifie immédiatement , de sorte que la similitude de forme des deux 

opérateurs (6 ) et ( i 4 ) est complète . 

En posant 

(i5) (Id-do) y*/, = (îd—dS)tft) = rfhl dx*'ox', 

^ihl ~~ 7/M> 

<le sorte que 

(i4) s'écrit 

(.6) (3T7/) x^ ; ; ;^ = (3, d)\';;:± - 2 ^ / ^ : . ^ . . / , , , ^ l x ' 

, X. M v ' ' i - • • ' S- • •"/> 

Dans le cas particulier où la différentiation tensorielle vérifie les 

équations (12), les y*,,/s'expriment simplement à l'aide des dérivées 

tensorielles des yf,,; il vient en effet 

^ / ! ïihl ' / / , / / l / ' / / i " 

Dans ce même cas particulier, il résulte de (16) que les dérivées 

tensorielles secondes d 'un tenseur uniforme sont liées par les rela

tions 
ni p 

, « vkfkpl y/1-,.../,-., / _ _ _ V 1 ru ysAf.kp , V1 . / '? y/,. ..#>. .*„ 
^ } / , . . . / , , , / / 1 / / , . . . 1 , , , / / 1 / - Ja^iJ'l ix---'-v....i„, Zu " • È ^ ' i - • • ' . , . 

a = i P = i ' 

3 . Tenseur de Riemann-Christoffel. — Les formules (1 - ) et (18) 

sont valables pour le calcul de Christoffel. 11 résulte alors de (18) que 

les y,-/,/ sont les éléments d 'un tenseur ( j ; leur composit ion avec 
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/ 0 \ u p l e 

les ctik fournit un tenseur ( / j 

\'ikhl = «r*Y|7;/ï 

c'est le tenseur dit « de Riemann-Christoffel », et rencontré pour la 

première fois par Christoffel. 

Ce tenseur est nul pour un ds'2 cartésien, et par suite pour les 

variétés euclidiennes. Ce tenseur dist ingue donc une métr ique non 

euclidienne de la métr ique euc l id ienne; on dit qu' i l traduit la cour

bure de la métr ique. 

Remplaçons les y,'/,/ par leur valeur (17), et introduisons les pre

miers symboles de Christoffel 

il vient 
Y / A / * / = Y(/ . i* / i / / — Y ( / )A- / / /O 

ou, en tenant compte de ( i 3 ) , 

compte tenu de la relation (11), qui s'écrit encore 

on vérifie immédiatement que les y / ^ / sont symétriques gauches par 

rappor t aux indices i, k\ les symboles de Riemann-Christoffel satis

font donc à un premier système de relations 

( 1 9 ) -{ikhl = ~ TIAV/I = — Y * I / I / ; 

d'autre part , il résulte de (12) que le covariant trilinéaire absolu 

de dxl 

(I^l)dxi-+- (S^d)^x'^-h•(~d, A) or' 

est nul , ce qui donne 

(*°) ÏA/i/+ TX/A-+ ï/ÀVi = ° ? 

ces dernières formules sont d'ailleurs valables pour tout calcul tenso-

riel qui satisfait aux condit ions (12 ) ; dans le calcul plus part iculier 
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de Christoffel, on en déduit, pour les y/M/, u n nouveau système de 
relations 

( 2 1 ) *(ikhl + TI7I/A- -+- Y//A7i = O. 

En outre, des relations distinctes (19) et (21), résultent encore les 
relations remarquables 

(>2 ) 7 / / 7 / /= Y/' Uk> 

En résumé, le tenseur covariant de Riemann-Christoffel est symé
trique par rapport aux deux couples d'indices (ik), (fil), et symé
trique gauche par rapport aux indices de chaque couple; enfin, les 
relations linéaires (19), (21), (22) montrent que le nombre de ses 

composantes linéairement distinctes est — -> en général. 

CHAPITRE IV. 

CALCUL PFAFFIEN ABSOLU. 

1. Emploi des formes de Pfaff dans le calcul différentiel absolu. — 
Lin examen attentif des principes généraux développés dans les cha
pitres précédents montre que les propriétés formelles du calcul diffé
rentiel absolu ne dépendent pas de ce que les dxl sont des différen
tielles exactes; bien plus les coordonnées .r/ n'interviennent que pour 
désigner les différents points de la variété, sans que joue aucun rôle 
leur lien avec les dxl. C'est ainsi que les dérivées d'une fonction de M 
interviennent comme les coefficients des dxl dans l'expression de la 
différentielle de cette fonction; de même, ce qui intervient dans le 
changement des coordonnées, ce ne sont pas les expressions des nou
velles variables x'\ en fonction des anciennes, mais seulement les 
expressions linéaires des dx'^ en fonction des dxl) en particulier nous 
n'avons eu à tenir compte, à aucun moment, de ce que les 8* sont des 
dérivées de certaines fonctions. 

Il en résulte que l'on peut reprendre l'exposé général du calcul 
différentiel absolu, sans modification des propriétés formelles, en 
utilisant, au lieu des dxl, n formes de Pfaff quelconques c/co', linéai
rement distinctes. Dans ce calcul, que nous appellerons calcul pfaffien 

MKMORIAL DES SC. MATH. — N° 1 9 . 2 
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absolu, les dérivées d 'une fonction sont les coefficients des dto' dans 

l 'expression de sa différentielle, et l'idée de changement de variables 

est remplacée par l 'idée plus générale de substi tution l inéaire, effec

tuée sur les formes de Pfaff de base, 

(•23) du'* = 6 £ (Xi x*. . . x„) do>l. 

2. Calcul pfaffien absolu des variétés riemanniennes. — Il résulte 

des remarques précédentes que l'on pourra définir un calcul tensoriel 

relatif à une forme quadrat ique de formes de Pfaff 

(24) 9 = ai/v(Xi. . .x„) du1 du)k\ 

sans modifier la forme du calcul de Christoffel. 11 suffit de choisir les 

éléments de définition y* de la différentiation tensorielle, de façon 

que soient satisfaites les relations analogues à (1 1) et (12) , 

( G dwl— d 0(0* = o. 

Les rotations y//, sont maintenant définies par les équat ions 

(26) Y / = 7 ^ " -

Les substi tut ions linéaires générales (23) font correspondre au ds2 

d 'une métr ique r iemannienne un ensemble d'expressions de la 
forme ( a i ) , mais, parmi cet ensemble, le sous-ensemble des formes 
quadrat iques 

(27) ? = 2 ( du)1)* 

i= 1 

est part iculièrement intéressant . O n sait que le choix des formes de 

Pfaff dixi1 est toujours possible, pour qu 'un ds'2 donné prenne la 

forme (27 ) , et ces formes de PfalT particulières sont définies à une 

transformation orthogonale près. Le calcul pfaffien absolu, ainsi 

associé aux formes particulières (27 ) , n 'est rien autre que le calcul 

auquel Ricci et Levi-Civita ont été conduits par la généralisation de 

l 'emploi du tr ièdre mobile de Darboux : Les systèmes d 'équat ions 

obtenus en annulant n — 1 des 11 formes de Pfaff de base dto' défi

nissent une direction sur la variété; les n directions « dio1 non nul », 

ainsi définies en un point M, sont supposées former un n-èdre, 



CALCUL DIFFÉRENTIEL ABSOLU. Kf 

comme si une région infiniment petite de la variété était assimilable à 

un espace euclidien. Les fonctions y*,, sont alors, les rotations de ce 

n-èdre lorsqu'on déplace son sommet M dans les directions « d<x>à 

non nul ». 

C'est sous cette forme géométrique que Ricci et Levi-Civita exposent 

leur calcul. Nous le considérons ici comme un cas particulier du 

calcul pfaffien absolu; la forme quadrat ique o de la métr ique est mise 

sous la forme (27 ) , et, par cont inui té , on se borne aux transforma

tions (23) du groupe orthogonal direct . 

Le tenseur fondamental se rédui t ici à 

!

o si i ^ /i\ 
• • 

1 si / = A ; 

et, grâce à l ' identité de toute substi tution orthogonale directe avec la 

subst i tut ion réc iproque , (6^:==0/), il n7y a pas de distinction à faire 

entre la covariance et la contrevariance. En particulier, les indices 

d 'un muplc peuvent être tous écrits inférieurenient, la saturation 

devant alors s'effectuer, sauf avis contraire , sur tout couple d ' indices 

égaux. 

Ainsi , on a 

( * 9 ) Y / / < = Y".-/*, 

et la différentiation tensorielle doit prendre la forme 

(3o) SX,-..,-,, = rfX,-..,„ - ^ y,a/.a/; X,-...,a..,m(/w/,; 

c'est ce qu 'on vérifie d'ailleurs immédiatement , car les premières 

relations (25) s 'écrivent 

( 3 i ) Y#v/*-+- Y/7A = o-

L'ensemble de ces relations ( a5 ) définit complètement les ro ta

tions y /M en fonction des coefficients ciuh dans leurs p ropres cova-

riants bilinéaires des formes de Pfaff rfw/; en posant 

àdoii — rfow,- = ckhi du k 8OJA, 

on a 
Ckhi-*- C/,ki=o, 
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et un calcul simple donne 
1 / 

Yikh = ~ ( Ckhi + C/uk — Cikh)• 

De même les tenseurs yfhi et y/M/ sont ident iques, et les formules 

(17) et (18) s 'écrivent 
m 

(32) (875) Xl-1.../fH= (0, d) X,,...,„,— 2'Yiai-tt/i/
x/,...#a.../,„rfw/,3w', 

//1 

(33) X/,.../iyi/,i/— X/1.../|||///I = — ^ Y'VV''^''i-.•'«•••',..• 
a = i 

Sans d iminuer en rien la généralité du calcul de Christoffel, le 

calcul de Ricci et Levi-Civita réalise donc une grande simplification 

formelle; en part iculier , toute formule écrite dans le calcul de Chr i s 

toffel se transcri t immédiatement dans le calcul de Ricci en se plaçant 

dans les conditions particulières exprimées par ( 28 ) , et en substi tuant 

aux dxi des formes de Pfaff convenables dio;. 

Remarque. — Etant donné un système de formes de Pfaff c/co,, . . . , 

<r/(o/M le calcul de Ricci et Levi-Civita est le plus simple où inter

viennent ces formes; on peut le considérer comme part icul ièrement 

associé à ce système de formes de Pfaff, et il j oue , pour ce système, 

le même rôle que le calcul différentiel ordinaire pour les n différen

tielles exactes dxl. C'est ainsi que les éléments du calcul pfaffien 

absolu, associé a u n e forme quadrat ique (24) , s 'expriment, à part ir 

des coefficients a^ de la même façon que les éléments du calcul de 

Christoffel, associé à la forme quadrat ique at/\dx'dxk, à condit ion de 

remplacer les dérivées ordinaires des a ,7,- par les dérivées tensorielles 

de Ricci relatives aux formes rfto/. 

3 . Structure du calcul pfaffien général. — Nous savons que , dans 

le cas général, l 'expression ( i 4 ) ou (16) du covariant bil inéaire absolu 

d 'un tenseur est encore valable, mais il n 'en est pas de même de la 

formule (18) établie en supposant vérifiées les équations (12). Sans 

cette restr ict ion, le second membre de (18) est une forme linéaire, 

non seulement des composantes du tenseur , mais encore de leurs 

dérivées premières . 

En effet, de l 'équation de définition 

3 X/*V.V,̂  = Xf iV;;^/,^0)^, 
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on déduit immédiatement 

,;34) (575)x*v;;,î>.= W;:±h,< - xt'.tl "<) rfw* 8 w ' 

-+• x/1
,..ï/!/;/ // ( s rfwA—5o w * ) , 

de sorte qu' i l intervient deux espèces de coefficients, formes bili-

néaires des différentielles, les orfto'— rfôa>', et les §rfy'/o — e/cy1,. . 

Posons 

<35) j _ _ _ _ ' . 
( (orf— rfa)Yf/.., = (Srf — rfS) TA" = YA/,/rfto*oio'. 

La forme générale du premier membre de (18) est alors, pour un 

tenseur uniforme, 
m 

(3fi) ^:±hu - xb"L'l>* = - ^ ^ - ^ 7 / - 2 ^ ^ - 1 . / , , , 
a = i 

ni 

L ^ k -s/^'3 Y kx •. • r
ri... klt 

Les A/f/ et y',.,,, sont deux tenseurs ( * ) symétr iques gauches par rap-
/ i \uplc < / [ \ u p l e 

port aux deux indices h et l, le p remie r / j , le deuxième f 1 

C'est d'ailleurs une conséquence de ( 3 6 ) . 

Les &.lhn au nombre de ; -> t raduisent ce qu 'on appelle la 

torsion; les y ^ , , au nombre de —— -, t raduisent ce qu 'on appelle 

la courbure. 

Les dérivées absolues de ces deux tenseurs vérifient elles-mêmes 

certaines équations de s t ruc ture , résultant de ce que les covariants 

trilinéaires des formes de Pfaff" dio1 et dyl
A. sont ident iquement nuls . 

Ecrivons les deux identités 

(Â7<0 d«>1 -+- (ôTS) AW*-H (57Â) S(I)* = Â(5Û?W —5Sw«) -+-S(5Aw»—Ârfto») 

+ r/(Aow'—ôAw*), 

( ^ 7 5 ) ^ + ( ^ ) A Y Ï V ( 5 7 S ) A Y ^ = Â(8rf —5s)v^+5(5A--Ârf)YA• : , 

+5(ÂS—5A) Ï Af J ; 

(') Dans le calcul différentiel absolu relatif à des différentielles exactes dx\ les 

A/,, se réduisent aux différences Y/,/ — ïj/t-

file:///uplc
file:///uple
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les premiers membres s'expriment à l'aide de la formule ( 16) ; les 
seconds membres se calculent par différentiation des équations de 
définition (35). On obtient ainsi les équations 

l A W ' + A A W / + M/y//« + V-J ^ / + Aî-A A}y+ A^ \'jh 

(37) 1 =Yy7,/+Y/',/y+YJ///, 

F YA/////+ YÙ//y-+- YÏ/./M+ A ^ YAT/ -+- A/i/YA/v + A/y YAW, = °-

Dans le cas particulier d'un calcul sans torsion, les premières for
mules (37) se réduisent aux formules déjà établies en (20); les der
nières formules prennent la forme 

YA77,// + YA/,///^YAV///, = °> 

et généralisent l'identité démontrée par Ricci, pour les démées cova-
riantes du tenseur de Riemann-Christoffel, dans les Annalidimale-
malica (1886). 

CHAPITRE Y. 

VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE. 

1. Interprétation géométrique du calcul pfaffien absolu. — Nous 
avons signalé le point de vue géométrique auquel s'étaient placés Ricci 
et Levi-Civita pour la définition de leur calcul. Nous allons examiner, 
d'une manière générale, l'exposé géométrique du calcul pfaffien absolu. 
Les considérations qui suivent sont d'autant plus intéressantes qu'elles 
sont à l'origine de ce calcul. 

L'idée initiale est celle de variété à connexion affine, mise en évi
dence par Weyl, et étudiée dans toute sa généralité par Cartan. 

La géométrie affine de l'espace ordinaire est la géométrie des pro
priétés qui se conservent dans toute transformation homographique 
laissant invariant le plan de l'infini; c'est la géométrie linéaire des 
vecteurs, sans considération d'angles et de distances. Ces deux der
nières notions sont du doim.ne de la géométrie métrique. On peut 
d'ailleurs construire une géométrie affine avec un nombre quel
conque de dimensions et toute variété, où cette géométrie est 
valable, est dite affine. 

Les coordonnées usuelles dans un espace affine sont les coordonnées 
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•cartésiennes. On les définit à l 'aide de n vecteurs <?,, e2, . . . , en, 

d'origine commune M, et non dans un même (n — 2)-plan; les 

coordonnées d 'un point N de l 'espace sont les mesures £' des compo

santes du vecteur MN suivant les vecteurs de référence e,-; le r epé 

rage se traduit donc par l 'équation vectorielle 

-> > > > 
• MN = £i e t + £*<?* + . . . + 5«e„. 

Le choix du /i-èdre de référence est arbi t raire , et un changement 

d u système des coordonnées cartésiennes est défini quand on se 

donne , dans l 'ancien système, les coordonnées de la nouvelle ori

gine N, et les composantes des nouveaux vecteurs de référence s,. Ce 

changement se traduit donc par les équat ions 

(38) j i ï f c = ^ 
( e/ = A*£. 

Ceci posé, on appelle variété à connexion affine une variété dont 

chaque région infiniment petite est assimilable à un espace affine. O n 

peut alors supposer que l 'on associe à chaque point M un système de 

référence eK, e2, . . . , erl, et que l 'on passe d 'un tel système de réfé-

rence à un autre système de référence s/, d 'origine infiniment voi

sine N, comme si l 'on se trouvait dans un même espace affine. L'es

pace affine associé à un point M de la variété s'appelle « espace affine 

tangent en M »; par la pensée, on peut l 'é tendre autant qu 'on veut, 

de sorte que l 'on peut prendre pour les a des vecteurs finis, mais qui 

ne servent qu'à repérer des déplacements infiniment petits. 

En résumé, une variété à connexion affine est un cont inuum d 'es

paces affines, mais en général , une région finie n'est plus assimilable 

à un espace affine p roprement dit. 

Le repérage de l 'espace affine tangent en N à l 'espace affine tangent 

en M se fait par l ' in termédiaire d 'équat ions de la forme ( 3 8 ) ; mais 

maintenant , les ; ' sont des formes linéaires dio' des dxl, et l 'on sup

pose qu'i l en est de même des différences géométriques infiniment 

petites s/— eL. Ce passage se traduit donc par le système 

• ( - > > 

V MN = dix)1 et, 
(39) l 

\ e*— c/= Tin (Xi...xn) dixihek. 
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On voit qu'une connexion affine se définit par les mêmes éléments 
que le calcul pfaffien absolu, de sorte que l'étude des connexions 
affines se confond avec l'étude de ce calcul, et en fournit une traduc
tion géométrique. 

D'ailleurs, au point de vue formel, on peut considérer les e/ comme 
des symboles auxiliaires, linéairement distincts, et auxquels on attri
bue un caractère covariant. Leur introduction permet d'associer à tout 

couple de points M(.r/), N(#/-f- dx/), l'invariant symbolique di.ole/, 

que l'on désigne par MN, ou même, plus simplement, par <:/I\L 

Ceci posé, désignons par le symbole dei la différence géomé-

trique £/—e/. La deuxième équation (3g) s'écrit alors symbolique
ment 

_^ 
(4o) dei=o, 

la différentiation tensorielle indiquée par le symbole d ayant les 
mêmes éléments que la connexion affine. 

Etant donné un vecteur libre ; de l'espace affine tangent en M, 

soient çz ses composantes dans le système des vecteurs a, £' + d\l ses 

composantes dans le système des s,-. Les dç1 se calculent en écrivant 

que dç = o; et la différentiation tensorielle de l'équation de défi
nition 

donne, en tenant compte de (4°)> 

(40 5 ^ = o . 

Ce dernier système d'équations exprime donc que le vecteur £ reste 
équipollent dans l'espace affine tangent en M. 

Les équations 

(42) d?=0 

traduisent ce qu'on peut appeler l'entraînement du vecteur £, avec le 
système de référence, sans mouvement relatif par rapport à ce système. 
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D'une manière générale, le vecteur 

> _ > 
d\ = d^et 

> 
est la différentielle géométrique absolue du vecteur ç, fonction de son 
origine M, tandis que 

d?ti 

est sa différentielle géométr ique relative. On peut donc dire que 

lesyfhdtoh définissent la rotation dans l 'espace affine tangent en M, 

du système de référence lorsque son origine se déplace le long de MN. 

L'analogie des opérateurs (6) et (i4> montre que les formes bili-

néaires (od— do) y*, définissent aussi une rotation affine, associée au 

parallélogramme infiniment petit de côtés dM, SM. Par exemple le 

transport d 'un vecteur ;, par équipollence, le long de ce parallélo

gramme, en commençant par le coté 01M, se traduit par 

\S75)E' = o, 

de sorte que ses composantes , au re tour , sont 

( 4 3 ) ^i^(^ d)^=^'-(ld-do)-(,p^. 

La rotation affine par laquelle on passe de la direction initiale à la 

direct ion finale traduit donc la courbure de la connexion affine (ou du 

calcul pfaffien absolu). 

On peut également in terpré ter cette rotation en supposant que le 

vecteur ; est entraîné, sans mouvement relatif, avec le n-èdve de réfé

rence de son origine. Mais alors la résultante des déplacements absolus 

successifs n 'a de sens que par rappor t à un même espace affine. Pour 

faire leur somme, on les suppose donc transportés, par équipollence, 

en un même point infiniment voisin de tout le contour ; on doit effec-

tuer celte opération à la fois sur les différences géométriques de ï, et 

sur les déplacements de son origine M. 

En effectuant ce transport par équipollence, au sommet A du paral-

lélogramme, on obtient, pour la variation géométr ique totale de *, les 

composantes (3, d)*', avec la condit ion (S, d) i/= o. La formule ( i4) 
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donne donc, en écrivant (o, d) pour (od— do), 

(3rrf)5<=(8,rf)7*'«*-

Le transport , au même sommet A, des différences géométr iques 

absolues rfM de l 'origine du vecteur, donne pour leur résultante 

( 4 4 ) (.0, d)M = (Zdioî—dobityei, 

de sorte que dans l 'image que l 'on fait, dans le même espace affine, 

du déplacement de ;, le vecteur ne revient pas à son origine initiale. 

Les formes bilinéaires qui t raduisent la torsion de la variété (ou du 

calcul pfaffien absolu ) sont donc les composantes d 'une translation 

associée au parallélogramme en quest ion. 

Si, au lieu du vecteur ; , on considère son extrémité P , le déplace

ment que subit P, le long du parallélogramme, et dans l ' image affine 

considérée, est la somme du déplacement de l 'origine et de la variation 

géométrique de ;, c'est-à-dire ( ') 

(10 [(Idoj'—do^) -h(B,d)i*Ç*]ei. 

2. Théorème de la conservation de la courbure et de la torsion. — 

M. Cartan a donné une interprétat ion géométrique remarquable des 

formules ( 3 7 ) . Considérons un parallélépipède de sommet A et de 
—> -—* —> 

côtés dA, oA, AA. A chaque face est associé un déplacement affine; 

repérons , par rappor t à l 'espace affine tangent en un même point 

infiniment voisin de toutes les faces, le sommet A par exemple, les 

déplacements affines d 'un même point P, relatifs aux six faces. Les 

formules (37) expriment que la somme géométrique de ces déplace

ments affines, effectuée dans ce même espace affine, est ident iquement 

nul le . 

Tout d 'abord, le déplacement affine du point 

P = A -+- £' eh 

(') Pour une démonstration rigoureuse de ce résultat, cf. CARTAN, Sur les variétés 
à connexion affine... (Ann. École Norm. sup., ]<p4» p. 366-372). 
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associé à la face \d.A, SA/ , est le déplacement (45)- Soit A' le 
—^ . . _ > 

sommet A -+- AA, et soient e/ les vecteurs de référence en A' . Les 

coordonnées de P par rapport aux s; sont 

V = — Am'-hÇ' — Ayj.Ê*, 

et le déplacement affine associé à la face l^rfÀ', SA'/ est, aux infi

niment petits d 'ordre supér ieur près, 

Et-j (Iduj'—doLû1') -h A ( 8 < Y ( O ' — 5 o w ' ) H- (g, r/) y ' i - V " + A ( ô , r/) y*1 Ç* ' 

= e,- j (o do1' — 5 ow') -K- A (ô cfou' — 5 ôw') — (à, d) ylt'Ato^-hAyJ (ôdio*— 5owA) 

+ ?M(^^)YA , - (5^)Y^AY A ' + A(S ,^)Y^ + AY (̂Ô, <07tf']}. 

La somme géométr ique, effectuée ainsi en A, des déplacements 

affines associés à ces .deux faces opposées, parcourues évidemment 

en sens contraires, est donc 

é/i A(Srfw'- 5 oc'') — (8, d) y1/.'Aw*4-Ay/ (3 rfw* — 5 ôw*) 

+ E*[A(Slrf)Y
,;,+ AYi(5lrf)T

,itl,-ATUs,rf)TA]}, 

et la résultante totale, pour les six faces, qui s 'obtient en ajoutant les 

termes déduits de ceux-ci par permutat ion circulaire des lettres d, 

o, A est bien 

et J ( A, o ) dixi1 -4-(3, / / ) A6)' H- ( r/, A ; ow' j 

-4- Î& j (A, o) r/yj, -+- (S, </) Ayj. -h U/, A) 8y> j = o. 

Remarque.— Etant donné un arc de courbe non infiniment petit , 

on peut repor ter dans un même espace affine, de proche en proche, 

les déplacements affines d 'un même point le long des éléments d'arc 

successifs. Par ce procédé, on peut associer à un arc quelconque un 

déplacement affine ( t ranslat ion, et rotation affine). 

O n peut ainsi définir les géodésiques d 'une variété à connexion 

affine comme les courbes dont la tangente reste parallèle à elle-même 

le long de la courbe. Ce sont les courbes dont l ' image, dans un même 

espace affine, est une droi te . 

On peut également écrire que , le long d 'une géodésique? d du1 est 

propor t ionnel à dtù1. 
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3. Variétés à connexion métrique. — Considérons des variétés 

à connexion affine dont chaque région infiniment petite a, en outre , 

les caractères de l 'espace métr ique euclidien. La longueur \ d 'un 

vecteur qlet, supposée mesurée avec un certain étalon, est donnée 

par une forme quadrat ique ( ' ) 

(46) ^=y = aik(xx...xn)W. 

La métrique est complètement définie par la donnée de la connexion 

affine ('3ç) ) et de la forme quadrat ique cp. On en déduit le rappor t des 

mesures de deux vecteurs équipollents , situés dans deux espaces 

affines tangents infiniment voisins; on obt ient , eji effet, par différen

tiation de ( 4 6 ) , compte tenu de ( M ) , 

dj Î3"*E'S' 

Dans le déplacement d 'un vecteur par équipollence, la rotation affine 

de ce vecteur par rapport au /z-èdre de référence se décompose donc 

en une rotat ion euclidienne et une homothét ie . En général , cette 

homothétie dépend de l 'orientation du vecteur. Une variété est dite 

« à connexion métr ique » si ce rapport d 'homothét ie ne dépend pas 

de l 'orientation du vecteur, mais seulement du déplacement de l 'ori

gine. Pour cela, il faut et il suffit que 

(47) d aik = 2 a,k d'h, 

d']j étant une forme linéaire, d'ailleurs arbi t raire , des du1. 

Une connexion métr ique est complètement définie par la donnée 

du tenseur fondamental aik, de la forme linéaire dif, et des compo

santes de la torsion 0 diù1— doto1'. 

L'élude des \ar ié tés à connexion métr ique, sans torsion, consti tue 

la géométrie de W e y l . Cette géométrie est donc complètement déter

minée par la forme quadrat ique 9 et la forme linéaire d'I. 

Lorsque d'I est nul , la connexion est dite « euclidienne ». Il en est 

de même lorsque d'I est une différentielle exacte, car on peut l 'an-

(') On suppose que la mesure d'un vecteur entraîné a\ec le /i-èdre de référence, 
sans mouvement relatif, est une fonction uniforme de la situation de ce w-èdre. 
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nuler en prenant un étalon e^ fois plus long. Les variétés à connexion 

euclidienne et sans torsion sont les variétés r iemannienncs . 

Sur une variété à connexion métr ique , la courbure affine, associée 

à un contour infiniment peti t , se décompose en une rotation eucli

dienne et une homothét ie . Le théorème de la conservation de la 

courbure et de la torsion exprime que la somme des rotations et la 

somme des homothét ies associées aux éléments d 'une V 2 d e la variété, 

fermée et infiniment peti te , sont nulles. 

On simplifie l 'étude des connexions métr iques en les rappor tant 

à n vecteurs a or thogonaux et de longueur unité. On a alors 

d~{ik= <*kh drf = d^i, 

et (4fi) et (47) s'écrivent 

I © = (r/a>/)»f 

(4«) rfy/a-4-</?*/= <> («V-/0» 
( dVi = — dty. 

Le calcul différentiel absolu défini par (48) se réduit au calcul de 

Ricci pour d'I = o, avec S rfw'— doM'= o. 

Remarquons également que, par le choix d 'un étalon et de vec-

teurs eÊ- qui soient e*- fois plus longs, l ' intégrale / d'I étant prise 

le long du chemin parcouru , on peut donner , aux équations de défi

nition de la connexion métr ique (48 ) , la forme 

(49) ) o = e J ' (f/w/)s, 

I rfy//-+ dvki= o; 

ainsi, les variétés à connexion métr ique peuvent être considérées 

comme représentables conformément sur les variétés à connexion 

eucl idienne, le rapport des deux ds'2 n 'é tant pas nécessairement uni 

forme. 

Le ds'2= Q d 'un élément d'arc n'est susceptible d 'une signification 

intr insèque que lorsqu 'on peut adopter un étalon de mesure des lon

gueurs pour lequel d'b soit nul , c 'est-à-dire lorsque la connexion est 

euclidienne (1 ). 

(1) Il résulte en ciïel de (47) que, lorsque dty^ o, la mesure de la longueur d'un 
élément (Tare dépend de l'extrémité à laquelle on se place. 
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Les courbes de longueur stationnaire d'une variété à connexion 
euclidienne, prise sous la forme (48) avec dty = o, sont les extrémales 
de l'intégrale 

J = / ds= y/doij. 

En désignant par 3#/ la variation du point courant de l'extrémale, 
déformation fonction de s mais nulle aux deux extrémités, la variation 
première de I est 

fA=JA HFÙ€tùissJÀ -dïtlwt+Jx ^(odLOi-doiOi). 

Or 
r*dioi-.^ Tdtoi^ y r \ -.dut 

Jx nid0Wi=\y7rjMi\-Jk ™id~ds-> 

et la quantité intégrée au second membre est nulle par hypothèse. Il 
vient donc 

S [=-/H * ï ~ ̂  5v/w/'i • 
Si la variété est sans torsion, les extrémales sont donc les intégrales 

du système d'équations 
-7 diûi 

^ = °' 
c'est-à-dire les géodésiques. 

D'ailleurs, pour qu'une géodésique soit une ligne de longueur sta
tionnaire, il faut et il suffit que, le long d'une telle ligne, 

di*>k( AXVII duih oui) — o, 

c'est-à-dire que la translation affine A^hîdio^ oco/ associée à tout élé
ment plan, passant par un élément d'arc quelconque diOk de cette 
courbe, soit orthogonale à cet élément d'arc. 

Pour que toute géodésique soit une ligne de longueur stationnaire, 
il faut donc et il suffit que la translation associée à un élément plan 
quelconque soit orthogonale à cet élément plan. Pour une Va, ceci 
exige qu'elle soit sans torsion. 
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CHAPITRE VI. 

CVLCUL DIFFÉRENTIEL ABSOLU D'UNE VARIÉTÉ PLONGÉE DANS UNE AUTRE. 

I . Courbure d'une variété par rapport à une au t re .— Etant donnée 

une variété ViN, l 'ensemble des états pour lesquels les N coordonnées 

satisfont à certaines relations const i tuent eux-mêmes une variété. O n 

ne restreint pas la généralité en supposant les coordonnées telles 

que .r,i+i , #«+2, • • -j #N soient constantes le long de la variété en 

quest ion. 

Relativement à cette variété à n dimensions V n , les changements 

de variables de la VK, qui laissent invariant le système 

Xn+x = con st., #«-+-2 = consl. , . . . , ^ 4 \ = c o n s t . , 

j ouen t un rôle part iculier . Us sont de la forme 

j ^a = ^ ( ^ 1 , ^ , . - . , ^ - ) ( 1 = 1 , - 2 , . . . , / 0 , 

( K+?=K+ï(xn+l> - - - ' ^ J N ) (p = I> 2> . . . , N — / 0 , 

c'est-à-dire tels que 

er-p = o (« = i, 2, . . . , nu 

Étudier une V„ appar tenant à une VN conduit donc à é tudier 

comment se comporte le calcul tensoriel envers le sous-groupe 

l inéaire 

î rfo/* == 8* du'1 -h 6//4.,. r/w»+'' (a , a = i, s, . . . , // ), 
( 51 ) 

( £/w'«+P = b!!+f. dw"+' ' ( p, /' = î, 2, . . . , IN — n ). 

Nous savons que la substi tution aux dxl des formes de Pfaff dto( ne 

complique en rien le calcul ; mais, cependant , nous généralisons 

ainsi la quest ion, ca r i e système invariant d 'équat ions 

( 5 2 ) do)"+r=o (r = î, 2, . . . , N — n) 

ne définit une véritable \ n que s'il est complètement intégrable. 

Nous poserons q = N — n, et nous désignerons par /, k, //, . . . ; 

a, b, c, . .., r, s, t, ... les indices pouvant prendre respectivement 

les valeurs î, 2, . . . , N ; 1 ,2 , . . . , n ; 1 ,2, . . . , q; et par A, u,, v, . . . ; 
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a, [3, v, . . . ; p, <T, T, . . . les indices correspondants pour le nouveau 

système de coordonnées . Posons 

les systèmes des Oj et des y'0 sont respectivement les réciproques des 

systèmes des 6," et des y £. 

Dans tout tenseur X-j\ ;•;; de la YN, l 'ensemble des composantes 

X^ 'v , ; ; '^ ' / ' const i tuent un tenseur pour les transformations (5 î ) . C'est 

ce que nous appellerons la composante normale du tenseur de la VN. 

La propriété d'avoir sa composante normale nulle est donc inva

riante, et le tenseur est alors dit « tangent à la V„ ». 

Supposons maintenant que soit définie dans la VN une différentia

tion tensorielle (ou connexion affine) de rotations v - ^ w ^ . Le long 

de la Yrl, les seuls éléments utiles sont les y ^ ; posons 

*,/t-hr— P/- *,n — O " v//-(-v — R.v 
in/, ~ , , / / ' I/I-H/-A ~~ ^rir hi+rb / / / 

Désignons par le symbole d l 'opérateur auquel se réduit la différen

tiation absolue dans la ViN, le long de la V„, lorsqu 'on y supprime les 

rotations P;^ et Q"(„ qui substi tuent à un indice d 'un groupe un indice 

de l 'autre groupe. 

Les équations ( I ) qui donnent les rotations de la différentiation 

covariante s'écrivent : 

( 53 ) d C> = o = - P ^ 6„" do/[i H- Y"ab £ rf<o*. 

(54) diï = Kbiï+rda>b, 

( " )• d e+,. = - Q'«, t d^ + Q«4 6« rf»*, 

(56) ^ / , P = - P & » " - r f u > ' ? -

(53 ) définit les Pa
p

;:j, (54) les y'"T, ^55) les Q'p"3> et (56) les R ^ . 

(53 ) exprime que les P'nb const i tuent un tenseur ( ) pour les 

transformations (02 ) . 

En particulier, le système des équations P,'^ = o a une signification 

invar iante; il exprime que tout tenseur tangent à la Ytt reste tangent 

dans le déplacement par équipollence dans la VN, le long de la V„. 

La Yn est alors dite plane (par rappor t à la VN) . Les géodésiques 

d 'une telle Yn sont géodésiques pour la VN. 
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Si la Yn est une vraie variété, c'est-à-dire si le système ( 5 2 ) est 

complètement intégrable, et si la VN est sans torsion, le tenseur P'ab 

est symétr ique (P'nù = Pba). Cela résulte de l ' identité 

8 dun+r—d 80)«+'' = (â dufl+>-— d ôo)"+'-) -f- ( ?r
ah — Vr

ha) diua 8 « ' ' + . . . = o ; 

dans le second membre , les termes non écrits sont nuls quand on se 

déplace le long de la V / 0 et il en est de même du premier terme, 

d 'après l 'hypothèse faite sur le système (52 ) . 
> • > 

D'une manière générale, le vecteur Y, déduit d 'un vecteur E, tangent 

à la Yn en M(£ / i _H/ '= o ) , par déplacement par équipollence le long 

de MN = dio^i, n 'est pas tangent à la Yn, car 

7)«+/' = </£*+>• = — P'„h *< dix)1'. 

On dit que le tenseur P'ab traduit la courbure de la Yn par rapport 

à la VN. D 'après d'l" = dla= o, on voit que la composante Y," ea 

de /), en N, est le vecteur déduit de £ par l 'équipollence que définit, 

dans la Yn, la différentiation d. 

2. Connexion affine réduite. — Il est à remarquer que l 'équipol

lence (ou la connexion affine), ainsi définie par l 'opérateur d dans 

la V„, n 'est pas invariante pour le groupe ( 5 i ) ; mais elle le devient 

lorsque les données permettent de fixer, en chaque point de la V ; l , 

non seulement le ( / i + i)-plan tangent , mais encore le ( </-f-1 )-plan 
— > • 

des vecteurs efi+r, que, par opposit ion aux vecteurs tangents, nous 

appellerons ( <7 + 1 )-plan normal à la V n . 

Plaçons-nous maintenant dans ce cas. Le groupe des transforma

tions ( 5 i ) se réduit au sous-groupe pour lequel 

(57) 8,^,.= 6 ^ = 0 , 

et, par suite, 9îï+p = ^ r = o. Tou t tenseur X*1;;;/';; contient un tenseur 

normal X^'"^;i;
//+/> et un tenseur tangent X^;:"/;.„+,.,„. Plus générale

ment , tout système déduit de ce tenseur, en ne donnant à chaque 

indice que les valeurs de l 'un ou l 'autre des groupes î , 2, ..•., n ; 

n - f - 1 , n -{- 2, . . . , N, est lui-même un tenseur. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N° 19 . 3 
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Les équations (53) à (56) deviennent 

( 3 e,? = o, 
(58) ! _ 

(d^ = o-

/ 1 \ up' e s 

les rotations cont iennent donc deux tenseurs ( ) , relativement 

aux transformations ( 0 7 ) . 

Les équations Q" / ,= o expriment qu 'un tenseur normal à la V« 

(^if/,i+y/'j;.,,+,.m== o) ' 'este normal dans tout déplacement par équipol

lence le long de la V„. 

La connexion affine définie dans la V„ par le calcul pfaffien rédui t , 

d 'opérateur d, esl invariante pour les transformations ( 5 ^ ) , de sorte 

que la V„ est maintenant une variété à connexion affine bien déter

minée, appar tenant à la variété à connexion affine V lV La connexion 

de la Yn s 'appellera la connexion affine réduite à la Y,,. 

Si la VN est sans torsion, il en est de même de la V„, car, le long 

de celle-ci, 2 dioa = 0 dtoa. 

Supposons que la V^ soit à connexion métr ique , le (<7-|-i)-plan 

normal en M étant orthogonal à la Vw. Le long de la V„, la forme 

quadrat ique de la métr ique est de la forme 
9 = aob dn>a dix)h-\- an+r^,+s dix)"+r */*>"+•% 

de sorte que 
d aab= d aab\ 

donc la Y„est également à connexion métr ique, avec le même rapport 

d 'homothétie \-\-dty. 

Il résulte de là que la V7i est r iemannienne en même temps que la VN ; 

de sorte que la connexion rédui te à la Y„ coïncide avec la connexion 

r iemannienne déterminée par le ds2 de cette Yn. L 'équipollence r ie

mannienne (ou de Levi-Civita) , dans la V„, est donc le résultat de 

l 'équipollence r iemannienne , dans la VN, d 'un vecteur tangent à l a V w , 

suivie d 'une projection orthogonale sur la Yn. Cette propr ié té , rela

tive, au cas où la VN est un espace euclidien, consti tue le théorème 

classique énoncé en 1917 par Levi-Civita. 

file:///-/-dty
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3 . Relations entre les courbures de deux variétés sans torsion. — 

Particularisons encore le problème en supposant la VN, et par suite 

la V r t, sans tors ion; supposons également que la V„, définie par les 

équations (52 ) , soit une vraie variété. Désignons par les lettres V et y 

les éléments des courbures respectives de la VN et de la V„. On a 

"j Ml 1 Ml 
„n o^bc 0 y/„/ 
1 bcd = "j ~\ 5 

3 [n) =\ (a) 
. a _ à yfa/ d-fhd 
~{bcrl — — J 1 » 1 (h,\ti oii)c 

et la symétrie des P'ah entraîne 

r / o / = y A«/ — ( P/w/ Q/v- — Pir Qr// ) î 

on calcule de même les T'/,XI\ ^1+,-m, C+J-.-,/-
En introduisant les tenseurs quadruples 

( 6 o ) Î Q;../=P^Q;-,/-P^Q^ 

on obtient , en définitive, entre les courbures des deux variétés, les 

relations fondamentales 

Y/;c/ — ' Ici = » hch 

Pirll„-PMll-=riïir, 
( 6 n ^Q;, / / , -Q:WA=I'-- / . 

R'i-rrf Qrrtt = P// + r <v/. 

Les dérivées absolues qui interviennent dans ces formules sont les dér i

vées réduites à la V„, et R;.,.,, représente l 'expression R;-;!//rf — RjS/A-

Les y^.j sont les courbures intr insèques de la connexion rédui te . 

Lçs R*.,/ peuvent être appelées les courbures de torsion (ne pas con

fondre avec la torsion d 'une connexion affine). 
Lorsque la VN est r iemannienne avec 

on a 
Kb — — Q#7*' 

et les deux lignes intermédiaires de ( 6 i ) sont ident iques . On peut 
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d'ailleurs écrire Pah>rd et Q,.,,7/ pour Pnrd et Qfrr/; ces symboles cova-
riants sont symétriques gauches par rapport aux deux indices de 
chaque couple, et les P„/vv/ sont en outre symétriques, comme 
l e s y«/v,/

 e t r̂ /vv/j pai1 rapport aux deux couples d'indices. 
Les formules ((3i) sont fondamentales dans l'établissement des 

propriétés géométriques de la Yn, relativement à la VK qui la con
tient. 
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