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THEORIE

DES

CHAMPS GRAVIFIQUES

Par M. Th. De DONDER,

Professeur a I’Université libre de Bruxelles,
Membre de I’Académie royale de Belgique.

——— g ——

PREFACE.

Dans cette seconde partie de notre nouvel exposé synthétique de
la Relativité einsteinienne, nous étudions d’abord les champs gravi-
fiques dans toute leur généralité. Nous en déduisons ensuite les cas
particuliers les plus importants : les champs massiques, les champs
électromagnétiques, les champs massiques et électromagnétiques. Ces
champs permettent de trouver, d’une maniére systématique, les pro-
priétés fondamentales du champ newtonien, du champ de Maxwell-
Lorentz et de I’électrodynamique des corps en mouvement.

La marche suivie est toujours la méme : la dérivation variationnelle
fournit les dix équations aux dérivées partielles du champ gravifique
considéré. Puis les quatre identités fondamentales de la Gravifique,
combinées a ces dix équations, nous donnent le théoréme du tenseur
phénoménal; celui-ci s’exprime par des équations qui généralisent
les équations de la dynamique et de la conservation de I'énergie; en
sommant convenablement ces équations, on obtient la généralisation
de I’équation de continuité.

Pour plus de briéveté, nous n’avons pas reproduit ici certains
calculs fort longs, mais élémentaires; nous avons eua soin d’indiquer
les recueils ou on pourra les trouver. Nous engageons vivement le
lecteur a ne s’arréter a ces calculs qu’aprés une premiére vue d’en-
semble sur la vaste et puissante conception einsteinienne.
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CHAPITRE 1.

LES EQUATIONS FONDAMENTALES DU CHAMP GRAVIFIQUE.

1. La dérivée variationnelle. — Soient &,, £., ... des fonclions
quelconques de z,, ..., x,. Représentons les dérivées d’'une de ces
fonctions E,, par rapport a zy, par le symbole § ;. De méme &, 4
sera la dérivée seconde de &, par rapport  xy et & .. '

Considérons une fonction quelconque F(§,, 5., ..., &4y, ...) de
ces fonctions &, et de leurs dérivées successives &, ;, etc. Pour sim-
plifier, nous désignerons la fonction F(&,, &y, ..., 514y -..) par le
symbole F(&q, Euk, - --) ou, encore plus simplement, par F.

Prenons la différentielle de I+, c¢’est-a-dire écrivons

® dF_E[ﬁ[aza 2,, L)) dEa// i+

P J
ou, en permutant les opérations det —,
dx

oF d(d,,, ¥ d{dE,, )
dF—E[ At = i o ZZaga,k, oz +]

En intégrant par partie, cette expression peut se mettre sous la
forme

dF 2\ _’l‘" Z ox ((ig,, I S ) —2 UZ‘/ (lg‘—ﬁ > 4
+ZE ary, (dia Y L, I +ZZ 01?/; 01‘/ (O‘Eu /./> .

_2 o _”_("" )d* o

d~[l "J‘/.' \‘)Erl,/.'/ = I \-1
k1

ou encore

9 / oF )

(2) dl ‘2 [a 2 Jxy, <da,.,.-) *212 Jz;,0z; dx, (d:a ,.,> J “
~ \ o JF ' ( ) —_

+Z ().T/- [ } d—u kI Z ()1‘[ d;u Il dE” +2 d dE"'[ -

oF ()l‘ N _9” JF
35 2 d.z‘, NS ,) 4—441 0x; dr; ( %, ,/) - ‘
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Cette opération est désignée sousle nom de dérivée variationnelle
de F par rapport a &. Elle jouit de propriétés remarquables.

Tutorime. — La dérivée variationnelle par rapport ., de la
dérivée partielle

(4) ey 2 ( Eft i +Z 9k, . Bk —+ )

est identiquement nulle.
Démonstration. — On a, en effet,

3 JF RF
(d‘tl > ZZA [’)Ert ()5’_. E"’i + ,)E{('k ()EL Su ki

l ()F_”_’_ 02F e °F
dr; (dfc ‘” 0k, Dt ; st Kok d‘E‘;‘J ta. Iu>

L2 ().
Jx;ory <‘)E¢-,k i R

Rappelons quegj=ostizZjete;=1s1i=].
En effectuantles calculs, onverra queles termes s’entre-détruisent;

d’ou les identités

[ :
o6 [/ dJF
(5) !'r?Ef(Tc,-)EO'
g
2. Les équations fondamentales du champ gravifique. — Consi-

dérons maintenant une fonction ne dépendant que des g*#, o*B+4 .. ..
q

Sa variance par rapport a un changement quelconque de varia-
p p q

bles z,, z., x;, x; est celle d'un multiplicateur (') ou facteur de

densité. Nous appellons MU la fonction caractéristique gravifigue.

Considérons, en outre, une fonction I, de méme variance, mais

qui peut dépendre, indépendamment des g*B, g*F7 ... d’autres fonc-

job

tions telles u2, | {, Ag, ete. définies précédemment. Cette fonction

[

sera explicitée dans les deux Chapitres suivants; elle sera désignée
sous le nom de fonction caractéristique phénoménale.

(') Explicitement, on aura

’ J(z' . J
M= IMNE(Sonr Sap,ir Bus,ij, +++) = INE(8'aB> BaB i SaBuiy - ) 5((;; = m’s

~ I

X Byl f, .=, 2, 3,
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Prenons, par rapport a g%, la dérivée variationnelle de la somme
(6) INiE + L.

On aura donc

8 ﬁ = 0-028 :Xp J
,)(m + o)
+22 oz, :)ar/ dg*B./k > -

Le principe variationnel fondamental de la Gravifique consiste
a égaler a zéro les dix dérivées variationnelles par rapport

S(OME+IN) ANk INL) olu + )
(7 )
7) 2 oz \

auz g*#. On obtient ainsi les dix équations fondamentales de la
gravifique; a savoir
3(O1g + N

(8 AT+ .

) 3593

Posons aussi (')

ool
(9) BEp= 38
. L

(IO) %‘ZBE— -8:‘;-1—[-3.

Nous appellerons ®5g le tenseur gravifique covariant symé-
trique (2), B,3 le tenseur phénoménal covariant symétrique ou
simplement le tenseur symétrique.

(') Les ?S‘Zp et B,g seront donc des tenseurs covariants du second degré, multi-
pliés par un facteur de densité; il en résulte que les dix équations (8) sont inva-
riantes par rapport 4 un changement quelcongue des variables ou paramétres z, z,
x5, z,.

(?) Dans le présent texte les notations ont été modifiées comme suit. Au lieu de
considérer les dérivées totales par rapport & gf, nous utilisons ici les dérivées

d
partielles par rapport & g*¢; les dérivées totales étaient désignées par le symbole —— dg H

les dérivées partielles seront désignées par le symbole
autres par les relations

9 . on passe des unes aux
og*®’

d 0 d 9
dg“ﬁ = (2—51_5) E&pr ——ng 7 = (g_j.;u.a) (2__5'.’_) dga =

Pour utiliser les dérivées partielles d: 3d‘une fonction des g,,, &) &13 +-.> ON
a
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On a, en vertu de (8),
(11)

‘(‘:;ilj = ‘G,‘g. |

Désignons par G I'invariant de courbure, et par a et b deux cons-
tantes universelles. On voit que C est donné par

(12) G EEZ &*3Gap,
z B

ou 'on a posé
()S s 0 \af)

(13) g#ﬁ:‘zz o) (.G(J'"\'G-Ciu.c
G =

So—:
—i s .

{

g

dzg 0L 5 {o) = T

Rappelons que ces accolades ont été définies dans I'Introduction.
Silon prend pour M3 la valeur (') :

(14) Me=(a+bC)y/—g,

on obtient, e¢n effectuant les opérations indiquées en (8) (2) :

(15) —i(a+bC)g13+bg’a3=T13

. . . I
aura soin de remplacer tout d'abord, dans cette fonction, g,, par;(g,.‘\+ &a)s

T . . ..
8w Par S (8;3—+ gy )5 etc. Rappelons que dans notre Gravifique einsteinienne

(Gauthier-Villars, Paris. 1921, ou Annales de 'Observatoire R. de Belgique, 1921),
le tenseur &, était défini par

Tog=— (1-+¢,8) <>¢p(A vV—g),

avec
Ay — g= M,
et
ap d AR d SR d 8
re _L 07,‘ <dg°‘:‘37*> +24 0x, Jx, <dg“r‘3’~“) =0y sg’
n (w)

Il en résulte donc (ue le tenseur employé dans la Gravifique einsteinienne vaut
le double de celui utihisé dapns le présent Mémoire,

(') Gravifique einsteinienne, équation (12).

(*) Gravifique einsteinienne, Note 4. Dans le cas ol « = o0, voir A. EINSTEIN,
Berliner Berichte, novembre ¢t décembre 1915, et D. HILBERT, Gattinger Nach-
richten, novembre 1915).
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ou I'on a posé
Bap

\— &

(16) Tog=

Multiplions les deux membres de (13) par 2*% et sommons par
rapport a a et ; d’ou, en vertu de (12),

(7) IbC=—~T—2al

€n POSRnl

(18) TEEZg(”Tzf (i=1,2,3,4)
et i

(19) T=ZTi (i=1,%36).

Substituons (17) dans (13); les dix équations fondamentales de
la Gravifique einsteinienne prennent la forme

(20)

a - 1 p
;5’a3+b%a{s=Ta(s—~ ;ga_ﬁT, to, B=1,2,3, 4.

Remarque. — Le principe variationnel tel que nous venons de I'exposer
revient évidemment a généraliser le principe de Hamilton (1), ¢’est-a-dire
a annuler la variation

(21) Bf(mlé'—i— M) dzy dzy dxy dz, = o,
Q
Q étant une portion d’espace-temps sur les frontiéres de laquelle les variations

doivent s’annuler. C’est encore pour éviter ['usage d'un espace quadridimen-
sionnel yue nous avons préféré I'exposé ci-dessus.

3. Les identités fondamentales de la Gravifique. — En appliquant
a la fonction g des théorémes démontrés antérieurement ( 2), nous

(') H. A. LorENtz, Verslag Amsterdam, 12 {évrier 1915. — D. HuLsenr, Géttinger
Nachrichten, novembre 1915. — Th. Di DoNbER, Verslag Amsterdam, 27 mai 1916,

(%) Th. DE DoxpER. La synthése de la Gravifique (C. R. Ac. Sc., i1 juin 1923,
p. 1701); Les identités fondamentales de la Gravifique ( Bull. Ac. Roy. de Bel-
gique, avril 1924). Voir aussi notrc exposé de la Gravifique de Weyl-Eddington-
Einstein (Gauthier-Villars, 1g24), dans lequel on trouvera la théorie compléte de
ces identités,
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aurons, a cause du caractere de facteur de densité de cette fonction,
les quatre identités suivantes :

(22) E [_(L s‘l gis 20 JDIIA’ _

1O oJlur
- S =o,
0L sl ogll 2 —J cgi/
i i

i
ou encore, en vertu de (9 ) :
(23) D i ¥ giavg ] =0 (a=1,2,3, 4)
- - T o 2 - — s RE R PA
-~ r; 2 dom " ’
i j
\ I3
Nous avons posé

(24) vy =

4. Théoréme du tenseur phénoménal. — En vertu des dix équations
fondamentales (8), les quatre identités (23) nous fournissent immé-
diatement les quatre équations suivantes :

N ~ [ [ Q.
(23) Z[ﬁ*;}.‘g'/,ww]m,
i i

0l nous avons posé, comme en (24) :
(26) %;:2 &1 By
j

Nous dirons que les quatre équations (25) exprime le théoréme du
tenseur phénoménal.

Remarquons gue ces équations peuvent aussi se mettre sous la
forme

~ [ o0 1 7
(27) IZ[T):%—EZ I/z‘-”-’]z‘) (x=1,2,3, 4).

= /-

On vérifie aisément (Grav., [9], p- 149) que ces quatre ¢quations
peuvent aussi s’écrire

~ [ IS SELZ2 0 I ,
t j
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Nous poserons
_ 9B, 1 e
(29) :%,:2 [ oz 52 §ua® I] '
¢ 7

et nous dirons que &, (¢ =1, 2, 3, 4) sont les composantes de la

Jorce totale généralisée. Les quatre équations (27) peuvent alors
)4 :

s’écrire

(30) Fy=o0.

Le théoréme du tenseur phénoménal exprime donc que les quatre
composantes de la force totale généralisée sont nulles.

5. Théoréme du pseudo-tenseur gravifique (2) - — Un pseudo-
tenseur (asymétrique) gravifique (') est, par définition, un ensemble

de seize fonctions (5) (2, 8=1, 2, 3, 4) satisfaisant aux quatre
équations

'(2) iy
(31 Z 0x; —Ezé’"’“f”?} =o.

i

Rappelons que les ®f ne dépendent que des g*B, et de leurs
dérivées successives par rapport a Zy, . . ., L.
Rapprochons (31) des identités fondamentales (23), d’ou

(32) 25%[@ +esg;] —o.

Utilisons les équations (11) et les notations (26); d'ou les quatre
équations

(33) 2@:’_&]

=0
dx; ?

i

. . ' \ . 11
ul expriment le théoréme du pseudo-tenseur gravifique ( ) .
q p / 8 fiq @

(') Le lecteur trouvera dans la Note 6 de la Gravifique einsteinienne I'expression
explicite de quelques pseudo-tenseurs graviliques. Nous avons, en mai 1916 ( Verslag
Amsterdam), donné le premier exemple d’un tel tenseur. Voir aussi le Mémoire de
T. Okava, Japanese Journ. of Physics, vol. 111, n°* 4-8, Tokyo, 1924, p. 95-115.
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Les équations (33) sont identiquement satisfaites si I'on prend

()=

mais alors ce théoréme ne sert a rien; il se réduit immédiatement a
: . ) . (i .
des identités. On peut trouver d’autres solutions pour Ku) satis-

faisant aux équations (33) ou aux équations (31); mais alors les

, .

. { . . L.
€xpressions (“> ne sont pas covariantes a unltenseur asymetnque;

. . )
c’est pour cette raison que nous désignons (a) sous le nom de

pseudo-tenseur gravifique.

Ondes et rayons gravifiqgues. — Cette théorie a été développée dans notre
Gravifique einsteinienne (§ 29 et 43) en nous inspirant des travaux de
J. Hadamard et E. Vessiot.

Variances. — Nous ne ferons pasici un exposé de la théorie des variances:
covariance, contravariance, invariance, etc. Nous nous contenterons d'expli-
quer nos notations. Les lettres droites, sans indice (a. B, ¥, ¢, ...), telles
que C, T, a, b sont des invariants par rapport & tout changement des varia~
bles zy, z2, x3, ;. Les lettres de ronde, sans indice, telles que J1t, Jts ou
&1L, B représentant un multiplicateur (ou facteur de densité ou facteur ten-
soriel). Les indices inférieurs indiquent des covariances. Ainsi, Fy est un cova-
riant et F, est un covariant multiplié par un facteur de densité (covariant
tensiriel). De méme, gq8, Tag sont des covariants du second degré; les G 43,
x4 sont des covariants du second degré multipliés par un facteur de densité
(covariant tensoriel du second degré). Les indices supérieurs indiquent les
contravariances. Ainsi g%3, T#3 sont des contravariants du second degré; les
23 sont des contravariants du second degré multipliés par un facteur de
densité (contravariants tensoriels du second degré). Un symbole peut étre
affecté a la fois d’indices inférieurs et d’indices supérieurs : les indices infé-
rieurs indiqueront la covariance par rapport a ces indices, tandis que les
indices supérieurs indiqueront la contravariance par rapport a ces indices. Il
en résulte une variance mixte. Ainsi, Ta a une variance mixte, et %2 a la
méme variance, multipliée par un facteur de densité

Dimensions. — En poursuivant I'étude des dimensions commencée a la fin
du Chapitre IlI, on trouvera aisément que I'invariant de courbure C a pour
dimensions L—2. Si nous admettons que les dimensions de la constante uni-
versellea sont celles de I'énergie( 1) par unité de volume, c’est-a—dire L-1T-2M,

(') Par définition, lcs dimensions de I'énergie sont celles de la masse (ou M)
multipliée par une vitesse au carré (ou L*T-?).
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on en diéduira que la constante universelle b a pour dimensions LT-2M. Les
dimensions de ¢ et de Mt sont donc T-3M. On en déduit immédiatement
que Ty, Tag, Tas, Ti2, Tis, Taz ont pour dimensions L=t T-2M, que T, Ta;, Ts
ont pour dimensions T—3M, et que T,; a pour dimensions LMT—*. De la résulte
que les Tg (o, B =1, 2, 3)ont pour dimensions L-1T-2M (énergie par unité
de volume), que T%, T}, T4 ont pour dimensions L-2T—!'M (quantité de
mouvement par unité de volume), que T}, T}, T} ont pour dimensions T-3M
(flux d’énergie par unité de surface et par unité de temps), et que T} a pour
dimensions L1 T-2M (énergie par unité de volume) (1).

CHAPITRE 11.

CHAMP GRAVIFIQUE MASSIQUE.

6. Définition du champ gravifique massique. — Considérons un
champ gravifique dii a des masses. Pour décrire le mouvement de ces
masses, nous utiliserons, avec le spectateur S, les coordonnées eucli-
diennes (2) z,, Iz, 23 ¢t le temps z, ainsi que la vitesse généralisée,
dont

(34) wr=—2 (x=1.2,3,1).

sont les quau‘e composantes contravariantes et dont les composanles
covariantes sont
(35) uxzzgixu" (=1,2,3,4)

13

Les w® et les ug sont des fonctions de oy, .. .. x;.
Rappelons qu’on a

N\ "
(36) \\zszg(gagulu.)z ).
x

Le spectateur S utilisera, en outre, le facteur de densité mas-
sique IU; ce multiplicateur est fonctionde zy, ..., ;. Ce speclateur
utilisera enfin un tensewr massique dont les dix composantes symé-
triques sont désignées par yg; ce sont aussi des fonctions de x,, z3,
Lyy Ly

() Pour plus de détails on pourra consulter notre Gravifique einsteinienne,

Note 23.
(?) Voir la premiére Partie de cclte synthése : /ntroduction a la Gravifique

einsteinienne, aout 1y23, sp. Chap. I1, équations (169) et (172).
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7. La fonction caractéristique du champ gravifique massique. —
Nous poserons ('), dans le cas du champ gravifique massique,

(37) mtE—ZZ &3 (I uyug+ Tap).
o B

Les symboles qui y figurent ont été définis dans le paragraphe
précédent.

8. Equations fondamentales du champ gravifique massique. —
Grice a la fonction caractéristique (37), nous pourrons calculer le
tenseur phénoménal ou massique Byg défini par (10). Nous auronsici

(38) Bap= I ugug+ %as.

Posons comme d’habitude :

a
(39) N =
V—g
el
. ¢
(40) Pop= —2%.
V—8

Alors, les relations (38) deviennent
[®1T TaBENuaupq- Pos.

Introduisons aussi le tenseur mixte

(§2) PEE‘\; B Py,
i

ainsi que

(43) P=N P

Il en résulte que

(44) T =N+ P.

(') En généralisant les résultats de H. A. Louvknrz ( Verslag Amsterdam, 191,
p. 1076), nous avons été amené i donner a la fonction JIL une premiére forme cn
1919 (Bull. Ac. R. Relg., p. 317-323) et la forme présente, plus géncrale, en février
192 (Bull. Ac. R. Belg., p. 77-82).
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Grace a ces préliminaires, on trouvera immédiatement que les dix
équations (20) du champ gravifique provoqué par les masses pourront
Iz .
s’écrire

a o I 1
(45) 5 828+ 6Gas=N <Uz“,'5—‘ ;é’xfﬂ) +Pag—  £a3P.

Ce sont les équations fondamentales du champ gravifique massique.

9. Théoréme du tenseur massique. — Reportons-nous aux quatre
équations (25) qui expriment le théoréme du tenseur phénoménal.
Substituons-y les valeurs de % déduites de (38), c’est-a-dire

(46) B = I uyub+ 28,
d’ou
47) 2[‘?(_31"_3%'— 73) —_—lZZg"ig“,a(ﬂluiu"+ TF)| =o.
i j k .
Posons
(48) 2 '—————)(33;; “r :‘_z)’l_, 22 Ehjaltd k= Iy
et i I

()‘Ill 1 ijor,.: Pk =P
(49) E[E—zzkzg"akj,u*x‘l— Lr's
/

i
Alors, les quatre équations (47 ) s’écriront, en abrégé ('),
(50) Fa=Ny+Ty=0 (e=1, 2,3, 4).
Elles expriment le théoréme de la force totale généralisée.

Remarquons que (48) peut s’écrire immédiatement, en vertu de la

définition de 'accélération covariante A, :
= J (I ud)
) My= 8 7.
(51) sy J‘(,Aa+u,_2‘ T
{

En multipliant les deux membres de cette identité par u* et en

(1) A comparer avec A. Kixstrx (Ann. de Phys., 49, 1916, p. 769, el Berliner
Berichte, 8 février 1417. p. tj2.
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sommant, on obtient

) 0(9'(,111)
E
(52) Zmlu .
ou encore
. AN J(IC ux) - _
(33) P -1—241111 0.
x x

Cest ’équation de continuité.
Le théoréme du tenseur massique (50) peul aussi se mettre sous.
la forme suivante grace aux identités (51) et a la relation (52):

1
(54) 3%1591,A1—1112‘I,-u"+‘1'1=0.

i

Multiplions par g%8 et sommons par rapport a o.; d’ou

|\ .
(55) Fr= L Ae— uﬁz Qiui4Tx=o0,
i

ol nous avons posé

(56) Ta=Y gWBay e Fr=Y gu3T5.
3 8

10. Cas particuliers importants. —— 1° Fluide massique incohé-
rent. — Clest, par définition, le cas ou les #,3=o0. Les particules
massiques ne subissent que Paction du champ gravifique défini,
comme on sait, par les dix potentiels einsteiniens g,.

Les équations fondamentales gravifigues (45) deviennent

I
a " 1
(57) ‘ 5 823 6Ga3=N <u1ug— ;g,l:,).

Alors le théoréme du tenseur asymétrique devient, en vertu

de (47) a (49),

Jd(IN 0ot
(58) :T(,l—:—,z [—(—% -5 &ijattf u!]:o.
{
i j

MEMORIAL DES S¢. MATIL, — N¢l4. 2
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L’équation (53) prend la forme trés simple

Ll i
50) 12M=0

ox;

Clest I'équation de continuité du fluide massique incohérent.
En tout point ou I 3£ o, on aura, en vertu de (54),

du 1 o
60) A P 2 2 it =o,
( K x ds 2 S B
i

ou, en vertu de (35), on aura
[ e @2a NNV 0
(61) Ar= ds? TZZ;“\,w",_‘U (=1, ...,
i

Ces derniéres équations sont susceptibles d’unc interprétation trés
belle, a savoir : Les trajectoires de tout point massique, ainsi que
leur mode de parcours, s'obtiennent en extrémant (V)

(62) ) /\/EZgapdxadxgzo,
o o f8

ce qui peut s’écrire plus simplement

l

FEN
~

(63) St/‘ds=o.

On varie par rapport & .y, xa, T3, Z; en supposant fixes les extré-
mités de la ligne le long de laquelle se fait I'intégration. Si I'on pose

v\ .
(61 W E\/LZ Fagutud=1.
a 5
Les équations des extrémales de (62) et (63) peuvent s'écrire
T day
—
\ ds “h

6) .
o d (dW“ _<a_\\_ .
( ds m) 0:1'1) -

(') \. Einstein (Berliner Berichte, 1914, p. 105) admet la relation (62) comme
hypothése. — Th. De DPoNper, Bull. Ac. Ii. de Belg.. Cl. des Sciences, 1g1y, p. 320.
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On a vu dans le Chapitre Il que ces équations sont identiques
aux équations (61).

2° Fluide massique parfait. — Le tluide massique est dit
parfait si le tenseur P2 est de la forme particuliére

(66) Pi=—cip.
Rappelons que
1. L“‘
(67) Py=—=-
V&

On sait que, puisque les P sont des composantes de tenseur,
e sont de méme variance que P2,

Tutorime. — Si un fluide massique est parfait dans un systéme

de coordonnées z,, ry, x,, x;, il est parfait dans tout autre sys-
by ! ! ! r
teme x , x,, x,, x,.

En effet,
. i dx; v du; ,)1-3 ')-Z"p ‘
68) Ph= VRl ‘ —pat =—p'es;
O PE= X T = R G =, =

d’ou

t70) p=p. C. Q. F. b.

Corollaire I. — L’égalité (70) exprime que p est un invariant
pour tout changement des variables 2. . . z;.

Corollaire I1. — On a de plus, en retournant a (66),

(70 P“"—Z &3 P4 =—1)\ €, i3 =—PZu
ot

. l

(72) I’EZP§=—1['

Les équations fondamentales du champ gravifique provoqué
par un fluide massique parfait deviennent (45) :

a - 1
(73) 5 Sas+0Gas=N (“1",’5— ;,.w) + P &as

/
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Le théoréme (50) du tenseur phénoménal devient
(74) INy+Ze=o0,

ou %, est donné par (49) :

R p)
(75) ‘4«=—V—c'-'—p'

dry
On aura donc explicitement

0(Jlugul) I~ N —dp _
{76) ZT > ZZ&/,«”’“’—V—B&: =0 (e=1,2,3,4).
i i

Ces équations peuvent aussi s’écrire, en vertu de (54),

(77) .9Z,A1—u“2 Piwi+ Ty=o0:
d’ou, grace a (75), i
(78) mAa-i-Fé(zt:%—(%):o.
De méme, en retournant a (55), on aura, en utilisant (56),
(79) .9’LA°‘+\——5’(H“%§ *Ed’%g“ﬁ):o.
5 5
I11l. Dynamique dans ’espace et le temps. — Nous avons établi

dans le Chapitre III les relations permettant de passer a I'espace et
au temps; a savoir :

(80) u* = V=1,
(81) Uy, =2 Gayvl Vi,
ou l'on a posé

(82) v= 2.

En substituant les valeurs de «* et «, dans I'équation (47) du ten-
seur massique, on obtient

()(Zgljvi\'—l

(83) 9LV- 2 _I—dr,—_> pi— i\'—l Eng,,avipi
- " .
— \'—‘32!‘1’,-:)/'2 Gajvl +Lg= 0.

i j
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On aurait pu mettre aussi cette équation sous la forme [ Introduc-

tion, (221) a(223)]:
00w [4 () ()] (£5) e eme

L'équation de continuité (53) devient ici, aprés substitution,

AR R S
DT VY qwi=o.

i i

(83)

Utilisons maintenant les équations (55). En vertu de (219) et (221),
de I'Introduction, on aura

86) | V=19t (P Ly VSR L\ v-20a S 00 gu= o
) dt (o
ik p

i

(e=1, 2, 374)-

Multiplions les deux membres de cette équation par g, et sommons
par rapport a a; d’ou

V-1 750 .
(87) V—ISL[Z f%’_ V- 1VZ [Z] v‘v“]
[} k

—V 2? 03 132 Livi4 Dy = 0.

Retournons un instant a l’équation (86); elle peut s’écrire

2 7
(88) gLV [ddix - dlng\ 2? 3 i1 v’vl]

— V-2 012 Divi4 T = o,

i

ou — d des 2 t des dérivées totales par ra Lat.
7 © dﬁ ignent des vé sp pport a

Dans le cas ou @ = 4, cette derniére équation s¢ rédui*
(89) V-2 __dlogV _._22 V4 pipi | — \’—22 Tiviq D=0
dt i i | § _ - : :
i i

Multiplions cette équation par — ¢* et additionnons le résultat
aux équations (88) qui correspondent & o =1, 2, 3; nous obtenons
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les équations de la dynamique des fluides massiques :

2 \
(g0) AL NV-2 [dd7,¢ Zd ( e l.'/ ) wvl] 4 Rx__ b= 0
- ' |l

Si dans cette derniére équation on faisait 2= 4, on obtiendrait une
identité.

12. Cas particuliers importants. — 1* Champ stutionnaire. —
Un ch'nnp massique est dit stationnaire si les g,3 et leurs dérivées,
ainsi que les ¢* sont indépendants de z; = ¢. Alors, en loul point ot
la vitesse du fluide est nulle (¢! = v*=v3=0), les ¢quations (83)
se réduisent a

I ' hl n .
(9 = ANVrgua— Vg T Ta=0  (z=1,2,3),

‘Ll’;(l—-\' 2,‘;'33)

A cause de I'Introduction, V2= g,; ainsi la derniére relation est
identiquement satisfaite; il ne reste donc que les seules équations (91),
qui deviennent

N 1 .
(92) > Ngua+ Siali—suTa=0 (x=1,2,3)

Si le fluide est incohérent et au repos, dans un champ massique
stationnaire, le potentiel g, se réduit a une constante. Ce théoréme
résulte immédiatement de (g2) et de ce que le champ est stationnaire.

2° Fluide massique incohérent. — Dans le cas du Hluide massique
incohérent, on aura toujours en veetu de (61), en tout point ou I est
différent de zéro,

" t/(\"’t‘:‘) IV\ \l/. - _ ,
(93) ot a—l_!'x.‘w ¢ (2=tieeerdn
i K
ou
, d J ¥ J , 0 3:).
(94) dl r]l du v Jd - Jz
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L’équation de continuité (5¢) se réduit a

JGV-1 ¢ .
(95) Zﬂ—%—‘—z=o (t=1, ....4)
i

Il en résulte que

(96) (% f IV~ 3y By By = 0,

ou — indique une dérivée lotale par rapport a ¢ en suivant le mou-

vement de la masse contenue dans le volume sx, 8x, 6x3, 'intuition
se faisant dans la carte T'. Rappelons que le point (z,, xy, ;) est
animé de la vitesse (¢!, v2, ¢3) dans cette carte T.

Posons ('), avec S, dans le cas du fluide incohérent,

(97) c2dm*= JL V-1 dx, dxy Ox5.

D’ou, le spectateur S écriva, dans la carte T, que

» !7 [ome =
(98) (—,7 cm* = o.

Multiplions les deux membres de (93) par 8m*; d'ou, en vertu

de (98), on aura (?)

d N TR
(99) (—“(09‘.\’-1 em*) + V-1 om"}l Z : Z svtvl =o0
/

i

(6,7 =1,23, 4 (2=1,2,3).

L'analogie de ces équations écrites par S, et celles qu’on emploie
dans (@ dynamique clussique du point matériel, apparait immédia-
tement. L’analogie du premier terme de (yq) se trouve dans 'expres-
sion galiléenne de la force en fonction de la masse et de 'accélération;
Panalogue du second terme de (gg) pris cn signe contraire se trouve
dans la force appliquée a la'masse.

(') Th. DE DoNDER, Bull. Ac. k. Belg., Cl. des Sc., février vy, p. o1, et Gray.
einstein., 1921, ¢q. (185) et (1%6).

(?) Cest grace a I'équation (yy) el & son interprétation par S dans image T' que
I'on pourra saisir la portée exacte de I'équation (116) de l'exposé d'Einstein : The
Meaning of Relativity ( Methuen. London, 14).
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Si le spectatear S pose

(100) Vém = cdom*,
]

on pourra écrire (g) sous la forme

(101) d‘—it(_am.o“)+3m22;zzvi(u':o (a, &y /=1, 2,3, 4).
i

La parenthése (¢v*6m) est particuliérement intéressante.
Dans le champ gravifique défini par la forme de Minkowski
(85)2=— (3x)2 — (8y )2 —(33)2+ c2(3¢ 2,

plongeons un point de masse m, considéré comme simple corps d'épreuve
(c’est-a-dire que son action gravifique est complétement négligée). Alors, (101)
nous donne, en faisant 1 = {4,

(102.) d (ém)
9 —_ I/ =0,
‘ dt ’
d’ol1, en introduisant ce résultat dans la méme formule (101), et en prenant,
cctte fois, « = 1, 2, 3, on trouve
de!  de2  dvd

(103) @ dl T

= 0.

Ces derniéres équations définissent un mouvement rectiligne et uniforme.
Nous sommes en présence d’un systéme ou champ dit irertial. Rappelons
(Chap. I de U'Introduction & la Gravifique einsteinienne) que S =S dans
le champ de Minkowski, et que I'on peut poser alors

., Y= z =3, t=1t, m = dm.

1

L=

Si la masse 3m (ou &m) est au repos par rapport a S, on voit, d’aprés (100),
que (am) vepos & = em*,

Revenons aux équations (8.4); on aura, dans le cas d’un fluide
massique incohérent :

) d [ IV oV i o
(10} E(m)——’);;—ﬂ‘ (=1, 2, 3, 4).
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Ces relations peuvent étre résumées en la suivante (') :

(105) af\'dt — o,

la variation étant prise par rapport a i, ..., £;, et s’annulant aux
limites de 'intégrale. Les trajectoires du fluide massique incohérent
sont les extrémales définies par (103).

3° Fluide massique parfait. — Les équations (78) deviennent
ici, en remplagant les u* en fonction des ¢* :

. d(V-1e%) . Viki ok
(106) v 'Q'G\——H—t——+\ 122?1\9‘0]
&

i

- dp b
+/— o V-2pa L \' 9P =
v—s (‘ 7 Hg drg 5% o

L’équation de continuité (85) devient

GOV ol) N —dp N
ET_\ 12\/_00—9,.'.""‘0 (i=1,2,3,4)

: . i
7 1

ou

. d s . Joi ——dp
— (JT V- N - Ve L =
(108) FACARDE A ls_‘ = V-1 g =

L’équation (107) exprime qu’on »
(109) i JONV-18x bz Sz = | V-1 — 02 2,ivi Sz 8z, Sz
b dt 1 3 5 . dJ-‘i 1 2

4

(i=1,223 4)

C’est la généralisation de l'équation (g6).
Par analogie avec (g7), posons, pour le fluide parfait,

(110) c2 om** = JLV-18x, 8xy ox;.

L’équation (98) se généralise alors de la maniére suivante, en vertu

de (75) :

(111) -‘%fc’ 8m"*=—fV-i (Z @ivi> 3o,

(') Gravifique einsteinienne, 1921, éq. (173).
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En multipliant les deux membres de I'équation (106) par eém™*, on
obtiendrait la généralisation de (99).

13. Des mesures physiques. — Nous allons montrer, d’aprés
Einstein, comment on peut passcr des nombres ou paramétres z,, .,
Zg, Ty ; w', u?, wt, w'; )G, elc. inscrits par le spectateur S dans la
carte ou 'image I, aux mesures effectuées par un expérimentateur S.

On attachera (') a chacune des particules massiques un specta-
teur S”. Tous ces spectateurs S’ ont emporté des étalons de longueur,
de temps et de masse tels que, immobiles dans le vide non perturbé,
ils soient identiques entre eux.

On a vu dans le Chapitre H [(116) de I'[ntroduction] qu’il est
toujours possible de trouver une transformation de maniére que le

tableau des g7, 5 se réduise, en premi¢re approximation, a

oA
—1 o0 0 o
o —1 o0 o
(1)
o o —1 o
o 0 o ('

On aura soin, dans ces transformations du Chapitre 11, de remplacer
les z,...x, par?’, ....r,, élant donné que tous ces nombres repré-
sentent ici le résultat des mesures de longueur et de temps effectuées
par le physicien S

[l en résulte quon aura

(113) ?:—;2

avec cette méme approximation.

De ce que 3 et \/ — g sont des multiplicateurs ou des facteurs de
densité, on aura

N V—& _ IZ)

(114 _— = = ’
4) ¥ \/_ = d(x)
W o(a') ésente le jacobien'des z par r L au
( ()(.I,‘) replesen (4 ejaco 1en aes & pm lﬂppOI‘ aux xr.

(") Th. De Donper, Bull. Ac. R. Belg., Cl. des Sc., mars 1923, p. g1 : Inter-
prétation physique de la Relativité (lroisitme Communication). Voir aussi
A. S. EppiNgTOoN, The mathematical Theory of Relativity, seconde édition
Cambridge 1924, p. 109 et 121,
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On aura donc (113) :
) hre b
(1) —_— = .
p

v—#

Remarquons qu’en vertu de I'invariance de la forme intégrale
)G 8y By 82y By
par rapporl & tout changement des variables oy, ..., x,, on aura ici
{116) )G By 8.0p 823 B2y = V' &

Pour trouver la signification physique des composantes T#, voyons ce
qu’elles deviennent pour le spcclateur S’ entrainé avec le volume 3¢’
en mouvement. Nous supposerons donc que les vitesses TN
soient nulles et que le tableau des % se réduisc a(112). Nous aurons
alors pour valeurs des TB (42, 46, 45

|
-l

DL )2 e ‘
P PEOPY Py
7 T s T3 :
e~ |)2l »22 plzs p{!
(117) Tad= - _

1 > 2 BE] K]
LA L Py

pgx l’ff l'_'g“ p"z_'_ N’

En vertu des dimensions trouvées a la fin du Chapitre I, nous voyons
que dans ce tableau les—l"_f (2,3 =1,2,3) forment le tenseur ordi-
naire de Cauchy de Iélasticité. Nous avons vu, en outre que Py,
P, P} et P, PE, PF ont respectivement les dimensions de quantité de
mouvement par unité de volume et de flux d'énergie par unité de

surface et par unité de temps. Enfin, T a les dimensions de
lénergie par unité de volume; posons donc

i
<

=
B¢

T4
1)

[7]

[

{t10)

¢’ étant la quantité d’énergie mesurée par S’ et contenue dans

I'élément de volume 3¢". Définissons la masse om’ mesurée par S au
moyen de

(119)
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La densité massique D' mesurée par S’ et définie par

&

(120) D

I
l

%
c\

aura donc pour valeur

(121)

T4 N7 Ty
_ N__"'__L

Y
D c? c?

1l résulte de ce qui précéde (fin Chap. I) que D" a pour dimen-
sions L3 M.

Fluide incohérent. — Alors les P étant nuls, par hypothése, il

en sera de méme des PJ, en vertu de leur variance. Donc le
tableau (117) se réduit a

o 0 o0 o
—_— 0o 0
(122) T;ﬁs o 6 o o
l o 0O o ]‘7
et la formule (121) devient
(2% D=
c'?

En vertu de l'invariance de N utilisé par S, on aura N' =N; d’ou

—

(124) ]ﬁ's =

| Z

o

) 1
On obtient ainsi le sens physique de N ou 9% (— g) *.

Fluide parfait. — Dans le cas du fluide massique parfait, les P§
sont donnés par (66). En vertu de I'invariance des p, on aura p = p/,

en représentant par p’ la pression massique mesurée par S'. Alors, le
tableau (117) se réduit a

—pP o (¢} o
(125) Th=| ° -r O_ ©
o o —p o
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La formule (121) devient

(126) D=

En vertu de I'invariance de N et de p utilisés par S, on aura ici

wm_ N—p
(126) = —>F.

14. Approximations dans le champ gravifique massique. — Nous
allons supposer, avec Einstein ('), que le champ gravifique da & des
masses en mouvement est peu différent du champ de Minkowski. Pour
cela, posons

(127), Buv=— Oy —+ Yuos

ol Byy est le tenseur de Minkowski [ 3,y =0(@ 5£v); 8y =1,1,1, —¢?].
L’hypothése d’Einstein conduit a admettre que les produits

de yuy (v =1,2,3), %'1'!“ (p=1,2,3), 5';')'“, pris deux a deux, sont

négligeables devant 1.

Supposons, en outre, qu’on ait pris de nouvelles variables z,, z,,
Z3, s, telles qu’on ait, avec I'approximation indiquée ci-dessus, les
quatre relations ()

(128) 22é’ﬂ(é’cr,aﬁ—gm,-rﬁ'—gﬁc.at)=0-
T

[

Donc, dans tout ce paragraphe 1%, les variables sont soumises a
ces guatre conditions; nous disons que z,, ¥, ¥3, Z; sont des
variables normées (?).

Les composantes §,g du tenseur de Riemann se réduisent ainsi,

(') A. EINSTEIN, Sitzgsb. Ak. Wiss. Berlin, 1916, p. 688-6y6.

(*) A comparer avec Grav. einst., 1921, éq. (117), et (117),, ainsi que le traité
cité ci-dessus d'Eddington, éq. (57-32).

(3) D. HiLBERT, Gétt. Naricht. 1917, p. 53. Remarquons, avec Hilbert, que ces
nouvelles variables z,,...,x, normées sont approximativement les mémes que nos
anciennes variables.
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a un facteur pres, i des dalembertiens, a savoir
G !
(129) Gag=— >0 YaB-

Reportons-nous maintenant au sccond membre (') des équa-
tions (45). Outre 'approximation qui vient d’étre développée, intro-
duisons 'hypothése suivante : Supposons que les vitesses des masses

. . . % . JUR N
soient suftisamment petites pour que - soit négligeable devant 1. On

obtient ainsi
(130) Otap=— 7 Tas,
ou P'on a posé

% o3 P"

(131) Tis= dsg [ou,N-c—T— 3 §<N+l)+a)]

etot el =1, el ch =osizz£p.
On obtient, en intégrant par la méthode des potentiels retardés,

(132) Vap= zbrj

ou r est la distance du point z, y, z a I'élément de volume co. Le

Ta@(-"‘ Yy 50— g)

-

o,

symbole || Tz sertarappeler qu’il faut prendre T g al'instant kl — g) .

Dans le cas d’'un fluide incohérent, le premier membre des
équations du théoréme du tenseur phénoménal peut se mettre sous
forme vectorielle, a savoir (généralisation du champ de Newton) :

d 1 0A I 1 -
(133) & [( 4= —> -dm ] (:‘ i grade + ;[rotA.v]) Sm* = o,

ou I'on a posé, avec Einstein,

(135) 6 =— L

»
et oul'on a désigné par \ un vecteur ayant pour composantes

(135) Ar=r114 Az = Y, As=v3,.

(') Einstein a développé ces considérations dans I’hypothése d’un fluide incohérent.
. Pour le cas d’un fluide & pressions internes, voir la Note de Maurice NUYENS, Bull.
Ac. Roy. Belg., Cl. des Sc., mars 1925.
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L’élément de masse em* a é1é défini précédemment par (97). L’équa-
tion (133) est celle qui a été obtenue par Einstein (') dans le cas
d’une masse unitaire. La méthode suivie ici pcrmet de préciser la
signification de I'élément 3m*.

CHAPITRE 111

CHAMP GRAVIFIQUE ELECTROMAGNETIQUE.

15. Définition du champ gravifique électromagnétique. — Consi-
dérons le cas ou le champ gravifique est produit par des charges élec-
triques. Pour cela, introduisons la fonction caractéristique (*)

N

. " ~ / — TN . '
(136 n =—2 ;glﬁ (‘%uaulg— V=« N Z‘gu H1i113/>
% i

9 d

\ i

o0l )% est une densilé généralisée de masse due au champ électro-
magnétique au point et a U'instant (z,, &1, £, £4) considérés ;

ou ug sont les quatre composantes covariantes de la vitesse de I'élec-
tricité ; ce sont aussi des fonctions de z,, ..., £;;

ou Hy; représentent les six composantes covariantes de la force élec-
tromagnétique; ce sont encore des fonctions de x, ..., x;.
Remarquons que, par hypothése, on a

(137) Hai= — Hig,

(138) Hyy=o.

16. Equations fondamentales du champ gravifique électromagné-
tique. — Grace a la fonction caractéristique (136), nous pourrons
calculer le tenseur phénoménal ,g défini par (10). Nous aurons ici

/—
(139) Gl_astnuxug—'r—» 4;'g;gEZHin,-l-——\/_._gEH,’XHB;.
2 i

13

(') A. EINSTEIN, The meaning of Relativity (Methuen, London,1g22); voir éq. (116).

(*) A. EINSTEIN, Berlin. Ber., novembre 191}, p. 1030. — Th. DE DoNDER, Archives
Musée Teyler, 2° série, III. (La premiére partie, jusque éq. (300), de ce Mémoire
a été terminée en octobre 1914, et a été envoyée & M. H. A. Lorentz, le 7 avril 1915.)
Voir aussi éq. (307), datée du 5 octobre 1915. La troisiéme partie de cc Mémoire a
été terminée le 21 avril 1916; elle a paru aussi dans les Verslag d’Amsterdam (1917 ).
— H. A. Lorentz, Verslag Amsterdam, janvier 1913, p. 1082, formule (35). — La
théorie développée dans le présent Mémoire a été exposée la premiére fois dans notre
Note du Bull. de I'Ac. R. Belg., Cl. Sc., » février 1924, p. 77-82. Voir spéc. éq. (23
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ou nous avons posé

3 Y .
(140) H‘J‘Ez eBiH

1

et
‘(I_fl) HaBEE ‘;’raiH?EZ 2 gdigﬁj H’.I-; d’ob HEES giaHiﬁ.
i

i i

En vertu de la définition (16) et (18), il résulte de (139) que

(142) T8 = Nugub+ %eEZZHi,llif+2 HiHE.
Y i

Remarquons, pour ce qui concerne le dernier terme de (142),
’
quon a

(142') EH&H?E—E H,, HBi.

Nous avons encore posé.
(143) = —="

De (142) on déduit immédiatement

(1§4) T=N.

D’une maniére explicite, les dix équations fondamentales de la
Gravifique deviennent ici

2 I [ [
(145) g gas+bGy3= N(ua ug— éga3> + gapZ 2 H;; His —E HiHg,.
[ i

{

L’analogie de ces équations (145) avec les équations (45) se rap-
portant au champ gravifique massique est digne de remarque. Le
facteur N est ici d’origine électromagnétique, tandis que dans (37)
il était d’origine massique.

Le tenseur électromagnétique (142) peut aussi s’écrire (1)

(147) Tf= Nuau§+—;Z(HEH&7—HMHBi),

(') Th. DE DoNDER, Archives du Musée Teyler, loc. cit.; Bull. de la Cl. des Sc.



(150)

(151)

(132)

(153)
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ou H#% représente le symbole H surmonté des deux indices qui
avec a.et { forment une permutation paire aiai desnombres 1, 2, 3, 4.
Ainsi

H1z2= H3, H13 = He, Hit= H23,
(148) ;

H2 = H1, HZv = — H!3, H3% = H12,

De méme, Hg représente H affecté des deux indices inférieurs qui
avec a et { forment une permutation paire. Ainsi

) Hi= Hj,, Hiz=— Hy,, Hii= Ho;,
(149)

HEE H“,, H;;:.—‘-‘_—[!lsv HEE Hl"

En explicitant les composantes du tenseur mixte (147) on obtient
le tableau complet suivant :

Ti= Nuyu! — %(H,,Hﬂ—}ls,HN-i- HysH13— Hy Hé2 4 H  H1'— Hyy H23),
T}=Nujuz — (H,H2 4 H, H%),
T?ENH, ud — (H“.H“’Tl—- l'l'n";”),
T:ENu:u‘— (H12[]5!+H13H‘3);
Ty=Nugu! — (Ip3 H13 4 H, H1%),

T§=Nugu? — = (Hyg HO— Hy 19 Hyy H2— Hyg HY o Hyy HY — Hy HOY),

gE Nug ud — (HQAll”'—f- 1121 H31 ),
T;ENuzu"’— (HggH“-—i—Hg;;Hu);
Ti=Nusul — (H3H!24 Hy He),
2=Nuzu2— (Hj H2+ Hy H2),

' Tg= Nugus — - (Hyy H3t— Hyo P2 Hyy Hit— Hy HE - Hay Hot— Hy oY),

Ti= Nuzu* - (13 H¥14 Hj, HA2);
( Ti=Nu,u'— (Hy124 HgH13),
T=Nu,u>— (H,3H®4 H, H2),
T3= Nu,u3 — (H, H314 H,H3?),

Tf= Nogut — 2 (H Hit— Hyg H2 o Hip 32— Hy Y Hi B35 — g Hi).

de I'dc. Roy. de Belg., mars 1y1g (ou Grav. einst., p. 61). Nos calculs ont été repris
par W. Van den Berg, qui a adoplé une méthole plus rapide; voir Bull. Aic.
R. Belg., juin 1925, p. 232 4 2/1.

VEMORIAL DES 8¢, MATH, — N¢ 14, 3
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Le tenseur symétrique B,g peut aussi s’écrire
1 — T — D —_— T
(156) Bag= T uzup— >y =g >, 3,87 [(V=gh@) (V=g HB/) +Haulg,]-
i

En effet, par la théorie des déterminants, on établira I'identité

(155) HEE_(\'_—g)zE ngpg,«,lm;
[T

d’autre part nous avons posé

(156) ”:'HEE Z &b g Hy,.
~ 4

Grice a ces identités, et en retournant a la formule (147), on obtient
immeédiatement

(157) TE= Nuauﬁ——ZEEgBPgl'[(J— & H) (/= g Ho?) + ll;,HW]

Multiplions par g3 et sommons par rapport & §; d’O.fl
1 ~ . —_— —_——
Ton= Nugu)— 5 Z 2 Z 2‘ &pglugr [(y=g Hw) (y—g H=) +H1,»Hw],
i opov B
et cette formule se réduit sur-le-champ a ’équation (154).

17. Théoréme du tenseur électromagnétique. — Reportons-nous aux
quatre équations (25) qui expriment le théoréme du tenseur phénomé-
nal. Substituons-y les valeurs de B déduites de (47); rappelons que

‘(“1&5 \/:—g’ T&.

Grace a (48) et (51), en effectuant les calculs rappelés ci-dessus, nous
obtenons le théoréme du tenseur électromagnétique sous la forme (')

(158) Fo= ILAy—+ uaz "(j;“')
1

dH,, I(YV=gHii)
+22[ — llal Er [l“i__—o.x,-

ou A, est donné par (205) de I'Jntroduction.

(') Gray. einst., éq. (216); voir aussi I'équation (135) de ce méme Mémoire.
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Posons aussi, dans (158),

e, — =0l — gHi
(159) :7‘“'52 2 [‘/_g[-la/‘;_;? — Hy; d(‘/ gH )]’
i

ox;

alors le théoréme du tenseur électromagnétique s’écrira

d(I ut)

‘el
Jxt + Fa

(160) Fo= 91A1+ua2

Ces équations peuvent étre considérées comme définissant le
facteur de densité U d’origine électromagnétique.

Multiplions les équations (160) par u* et sommons par rapport
ao; dou

d(Ilut ‘
(161) E §q u* = 9'(,2 A3¢u°‘+2 uluzz _d_x,—) +2 FEP u*=o.
2 o o i o

En vertu de (211), (156) et (177) de I'Introduction, cette relation
s’écrira

(162) EJ' u* —-2 [d(jf‘u“) + F u“] = o.

Gréce a cette derniére relation, le théoréme du tenseur électroma-
gnétique prendra la forme

(163) Fp= M Ay— uaE FEw+ F =

Multiplions par g*%, et sommons par rapport a 3; d’ou

(164) ‘ Fo=I9LA*— u* Y FPui4-F% =o,

oll nous avons posé

(165) 55‘52 gIBFL.
B
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Calcul de 9U. — Posons

(166) zzgapm;\é ou ZAaA“EB.
B

-3 3

Multiplions (163) par A* et sommons par rapport a z; nous obte-
nons en vertu de (166)

(167) I = % [2 Alu;}:‘ Fio ,,':‘_}: Aa&"&”]
o

o i

ou, en vertu de (211) de I'/ntroduction,

. . [ _ce
(168 ) 9 =— ﬁZAaa'a’-
%X

Rappelons que &’ et A% sont respectivement donnés par 115q) de
ce Mémoire et par (199) de !’ Introduction.

CHAPITRE 1V.

CHAMP GRAVIFIQUE ELECTROMAGNETIQUE (suile ).
KQUATIONS ELECTROMAGMETIQUES MAXWELLIENNES.

18. Equations électromagnétiques maxwelliennes. -—— Admettons
que les composantes covariantes H,3 de I'intensité de champ électro-
magnétique, introduites au début du Chapitre précédent. dérivent
des quatre composantes covariantes @, ®,, ®;, .. d'un poientiel
électromagnétique

b, Jbg

(169 Hop=- oz drg

La dérivée partielle de @, par rapport a .rg sera souvent désignée,
dans ce qui suit, par @, ;.
Introduisons’ maintenant la function fondamentale électroma-



THEORIE DES CHAMPS GRAVIFIQUES. 33
gnétique (1)

B

o

. . . N 3 1
Celte fonction presente un terme commun (a un facteur 2 prés,

non essentiel) avec la fonction caractéristique gravifique I définie
au début du Chapitre précédent. La fonction o représente le facteur
de densité électriyue. Rappelons que les u* sont les composantes
contravariantes de la vitesse de 'électricité.

On peut écrive (D Pune mamic¢re plus condensée [Chap.
préc. (140)}:

~ o .
- Ao N ap. VN [l B e
(171 0 D | ourdy 7 ’; HY l{i .

% 3

[nnulons chucune des dérivées variationnelles de cette fonc-
tion par rapport a O, (2= . 2. 3, 4):

ce

(172) rr.
*Fa

= 0.

Pour effectuer le calcul, remarquons d’abord “que (170) peut
s'écrire, plus explicitement,

(173) @« 52 T 1%y ‘-'*7"2‘.2: Y o282y =D ) Da.—Djp) |,
x |- I

ot que, d’aulre part, on a

ad e Jd- (e
(1) YU i \ Jd (0 )

b, D, e Oy \

(V) Th. DE DonNvkr. Bull. Ae. k. Belg.. Cl des Sciences, -+ février 1924, p. 81.

Remarquons que tout ce Chapitre peut étre rattach¢ d'une maniére élégante aux
invariants intégrawr (BATEMAN, London math. Soc. Proc., 1910, p. 227 & 250
Th. DE DoNpER, Archives Musce de Tevler, vgid-1g17) et aux determinants sy m-
holiques de Buour (C. . dc. Ne.. Paris, g aout, 20 septembre el 20 octobre 1920,
et Annales de lu Faculte de Towlouse, 1g21); voir aussi Formules stokiennes
(Memorial des Sctenies methematiques, ne 1) du méme auteur.
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On obtient immédiatement

(Y= gR¥)
(l75) E—Ti———Gllz,
ou bien
0dC i
(l76) . ()‘z'l- =cux*
en posant
(177) Jeoi= /g [1%,
Del'hypothése (169), il résulte, tout de suite, que
JHa:
(178) Oy = O

1

la signification du tiret a été donnée au Chapitre précédent. En
posant

(179) Hzi= & ¥,

(178) prend la forme

0%t
- Jx;
12

(180)

Nous disons que les huit équations (175) et (178), — ou (176) et
(180), — sont les équations électromagnétiques mazwelliennes.

Les fonctions J8* et JC% sont de méme variance.

Posons aussi

(181) @‘U’EZZHagH&T} ou ZEH,@HE“,
o B o B

et annulons les dérivées variationnelles de cette fonction par rapport
aux ®*. Nous avons

D' 0 /IR
(152) 50, =D (99.)°
i

Le calcul conduit immédiatement aux quatre équations (178)
ou (180).
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19. Conséquences des équations électromagnétiques maxwel-
liennes. — Des équations (175), il suit immédiatement que

o
(183) Jd(ou%) — o

dxy

Cette équution exprime la conservation de l'électricité dans le
mouvement de cette derniére.
Posons

(183) 31t = 5 8x, O, Ox3 dury

d’ou
(184") %fﬁ‘:’: 0.

20. Conséquences des équations einsteiniennes et maxwelliennes.
— Reportons-nous‘a (159); nous aurons ici, en vertu de (179) et

de (178),

(185) Fg = -}-12 wiHy,.
i

Il en résulte, en tenant compte de (169),

(186) 2:7{ u*=o.

P

Par conséquent I'équation (162) devient

- N\ d(ILux) —

(187 i Oz, °
X

Posons
(188) St = 9L 8y 6xg 823 8, = O,
d’ou

d
' _ oM = o,

(188") ds f o

Ces relations sont a rapprocher de (183), (184) et (184"). L’équa-
tion (187) ou (188') exprime la conservation de la masse d’ori-
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gine électromagnétique, dans le mouvement de celle-ci et de
Pélectricité. Ce mouvement sera défini par les vitesses généralisées
u', u?, u*, u*, lesquelles sont soumises, rappelons-le, a l'identité (177,
de I Introduction.
De (183) et de (18~), il résulte qu'on a
“(5)
(189). — o =°

It
donc le rapporl — demeure constant pendant le mouvement de
Iélectricité.

Les quatre équations (163) du théoréeme du tenseur électroma-
gnétique T8 deviennent ('), en vertu de (186) et de (185),

(190) Fo=9CA,+ 0‘2 uﬁliaﬁ=o.
B

On en déduit immédiatement
(190") Fr= 9L Ax— :\'2 uf"H“;‘ =o.
5
De ces quatre équations (19o), trois seulement sont distinctes, a
cause de la relation (161),
Faud o

(191) Z all 0

-3

On a, de méme,

o O
(56") 2‘:#'11/,— o.

X

En vertu de (185) la valeur (108) de I devient

g P
(192) “"?ﬁZZﬁ““‘*“lﬁ-
&%

Remplagons, dans (1go). It par sa valeur (192); on aura, en

(1) Gray. rinst., éq. (350").
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vertu de (166 ).
(193 c}: uJZA'[—— AgHij+ AjHyj]l =0,

i i

ou encore, s1g Z o,

T EEAiui[— AgH;j+ A;Hyj]l=o.

! ]

On ne peut pus annuler, dans (19o), le facteur de densité mas-
stque I d’origine électromagnélique (') car alors les équa-
tions (19ou) se rédulraient, pour ¢ 3 o, c’est-a-dire aux points élec-
trisés, @ un systéme de quatre équations linéaires et homogénes en
w'y u?, u*, u'. Le déterminant des H,g étant, en général, différent
de zéro, ces ¢quations n'admettraient que la solution u*= o, ce qui
est absurde en vertu de la condition (1757) de U'Zntroduction.

Lorme lagrangicnne. — Les coefficients de o dans les équa-
tions (19o) peuvent étre mis sous la forme lagrangienne. En effet.
on a

. “ { /JU oU
193} 2 uB Hyy ——.Z ub (P, p— bgo) = :[s (ﬁ) — <¢TL‘;>’
3]

Ol nous avons posé

1 196) Us== urdy

o

on a bien, en vertu de cette notation,

ou . d [ JUN\ _ db,
(g7 PR =Py, d’on z<m) ==

(198) (%) FZ uddg 4,
B

ce qui démontre la validité de (195). On aura remarqué que, confor-
mément au calcul des variations, les variables z,, «* sont traitées
ici comme des variables distinctes.

(') Grav. einst., § 43. Voir aussi, pour une autre hypothése, les Premiers Com-
pléments de la Gravifique einsteinienne [Compl. 1, éq. (21)].
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Le théoréme (190) du tenseur asymétrique électromagnétique 173
peut donc s’écrire ('), grace a (195) et a (212) de I'/ntroduction,

d (oW oW d [ 0U JaU
Fu=or | 2 (V) _ (W LN (2] =
(199) a= I [ds (du“) (t)xa)] +e [ds <du°‘> (d.z'a)] o
Rappelons que ces quatre’ équations se réduisent a trois équations

distinctes. Multiplions les deux membres de (199) par 8z, 8z, 825 oz,
et utilisons (184') et (188'), d’ou

o) o[ (55) — (Z)] =S (5) - (&)] -~

Forme importante de la fonction caractéristique N (136). —
En tenant compte de la relation

(201) 2 Zg'“.qllxllpzl,
« B
la fonction caractéristique J1U peut s’écrirve, (141),

) — O
(202) M = — I+ LE N N g3
« B

d’ou, en introduisant la valeur (1g2) de I,

—
(203) m =2 2 [% Aoyl \_;ﬁ_ lll.'3:| H,g.
a B 7

On aurait pu écrire aussi, en vertu de (1576).
Ao~ 03By
L = — —_ ~agx3 .
w0 IS [FIE e
« T

Remarque I. — Si l'on voulait identifier 1L donué par (203), avec 2 (V'
donné par (170), on aurait la condition restrictive

(205) Zul [%%A3H13+ 2491]:0.

o

(') Comparer aux équations (351") de la Gravifique einsteinienne: coir aussi
Premiers Compléments [ Compl. 1I, éq. (43)] dans le cas ol I'on pose JG = L.
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En vertu de (192) et de (18g), on devrait donc avoir

d dU
(206) H?thu“:o ou 7 =
o
Remarque II. — On peut reprendre I'étude (!) des équations (200) en

utilisant les variables canonigues, la variable indépendante étant s.

20 bis. Equation supplémentaire généralisée de Maxwell. —
L’équation supplémentaire de Maxwell sera, par définition (2),

= —_— =0
V—g dzy

o

(224) v 1 I(\ = g o)

ou lona posé d= ::2 £08 dg,
3

Elle permet de simﬁliﬁer les équalions électromagnéliques maxwel-
liennes (156) et (180), de maniére qu’elles ne contiennent chacune
(ue les dérivées secondes d’un seul potentiel électromagnétique @, ;
aprés quelques calculs, on obtient, en effet,

. cux otd,
(225) — l\;—i—ZZg' dxidz'/’

ou K, ne renferme pas de dérivées secondes de @,, @,, ®;, @,.

21. Le champ gravifique électromagnétique considéré dans l’es-
pace et le temps. — Rappelons les formules (182), (185) et (186) de
VIntroduction :

[t .
(229) u°‘=v (a=1,2,3,4), vi=1, (lt \ ZZgapv“w

Posons, (170),

(230)

_o
It
<a

(') M. Nuvexs, Bull. Ac. R. Belg., novembre 1925.

(*) Th. D DoNbER, Archives Musée Teyler (1915-1917), éq. (123). Foir aussi
Grav. einst., éq. (282) & (2go). — A. S. EDDINGTON, The math. Theory of Rela-
tivity, 2° édition, 1921, p. 175 a 179.
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Les équations maxwelliennes (176) et (180) deviennent

ot ggem _ ggew

dz;  0x3 g Tevh
oo gger _ gger
(231) dz; dry ot v
0JC31  gIC23  9uess
v dmy — ot T
03eH gge odevd
'V 9z om, T om, P
| gdelr  ode3t  gaek!
drs Az or
Jge2s  gseir gaese
, dzs  dxy ot
(232)
0303t odeIs  00ei3
dzy  dwy ot '’
Jdext  ogeke  0dess
L dxy + 0rs + drs

L’équation (183 ) devient

. do  d(pel) d(pw?)  d(e¥?) _ .
(233) dt+-¢§x‘ +—dx;——+Tx3—._u,

cette équation est équivalente a

d

(234) 7 fp 3z, 8x;y 83 = o0,

= désignant une dérivée totale, et 'intégration étant étendue a un

domaine spatial dans la carte I'.
Posons

1235) de* = p dxy O, Sy,

alors, I'invariant intégral (234) devient

d [

1236) . ce* =o.

lLa force électromagnétique (185) devient, dans I'espace el le
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temps,
3
(237) gg)EP<Hak+2 VtHou‘)a
i=1

c’est-a-dire, d’'une maniére explicite,

FO=p(v2H 3 — v3H3) — o Hyy,

g(ze)E 9(03 ll:g— 2 Hig) -_ pH,u,

F P =p(v!Hyy— v2Hy3) — p Hys,
\ 37&8)5 P(O‘ H“ -+ 92H‘g+ 03 HL;).

(238)

Le facteur de densité I satisfait a I’équation (187) ; d’od

3
I(ITLV-1) AT NN
ot +2 oz °

(239)

i=1

Cette équation équivaut a

(240 %/(%V“)Bz‘, 8z, 0z3 = o,

dans laquelle —;—lt représente une dérivée totale, et ou l'intégrale est
¢tendue a un domaine spatial; on suit le mouvement de I’¢lectricité
quand on dérive totalement par rapport & ¢.

Posons

(241) ¢ dm* = (I9LV-1) 3z ¥z, ;.

D’oi le spectateur S écrira dans la carte T que

24 4 sm* =
(242) P =o0.

Retournons au théoréme du tenseur asymétrique (19o’) et tenons
compte de la formule (219) del’' Introduction; nous aurons

(243) Foe=9LV-1 [f"———("ZtV_') + V"; > % A %"3‘”’] - P{Z vBHE= o.
h

Multiplions les deux membres de (243) par 8z, 8z, 8%5; cette
équation deviendra, en vertu de (233), (241) et (242),

(244) ¢t [ﬂ‘ﬁl;tl—ﬁﬂ+(v48m')22§ ;:"goﬁvY]—ae“ZOSH§= o.
B v

]
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Remarquons que le crochet qui figure dans (244) est identique au
premier membre de (99 ).
Sil'on pose, avec le spectateur S,

(245) Vom = cdm*

on pourra écrire (244) sous la forme
(246) c[d(%tva)+8m;2;§{=vﬁwl—Be‘zﬁvﬁﬂg=0-
Y

Remarquons que le crochet qui figure dans (246) est identique au
premier membre de (331).

Forme lagrangienne. — Posons, par analogie avec (190),

(247) U*=2 vadb,  (a=1,2, 3, 4).
o

Considérons z, z., 3, 2, eL o', ¢ v3 ¢ comme deux groupes
de variables indépendantes; nous aurons

. JU* U ae
(248) (5) == <4)$1)=$V‘jq’ﬁwx,
5
d’ou
, ()U'\ __v q
(249) de < dv> ) z ozg < o B_AJ 03 ba, 3.
. B

Les relations précédentes permettent donc d’écrire, en vertu de (229),
d /JdU* gU*? O . . .
(250) = (()‘7) - («)x ) = ¥ oB(das— o) =V Y udllyg,
x
B } B

Grace a(249)et a la formule (223) del’ Introduction, le théoréme
du tenseur asyméirique électromagnétique, exprimé par (19o), s’écrira

(251) (37'V’)[d<:‘x)—<%>]-+9[dﬁt<%>_<jg;)]= ”

Ces relations sont a rapprocher de (199) ('), ainsi que des équa-
tions (104) relatives au fluide massique incohérent.

(') Les relations (110) ont été établies dans la Gravifique einsteinienne (158) el
(328); si l'on y identifie F,® et F¥', on obtient les équations (231).
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Multiplions les deux membres de (251) par 8z, 8x, 8z, et utilisons
(236) et (242); d’ou, en suivant 'électricité dans son mouvement,
on aura (')

(252) if(l;’v)c‘lom —f(dd; )c?am*
-3
d IUM . ., Uy .,
+7t- <dvﬂ)°e —f(dxx)oe =o0 (x=1, 2, 3, §).

LLes équations (252) peuvent aussi s’écrire

i from [ 4(35) (2] [5(35) - () =

(a=1,2,3,4)

22. Variables canoniques dans l’espace et le temps. — Introdui-
sons les variables p{" et p{ en posant

oV
Spllll dv’)

e, [JU*
(”"c E( ovi)
Introduisons en outre les fonctions

HmW =V +?p'” pi,
(255) (i=1,2,3).

HY =—U* +2pe'. (i

Rappelons (?) qu’on a les relations

(236 oV oH ™ et oU* _ oH,e
) dz; ox; oz, dz;

(254,) (i=1, 2, 3).

ou H: est fonction des z, et des py*, et ou H®) est fonction des z,
et py .
Les ¢quations (253) nous fournissent les ¢rois équations suivantes :
)

dp! _ oHn dpi | oM, ,
= 2 8,0, % de* | 20 * | — —
oy vt [ ] L[4 8 o i

(%

En se reportant a (248) et a (222) de 1' /ntroduction, on obtient

(') Ce sont les équations (354) de la Gruvifique einsteinienne (1g21).
(*) Voir, par exemple, P. ArpELL, Trailé de Mécanique rationnelle, t. 11, 1924,
P. 420 (Paris, Gauthier-Villars).



14 TH. DE DONDER.

immédiatement
1y

\ p"l-'" = \."‘12 Saiv?®

) (e=1,2,3).

(258)
' p(ic_- = &;

Substituons ces valeurs dans (255); d’ou, aprés quelques réduc-
tions,

1
(259) HYD = — V=13 a0t

a=1

(260) Ho =— &,

Rappelons que v* —1, et qu’il reste a tirer les ¢!, v2, v3 de (259
en fonction de p{"', pi™, p\", pour les substituer dans le second
membre de (259).

Dynamique de Uélectron dans Uespace et le temps. — Etendons
les intégrales qui figurent dans (233) a un électron et remplagons cm*
et 8¢* respectivement par les constantes m* et e* (ui caraciérisent,
dans la carte I' de S, I'électron considéré pendant son mouvement.
Nous pourrons alors mettre (233) sous la-forme

d [d(cm*v-;-e*U'*)] _ [d(c?m*\'—i—e*U*)J o

(261) dt do> dxy,

Introduisons maintenant la fonction de Lagrange

(262) L*=ctm*V +e*U*;

les équations (261) prennent alors la forme lagrangienne

(263} f_l("_'i>__ JILTy
dt \ uvt (dx,-) °
(E=1,2,3).

Passons aux variables canoniques en introduisant la fonction de
Hamilton

3
(264) H':—l.'—a—}:piv"

i=1
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ou
olL” .
(26%) Pi== if=a1, 2. 3.

En procédant comme ci-dessus, on aur:

JL* JH*

66 = — —
(266) or; — 7 ar

ti=1,2,3),

ou H* est une fonction des z; et desp,; (1 =1. 2, 3).
Il en résulte immédiatement les équations canoniques

dpi _ oH*
- W T T
A dz; _ Jl*
7[ - ')Pi )

it=1.2,3).

On aura, en développant (265),
¥
(268 ) pis=ertm* V"E Eav e b; (E=1, 2. 3):

a=1

d'ou, (264),

5
1269 H*=—c2m*V 12 Laive— e* Dy,

a=1

Dans (269) nous devons, grace a (268), exprimer ¢!, ¢2, ¢v3 au moyen de p,,
P2 Pa. Pour calculer aisément les 1, 92, ¢3, posons, par extension de(268),

;
)
1270 pooetm*\ 'S‘ga,r"—u et d,

n=1

d’on (269) peut s’ecrire
1271) H*= — p,.

Joignons (270) 4 (268 ) et considéransle systéme suivant de quatre équations
linéaires en ¢1, 2, 03 et p* :

13
(2721 pax=cm*V- '2 Gaat"! + e Py (z=1.2,3, 4).
a=1
De ces qualre équations, on tire immédiatement
4
273 t»“:—V—Zg“?'(pp——e'tbgl (a=1.2,3, )
o ctm* - B
s=1

VEMORIAL DES SC. MATH. — No 14, 4
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'“’ g Ky 2
Substituons ces valeurs dans V2 fourni par (229); d’ou, aprés quelques

réductions faciles,

(274) (c’m*)2=22g°‘3(pa--— et dy) (pg—e*dg) (%, B=1,2,3,4).
@ B

De cette équation, on tirera p,; on verra aisément que, devant le radical
qui figure dans p,, il faudra prendre le signe plus, si 'on suppose V positif.

En vertu de (271), la valeur de p, changée de signe n’est autre que la fonc-
tion hamiltonienne H*. De cette remarque, il résulte immédiatement que
I’équation de Jacobi correspondant aux équations différentielles (267 ) s'obtient

en remplagant p, par;:—(a =1, 2,3, 4) dans I'équation (274 ).
&£

D’ouVéquation de Jacobi (') cherchée :

(275) 2 Zga.@ <;% — e*d)a) <5% — e'de) = (ctm")2.
« B

23. Le champ électromagnétique de Maxwell-Lorentz. — Supposons
que le champ gravifique se réduise 2 un champ de Minkowski; autrement dit,

N2 . . a
supposons que le ds se réduise a
(282) 0s?= — B2 — 0)? — 332 4 2 3¢,
Alors, la relation (143) devient

(283) N=

a
]
c

oll ¢ représente la vitesse de la lumiére dans le vide.
Enadoptant les notations de H.-A. Lorentz (2) nous posons (3)

Hyy= A., Hy, =+ cd,,
(284) Hyy=— h,, Hy, =+ cd,,
Hag= Iy, Hyi = rd,,

(') On trouvera dans notre Note : De l'Intégrution des équations du champ
gravifigue massique et €lectromagnétique (Congrés de juillet 192y de I'4sso-
ciation frangaise pour UAvancement des Sciences) des indications concernant
I'importance pratique de cette équation (275). On trouvera des problémes fort inté-
ressanls traités dans deux Mémoires de K. Ogura (Japanese Journal of Phy-sics,
vol. IIl, n° 4-6, p. 75 & 94), dans un travail de von Laue (Die 7/ecorien der Radio-
logie, Leipzig, 1924, p. 15 & 37) et un autre de Sommerfeld publié dans le mcéme
recueil (Theorien der Radiologie, 1924, p. 212 & 214).

(?) H. A. LoreNTz, Theory’ of electrons (Leipzig, 19og).

(3) Th. Dt DoNDER, Arch. Musée Teyler, p. 16 et suiv.
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ol dg, dy, d; sont les trois composantes du déplacement électrique d et ¢/,
chy, ch; celles de la force magnétique du champ considéré.
Alors, en se reportanta (141) et (1.j9),0n trouvera

Hie=  hy,  Hii=— ;dx, W= cd., Hu=hy,
(285) ) His=—hy,, 113 =— %(1)., Hg=—cdy, Hi=hy,
Hi3=  hy  H¥=— %d;, Hp= cds, Hz=h,.

La fonction caractéristique (136) peut alors s’écrire
(286) M =— Nc + c(h?— d?),

en posant

(282) | 2= h3+hi+ k2,
o | dr= d3}+ d}+ d

Le tenseur asymétrique T3 (150) a (153) s'écrira comme suit :
: 1
Ti=Nu,u' 4 5 [d}—d}— d2 4+ hi— N3 — hi],

Ti= Nuyu?+ i[d_‘,—’.— d2—d3—+ I3 — h2 — 3],
(288) ‘

Ti = Nuwzud+ i[zli:_' —di— i+ A — i —="h3]

I}=Nu,ur+ ;[d.?.—e- di+d2 + hi+ h3+ h2];

Ti=Nwyw + (dydy+ hehy,

(289) Ti= Nuwzi!+ (dzd-—+ h.h:),
Ti= Nwsut+c(dyh. —d:hy);

‘ Ti= Nwjur+ (dedy+ hhy),

(290) < Ti=Nwuguwr+ (dyd;+ hyhsz),
Ti=Nw, w2+ c(d-h,— d,h:);

‘ Ti= Nwjwd3+—(dods+ hal2),
(291) o Ti= Nwytd+(dyd: + Iy k),
( TH= Nwy1d4-c(—hedy+ dphy);
Ti= Nujut+ ;l:(fl; hy— ) hs),
(292) ; Ti=Nw.ut+ ;:(d.(./l:_——d;h,r),

CTie Nt o (dyhs—duhy).
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En substituant (285) dans les équations (231) et (232) et en Lenant compte
de (179), on obtiendra les équations différentielles du champ électromagné-
tique de Maxwell-Lorentz:

P ok dhy
Jy oz
dh,  oh. 1

G T am = clerrd),

il‘y oy 1
dx dy ¢!

od,  dd,

9r T gy
! % Jd,

dy dz

d_df dd; 1
03 Jdx

d_d,- ddx I
Jo oy c

oh, ohy dh

_‘_,;t + d_y‘_ + dzz

= :‘_(P“'l"‘d-,t)‘

(293) ‘

(204) .

Le point qui surmonte % ou d indique une dérivée partielle par rapport i
L =&,

Reportons-nous maintenant aux équations (238) et introduisons les nota-
tions (284), d'on

. frF‘_fJ =+ cp [dx—f— ?'.(().,-}l;—— (-‘zh)-)] y
(297) ﬁ‘i_,”'":—i-cp[d_,.-i— %(ozh‘r—vxhz)],
‘ Ffl=+cp [d; —+ %(vxh_,-— vy Iz,,_-)] ,
CFe= —cp[vedy—+ Vyd)"" vzdz].

En substituant dans ces derniéres équations o et gv; par leurs valeurs tirées
des équations de Maxwell (293 ),0n peut écrire les 3‘9};" sous la forme (1) d’une
somme de dérivées partielles par rapport a z, ¥, z et t.

Le théoréme du tenseur électromagnétique peut se mettre sous
la forme (190) et (185) :

(299) Fa= IAy+Fy' =o,

ou A, désigne l'accélération covariante définie dans I’ Introduction.

(1) Gray. einst., éq. (535).
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Nous avons vu que, dans le cas qui nous occupe, cette expression se
réduisait a
N A dlogV . .
A ('2\’-—’[ TR (i=1, 2,3),
dlogV
dl

(300)
.A;- —c2V-2

Le théoréme du tenseur électromagnétique devient donc

[ 2 ; ~dlog ‘ .
5 F;- “)Y,!"V—Z[ddlf'——v‘ I:;;V] +F=0 (i =1, 2, 3),
(o1

dlogV — _
a T =o

' -fF4 z—‘)tr'?V—?

L e .
ou les Fg” sont donnés par (297).
Remarquons qu’en vertu de (29), ce théoréme peut aussi s’écrire

ot
(3021 Fu= cE—a=o,

on les T3 sonl donnés par les équations (288) a (292).

La Relativité restreinte pourrait prendre place ici, en passant du
spectateur S au spectateur S’ en translation rectiligne et uniforme
par rapport a S. Onn’aurait qu’a effectuerle changement de variables

de Lorentz (') en tenant compte de la variance des symboles utilisés
ci-dessus (2).

CHAPITRE V.

CHAMP GRAVIFIQUE MASSIQUE ET ELECTROMAGNETIQUE (CAS GENERAL).

24%. Définition du champ gravifique massique et électromagné-
tique. — Considérons (®) le cas général ou le champ gravifique est
produit par des corps anisotropes, non homogeénes, polarisables
électriquement et magnétiquement ; ils peuvent porter des charges

(') Voir Introduction, formule (57).
(%) Pour plus de détails, voir Chapitre XII de notre Gravifique einsteinienne.

(%) Th. DE DonNDER, Sur la fonction caracteristique de la Gravifique (Bull. Cl.
Se. 4e. Roy. Belg., avril 1924).
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électriques et des charges magnétiques ; ces charges, entrainées par
les corps en mouvement, engendreront des courants de convection
électriques ou magnétiques. Ces corps peuvent étre aussi le siége de
courants de conduction.

Les champs gravifiques étudiés dans ce Chapiire comprennent
comme cas particuliers le champ gravifique massique et le champ
gravifique électromagnétique.

25. Polarisation électrique et polarisation magnétique. — Nous
avons posé (179)
(303) Hyg — a2,

Posons aussi

(304) 58 EE Z ging 80 .
T

Introduisons maintenant, avec Einslein ('), la force de polarisa-
tion électrique définic par les six composantes doublement contra-
variantes tensorielles :

(305) ‘“{’fs % uB— ff?el u,

ou €7, sont les quatre composantes contravariantes tensorielles de
Vintensité de polarisation électrique. Rappelons que «® sont les
quatre composantes contravariantes de la vitesse des masses élec-
trisées.

De méme, introduisons la force de polarisation magnétique
définie par les six composantes doublement contravariantes tenso-
rielles

(306) gap — Dhyus— ‘J?&M u,

ou Pf, sont les quatre composantes contravariantes tensorielles de
Vintensité de polarisation magnétique.

(') A. EINSTEIN, Berlin. Berichte, 191}, p. 1064 & 1066. Un premier essai de géné-
ralisation de ce Mémoire est dd & G. Nordstrdm (Societas Scientiarum Fennica
Commentationes Physico-Matematico, 1, 33. Helsingfors, 1923).
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On posera aussi

(307) Tis=Y, N siagis®,
i

et

(308) =" N siagis 2l
i

Introduisons aussi la force électromagnétique macroscopique
définie par ses six composanles contravariantes tensorielles :

(309) Kod= gead — %P

ou par ses six composantes covariantes tensoriclles :

(310) K= 3(3“3-—‘3?;"[;.

Nous écrirons aussi, comme d’habitude,

ICB Kap

(311) Ko = =
—& V— &

Enfin, introduisons la force électromagnétique macroscopique
adjointe :

(312) acaB = goab— qof
ou
(313) K= oceg— T4,
Nous écrirons aussi
(315) Kfﬁz.g_cif_ o Kugo X2
V—¢ V—g

Remarquons que dans le cas particulier ou il n’y a pas de polari-
sation, K, se réduit a H,g et, d’autre part, 23 devient 3¢%B ou Hyg.

26. La fonction caractéristique )1l du champ gravifique massique
et électromagnétique. — Par extension de ce que nous avons dit,
dans les deux Chapitres précédents, a propos des champs massique et
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électromagnétique, nous prendrons (') la fonction caractéristique
ou phénoménale suivante :

M=V gas [(— T ugug— Tag)
(315) « B

. ‘/Z gz E gij(xa,-KB,-Jrac?iac?i)],
i j -

ot «f a été défini en (149). Rappelons que 9T est un facteur de densité d'ori-
gine massique et électromagnétique. Tous les antres symboles ont été définis
au paragraphe précédent. Le tenseur massique Wy a été défini au para-
graphe 6. .

Nous supposons que les uq, 9L, T43. Ky3 et JC23 ne renferment explicite-
ment que @y, ..., z,; lewrs variations, par rapport aux g3, seront done
identiquement nulles.

27. Equations fondamentales du champ gravifique massique et
électromagnétique. — Grice a la fonction caractéristique (315) nous
pouvons calculer le tenseur phénoménal B,3 défini par (10). Nous
aurons ici :

Bop= Mugug+ Tag— *—5 ¥ B g1/ K Kg; + I 5CH)
(316) L

p—
tal

+ g“SE Z }:‘ E gkl gii (\KMK/; —l—JC_E"JCD.
ij ok

Il en résulte, en permutant quelques indices (44),

(317) T=? T;=N+P.

Grice a ces préliminaires, on trouve immédiatement les diz équa-
tions (20) du champ massique et électromagnétique :

1
(318) = ga3+ bGag = Tag— - ga3(N+ P).

I
2

(t) Th. DE DoxbpER, loc. cit., formule (43).
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28. Théoréme du tenseur massique et électromagnétique. — Repor-
tons-nous aux quatre équations (25) qui expriment le théoréme du
tenseur phénoménal. Substituons-y les valeurs de B} déduites de (316).

Nous aurons alors, aprés quelques calculs simples (*),

(31y) Fo= Mg+ T+ Ff =0,
ot Pon a pousé (49) et (51)

d(Itut)
asrys—

Moy =
Lo .91A1+uaz -

ox;

("'
Y [ -3 ;g"fgk,:a*l’{:‘],
-

t3a0)

i “gz22zgu,,n,am-xwac.«aw)

ik

Jd
IS IR o),

i k1

En multipliant les deux membres de (319) par «* et en sommant,
on obtient

Y .
(321) 2i7a111=291at¢°‘ +2‘ fl’au.°=+257§1' u
o o o
d(It ux ,
S i S 0k
ze
2 a

Cette derniére relation exprime I'équation de continuité géne-
ralisée.

Le théoréme du tenseur massique et ¢lectromagnétique (319)
peut aussi se metire sous la forme suivante, grace a (321):

- O O e _
(322) Ty O Ny— "“2‘ Tiui— uaz F w4 Ty FY = 0.
i i

Calcul de 2. — Multiplions (322) par A% et sommons par rapport
d 25 nous obtiendrons, en vertu de (166) et de la formule (211) de

(1) Ces calculs sont les mémes que ceux qui se trouvent développés dans la Note
citée vi-dessus ( Bull. Ac. R. Belz., Cl. des Sc., juin 1925).
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V'Introduction,
(323) T =— 2 Y AR(Ty o+ F).
-4
29. Equations électromagnétiques. — Par extension de (176) et
(180), nous écrirons (') ces équations comme suit :
oI«
(324) Srrai Sle) U~ £0p,
12
IN A
(325) (()l‘: = clp') ux+ ,3?!1-)1
i

ou L% sont les composantes contravariantes tensorielles du courant
de conduction électrique; ol s u* sont les composantes contra-
variantes lensorielles du courant de convection électrique. Les
symboles o) u* et L7, représentent respectivement le courant de
convection (*) magnétique et le courant de conduction magné-
tique. Ce dernier courant, non observé, a été introduit ici par raison
de symétrie formelle des seconds mtmbres de (324).

Les équations (3214) et (325) fournissent les théorémes de la con-
servation des fluides ¢lectrique et magnétique :

i
(326) ?d(c(ﬂ,ll’—i— £

annud Jx; *
i
O (3t 4= £l
(327) 2 =0

i

30. Cas des corps matériels parfaits. — Nous dirons (3) que ces corps

(') Nous avons obtenu ces équations (voir Note citée ci-dessus, avril 1924) en
généralisant les équations dues & A. Einstein (Berlin. Ber., 1914, p. 1064 4 1066).

(*) Le symbole g est ce qu'Einstein (Sitsgsb. K Ak. Berlin. Wiss., 1914, p. 1064
4 1066) désigne par le symbole o,, et appelle la densité magnétique provenant de
la polarisation rigide et permanente [die magnetische Ladungsdichte welche von
der (starren) magnetischen Polarisation herrithrt]. Einstein suppose les corps con-
sidérés homogénes et isotropes.

() Cette géncralisation des formules d'Einstein a été indiquée dans notre Note
du g juillet 1923 (C. R. .le, Se., Paris).
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considérés sont parfaits si on a

~ . O .
\ £ EZ E Q% ;K u;, L’&,EZ 2 gt uy,
i i

(328) ‘

‘ N ais v ..
( Q?;,.EE zpa, L3¢ uj, %,EZ pr‘w,.aeu wj.
1] J i j

Les g% , représentent un tenseur asymétrique qui généralise le coef ficient
de conductibilité électrique (dela loi d’'Ohm). Les p%.; généralisent le coef-
Jicient de susceptibilité électrique (de la loi de Poisson). De méme, les

P(oy; généralisent le coefficient de susceptibilité magnétique.

31. Cas o0 il y a un potentiel électromagnétique. — 1° Si I'on a
(329) Oy 4%+ L"(“W =o,
on pourra poser, en vertu de (325),
(330) K = by; — big.
Les &, ..., ¥, représentent les quatre composantes covariantes du poten-
tiel électromagnétique.
2° Si 'on a
(331) Gy U*+ £ = o0,
on pourra poser, en vertu de (324),

(332) . Hoi= P — o}

ia

Les @}, ..., ®* représentent les quatre composantes covariantes du poten-
tiel électromagnétique adjoint.

Electrodynamique de Minkowski. — En premiére approxima-
tion, supposons que le champ gravifique se réduise au champ de Min-
kowski; puis, appliquons notre théorie générale a ce champ spécial.
Il en résultera une électrodynamique (') des corps en mouvement
dite de Minkowski.

CHAPITRE V1.
CHAMP GRAVIFIQUE MASSIQUE ET ELECTROMAGNETIQUE.

CAS OU IL N'Y A PAS DE POLARISATION NI DE CONDUCTION.

32. Equations fondamentales. — Dans le cas ou il n’y a pas de

-

(') Pour plus de détails, voir la Note de M. Nuyens (Bull. Ac. Roy. de Belg.,
Cl des Sc., avril 1926).
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polarisation électrique ou magnétique, la fonction caractéristique (315)
se réduit a

_ —
(333) | m »:.Z Zguﬂ [_ Mugug— Tag+ Y& 2 z wii g H‘«},] .
o » i

/

On remarquera que cetle fonction caractéristique est la somme
des fonctions  caractéristiques du champ massique et du champ
électromagnétique.

Les formules (316) et (315) se véduisent, dans l¢ cas considére,
aux formules suivantes :

o —& O - —_— ;
330 | Bag= Mz Tag+ Yo ¥ T ion, — T Y wiug,
j i

st
i

(335) T=N=+1D.

.

Les équations générales du champ gravifique massique et élec-
tromagnétique se simplifient donc et deviennent

a o 1 :
1336 SR G as= Nuauy-- S 88N+ )+ Pysy

I . AT
-+ —igu:sz Z Hull’-'—z Ha Uy,
i J {

33. Théoréme du tenseur massique et électromagnétique. - Le
¢quations du tenseur massique et électromagnétique (319) s'¢éeriront
encore dans le cas qui nous occupe

(337) Fyr g+ Ty+ Fy =0,

ot I, et &, sont donneés par (320), mais ot £ se réduit i

(338) :?:{‘"-:;Z Z
i

Les équations suivantes (321) & (323) ne seront changées qgu'en

ce que F¥' est donné maintenant par (338).

—— NG (Y=g Hi)
‘\ g H P Iy g |"

L

34. Equations électromagnétiques maxwelliennes. — Nous allons
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admettre, comme au Chapitre 1V du champ électromagnétique pur,
que les composantes H,g3 de U'intensité du champ électromagnétique
dérivent (169) des quatre composantes &, ®,, ®;, ®; d’un poten-
tiel électromagnétique.

Introduisons aussi la fonction fondamentale électromagné-
tique (170) et annulons chacune des dérivées variationnelles de cette
fonction par rapport a ®, (o =1, 2, 3, 4) (172). Nous aurons donc
encore les équations (176), (180) et (183).

35. Conséquences des équations einsteiniennes et maxwelliennes.
— Reportons-nous & (338); nous retrouverons les relations (185) et
(186); 'équation (321) devient donc

(339 2 -d—(%‘i) +2 Lo nu®= 0.
a
a @

Les quatre équations (322) du théoréme du tenseur massique et
électromagnétique deviennent. en vertu de (183),

o, _ ~ . N O . )
(3j0) Fu- TN, — 1(13 Dol o Ry ss wiH gy (x=1:2,3,4).
td a—
1] i
Rappelons que de ces quatre équations (340 ), trois seulement
sont distinctes, a cause de la relation (321).
En vertu de (185), la valeur (323) de 9 devient

1 \

(341) 9'6:-—2;\“ ()‘J.'a—i— 72 Ili[lai).

&£ “ i

Remplagons dans (340) T par sa valeur (341); on aura

(3421 Fo=: — iy E Ciul4 Dy

i

- ;‘;Aaz A3 (I'fﬂf') + "Z “iH,-':h") -+ 72 W Hgi=o.
B /

I / i
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