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THEORIE 
DES 

CHAMPS GRAVIFIQUES 
Par M. Th. De DONDER, 
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Membre de l'Académie royale de Belgique. 

PREFACE. 

Dans cette seconde partie de notre nouvel exposé synthétique de 
la Relativité einsteinienne, nous étudions d'abord les champs gravi-
fiques dans toute leur généralité. Nous en déduisons ensuite les cas 
particuliers les plus importants : les champs massiques, les champs 
électromagnétiques, les champs massiques et électromagnétiques. Ces 
champs permettent de trouver, d'une manière systématique, les pro­
priétés fondamentales du champ newtonien, du champ de Maxwell-
Lorentz et de l'électrodynamique des corps en mouvement. 

La marche suivie est toujours la même : la dérivation variationnelle 
fournit les dix équations aux dérivées partielles du champ gravifique 
considéré. Puis les quatre identités fondamentales de la Gravifique, 
combinées à ces dix équations, nous donnent le théorème du tenseur 
phénoménal; celui-ci s'exprime par des équations qui généralisent 
les équations de la dynamique et de la conservation de l'énergie; en 
sommant convenablement ces équations, on obtient la généralisation 
de l'équation de continuité. 

Pour plus de brièveté, nous n'avons pas reproduit ici certains 
calculs fort longs, mais élémentaires; nous avons eu soin d'indiquer 
les recueils où on pourra les trouver. Nous engageons vivement le 
lecteur à ne s'arrêter à ces calculs qu'après une première vue d'en­
semble sur la vaste et puissante conception einsteinienne. 
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CHAPITRE 1. 

LES ÉQUATIONS FONDAMENTALES DU CHAMP GRAVIFIQUE. 

1. La dérivée variationnelle. — Soient ç,, £2? ••• des fonctions 

quelconques de xs, . . . , ;r4. Représentons les dérivées d 'une de ces 

fonctions Çfl, par rapport à #*.-, par le symbole \aj- De même ^a,ki 

sera la dérivée seconde de £„ par rapport à r^ et à ;r/. 

Considérons une fonction quelconque F ( £ , , ç2, . . . , ç t , , . . . ) de 

ces fonctions £a et de leurs dérivées successives Ç„,A, e tc . Pour sim­

plifier, nous désignerons la fonction F ( £ , , £2, . ••? ï i . n • • • ) P a r ^e 

symbole F(Ç a , 5«,^ • ••) o u i encore plus s implement , par F . 

Prenons la différentielle de F, c 'est-à-dire écrivons 

<•> —2 [£^2^---^22^-----1-
« fc £ / 

ou, en permutan t les opérat ions d et *— > 

A- k l 

En intégrant par part ie , cette expression peut se mettre sous la 

forme 

rfF s y \ *Ldl,+y - ( JL *,) _ y ± (*L ) ^ 
/i ' À- k 

+22 è, (s£ *«•') +22 Â̂ F, (¾)rf?-
A / k l 

k l ] 

ou encore 

rt A- A / 

+2i[|^.-2^X^7/)!^^2£r/ç''-'----]-
Posons 

en 5$; = ôTc ~2* àxj \d^j ) ^Zà^u dxj ,)Tk \<)ccjk ) 
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Cette opérat ion est désignée sous le nom de dérivée variationnelle 

de F par rappor t à £c. Elle joui t de propriétés remarquables . 

THÉORÈME. — La dérivée variationnelle par rapport à;,., de la 
dérivée partielle 

(4) éi, = 2 ( ^ > " + 2 â^t«-'*+---y 

est identiquement nulle. 

Démonstration. — On a, en effet, 

?J ( âF\ _ V V V f <)1V y <P F y 
SEc \àxt) -ZiZà^-i l<)Sndtc *"-''* <%tttk1)çcW 

1 à ,d¥ d*F „ d*F „ 
ÔXj \ ^ c ^ ^ ^ ^ v ^ ' ^ ^ ^ ^ y - ' 7 ' ^ 

à* / <)F \ ] 

Rappelons que £,y = o si iy^j et s a = i si i =J> 

En effectuant les calculs, on verra que les termes s 'entre-détruisenl ; 

d'où les identités 

1 0;r- \ ttXi / 

2. Les équations fondamentales du champ gravifique. — Consi­

dérons maintenant une fonction ne dépendant que des gx$, ^ a ^ ' ' , 

Sa variance par rapport à un changement quelconque de varia­

bles # , , x2, #3 , / 4 est celle d 'un mult ipl icateur ( ' ) ou facteur de 

densité. Nous appelions dTUr la fonction caractéristique gravifique. 

Considérons, en outre , une fonction J R , de même variance, mais 

qui peut dépendre , indépendamment des «x^, #a^''> • • • ? d 'autres fonc­

tions telles wa, J [, A a , e tc . définies précédemment . Cette fonction 

sera explicitée dans les deux Chapitres suivants; elle sera désignée 

sous le nom de fonction caractéristique phénoménale. 

( l ) Explicitement, on aura 

at» - .m» <*„, *.,,,. gmMt... ) - or«(s"ap, g'^,h ^, ,- , , . . . ) Jg-J » .m'* ^ 

a, p, / . y , . . . = i, 2, 3, \. 
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Prenons, par rapport à ^ P , la dérivée variationnelle de la somme 

(6j OMir-+-0X1. 

On aura donc 

8 ( on* -4- DM ) t)( .m*' -i- .m ) 
(7) 

te*P <te*p 

-22; 
/ A-

^ 

"2j dry \ ^*p./ / 
/ 

( -
•)(D\l#-hD\l) 

ôxj i)x/, \ dg*$*Jk 

Le principe variation/tel fondamental de la Gravifique consiste 
à égaler à zéro les dix dérivées variâtionnelles par rapport 
aux g*P. On obtient ainsi les dix équations fondamentales de la 
gravifique; à savoir 

(8) 
3(3Ry-4- 311) 

8**3 

Posons aussi (') 

(9) 

( 1 0 ) 

w - 8 J R*' 

Nous appellerons t5£p le tenseur gravifique covariant symé­
trique (2), ©â  le tenseur phénoménal covariant symétrique ou 
simplement /e tenseur symétrique. 

(1) Les î?£ft et féaS seront donc des tenseurs covariants du second degré, multi­
pliés par un facteur de densité; il en résulte que les dix équations (8) sont inva­
riantes par rapport à un changement quelconque des variables ou paramètres xu xv 

x31 xk. 
(2) Dans le présent texte les notations ont été modifiées comme suit. Au lieu de 

considérer les dérivées totales par rapport à g-aP, nous utilisons ici les dérivées 

partielles par rapport à g*£; les dérivées totales étaient désignées par le symbole , a . ; 

les dérivées partielles seront désignées par le symbole -r—ja» o n P a s s e des unes aux 

autres par les relations 

d ù 
dg 3T7/ - (*— S«P ( 2 - s / / ) dgOLp,i/H 

Pour utiliser les dérivées partielles -—d'une fonction des gix, gm giiy . . . , on 
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On a, en vertu de ( 8 ) , 

eu) sçh - « fi = t'ap. 

Désignons par C l ' invariant de courbure , et par a et 6 deux cons­

tantes universelles. O n voit que C est donné par 

où l 'on a posé 

<i:n 

cl pUï îC 

^=22 [ 
Rappelons que ces accolades ont été définies dans VIntroduction. 

Si Von prend pour JÎI» la valeur (•) : 

(i4) cmff=(a + * C ) v / = 7 , 

on obtient , en effectuant les opérations indiquées en (8) ( -) : 

(15) — - (a-^bC)g^-h bCj^= T a ? 

aura soin de remplacer tout d'abord, dans cette fonction, g^ par -- (g^-h #2 1) , 

£"i3 P a r - ( ^ i s - ^ ^ i ) ; e t c . Rappelons que dans notre Gravifique einsteinienne 

(Gaulhier-Villars, Paris, 1921, ou Annales de l'Observatoire R. de Belgique, 1921), 
le lenseur ©ft0 était défini par 

\v'-g=3H, 

" ^ dx^Xdg*?*) ~*~Zé <tx Ox\dg«ï*-"J "'==("'2~t^Zg^P% 

({A'') 

II en résulte donc que le tenseur employé dans la Gravifique einsteinienne vaut 
/e double de celui utilisé dans le présent Mémoire. 

(1) Gravifique einsteinienne, équation (12). 
(2) Gravifique einsteinienne, Note 4. Dans le cas où M = o, ro//' A. EINSTKIN, 

Berliner Berichte, novembre et décembre 1915, et D. HILBERT, Gôttinger Nack-
richten, novembre 1915 ). 
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où l 'on a posé 

<i6) T a8 = 
ggft 

Multiplions les deux membres de ( i 5 ) par g<*$ et sommons par 

rappor t à a et {i ; d 'où, en vertu de (12) , 

(•7) 

en posant 

( 1 8 ; 

et 

(19) 

cbC: T — ia 

T g s = 2 ^ T a / (f = i, a, 3,4; 

T ^ T J ( I = I, a,-3, 4). 

Substituons (17) dans ( i 5 ) ; les dix équations fondamentales de 

la Gravifique einsteinienne prennent la forme 

( 2 0 ) - ^ - + - ^ 3 ^ = 1 ^ - -^aftT (a, f = i , i , \ 4.1 

Remarque. — Le principe variationnel tel que nous venons de l'exposer 
revient évidemment à généraliser le principe de Hamilton (1 ), c'est-à-dire 
à annuler la variation 

( 2 1 ) 8 f(DMff -h Jl l ) dxx dx± dx6 dx>+ — o, 

fi étant une portion d'espace-temps sur les frontières de laquelle les variations 
doivent s'annuler. C'est encore pour éviter l'usage d'un espace quadridimen-
sionnel que nous avons préféré l'exposé ci-dessus. 

3. Les identités fondamentales de la Gravifique. — En appliquant 

à la fonction JTL# des théorèmes démontrés antér ieurement ( - ) , nous 

(1) H. A. LORKNTZ, Verslag Amsterdam, iafé\ner 1913. — D. HII.UËUT, Gottinger 
Nachrichten, novembre 1916. — Th. DK DONDEII, Verslag Amsterdam, 27 mai 191b". 

(2) Th. DK DONDER. La synthèse de la Gravifique (C. R. Ac. Se, 11 juin 1923, 
p. 1701); Les identités fondamentales de la Gravifique (Bull. Ac. Roy. de Bel­
gique, a\ril 1924). Voir aussi notre exposé de la Gravifique de Weyl-Eddin g ton-
Einstein ((iauthier-VilIars, 192/1), dans lequel on trouvera la théorie complète de 
ces identités. 
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aurons, à cause du caractère de facteur de densité de celte fonction, 
les quatre identités suivantes : 

( i>.) 

ou encore, en vertu de ( 9 ; : 

( 23 ) (a = i, 2, S, 4). 

Nous avons posé 

( • > 4 ) ^=2^^/-

4. Théorème du tenseur phénoménal. — En vertu des dix équations 
fondamentales (8), les quatre identités (23) nous fournissent immé­
diatement les quatre équations suivantes : 

( * ï ) 

où nous avons posé, comme en (^4) : 

(26) 6i=2^«a 

Nous dirons que les quatre équations (20) exprime le théorème du 
tenseur phénoménal. 

Remarquons que ces équations peuvent aussi se mettre sous la 
forme 

(*7) 2[SH2-.*'']=» (a = 1, 2, 3, 4) . 

On vérifie aisément (Grav., [V)], p. 1^9) que ces quatre équations 
peuvent aussi s'écrire 

('*%) 

/ L / 

,• = <> i a = 1, >, 3, \). 
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Nous poserons 

<-> * - 2 [g - Î2 «»•«]• 
et nous dirons que ÊFa (a = i, 2, 3, 4) sont les composantes de la 
force totale généralisée. Les quatre équations (27) peuvent alors 
s'écrire 

(3o) ^ a = 0 . 

Le théorème du tenseur phénoménal exprime donc que les quatre 
composantes de la force totale généralisée sont nulles. 

5. Théorème du pseudo-tenseur gravifique ( p j • — Un pseudo­

tenseur (asymétrique) gravifique (') est, par définition, un ensemble 

de seize fonctions ( P J (a, [3 = 1, 2, 3, 4) satisfaisant aux quatre 

équations 

Rappelons que les ©g ne dépendent que des gaP, et de leurs 
dérivées successives par rapport à # l7 . . . , JCA. 

Rapprochons (3i) des identités fondamentales (23), d'où 

i 

Utilisons les équations (1 1) et les notations (26); d'où les quatre 
équations 

i 

qui expriment le théorème du pseudo-tenseur gravifique ( ) • 

(1) Le lecteur trouvera dans la Note 6 de la Gravifique einsteinienne l'expression 
explicite de quelques pseudo-tenseurs gravifiques. Nous avons, en mai 1916 ( Verslag 
Amsterdam), donné le premier exemple d'un tel tenseur. Voir aussi le Mémoire de 
T. OKAYA, Japanese Journ. of Physics, vol. III, n0B 4-6, Tokyo, 1924, p. 95-115. 
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Les équations (33 ) sont identiquement satisfaites si l'on prend 

mais alors ce théorème ne sert à rien; il se réduit immédiatement à 
f i \ 

des identités. On peut trouver à?autres solutions pour ( ) satis­

faisant aux équations ( 3 3 ) ou aux équations ( 3 i ) ; mais alors les 

expressions/ j ne sont pas covariantes à un |tenseur asymétrique; 

c'est pour cette raison que nous désignons ( * ) sous le nom de 

pseudo-tenseur gravifique. 

Ondes et rayons gravifiques. — Cette théorie a été développée dans notre 
Gravifique einsteinienne (§ 29 et 45) en nous inspirant des travaux de 
J. Hadamard et E. Vessiot. 

Variances. — Nous ne ferons pas ici un exposé de la théorie des variances : 
covariance, contravariance, invariance, etc. Nous nous contenterons d'expli­
quer nos notations. Les lettres droites, sans indice (a . [3, y, i, ...), telles 
que C, T, a, b sont des invariants par rapport à tout changement des varia^ 
blés x\, Xi, x-i, Xf+. Les lettres de ronde, sans indice, telles que DM, OMs ou 
sDXl, 6 représentant un multiplicateur (ou facteur de densité ou facteur ten-
soriel). Les indices inférieurs indiquent des covariances. Ainsi, F a est un cova­
riant et # a est un covariant multiplié par un facteur de densité (covariant 
tens >riel). De même, g^p, Tay sont des covariants du second degré; les § a p , 
tSa'i sont des covariants du second degré multipliés par un facteur de densité 
icovariant tensoriel du second degré). Les indices supérieurs indiquent les 
contravariances. Ainsi g*?, TaP sont des contravariants du second degré; les 
*Sa? sont des contravariants du second degré multipliés par un facteur de 
densité (contravariants tensoriels du second degré). Un symbole peut être 
affecté à la fois d'indices inférieurs et d'indices supérieurs : les indices infé­
rieurs indiqueront la covariance par rapport à ces indices, tandis que les 
indices supérieurs indiqueront la contravariance par rapport à ces indices. Il 
en résulte une variance mixte. Ainsi, T£ a une \ariance mixte, et fë£ a la 
même variance, multipliée par un facteur de densité 

Dimensions. — En poursuivant l'élude des dimensions commencée à la fin 
du Chapitre III, on trouvera aisément que l'invariant de courbure C a pour 
dimensions L—2. Si nous admettons que les dimensions de la constante uni­
verselles sont celles de l'énergie(1 ) par unité de volume, c'est-à-dire L- 1 T- 2 M, 

(1) Par définition, les dimensions de l'énergie sont celles de la masse (ou M) 
multipliée par une vitesse au carré (ou L-T-2). 

file:///ariance
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on eu déduira que la constante universelle b a pour dimensions LT-2M. Les 
dimensions de 01t# et de OUI sont donc T~3M. On en déduit immédiatement 
que Tu, TM , T33,"Tis, T13, T,3 ont pour dimensions L-t T-»M, que T, ; , T a„ T34 

ont pour dimensions T- 'M, et que T l 4 a pour dimensions LMT-*. De là résulte 
que les TJ* (a, P = i, 2, 3) ont pour dimensions L- 'T- 2 M (énergie par unité 
de volume), que TJ, TJ, TJ ont pour dimensions L - 2 T _ ! M (quantité de 
mouvement par unité de volume;, que TJ, TJ, TJ ont pour dimensions T~3 M 
(llux d'énergie par unité de surface et par unité de temps), et que TJ a pour 
dimensions L ' T - 2 M (énergie par unité de volume) (1). 

CHAPITRE U. 

CHAMP (iRAVlFIQUE MASSIQUE. 

6. Définition du champ gravifique massique. — Considérons un 

champ gravifique dû à des masses. Pour décrire le mouvement de ces 

masses, nous utiliserons, avec le spectateur S, les coordonnées eucli­

diennes ( 2 ) # , , ^ 2 , x:] et le temps x-x ainsi que la \ i tesse généralisée, 

dont 

(34) «y= (-^f (a = i. 2, 3, \). 

sont les quatre composantes contravariantes et dont les composantes 

covariantes sont 

(35) / / a = V « - / a ^ <a = i ,* , 3,4) 

Les f/a et les //a sont des fonctions de xK xs. 

Piappelons qu 'on a 

( 3b ) W 2 = ^ ^ é V i " a "'"J '-= ' • 

Le spectateur S utilisera, en out re , le facteur de densité mas­

sique ïTL; ce multiplicateur est fonction de # , , . . . , ^ - , . Ce spectateur 

utilisera enfin un tenseur massique dont les dix composantes symé­

tr iques sont désignées par 4'£ap; ce sont aussi des fonctions de^r , , #.2, 

J?3 , X \. 

(') Pour plus de détails on pourra consulter notre Gravifique einsteinienne, 
Note 23. . . . 

(-) Voir la première Partie de cette sxnthèse : Introduction a la Gravifique 
einsteinienne, août 1920, sp. Cliap. II, équations (1G9) et (172). 

file:///itesse
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7. La fonction caractéristique du champ gravifique massique. — 

Nous poserons ( ' ) , dans le cas du champ gravifique massique, 

(37) J l l S - 2 2 ^ a ? ( O T l # a l # ? - r - f f a | i ) . 
a p 

Les symboles qui y figurent ont été définis dans le paragraphe 
précédent . 

8. Équations fondamentales du champ gravifique massique. — 

Grâce à la fonction caractéris t ique ( 3 ^ ) , nous pourrons calculer le 

tenseur phénoménal ou massique fëap défini p a r ( i o ) . Nous aurons ici 

(38) £a(3 = ,91, f/a ws-+- 2 a 3 . 

Posons comme d 'habi tude : 

m, 
(39) N ^ 

v — g 
et 

<4u) P^J*^. 

\ l - S 

Alors , les relations (38) deviennent 

( i n T a s s Nwawp-h Pa!:J. 

Introduisons aussi le tenseur mixte 

(42) p g s y ^ / p a / > 

ainsi que 

(43) P - ^ P ; . 
i 

11 en résulte que 

(44) 
T = N + P. 

{l) En géné ra l i san t les r ésu l t a t s de H. A. LOMKNTZ ( Verslag Amsterdam, 191.Î, 

p . 1070), nous avons été amené à donner à la fonction ,")H une première forme en 

1919 {Bull. Ac. R. Relg., p . 317-v.îJ) et la forme présen te , plus générale , en février 

192^ (Bull. Ac. R. Belg., p . 77-821. 
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Grâce à ces préliminaires, on trouvera immédiatement que les dix 
équations (20) du champ gravifique provoqué par les masses pourront 
s'écrire 

( 4 5 ) -? g 7$H- b%a? = N lu* MJJ — I gx<A -h Pa? — ^ gtf P. 

Ce sont les équations fondamentales du champ gravifique massique. 

9. Théorème du tenseur massique. — Reportons-nous aux quatre 
équations (25) qui expriment le théorème du tenseur phénoménal. 
Substituons-y les valeurs de fë£ déduites de (38), c'est-à-dire 

(46) 

d'où 

«SÎEss^MaMP-r-ffS, 

(47) 2 \â(fflu1't— -î22*"**JA*>«<«+*D 
/ L i k 

2—^— -722^-^-^-
Posons 

(48) 

et 

(49) 

i * 

2 [ S H 2 2 * ' w ^ . 
Alors, les quatre équations (47) s'écriront, en abrégé (*), 

(5o) 5 r
a=c9Ia-h t i ,

a=o (a = i ,2, 3, 4). 

Elles expriment le théorème de la force totale généralisée. 
Remarquons que (48) peut s'écrire immédiatement, en vertu de la 

définition de l'accélération covariante Aa : 

( 5 i ) $1 a = $L Aa -4- f/a 7 
O(âtu') 

ÔXi 

En multipliant les deux membres de cette identité par wa et en 

(1) A comparer avec A. KIXSTKIN (Ami. de Pkys., 49, 1916, p. 769, et Berliner 
Berichte, 8 février 1917. p. 142. 
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sommant , on obt ient 

i3 

(5a) 

ou encore 

(53) 

2^--=2- dx. 

2-^r-+2ff-"a=°-

C'est l 'équation de cont inui té . 

Le théorème du tenseur massique (5o) peut aussi se mettre sous 

la forme suivante grâce aux identi tés ( 5 i ) et à la relation (52) : 

(54) §*= Olky.- H ï ^ î / « / + ffa= O. 

Mult ipl ions par g*$ et sommons par rappor t à a; d'où 

(55) &*== t 9 l A a — u* y #/«'-+-:?*= o, 

où nous avons posé 

(56) ^ = ^ ^ ½ ¾ et ^ = 2 ^ ^ 3 -

10. Cas particuliers importants. — i° Fluide massique incohé­

rent. — C'est, par définition, le cas où les $ a p = o . Les part icules 

massiques ne subissent que l 'action du champ gravifique défini,, 

comme on sait, par les dix potentiels einsteiniens g^. 

Les équations fondamentales gravi fiques (45) deviennent 

( 5 : ) " g*?-*-*>%*$= N (nxu<i— \g*'yj-

Alors le théorème du tenseur asymétrique devient, en vertu 

d e ( 4 7 ) à ( 4 9 ) , 

(58) **»a2[—^ T2^»"""|=0-
MÉMORIAL DIÎS SC. MATH. — N" 14. 



14 TH. DE DONDER. 

L'équat ion (53 ) prend la forme très simple 

< 5 9 ) 
\d(Dlui) 

I àx} 

C'est M équation de continuité du fluide massique incohérent . 

En tout point où *7i ^ o, on aura, en vertu de ( 5 4 ) , 

A,-^_iyy <6o) 

ou , en vertu de (55% on aura 

ds IJUA**IJ 

i /' 

a //' UJ = o 

( 6 i ) - ^ - 2 2 1 2 1 - ' lU = u ( a = i, . . . , 4 ) -

Ces dernières équations sont susceptibles d 'une in terpré ta t ion très 

belle, à savoir : Les trajectoires de tout point massique, ainsi que 

leur mode de parcours, s'obtiennent en exti émant ( ' ) 

(62) o / /^yig0L{idx0Ldxfi=o, 

ce qui peut s'écrire plus simplement 

(63) 8 f ds =o. 

On varie par rapport à .r , , x.2, # ;{, x-t en supposant fixes les extré­

mités de la ligne le long de laquelle se fait l ' intégration. Si I o n pose 

Wr 
=i/^£ #*?"*'# =l-(6 j i 

Les équations des exlrémales de ( 62 ) et (63) peuvent s'écrire 

d.rx 

\ \ d 

f dAàii*) \àxz) ~~ °' 

(l) \. Kinstein (Berliner Beric/ite, 1914. f). i<»5 ) admet, la relation (62 ) comme 
hypothèse. — Th. I>E DONDEK, liull. Ac. II. de Relg., Cl. des Sciences, 1919, p. 3ao. 
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On a vu dans le Chapi t re ï ï l que ces équations sont ident iques 

aux équations (61 ). 

2° Fluide massique parfait. — Le fluide massique est dit 

parfait si le tenseur Pj* est de la forme part icul ière 

(66, p > 3 _ 6 ^ . 

Rappelons que 

(67) P ^ = _ ^ _ . 
V — g 

On sait que , puisque les P£ sont des composantes de tenseur , 

e$| sont de même variance que Pj*. 

THÉORÈME. — Si un fluide massique est parfait dans un système 

de coordonnées xi} .r2, #3, x,n il est parfait dans tout autre sys-

terne x.^ x^^ x~, x, . 

En effet, 

a ^JLJLd lJx'x ,)Xj ^i<Ld ll t).v'x o** l <)x'x
 r *' 

i j • i j 

d'où 

I 7*> ) / / — p. C. Q. F. D. 

Corollaire I. — L'égalité (70J exprime que p est un invariant 

pour tout changement des \ariabhs X\. . ,x>t. 

Corollaire II. — On a de plus, en retournant à (66), 

et 

<7->) I» = 2 ^ = - 1 / , . 

/>̂ A* équations fondamentales du champ gravifique provoqué 
par un fluide massique parfait deviennent (45 ) : 

(73) ^ g*? H- ^ V? a? = N ( " a ,̂¾ — ." tfa? ) ~^Pg^ 

file:///ariabhs


l6 TH. DE DONDER. 

Le théorème (5o) du tenseur phénoménal devient 

(74) 2 t a - h 2 a = o , 

où # a est donné par (4p,) : 

<*> ' * — < = - ' & 

O n aura donc explicitement 

/ «v *%r* d(âluaui) dt V^V^ àp , n , , 

<?6) 2 ^, - - ^ 2 2 ^ - - ^ - ^ - ^ = ° («-•.».3-o-
Ces équations peuvent aussi s 'écrire, en vertu de (54) , 

(77) 0 l A a — i # a ^ tf/tt'-h 2 a = o; 

d 'où , grâce à (75 ) , 
dp dp 

<78) OTAa+^ ( „ , £ _ £ ) _ . 

De même, en re tournant à (55) , on aura, en utilisant (56 ) , 

(79) 
âl *->=î(»"f-2.£^)-° 

11. Dynamique dans l'espace et le temps. — Nous avons établi 

dans le Chapitre III les relations permet tant de passer à l 'espace et 

au temps ; à savoir : 

(80) u*=v*\—-9 

(81) ugL=^àgajvJ\-^ 

où l 'on a posé 

( 8 2 ) V = 
ds 
lit* 

En substi tuant les valeurs de u% et ux dans l 'équation (47) du ten­
seur massique, on obtient 

(83) sn -[: 'f?** vi V-i 

</r, ^-^-22^--^ 
-v-2 *>'2^ p/ + H a = o . 
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On aurai t pu mettre aussi cette équat ion sous la forme [Introduc­

tion , (221) à ( 2^3)] : 

i 

L équation de continuité (53) devient ici, après subst i tut ion, 

(85) i«J(e9lV-ip*) 
àxi 

V - i V $p/^= o. 

Utilisons maintenant les équat ions (55) . En vertu de (219) et (221) , 

de l 'Introduct ion, on aura 

(86) v^^rV rf( V - ' P « ) 
dt 4- ^22)^^)-^2^ -h ur* = o 

(a = 1, 2, 3, 4/. 

Multiplions les deux membres de cette équation par g^o et sommons 

par rappor t à a; d'où 

(87) -«[$,*ffi£^22[;j--] 

Retournons un instant à l 'équat ion ( 8 6 ) ; elle peut s 'écrire 

— V-2 i>* V t?,-e'-+- 5?a = o, 

où -r- et -T-J désignent des dérivées totales par rappor t à t. 

Dans le cas où a = 4, cette dernière équation se rédui*" 

(89) aiv-.]-^H-22î?V-"]-v-2a'«"+îr*=n-

Multiplions cette équation par — ^ a et addit ionnons le résultat 

aux équations ( 8 8 ) qui correspondent à OL= I , 2, 3 ; nous obtenons 
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les équations de la dynamique des fluides massiques 

(9°; £)l V-2 d*xx 

dV- EStiïl-"!?!)'"' 4_ <?* r a ' i > — ( 

( a = i, >., 3; i,j = i, 2, 3, 4) . 

Si dans cette dernière équation on faisait a = 4? o n obtiendrait une 
identité. 

12. Cas particuliers importants. — 1" Champ stationnaire. — 
I n champ massique est dit stationnaire si les g^ et leurs dérivées, 
ainsi que les pa sont indépendants de x-, = t. Alors, en tout point où 
la vitesse du fluide est nulle (ç* = v'2= i>3 = o), les équations (83) 
se réduisent à 

(9.) - - ^ V - V i i . a - V - ^ ^ ^ + T ^ o (a = i, 2, 3), 

U \ l i — V * ^ ) = o. 

A cause de l'Introduction, V•-=«-,.( ; ainsi la dernière relation est 
identiquement satisfaite; il ne reste donc que les seules équations (91), 
qui deviennent 

(9'-«) - àl g\ i . a + A a ^ " g M '-?<% = '> ( « : 2, S;. 

Si le fluide est incohérent et au repos, dans un champ massique 
stationnaire, le potentiel gu se réduit à une constante. Ce théorème 
résulte immédiatement de (92) et de ce que le champ est stationnaire. 

20 Fluide massique incohérent. — Dans le cas du fluide massique 
incohérent, on aura toujours en vertu de (61), en tout point où d\ est 
différent de zéro, 

(93 ) 

où 

(94) 

; h \ - ' > > < : 1" ^' = 0 ( a = l , . . 

d ô 
= -r -+• f ^ *;/ ^ 

l>2 
<^ <te 
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L'équat ion de continuité (59) se réduit à 

19 

<•*• 2 ! 
i 

Il en résulte que 

ÔXi 
(i = i, .... 4 )• 

(96) dt, 
f XV-1 ÙX\ ÙT-> ÛXs = O, 

d . 
où -j indique une dérivée totale par rappor t à l en suivant le mou­

vement de la masse contenue dans le volume oxK ox2 o# 3 , l'intuition 

se faisant dans la carte V. Rappelons que le point ( ^ , , x 2 , #») <*st 

animé de la vitesse (*;', v'2, ^3) dans cette carte T. 

Posons (•), avec S, dans le cas du fluide incohérent, 

(97) c2 om*== dX, V-1 8^1 8^2 &r3. 

D'où, le spectateur S écrira, dans la carte T, que 

• (98; 
d r. * 

— I rjtn = O. 
dt . / 

Multiplions les deux membres de (93) par 8m* ; d 'où, en vertu 

d e ( 9 8 ) , on aura (-) 

«99) 

1 '* \ / = »» *» 3, 4 ), ( - / = 1 , 2 , 3 ) . 

L'analogie de ces équat ions écrites par S, et celles qu 'on emploie 

dans la dynamique classique du point matériel, apparaît immédia­

tement . L'analogie du premier terme de (99) se trouve dans l 'expres­

sion galiléenne de la force en fonction de la masse et de l 'accélération; 

l 'analogue du second terme de (99) pris en >igne contraire se trouve 

dans la force appliquée à la ma>se. 

(') Th. DE DONDKR, Bull. Ac. II. Relg., Cl. des Se., lévrier i<r»i, p. nu, et Gnw. 
einstein., 1921, éq. ( i85) et (1^6). 

('-) C'est grâce à l'équation (99) et à son interprétation par S d;ms l'image r que 
l'on pourra saisir la portée exacte de l'équation (n ' i ) de l'exposé d'Kinslcin : Tke 
Meaning nf Helativity ( Melluicn. London, ijr»»). 
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Si le spec ta teur S pose 

( I O O ) V O/H = c 8m*, 

on pourra écr ire (<)g) s ous la forme 

( 1 0 1 ) 
d,* 
dt 

(om. P<* ) H- o / n V V y lJ ! vlvJ = o (a, i,j = r, 2, 3, 4). 

La parenthèse (v*om) est par t i cu l i èrement in t ére s sante . 

Dans le champ gravifique délini par la for/ne de Minkowski 

( 5 Ï ) * = - - (8J : )«—(Sjr )»—(8*)* -* -c« (oO", 

plongeons un point de masse Bm, considéré comme simple corps d'épreuve 

(c'est-à-dire que son action gravifique est complètement négligée). Alors, ( I O I ) 
nous donne, en faisant a = 4, 

< * / * 

fft 
( 8m ) = o ; 

d'où, en introduisant ce résultat dans la même formule ( i o i j , et en prenant, 

cette fois, a = i, 2, 3, on trouve 

( i o 3 ) 
dvl dv* dv* 

dt dt dt 

Ces dernières équations définissent un mouvement rectiligne et uniforme. 

Nous sommes en présence d'un système ou champ dit inertial. Rappelons 

(Chap. I de VIntroduction à la Gravifique einsteinienne) que S = S dans 

le champ de Minkowski, et que l'on peut poser alors 

y = y i om = 8m. 

Si la masse om (ou om) est au repos par rapport à S, on voit, d'après ( ioo) , 

que ( o m ) reposs^Sm*. 

R e v e n o n s aux é q u a t i o n s ( 8 4 ) ; o n aura, dans le cas d'un fluide 

mass ique i n c o h é r e n t : 

( i o | i 
d / <)\ \ 
dt \dvx) (JXy, 

( « = i , 2, 3, 4 ). 
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Ces relations peuvent être résumées en la suivante (1) 

(io5) 8 f 0 / \ dt = o, 

la variation étant prise par rappor t à #1, . . . , x 4 , et s 'annulant aux 

limites de l ' intégrale. Les trajectoires du fluide massique incohérent 

sont les extrémales définies par ( i o 5 ) . 

3° Fluide massique parfait. — Les équat ions (78) deviennent 

ici, en remplaçant les ua en fonction des v* : 

<-> ^ - ^ ^ 2 2 ) ^ - - ] 

L'équation de continuité (85) devient 

ou 

(.08) â^^V-) + ^V-2£.-V-./^'|=o. 
f 

L'équat ion (107) exprime qu 'on a 

(109 ) ~ / " x V-i 8JT, 8^2 8#, = f V-i v ' - ^ ^ ^ "' ^ 1 hx'1 hx* 
i 

(» = i, 2, 3, 4). 

C'est la généralisation de 1 équation (96 ) . 

Par analogie avec ( 9 7 ) , posons, pour le fluide parfait, 

(110) c* om** = X V - 1 Sa?! 8x-2 ox3. 

L'équat ion (98) se généralise alors de la manière suivante, en vertu 

d e ( 7 5 ) : 

(1II) ^j%«8m**=_yVi fèviA «P. 

( l ) Gravifique einsteinienne, 1921, éq. (173). 
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En multipliant les deux membres de l'équation (106) par om**, on 
obtiendrait la généralisation de (99). 

13. Des mesures physiques. — Nous allons montrer, d'après 
Einstein, comment on peut passer des nombres ou paramètres xK, x2, 
#3, xA ; //', f/2, u*, uk) X , etc. inscrits par le spectateur S dans la 
carte ou l'image T, aux mesures effectuées par un expérimentateur S'. 

On attachera ( ' ) à chacune des particules massiques un specta­
teur S'. Tous ces spectateurs S' ont emporté des étalons de longueur, 
de temps et de masse tels que, immobiles dans le vide non perturbé, 
ils soient identiques entre eux. 

On a vu dans le Chapitre II [(116) de VIntroduction] qu'il est 
toujours possible de trouver une transformation de manière que le 

tableau des g^p se réduise, en première approximation, à 

. 2 ) 

o 

o 

o 

c'1 

On aura soin, dans ces transformations du Chapitre II, de remplacer 

les x\ . . . x\ par x\ . . . ./•!, étant donné que tous ces nombres repré­

sentent ici le résultat des mesures de longueur et de temps effectuées 

par le physicien S . 
11 en résulte qu'on aura 

(n3; g' = — c* 

avec cette même approximation. 

De ce que )b et y — g sont des multiplicateurs ou des facteurs de 
densité, on aura 

^ = y W = ' > U ' ) , 
x / \!—~g' (){x) 

, d(x') , 1 • 1 • . 1 —1 
ou 1 représente le jacobien des x par rapport aux x. 

( 1 1 4 ; 

(') Th. DE DONDER, Bull. Ac. B. Belg., Cl. des Se, mars 1928, p. 91 : Inter­
prétation physique de la Belativité (troisième Communication). Voir aussi 
A. S. EDDINGTON, The mathematical Theory of Relativily, seconde édition 
Cambridge 1924, p. 109 et 121. 
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O n aura donc (i i3 ) : 

v — g c' 

23 

( 11 î ) 

Remarquons qu 'en vertu de l ' invariance de la forme intégrale 

.)£ OXy %X2 Bx-i OXi 

par rapport à tout changement des variables #*,, . . . , .r4, on aura ici 

{116) -)b ox{ o.r2 ox3 8^4 = >Xi' lv' ot'. 

Pour t rouver la signification physique des composantes T* ,̂ voyons ce 

qu'el les deviennent pour le spectateur S' entraîné avec le volume ôV 

en mouvement . Nous supposerons donc que les vitesses w'1, w'2, M'8 

soient nulles et que le tableau des 0^3 se réduise à (112) . Nous aurons 

alors pour valeurs des T'£ (^2, 46, /\~) 

( 1 1 7 ) TkP = 

|->'l IV î IV :i P'* 
1 1 ' 1 » 1 r l 

F7 ï ^ rç p? 
r :i ' :« ' :; r 3 

PV" ï7? P? P^-f-N7 

E n vertu des dimensions trouvées à la fin du Chapi t re I, nous voyons 

que dans ce tableau les P ^ ( a, [i = i , 2 , 3 ) forment le tenseur ordi­

naire de Cauchy de l 'élasticité. Nous avons MI , en outre que P,v, 

P2*, P,' et P.', P.-, P. : ont respectivement les dimensions de quantité de 

mouvement par unité de volume et de flux d énergie par unité de 

surface et par unité de temps. Enfin, T/ ' a les dimensions de 

Vénergie par unité de volume; posons donc 

< u o ) 
8P 

ôV étant la quanti té d 'énergie mesurée par S' et contenue dans 

l 'élément de volume oV'. Définissons la masse o/??' mesurée par S' au 

moyen de 

( " 9 ) ' = c2 om'. 
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La densité massique D' mesurée par S' et définie par 

( 1 2 0 ) 

aura donc pour valeur 

( 1 2 1 ) 

8t/ 

C 2 C 2 

Il résulte de ce qui précède (fin Chap. I) que D' a pour dimen­
sions L~3M. 

Fluide incohérent. — Alors les P^ étant nuls, par hypothèse, il 

en sera de même des P | , en vertu de leur variance. Donc le 

tableau (117) se réduit à 

(121) T P = 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

o o o iV 

et la formule (121) devient 

(123 ) _ N' 
D ' = — 

c'2 

En vertu de l'invariance de N utilisé par S, on aura N' = N; d'où 

(124 ) * - s -
On obtient ainsi le sens physique de N ou X (—g) 2. 

Fluide parfait. — Dans le cas du fluide massique parfait, les P§ 

sont donnés par (66). En vertu de l'invariance des/?, on aura p = p', 

en représentant par p la pression massique mesurée par S'. Alors, le 

tableau (117) se réduit à 

( 1 2 5 ) TJPBS 

- / > o 

o — J' 
o o 

o o 

o 

o 

-F 
o 

o 

o 

o 

y + N 7 
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La formule (121) devient 

En vertu de l ' invariance de N et de p utilisés par S, on aura ici 

( . ,6) D < = ^ . 

14. Approximations dans le champ gravifique massique. — Nous 

allons supposer , avec Einstein ( ' ) , que le champ gravifique dû à des 

masses en mouvement est peu différent du champ de Minkowski . Pour 

cela, posons 

( i*7 ). 8\v* = — V>-T- Y|*v, 

où o ^ e s t le tenseur de Minkowski [ 0 ^ = 0(0. ^ v ) ; 8 ^ = 1,1,1, — c 2 ] . 
L 'hypothèse d 'Einstein conduit à admettre que les produi ts 

de YJJLV (JX,V = I , 2 , 3 ) , ^ > 4 ( [ x = i , 2 , 3 ) , i y 4 4 , pris deux à deux, sont 

négligeables devant 1. 
Supposons , en outre, qu 'on ait pris de nouvelles variables x{, x>2, 

x3, X4, telles qu 'on ait, avec l 'approximation indiquée ci-dessus, les 

quatre relations ( 2 ) 

(128) 2 2 ^(^«"'«P— ^«i.Tp—^Pff.ax) = o. 

Donc, rftffts to«£ ce paragraphe 14, /es variables sont soumises à 

ces quatre conditions; nous disons que x{, x2, #3? %\ s o n t des 

variables normèes ( 3 ) . 
Les composantes (jap du tenseur de Riemann se réduisent ainsi , 

(1) A. EINSTEIN, Sitzgsb. Ak. Wiss. Berlin, 1916, p. 688-696. 
(2) A comparer avec Grav. einst., 1921, éq. (117)1 et (117)2, ainsi que le traité 

cité ci-dessus d'Eddington, éq. (57-32). 
(3) D. HILBERT, Gott. Naricht. 1917, p. 53. Remarquons, avec Hilbert, que ces 

nouvelles variables xx,...,xk normées sont approximativementles mêmes que nos 
anciennes variables. 
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à un facteur près, à des dalembert iens, à savoir 

0*9) (Jap = — - • Yap-

Reportons-nous maintenant au second membre ( ' ) des équa­

tions (45) - Out re l 'approximation qui vient d'être développée, in t ro­

duisons l 'hypothèse suivante : Supposons que les vitesses des masses 

soient suffisamment petites pour que — soit négligeable devant i . On 

obtient ainsi 

03o) Dïap = — j T a p , 

où l'on a posé 

(.3.) T î p S i 8 w [ 8 a a N ^ ^ - P g + I . g ( N -t-P + a ) ] 

et où s£ = i, et s£ 5= o si a ^ [3. 

On obtient, en intégrant par la méthode des potentiels retardés, 

0 0 , 

où /• est la distance du point x, y, z à l 'élément de volume o c Le 

symbole ||Tgp || sert à rappeler qu'i l faut p rendre T^p à l ' instant ( / )• 

Dans le cas d'un fluide incohérent, le premier membre des 

équations du théorème du tenseur phénoménal peut se mettre sous 

forme vectorielle, à savoir (généralisation du champ de Newton) : 

<i33> î [(• •* i) >»*] - (-: t - ?«-*»'+ji'»A-'j) s'"*=». 
où l'on a posé, avec Einstein, 

(.34) . — * ± 

«k 

et où Ton a désigné par \ un vecteur ayant pour composantes 

(•35) A 1 = y r , , A * = y n , A 3 = y 3 i . 

(1) Einstein a développé ces considérations dans l'hypothèse d'un fluide incohérent. 
Pour le cas d'un fluide à pressions internes, voir la Note de Maurice NUYENS, Bull. 
Ac. lioy. Bel g., Cl. des Se, mars 192Ï. 
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L'élément de masse om* a été défini précédemment par (97). L'équa­

tion ( 133) est celle qui a été obtenue par Einstein (*) dans le cas 

d'une masse unitaire. La méthode suivie ici permet de préciser la 

signification de l'élément ùm*. 

CHAPITRE III. 

CHAMP GRAVIFIQUE ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 

15. Définition du champ gravifique électromagnétique. — Consi­

dérons le cas où le champ gravifique est produit par des charges élec­

triques. Pour cela, introduisons la fonction caractéristique (-) 

( I 3 6 I DM = - 2 2 g*t ( c9li#aM?-
 yt—£- V V gtj H a / H3/ \ 

a jS \ i j J 

où % est une densité généralisée de masse due au champ électro­

magnétique au point et à l'instant (#•,, x*, x3, xk) considérés; 

où Uu sont les quatre composantes covariantes de la vitesse de l'élec­

tricité ; ce sont aussi des fonctions de xt, . . . , xs ; 

où Ha,; représentent les six composantes covariantes de la force élec­

tromagnétique; ce sont encore des fonctions de .r,, . . . , xk. 

Remarquons que, par hypothèse, on a 

(i37) H a / = - H , a , 
(i38) H a a = o . 

16. Équations fondamentales du champ gravifique électromagné­

tique. — Grâce à la fonction caractéristique (i36), nous pourrons 

calculer le tenseur phénoménal fëap défini par (10). Nous aurons ici 

(i39) ÊaB^ 5 l« ,«f+ ^-=^ S ^ V ^ HtfH,,- >f=~g V H ^ . . 

(1) A. E I N S T E I N , The rneaning of Belativity (Me thuen , London, 1922;; voir éq. (116). 

(2) A. EINSTEIN, Berlin. Ber., novembre 191^, p . io3o. — Th . D E DONDER, Archives 

Musée Teyler, 2e sér ie , HT. (La p remiè re par t ie , j u sque éq. (3oo) , de ce Mémoire 

a été t e rminée en oc tobre i g ï ^ e t a été envoyée à M. H. A. Lorentz . le 7 avril 1915.) 

Voir aussi éq. (307) , da tée du 5 oc tobre 1915. La troisième par t ie de ce Mémoire a 

été te rminée l e 2 r avril 1916; elle a paru aussi dans les Verslag d 'Amste rdam (1917). 

— H. A. LORENTZ, Verslag Amsterdam, j anv ie r 1915, p . 1082, formule (35 ) . — La 

théorie développée dans le présen t Mémoire a été exposée la p remiè re fois dans no t r e 

Note du Bull, de VAc. B. Belg., Cl. Se, 2 février 1924, p . 77-82. Voir spéc. éq. (23 
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où nous avons posé 

04o) H ? = 2 ^ ' H * ' 
et 

•04i) Hip^^ffUHÎ^J^^grttfJH,,; d'où H g s V y , a H ' P . 
/ i j i 

E n vertu de la définition (16) et (18) , il résulte de ( i 3e)) que 

04¾) T£-Na ,«PH-irf22H ' ' , l< / +21 ,-H?-

Remarquons , pour ce qui concerne le dernier terme de (i4?0> 

qu 'on a 

04*') 2HiHN-2H*<HP'"-

Nous avons encore posé-

(i43) N = 
c9L 

De ( i 4 a ) on déduit immédiatement 

( i44) T = N. 

D'une manière explicite, les dix équations fondamentales de la 

Gravifique deviennent ici 

(.45) \ g*ï+l>%xH = N ^ a a a 3 — i tfa?) -4- * ^ ^ ^ H " H 0 - 2 , H « H ^ 

L'analogie de ces équations ( i 4 5 ) avec les équations ( 4 5 ) se rap­

por tant au champ gravifique massique est digne de r emarque . Le 

facteur N est ici d'origine électromagnétique, tandis que dans (37) 

il était d'origine massique. 

Le tenseur électromagnétique ( i 4 2 ) peut aussi s'écrire ( 1 ) 

(147) T g s Na a i t f -H \ 2 ( H p } H B - H a ,HP') , 

( l ) Th. DE DONDER, Archives du Musée Teyler, loc. cit.; Bull, de la Cl. des Se. 
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où H°" représente le symbole H surmonté des deux indices qui 
avec a et i forment une permutation paire a ta /des nombres i, 2 ,3 ,4 • 
Ainsi 

( i48) _ 
H 2 3 = H " , H2* = — H i 3 , H " s H " . 

De même, Hj; représente H affecté des deux indices inférieurs qui 
avec a et i forment une permutation paire. Ainsi 

( H Ï 2 = H34, Hï7{ = — H24, Hû== H23, 
< 149) < __ __ 

f H i = HJ4. H2i==—H131 H 3 4 = H I J . 

En explicitant les composantes du tenseur mixte (i47^ o n obtient 
le tableau complet suivant : 

T i s N a i M » - I ( H 1 2 H i 2 — H , t H » * H - H „ H » — H4S H«-4- H U H ^ — H 2 3 H " ) , 

( ,5o) l T l s N i t ! ! ! * - ( H l 3 H « + I I u I P * ) , 

TÎ = N M l w 3 - ( H 1 4 H » 4 - H i , l I " ) , 

T Î S N « , B * - (H 1 2 H«-4-H 1 3 H*3); 

. T a s N u , » " - ( I I 2 3 H Ï 3 - H . 11 I 4H"), 

, T3 s N u , M * - i ( H , 3 H « — H U H * » H - H „ H * * - H 1 3 H > » - H H„ H*» — H34H3*), 
( i ) i ) { 2 

TJ == N w2 M* — ( H.2t H»* + II21 H3i ). 

T * = N w2w* - ( H21 H"-*- H 2 3 H " ) ; 

T * E = N M 3 w i - ( H M H » H - H W H " ) , 

T2 = N w 3 w 2 - ( H , v H " H - H 3 i H î t ) , 

T i s N « , t t * - (LI3iH*>-+-H3SH«); 

T 4 = NW4K> — ( H „ I I « H - H t 3 H 1 3 ) , 

T? = N i#* Mi - ( H43 H " -h H41 H21 ), 

( ,53) { T Î = N H 4 M 3 _ ( H 4 , H « - r - H t 5 H « ) , 

T J s N w 4 " 4 — i ( H 4 l H " — H i 3 H « - r - H i s H * « - H 3 I H » I . H - H „ H « — H i j H » ) 

ate /\*lc. A'q>'. d e Bel°., mars 1919 (ou Grav. einsl., p. 61). Nos calculs on t été repr is 

par W . Van den Berg, qui a adopté une mé thode plus r ap ide ; voir Bull. Ac. 

R. Belg., ju in 1925, p . 232 à ?.'|i. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° l'i . 3 
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Le tenseur symétrique ©ap peut aussi s'écrire 

054) «ap = OTaaap-£v^22^^^ 

En effet, par la théorie des déterminants, on établira l'identité 

055) H p î s - ^ = 7 ) 1 ^ 2 ^ ^ ^ 5 

d'autre part nous avons posé 

(i56) n : J j '=2 2 ^ ^ ' V * V 
[L V 

Grâce à ces identités, et en retournant à la formule (147)? on obtient 
immédiatement 

(I57) T g s s s N i i a K P - ^ ^ Z ^ * ^ 
i \L v 

Multiplions par^-ya et sommons par rapport à p ; d'où 

TaX^ N uatf) - I 2 2 2 £ ^ W ^ ' [ ( v / 1 1 ^ H"^) ( v / r ^ H ^ ) + H , / H p ] , 

et cette formule se réduit sur-le-champ à l'équation (154). 

17. Théorème du tenseur électromagnétique. — Reportons-nous aux 
quatre équations (20) qui expriment le théorème du tenseur phénomé­
nal. Substituons-y les valeurs de £# déduites de (47); rappelons que 

*£= V / = 7 T Ï . 

Grâce à (48) et (51), en effectuant les calculs rappelés ci-dessus, nous 
obtenons le théorème du tenseur électromagnétique sous la forme ( ' ) 

(i58) - F . ^ ^ A . + 1 / . ^ ¾ ^ 

où Aa est donné par (200) de l 'Introduction. 

( 1 ) Grav. einst., éq. (2^6) ; voir aussi l 'équation ( 135 ) de ce même Mémoire . 
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Posons aussi, dans ( 158), 

3i 

^-221/=^3^-- dxi 

alors le théorème du tenseur électromagnétique s'écrira 

(160; ^ a = ^ A a + M a ^ 
ô(Olu') 

ôxl -f- ^ a ' 1 = O. 

Ces équations peuvent être considérées comme définissant le 
facteur de densité SX, d'origine électromagnétique. 

Multiplions les équations (160) par ua et sommons par rapport 
à a ; d'où 

(161) V # a ^ a ^ ^ 2 A a ^ a + 2 ? ' a " a 2 
diSKu1) 

dxi -2^^=0-

En vertu de (211), (176) et (177) de Y Introduction, cette relation 
s'écrira 

(162) 2*^-2 [^-^M-0-
Grâce à cette dernière relation, le théorème du tenseur électroma­

gnétique prendra la forme 

063) , == 01 A a - i / aV $f K' + St = o. 

Multiplions par g^, et sommons par rapport à (3 ; d'où 

064) 5 « = dt A«— M* V -y? ut+ $*> = o, 

où nous avons pose 

065) ^ a ^ \ V W 
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Calcul de dl. — Posons 

{m) 22^ A a A l i ou 2 A a A a ^ B -
a R a 

Multiplions (i63) par Aa et sommons par rapport à a; nou* obte­
nons en vertu de (166) 

(167) 31=i [2^^2^^-2^1 
l a / a I 

ou, en vertu de (211) de Y Introduction, 

1168) 01 =-i2A"«" 

Rappelons que y^el Aa sont respectivement donnés par < I5<J) de 
ce Mémoire et par (199) de l 'Introduction. 

CHAPITRE IV. 

CHAMP GRAVIFIQUE ÉLECTROMAGNÉTIQUE (suite ) . 

ÉQUATIONS ÉLECTROMAGNÉTIQUES MAXWELLIENNES. 

18. Equations électromagnétiques maxwelliennes. — Admettons 
que les composantes covariantes Ha3 de l'intensité de champ électro­
magnétique, introduites au début du Chapitre précédent, dérivent 
des quatre composantes covariantes ¢ , , <t>2, <ï>3, <1>(. d'un potentiel 
électromagnétique 

( « 6 9 ) r OXfi i)X& 

La dérivée partielle de <1>a par rapport à x§ sera souvent désignée, 
dans ce qui suit, par4>a ^. 

Introduisons maintenant la fonction fondamentale électroma-
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g né tique (* ) 

( » 7 0 ; <DW^2 ai/»*,-»- î ^ 2 2 2 * a ? * / / H a ' l , p ' 

Cette fonction présente un terme commun (à un facteur - près , 

non essentiel) avec la fonction caractérist ique gravifique J f l définie 

au début du Chapi t re précédent . La fonction <r représente le facteur 

de densité électrique. Rappelons que les u* sont les composantes 

contravariaiites de la vitesse de l 'électricité. 

On peut écrire t0^r) d 'une manière plus condensée [ C h a p . 

préc. <' 14°) j : 

( 1 : 1 1 t 0 < > 2^-+.-^2^^1-
innulons chacune des dérivées variation/telles de cette fonc­

tion par rapport à <I>a (a = 1, •>.. 3 , 4) : 

( 172 ) 
0<t>a 

Pour effectuer le calcul, remarquons d'abord ' que (170) peut 

s 'écrire, plus explicitement, 

(173) ® <" ^ 2 [ T / / 3 t , , , a + - ^ 2 2 2 é , a ! , A , , 7 , * a - / " , [ , i E ' a , , * ^ ; " ^ p ) l 

et que, d 'autre part , on a 

M : , , "5*7 " ^ 7 ~~^à Tir, \5ôZi) ' 

( l ) Th . I)K DoNDKit. Bull. Ar. 11. Bel}*.. Cl. des Sciences, » i e \ r i e r 1924, p . 81 . 
R e m a r q u o n s que tou t ce Chapi t re peut ê t re r a t t aché d 'une manière é légante aux 

invariants intégraux (IÏVTIÎMAN, Lo/idon math. Soc. Proc, 1910, p. 227 à 25o : 
Th . D E DONDKIÎ, Archives Muser de levier, 1915-1917) et aux déterminants sym­
boliques de BUIII. (C. B. ic. Se., l 'aria, 9 août , 20 sep t embre et 26 oc tobre 192«», 
et Annales de la Faculté de Toulouse, 19.M); voir aussi Formules stokiennes 
{Mémorial des Sr(p/t,e.\ /ttut/téutatiaues, n° 11 » _) du même au teu r . 
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On obtient immédiatement 

I dxi 
= <T H » , 

2 d^t:o" 

(175) 

ou bien 

(176) 

en posant 

(177) 

De l'hypothèse (169), il résulte, tout de suite, que 

<JH£2 
(178) 

^ 1 UtioLi _ 

Zd dxi ~~ ° ' 

la signification du tiret a été donnée au Chapitre précédent. En 
posant 

(179 ) 

(178) prend la forme 

(180 ) 

H ï / s W 

Àmà dxL 

Nous disons que les huit équations (170) et (1 78), — ou (176) et 
(180), — sont les équations électromagnétiques maxwelliennes. 

Les fonctions #Cai et <&*j sont de même variance. 
Posons aussi 

(18,) ^ = 2 2 H a - s H ^ ou 2 2 H a s H * a ' 
a (3 a .(S 

et annulons les dérivées variationnelles de cette fonction par rapport 
aux <E>a. Nous avons 

(182) = AmdÔXiKà^^t)' 

Le calcul conduit immédiatement aux quatre équations (178) 
ou (180). 
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19. Conséquences des équations électromagnétiques maxwel-
liennes. — Des équations (175), il suit immédiatement que 

(183) 
u(au*) 

l àxx 

Cette équation exprime la conservation de Vélectricité dans le 
mouvement de cette dernière. 

Posons 

(18-I) 

d'où 

(.84') 

oxe _= a 8^1 037-2 oar3 ô\#4 ; 

if— 
20. Conséquences des équations einsteiniennes et maxwelliennes. 

— Reportons-nous à (15g); nous aurons ici, en vertu de (170) et 
de ( .78) , 

( i 8 5 ) $t - "+-J2 "' H a'" 

Il en résulte, en tenant compte de (169), 

( 1 8 6 ) 2 * a ux=o. 

Par conséquent l 'équation (162) devient 

( 1 8 7 ; 

Posons 

(188) 

d'où 

(188') 

J-U dx% 

8T 1 '"' = 01 8X1 ÙXz ÔJ?3 OXi = o, 

ds 
f OT"M ) = o. 

Ces relations sont à rapprocher de ( i83), (184) et (184'). L'équa­
tion (187) ou (188') exprime la conservation de la masse oVori-
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gïne électromagnétique, dans le mouvement de celle-ci et de 

l 'électricité. Ce mouvement sera défini par les vitesses généralisées 

i/1, M2, u*} u*i lesquelles sont soumises, rappelons-le , à l ' identité (177» 

de l 'In t roduc t ion . 

De 0 8 3 ) et de (187) , il résulte qu 'on a 

(189/ 
'M 

ds 

donc le rapport — demeure constant pendant le mouvement de 

l 'électricité. 

Les quatre équation* ( i 6 3 ) du théorème du tenseur électroma­
gnétique T^ deviennent («), en vertu de (186) et de 0 8 5 ) , 

(.!9°> 5 a ~ 01 A^-h «y^ lô Hap = o. 

On en dédui t immédiatement 

dyo'j ;*«-= 01 A*— 7 Y ,/3Hg = o. 

De ces quatre équations ( 190), trois seulement sont distinctes, à 

cause d e l à relation (161 ), 

(191) 2 ^ a / / a " ° " 
a 

O n a, de même, 

(56') 2 : 7 * " x " °' 
a 

En vertu de ( 1 85 ) la valeur (168) de ï)l devient 

( 1 9 2 ) 01 =- ï22»-! 
?"3 

a f* 

Remplaçons , dans (190) . c î par sa valeur ( 1 9 2 ) ; on aura, en 

f1) Grav. pinst., éq. (35o'j. 
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\ e r tu de (166 j . 

(193) o V M y V A'f— AaH//-f- A/Ha/] = o, 

37 

ou encore, si a ^ o. 

' 9 i » 2 2 A , , i / I " " A a H v + A ' H a 

On ne peut pas annuler, dans (190), le facteur de densité mas­

sique «91 d'origine électromagnétique ( ' ) car alors les équa­

tions (190) se réduira ient , pour <r ^ o, c'est-à-dire aux points élec-

trisés, à un système de quatre équations linéaires et homogènes en 

M' , (t'2, « 3 , u*. Le dé terminant des H a 3 étant , en général, différent 

de zéro, ces équat ions n 'admet t ra ient que la solution u* = o, ce qui 

est absurde en vertu de la condit ion (177) de l'Introduction. 

Forme lagrangie/ine. — Les coefficients de o* dans les équa­

tions (190) peuvent être mis sous la forme lagrangienne. En effet. 

'. ' 9 > ) 2"»i-2-<^-*M>-i(S)-(S)-
ou nous avons pose 

\ 196) U : ^ « ^ a ; 

«>n a bien, en vertu de cette notat ion, 

( i q ? » - r - - - -4>0, c l o u — ( - r — = - ^ : 

"' au* " <is \du*) ds ' 
r i i | 8 ) (S)^2"'3^-
ce qui démontre la validité de ( 195 ) . On aura remarqué que , confor­

mément au calcul des variations, les variables # a , u* sont traitées 

ici comme des variables distinctes. 

1,') Grav. einst.i § 43. Voir aussi, pour une autre hypothèse, les Premiers Com­
pléments de la Gravifique einsteinienne [Compl. I, eq. (21)]. 

file:///ertu
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Le théorème (190) du tenseur asymétrique électromagnétique 1L\ 
peut donc s'écrire (4) , grâce à (195) et à (212) de Y Introduction, 

<~> '•-[£(£)-(£)]-[£(£)-(£)]" 
Rappelons que ces quatre'équations se réduisent à trois équations 

distinctes. Multiplions les deux membres de (199) par o#i 3.2% o\r3 oxh 

et utilisons (184') et (188'), d'où 

<-> / ~ [i(S)- (£)] */•=•/*(£) -(£)] -° 
Forme importante de la fonction caractéristique DIX, ( 136). — 

En tenant compte de la relation 

(201 ) 22^a?,/a"PSI' 
a p 

la fonction caractéristique «711 peut s'écrire, ( i4i ), 

(202 ) .m = — 01 -+- : 2 2 H ^ H a ' ; 

a p 
d'où, en introduisant la valeur (192) de «91, 

(203 ) ™=22[B A '« ? + ^H H * 

On aurait pu écrire aussi, en vertu de O76). 

* - 22[T2^*;»«]»f 
Remarque I. — Si l'on voulait identifier DM donné par (2o3), avec 2 C0[e> 

donné par ( 170 », on aurai t la condition restrictive 

(ao5) 2u* [ 5 2AP H a p + 2 * a l = ° -

(1) Comparer aux équations ( 3 H ) de la Gravifique einsteinienne; voir aussi 
Premiers Compléments [Cornpi. II, éq. (4-3)J dans le cas où Ton pose c)b = L Ï . 
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En vertu de (192) et de (189), on devrait donc avoir 

39 

(206) a2*-«— 
d\] 

ou —r- = o. 
ds 

Remarque IL— On peut reprendre l 'étude ( 1) des équations (200) en 
utilisant les variables canoniques, la variable indépendante étant s. 

20 bis. Équation supplémentaire généralisée de Maxwell. — 

L'équat ion supplémentaire de Maxwell sera, par définition ( 2 ) , 

( 224 ) 
< l = = 2 axa 

où l 'on a posé <I>a = V »'aP ¢^ . 

Elle permet de simplifier les équations électromagnétiques maxwel-

liennes (17()) et (1 80 ), de manière qu'elles ne cont iennent chacune 

que les dérivées secondes d 'un seul potentiel électromagnétique 4>a; 

après quelques calculs, on obtient , en effet, 

( 2 2 5 ) ^ = K a + y y g t j . 
<*2(t>a 

v - g 
*mJ ^ d ° dXi ÔXj 

* i 

où Ky ne renferme pas de dérivées secondes de ¢ , , 4^, <ï>3, ¢,,. 

21 . Le champ gravifique électromagnétique considéré dans l'es­
pace et le temps. — Rappelons les formules (182), (185) et (186) de 

Y Introduction : 

ds / ' ao,3. (229) u*= y (01 = 1 ,2 ,3 ,4 ) , ^ 4 = ï , V = ^ = 1 / 2 2 ^ 0 1 ^ ^ 
Y a 3 

P o s o n s , ( 1 7 0 ) , 

(230) P=V* 

( 1 ) M. NUYENS, Bull. Ac. B. Belg., novembre 1925. 
( : ) Th . DK DONDER, Archives Musée Teyler (1913-191-7), éq. (120). Voir aussi 

Grav. einst.y éq. (28a) à ( ^ 9 0 ) . — A. S. EDDINGTON, The math. Theory of Rela-
tivity} 2e édi t ion, 192^, p. 175 à 179. 
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Les équations maxwelliennes (176^ et (180) deviennent 

dX*t dît" 

( a 3 i ) 

( î 3 a ) 

L'équation ( 183 ) devient 

1 a33 ) 
do d(ovi) ( ) ( 0 ^ ) à(ov*) 

dt àxi ox2 dx3 

cette équation est équivalente à 

( 2 3 4 ) —- / p Ô*#! Ô\r2 0-̂ 3 = O, 

-^ désignant une dérivée totale^ et l'intégration étant étendue à un 

domaine spatial dans la carte F. 

Posons 

l 235 ) Se* == p ÔJ?! 8a72 S :̂» ; 

alors, l'invariant intégral (234) devient 

>36 ) d (\ * 

La force électromagnétique (i85) devient, dans l'espace et le 
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temps, 

(»37) aie) Ha -2^H«4 
c'esl-à-dire, d'une manière explicite, 

^ S p ( ^ H , . - P » H „ ) - p H 4 „ 
«*</>= p ( * M I M - p » H l s ) - p H 4 î , 
^ = p ( p i H „ — i » * H 2 , ) - p H 4 8 , 
^^=p(^H 4 1 - f -p2H 4 2 - t -^H 4 3 ) . 

Le facteur de densité dX satisfait à l'équation (187) ; d'oè 

( 2 3 8 ; 

(**9) 
d ( % V - i ) 

o* 

Celte équation équivaut à 

( 2 4 0 ) — / (OtV~l) &X{ 0X2 0 5 ? 3 = o, 

dans laquelle -r représente une dérivée totale, et où l'intégrale est 
étendue à un domaine spatial; on suit le mouvement de l'électricité 
quand on dérive totalement par rapport à t. 

Posons 

<24l) c* 8m* = (OlY-i ) o\r, 5sr2 8#3. 

D'où le spectateur S écrira dans la carte T que 

(242 ) d / \ * 
— / om = o. 
dtj 

Retournons au théorème du tenseur asymétrique (190') et tenons 
compte de la formule (219) dePIntroduction; nous aurons 

<243) , . = « V - i [ * f ^ 
L P Y J P 

Multiplions les deux membres de (243) par Sa?,, ô#2, °*#3 ; cette 
équation deviendra, en vertu de (235), (241 ) et (242), 

L fi Y J i* 
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Remarquons que le crochet qui figure dans (244) est ident ique au 

premier membre de ( 9 9 ) -

Si l 'on pose, avec le spectateur S, 

(245) V om = c ôV?i* 

on pourra écrire (244) sous la forme 

(246) ~d(om v*) 
dt •22! PY/ » ? P Y • o e * ^ \ p H £ = o. 

Remarquons que le crochet qui figure dans (246) est identique au 

premier membre de (33 1). 

Forme lagrangienne. — Posons, par analogie avec (196), 

(247,) U * = 2 t , a * a (a = 1,2, 3, 4). 
a 

Considérons xK, oc>, # 3 , X't et c1 , v2, v*, r* comme deux groupes 

de variables indépendan tes ; nous aurons 

-(248) 

d'où 

(249) 

(£)-•» 0-2"%-
rf /à\J 

dt 

Les relations précédentes permet tent donc d 'écr i re , en vertu de ( 229) , 

(250) 5 ( 3 ^ ) -
/ç/U*N ) =2^^^-^^)= v2 , / ? i l a . 3 -

p p 
Grâce à ( 249 ) et à la formule (223) de l ' I n t r o d u c t i o n , le théorème 

du tenseur asymétr ique électromagnétique, exprimé par (190), s'écrira 

( s 5 i ) «-të(S)-(£)H[i(S)-(£)H 
Ces relations sont à rapprocher de (199) (*), ainsi que des équa­

tions ( i o 4 ) relatives au fluide massique incohérent . 

( 1 ) Les re la t ions (110) ont élé établ ies dans la Gravifique einsteinienne (178) eL 

(328); si l'on y identifie J / * ' et 3g[\ on obt ient les équa t ions (2,31 ). 
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Multiplions les deux membres de (a5i) parS#, o\r2 §#3 et utilisons 
(236) et (242); d'où, en suivant l'électricité dans son mouvement, 
on aura (l ) 

<**> £ / ( £ ) - - - . / • ( £ ) - -

Les équations (252) peuvent aussi s'écrire 

<-»'/<-->[i(S)-(£)]V-[5(S)-(£)« 
(a = 1, i., 3, 4). 

22. Variables canoniques dans l'espace et le temps. — Introdui­
sons les variables />'•"" elp'/e) en posant 

( „'«» / ^ A 
(>54) u # (« = . , » ,3 ) . 

( " - ( ^ ) 

Introduisons en outre les fonctions 

(255) { ' (* = 1, 2, 3). 

H;, ^ _ U * + ^ / ^ 

Rappelons (2) qu'on a les relations 

dxi àxi àxi dxi 

où H '•"' est fonction des x^ et des p%1 ', et où H e) est fonction des # a 

et p£ . 
Les équations (253) nous fournissent les trois équations suivantes : 

/ - v r *« ,îdpT W] A Adp°i àH<; 1 

En se reportant à (248) et à (222) de Y Introduction, on obtient 

( ' ) Ce sont les équations (354) de la Gravifique einsteinienne (1911). 
{-) Voir, par exemple, P. APPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. II, 1924, 

p. 420 (Paris, Gauthier-Villars). 
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< Î 5 8 J 
\ p r = r ^ ^ u = = l , .2 ,3 , 

p{r <!>, 

Substituons ces valeurs dans (255) ; d'où, après quelques réduc­
tions, 

(*5g) 

( 2 6 0 ) 

H ' / W > : ^ - ^ ^ ^ ^ -

H;^ = - 4 > 4 . 

.Rappelons que v* ~ i , et qu'il reste à tirer les vl, ^ , ^3 de (259; 
en fonction de p[nt\ p\™\ p\"'\ pour les substituer dans le second 
membre de (259). 

Dynamique de Vélectron dans Vespace et le temps, — Etendons 
les intégrales qui figurent dans (253) à un électron et remplaçons 0/7?* 
et ùe* respectivement par les constantes m* et e* qui caractérisent, 
dans la carte T de S, l'électron considéré pendant son mouvement. 
Nous pourrons alors mettre (253) sous la forme 

"d(c s /H*V-f-e*U*) d [à(c->m*V-T-e* U*)~] [c 
( a 6 , > dt [ oT* J ~ L ^ <>•*« 

Introduisons maintenant la fonction de Lagrange 

i 262 ) 
L* = c 2 m*V + e*l )*; 

les équations (261) prennent alors la forme lagrangienne 

(263) 
dt \dvl ] \ Ox/ I ~~ ° 

(i = 1, 2, 3). 

Passons aux variables canoniques en introduisant la fonction de 
Hamilton 

(264 ) 

i= I 
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ou 

( 265 i / — i . } . 3 ) . 

(266 

En procédant c o m m e c i - d e s s u s , on aura 

âx,- Or,-
( / — 1 , 2 , 3 ) , 

où H* est une fonction des xi et des/ / / (i = 1. 2, 3 ) . 

11 en résulte immédiatement les équations canoniques 

( 2r»7 1 

dPi _ __ <)\\ + 
dt r)xj 

dxi _ <)W 
dt Opi 

il = 1. 2, 3). 

On aura, en développant ( 2 6 5 ) , 

Ï 

( 268 ) //,-SF- c* ,«* V - » y gUl v<r n- e* <t>, ( i = 1. 2. 3 ) : 

d'où, ( 264) , 

1 269 1 H*:- ,—c*#n*V x^?ga\v*—e*<\>,. 

Dans (269) nous devons, grâce à (268), exprimer vl
y i>2, V3 au moyen de pu 

P-2, p*- Pour calculer -aisément les v l , v2, P3 , posons, par extension de(268) , 

1 270 1 />, <i2 m* V ' 7 ,,°v, r" --̂ - f * 4>v : 

d'où (2()()) peut s'écrire 

( 271 ) H*^_- P^ 

Joignons (270) à (268) et considérons le système suivant de quatre équations 
linéaires en r1, P2 , P3 et v'* : 

( 2 7 ' 7¾ ) px= c*m* V 1 ^ # ' « a r ' -r- e * * a (a = I. 2, 3, 4). 
*i = l 

De ces quatre équations, on tire immédiatement 

p=> 
MÉMORIAL DES SC. MATH. -— N° M . 
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Substi tuons ces valeurs dans V2 fourni par (229); d'où, après quelques 
réductions faciles, 

(274) (c*m*)«=2 2 * a ? ^ * - ***a )(/>?- ***(*) (*, P = i, *, 3, 4). 
a (3 

De cette équation, on tirera /?4 ; on verra aisément que, devant le radical 
qui figure dans/>4 , il faudra prendre le signe plus, si l'on suppose V positif. 

En vertu de (271), la valeur de pk changée de signe n'est au t re que la fonc­
tion hamiltonienne H*. De cette remarque, il résulte immédiatement que 
l 'équation de Jacobi correspondant aux équations différentielles (267 ) s'obtient 

en remplaçant /½ p a r - — ( a = 1, 2, 3, 4 ) dans l 'équation (274 ). 
ôXx 

D'où Y équation de Jacobi ( ' ) cherchée : 

(2 7 5 ) 22^(^-^-)(^--^)=^^1 

23. L e c h a m p é l e c t r o m a g n é t i q u e de M a x w e l l - L o r e n t z . — Supposons 
que le champ gravifique se réduise à un champ de Minkowski; autrement dit, 

supposons que le ùs se réduise a 

( 282 ) os2 = — 8.r* — o> 2 _ ?jZ2 _+_ ri 3,2. 

Alors, la relation (143) devient 

(283) N = — , 

où c représente la vitesse de la lumière dans le vide. 
En adoptant les notations de H.-A. Lorentz ( s ) n o u s posons ( 3 ) 

i H i 2 = hz, \\ri = -+-cd.v, 

Hn = -/iy, H2, = -+-cdy, 

H-2.3 = hx, H3Î = -r- c d:, 
(') On trouvera dans notre Note : De VIntégration des équations du champ 

gravifique massique et électromagnétique (Congrès de juillet ig->r» de l'Asso­
ciation française pour l'Avancement des Sciences) des indications concernant 
l'importance pratique de cette équation (275). On trouvera des problèmes fort inté­
ressants traités dans deux Mémoires de K. Ogura (Japanese Journal of Phy.sirs, 
vol. III, nos 4-6, p. 75 à 94), dans un travail de von Laue {Die Theorien der Radio­
logie, Leipzig, 192^, p. i5 à 37) et un autre de Sommerfeld publié dans le même 
recueil {Theorien der Radiologie, 1924, p . 212 à 214 )• 

(2) H. A. LORENTZ, Theory of électrons (Leipzig, 1909). 
(3) Th. DF: DONDER, Arch. Musée Teyler, p. 16 et suiv. 
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où dx, dy, dz sont les trois composantes du déplacement électrique d et chx, 
chy, chz celles de la force magnétique du champ considéré. 

Alors, en se reportante ( i 4 0 et (1(9), on trouvera 

i H i 2 = }lz, H " = - 1 ^ , H n = cdz, Ur>=ïiXj 

1113 = — ^ . , ||** = — - r / v , nû = —cdy, H T T = hy, 
1123= hx, H3* = — -dz, H ^ = cdx, H 3 Ï = / l , . 

c 

La fonction caractéristique ( 136) peut alors s'écrire 

(286) l " ) l l - - N c + c(hï—d*), 

en posant 

I d^dl+dj-^dl 

Le tenseur asymétrique T3 ( i5o) à ( i53) s'écrira comme suit : 

T J = N uï i/.« -f- i (Y/? _ d% — d'i -+- /1.?. - /»? - / ' = ], 

T:j = N «j H» -i- - [ ^ — r/=! — <#-+- //?. — // = — /iJJ, 

Tjj = IN //3 «.3 H [ </= — dx — d-v -f- /45 — / / j . —7«? ], 

T.} = N iii u* H- l[d*-+-d'i -+- rfg -H /*.?.-H A7.-+- A? ] ; 

( 1 ^ = ^ 1 / / ^ 4 - (dx(ly^-hxJty), 

(289) [ T : i=N//3« l-+- (dxdz+h.vhz), 

( T { = N//4//1-r-c(rfrA3--rfz/'v.i; 

1 T'f = N //1 n - -+- ( dx dy 4 - //.t- /'.v ), 

( 2 9 0 ) < T!-| = N /f:i u--\- (dydz 4 - hy//-.), 

\ T'i = N //v //.«-H c(f/- h,- — dx/13); 

1 T ï = N /M u*-T-(dxdz 4 - /ï . r/*r.), 

( 2 9 1 ) « T i l = \riiit*+-(dydz 4 - / ' v / i = ) , 

( TJ = N il-, n*4- c (— hxdy-h dxhy)\ 

T j = ^ / , / ^ 4 - ^ ( ^ 3 / ^ - - ^ / / - ) , 

( 2 8 8 ) 

(292 ) J T.j= TW/wr-h \{dxhz—dzhx), 

T j T= N " » " ' - ! - -{dyhX— d.rhy). 
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En substituant (285) dans les équations (231; et (232) et en tenant compte 
de (179), on obtiendra les équations différentielles du champ électromagné­
tique de Maxwell-Lorenlz : 

.' àhz àhY 1 . x 

i ¢ 7 - - 5 7 = ^ ^ + ^ 
Ohv dh- \ ( 

1 2 9 3 ) 

('^)4) 

ÔZ ÔX - C^' -r-"*''* 

Ohy àhx 1 ( . . 

àx dy c N l ' ' 

< ^ . <ta r d r / . 

d.r û>j' d* 

, ^ z /M> _ I : 

I ày dz ~~ r " 

1 ^ j f _ ^ £ _ _ L/ , 

1 î^L _ ^É5 — _ ' À 
1 (U- dj^ c "' 

F <M.C d/iv d//z 
- 3 — 4 r-^ 4 7 - = O. 

dx dy dz 

Le point qui surmonte h ou d indique une dérivée partielle par rapport à 
t =BXk. 

R e p o r t o n s - n o u s m a i n t e n a n t a u x é q u a t i o n s ( 2 3 8 ) e t i n t r o d u i s o n s les n o t a ­

t i o n s ( 2 8 4 ) , d ' o ù 

i $r =+<* \ d x - v - - c ( v y h z - v z hy)] , 

] 3 ^ = 4 - Cp rfv+ ^(Vzhjr—Vxhz) L 
(297) < 1 e J 

i 9<f' = + Cp\d- + ±(l>JBhy--<>yhx)]9 

En substituant dans ces dernières équations p etpp/ par leurs valeurs tirées 
des équations de Maxwell (293),011 peut écrire les §£> sous la forme ( 1 ) d'une 
somme de dérivées partielles par rapport à x,y, z et t. 

Le théorème du tenseur électromagnétique peut se mettre sous 
la forme (190) et (185) : 

(299) ^ a = 5 l A a + 5 ï ' ' = o, 

où Aa désigne l'accélération covariante définie dans Y Introduction. 

(1) Grav. einst., éq. (535) . 



THÉORIE DES CHAMPS GRAVIF1QUES. 49 

Nous avons vu que, dans le cas qui nous occupe, cette expression se 
réduisait à 

( 3oo ) 
A, ,.v-.[^-,/J^] „ = ,..,.„, 
A -,. — c 2 V -

<, > O l ) 

// 

Le théorème du tenseur électromagnétique devient donc 

&s , — t)Zc*-\-*-—-^ h y/ =o, 

où les F^ ' sont donnés par (297). 
Remarquons qu'en vertu de (29), ce théorème peut aussi s'écrire 

,302, ^ ^ s ; 8 8 0 ' 
p l 

où les T2 sont donnés par les équations (288) à (292). 
La Relativité restreinte pourrait prendre place ici, en passant du 

spectateur S au spectateur S' en translation rectiligne et uniforme 
par rapport à S. Onn'aurait qu'à effectuer le changement de variables 
de Lorentz ( ' ) e n tenant compte de la variance des symboles utilisés 
ci-dessus (*2). 

CHAPITRE V. 

«JHAMP GRAVIFIQUE MASSIQUE ET ÉLECTROMAGNÉTIQUE (CAS GÉNÉRAL). 

24. Définition du champ gravifique massique et électromagné­
tique. — Considérons (3) le cas général où le champ gravifique est 
produit par des corps anisotropes, non homogènes, polarisantes 
électriquement et magnétiquement ; ils peuvent porter des charges 

( ') Voir Introduction, formule (57 ). 
i'1) Pour plus de détails, voir Chapitre XII de notre Gravifique einsteinienne. 
(3) Th. DE DONDER, Sur la fonction caractéristique de la Gravifique {Bull. Cl. 

Sr. Ac. Roy. Bel g., avril 1924). 
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électriques et des charges magnétiques ; ces charges, entraînées par 
les corps en mouvement, engendreront des courants de convection 
électriques ou magnétiques. Ces corps peuvent être aussi le siège de 
courants de conduction. 

Les champs gravifiques étudiés dans ce Chapitre comprennent 
comme cas particuliers le champ gravifique massique et le champ 
gravifique électromagnétique. 

25. Polarisation électrique et polarisation magnétique. — Nous 
avons posé (179) 

(3o3) Hïp =*'??. 

Posons aussi 

^3o4) ^=22^^^ -̂
i /' 

Introduisons maintenant, avec Einstein ( ' ) , la force de polarisa­
tion électrique définie par les six composantes doublement contra-
variantes tensorielles : 

(3o5) $.*l=<2*.tft--&eu*, 

où $*> sont les quatre composantes contravariantes tensorielles de 
Y intensité de polarisation électrique. Rappelons que u* sont les 
quatre composantes contravariantes de la vitesse des masses élec-
trisées. 

De même, introduisons la force de polarisation magnétique 
définie par les six composantes doublement contravariantes tenso­
rielles 

(3o6) 

où Pj^, sont les quatre composantes contravariantes tensorielles de 
Vintensité de polarisation magnétique. 

(1) A. EINSTEIN, Berlin. Berichte, 1914, p. 1064 à lotiG. Un premier essai de géné­
ralisation de ce Mémoire est dû à G. Nordstrom (Societas Scientiarum Fennica 
Commentationes Physico-Matematico, I, 33. Helsingfors, 1923). 
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xo&-
522^ / a^ f f^ 

O n posera aussi 

<3o7) 

et 

(3o8) ^=2 2^^^^-

Introduisons aussi la force électromagnétique macroscopique 
définie par ses six composantes contravariantes tensorielles : 

(3o9) j c « ? = a e « P - *J*P 

ou par ses six composantes covariantes tensorielles : 

(3.0) J C a ? = 3 C a 3 — 2 ¾ . 

Nous écr i rons aussi, comme d 'habi tude , 

( 3 u ) K*P = JC«P 
et Ka^ 

Enfin, introduisons la force électromagnétique macroscopique 

adjointe : 

5CîP==3efP—3$ ( 3 l 2 ) 

ou 

(3i3) Jcap^aeap—^¾¾. 

Nous écrirons aussi 

( 3 i 4 ) K;?S 
v^7 

et KJp-

Remarquons que dans le cas part iculier où il n 'y a pas de polari­

sation, Kajî se rédui t à H ap et, d 'autre part, DCjP devient 3t*} ou H ^ . 

26 . La fonction caractéristique DYi du champ gravifique massique 
et électromagnétique. — Par extension de ce que nous avons dit, 

dans les deux Chapitres précédents , à propos des champs massique et 
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électromagnétique, nous prendrons ( f ) la fonction caractéristique 
ou phénoménale suivante : 

(3i5) 

on ̂ 2 2 g ^ (~ OT "a Mp ~ -7°13 

a 0 L 

^ r ^ 2 2*'y(Ka/KP'+Jc^2y) 

où ai a été défini en (149). Rappelons que EfL est un facteur de densité d'ori­
gine massique et électromagnétique. Tous les autres symboles ont été définis 
au paragraphe précédent. Le tenseur massique cJ?a3 a été défini au para­
graphe 6. 

Nous supposons que les Ma, dt, 3*a3. K<xp et JCjP ne renferment explicite­
ment que a?!, . . . , X\\ leurs variations, par rapport aux g7-?, seront donc 
identiquement nulles. 

27. Équations fondamentales du champ gravifique massique et 
électromagnétique. — Grâce à la fonction caractéristique (315) non* 
pouvons calculer le tenseur phénoménal Î5ap défini par (10). Nous 
aurons ici : 

(3 I6J 

^=^^-^+^3-^^22^^^^/^^^20 
i J 

y/~ 
•g*? w w y Z,ekletJ{KkiKt/+x*WJl). 

i j /. / 

Il en résulte, en permutant quelques indices (44)» 

(3i7) T = V T J = N + P. 

Grâce à ces préliminaires, on trouve immédiatement les dix équa­
tions (20) du champ massique et électromagnétique : 

( 3 i 8 ) ^ * ? + * § * ? = T « P ~ 5^a?(N 4- P). 

( l )Th. DE DONDER, /OC. «7., formule (4^). 
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28 . Théorème du tenseur massique et électromagnétique. — Repor­

tons-nous aux quat re équations (26 ) qui expr iment le théorème du 

tenseur phénoménal . Subst i tuons-y les valeurs de ©J déduites de (316). 

Nous aurons alors, après quelques calculs simples (*), 

( 3ly ) tfa— # l a 4 - '£ a4- &aï'= o, 

où Ton a posé ( 4 9 ) e t ( 5 i ) 

1 i 

1^-2(^422^-^-
,,, ^ 2 2 2 2 ^ i l ™ £ * « 2 ï 

i j k l 

1 V^ X^ V V^ ^ Ï 2 2 2 2 ^ v/=^^^( Ka/K„+*cw). 
i / A' / 

En multipliant les deux membres de (319) par ua et en sommant, 

on obtient 

1. 3 J 1 > 2 ^T« "a ̂ 2 ^a "a +2cJ>a "a ̂ 25* i /a 

=2 «S? *2 «.-+2»'—-
a a a 

Cette dernière relation exprime Y équation de continuité géné­

ralisée. 

Le théorème du tenseur massique et électromagnétique (319) 
peut aussi s<j mettre sous la forme suivante, grâce à ( 3 2 1 ) : 

(322) :ra t 9 l \ a _ / , a > r <? , " ' ' - Ua^&f ' < ' + < ? a - ^ a = <>. 
1 1 

Calcul de K. — Multiplions (322) par A a e t sommons par rapport 

à a; nous obt iendrons , en vertu de (166) et de la formule (21 1) de 

( 1 ) Ces calculs sont les mêmes que ceux qui se trouvent développés dans la Note 
citée ri-des«u« (Bull. Ac. R. Hcla., Cl. des Se., juin 1 9 ^ ) . 
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Y Introduction, 

(323 ) m. =-^2^^+-^-

29. Équations électromagnétiques. — Par extension de (176) et 
(180), nous écrirons ( ' ) ces équations comme suit : 

( 3 2 4 ) 

(325) 

ZUxT = ^ ^ ^ -

2é~dx7 ^ + t ( W 

où X?" , sont les composantes contravariantes tensorielles du courant 
de conduction électrique ; où o-̂ j f/a sont les composantes contra­
variantes tensorielles du courant de confection électrique. Les 
symboles o-^ wa et C ^ représentent respectivement /e courant de 
confection (-) magnétique et /# courant de conduction magné­
tique. Ce dernier courant, non observé, a été introduit ici par raison 
de symétrie formelle des seconds membres de (324). 

Les équations (32 \) et (325) fournissent les théorèmes de la con­
servation des fluides électrique et magnétique : 

( 3 2 6 ) 

( 3 2 7 ) 

y ^(cV,//'-4- tT't. = o 

2-^(ï^f/'-f. Cli 
" • ) 

<)Tj 

30. Cas des corps matériels parfaits. — Nous dirons (3) que ces corps 

( l ) Nous avons obtenu ces équations (voir Note citée ci-dessus, avril 1924) en 
généralisant les équations dues à A. Einstein (Berlin. Ber., 1914» p- 1064 a 10G6). 

(-) Le symbole <r({A) est ce qu'Einstein (Sitzgsb. K Ak. Berlin. Wiss., 1914, p. 1064 
à 1066) désigne par le symbole pm et appelle fa densité magnétique provenant de 
la polarisation rigide et permanente [die magne.tische Ladungsdichte welche von 
der (starren) magnetischen Polarisation herrûhrt]. Einstein suppose les corps con­
sidérés homogènes et isotropes. 

(3) Cette généralisation des formules d'Einstein a été indiquée dans notre Note 
du 9 juillet 1920 (C. B. Ac, Se., Paris). 
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considérés sont parfaits si l'on a 

(328) 

l ^ ^ 2 2 *"'•*" "/•• x^»-2 2 iw&ijuh 
1 i i > i 

l ' y ' y 

Les q*e . représentent un tenseur asymétrique qui généralise le coefficient 
de conductibilité électrique (de la loi d'Ohm). Les p*e)i généralisent le coef­
ficient de susceptibilité électrique (de la loi de Poisson). De même, les 
P?\J.)Î généralisent le coefficient de susceptibilité magnétique. 

31. Cas où il y a un potentiel électromagnétique. — i° Si l'on a 

(329) ^ ) ^ + ¾ ^ ^ 

on pourra poser, en vertu de (325), 

(330) ^ = ^ , 1 - ^ -

Les <P|, . . . , <I\ représentent les quatre composantes covariantes du poten­
tiel électromagnétique. 

2° Si l'on a 

(33i) ^ , « » + ^ = 0 , 

on pourra poser, en vertu de (324.»> 

(332) 4 0 = * ^ - . % . 

Les<f>î, .. ., <I>* représentent les quatre composantes covariantes du poten­
tiel électromagnétique adjoint. 

Électrodynamique de Minkowski. — En première approxima­

tion, supposons que le champ gravifique se réduise au champ de Min­

kowski; puis, appliquons notre théorie générale à ce champ spécial. 

Il en résultera une électrodynamique (1) des corps en mouvement 

dite de Minkowski. 

CHAPITRE VI. 

CHAMP GRAVIFIQUE MASSIQUE ET ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 

CAS OU IL N'Y A PAS DE POLARISATION NI DE CONDUCTION. 

32. Équations fondamentales. — Dans le cas où il n'y a pas de 

(') Pour plus de détails, voir la Note de M. Nuyens ( Bull. Ac. Boy. de Belg., 
Cl des Se, avril 1926). 
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polarisation électrique ou magnét ique, la fonction caractérist ique (31 5) 
se réduit à 

(333) ,711 ^ 2 2 ^ f-OTw-Mp-if«,3+ ^ ' 2 2 ^ / y ' n a ' H ^ l 
a jj L i j J 

On remarquera que cette fonction caractérist ique est. la somme 
des fonctions caractérist iques du champ massique et du champ 
électromagnét ique. 

Les formules (3 i(i) et (3 17 ) se réduisent , dans le cas considéré, 
aux formules suivantes : 

<334) 

( 3 3 5 ) 

/ « a p = 9lu*u^ ^ 3 + ^ ^ 2 ^ 1 ^ 1 1 , 7 - V - - ^ 2 "'*"&> 

T = N 4- P. 

Les équations générales du champ gravifique massique et élec­

tromagnétique se simplifient donc et deviennent 

C$36i 

-+- T * * P 2 2 H</ M " - 2 , , * H ^ 

33. Théorème du tenseur massique et électromagnétique. - L o 

équations du tenseur massique et é lectromagnét ique ('319) s 'écriront 

encore dans le cas qui nous occupe 

(337.) 5 a r ^ a + ' ? , - + - * a = 0 , 

où c^ta et f̂ a sont donnés par (3:^o), mais où $£ se réduit à 

( 338 j «r-22 
* y 

/ ° <fcr,- ' /J.r, 
F»^)l 

Les équations suivantes ( 3 2 i ) à (323) ne seront changées qu 'en 

ce que rJ
{^ est donné maintenant par (338) . 

34. Équations électromagnétiques maxwelliennes . — Nou> allons 
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admettre , comme au Chapi t re IV du champ électromagnétique /?(//•, 

que les composantes H a 3 de l ' intensité du champ électromagnétique 

dérivent (169) des quatre composantes <£<, <ï>2, ¢ 3 , <E>4 d 'un poten­

tiel é lect romagnét ique. 

Introduisons aussi la fonction fondamentale électromagné­

tique (170) et annulons chacune des dérivées variationnelles de cette 

fonction par rappor t à <ï>a (a = 1, 2, 3 , 4) 0 7 2 ) - Nous aurons donc 

encore les équations (176) , (180) et ( T 8 3 ) . 

35 . Conséquences des équations einsteinienne s et maxwelliennes. 

— Reportons-nous à ( 3 3 8 ) ; nous retrouverons les relations ( 185 ) et 

( 186 ) ; l 'équation (32 1) devient donc 

(339J I àxa -2*- II* = o . 

Les quatre équations (322) du théorème du tenseur massique et 

é lectromagnét ique deviennent , en vertu de ( i8 ; i ) , 

(3 i n ; Sr*- . " Ï I A , - M a y / ? / « ' ' ' - - f i + ï y . ' /''H a/ (// = 1.2,3,4)-

Kappelons que de ces quatre équations ( 34o ), trois seulement 

sont dist inctes, à cause de la relation ( 3 a i ). 

En vertu de ( i 8 5 ) , la valeur (323) de tTC devient 

( 3 4 D Dt: : - - n 2 A a ( ' £ J a H " î r 2 ' / l ' I I a ' V 
«y > i 

Remplaçons dans (34o) ^ l par sa valeur (3{ i ); on aura 

( 342 s 

i 

— JY A ^ 2 A,:^ ( -*? + ^ 2 i4i'H-3/ ) + T 2 / / | , H « ' = ° -
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