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LA METHODE DE DARBOUX 

ET LES ÉQUATIONS s = / ( * , y, z-, p, g) 

P a r M* R. GOSSE. 

CHAPITRE I. 

LA THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES. 

1. Le problème de Cauchy. — Etant donnée l 'équation 

(i) F<>, r , -, p, q, r-> s> 0 = °i 

dont nous désignerons les dérivées partielles par rapport à r, s, t 

par R, S, T , le problème de Cauchy consiste à déterminer une sur

face intégrale S, sachant qu'elle passe par une courbe donnée T, le 

long de laquelle le plan tangent est connu en chaque point. Nous 

dirons qu 'un système de formules représente l 'intégrale générale de 

l 'équation (1), s'il permet de résoudre le problème de Cauchy. 

Tous les éléments de la multiplicité x, y , .3, p, q donnée sont des 

fonctions d'un paramètre variable \ assujetties à la seule condition 

dz = p dx -+- g dy. 
Les deux relations 

dp = r dx -+- s dy, dq = s dx -+- t dy, 

jointes à l 'équation (1), détermineront r, s, t en fonction de À si 

l 'expression 
k=\{dy,L~§dxdy-+rXt dx* 

n'est pas nulle, ce que nous supposerons d 'abord. 
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Nous poserons 

Pik = 
dMiz 

dx1 ôyk Poo-

Pour calculer les quatre nombres p,k où / + £ = 3 , on aura les-

d a t i o n s 

dp«a= Pudx + pndy, dpn = ptx dx •+• pudy, 

dp02= pii dx -+- /?03 dy, 
(») 

rfF £F 

Si l 'on convient de désigner par ( - y - ) ce qui reste de la dérivée 

partielle par rapport à y d 'une fonction 4> d 'ordre 7*, quand on en a? 

supprimé les termes d 'ordre n f - 1 , la dernière équation s'écrit 

(3) 
dF /< /F \ 
_ _- R ^2fl + 5/,,,,+ 1>0>3+ (̂  —j = o. 

a?F 
Si nous remarquons que — = o est une conséquence de F = o-

dF 
et -y- = o, on aura, pour déterminer toutes les dérivées / ¾ où> 

cly 

i -f- /t' 1 3 , le système 

dF 
F — o, — = o, 

dy 
dpuc = /?/+i,/. dx -h /?/,A+I «Çr ( * + h'= **)• 

C'est un système de .sept équations à sept inconnues , qui seront 

déterminées si les équations (2 ) et (3 ) , linéaires par rapport aux 

çiérivées de troisième ordre , ont un déterminant non nul . Celui-ci est 

dx dy o o 

o dx dy o 

o o dx dy 

o R S T 

: \dx, 

et comme on peut toujours supposer dx yé. o, il n 'est pas nul . 

D 'une façon générale, supposons que le système 

J F = °> dF __ ^«-2jp __ 
< dy-°> • • - 7 / > » - « - ° ' 

f dpi,k = Pi+-i ,/c dx -H p,;k+-i dy, i •+- k g n — 1 

détermine en fonction de )s toutes les dérivées jusqu 'à l 'a rdre /r 
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inclusivement, si A n'est pas nul. Pour déterminer les dérivées 

-d'ordre n -f- i. il faudra lui adjoindre les relations ——-j— = o, 
CIX Cl y 

•où i-\-fi = n — 1, qui se réduisent en tenant compte de la première 

ligne de S à -t = o, et les relations 
h dyn-l ' 

dpt,k = Pt+i,k dx -h /V<H-I dy, où 1 + * = /*. 

On aura ainsi, pour calculer les AI -f- 2 dérhées d'ordre n -f-1, » - f 2 
-équations linéaires dont le déterminant 

dx dy o o 

o dx dy o 

o o 

o o 

o o 

dx dy o 

o dx dy 

R S T 

= A dxn~* 

-est encore différent de zéro. Si donc nous donnons à À une valeur X0 

telle que A(),0) ne soit pas nul, le développement en série de z 
suivant les puissances de x — .r(A0 ), y — y O ' o ) e s r formellement 
déterminé et les méthodes du calcul des limites permettent de 
démontrer sa convergence sous des conditions danalyticité des 
données que nous supposerons toujours vérifiées. / / existe donc, 
sous ces hypothèses, une surface intégrale et une seule qui passe 
par une courbe donnée T et soit tangente, le long de F, à une 
développât le don n ée. 

2. Courbes caractéristiques. — La conclusion précédente est en 
-défaut si A est nul. On appelle équation caractéristique l'équation 

A = R m 5 - S / / i 4-T = 0; 

M. Goursat a complètement étudié (1) le cas où ses racines sont 
-confondues. Nous les supposerons distinctes et les désignerons 
par m i et /??2. Quand A est nul, on peut avoir 

«îoit dy = mv dx, soit dy = m2 dx. 

(1) GOURSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du 
-second ordre, t. II, p. 164 et sq. 
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Sur une surface intégrale donnée 2 | où s, /?, q, /', 5, t sont des 
fonctions connues de x et y , ce sont là les équations différentielles 
de deux systèmes de courbes C< et C2 qu'on appelle courbes carac
téristiques. Par chaque point de la surface, il en passe, en général, 
une et une seule de chaque système. 

3. Caractéristiques du premier ordre. — Supposons l'équation (i) 
résolue par rapport à /*. L'équation caractéristique de 

r-*-f(*,y, *> R, <7> '•> M ) = ° 
sera 

àf à/ 
I J!i_ _L_ J C\ 

et l'on a 
ds dt 

àf àf 
as ot 

Considérons une multiplicité M( de 2, admettant une courbe Ci 
comme support. Entre ses éléments, on aura, quelle que soit S, les 
relations 

(4) /' + / = o, 
(5) dy = rrti dx, 

(6) dz = p dx -+- q dy, 

(7 ) dp = dx(r -T- mis), 

(8 ) dq = (>-+- mYt)dx. 

L'équation (5) exprimant que A est nul, on ne peut pas tirer /*, s, t 
de (4), (7) et (8). Mais il se présente ici une circonstance excep
tionnelle : On peut, en général, calculer /-, s, t au moyen de (5), (7) 
et (8). Supposons d'abord qu'il n'en soit pas ainsi. Il f au t ( ' ) que 
(5) et (8) ne déterminent pas s et t, c'est-à-dire que 

dm* dm y 

L'équation donnée s'obtient alors en éliminant mK entre deux rela
tions de la forme 

/ H - m^-h ty(x, y, z, p, q, mx) = o, s -+- m{ t -h y{x, y, z, p, ? , m , ) = o 

(1) GAU, Annales de l'Université de Grenoble, t. XXX* 191S, p. 2g5-3o5. 
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et le système S' montre alors que la dérivée t, par exemple, est indé

terminée pour les multiplicités M, qui vérifient les trois équations 

dz = pdx-+-q dy, (-R-^^[x, y, Z, p, q, -£)j = o, 

^ + . ( ^ ^ ^ / , ^ , ^ ) = 0. 

Ces multiplicités s 'appellent des caractéristiques du premier ordre. 

Il n 'en existe pas en général ; et s'il en existe pour les deux systèmes 

de caractérist iques, un calcul facile montre que l 'équation proposée 

a la forme de Monge-Ampère. 

4. Caractéristiques du second ordre. — Supposons maintenant 

que les équations ( 5 ) , ( 7 ) , ( 8 ) dé terminent /*, s, /. Si l 'on veut 

dé terminer les dérivées du troisième ordre , le calcul du 11" 1 montre 

que les équations (2) et (3) qui les déterminent ne sont compa

tibles, quand dy = m^dx, que si 

fdF\ D ds dt 

condition qui s'écrit, si F = r -f-/, 

(10 ) ( -j- \ dx -f- ds H- m2 dt = o. 

Il est alors toujours possible de choisir les hui t nombres x, J ' , .v, py 

q, r , s, £, de manière qu' i ls vérifient les six équations (4), (5), (6), ( 7 ) , 

( 8 ) , (10 ) : en prenant x comme variable, les autres dépendent encore 

d 'une fonction arbitraire. Tou te multiplicité 1YL qui vérifie ces six 

équat ions s'appelle une caractéristique du second ordre, elle a 

pour suppor t une courbe caractér is t ique, sur une surface intégrale. 

Reprenons alors les calculs du n° I . En tenant compte de la 

relation A = o, les trois équations 

/ dn~iF\ 

R/^^-o-i- Sp^n-i+Tp^n^- {-j^Zï) = °> 

dpi,n-2 = Pl,n-i dx -4- p\,n-\ dy. <//?o,n-l = P\,n-\ dx -+- p0>n dy 
ne sont compatibles que si l 'on a 

, dp^n-2 ^dpo^n-i 
(M) \dï^)^R-dx--*-T' dy = o. 
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Nous pouvons assujettir la dérivée /;0 3> qui e&t restée arbitraire, à 
vérifier l'équation différentielle ( m où n = /\ ; le système que vérifient 
les dérivées du quatrième ordre est alors indétermiué; on peut 
choisir p0H de manière qu'il vérifie l'équation (i i) où n = 5, et ainsi de 
suite : dans chaque ordre h, à partir du second, il y a une dérivée p0h 
qui n'est déterminée que par une équation différentielle du pre
mier ordre; elle dépend donc d'une constante arbitraire et nous 
pouvons déterminer formellement un développement en série de z, 
où figurera, comme nous venons de le préciser, une infinité de 
constantes arbitraires. On démontre que cette série est convergente 
sous des conditions que nous supposerons vérifiées. Par suite, par 
une caractéristique du second ordre, il passe une famille de 
surfaces intégrales dépendant d'une infinité de constantes 
arbitraires. 

Ce calcul permet de compléter la théorie des caractéristiques du 
premier ordre. En effet, choisissons t, que nous avons laissé arbi
traire, de manière que 

{%)• 
cte df dt_ _ 
~dx~* dt~dy ~ ° ; 

/ dépend encore d'une constante arbitraire et tous les nombres x, y , 
z,p, q, r, s, t qui vérifient (4), (5), (6), (7), (8), (12) sont, quelle 
que soit cette constante, les éléments d'une caractéristique du second 
ordre. 11 en résulte d'abord que toute caractéristique du premier 
ordre fait partie $ une infinité de caractéristiques du second ordre, 
dépendant d'une constante arbitraire et ensuite que, par une 
caractéristique dit premier ordre, il passe une infinité de surfaces 
intégrales, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. 

5. Propriétés des caractéristiques du premier et du deuxième 
ordre. — Soit x0, y0, z0, p0, q0 un élément d'une caractéristique du 
premier ordre M,. L'équation différentelle ( 1 2). quand on y a remplacé 
/• et s par leur valeur tirée du système S' (11" 3), devient une équation 
du premier ordre en t qui admet une solution unique se réduisant 
à t0 quand x = x0. Si donc, deux surfaces intégrales ayant en 
commun tous les éléments de Mi ont un contact du second ordre au 
point x0, y 0 , z0, la valeur de t qui est, pour les deux surfaces, égalé 
à t0 quand # = x0, reste la même pour ces deux surfaces tout le long 
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de la caractéristique; il en est de même des valeurs de r et des et, 
par suite, si deux surfaces intégrales ont en commun tous les 
éléments d'une caractéristique du premier ordre et un contact du 
second ordre en un de ces éléments, elles ont un contact du 
second ordre tout le long de la caractéristique. 

On peut démontrer un théorème analogue pour les caractéristiques 
du second ordre. Plus généralement, si deux surfaces ont un 
contact d'ordre n en un des éléments d'une caractéristique com
mune du second ordre, elles ont un contact d'ordre n tout le 
long de cette caractéristique. En effet, toutes les dérivées d'ordre n 
s'expriment en fonction linéaire de p0n et celle-ci est déterminée par 
l'équation 

''dn~l F v dpun-x dp0,n (S^)-R -+- r , ' = o. 
dy'l~l 1 dx dy 

C'est encore, tous les calculs faits, une équation différentielle du 
premier ordre en p0n, sur laquelle on raisonne comme sur l'équa
tion (12). 

6. Caractéristiques d'ordre n. — Considérons le système S du n° 1 
où l'on fait F = /* -f-/. L'équation 

Pi,t + f(x,J'- *, />i,o, Po,u P\,i,Po,i)=.o 

permet, par des différenciations successives, de calculer tous les 
nombres/^ k en fonction des nombres/?; y où i -\~J = 2 -f- k, i = o ou 1. 
Si p2j est ainsi exprimé, /?3 h ne renfermera que des nombres pij où 
i vaut zéro ou 1; les nombres p., k étant remplacés par leur valeur, 
p$h ne contiendra plus que des nombres pij où /vaut 0 ou 1. De 
proche en proche, on voit ainsi que tous les nombres />,•*, où 
i + k =; n — 1, seront déterminés dès que l'on connaîtra p0>«-i 
elpia_%. Le système S se réduit alors aux seules équations 

dz = pli0dx-h p0,\dy, 
dp[,o= p-2,odx -+- p\y\dy\ . . . , dpx,n-2= p2,n-2dx-± plyTl-Xdy, 
dpo,i = Puidx-j-p0,2dy, . . . , e//?0,«-i = />i,»-i dx -h p^ndy> 

dans lesquelles on a 

(d*f\ àf àf-
P>,i+- yzp) + ^ / ^ + 1 - + - - ^ 0 , ^ 2 = 0 (* = o, 1, . . . , n— i \ 
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En particulier, les dérivées d'ordre n sont données par les trois rela
tions 

dpun-2 n ^ „ dy dp0.n-i n , _ dy 
-dT~ = P*>"-* + P*-»-* dx9 ~dx~ = Pl>"-1 + P^ndx' 

/d»-*f\ àf àf 

d'où l'on tire : 

D \(dyV àfdy àf\ 
P*n\_\dï) - as dx^lt] 

dpun-t + dp0,n-i (àf_ _ dy\ + (<t±L\ = 0. 
dx dx \âs dx I \ dyn~2 '/ H-

dy 
Si -j- = mK, par exemple, pon n'est pas déterminé et il est arbitraire 

si 

v ; dx " dx \ dyn~* 

11 est alors naturel d'appeler caractéristique d'ordre n — i toute 
multiplicité Mrt_^ d'éléments d'ordre ^n — i, qui vérifie le système 

/ dy 
l dz = pîf0dx -4- po^dy, -jf- = /w, . 

) dplf0= p2,0dx-+- plA dy, dpltn-.3= p2,n-3dx-+-pun 2dy, 

\ dp0A = pitidx-h p0t2dy, ..., dp0,n-, = pUn-A dx-t-p»,,^ dy 

et l'équation ( i3) . Pour avoir une caractéristique d'ordre n, il suffira, 
d'après cette définition, d'ajouter aux équations précédentes, les 
trois relations 

/ dpi,,t-i = />2>7i-2 dx -+- pun-\ dy, dpo,n-\ = Pi,n-i dx -+- p0,n dy, 

Mais les deux premières entraînent la relation ( i3) ; il suffit donc de 
remplacer dans le système S( et l'équation ( i3) , n par n -f- i. 

7. Propriétés des caractéristiques d'ordre n. — Ces multiplicités 
sont définies par 2/2 + 1 équations contenant in + 3 variables; il en 
existe une infinité, dépendant d'une fonction arbitraire et l'on voit 
comme au n° 4 qu'il y a une famille de surfaces intégrales, dépendant 
d'une infinité de constantes arbitraires, qui passent par l'une d'elles. 
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De plus, si l'on connaît une caractéristique d'ordre n — i, on aura 
toutes les caractéristiques d'ordre n à laquelle elle appartient en 
résolvant en/>1w_, et/y0/tles deux dernières équations (i4) par exemple. 
On est ainsi amené à une équation différentielle du premier ordre, 

où le coefficient de —r2^ est nu— ni\, pour déterminer p0n. Par suite, 

toute caractéristique d'ordre n — i appartient à une famille de 
caractéristiques d'ordre n dépendant d'une constante arbitraire. 
Plus généralement, le même raisonnement répété /• fois montre que 
toute caractéristique d'ordre n appartient à une famille de 
caractéristiques d'ordre n -f- /•, dépendant de r constantes arbi
traires. 

Enfin, la même démonstration que celle du n° S nous permet 
de conclure que si deux surfaces intégrales ont un contact 
d'ordre n + p en un élément d'une caractéristique commune 
d'ordre n elles ont un contact d'ordre n +/> tout le long de 
cette caractéristique. 

8. Conclusion de l'étude des caractéristiques. — Les analogies 
entre les équations du premier ordre et celles du second nous appa
raissent dès lors si nombreuses qu'il semble naturel de tenter d'ap
pliquer au problème de l'intégration des équations du second ordre 
la méthode qui a réussi à Cauchy dans le cas du premier. Nous 
avons trouvé que chaque surface intégrale est un lieu de multiplicités 
caractéristiques, dont les éléments vérifient un système différentiel 
qu'on peut former sans connaître l'équation de la surface. Puisque 
l'équation proposée fait partie de ce système, il est clair que toute 
surface lieu de pareilles multiplicités est une surface intégrale; il 
semble donc qu'il n'y a qu'à déterminer ces multiplicités et à les 
assembler de manière qu'elles engendrent des surfaces. 

Mais nous avons remarqué que le système différentiel qu'il faut 
résoudre contient, quel que soit n, deux variables de plus qu'il n'y a 
d'équations. Pour l'intégrer, il faudra introduire une fonction arbi
traire qui rendra impossible, sauf dans des cas particuliers, la 
recherche effective de l'intégrale générale. 

Il est d'ailleurs facile de se rendre compte jusqu'où on peut aller 
dans cette voie. Aux équations des caractéristiques du second ordre, 
adjoignons une autre équation quelconque du second ordre, qu'on 
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peut toujours écrire 

*•+•<?(*, y, *,p, q, 5) = 0. 

La solution qui, pour x = o, prend les valeurs y 0 , z0, /fy? ?<n ro> 
s0, tg sera représentée par les formules 

y = ^u 3 = 4 ,̂ P = h, 9 = h>. ' = < K <s = <h, * = <W>" 

$i étant une fonction de x,y0, z0, p0, q0, r0, s0, t0. En prenant zQ, 
Po) 7o5 ro? 5OÎ *o fonctions dey 0 , un calcul identique à celui fait par 
Cauchy pour le premier ordre, montre que les multiplicités à 
deux paramètres ainsi obtenues sont situées sur des surfaces inté
grales sous les conditions nécessaires et suffisantes 

' • o + / 0 = 0 , f 0 - f -cp 0 =o, s'o = </.., /'i = *o, qf
0 = t0, 

(£).-«• \ dx / 0 
• ™ ï « l 

les accents désignent les dérivées par rapport à y 0 . On en conclut 
que /0 , s0, *o, Ço sont des fonctions connues de z0 et p0, ceux-ci 
étant déterminés par un système de la forme 

p"0 = 4>.(jKo, *o, *o,/>o, PQ), K = t'Ayo, *o, a'o> /'o, />i)-

En général, le système considéré n'admettra donc comme solution 
que des surfaces qui dépendent au plus de quatre paramètres arbi
traires : les formules obtenues ne peuvent représenter l'intégrale 
générale. 

Il semble donc qu'il faille renoncer à utiliser la théorie des 
caractéristiques. Mais il est bien évident que le problème que nous 
venons d'étudier peut s'énoncer ainsi : quelles sont les solutions 
communes aux deux équations 

r-+-f = o, <|/(ar, y, z, p, q, r, s, t) = o. 

En général, on n'obtiendra, d'après ce que nous venons de voir, que 
des intégrales communes dépendant d'un nombre fini de paramètres 
arbitraires. Mais une question se pose ainsi ^d'elle-même : n1 est-il 
pas possible d'adjoindre à l'équation .proposée une équation qui 
admette en commun avec elle des intégrales dépendant d}une 
infinité de constantes arbitraires? Le Chapitre suivant nous appren-
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dra à en décider et à préciser la façon dont les solutions communes 
dépendent des arbitraires. 

CHAPITRE i l . 

IWOLl TIONS INVARIANTS. 

9. Involutions. — Proposons-nous de chercher s'il existe une 
équation E, d'oidre n^ qui admette avec r+f=o une famille d'in
tégrales communes dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. 
En remplaçant, dans E, les nombres p,-^ par leur valeur en fonction 
de ceux où / vauto osa i, on peut l'écrire 

do 
E = f(x, y , z, / ; M , . . . , />i,/*-i, />u,i, •• * P*,n) - — I — ^ o . 

°P\.n-\ 

Cherchons le développement en série d'une intégrale commune. Si 
pour x = xQ, y==yo* o n s e donne des.valeurs de z, /h 0, • • . ,/>i,/i_i? 
poi, . . ., p0 w_i satisfaisant aux deux équations, on pourra d'abord 
(n° 6) calculer tous les nombres pik où i~\-k^n. Pour calculer 
les dérivées d'ordre n -f- 1, on a les trois relations 

( l ) { ^ = ( ^ ) + ^ - : ^ 1 ^ + 1 7 - - ^ 0 , ^ 1 = 0 , 

^ . » - 1 + ^ / ' . . « + ^ P^^{\ïyér)-°-

On dit que Inéquation E est en involution avec la proposée si ces 
trois équations se réduisent à deux. Un calcul déjà fait (n° 6) 
montre que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'on ait 

— / à? *2 àf àf do df / à® y _ 
~\àpo,'i) ds àptin-i àp0n dt \àpUn-X ) ~ ' 

y — ^ ? / dy \ àf (df\ __ àf àf l a?'1-* f \ _ 
V " àp0,n \dx) àpltfl-i \dy) àpXin-x àp0fn \dy>*-* ) ~~ 

La première relation montre qu'il y aura deux séries possibles 
. , , . . , . . , à® do . 

d équations en involution, suivant le rapport • T ,; -—s—sera égal 1 ' r i dp^n ^ ; l t „ _ , 6 

à m{ ou /n2. Nous dirons que le système I de caractéristique® admet 
une involution d'ordre n, s'il existe une fonction <f {-x, y , z, piQ, . * «, 
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P',tn-i: />o.i? • • • Î po,n) vérifiant le système A : 

!

ào ào 

—T- m2 -r— '•— = o, 
àpo,n opUn-l 

v ( â ) + - (l)-çrb (1¾)= 0-
O n définit de même les involutions du système IL * 
10. Invar iants . — Nous int roduirons immédiatememt une dist inc

tion très importante . Si le système A n'est vérifié qu 'en tenant 

compte de l 'équation cp = o, on dit qu ' i l existe une involution 

d 'ordre n. S'il existe une fonction o vérifiant identiquement le 

système A, il est évident, d 'après la forme de ce système, qu'il est 

vérifié par toutes les fonctions © — c, c étant une constante quel 

conque . Toutes les équations <p — c sont en involution avec la 

proposée, quel que soit c. On dit alors que le système 1 admet un 

invariant d'ordre n. Cette dénominat ion est justifiée par l ' impor

tante propriété suivante : lorsqu'on se déplace sur une caracté

ristique d'ordre n d'un système qui admet un invariant o de 

même ordre, la valeur de cp reste constante au cours du dépla

cement. 

Désignons en effet par 2 tout déplacement sur la caractér is t ique. 

On a : 
* do àf àf ^ àf ^ 
09 = —- Sx 4 - -p- 8y -\- -y- oz-t- -r-1- opi0 - H . . . 

dx ày J àz dplt0
 l ' 

à® ^ ào ^ ào ^ 
-*- ÂZ T ^ l , n - J + ^ - ' - 0/^o,l + . . . + âjr-*P0,rh 

°Pi,n-l °Po,l °Po,n 

ce qui s'écrit, en tenant compte des équations des caractéris t iques 

d 'o rd re n (n° 6 ) , 

d » «s - ày [/ d»-i f \ , ft "I 
+ 5T. °*" ~ < K ^ l A ^ )°* + '"* H ' 

Sa est donc nul , en tenant compte des équations (A). 

Ce résultat peut encore s 'énoncer ainsi : la condition nécessaire 

est suffisante pour qu'il existe un invariant d'ordre n est qu'il 

existe une combinaison intégrable pour le système différentiel 
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qui définit les caractéristiques du même ordre, et il est clair que 
les équations de toutes les caractéristiques d'ordre supérieur admet
tront la même combinaison in t enab le . 

o 

Pour savoir ce que devient cette propriété dans le cas d'une 

involution, supposons l'équation f = o résolue par rapport à / ^ „ _ , . 

La première équation (A) montre immédiatement qu'on peut écrire 

? = /?l,rc-l + ™>/?0,rc+ "(#- y, Z, p[f0, . . . , P\,n-^ Po,u . . . , /?o,»-l), 

à condition que n soit supérieur à 2, ce que nous supposerons 
désormais. En utilisant les résultats et adoptant les notations de 
M. Gau (1) on a 

\dr>i-i) = M / i - i />i ,«-i+ N»-,/>,>,« + '»-1 . 

!«_, ne dépendant pas des dérivées d'ordre n et M n_| et N , ^ ayant 
pour valeur 

M <-<n-i) d V -+.àf, N - t n - , \ d V.àf 

En écrivant que la seconde relation (A) a lieu identiquement quand 

on y remplace/7,^-1 par — m2/Jo«— w, on obtient les conditions 

( , , / du du \ 
, « i - nu ) -r m2 -3 
I \dp0iri-i àp^n-yj 

I dm* dnu . . _T 

/du\ (du\ du /«?«-«/\ 

^^w —y 
M. Gau (loc. cit.) a donné une forme condensée remarquab le^ ces 

conditions : en désignant par S un déplacement sur la caractéristique 

d'ordre n et posant 
dm> dm., àf àf 

1 J —/ t-"M-7 Y-my-f — -f-. dm y dmy dx dy dp àq 
A = — , \5 = — i j 

dy dy m>— m{ 

( l) G vu, Tiicse de Doctorat, Gjuthier-Villars, 1911, p. 7 et 8. 
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cm obtient 
•s 

(3) | | = <p(A#n-B) si « > i , 

(4) -X -=«(3A-+-B)-i J ( _ i _ m | _ i ) si /i = j . 

Supposons alors qu 'au début du déplacement, on ait © = o ; au cours-

du déplacement sur la caractérist ique, © n'est fonction que d ' u n e 

variable x, par exemple, cl satisfait aux équation» différentielles (3) 

ou ( 4 ) . D'après la forme de ces équations, puisque © = o pour la 

valeur initiale de x, on aura © = o durant tout le déplacement. 

H . Solutions communes à deux équations en involution. — S» 

nous reprenons maintenant le calcul du n° 9 en posant 

f = / > ! , « - ! + ' « 2 / ? 0 , « + U 

il est chur que les trois équations ( i ) de ce paragraphe sont liées p a r 

la relation 
do do dn~l ( /• -I- f) 
dx dy dyn~i 

si © = o est en involution avec la proposée; p0/l+i reste arbitraire. 

De même, les dérivées d^ordre n -h 2 sont déterminées par ïes 

trois relations 

d*o _ d*-o __ d"(r -+- f) _ 

d*dy ~°' dy2~ ° ' dy*' ~ °' 

et l 'on a ident iquement 

d2f d-f dm 1 do _ dn(r-h f) 
dx dy l dy- dy dy ~ dy11 

Si l'on remplace dans cette identité les dérivées d 'ordre n -\- 1 p a r l e u r 

valeur, —2 s'annule et l'on a 
' dy 

d*-f d*f _ d»(r + f) 
dx dy ' dy* = dy11 ' ~ ' 

Une dérivée d 'ordre n -+- 2, p0 n+2 par exemple, reste arbi traire . On 
démontre sans peine que les trois équations 

d*f _ d^o _ d'l+L-i(r+ f) ^ 
dxdy*-i ~ ° ' tty*~~°' tfyt-Ht-i ' ~ °'-



LA MÉTHODE DE DARBOUX ET LES ÉQUATIONS S.~f(x, y, Z, p, q). 1-5 

<jui déterminent les dérivées d'ordre n + k -f-1, sont liées par la 
relation 

d^o d^o d»+L-i(r + f) 
dx dyL~ï mi dyk = dyn^^~l 

•et Pon+k+i est encore arbitraire. Ainsi, dans chaque ordre à partir 
du 7*ièmc, une des dérivées partielles reste arbitraire, les dérivées 
jusqu'à l'ordre n inclus étant choisies à l'avance de manière à 
satisfaire aux deux équations r -t-f= o, © = o. Les méthodes du 
•calcul des limites montrent qu'on peut, sous des conditions d'analy-
ticité que nous supposerons remplies, limiter le choix de ces arbi
traires de façon que le développement en série de z que nous venons 
•d'obtenir reste convergent dans un certain domaine. Les deux équa
tions en involution admettent donc une famille de solutions 
communes, dépendant comme nous venons de l'expliquer d\tne 
infinité de constantes arbitraires. Mais, si générale que paraisse la 
solution ainsi obtenue, elle ne constitue pas encore la solution 
générale, comme le montre le théorème qui suit. 

12. THÉORÈME. — Par une courbe quelconque F, il passe, 
•en général, une infinité de surfaces intégrales communes à 
deux équations en involution, leur équation ne dépendant que 
d'un nombre fini de constantes arbitraires. 

Sur toute surface intégrale de la proposée, passant par la courbe 

<n y = ér(*\ z = h(x), 

on a 
h'{x)= p-+-q g\x), 

dp\,k-\ ,/ v dp^ic , 

<5) { - ^ - ^ M - » - * - / " . * * ' * ) ' -%r=puL+p*,**8\*), 
ôf df (di<-if\ 

/>.,/.- + ^/>,,*+ Tt /'»,/,+. + [^zr) = °-
En prenant q comme inconnue, ces équations permettent de 

proche en proche de calculer les dérivées d'ordre n en fonction 

de x, q, . . . , / ,_? * En portant ces expressions dans © = o, on 

obtiendra l'équation différentielle 

(K) 
dn~ iq ( dq dqn->-\ 
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qui déterminera q à un nombre fini de constantes près. La série 

z = h(x) + [y - g(x)] q(x)-r[y~ f(X)]i PoM*) + • • • » 

dont on vient ainsi de déterminer tous les coefficients, est en général 
convergente et représente évidemment une intégrale commune S qui 
passe par I \ 

13. Nous allons montrer qu'on peut obtenir S par l'intégration 
d'un système différentiel. En effet, toute intégrale commune est un 
lieu de caractéristiques d'ordre n de r-\-f= o, dont les équations 
sont, pour le système II, 

dy = m>i dx, dz = /?,,0 dx -+- /?0,I dy, 

dpi,o = /?>,o dx-h plA dy, . . . , <//>,,„_> = / > v , - 2 rf# + / > i , « - i d j , 

d/̂ 0,1 = />i,i dx-^- p0,2dy, . . . , d/>o,,z-i = />i,n-i ^ + /?o,/i <0', 

(6) ( ^ ', ) <**-+- ^ i f » - i + / « i rf/>o» = o. 

Les dérivées d'ordre n, sur une intégrale commune, doivent vérifier 
identiquement la relation © = o. On a donc 

/ do \ ào ào 

, _ v / d o \ ào ào 
(8) ( - ^ - + 1-^-/^0,71+1+ i — I — P \ , n = o ; 

quand on se déplace sur la caractéristique on a, d'autre part, 

/ N dp0^fl 

(9 ) dx = Pi,n-hrri-2Po,n+\, 

/ \ dp\»-\ 
( io ) dx~ = Pt'i-i-t-^Pi'"' 

Les conditions (A) (n° 9) montrent alors qu'on peut remplacer les 
équations (6), (7) et (8) parles deux suivantes : 

/do\ t ào dpXtn-x ^ Q / df \ dcp ^0i>K _ ^ 

Entre les 211 + 3 variables #, y , s, / ? M , . • ., / v _ , , /?0,i, . . . Po,n 
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on a donc les 2n -f- 2 relations 

dy = m2 dx, dz = plt0 dx -H p0,i dy, 

dpi,o= /?9,o dx-h piA dy, . .., dp^n-, = p2,n-2 dx -+- pi,n-i dy, 

( n ) '. dp0A= pifl dx -t- p0io dy ^/?o,«-i = Pi,n-i dx -+- po,ndy, 

(df\ àf dpt^n-j ^ Q / ^ y \ Jy dp0,n _ 
\dx/ àp^n-i dx ' \dy) àpu,l+i dx ~ °' 

où l'on suppose tous les nombres />^ remplacés par leur expression 

en fonction de ceux où / vaut o ou 1. Ce système différentiel définit 

les caractéristiques communes aux deux équations données en 

involution et toutes les surfaces intégrale» communes sont des lieux 

de ces caractéristiques. Pour déterminer celle qui passe par T, 

choisissons une solution q de E ( n° 12); y, z, p^ (i^-k^n, i = o 

ou 1) sont déterminés en fonction de x par les équations (5) et 

prennent, pour x = x0, un ensemble de valeurs déterminées que 

nous désignerons par E0. Il existe une solution et une seule du 

système (1 1), qui, pour x = x0, prenne l'ensemble des valeurs E0. 

Nous la représenterons par les formules 

(12) y = u(x, x»), z = v(x,xii), plk= P / A ( 2 \ XQ), 

qui se réduisent à l'ensemble E0, quand on y fait x = x0. Les 

deux premières, quand on y considère x et x0 comme deux para

mètres indépendants, représentent une surface S, qui passe par la 

courbe T, dont l'équation paramétrique est x = x0 ; quand x0 est fixe 

et x variable, les équations (12) représentent une caractéristique com

mune qui rencontre F au point x=-Xy)) S, engendrée par des carac

téristiques du système H de r -\-f = o, est donc une intégrale de 

cette équation. 

Je dis qu'elle est aussi une intégrale de 9 = 0. En effet, en tout 

point M de F, passe une courbe caractéristique C du système I située 

sur S et l'on peut considérer S comme engendrée par les courbes C 

qui rencontrent Y. Soit C], la caractéristique d'ordre n qui a C! pour 

support sur S. Au point M, d'après la façon même dont on a calculé 

l'ensemble E0 des dérivées jusqu'à l'ordre //, celles-ci vérifient 

l'équation © = o et lorsqu'on se déplace sur C),, nous avons démontré 

au n° 10 que © restait constamment nul. On a donc © = o en tout 

point de S. 

MÉ\fORI\L DES S r . MATH. — N° 1 \ 
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14. Proposons-nous maintenant de chercher les solutions com
munes à / - + / = 0 et aux deux équations rf = o, d'ordre A > 2 
et ^ = o d'ordre n^>h, supposées en involution avec la proposée. 
Deux cas sont à distinguer : 

i° Les deux involutions sont du même système (I, par exemple). 
Dans ce cas. les trois équations peuvent ne pas admettre d'intégrale 
commune; mais, si elles en ont une, elles en ont une infinité. 

Soient, en effet, une intégrale commune S et une caractéristique 
Mrt de S, d'ordre n et du système II, comprenant une caracté
ristique M/„ d'ordre h et de même système. Il existe (n° 6) une 
famille d'intégrales de la proposée, dépendant de la façon que nous 
avons expliquée d'une infinité de constantes arbitraires, qui ont un 
contact d'ordre // avec S le long de Mw; l'une quelconque d'entre 
elles -\ peut être considérée comme engendrée par des caracté
ristiques du système J, d'ordre h ou n, issus des éléments de M/, 
ou Mw. Si l'on se déplace sur ces caractéristiques à partir de ces élé
ments, on a, au début, © = o et A = o, puisque M„ et M/, appartien
nent à l'intégrale commune S; on a donc ( n° 10) © = o et A = .o en 
tous points de ces caractéristiques et, par suite, en tout point de S. 
Toutes les surfaces 2 sont donc des intégrales communes. 

2° Los deux involutions sont de système différent. — NOIES 

supposerons que © vérifie le système A et '} le système B, qui s'en 
déduit par permutation de m{ et m2. L'équation /• -+-/ = o détermine 
tous les nombres /),#, où i~{-k^lt—i, en fonction de x, y, z, 
/9^0, • . ., pith-2i P^Ai • • • i po,h-\- Les dérivées d'ordre h sont liées 
par la relation ©. = o qui donne />i,/>-i en fonction des nombres pré
cédents et de /?O,/M dans chaque o r d r e / , h ^ j <^n, les dérivations 
de /* + / = o et cp = o donnent toutes les dérivées d'ordre / , en 
fonction de p0J-, par exemple; tous les nombres/?^, où i-{-k<n—i, 
s-'expriment donc en fonction des inconnues 

Xl Y'. S » / » 1 , 0 , . . - , / > l , / i - » , / > 0 , 1 - • • • > / ? 0 , N - 1 -

Les dérivées d'ordre n seront données par les deux relations 

dn-h 0 

1 = o , y = o, 

•dont le déterminant fonctionnel lni\—m.2) -,—ï—-r—-^-- n'est pas 
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nul et celles de l 'ordre n -f-/, par 

dn+j-h dï <L 
= o , — T - - « dyn+j-h ' dyl ' 

dont le déterminant fonctionnel est le même. Toutes les dé r ivées / ?^ 

s 'expriment donc en fonction des inconnues précédentes. Mais celles-

ci sont solutions du système d'équations aux différentielles totales 

l dz = /?!,ft dx -+- /?§,i dy, 

( i3) N dpii0— P«,odx+ puldy, dpi,7*-> = P\/i~* dx -+- />i,/i_t dyy 

I ^ /*o, i= />,,, dx-h px^dy, . . . , B ^ o , « - i = />l,/i-1 ^ + /?o,n ^ J , 

où /?2,o? ---7 piji-2 sont tirés des dérivées de / • - } - / = - o ; y^/2_, r 

/ ^ • ^ x i f / y _ / 'y , 
de o = o; / > I , / - I </*<. / ^ «) de ̂ —ft = o ; / ? v , _ ! et />0>7l du sys-

d" fi o 
tème , lt^n — o, A =. o. Nous allons -montrer cjue ce système est 

complètement intégrable. 

Les conditions d'intégrabilité sont vérifiées d'elles-mêmes pour les 

équations qui ne contiennent que les dérivées d 'ordre inférieur à h. 

Pour celles qui contiennent les dérivées d 'ordre h, elles seront véri

fiées à la condition nécessaire et suffisante que , quel que soit p0 ^, les 

équations ;* -+-/== o, © — o, et leurs dérivées donnent un système de 

valeurs unique pour les dérivées d 'ordre h-\-i. Or , celles-ci doivent 

vérifier les trois relations 

do df dh l(i- + f) 
-y'- = O, - ~ = O, TI—A = O, 

dx ' dy ' dy**-* ' 

qui se réduisent à deux, d'après les conditions d'involution (n° 9 ) . 

Comme on peut prendre -}—•— = i, la seconde donne toujours, p o u r 

p2ji et la première pour/>2 /,_2, une valeur b ien déterminée, quel que 

soit/?<»/,. Il est, de même, nécessaire et suffisant, pour que les condi

tions d'intégrabilité soient remplies pour les équations suivantes, 

que les relations 

dio dio dh+i-l(r+-f) 
' - " ' =o. M+/ / =o ( / i+ . /< / i -0 dxdyi l ' dy/ ' dyh+i 

déterminent un système de valeurs unique pour Pa,A+y_i, P<\,h+j-, 

quels que soient /̂ o,&+i •--^0,^+,0 e t nous avons vu au n° il q u e 
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chacun de ces groupes de trois équations est équivalent à* un g r o u p e 

de deux équations linéaires dont le déterminant n'est pas nul . Enfin, 

les équations 

d!t+l /lo _ ,/"*i-A<p _ d'I _ 

dx dyn~h ~~ ° ' dytl+i-h ~ ' dx ~~ ' 

dty dfl »(/• -+ - / ) _ 
dy ' dyn-

doiveiit déterminer un système de valeurs unique pour /?2j«-i, Pi,n, 

po,n±\. Les deux premières entraînent la dernière (n° J l ) ; les 

trois dernières se réduisent à deux, puisque A = o est en involution 

avec la proposée; le système se rédui t donc à 

ào ào fd" + i-fio\ 

d<\,\ 
àp^n-i1 àp^n

J \dy ) ' i , / / ^ i 
àpo,n 

àf àf / d»- i / \ 
pitn-l+ ± Pi,n + 

1* où 1 on peut prendre (n° 10) 

ào à<l> àf àty ào àk 
àpi,h-i àpl>n-} ' àp0,h ' àp0tH 

Leur déterminant m2— m{ n 'est pas nul et nous avons bien démontré 

que les trois équations /• -+ - / = o, © = o, '} = o forment un système 

complètement intégrable. 

Remarque. — Les résultats que nous venons d 'obtenir s'appli

quent évidemment au cas où l'on connaît un ou deux invariants. En 

particulier, si l 'on connaît deux invariants de même système de 

l 'équation 7 - - + / - = 0 , les trois équations 

r +- f = o, y = c ^ —- c' 

forment un système complètement intégrable, quels que soient c et c ' . 

CHAPITRE III. 

LA MÉTHODE DE DVRBOUX. 

L'étude précédente montre que l 'existence d 'une involution permet 
de faire un progrès important dans la recherche des intégrales. Nous 
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allons voir maintenant quels avantages on peut tirer de l'existence 
d'invariants. 

lo. Supposons d'abord que l'on connaisse deux invariants d'un 
même système (1, par exemple),a et v, d'ordre h et n. Si, sur une 
surface intégrale S, nous nous déplaçons le long d'une caractéris
tique Mn du système I, y, z, et les nombres p(k sont des fonctions de 
la seule variable x; il en est donc de même de u et de v et comme 
ces deux expressions restent constantes durant le déplacement, c'est 
qu'elles sont liées par une relation de la forme 

(i) u~ty(v). 

Toute surface intégrale de la proposée vérifie donc une équation, 
de la forme ( i) . Réciproquement, puisque u et v sont deux invariants, 
la combinaison 

du — <]/(*>) dv = o 

fournit, quel que soit A, une intégrale première des équations des 
caractéristiques Mn. L'équation u — A(r) = o est donc toujours en 
involution avec la proposée. On peut donc former une équation, 
dépendant d'une fonction arbitraire, u — <];((;) = o qui est, quelle 
que soit la fonction A, en involution avec / • - ( - / = o. Nous allons 
montrer qu'on peut alors résoudre le problème de Cauchy. En 
effets la donnée d'une multiplicité non caractéristique M< permet de 
calculer en fonction de x toutes les dérivées pty, ce calcul nous 
fournira les expressions de u et de v en fonction de x et l'iden
tité u{x) r=. <p[ç'(#)] déterminera la fonction <j>. Nous sommes ainsi 
ramenés à chercher les solutions communes à deux équations déter
minées, 

r -\- f = o, y = w — ^ ( e ) = o, 

qui sont en involution. Nous avons traité le problème aux n01 12 
et 13. Ici, q est donné en fonction de x et l'équation E, au lieu de 
déterminer q, détermine la forme de A, d'une façon unique. Il n'y a 
donc plus qu'à intégrer le système (i i) où © est remplacé par u — A(c), 
comme nous l'avons fait au n° 13. La connaissance de deux 
invariants de même système permet donc de ramener la recherche 
de l'intégrale générale à r intégration d'un système différentiel. 
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46. Nous supposons .-maintenant .que l 'on connaisse deux inva

riants de chaque système, soient u, v, M,, r*. Les deux équat ions 

U = f(v), H\ = <J>(l>| ) 

donnent deux involutions de système différent, quelles que soient ies 

fonctions © et A. Elles forment avec l 'équation r-\-f = o un S3rstème 

complètement intégrable, dont la solution générale peut s'oLicnir en 

intégrant un système de la forme I I 3 ) (n° l i ) . Si l 'on sait in tégrer 

ce système, on pourra obtenir des formules où figureront, outre , 

un nombre fini de constantes d ' intégrat ion, les deux fonctions arbi

traires © et A. C'est ce qu 'on exprime quelquefois brièvement en 

disant que l ' intégrale générale de l 'équation donnée dépend de 

deux fonctions arbitraires. 11 est d'ailleurs aisé de voir, comme au 

n° 15 , que le problème de Cauchy se ramène, dans ce cas, à 

l'intégration d'un système d'équations aux différentielles totales. 

17. Équations de la première classe. — Nous appellerons ainsi 

toutes celles dont l ' intégrale générale est de la forme 

| * = ¥ , [ > , o(7, ?c/*)(a), p, d,(p), ...,^($),Fh F.,, . . . , F,,], 

(•2) }y = \,[«, y^ . ) , ...,?<*>(«), P, +(?) , . - . , ^ ( , 3 ) , F l f . . . , F , ] , 

( * = Va[>, y(a), . . . ,? '*>(*) , P, iKP), . . . , *">(?), F „ . . . , ^ 1 , 

les fonctions V | , V 2 , V 3 étant déterminées , © et ^ étant deux fonc

tions arbitraires de a et de [3 respectivement, et les fonctions ¥j 

élan-t des solutions déterminées d 'un système complètement in t é 

grable aux différentielles totales : 

(3) dVj= 4>y(7, ?, . . . - ^ , P, ^» . . . , ^ , F l f F 2 , . . . . . F O ^ « 

+ V y (a , y, . . . , y f / ' > , p , * . . . . , ^ ( / ) , F l f . . . . F ^ r f p 

(y = i, >, . . . , A-). 

Toute équation de la première classe est intégrable par la mé

thode de Darboux (*). E n effet, les formules 

dz = ^,,o dx •+- / ^ dy, dpt^ = pi+^t dx -+- />./,*+1 dy 

permet tent , en supposant ' '^ ^ o, de calculer tons les n o m b r e s / ? ^ 

( ' ) Voir GOUBSÀT, Leçons, t. II, Chap. V1M. 
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en fonction de a et de (3 et il y a, par hypothèse, entre x, y, z, />, q, 
/', s, t une relation qu'on peut toujours supposer de la forme 

E==r-{- f(x,y, z, p, q, s, t) = o. 

S'il y avait, entre les dérivées partielles de z, une autre relation E', 
indépendante de © et <j/, qui ne soit pas une conséquence algébrique 
de E, les formules (2) représenteraient les intégrales communes à E 
et E' et non l'intégrale générale de E, ce qui est contraire à l'hypo
thèse : il est donc en particulier impossible qu'il existe une telle 
relation entre les nombres y?, A OÙ / vaut o ou 1, car une telle relation 
ne peut être une conséquence algébrique de E. 

Remarquons qu'on peut calculer ces dérivées par les formules 

dpo,? = Pi,2 dx -+• y?0i3 dy, . . . , dp0}/= pxj dx -f- /?0,/+i dy. 

Soient 

/,0,,= P0i,[a, y(«), y » , . . . P,<KP), A'(P), . . . , F,, . . . , F*] 

les expressions ainsi obtenues. Si P0 / ne contient jamais que les 
dérivées d'ordre au plus égal à h de la fonction ©(oc), les formules (3) 
représentent des surfaces qui dépendent, non d'une fonction arbi
traire, mais de h + 1 constantes arbitraires, ce qui est contraire à 
nos hypothèses. Il faut donc qu'à partir d'un certain ordre /, P0>; 
contienne © (A+1 '(a). Les équations 

dP0i dx dy 
Hf~Pl^~dJ^Po'Md^ 

montrent alors que plyt et/>0j*+i contiennent ©(A+2>; par suite, /? l l + m_2 

et/Jo.H-m-i contiennent linéairement ©(/+m>. 
Dans la suite de relations, 

( Po,i== Po,M /^1,1-1 == *!,»—Il • • ' , /^0 , /+ /^-1= Po,/+/K— 1» 
(*) ) _ O 

( /* 1,1+//1—2— * 1 ,i-+-m—2, 

donnons à la fonction A une forme déterminée et considérons [3, les 
fonctions Fy, a, © (a) et ses dérivrées comme autant d'inconnues 
distinctes : il y en a k -+- h + m -+- 3. Les 2 (m — 1) équations (4) étant 
toutes distinctes, si l'on prend 2(m — i )> / r -+-A + m + 3 , c'est-
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à-dire m 1> k -f- h -+- 5 l'élimination des inconnues fournira au moins 
une relation 

H(/?o,/, /?i,/+i, . . . ) = o. 

Supposons que II soit effectivement d'ordre /1 = / + (/.— i. Toutes 
les surfaces intégrales de E qui correspondent à la fonction f}(j3) que 
nous avons choisie et à des fonctions ©(oc) quelconques sont des 
intégrales communes à E = o e t à H = o. Considérons une intégrale 
commune qui corresponde à une fonction déterminée © (a) ; elle 
restera une intégrale commune, d'après la façon même dont H a été 
obtenue, si l'on y remplace ©(a) par une fonction ¢(¾) assujettie 
seulement à avoir ses dérivées jusqu'à l'ordre A-+-U, identiques à 
celles de ©(a), les autres restant arbitraires. La valeur de//0>/i+i pour 
cette intégrale commune dépend de ĵaf^4" ,̂ qui est arbitraire et par 
suite, on peut assigner à /y„Ti telle valeur que l'on voudra : les 
deux équations E = o et H = o sont donc en involution (n° 9). 

Supprimons dans les relations (4), la ligne où figurent les deux déri
vées d'ordre n et ajoutons les deux équations 

P0,i-+-M= » 0 , / + //;, / ? l i | _ t - / | | _ 1 = P l , i + / / i _ l . 

Le même raisonnement nous permettra déformer une autre équation, 
d'ordre ri^én, en involution avec E] et l'on pourra obtenir ainsi 
autant d'involutions qu'on voudra. On en conclut l'existence de 
deux invariants; nous montrerons en effet, dans un prochain para
graphe, qu'elle découle de l'existence de trois involutions distinctes 
d'ordre supérieur à 3. 

Il est facile de spécifier le système de caractéristiques auquel 
appartiennent ces invariants. On peut, en effet, supposer n > 3; H ne 
contient alors les dérivées d'ordre n que par l'intermédiaire de 
p\in-\-\-

 fn\Po,m P a r exemple. Si l'on élimine ©^+^} entre les deux 
relations 

Po,n= F 0 i / i e t /?1>w_i = P l > w _ 1 ? 

le résultat de l'élimination est évidemment 

rfPo.w i _ dx dy 

—Sf--P*>" ^ + ^ - d p 

et il ne doit plus être fonction que de pifn-i + mrpon. On a donc 

dy dx 
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En permutant le rôle de a et de [3, on démontrerait de même que 

dy _ dx 
doc ~ 1 da 

Les caractéristiques du système I comprennent toutes l'équation 

dy = mx dx. 

Elle s'écrit, en tenant compte des relations précédentes et supposant 
m2—mi-^éo, dfi = o. Les courbes (3 = [30 sont des caractéristiques 
des surfaces intégrales et les invariants dont nous avons démontré 
l'existence appartiennent au système [3 = const. De même, les 
courbes a = const. sont des caractéristiques; il y a aussi deux inva
riants pour le système a = const. et notre théorème est démontré. 

En particulier, les équations qui admettent une intégrale générale 
explicite s'intégreront par la méthode de Darboux, dont l'importance 
est ainsi mise en évidence. 

18. Recherche des invariants et des involutions. — Nous sommes 
donc amenés à chercher à quelles conditions une équation admet 
un invariant. D'autre part, s'il existe trois fonctions d'ordre n, n , n" 
vérifiant des identités de la forme [n° 9, (3)] 

^ = ?„(A^+B), i g ' = ? , (A /+B) , , !g:=tprt,(A/'+B), 

où n est supérieur à n et n", et p' différent de p", on en déduit que 
l'expression yp

n~
p'®%~~p Qv

nV
v" est un invariant. Si l'on connaît trois invo

lutions, on pourra former un invariant ; si l'on en connaît quatre, 
on aura deux invariants (*). La connaissance d'une involution est 
donc un premier pas dans la voie des recherches des invariants. 

Il est d'ailleurs facile de préciser l'ordre de difficulté des deux pro
blèmes. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une 
involution n'est pas, comme on pourrait le croire, qu'il existe un 
nombre ©, vérifiant la relation 

(5) g^A/i + B), 

(1) Voir GAU, Thèse, p. i\. 
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il faut, en outre, s'assurer que la fonction © peut s'annuler. La condi
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe une involution est que le 
système ï du n° 10 admette une solution: il est, en effet, exacte
ment équivalent à la relation ( 5) où Ton aurait fait 

f = / > i , r t - 1 + />?»/?0,rc+ « 

et la fonction © ainsi explicitée peut évidemment s'annuler. 
Ecrivons S sons la forme 

du du „ 

m. — c.w-lj àpo,n~i ' àpUn 

\dx 
/du\ /du\ Ou (dn-*f\ _ . 

Nous aurons des conditions d'existence qui se présenteront en 
général sous la forme a-\- bu = o. Si l'un des coefficients b n'est pas 
nul, il faudra écrire que la fonction — -r vérifie le système; s'il en est 

ainsi, S admettra la solution 7 • 

Supposons qu'il admette deux solutions us et u2> Le système 

dv dv __ / dv \ / dv \ 0v J d!l a / \ _ 
àpo,„-i "l9dpltn--> ~~ ° ' \dx I + IHx \dy) ùpx,n-x\ dy'1-* / f 

admet les deux solutions L (u — U\) et L(M2 — w,), u étant une solu
tion de S. Le système 

<)Po,n 1 àpi,n-* 

/dw\ (dw\ dw /d«-*f\ 

admet la solution L ( -U ce qui revient à dire que cette expres

sion est un invariant d'ordre inférieur à n. S'il en existe un, w, on a 

U = U\(l — H ' ) -+- UiW\ 

s'il n'y a pas d'invariant d'ordre inférieur à n, toute solution du 
système S est de la forme 

u = Ui(i — c) + ca.> (c = corvst.) 

et 1 expression — est un invariant d ordre n. 
r iu - ut 

Si tous les coefficients b sont nuls, tous les coefficients a doivent 
être nuls; le système S doit alors être équivalent à un système 
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complet 
Xi(u) = a/w-4- p, (i = 1, 2, . . . , A), 

tel que toute équation 

X / [ X y ( a ) - « y W - P y l - X y [ X / ( l O - a | M - P / ] = 0 

soit une combinaison linéaire des équations du système. On doit 
-donc avoir 

X/(Xy) — X ; ( X / ) ~ a y X î - + a , - X y = X1X1 + . . . - i -X f t X A , 

X/(ay ) — Xy ( a/) = a, X, -+-. . .-+- aAXA, 

X / ( ? y ) - X y ( p / ) = p l X , - h . . . + pAXA, 

•conditions qui expriment que les systèmes X((u) = uat-et X/(a) = (3/ 
admettent respectivement les solutions M, et w2; le système donné* 
-admet alors la solution //1 + Cw2. quelle que soit la constante C 

et 1 expression — ^-^ est un invariant. 
1 u > 

19. Réciproquement, si H est un invariant d'ordre n > 3, on 
peut tirer de H = C une équation de la forme 

/> l , / i - l+"W>0,n+ W (^, } ' , 3, . . . , C)= O, 

en involution avec la proposée, quel que soit C. Tous les nombres a ' 
sont solutions de S; si l'on désigne deux d'entre eux par U\ et u3, 
u = Ui-{-vv(u2 — U\), w étant une constante ou un invariant d'ordre 

intérieur a nvl de même système qui; 11. L expression7 ^ 
J *• r U> — U\ 

reste donc constante quand on se déplace sur une caractéristique de 

ce système, ce qui revient à dire qu'on peut remplacer H par l'inva

r iant Pl'"~* "*" m*P*>" "*" Ul 

u* — Ui 

Tout invariant (f ordre /i > 3 peut donc être mis sous une forme 
linéaire par rapport aux dérivées d1 ordre n. Si n = 3, le système S 
prend la forme 

Ou Ou . 
m> = au^- b, 

0p0,o dpifi 

ol il peut exister deux solutions isolées; s'il y en a 3, le calcul de 
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Riccati montre qu' i l y en a une infinité dépendant d 'une constante 

arbitraire A , + m2/>01H ! —- ; l 'expression 1 ; ' '—*-{ -

est un invariant du 3e ordre et l 'on démontre comme plus haut que , 

réciproquement , tout invariant d 'ordre 3 peut se mettre sous cette 

forme ( 1 ) . 

Le problème de la recherche des involutions et des invariants 

conduit donc, dans tous les cas, à discuter le même système; les 

solutions isolées correspondent aux involutions; les familles de 

solutions dépendant d 'une constante arbitraire, aux invariants. 

20. Équations intégrables par la méthode de Darboux. — Ce sont 

celles qui admettent deux invariants distincts pour un des systèmes 

au moins. On peut montrer q u 7 / suffit, pour qu'il en soit ainsi, de 

connaître trois involutions d'ordre dij/érent et supérieur à 3 . 

En effet, on connaît alors un invariant qu 'on peut toujours écrire 

H == P ( / ? I , # ! - I + /M>/>0,« +• u) = Vf, 
on a alors 

—̂ = o, - ^ - = A n -+- B, -^ 1- An + B = o. 
02? ox ox 

D'ailleurs, 

dU I dm 9 du dLv\ 

r H 
et la condition ^- = o donne 

ox 

dm d*\\ _ dU dmx _ d\i 

qui s'écrit 

On a donc 

dx dy dy1 dy dy dy 

o d\\ . dW o r . 
—̂ — = A -r— ou —-Lvb = \. 
ox dy dy §x 

et comme <{/ peut s 'annuler, A = o est une involution d 'ordre /i -f- i . 

On connaît donc quatre involutions, et par suite, deux invariants. 

Ains i , sauf quelques cas part iculiers, rechercher les équations 

intégrables par la méthode de Darboux, revient à déterminer les 

(1) GAU, Thèse, p. i8-'>a. 
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fonctions / p o u r lesquelles les systèmes tels que S admettent une 

solution. Nous allons voir comment , dans le cas le plus simple, on 

peut transformer et résoudre ce problème. 

CHAPITRE IV. 

LES ÉQUATIONS S =f(x, y, Z, p, q) 1NTÉGR\BLES PAR LA MÉTHODE DE DARBOUX. 

21 . Notations. — Nous poserons 

d'z __ à1* z 
W = Pi> ~dxT< - qk' 

L'équation s = f permet de calculer toutes les dérivées de z au 

moyen des nombres /? / et qk) on peut donc écrire toute involution 

sous la forme 

? ( ^ 7 , *, pu p2, . . . , pn, q\, q-, . - . , qn)-=o. 

Les condit ions d' involution s 'obt iennent ici en écrivant que 

/df\ ào df dn~lf 
{ —~ I -4- —~ pm-i ] -
\dxj^ dpa

 tU^ dqn dx" * 
/© \ do dn~ i f do 
dy/ àpn dxni dqn 

qn+\ = O 

ne déterminent pas l 'un des deux nombres pn+\ ou qn+i. il faut donc 

et suffit que © soit solut ion d 'un des systèmes 

do / df \ df d'1-1 f 
( A ) -.—- = 0 , I - r - I + -r-'- , „ = O, 

; dqn ' \dy) dPn dx"~i 
df /df\ do d»-lf (B) ôk=0' (^) + ^ ^ = r = 0-

La première équation de (A), par exemple, montre que © ne dépend 

pas de qn\ comme les expressions -, n_-{ ne peuvent dépendre que 

de x, y, z, q\,p\, . . . , pn, dans la seconde équation, le coefficient 

de qn, ^ • ? dans (-j^-)i doit être nu l ; on voit, de proche en proche , 
dqn-\ \dy7 

que 9 ne peut dépendre des variables qc, il doit donc exister une 
fonction ©(#, y, z, pt, ..., pn) vérifiant la relation 

dv dv . do df do dn l f do 
v ! dy ^ dz J dpi dx dp2 d/n~l dpn 
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Si cette relation a lieu identiquement, © est un invariant d'ordre n. 
En particulier x = c est toujours un invariant. Si la relation n'a lieu 
qu'en tenant compte de l'équation © = o, résolvons celle-ci par rap
port à j)n. L'équation 

Pn+W-XiS* ZiPl> . . . , / ? / / - ! ) = 0 

est en involution avec la proposée si 

çty dty d^_ dty d»-*f dn~i f ^ 
dy"*~q dz+J dp^"'^ àpn-i dx»1* + dx/^J " ~ ° ' 

quand on y remplace pn par — t|/, c'est-à-dire si 

d±^aà±^ f El + *LÈL + . *j* d"'* f , (dn lf\-A.àf_ 
Oy J dz J dpx dx ôp<> " ' ' ôpn-X dx»-* \ d<J9'1^ } ^ âp% , 

Si l'on adjoint à cette relation la condition -y = o, on a encore 

un système analogue à S. Les involutions correspondent aux solu
tions isolées; les invariant?, aux solutions dépendant linéairement 
d'une constante arbitraire; on démontre, comme au n° 19, que tous 
les invariants d'ordre n >> i sont de la forme a(pn + »}), a et q étant 
au plus d'ordre n — i. Le calcul direct donne les mêmes conclusions 
pour n = i. 

On peut encore écrire la relation précédente sous la forme remar
quable 

22. Conditions nécessaires pour qu'il existe un invariant d'ordre 
n ^> 2. — On connaît un invariant x ou y pour chacun des sys
tèmes X ou Y de caractéristiques. Il suffit d'en connaître un autre pour 
que la méthode de Darboux soit applicable. Le premier pas a été fait 
par M. Goursat (1) qui a classé et intégré toutes les équations admet
tant pour chaque système un invariant autre que x ou y et d'ordre 
au plus égal à 2. J'ai démontré, dans le premier Chapitre de ma Thèse, 
qu'on est ramené aux mêmes formes si l'on suppose qu'il existe un 
invariant d'ordre 2 pour un seul des systèmes de caractéristiques. 

(1) GOURSAT, Annales de la Faculté de Toulouse. 2e série, t. I, 1899, p. 31-78 

et 4%-4§4-
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Qn se bornera donc, dorénavant, à la recherche des invariants 

d 'ordre n*> 2. 

Il n 'y a que des difficultés de calcul pour décider si une équation 

donnée a un invariant d 'un ordre déterminé n. Mais une fois qu 'on 

aura reconnu que l 'équation (1) n'a pas de solution pour cette valeur 

de n, on n 'aura aucune indication sur ce qui peut se passer pour une 

valeur supér ieure . La méthode de Darboux semble donc conduire à 

des opérations illimitées. Mais, des conditions nécessaires et suffi

santes pour qu' i l existe un invariant ou une involution, on peut 

déduire des conditions seulement nécessaires, qui ont l 'avantage 

d'être très simples. On profite de leur simplicité pour restreindre la 

généralité de la fonction f(x, y, z,p,q), et l 'on essaye, par des 

transformations appropriée^, de ramener l 'équation à une forme 

canonique avantageuse. On peut alors revenir aux conditions néces

saires et suffisantes, et l 'on se trouve, en général, devant des calculs 

plus abordables. 

C'est M. Gau qui a trouvé la première condition nécessaire, simple 

et générale, pour qu'il existe une involution d 'ordre n ^> 2. Voici 

une façon rapide de la démontrer . On a (1) 

d» f df 

-ni ~ /'"+' 6P -*~p,tU"+Pn~x M S ~ f + • • •' 
+ />AM*-h Kn(x,j , 3, q, pu . . . , Pk-ih 

les coefficients M étant indépendants de p n + i , /?,?, . . . , />/f1 l 'ordre 

maximum des dérivées contenues dans M'j étant n — A -f- 2 et /r étant 

égal à / « ' + 2, en posant n = inf ou a « ' + 1. On a d'ailleurs 

d <>f àf df df 
M" = n — — l — — H — - — — • 

" dx dp dz dp Oq 

Ces formules permettent de démontrer le lemme suivant, que nous 

invoquerons souvent. 

LEMME. — S1 il n existe aucune involution d9ordre inférieur ou 

au plus égal à m, tout nombre u tel que 

, % Ou du . du du //'"-t f . df . . . 
( a ) _— \-a \- f h . . .H 3 T + leu -f- = o (k = const. ) 

ày J dz ' dp dpm dxm * dp v 7 

est nul ou d'ordre 1, 

(l ) G A U , Thèse, p . 3£ et 39. 
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Supposons u y£ o. En changeant u en uk, on peut prendre À* = u 

O n a alors, en posant v = Lw, 

( 3 ) ^ + ^ + / ^ + - - - + ^ ^ + ^ = 0 ' 

si / est l 'ordre effectif de v. Si / > i , en dérivant par rapport à pi e t 
T àv 

posant w = L. y - , on a 

\ 
, , , dw do j.dw dw d1-1 f df 
(4) ^ 7 ^ - + / - 7 - + . . . + - 7-7-=7- + f- = o. 

dy ^ dz ^ dp dp/ dxl~l dp 
E n re t ranchant ( 3 ) de ( 4 ) , on voit que tv— e est un invariant 

d 'ordre l<m; comme il n 'en peut exister d 'autre que x, on a succes

sivement 

L i l - v = L X(*) , « = c = 1 /
 X ( - r ) (X ^ o). 

dp/ p/+W*>r, z, ••-, Pt-i 

En por tant cette valeur de u dans 2, on obtient 

àb dû àb &-* f di 1 f df, 

Il existerait une involution d 'ordre / ^ m, ce qui est contraire à l 'hypo

thèse. Donc, l=i. c. Q. F . n. 

Supposons alors que l ' équa t ionp n -f- © = o soi t l ' involut ion d 'ordre 

min imum. O n a 

/ c , dy dz „dv dy d"-* f d"-* f . df 

Si l 'on désigne par des accents les dérivées par rappor t à />„_|, on 

en déduit 

àf àv -do' d? d'*-* f • 

si /?? est Tordre effectif de , ^ > M " - ! étant d 'ordre £ 2 . S u p -

posons I?Ï > 2 et posons z/ = - p - ^ o. En dérivant (6) par rappor t 

k pm, on voit que u vérifie (2 ) . Comme il n 'est pas nul , il est du 

premier ordre . Il existe donc un nombre \(x, y, z, p) ^ o tel que 
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l'on ait 
r OX OX , d X . Of 

^ - ^ + ̂  + / 5 + ^ 5 ^ -
S'il n'existe aucun nombre ).7^0 vérifiant cette relation, on a m < 2 . 
Il existe donc un nombre [*(#, y , 3, p\, p*) vérifiant la relation (6) , 
et l'on a 

, x d\L dy. £dp dix df , N d df df df df 
(7) T - - + - ^ T - + / ; r ~ + x 1 ^r- + (* — 0 : J - X" + T~ + x~ x- = °-d / * ds ^ c//?t 0p2 dx ' dx dp dz dp dq 

En désignant par des accents les dérivées par rapport à/?2, on voit 
que [À" vérifierait (2), où k = 2; y/[ji" vérifierait I\(X) = o; on a 
donc |A" = O. En faisant dans la condition (7) 

^ = /-(/i — 1) K(X, y, z, p) + p(a7, J , *, /?), 

on retrouve les conditions nécessaires de M. Gau : 

« , . dx do. j . 0% df 0lf 

0,(.)- ^ + ̂  + / ç +«4+^5=0, 
_ . . . rfB <?p ,<*? . (df df ,àf\ 

Si Ton permute les rôles des variables x et y , on voit de même 
qu'il n'y a d'involution du système Y que si / vérifie un des groupes 
de conditions 

(i) r;(V) = o, 
(II) 0 1 ( 0 = 0, c;<p'; = o. 

23. J'ai montré, dans ma Thèse, qu'on peut toujours adjoindre 
une seconde condition nécessaire simple à la condition T*. Voici 
un moyen d'arriver plus vite au même résultat. 

Si © vérifie (5), -T-^-J si m ^> 2, est une fonction "k(x,y, z, p) ^ o. 
dp m 

On a donc 

En portant cette valeur dans (6), on a, en tenant compte de T,, 

(8) 2fc+*5+---+ç^r ^ ^ + ^ ^ ^ 7 *-' 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 1 2 . 3 
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Posons J/ = -r •• ; il vient, si m — i > 2, 4 opm -1 

( 9 ) rfy + q dz + " * - + «jj^I, «te—* + * dp + X M '»- ' - °» 

et le lemme nous assure que <]/' = Xj (#)X 2 , et par suite, 

<l»'=XiXs p,„-i+>.<}/, (a?, ^, z, ...,pm 2). 

En portant cette valeur dans (9 ) . on obtient 

Mais, d'une façon générale, de la relation 

0y^q Oz + - - - + ^ , ^ t rf**^-» + A * Â v x rf a . « -x - i i / -* - M ««-*- 0 i 

on tirera, en désignant par des accents les dérivées par rapport 

<]4=Xx+iXs, ^ = X/c+lX
2/?//*-*-i + X/tX<J//,+,(^, ...,/?„!-*_!), 

en supposant m — /r — i 7> 2. Si X* n'est pas nul, on en déduit que 

<%+! ] <%+! ] +^^rf^_V 
<ty- ^ dz ' ' ' Op/n-L-z dxm-k 3 

/ dni-h 2 /*\ 

+ 3 ^ ( ^ = ^ ) + 1 ^ = 1 = 0. 

Si X* est nul, <!/,{ doit être nul en vertu du lemme; on a alors 
d/fc=XXA + . i />/n-A.-i + <j/A+i(.r, ^ . .-iPm-k-l), 

d'où l'on déduit 

<%-+i <ty*+i <%+i d>»-i-*f 
Oy ^ dz "•• dpm-k-* dxm A"-3 

/rfm-k-2 f \ 

+ Xi+IX ( ¾ ^ ) +M-rî_o. 

On a toujours une relation de même forme que celle d'où l'on est 
parti, mais où l'ordre de la fonction <]/ a diminué d'une unité. On ne 
sera arrêté dans le calcul que lorsque m — /c — 1 = 2. Il existe donc 
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une fonction g(x, y, z, p, r) telle que 

<••> £-"»2+/g*££*»(3É)--»*" «w 
Nous.poserons : 

Ox Oz •* Oq^ dx Op Op Oz Op Oq ~^~ Op* 

1 )̂-'V + C | r + ' L àti àU ,àH 
| C»=cte +PTz+fàï' 

L'équat ion (10) s'écrit alors 

<»y g-*È+/f+È(^H) 
+ X X ( ' ' 2 ^ - H C I ' ' + C ° ) 

^l\àp + ' àp*) {l I}\dz ^dpàqj- °' 

et l 'on en t i re , en désignant par des accents les dérivées par rapport 

(II)' y + / / + / ^ + ^ - ' # 
v ' Oy * Oz J Op Or dx 

+4+ x xK-c 'H à
2f 

d ^ = ° ' 

(r?) t£ àj^ à£ dg>àf +^,àf àf_ 
( , a ) Oy + * Oz + / dp + dz dx ^ l g dp + ? Â X < ^ - 0 ' 

r i î ) ^ + . * ? : + / ^ + ^ : ^ + 3 ^ ^ - o 
( I i ) ^ + * ds + ' d/> + dz dx^*g dp'0' 

i° X ^ o. Le lemme donne 

^"=2X,X3 , ^ = 2 [ X 1 X 3 r + X * 6 ( ^ r , z, />)]. 

La relation (12) donne alors^ 

Mais on a 

de de -de „ - „ x d ' / 
1—i- ? r + / x + x i X H + -r- -+7 = 0 . dy ^ dz J dp X d/?2 

/d/? X | + ?ds I d/7 X ( + - 7 d/? 1 d/? X j X d/>* ~ 0 ' 
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Il existe alors, si Xi n'est pas nul, un nombre p,(#, y , z, />)telque 

Ou. 0\x -du. 

T- + ?x- + / T- + X H = o. 
dy ' dz dp 

Cette condition, jointe àTi(X) = o, montre que .-(X/*-h p-) est 
nul. Puisqu'il n'y a pas d'invariant du second ordre, X, est nul, et 
l'on a 

<M a d X ) 0 \ , 0 X) £ d \ _ d X / 

^r+^x |+^ i e +^x i+ /^ î e +^T Î^ ° -
Si l'on se borne aux équations non linéaires en q, on en conclut, 

en changeant X en XX, ce qui revient à prendre X = i, que 

^ - 2 X * ( X 2 + | I ) , 9 + ^ x = - X 2 

£•' = - - 2 X v ( X 2 + ^ - ^ j +XÔ!(a?, jr , s, />) 

En portant cette valeur de g dans (i i), on voit, tous calculs faits, 
qu'il existe un nombre T ( # , y , 3, p ) tel que l'on ait 

2° Supposons X = o. La relation (12) donne alors 

^=IK^, ^ / [ X ^ / ' + X Ô ^ j r , *, />)] , 

et la relation (11), 

de dô ,de 1 d * / 

Si Xi n'est pas nul, on en conclut comme précédemment qu'il y a 

un invariant du second ordre. Si X4 est nul, 9 = — J X 2 + — .-[> 

et l'on a successivement 

^ ^ - . / X r ^ X j + j - M + T ( * , y, z, p), 

( , 5 ) ^ + ^ + / ^ 
,-, ,,/xr <> ' \ ,<M / , ^/<*/ àf df\ 

-a*(^+Tpl) + lTiï-(l-l)\âz + *pôq) = °-

On retrouve la relation (i4) en prenant / = 2 . D'ailleurs, en 
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posant a = — L.X, on a 

££ = f!£ + Qàjk fàix 
dp dy ^ dz •* dp 

\dx dp) dy \dx)^'qdz \dx) J dp \dx)^~ dp \dx) 

dp dz dp dq 
En posant 

^ = 6 ( ^ ^ , / 0 + / ( ¾ ^ 

la condition (i5) devient 

P / A N ^ ' ^ 0 ^ 6 

r ' ( 6 > s 5 ; + * 5 + / ç 
w / Jàf àf , d / \ Of Of Of 

- ^ ( . ) ( ^ + / , ^ + / ^ ) + ^- + ^ ^ = 0. 

En permutant le rôle des variables x et y, on obtiendrait une con

dition analogue H,(8) = o. 

24. Conditions nécessaires pour qu'il existe un invariant d'ordre 
n >̂ >. — S'il existe un nombre ) ^ o tel que T, (X) = o, la recherche 

des invariants et celle des involutions constituent le même problème. 

On a, en effet, simultanément 

8 i / x àf o T , Of 
— L(/?„+cp)= f-, ~ L A = - f - , 
o# w T Op ox Op 

s'il existe une involution dans ce cas. On en conclut 

£cLX(Pn+<?) = o, 

ce qui montre que X ( / ? „ + ©) est un invariant. 

11 n 'en est plus de même si la condition r , n'est pas vérifiée. Sup

posons qu'il existe un invariant de la forme a(/>,j-f-©); on doit 

avoir 
OLa Oh a dm~l f Oh a Of 
Oy y Oz dx'"-i Opm Op 

en appelant m l'ordre effectif de a. On aura alors 

OLa , 
m > i , u = -r— T^ o. 

= o, 
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En dérivant par rapport à pm, on a donc 

OLu Ohu d»*-*/ Oh a Of __ 
Oy ^ dz '" dx"1-1 dpm Op ~~ 

Si nous supposons que l'invariant considéré est l'invariant d'ordre 
minimum, un calcul identique à celui du lemme montre alors 
que a = j-, • > 1 eauation />/w-f-(j = o étant en 
/ m pm+t>(v,y,3,-;Pm-i) n l 

involution avec la proposée. 
L'invariant donné est donc de la forme — — \ • 

Pm + 6 
Réciproquement, si l'on connaît deux involutions, les deux 

conditions 

è L ( '» + * ) = $' . iL ( / , '»+ 6 )^f (m<n) 

montrent que — \ est un invariant d'ordre n. Dans ce cas, il est 
. ^"i + 6 . . . . 

donc nécessaire et suffisant, pour qu'il y ait un invariant, qu'il existe 
deux involutions d'ordre différent. 11 faudra, par conséquent, ajouter 
aux conditions C,(a) = o, C2(P) = o, celle qu'on déduit de G-2(fi) 
en changeant n en m. 

25. Le problème général. — On peut le formuler ainsi : Trouver 
toutes les équations s =f(x, y, z, p, q) qui admettent une invo
lution d'ordre quelconque n. 

Si n = 2, il suffit de chercher pour quelles formes d e / l e système 

dq ' dy 1 dz ' J dp dx r dz J dq ^ dp 

admet une solution en (jt. 
Si / Î > 2 , il faudra d'abord voir pour quelles formes de / l e 

système 
r,(X) = o, r2(8) = o , 

ou le système 
Ci(a) = o, C2(P) = o 

admet une solution en X, 6 ou a, (3. Pour n = 2, on n'a pas d'autres 
conditions. Mais si n est > 3, la méthode qui nous a donné les condi
tions G est susceptible de nous en fournir d'autres. Elle suppose, en 
effet (n° 22), que 

dco 
' = u. == {n — i ) OLV -+- (j. àpn-
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On a donc 
? = f*/>„-i+<K*, y, z, Pu . . . , />„-,), 

et la relation (5) donne alors, après simplifications, 

les termes non écrits à la fin du second membre étant d'ordre infé
rieur à n — 2 et M"~j étant d'ordre £ 3. Supposons n — 2 > 3. En 

posant U/ = -r-1— » on a 

. # ^ ^ - + - ' - + ^ ^ ^ + ^ M ! - + M - = 0' 

/H étant l'ordre effectif de <!/. Si /n est supérieur à 3, en posant 

OY , 
d/?/W 

on a, en dérivant par rapport à pm, 

Ou Ou Ou d>»-if Of _ 
d ^ + ^ d l + ' - ' + d ^ dx>n~* - f - M ^ - ° ' 

et puisque la condition Tf n'est pas vérifiée par hypothèse, il y a, 
d'après le lemme, une involution d'ordre ^n. Si l'involution étudiée 
est celle d'ordre minimum, il faut que l'on ait m < 3 et il existe alors 
une fonction h(x, y, z, />,, />2, /^) telle que 

Oh Oh ~ dh df dh d* f dh .... 2 • . 
dy ^ dz J dpi dx dp.2 dx* dpz r- « z « 1 

Un calcul simple montre que, si l'on pose K = Z + X ' x - ' o n 

aboutit aux conditions 

„ , . du du „du 
C3(u)= \-q h / 7 -K ' dy * dz J dp 

^, . . dp dp .dp 

c ^ ) - ^ + ^ + / ^ 
SK „ /rfH\ /i / d K \ d / / „ dH\ 
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u et v étant des fonctions de x, y , z, p seulement. On retrouve 
directement des conditions analogues quand n = 3, 4 ou 5. 

Il faut alors chercher si les quatre conditions C peuvent être satis
faites et, s'il en est ainsi, la même méthode peut donner d'autres 
conditions. 

Ce problème n'a pas été abordé dans toute sa généralité. 
On peut encore se demander s'il existe des équations s=f qui 

admettent un seul invariant, pour un des systèmes de caractéristiques. 
S'il existe un nombre X yé o, tel que F4 ( X) = o, ce problème se con
fond avec celui que nous-venons d'analyser. Sinon, nous avons vu 
au n° 24 qu'il y a deux involutions. Supposons-les, par exemple, 
toutes deux d'ordre supérieur à 3. Les conditions C2, C3, 0¾ devront 
être vérifiées par des fonctions p', u!, v de x, y, z, p seulement, 
n y étant remplacé par un autre nombre entier n'. On voit facilement 
qu'il suffit, pour qu'il en soit ainsi, d'ajouter aiix quatre conditions C 
déjà écrites l'unique condition 

n r / > i àw dw dw AT 

Ce problème n'a reçu de solutions que dans des cas très parti
culiers. SophusLie^1) a démontré directement que l'équation s = / ( s ) 
ne peut avoir d'invariants que si f(z) est constant ou égal à Cte

cz; 
M. Goursat (2) a montré qu'une équation linéaire dont la suite de 
Laplace se termine après p-\-i transformations admet un invariant 
d'ordre p, et réciproquement : la méthode de Darboux et celle de 
Laplace réussissent en même temps. Moutard (3) a ramené aux équa
tions linéaires les équations 

s~~ d ^ A ^ ' ^ e Z ^ d ^ B ^ ' ^ ) e " " ^ + G ^ ' / ) = °-' 

Glairin (4) a ramené au type de Moutard les équations s = f{x,y, z) 
qui admettent un invariant. Mais on n'a pu résoudre de problèmes 
relatifs à des équations quelque peu générales qu'en supposant 
l'existence d'une involution pour chaque système de caractéristiques. 

(1) Voir GOURSAT, Leçons, t. II, p. 182-185. 
(2) GOURSAT, Leçons, t. II, p. 174-178. 
(3) Voir GOURSAT, Leçons, t. II, p. 228 et sq, 278-280. 
(*) CLAIRIN, Bulletin des Sciences mathématiques, t. XXIX, igo5, p. 177. 
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26. Les problèmes résolus. — Si nous désignons par des accents 
les conditions qui se déduisent de celles que nous avons établies en 
permutant le rôle des variables x et y , il peut exister une involution 
pour chaque système de caractéristiques dans trois cas différents sui
vant que sont vérifiées : 

i° Les conditions G et G'; 
2° Les conditions G et T' (ou T'et G) ; 
3° Les conditions T et T. 

M. Gau ( ' ) en a fait l'étude systématique en supposant l'équation 
bilinéaire 

s=X(x, y, z)pq-ha(x, y, z) /?+ 6(3:, y, z)q^c(x, y, z). 

Dans les deux premiers cas, Véquation proposée peut toujours 
être mise sous la forme de Moutard et se ramène, par suite, à une 
équation linéaire intégrable par la méthode de Laplace. Dans le 
troisième cas, il y a un invariant (n° 25) pour chaque système de 
caractéristiques. L'équation ne peut être que de la forme 

s=-a(x, y, z)pq. 

Si v- n'est pas nul, on peut encore la ramener à la forme de 

Moutard. Si j - est nul, on peut l'écrire 

* = Pqj^Lcgb(y, z) 

et elle admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre 

q = Y(y)b(y,z). 

M. Gau a démontré qu'elle ne peut admettre ^invariants du 
système X que s'ils sont de Vordre 2 o « 3 . 

Dans les deux cas, l'équation se ramène à un des types étudiés et 
intégrés par M. Goursat (n° 21). 

J'ai généralisé ces résultats dans ma Thèse. 
En supposant que C équation s = / ( # , y , z, p, q) n'est linéaire 

ni par rapport à p, ni par rapport à q,j'ai démontré qu'elle ne 

(1) GAU, Thèse et Annales de l'Université de Grenoble, t. XXV, p. 95-106. 
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peut admettre une involution pour chaque système de caracté
ristiques que si elle se ramène par une transformation simple à 
Vun des types de M. Goursat. 

Dans un récent article des Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse,] ai étendu ce résultat aux équalions s =z f(x,y, z,p, q) 
linéaires soit par rapport à p, soit par rapport à q, sous la réserve 
que ces équations n'admettent pas d'intégrale intermédiaire du pre
mier ordre. 

L'ensemble de ces résultats permet donc d'énoncer le théorème 
général suivant : 

THÉORÈME. — Toutes les équations s=f(x, y, z, p, q) qui 
admettent une involution pour chaque système de caractéristiques, 
sans admettre d'intégrale intermédiaire du premier ordre, se 
ramènent par des transformations simples aux équations de 
M. Goursat. 

On en déduit immédiatement le corollaire suivant : 

Toutes les équations s = / ( # , y, z, p, q) qui s'intègrent par la 
méthode de Darboux, sans admettre d'intégrale intermédiaire du 
premier ordre, se ramènent par des transformations simples, 
aux équations de M. Goursat. 

Il ne nous reste donc qu'à étudier les équations qui admettent une 
intégrale intermédiaire du premier ordre. 

CHAPITKE V. 

DES ÉQUATIOISS S — f(x,y, Z, p, q) 

QUI ADMETTENT UNE INTÉGRALE INTERMÉDIAIRE DU PREMIER ORDRE. 

27. Cette intégrale intermédiaire sera, par exemple, 

Il faut alors que ^- soit nul et l'équation pourra s'écrire 

s ^ + ^ d* + dx' = 0 o u s = ^ 6 ^ » ?' z> ^ + w ^ ' ?> *>*)-
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S'il y a une involution du système Z, on a ou bien les conditions T, 
ou bien les conditions G, et la discussion montre qu'on n'a à étudier 
que les deux types d'équations 

( I ) S ty + . 5 S ( a 7 , r ' ?> = 0 o u *=/(*>?> 9)* 

( I I ) ^d^+^dï^' *' ?) = 0 o u * = />e(.r»*> ?)• 

28. Étude des équations $ = / ( # , y , q). — Soit © une solution 
quelconque de l'équation 

dct> . d c o 

s+ /5 î = 0-
L'équation donnée peut s'écrire © (x, y, q) = Y(y) et il est clair 
qu'on peut prendre pour © une fonction quelconque de lui même et 
d e y sans que l'équation précédente cesse d'être une intégrale inter
médiaire. 

Posons 

¥i{u) = Tx +/§' " ' " ' Fn{u) = F S Fw"l(w) !; 

on a 

f-w>. •- g-M 
et la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une invo
lution d'ordre n, / ? / i+ <K#,y, *? • • -^/1-1) = ° s'écrit 

à± + qf + / ^ + . . . + F„_,(/;A+Fn_l(/) = o. 
dy * dz J dp u opn-x 

Désignons par des accents les dérivations par rapport à pn_{ ; 
on a 

^ + , £ + . . . + F M ( / ) ^ ~ o . 

Si n est Tordre minimum d'involution, cette condition exige que 

<i/=7i„_iX„_i(aO + <W(3r, ^ *> . - , / ^ - 2 ) . 
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On voit de même que 

+ = X/I_,/>„_i + . . . + X 1 /> i+X 0 s + ff(jr, y). 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait une invo
lution d'ordre n s'écrit alors 

(A) ïjL + qX0+ / X 1 + X2 F , ( / ) + . . . + X„-i F„_2(/) + F„_!(/) = o. 

C'est là une équation aux dérivées partielles que doit vérifier/, et 
nous pouvons supposer qu'elle n'en vérifie aucune autre de même 
forme et d'ordre inférieur, si l'invariant d'ordre minimum est 
d'ordre n. 

29. LEMME. — Si la fonction f(u, v) vérifie la relation 

F i ( / ) + A i ( t t ) F * - 1 ( / ) + .. + A 1 (B) /+^A 0 ( t t )=2««p)B , (u ) , 

© étant une solution quelconque de Véquation -f~~^~f ^ ~°'> 

/ vérifie aussi une relation de la forme 
i = h + \ 

FA_1r/) + C * _ 1 ( i O F ^ ( / ) + . . . + pC0(i«)= 2 */U>)D/(iO. 

Remarquons, en effet, que pour que l'on ait identiquement* 

[¥k(f) + kk(u) F,- t ( / ) + . . . + v A0] U(«) 
s F i [UF*. i+ Ek-i(u) F/t-tif) + . . . + v Eo(tt)] 

il faut et il suffit que l'on ait 

E*_, = A*U - U', E}._, + E*-,= A*-! U, 

E; + Eo=A1U, E'0=A<,U. 

L'identité sera donc assurée et les nombres E déterminés, si U est 
une solution quelconque non nulle de l'équation différentielle 

UAo—[UAi]' + . . . + (—i)'[UA/p + . . . + ( - i ) * [ U A * - U ' p = o , 

les indices indiquantes dérivations par rapport à u. 
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La relation donnée s'écrit alors, en posant 

ty = UFA_i + EL-±(u) Fk_2 + . . . + P E 0 , 
h 

FiW = u2B''(wK'(tp)' 
i 

et Ton obtient bien en intégrant une relation de la forme annoncée. 

THÉORÈME. — L'intégrale générale de Véquation 

Fn-^f) + K-i(u) F « - 2 ( / ) + . . . + A t d i ) / + v Ao(w) = B(w) 

s'obtient en éliminant © entre les deux équations 

V=Ui / | ( ç ) + . . . + Unln(<!l) + Un+U 

f = ll\ / i ( » ) + . . . + Uf
H /„(<p) + u ' / l + 1 , 

/es nombres li étant n fonctions linéairement indépendantes de ©, 
^/ /+i éfa/i/ /me solution particulière de C équation 

U««î+ A„_iU'»-t) + . . . + AiU'+ A0U = B(M) 

et M|, w2, . . . , «w formant un système fondamental d'intégrales 
de la même équation sans second membre. 

L'application réitérée du lemme donne précisément, pour / et v, 
les expressions annoncées, les fonctions // étant arbitraires. En por
tant ces valeurs dans l'équation proposée et écrivant que celle-ci est 
vérifiée quelles que soient les fonctions //, on obtient les dernières 
conditions. La démonstration suppose, comme le lemme, que la 
fonction / ne vérifie aucune équation de même forme et d'ordre 
inférieur. 

CONSÉQUENCES. — Toutes les équations s=f(x, y , q) qui 
admettent un invariant d'ordre supérieur à 2 s'obtiennent en 
éliminant © entre les deux relations 

n 
V ; / \d^(a 

^Z^'^-dx-
d$i(x) dÇn+i(x) 

1 

S - ' - ' " - " V'—*— ' dX 
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Un changement d'inconnue évident permet de prendre £n+,< = o, 
et l'intégrale générale de l'équation est 

30. Il est facile d'en déduire toutes les équations qui admettent 
une intégrale entièrement explicite. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et 
il suffit que le système de Pfaffà n équations et n -\- 2 variables 

ai=zdyi—li{y, t)dy = o (i = 1, 1, . . . , AI) 

soit un système spécial (1). En appliquant la méthode due à 
M. Cartan, on voit que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit 
que l'on ait 

x / = <P*(0/(.ri O (i = h 2, . . . , n). 

Nous allons montrer directement qu'on peut alors expliciter z. 
Explicitons d'abord les fonctions //. On a 

li= I <?ifdt, ..., h= j ytfdt, . . . . 

Si l'on pose 

on a 

li = ^ / ,= H; ^ - / + 1 ^ / dt (i = 2, . . . , n). 

En désignant par des accents les dérivées par rapport à t et en 
posant 

+ 1 ( ^ = 4 / . ( 7 , 0 . H? = (Hi)':(H;yf 

il vient 
/f-(Hîr)" ^ - ô n y ~ ^ / -^In î îTT 

//ŒH'("Hfy "+'"*+/+*<H 'a ) , r f ' ( t ' = 3 ' •••'*>• 

En continuant ainsi de proche en proche, on arrivera à chasser 

(1) Voir CARTAN, Bulletin de la Société mathématique, t. XLII, 1914, p. 12-^8. 
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tous les signes d'intégration des expressions de //, et en posant 

on aura finalement 

M7, 0 - ^ ( 7 , 0 , 

f d<\> d 2 ^ dn+*ty yr\ dkty 

/ - ^ , 1 ^ + ^ 2 ^ + . . . + 0 0 , , , + 0 5 ^ - 2 , "°>koydï*-' 

' d^ d2<}/ dnù ^ dkty 
li= ^ 5 ^ + ^ 3 ^ + - •• + "'•" djdï^ =2j^koydï^> 

a0i1 étant nul, et les nombres OLUK étant des fonctions de la variable t 
qui ne dépendent que des fonctions ©,-. La fonction ^ étant arbi
traire, puisque/l 'est , on a identiquement 

^ = / 9 1 
dt J?h 

c'est-à-dire 

lioy-dt^^^ " ' . ' - ) - ^ Z ^ d ^ d ^ ï ' 
1 1 

et les nombres nlk vérifient les relations de récurrence 

3 1 ^ + 0 ^ - - 1 = ?/a0,*. 

Si donc on pose 

k=zn k = n + 1 

L ^ ^ ^ ^ - x ^ F T ' F = 2d ^ " d T * ^ ' 

on a 
k = n-h\ £ = / n - l 

dhi v^ d*-iù , x ^ ^ *~ f + 17 

fc^l fr=l 

31. 11 est dès lors facile de calculer les intégrales 

h=fli(y< t)dy, 

où y est une fonction arbitraire Q(t). On a, en effet, 

I/=/ j^7 = L'-flïrdi = L/-y?/(OF(*. 7)*-
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Tout revient à calculer les fonctions 

Gi=fv(t)F(t,y)dt 

et c?est un calcul en tous points identique à celui qui donne les fonc
tions li. On obtiendra 

la fonction S(£) étant liée à la fonction arbitraire *z(t) par la relation 
implicite 

F(8 , t) = «o,i T ( 0 + • • • + a0 ,„_MT^(O. 

On en conclut que 
k = n 

k=l 

y étant défini en fonction de T ( £ ) par l'équation 

2*°' * dt*<-i 

Ainsi, y est exprimé au moyen d'une fonction arbitraire t(t) et 

v , x V t / N V ^ [ + ( 7 , 0 - ^ ( 0 1 

« = l k=\ 

Dans cette dernière formule, il faut, après les dérivations par rap
port à t, remplacer y par sa valeur; z et y sont alors exprimés au 
moyen décret t, par l'intermédiaire de deux fonctions arbitraires X ( # ) 
etT(J). 

3¾. Études des équations s=p§(y, z, q). — Nous poserons 
encore 

F0(iO = 6, F t(u) = pz + 6 ^ , • • •> Fn(u) = Ft j F ^ u ) j . 

Si u ne, contient que y , z, q, on a 

dFi(u) dF£ ftdF; _ . . 
- ^ ^ = / > - x r + / > e _ = / , F / + 1 ( w ) . 
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On en conclut sans peine que 

A - l 

0 

les nombres a), ne dépendent que des variables />,, p2, . . . , pu* 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un inva-r 

riant ©(#, 7 , *, />i , />>, . • . , />/,) s'écrit alors : 

/ = 0 * = 0 

où # , qui est un invariant de même système que 9, peut être supposé 

remplacé par une constante. On peut alors écrire la condition précé

dente sous la forme 

(T) C*-, Fn_ t + . . . + C/F/ + . . . + C 0 F 0 + qC + D = o, 

où 
r, do n d© n do • do 

d j ds dpu dpi+l '+• 

Les nombres 1\- ne dépendent que des variables y , 3, </; les 

nombres D, G, C t ne dépendent que des variables y , z, pi; il y a 

donc entre les nombres F; une relation de la forme 

(r ' ) FA(6) + AA-1FA. 1 ( 0 ) + . . . + AoFo(6j + A^ = B ( j , z) 

les nombres A étant des fonctions d e y et z seuls. S'il y a plusieurs 

relations de cette forme, nous raisonnerons sur celle où l ' indice k est 

le plus petit. Nous savons alors que la solution générale de l 'équa

tion (T'j s'obtient (n° 29) en éliminant i entre les deux relations 

q = 2 ^ ( ^ ^)z<(7> *) + Z A + I ( 7 , * ; , 
1 

k 

n s \7 7 dZ, dZA+j 
p Ad dz dz 

1 

MÉMORIAL DLS SC* M VT1I. — N° 1 2 . 
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les nombres li n'étant liés par aucune relation linéaire à coeffi
cients fonctions d e y et de z, les nombres Z* n'étant pas tous nuls. 

Si l'on fait le changement d'inconnue z = h{y, z), où 

àh „ ( J - ^ Z ^ C J , z), 

on voit qu'on ne diminue pas la généralité en prenant Z#+( — o. 
Les équations que nous cherchons doivent donc avoir la forme 

précédente, où l'on a supprimé Z*+ | . Pour ces équations, 

F,(4/) = o, FttO) = S / , ^ , - . . , F„ i(6) = S / ^ ' . 

La condition F donne alors 

D+2'<(c--,^+...+ C.g+,*,)«o 
1 = 1 

Si le premier membre de cette égalité nétait pas identiquement 
nul, en donnant au\ variables p des valeurs fixes, on en déduirait, 
entre les nombres /,-, une relation linéaire à coefficients fonctions 
de y et 3. 11 faut donc que l'on ait 

do 

-I- = o 
ày 

et 
( r ' ) G" l d ï r + - - ' + C ° "57 +CZ/ = o (t = i, 2, . . . , k). 

Il y a au moins une fonction Z/ qui n'est pas nulle. Considérons 
alors l'équation (E) 

(E) s = ^ | * 

On a, pour cette équation, 

6==?Z? Fi(6)==?f;.'. •"' ^ ( 8 ) = ! ? \ — i 

les indices indiquant des dérivations par rapport à z. La condition (r,-) 
exprime donc que l'équation (E) admet un invariant d'ordre n, 
©(^, pt, . . . , pn). Mais cette équation est de la forme 

dhb{y,z) 
S=™ dz > 
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complètement étudiée par M. Gau, dans sa Thèse ( p . 108-117). Elle 

ne peut admettre d'invariants que de l 'ordre 2 ou 3 . M. Goursat (1) 

ayant montré qu'il y a un invariant du second ordre lorsque /r = 1, 

nous n'avons plus qu'à étudier le cas où /: = 2, n = 3 . 

Posons alors 
F2(ô) = èF 1 (6) + ae + py + a. 

Un calcul simple montre que le système, que doit vérifier © et 

qu 'on déduit immédiatement de la condition (Y), n'a de solution 

que si 
L / v o de de 

6 = 0, a=-ic{y,z), P = - ^ > a==~"oy' 

Mais alors un changement d ' inconnue z — h(y, z) montre que, si 
l 'on pose 

dz~e> c~ dz*~~ i\Tz) ' 

on a identiquement 

e2xr2(6') = F2(6) + 2ce + ^ g + ~ , 

l 'équation proposée étant supposée sous la forme 

s'= p' 6 ' ( / , z', q'). 

On en conclut que toutes les équations que nous cherchons se 

déduisent par des transformations ponctuelles de celles qu 'on obtient 

en éliminant © entre les deux relations 

q = z*l{y, ?) + zm(y, o), ^ =2zl(y, ©) + >w(r, o). 

Il est facile d 'en obtenir l ' intégrale géné ra l e On peut, en effet, en 

changeant de fonction ©, écrire ces équations 

q = x*i(y, ?) + *? , ^ = 2 * J ( 7 , <?) + <?• 

On a l 'intégrale intermédiaire 

1 ) GOURSAT, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2e série 
1899, p. 31-78. 
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et la solution cherchée sera l'intégrale générale de l'équation de 
Riccati 

En changeant Y en J, on peut écrire la solution sous la forme 

= X(x)+fil(y,r)dy z 

L'intégrale explicite s'obtient alors facilement par les méthodes 
précédemment indiquées. 
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