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LA METHODE DE DARBOUX

ET LES EQUATIONS s= f(x, ¥, p,q)

Par M. R. GOSSE.

CHAPITRE 1.

LA TIEORIE DES CARACTERISTIQUES.

1. Le probléme de Cauchy. — Litant donnée I'équation
(1) Flz, y, 3, p,q, 1,8, 1) =0,

dont nous désignérons les dérivées partielles par rapport a r, s, t
par R, S, T, le probléme de Cauchy consiste & déterminer une sur=
face intégrale T, sachant qu'elle passe par une courbe donnée I', le
long de laquelle le plan tangent est connu en chaque point. Nous
dirons qu’un systéme de formules représente I'intégrale générale de
Péquation (1), s’il permet de résoudre le probléeme de Cauchy.

Tous les éléments de la multiplicité x, y, 3, p, ¢ donnée sont des
fonctions d’un paramétre variable % assujetties a la seule condition

dz = pdr+qdy.
Les deux relations

dp=rdzx+sdy, dq=sdzr-+tdy,

jointes a I'équation (1), détermineront r, s, ¢ cn fonction de X si

I'expression
A=Rdyr*—Sdzrdy + T dx?

n’est pas nulle, ce que nous supposerons d'abord.
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R. GOSSE.

Nous poserons
di-l'-lx'z
Dik= W ) Poo= 3.

Pour calculer les quatre nombres py ou i+ A =3, on aura les
relations

dpso= pa dz + puy dy, dpyy= pa dz + p2dy,
(2) :

dpor= pi2 dx + py; dy,

dF _ o dF o

dz — dy —

ady

} ) . I . ..
Sil'on convient de désigner par (%IT/) ce qui reste de la dérivée

partielle par rapport & y d’une fonction ® d’ordre n, quand on en &

supprimé les termes d'ordre n + 1, la derniére équation s’écrit

dF

dF
= Rpai+Spra+Tpys+ (Zl—)—/) =0

(3)

[«

; dF i .
Si nous remarquons que — = o est une conséquence de F = o
dxz
aF ) . . .
etz =0, on aura, pour déterminer toutes les dérivées py, ou

[ + k<3, le systéme

IF ,
, ZTy =0,  dpu=piurpde—+ pisndy  (i+kie)

F=o
C'est un systéme de .scpt équations a sept inconnues, qui seront
déterminées si les équations (2) et (3), linéaires par rapport aux
dérivées de troisiéme ordre, ont un ‘déterminant non nul. Celui-ci est

de dy o o
o dxr dy o
o o dr dy
o R S 7T

=Adz,

et comme on peut toujours supposer da 7 o, il n’est pas nul.
D’une fagon générale, supposons que le systéme
| Fo dF dn-1F
S =0, @ =0, -d'y‘,r_; =0,
) dpik= Piv1,k A% + pirrdy, T4+kin—1

ey

détermine en fonction de A toutes les dérivées jusqu'a P'ordre r
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inclusivement, si A n’est pas nul. Pour déterminer les dérivées

a . .. . dn—1F
d’erdre n + 1. il faudra lui adjoindve les relations —— = o,
dzt dyt
o0 { + A =n—1, qui se réduisent en Lenant compte de la premiére
. . dn—F .
ligne de S & —— = o, et lcs relations
d)m-l

dp, i = pis1,h A% 4+ Py dy, ol I+ k=n.

‘On aura ainsi. pour calculer les n + 2 dérivées d’ordre 7 41, R 2
£quations linéaires dont le déterminant

de. dy o o ... o o o

o dr dy o o e o
............ _ s
o 0 o o dz dy o Adz
[ o o0 o o dxr dy

o o o o R S T

-est encore différent de zéro. Si donc nous donnons & A une valeur 2,
telle que A(%y) ne soit pas nul, le développement en série de s
suivant les puissances de & — .r(ky), ) — (o) est formellement
déterminé et les méthodes du calcul des limites permettent de
démontrer sa convergence sous des conditions danalyticité des
données que nous supposerons toujours vérifices. Il existe donc,
sous ces hypothéses, une surfuce intégrale et une seule qui passe
par une courbe donnée T et soit tungente, le long de T’y & une
développable donnce.

2. Courbes caractéristiques. — La conclusion précédente est en
défaut si A est nul. On appelle équation caractéristique Véquation’

A=Rm>*—Sm+ T =o;
M. Goursat a complétement étudié (') le cas ou ses racines sont

confondues. Nous les supposerons distinctes et les désignerons
par m, et m,. Quand A est nul, on peut avoir

coit dy = m, dr, soit dy = m,dz.

(') Goursat, Legons sur lintégration des equations aux derivées partielles du
second ordre, t. 11, p. 164 et sq.
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Sur une surface intégrale donnée X, ou z, p, ¢, 7, s, ¢ sont des
fonctions connues de x et y, ce sont la les équations différentielles
de deux systémes de courbes C, et C, qu’on appelle courbes carac-
téristiques. Par chaque point de la surface, il en passe, en général,
une et une seule de chaque systéme.

3. Caractéristiques du premier ordre. — Supposons I'équation (1)
résolue par rapport a r. L’équation caractéristique de

r=f(x, ¥, 5 R QS t)=0

sera
m2— md‘—f -+ (‘)/:
etl’on a
d ad
m,+m.2=.d—'£, m.m.2=-dl;-

Considérons une multiplicit¢ M, de =, admettant une courbe G,

comme support. Entre ses éléments, on aura, quelle que soit Z, les:
relations

(4) r+ f=o,
s (5) dy = m, dz,

s’ (6) ds = pdz + q dy,
' (7) dp = dz(r + mys),
¢ (8) dg = (s +mt)dz.

L’équation (5) exprimant que A est nul, on nc peut pas tirer r, s, ¢
de (4), (7) et (8). Mais il se présente ici une circonstance cxcep-
tionnelle : On peut, en général, calculer r, s, ¢ au moyen de (5),(7)
et (8). Supposons d’abord qu’il n’en soit pas ainsi. 1l faut (*) que
(3) et (8) ne déterminent pas s et ¢, ¢’est-a-dire que

dmy am,

o T g = o

L’'équation donnée s’obtient alors en éliminant m, entre deux rela-
tions de la forme

r+mys—+4(z,y, % p, q, m)=o0, s+mit+4(x, ), 3, p,q, m)=o0

(') Gau, Annales de U'Université de Grenoble, t. XXX, 1918, p. 295-305.
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et le systéme S’ montre alors que la dérivée ¢, par exemple, est indé-
terminée pour les multiplicités M, qui vérifient les trois équations

dp d
ds = pdz+qdy, TII:""'{(‘Z”}”zaP)q,jg):O,
d d
d—z.-'-?(ﬁ,)’, 2 Py ‘I’jg) =o.
Ces multiplicités s’appellent des caractéristiques du premier ordre.
I n'en existe pas en général; et s’il en existe pour les deux systémes

de caractéristiques, un calcul facile montre que 1’équation proposée
a la forme de Monge-Ampére.

4. Caractéristiques du second ordre. — Supposons maintenant
que les équations (5), (7), (8) déterminent r, s, ¢. Si 'on veut
déterminer les dérivées du troisiéme ordre, le calcul du n® 1 montre

que les équations (2) et (3) qui les déterminent ne sont compa-
tibles, quand dy = m, dz, que si

dF ds dt

condition qui s'écrit, si F = r+ f,

(10) (%)dx+tls+mgdt=o.

\

Il est alors toujours possible de choisir les huit nombres z, y, 3, p,
q,r, s, t,de maniére qu’ils vérifienl les six équations (4), (5), (6), (7),
(8), (10): en prenant z comme variable, les autres dépendent encore
d’une fonction arbitraire. Toute multiplicité M, qui vérifie ces six
équations s'appelle une caractéristique du second ordre, elle a
pour support une courbe caractéristique, sur une surface intégrale.

Reprenons alors les calculs du n® 1. En tenant compte de la
relation A = o, les trois équations

dn—2F
o) =
dpin_s= prn-2dx -+ pinydy.  dpon-1= pin-1dz + pondy

R[’z,n—z—i- SPl,n—l -+ T[)O,n‘*‘ (

ne sont compatibles que si 'on a

dr °F dpy n-s Apon—1 _
(ll) <d},n-—2) +R dx +T d.}’ -
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Nous pouvons assujettir la dérivée po 3, qui est restée arbitraire, &
vérifier 'équation différentielle (11) ott n = 4; le systéme que vérifient
les dérivées du quatriéme ordrc est alors indétermiué; on peut
choisir py; de maniére qu'il vérifie I'éguation (11) 06 n = 5, etainsi de
suite : dans chaque ordre &, & partir du second, il y a une dérivée po
qui n’est déterminée que par une équation différentielle du pre-
mier ordre; elle dépend donc d'une constante arbitraire et nous
pouvons déterminer formellement un développement en série de z,
ou figurera, comme nous venons de le préciser, une infinité de
constantes arbitraires. On démontre que cette série est convergente
sous des condilions que nous supposerons vérifiées. Par suite, par
une caractéristique du second ordre, t(l passe une famille de
surfaces intégrales dépendant d’une infinité de constantes
arbitraires.

Ce calcul permet de compléter la théoric des caractéristiques du

premier ordre, En effet, choisissons ¢, que nous avons laissé arbi-
traire, de maniére que

(13) <(£>+ ds _of di _

dy dr " 9t dy =

¢ dépend encore d'une constante arbitraire et tous les nombres z, y,
3, P, q, 1y s, t quivérifient (4), (5), (6), (7). (8), (12) sont, quelle
que soit celte constante, les éléments d’une caractéristique du second
ordre. Il en résulte d’abord que toute caractéristique du premier
ordrefaitpartied’ une infinité de caractéristiques du secondordre,
dépendant d’une constante arbitraire et ensuite que, par une
caractéristique du premier ordre, (l passe une infinité de surfaces
intégrales, dépendant d’une infinité de constantes arbitraires.

5. Propriétés des earactéristiques du premier et du deuxiéme
ordre. — Soit Zy, )7, S0y Po, o un élément d'une caractéristique du
premier ordve M,. L’équation différentelle (12). quand on y a remplacé
r et s par leur valeur tirée du systéme S’ (n® 3), devient une équation
du premier ordre en ¢ qui admet une solution unique se réduisant -
a t, quand z =x,. Si donc, deux surfaces intégrales ayant en
commun tous les éléments de M; ont un conlact du second ordre au
point zy, y,, 3, la valeur de ¢ qui est, pour les deux surfaces, égalé
Aty quand z = z,, reste la méme pour ces deux surfaces tout le long
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de la caractéristique; il en est de méme des valeurs de r et de s et,
par suite, si deuz surfaces intégrales ont en commun tous les
éléments d’une caractéristique du premdier ordre et un contact du
second ordre en un de ces éléments, elles ont un contact du
second ordre tout le long de la caractéristique.

On peut démontrer un théoréme analogue pour les caractéristiques
du second ordre. Plus généralement, si deux surfaces ont un
contact J'ordre n en un des éléments d’une caractéristique com-
mune du second ordre, elles ont un contact d’ordre n tout le
long de cette caructéristique. En eftet, toutes les dérivées d’ordre n
s’expriment en fonction linéaire de p,, et celle-ci est déterminée par
I’équation

‘dn-1F dp n— v APo,n .
(((_y"“l) ~R dx +T oy -

C’est encore, tous les calculs faits, une équation différentielle du

premier ordre en pon, sur laquelle on raisonne comme sur I'équa-
tion (12).

6. Caractéristiques d’ordre n. — Considérons le systéme S du'n® 1
ou l'on fait F = r + f. L’équation

Pro+ f(Z. 3 3, Pro; Pots Prots Po2) =0

permet, par des différentiations successives, de calculer tous les
nombres p, 4 en fonction des nombres p; j o i—i—j§ 24+ k,i=o0o0ur.
Si pasest ainsi exprimé, p;, ne renfermera que des nombres p; j o
¢ vaut zéro ou 1; les nombres p, étant remplacés par leur valeur,
Psx ne contiendra plus que des nombres p; ; ou { vaut o ou 1. De
proche en proche, on voit ainsi que tous les nombres p;x, o
{+k=n—1, seront déterminés dés que l'on connaitra p,,_4
etpy a2 Le systéme S se réduit alors aux scules équ'ations

dz = pyodr + po.dy,
dpio= pidx + Prady. ey dpi,n—2= pan—2 dx + p1n-1 dy,
dpo,1= p1,1dx + po,s dy, DR dpy,n—1= P1,u—1 A% + Po,n dy,

dans lesquelles on a

df d Jaf - 3
P2+ (-—}7;> —+ :,épt,.i+x“!— -}:Po,iﬂf—— o (i=o0,1,...,n— .z),.
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En particulier, les dérivées d’ordre n sont données par les trois rela-
tions

dpy n— d dpo.n— d
P:i'; 2 = P2,n—2+ Pi,n—1 ‘T‘;’ '%—l' = Pt,n—1+ Po,n "Ti’
an=2 f\ 4 af
P2n—+ \ a1 ) -+ ()—{P"""_‘— oz Pon=0s

d’ou I'on tire :

dy\2 df dy Jf
P°"[<370>_E ch_'-??]

aAPin-o dpon-1 (Of _d._y‘ dl:u:)—
T e T dz (_— )+ dyn—?

os dx )

. dy y , ., . C
Si ~, = M, par exemple, py, n'est pas déterminé et il est arbitraire
s1

dpl,n—z dPo.n—1 dn--!f _
(13) dz T g < dyr > =o.

1l est alors naturel d’appeler caraciéristique d’ordre n — toute
multiplicité M,_, d'éléments d’ordre < n — 1, qui vérifie le systéme

d
dz = py,odx + po,dy, TZ =m,,
dpio= P2,0dx -+ p11 dy, cets dpy n_3= pin—sdr + Pine dy,

\dpopr= p1,1 Ax + popdy, ..., dpo,n—= Pi,n-1dx 4 pyn—r dy

et I'équation (13). Pour avoir une caractéristique d'ordre n, il suffira,
d’aprés cette définition, d’ajouter aux équations précédentes, les
trois relations

! dPl,n—l = Pa,n-2 dzr + P1yn—1 d_}’, d[’o,n-—l = P1,n—1 dzx + DPo,n d}’,

(14) dpy,»- dp,, dn=t f.
. | dz ™ (lxn + (dy"—f> =0

Mais les deux premiéres entrainent la relation (13); il suffit donc de
remplacer dans le systéme S, et I'équation (13), » par n + 1.

7. Propriétés des caractéristiques d’ordre n. — Ces multiplicités
sont définies par 2n + 1 équations contenant 27 -+ 3 variables; il en
existe une infinité, dépendant d’une fonction arbitraire et I'on voit
comme au n°® 4 qu’il y a une famille de surfaces intégrales, dépendant
d’une infinité de constantes arbitraires, qui passent par I'une d’elles.
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De plus, si 'on connait une caractéristique d’ordre n —1, on aura
toutes les caractéristiques d’ordre n & laquelle elle appartient en

résolvanten p; ,_, et py, les deux derniéres équations (14) par exemple.
On est ainsi amené a une équation différentielle du premier ordre,

APon
«

ot le coefficient de est my— my, pour déterminer po,. Par suite,

toute caractéristique d’ordre n — 1 appartient a une famille de
caractéristiques d’ordre n (lé'pendant d'une constante arbitraire.
Plus généralement, le méme raisonnement répété r fois montre que
toute caractéristique d'ordre n appartient a une famille de
caractéristiques d'ordre n—+ r, dépendant de r constantes arbi-
traires.

Enfin, la méme démonstration que celle du n° 5 nous permet
de conclure que si deux surfaces intégrales ont un contact
d’ordre n+ p en un élément d’'une caractéristique commune
d’ordre n elles ont un contact d’ordre n—+ p tout le long de
cette caractéristique.

8. Conclusion de I’étude des caractéristiques. — Les analogies
entre les équations du premier ordre et celles du second nous appa-
raissent dés lors si nombreuses qu'il semble naturel de tenter d’ap-
pliquer au probléme de I'intégration des équations du second ordre
la méthode qui a réussi a Cauchy dans le cas du premier. Nous
avons trouvé que chaque surface intégrale est un lieu de multiplicités
caractéristiques, dont les éléments vérifient un systéme diftérentiel
qu'on peut former sans connaiire 1'équation de la surface. Puisque
I'équation proposée fait partie de ce systéme, il est clair que toute
surface lieu de pareilles multiplicités est une surface intégrale; il
semble donc qu'il n'y a qu'd déterminer ces multiplicités et a les
assembler de manicre qu’elles engendrent des surfaces.

Mais nous avons remarqué que le systéme différentiel qu’il faut
résoudre contient, quel que soit n, deux variables de plus qu'il n’y a
d’équations. Pour U'intégrer, il faudra introduire une fonction arbi-
traire qui rendra impossible, sauf dans des cas particuliers, la
recherche effective de 'intégrale générale.

I est d’ailleurs facile de se rendre compte jusqu’ou on peut aller
dans cette voie. Aux équations des caractéristiques du second ordre,
adjoignons une autre équation quelconque du second ordre, qu’on
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peut toujeurs écrire
t+o(z, y,2,p,q,5)=0.

La solution qui, pour z = o, prend les valeurs y,, ¢, o, g0, "o,
So, to sera représentée par les formules

y="1"h z=q".7.; P=q43, q=q’3; "=‘~P5> z=q‘6’ t=q’77'

{; étant une fonction de z, ¥, Zg, Pos Go» "0y S0y to- En prenant z,
Por 9o, Tos Soy Lo fonctions de y,, un calcul identique a celui fait par
Cauchy pour le premier ordre, montre que les multiplicités a
deux paramétres ainsi obtenues sont situées sur des surfaces inté-
grales sous les conditions nécessaires et suffisantes

ro+ fo=o, ty+9o=0, By = qu, Po = %o, g = t,
dt '
<%)0= so -+ miey;

les accents désignent les dérivées par rapport a ¥, On en conclut
que rg, So, to, go sont des fonctions connues de z, et p,, ceux-ci
étant déterminés par un systéme de la forme

Po=21( ¥, 2, 2y, Poy Po)s 3, = Du( 0, B9, Zos Poy Po):

En général, le systéme considéré n’admettra donc comme solution
que des surfaces qui dépendent au plus de quatre paramétres arbi-
traires : les formules obtenues ne peuvent représenter I'mtégrale
générale.

Il semble donc qu’il faille renoncer a utiliser la théorie des
caractéristiques. Mais il est bien évident que le probléme que nous
venons d’étudier peut s’énoncer ainsi : quelles sont les solutions
communes aux deux équations '

r+f=o, Y(z, ¥, 5, p,q, 1,5, t)=o0.

En général, on n’obtiendra, d’aprés ce que nous venons de voir, que
des intégrales communes dépendant d'un nombre fini de paramétres
arbitraires. Mais une question se pose ainsid’elle-méme : n’est-il
pas possible d’adjoindre a Uéquation proposée une équation qui
admette en commun avec elle des intégrales dépendant d’une
infinité de constantes arbitraires? Le Chapitre suivant nous appren-
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dra & en décider et a préciser la fagon dont les solutions communes
dépendent des arbitraives.

CHAPITRE 11.

INVOLUTIONS. INVARIANTS.

9. Involutions. — Proposons-nous de chercher s1l existe une
équation I, d’ordre n, qui admette avec r + f= o une famille d’in-
tégrales communes dépendant d'une infinité de constantes arbitraires.
En remplacant, dans E, les nombres p; x par leur valeur en foncuon
de ceux ou { vaut o em 1, on peut Iécrire

)9
0Py n—1

E= o(x, y, 3, Pryos o oon Plin=1y Pots s Pon) # 0.
Cherchons le développement en série d’'une intégrale commune. Si
pour xr =y, 3= ¥,, on se donne des valeurs de 3, p1 g, ..., Pra_1y
Pots + -5 Pon— salisfaisant aux deux équations, on pourra d’abord
(n® 6) calculer tous les nombres p; ou i+ A< n. Pour calculer
les dérivées d'ordre 12— 1, on a les trois relations

/ do do ) oo do
g ds = (dz IPyon- o Pt po,n Pron=
de _ (de Jo do _
- dy — (dy> F i P T gpg g Lo =
dr=\(r+ f) af J dn—1
_?l_(?":l-f_ = Prnm s Pt l}};[’o,n+1+ (d_y" ‘{)

On dit que léquation E est en incolution avec la proposée si ces
trois équations se réduisent & deux. Un calcul déja fait (n° 6)
montre que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'on ait

f 92 2 Jf  dp oo of [ do >2
H=|-— - + 5 : =
apo,n ) 0s dp1,n-i d[)on (dpi,n—i o
/ d p! dn=t
o (G2 () ok ()
= Opon \dz ) " Ipras \dy) " Ipra1 Opon \dy

La ‘premiére relation montre qu'il y aura deux séries possibles

do do

d'équations en involution, suivant le ra rt—— ¢ sera égal
9 ’ 3 ppo dPo n' ')//i n—1 g

a m, ou my. Nous dirons que le systémel de caractéristiques admet

une involution d’ordre n, s'il existe une fonction @ (2, ¥, 3, Py gy -4t
) ' Y 3 Piey ’
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Pin—ts Poty + - Pan) vérifiant le systéme A :
9,02
(A) dPo,n d]—’1,n—1
<d_? de _ _9% (é;’.i} =0
W \dz) ™" m’(dy Oprn— \dy™1 ] —

On définit de méme les involutions du systéme II. .

=0,

10. Invariants. — Nous introduirons immédiatememt une distinc-
tion trés importante. Si le systéme A n’est vérifi¢ qu’en tenant
compte de I'équation =0, on dit qu'il existe une involution
d’ordre n. S'il existe une fonction « vérifiant identiquement le
systéeme A, il est évident, d’aprés la forme de ce systeme, qu'il est
vérifié par toutes les fonctions 9 — ¢, ¢ étant une constante quel-
conque. Toutes les équations o =—=c¢ sont en involution avec la
proposée, quel que soit ¢. On dit alors que le systéme | admet un
invariant d'ordre n. Celte dénomination est justifiée par 'impor-
lante propriété suivante : lorsqu'on se déplace sur une caracté-
ristique d’ordre n d’un systéme qui almet un incariant ¢ de
méme ordre, la valeur de ¢ reste constante au cours du depla-
cement.

Désignons en effet par & tout déplacement sur la caractéristique.

Ona:

__do dp TEIN do
3?—58x+dy8y+&oz+d—js—l—,—;opl,o+.,.
do do . 3
—)3 -+ 5 + . 3
-+ dpl,n—'l P1,n -1 ()[)0’l 9Po,1 dpo,n )Po,n,

ce qui s’écrit, en tenant compte des équations des caractéristiques
d’ordre n (n° 6),

_[/de (r[cp .
=[5 (5o

Jo o . d¢ dn—1 f R
- dpo,n pon Ip1,n—1 [( dyn-1 ) °F + ny apo,,:] ;

v est donc nul, en Lenant compte des équations (A).

Ce résultat peut encore s’énoncer ainsi : /a condition nécessaire
est suffisante pour qu’il existe un invariant d’ordre n est qu’rl
existe une combinaison intégrable pour le systéme différentiel
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qui définit les caractéristiques du méme ordre, et il est clair que
les équations de toutes les caractéristiques d'ordre supérieur admet-
tront la méme combinaison intégrable.

Pour savoir ce que devient cette propriété dans le cas d'une
involution, supposons I'équation ¢ = o résolue par rapport & pya—,.
La premiére équation (A) montre immédiatement qu’en peut écrire

9= Pra—1- My Pon—+ U(Z, ¥y 3, P1,0y «+ s Pr,n=ss Po,iy « -3 Pon—1)s

& condition que n soit supérieur A 2, ce que NOUS SUPPOSErons
désormais. En utilisant les résultats et adoptant les notations de
M. Gau (*) on a

(&t

dyn=1 > = Mn—iPl,n—l + Npoy Pon~+ Tn—y,

I,y ne dépendant pas des dérivées d’ordre n et M, et N,_, ayant
pour valeur

d 9 ) 9,
M,- (—(ll——l)d (‘,ﬁ f ,,_l_(n-—x)d idft__‘—%

En écrivant que la seconde relation (A) a lieu identiquement quand
on y remplace p, ,4 par — m,p,,— u, on obtient les conditions

{ (ml—m.y)( du —m, ou )

9po,n—1 dPl,n—"
dm, dm,
= "d—: -+ m, 7}/—- —+ myMp—; — Ny,

du du Ju dr- f
< )+ (d}’>—d])1n~—’< dyn= ’)

dm, dm, |
M Mpoy — Npoy + 22 oy 22|
dz (l}’ !
=l 4+ u - - .
' n,— ney

M. Gau (loc. cit.) a donné une forme condensée remarquable a ces
conditions : en désignant par § un déplacement sur la caractéristique
d’ordre n et posant

dm, dm., o _of
—_— iy —— Ny =
dm, dm, dx dy dp ()q
=— —— B=—F—+
dy dy m,— m;

(') Giu, Thise de Dctorat, Gauthier-Villars, 1grt, p. 7 et 8.
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on oldttent
89 . .
3) 5z =¢(An~+B) si n>3,
1 ,:;C—P- = -] d’ﬂ?] f— % i = 3
(9 Pt o(3A + B) + o \ 9t my— ) si n=3.

Supposons alors qu’au début du déplacement, on ait ¢ = o; au cours
du déplacement sur la caractéristique, o n’est fonction que d’une
variable z, par exemple, ¢ satisfait aux équations différentielles (3)
ou (4). D'aprés la forme de ces équations, puisque ¢ = o pour la
valeur initiale de .r, on aura ¢ = o durant tout le déplacement.

11. Solutions communes 4 deux équations en involution. — Sk
nous reprenons maintenant le calcul du n®9 en posant

¢ =pPra-1F+NMapoa+u

il est clair que les trois équations (1) de ce paragraphe sont liées par
la relation

o -1 .
d—?-i—mld—c‘; ____(l" “+f)
dz dy dyn—

si 9 =o0 cst en ihvolution avec la proposée; po.+1 reste arbitraire.
De méme, les dérivées d’ordre n -+ 2 sont déterminées par les
trois relations

Ao dlo de(r+ f)
dx d}’ =0 Wﬁ =0, d)/n =0,
etl'on a identiquement
do do dm, do _ d"(r—+ f)
El"x_“dy -+ Ny @—2- —+ d}/ E)—/ = —-*————-d-)’” .

Si l'on remplace dans cette identité les dérivées d’ordre n +- 1 parleur
dy ~
valeur, i annule et I'on a

d2o

: _dnr+f)
dzx dy )

dyn !

d2¢
-+ m, —:

dy?
Une dérivée d’ordre n —+ 2, po .42 par exemple, reste arbitraire. On
démontre sans peine que les trois equations

dk(P _ (_{/;? _ d/t+L—l(r +f) _
dr dyt=1 ~ i dyx — o T dyerkt 0,
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qui déterminent les dérivées d’ordre n -k 41, sont liées par la
relation

dr w d*t o dn+,{—1( r—+ f)
dx dy - B dyk = T dynvi1

€l pon+k+1 €st encore arbilraire. Ainsi, dans chaque ordre a partir
du n*"™, une des dérivées partielles reste arbitrairve, les dérivées
jusqu'a Pordre n inclus étant choisies a 'avance de maniére a
satisfaire aux deux équations r + f=o0, v =o0. Les méthodes du
<calcul des limites montrent qu’on peut, sous des conditions d’analy-
licilé que nous supposerons remplies, limiter le choix de ces arbi-
traires de fagon que le développement en série de = que nous venons
d’obtenir reste convergent dans un certain domaine. Les deux équa-
tions en involution admettent donc une famille de solutions
communes, dépendant comme nous venons de l'expliquer d’une
infinité de constantes arbitraires. Mais, si générale que paraisse la
solution ainsi obtenue, ellc ne constitue pas encore la solution
générale, comme le montre le théoréme qui suit.

12. Tutovkme. — Par une courbe quelconque T, il passe,
en général, une infinité de surfaces intégrales communes a
deux équations en involution, leur équation ne dépendant que
d'un nombre fini de constantes arbitraires.

Sur toute surface intégrale de la proposée, passant par la courbe
(I Yy =g®), z=h('1')7
ona

W(z)=p-+qg(x)
dp i dpy, 1;
dx

%) de Paj—1+ pri £'(x), = pi,L+ Pok+1 &'\L),

Jd of di-t f
Po—1+ £P1,5+ m Do ke+1 + <d—}7"_—l') = 0.

En prenant ¢ comme inconnue, ces équalions permettent de
proche en proche de calculer les dérivées d’ordre n en fonction
dn~—1q
*Y dzn—t
obtiendra 'équation différentielle

dr-lq dg dgr—*
W:w(m, q, t—i;’ IR ] W )

de x, ¢, .. - En portant ces expressions dans ¢ =o0, on

(B)
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qui déterminera ¢ & un nombre fini de constantes prés. La série

lr —4 g(x)] (D (@) ..

z=h(z)+[y—g@)]q(z)+
dont on vient ainsi de déterminer tous les coefficients, est en général
convergente et représente évidemment une intégrale commune S qui
passe par I'.

13. Nous allons montrer qu'on peut obtenir S par 'intégration
d’un systeme différentiel. En effet, toute intégrale commune est un
lieu de caractéristiques d’ordre n de r —|—f_o, dont les équations
sont, pour le systéme II,

dy = m,dx, ds = podzx + po, dy,

dpio= prodr+piady, ..., dpin>= ps>u-sdz—+ p - dy,
dPo,l = P11 dx + po.s dy, cevy d[)o,n—l = pi,n—1 dL + po,n dy,
dan—1 f
(6) (W) dz + dp, -1+ mydpon= o.

Les dérivées d’ordre n, sur une intégrale commune, doivent vérifier
identiquement la relation ¢ = 0. On a donc

dy g J¢ —
(7) (d—”> - Ipo,n P Ip1,n-1 proni =0
do Jo J¢
) () gpiz oo+ gy pn=

quand on se déplace sur la caractéristique on a, d’autre part,

{/

(9) %‘;ﬁ = Pr,nt+ M2 Po,n+1,
1Dy n—

(10) [P;l—zfi = P2,n—1-+ Ma Py n.

. Les conditions (A) (n®9) montrent alors qu’on peut remplacer les
équations (6), (7) et (8) par les deux suivantes :

d do  dpin—1 _ (dgo 09 dpon _
((Tt) -+ opin—y dz % cl_y> + opin— dr

Entre les 22 4 3 variables z, ¥, 2, P10, -+ +y Pra—iy Poty « -+ Pon
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on a donc les 2n —+ 2 relations

dy=mydz, dz=p,,dz—+ po1dy,
dpio= P dz -+ py .y dy, caey dp) . n—>= pan—s dz + pin_ dy,
(1)« dpoi= prade+ posdy, ..., dpon_i= pin-1dT -+ pondy,

dy do  dpia— tﬁ) do  dpo.n
((lx) - pin—  dx =% <d}' + opijn+ dxr 0

\
ou 'on suppose tous les nombres p;; remplacés par leur expression
en fonction de ceux ou ¢ vaul o ou 1. Ce systéme différentiel définit
les caractéristiques communes aux deux équations données en
involution et toutes les surfaces intégrales communes sont des lieux
de ces caractéristiques. Pour déterminer celle qui passe par T,
choisissons une solution ¢ de E (n® 12); y, z, pux ({ +kSn, i=o
ou 1) sont déterminés en fonction de x par les équations (5) et
prennent, pour .= x,, un enscmble de valeurs déterminées que
nous désignerons par E;. Il eviste une solution et une seule du
systéme (11), qui, pour .r=.ur,, prenne 'ensemble des valeurs E,.
Nons la représenterons par les formules

(12) y=ulz, @), zs=elz.m).  pu=Pulz. z),

qui se réduisent a l'ensemble E,, quand on y fait x =u2x,. Les
deux premiéres, quand ony considére x et z, comme dcux para-
métres indépendants, représentent une surface X, qui passe par la
courbe I', dont I'équation paramétrique est x = xz,; quand 2, est fixe
et x variable, les équations (12) représentent une caractéristique com-
munc qui rencontre I' au point z = x,; I, engendrée par des carac-
téristiques du systéme 1l de r 4 f=o, est donc une intégrale de
celte équation.

Je dis qu’elle est aussi une intégrale de ¢ = o. En effet, en tout
point M de I', passe une courbe caractéristique C' du systéme I située
sur ¥ et l'on peut considérer £ comme engendrée par les courbes
qui rencontrent . Soit C,, la caractéristique d’ordre 2 qui a C/ pour
support sur I. Au point M, d’aprés la fagon méme dont on a calculé
I'ecnsemble E, des dérivées jusqu'a I'ordre n, celles-ci vérifient
I'équation 9 = o et lorsqu’on se déplace sur G, , nous avons démontré
au n° 10 que ¢ restait constamment nul. On a donc 9 = o en tout
point de Z.
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14. Proposons-nous maintenant de chercher les solutions eom-
munes a r—f=o et aux deux équations ¢y =o, d’ordre /i > 2
et ¢ =o d’ordre n > I, supposées en involution avec la proposée.
Deux cas sont a distinguer :

1° Les deux invcolutions sont du méme systéme (I, par exemple).
Dans ce cas, les trois équations peuvent ne pas admettre d’intégrale
commune; mais, si elles en ont une, elles en ont une infinité.

Soient, en effet, une intégrale commune S et une caractéristique
M, de S, d'ordre n et du systéme II, comprenant une caraclé-
ristique M, d’ordre h et de méme systéme. Il existe (n° 6) une
famille d’intégrales de la proposée, dépendant de la facon que nous
avons expliquée d’une infinité de constantes arbitraires, qui ont un
contact d’ordre n avec S le long de M,; l'une quelconque d’entre
elles ¥, peutl étre considérée comme engendrée par des caracté-
ristiques du systéme I, d’ordre it ou n, issus des éléments de M,
ou M,. Sil'on sc déplace sur ces caractéristiques a partir de ces élé-
ments, on a, au d¢but, 9 =0 et ¥ = o, puisque M,, et M,, appartien-
nent a Uintégrale commune S: on a done (n®10) 9 =oet é=w0 en
tous points de ces caracléristiques et, par suite, en tout point de Z.
Toutes les surfaces ¥ sont donc des intégrales communes. '

2° Les deux involutions sont de systéme différent. — Nous
supposerons que ¢ vérifie le systéeme A et ¢ le systéme B, qui s’en
déduit par permutation de m, et m,. L.’équation r + f = o détermine
tous les nombres p;4, ou i +AS/—1, cn fonction de z, y, z,
P10y ++ oy Pth—2y Pots - -y Poi—t- lies dérivées d'ordre h sont liées
par la relation ¢ = o qui donne p,;—, en fonction des nombres pré-
“cédents et de Pons dans chaque ordre j, b~ j <n, les dérivations
de r 4+ f=oeto=o donnenl loutes les dérivées d'ordre j, en
fonction de p,;, par exemple; tous les nombres p;, ou i 4+ k<n—r,
s'expriment donc en fonction des inconnues

Ty Y 3 PLoy ey Prh— Pog- ooy Po,n—-

Les dérivées d’ordre n seront données par les deux relations

—h
ﬂ‘_ﬁ:o, ;!H__—_-o’

d [y - h
de od

dont le déterminant fonctionnel (n;— m,) Py 5;— n’est pas
1,n—1 1,n—1
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nul et celles de V'ordre n + j, par

dn+j-h iy
aymTn =0y =

dont Ie déterminant fonctionnel est le méme. Toutes les dérivées p;;
s’expriment donc en fonction des inconnues précédentes. Mais celles-
ci sont solutions du systéme d’équations aux différentielles totales

dz= p, yde + pedy,
(13) \ dp1o= pspdr + pidy, coen dpi o= prodr 4+ py o dy,
) dpeg= prdr +piody, ..., dpon- 1= pi,n-1 dT + po,ady,

O Pyoy -y Pas—e sont tirés des dérivées de r—+f=o0; piuy,

. . di-o .

de o=o0; pyj (7] n) de dyl h =0; Pin-1 €t pon du sys-
. dn e .

téme ——= == o0, ¥ = o. Nous allons montrer (ue ce systéme est

d.}//t—‘ll s .

complétement intégrable.

Les conditions d’intégrabilité sont vérifiées d’elles-mémes pour les
équations qui ne contiennent que les dérivées d’ordre inférieur a A.
Pour celles qui contiennent les dérivées d'ordre /i, elles seront véri-
fiées a la condition nécessaire et suflisante que, quel que soit p, 4, les
équations 7 + f=o0, © =0, et leurs dérivées donnent nn systéme de
valeurs unique pour les dérivées d’ordre £ 4 1. Or, celles-ci doivent
vérifier les treis relations

do d dl 1(r 4+ f)
g; =0 I;P’ = (1‘(}’%—4 f) =0,
qui se rédunisent a deux, d'aprés les conditions d’involution (n° 9).
) .
N re —— —1, la N
Comme on peut prendre I , la seconde donne toujours, pour

D2 €t la premiére pour py 4_», une valcur bien déterminée, quel que
soit pos. 11 est, de méme, necessaire et suffisant, pour que les condi-
tions d’intégrabilité soient remplies pour les équations suivantes,
que les relations

dio dio

— dhi=t(r+ f1
dzdys '~

=0 (h+j<n—r)

@/ =0, dyh+1 1

déterminent un systéme de valeurs unique pour pp i iy Pu sy
quels que soient pg niq - Po,hsy; €t nOus avons vu au n° 44 que.
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chacun de ces groupes de trois équations est équivalent & un groupe
de deux équations lindaires dont le déterminant n'est pas nul. Enfin,
les équations

dirt+t /:? 41""""‘(9 d.‘!, _
dadyh =% gmrea =% gy T

dn l(,-+f) —o

dy _
d‘}, =0, d)/"_l

doivent déterminer un systéme de valeurs unique pour Prni, Pin,
Ponsi- Les deux premiéres entrainent la derniére (n° 11); les
trois derniéres se réduisent a deux, puisque ¥ = o est en involution
avec la proposée; le systéme se réduit donc a

99 do di-he
Pi,n+ 5—— Po,n+1+ ( ) =0, .

"—Iﬁ 9po, dyn+i=h
T o gz e () =
P e o (k) =,
ou I'on peut prendre (n° 10) -
do_ _ 9% _ 9% = m,, 94 = my.

pyn— - d[H,n—) =t ()Po,h Ppo,n

Leur déterminant m,— m, n’est pas nul et nous avons bien démontré
que les trois équations r + f=o0,9 =0, } = o forment un systéme
complétement intégrable.

Remarque. — Les résultats que nous venons d’obtenir s’appli-
quent évidemment au cas ou I'on connait un ou deux invariants. En
particulicr, sil’'on connait deux invariants de méme systéme de
I'équation 7 4 f = o, les trois équations

r+ f=o, ° =c, Y =c

forment un systéme complétement intégrable, quels que soient ¢ et ¢'.

CHAPITRE I1I.

LA METHODE DE D\RBOUX.

L’étude précédente montre que l'existence d’une involulion permet
de faire un progrés important dans la recherche des intégrales. Nous
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allons voir maintenant quels avantages on peut tirer de Vexistence
d’invariants.

13. Supposons d’abord que I'on connaisse deux invariants d'un
méme systéme (1, par exemple),u et ¢, d’ordre h et n. Si, sur une
sarface intégrale S, nous nous déplacons le long d'une caractéris-
tique M,, du sy’stéme I, », =, et les nombres p;; sont des fonctions de
la seule variable x; il en est donc de méme de « et de ¢ et comme
ces deux expressions restent constantes durant le déplacement, c’est
qu’elles sont liées par une relation de la forme

(1) w=1Y(v).

Toute surface intégrale de la proposée vérifie donc une équation.
de la forme (1). Réciproquement, puisque u et ¢ sont deux invariants,

la combinaison
du—Y(v)yde =o

fournit, quel que soit 4, une intégrale premiére‘des équations des
caractéristiques M,,. L’équation « — ¢ (¢)==o0 est donc toujours en
involution avec la propos¢e. On peut donc former unc équation,
dépendant d’une fonction arbitraire, u—d4(¢) =0 qui est, quelle
que soit la fonction ¢, en involution avec r—+f=o0. Nous allons
montrer quon peut alors résoudre le probleme de Cauchy. En
effet, Ia donnée d'une multiplicité non caractéristique M, permet de
calculer en fonction de z toutes les dérivées p,i; ce calcul nous
fournira les expressions de « et de ¢ en fonction de¢ x et I'iden-
tité u(x) =4[¢(2x)] déterminera la fonction . Nous sommes ainsi
ramenés a chercher les solutions communes a deux équations déter-
minées,

r+f=o, v=u—Y(v)=o,

qui sont en involution. Nous avons traité le problémc aux n® 12
et 13. Ici, ¢ est donné en fonction de z et I'équation E, au lieu de
déterminer ¢, détermine la forme de ¢, d'une facon unique. Il n’y a
donc plus qu’a intégrer le systéme (11) ot ¢ est remplacé par «w — & (¢),
comme nous l'avons fait au n° 13. La connaissance de deux
invariants de méme systéine permet donc de ramener la recherche
de Uintégrale générale a Uintégration d'un systéme diflérentiel.
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16. Nous supposons maintenant .que 'on connaisse deur irnva-
riants de chaque systéme, soient «, ¢; u,, ¢1. Les deux équations

u=e(v), = Y(v))

donnent deux involutions de systéme différent, quelles que soient les
fonctions ¢ et 4. Elles forment avec 1'équation » + f = 0 un systéme
complétement intégrable, dont la solution générale peat s'obienir en
intégrant un systéme de la forme (13) (n® 14). Si l'on sait intégrer
ce systéme, on pourra obtenir des formules ou figureront, outre,
un nombre fini de constantes d'intégration, les deux fonctions arbi-
traires ¢ et . C'est cc qu'on exprime quelquefois briévement en
disant que l'intégrale générale de l'équation donnée dépend de
deux fonctions arbitraires. Il est d’ailleurs aisé de voir, comme au
n® 15, que le probléme de Cauchy se raméne, dans ce cas, @
Uintégration d’'un systeme d'équations aux différentielles totales.

17. Equations de la premiére classe. — Nous appellerons ainsi
toutes celles dont I'intégrale générale est de la forme

z=Vi[a, o7 ..., et (a) B, W(B), ., BB, Fy, by il Fy
(2) y=Vs[a, o(2), ..., ?(ll)(a)’ ﬁ! ‘P(?ﬂ, (KT ‘4‘(”(.8)7 Fy, ..., Fi],
Z=V3[a, ?(7')7 ey (P’fl)('/-)» 37 ‘lfkﬁ)~ seey 4'{”(@),ny ceey ‘F/u]»

les fonctions V,, V,, V; étant délerminées, ¢ et ¢ étant deux fonc-
tions arbitraires de « et de [ respectivement, et les fonctions ¥
¢lant des solutions déterminées d’un systéme complétement inté-
grable-aux différentielles totales :

(3)  dFy= @,(7, 9, oo™, By o, Y0, Fy, Foy ooy Fr) d
’+ ‘If!(ﬁ, ?, oy ?(h), p, ql. vy d{(”, Fl’ c ey Fk)dﬁ
(=12 .0, k).

Toute équation de la premiére classe est intégrable par la mé-
thode de Darboux (). En effet, les formules

dz = podx + poady, dpi = Piv1,k AT + Pi kv Ay

D (. y)
D(x,8)

permettent, en supposant

# 0, de calculer tons les nombres p;

(') Voir GounrsaT, Lecons, t. I, Chap. VIH.
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en fonction de a et de 8 et il y a, par hypothése, entre z, y, z, p, ¢,
r, s, t une relation qu’on peut toujours supposer de la forme

EE"""‘f(w:.y: 5, P, q, s, t)y=o0.

S’il y avait, entre les dérivées partielles de z, une autre rclation E',
indépendante de ¢ et ¢, qui ne soit pas une conséquence algébrique
de E, les formules (2) représenteraient les intégrales communes a E
et E' et non l'intégrale générale de E, ce qui est contraire a ’hypo-
thése : il est donc en particulier impossible qu’il existe une telle
relation entre les nombres p;; ot i vaut o ou 1, car une telle relation
ne peut étre une conséquence algébrique de E.

Remarquons qu’on peut calculer ces dérivées par les formules

dpo,»= p1,2dx + po 5 dy, ceey dpo,= pride + pg e dy.
Soient
Po.t= PO.i[“) ?(1), ?’(1)7 e BI q’(B)y q”(ﬂ)) e Fh ey F/cJ

les expressions ainsi obtenues. Si P,; ne contient jamais que les
dérivées d’ordre au plus égal & A de la fonction ¢(a), les formules (3)
représentent des surfaces qui dépendent, non d’une fonction arbi-
traire, mais de A + 1 constantes arbilraires, ce qui est contraire a
nos hypothéses. Il faul donc qu’a partir d’'un certain ordre 7, Py;
contienne ¢! (o). Les équations

?r’l*”)b‘:;_(‘)/,%% (%) = 1)1.1':5—:‘ -+ Po,i+1 %;

dPy; _dz ) dy
T’,i— = P, B—ﬁ— —+ Po,i+1 d—[i

montrent alors que py ; et po,.4 conticnnent ¢ 4+2); par suite, py iym—2
et Py iym— contiennent linéairement gtm),
Dans la suite de relations,

(4) Po,i= Po,h Pri-1= Pi,i—ls ey Po,i+m—1= Po.i+m—n,

Pri+m—2 = P, Ji+m—2,

donnons a la fonction ¢ une forme déterminée et considérons B, les
fonctions Fj, o, ¢(a) et ses dérivées comme autant d’inconnues
distinctes : il y ena k& + A <+ m 4 3. Les 2(m —1) équations (4) étant
toutes distinctes, si Pon prend 2(m —1)>k + A+ m—+ 3, cest-
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a-dire m >> k 4+ h + 5 ’élimination des inconnues fournira au moins
une relation
H(Po,l'y Pli+ts +..) =0.

Supposons que II soit effectivement d’ordre n = i+ — 1. Toutes
les surfaces intégrales de E qui correspondent 4 la fonction §(3) que
nous avons choisie et a des fonctions ¢(a) quelconques sont des

X

intégrales communes & E=o0 et a H = 0. Considérons une intégrale
commune qui corresponde a une fonction déterminée ¢(a); elle
restera une intégrale commune, d'aprés la fagon meéme dont H a été
obtenue, si 'on y remplace ¢(2) par une fonction ® (o) assujettie
seulement a avoir ses dérivées jusqu'a Pordre A p. identiques a
celles de ¢ (), les autres restant arbitraires. La valeur de pg nyy pour
cette intégrale commune dépend de @ ¥+, qui est arbitraire et par
suite, on peut assigner a p, .1 telle valeur que 'on voudra : les
deux équations E=o et H= 0 sont donc en involution (n" 9).

Supprimons dans les relations (4), laligne ou figurent les deux déri-
vées d’ordre n et ajoutons les deux équations

Po,i+~m = Po,z+nn Pri+m— = Pl,i+m—1-

Le méme raisonnement nous permettra de former une autre équation,
d’ordre n'z£ n, en involution avec E; etl'on pourra obtenir ainsi
autant d'involutions qu’on voudra. On en conclut I'existence de
deux invariants: nous montrcrons en effet, dans un prochain para-
graphe, qu’elle découle de l'existence de Lrois involutions distinctes
d’ordre supérieur a 3.

Il est facile de spécifier le systéme de caractéristiques auquel
appartiennent ces invariants. On peut, en effet, supposer n>3; H ne
contient alors les dérivées d'ordre n que par l'intermédiaire de
Pin—i—+ My po ., par exemple. Silon élimine o+ entre les deux
relations

Po,n=Pon et Proa—1=Pin_y,
le résultat de I’élimination est évidemment
dP dr d
'%g—l' = Pi,n 13—3 -+ Po,n—g
et il ne doit plus étre fonction que de p, n1+ 7, po,. On a done

dy  dzx
ag = "™ag’
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En permutant le role de « et de £, on démontrerait de méme que

dy dx
de =M

Les caractéristiques du systéme I comprennent toutes I’équation
y I q

dy = m, dx.

Elle s’écrit. en tenant compte des relations précédentes et supposant
my—m,7# 0, d%3=o. Les courbes 3 =8, sont des caractéristiques
des surfaces intégrales et les invariants dont nous avons démontré
Uexistence appartiennent au systéme [ = const. De méme, les
courbes o = const. sont des caractéristiques; il y a aussi deux inva-
riants pour le systéme o = const. et notre théoréme est démontré.

En particulier, les équations qui admettent une intégrale générale
explicite s'intégreront par la méthode de Darboux, dont I'importance
est ainsi mise en ¢vidence.

18. Recherche des invariants et des involutions. — Nous sommes
donc amenés a chercher a quelles conditions une équation admet
"

un invariant. D’autre part, s’il existe trois fonctions d’ordre n, n’, n
vérifiant des identités de la forme [n° 9, (3)]

n n' ’ > 3 n" v,
%?T:¢,1(AP+B), i;L =o(Ap+B), | =0, (Ap'+B),

L X

Y

ot n est supéricur a n' et ', et p' différent de p”, on en déduit que
I'expression o, 77" ol o2, 7" est an invariant. .S l'on connait trots invo-
lutions, on pourra former unincariant; si lon en connait quatre,
on aura deux invariants (*). La connaissance d’une involution est
donc un premier pas dans la voie des recherches des invariants.

11 est d’ailleurs facile de préciser Pordre de difficulté des deux pro-
blémes. La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
involution n’est pas, comme on pourrait le croire, quil existe un
nombre ¢, vérifiant la relation

(5) % —¢(An+B),

(1) Voir Gau, Thésg, p. 1%
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il faut, en oultre, s’assurer que la fonction ¢ peut s’annuler. La condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe une involution est que le
systéme ¥ du n° 10 admette une solution: il est, en effet, exacte-
ment équivalent i la relation (5) ou I'on aurait fait

@ = Piu—1+ Ny Pop—+ U

et la fonction ¢ ainsi explicitée peut évidemment s’annuler.
Ecrivons £ sous la forme

Ju +m ou_ _ C
9po,n—1 : oOP1,n—2 ooy

() wm(28) (2]
dx '(dy P, n— dy”—2>

Nous aurons des conditions d’existence qui se présenteront en

général sous la forme @ + bu = o. Sil’un des coefficients b n’est pas

. L. . a ., on . .
nul, il faudra écrire que la fonction — 5 vérifie le systéme; s'il en est

I

wDypoy+ Jpy.

ainsi, X admettra la solution %

Supposons qu’il admette deux solutions u, et u,. Le systéme

idd —m 9 =o0 dv +m (do_dv @2y =D
dPO.n—l qd[’l,n—" - de ) ! (d]) Py n—1 d.)/"_2 > ot

admet les deux solutions L (¢ — u,) et L(uy — u,), « étant une solu-
tion de 2. Le systéme

\, y n—9
dw o _ <dw)+ml(dw> du (d' f\=o

’)P\b.n 1 f'nlz 0Py n-» '175 T}" - ()Pl.n—l d}'"_z /

u—u,

admet la solution LL (——
T \us—uy

>, ce qui revient a dire que cette expres-
sion est un invariant d’ordre inférieur a n. S’il en existe un, w, on a
) )
= (1— &)+ Uuw;

sl n’y a pas d’invariant d’ordre inférieur a n, toute solution du
systéme I est de la forme

u=u(t—c)+cu (¢ = const.)

Pra—1 =+ Mypop —- Uy
s - u,

Si tous les coefficients 4 sont nuls, tous les coefficients a deivent
étre nuls; le systéme X doit alors ¢tre équivalent a un systéme

et I'expression est un invariant d’ordre n.
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complet
Xiu)=o;u+ B (T=1.2, ..., 1),

tel que toute équation
Xi[Xj(u) —ajre — g1 — X, [Xi(u) —zu—Bi]=o

soit une combinaison linéaire des équations du systéme. On doit
donc avoir

Xi( X)) — X, (X)) —a, X+ o Xy =M X+ .+ Mp Xap,y
Xi(a,)—X (o) =0y hy+...+ 0p Ap,
X,’(?oj)—Xj(ﬁi)Epﬂq-l-. et Bakn,

conditions qui expriment que les systemes X;(u) = wx; et X;(u) = f;
admettent respectivement les solutions u, et u,; le syst¢éme donné -

admet alors la solution w«,+ Cu,, quelle que soit la constante G

. -1 =+ m; —“+u . .
et Pexpression Prn-t uzpo’" 2 est un invariant,
)

19. Réciproquement, si H est un invariant d’ordre n>3, on
peut tirer de H = C une équation de la forme

Plon—t == D Pop—+ UL, ¥, 3, ..., C)=0,

en involution avec la propesée, quel que soit C. Tous les nombres «
sont solutions de ¥; si 'on désigne deux d’entre eux par uq et u,,
= u;—+w(us — uy), w étant unc constante ou un invariant d’ordre

oo ‘ . . . st~ My Pop + U
inférieura nctde méme s_yslemcqquI.L’expressmn}ol " ” “;0" :
9 _ l

reste donc constante quand on se déplace sur une caractéristique de
ce systéme, ce qui revient a dire qu’on peut remplacer H par 'inva-
l’]71,11—| ~+= My Py, + Uy
w> — Uy
Toutinvariant d'ordre n >3 peut donc étre mis sous une forme
linéaire par rapport aux dérivées d’ordren. Si n = 3, le systéme T
prend la forme

rian

du m du
0po,a Fopi

du du du [df .
i _ f — —_—— - - l
(@) = (%)~ gy (gy) = v tamem

ot il peut exister deux solutions isolées; s'il y en a 3, le calcul de

= au+ b,
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Riccati montre qu'il y en a une infinité dépendant d’une constante

T uy+ Cu» . eq(pra -+ mapag) + Uy
arbitraire myp, -+ +———; l'expression 2 >

. [)1',; M, vy 4+ Co,’ P 9 (P12 + MaPo3) + Uy
est un invariant du 3¢ ordre et I'on démontre comme plus haut que,

réciproquement, lout invariant d'ordre 3 peul se mettre sous cette
forme (1).

Le probléme de la recherche des involutions ct des invariants
conduit donc, dans tous les cas, a discuter le méme systéme; les
solutions isolées correspondent auzx involutions; les familles de
solutions dépendant d’une constante arbitraire, awr incariants.

20. Equations intégrables par la méthode de Darboux. — Ce sont
celles qui admettent deux invariants distincts pour un des systémes
au moins. On peut montrer qu'i/ suffit, pour qu'il en soit ainsi, de
connaitre trois involutions d’ordre diférent et supérieur a 3.
En effet, on connait alors un invariant qu’on peut toujours écrire

H=vo(pin-1+mpon+u)=vg;

on a alors
H L« ol.
Moo, e _waaB L iAns+B=o
dx ox ox
D’ailleurs,
iﬂ_-]__..‘,< “+m -+ ﬂz_{_il_‘_me{H):ptL
(l}’ = Pi,n 2 Po,n+1 Pon (l}’ d}’ L d}’ =+trL

~

.. cH
et la condition s =0 donne

A dH dmy
) dr dy Vdyr T dy dy T U dy’
qui s’écrit :
5 dH dH b
E (l‘—}_’ = (_i; ou S—L(Jql = A
On a donc
B
%:@[A(n-{—l)—!—B],

et comme ¢ peut s’annuler, b = o est une involution d’ordre n + 1.

On connait donc quatre involutions, et par suite, deux invariants.
Ainsi, sauf quelques cas particuliers, rechercher les équations

intégrables par la méthode de Darboux, revient a déterminer les

(1) Gau, Thése, p. 18-»2,
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fonctions f pour lesquelles les systémes tels que ¥ admettent une
solution. Nous allons voir comment, dans le cas le plus simple, on
peut transformer et résoudre ce probléme.

CHAPITRE 1V.

LES EQUATIONS s = f(«, ¥, 3, p, ) INTEGRABLES PAR LA METHODE DE DARBOUX.

21. Notations. — Nous poserons

Jdz oz
dut = Pb g =k

L’équation s = f permet de calculer toutes les dérivées de s au

moyen des nombres p; et ¢z; on peut donc écrire toute involution
sous la forme

‘?(‘T’ Yy B Pty P2y ooy Pns 1y G2y oo oy Qn):o-

Les conditions d’involution s’obtiennent ici en écrivant que

do Jdo dq; dar—l f
<dx> - apn et dq dent =
do do dn- 1f _
(@) o+ agames =

ne déterminent pas I'un des deux nombres p,,, ou g,,4. Il faut done
et suffit que ¢ soit solution d’un des systémes

do de dp dr-t f
(A) dagn = (@)*“op,, i = O

dp do do d"-lf
(B) = (7)o o

La premiére équation de (A), par exemple, montre que ¢ ne dépend

pas de gn; comme les expressions Z—= ne peuvent dépendre que
de z, y, 4, q1y Piy -+, Pn, dans la seconde équation, le coefficient

de Gus g dans (-ﬁ>, doit étre nul; on voit, de proche en proche,
I

dy
que ¢ ne pent dépendre des variables ¢;; il doit donc exister une
fonction o(z, y, 3, py, ..., pn) vérifiant la relation
¥ n o1
o Qi_|_ ()w df do d f_c_%_o___o

dy fdpl dx aps Heee din=t op,
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Si cette relation a lieu identiquement, ¢ est un invariant d’ordre n,
En particulier = ¢ est toujours un invariant. Si la relation n’a lien
qu’en tenant compte de I'équation ¢ = o, résolvons celle-ci par rap-
port a p,. L’équation

Pn+‘l’(l‘, Yy By Pty +-vs Pu—g) =0
est en involution avec la proposée si

()q, dq; ,)q, ([n—i'f dn—1t f
()) f()[) cee dpn—l dzn-2 + dxnst

=o,

quand on y remplace Pa par — 4, c’est-a-dire si

L A N RS S CAY A
0_)’ dp, + 4z ()Pv U O9pasy dxv—t dan-1 d 1,
/z 1

9y
-— =— 0, an a encore
dg '

un systéme analogue a X. Les involutions correspondent aux solu-
tions isolées; les invariants, aux solutions dépendant linéaircment
d’une constante arbitraire; on démontre, comme au n° 19, que tous
les invariants d’ordre n > 1 sont de la forme « (pa—+14), aet g élant
au plus d’ordre n — 1. Le calcul direct donne les mémes conclusions
pour n=r1.

Si I'on adjoint a cette relation la condition

On peut encore écrire la relation précédente sous la forme remar-
quable

S, Jaf
«“J,;(Pn*'-‘l‘)—— 5})—1(}’/:—“ ¥).

22. Conditions nécessaires pour qu’il existe un invariant d’ordre
n>2. — On connait un invariant £ ou ) pour chacun des sys-
témes X ou Y de caractéristiques. 1l suffit d’en connaitre un autre pour
que la méthode de Darboux soit applicable. Le premier pas a été fait
par M. Goursat (') qui a classé et intégré toutes les équations admet-
tanl pour chaque systéme un invariant autre que z ou )" et d’ordre
au plus égal a 2. J'ai démontré, dans le premier Chapitre de ma Thése,
qu’on est ramené aux mémes formes si I'on suppose qu'il existe un
invariant d’ordre 2 pour un seul des systémes de caractéristiques.

(') GoursAT, Annales de la Faculte de Towlouse, 2¢ sévie, t. I, 1899, p. 31-78

et 439-464.
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Qn se bornera donc, dorénavant, a la recherche des invariants
d’ordre n > 2.

Il n’y a que des difficultés de calcul pour décider si une équation
donnée a un invariant d’un ordre déterminé n. Mais une fois qu’on
aura reconnu que 'équation (1) n’a pas de solution pour cette valeur
de n, on n’aura aucune indication sur ce qui peut se passer pour une
valeur supérieure. La méthode de Darboux semble donc conduire a
des opérations illimitées. Mais, des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’il existe un invariant ou une involution, on peut
déduire des conditions seulcment nécessaires, qui ont I'avantage
d’étre trés simples. On profite de leur simplicité pour restreindre la
généralitée de la fonction f(x, ), 3, p, ¢), et Pon essaye, par des
transformations appropriées, de ramener l'équation a une forme
canonique avantageuse. On peut alors revenir aux conditions néces-
saires et suffisantes, et I'on se trouve, en général, devant des calculs
plus abordables.

C’est M. Gau qui a trouvé la premiére condition nécessaire, simple
et générale, pour qu’il existe une involution d’ordre n > 2. Voici
une fagon rapide de la démontrer. On a (1)

on f

dxn

J
— Pr+ é + paMj 4+ pp M2
-+ /Ml‘l:';"" Kn(xy 3y 33 @5 Pry <oy Ph—t),
les coefficients M étant indépendants de p,i 1, pa, .-+, P&, V'ordre

maximum des dérivées contenues dans M/ ¢tant n — A + 2 et k étant
égal & n' 42, en posant n =2n' ou 2n'+ 1. On a d’ailleurs

d of _of  of of

" Y
1\1”——”.‘—-—‘

lr dp " Jdz " dp Jq

Ces formules permettent de démontrer le lemme suivant, que nous
invoquerons souvent.

Levme. — S'il n'existe aucune involution ’ordre inférieur ou
au plus égal & m, tout nombre u tel que

du du ore o dm-t f df .
().) (—)—‘}—/—i—qd—z'ﬁ— d—[—;-i——i—mm—r—l—/nlt‘—)[—)—o (A—COHSI’,.)

est nulou d’ordre 1,

(') Gau, Thése, p. 34 et 39.
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Supposons « # o, En changeant « en «, on peut prendre A =14
On a alors, en posant ¢ = L,

Je dv dv o di-tf If
(3) 5}'+qo—z+'fo_15+'”+d—m——dxl-l op

= ,

si [ est Pordre effectif de ¢. Si ¢ >>1, en dérivant par rapport a p, et
v
posant v = L. ap;? oma
, ow 9

(4) d)’+ clp-i—f()p

dw di-t f df
api rrEy + ap

En vetranchant (3) de (4), on voit que v — ¢ est un invariant

d’ordre IS m; comme il n’en peut exister d'autre que x, on a succes-
sivement

dy I e X(7) .
Ldp/ v =LX(x), uU=e’'= J T Iy (X £ o).

En portant cette valeur de « dans 2, on obtient

PP W df  dLif of
dz 77T dpioy dxl-r + T = @(IJH- -

Il existerait une involution d’ordre /< m, ce quiest contraire al’hypo-
these. Done, {=1. C. Q. F. D.

Supposons alors que I'équation p, + ¢ = o soit I'involution d’ordre
minimum. On a

J9 d9 dp dn2f dntf of

()
(5) ‘}, +q()z fd_pl +. ()Pn-l dzn-2 -+ dzn—1 =(/’n+ ?)1)7.

Si I'on désigne par des accents les dérivées par rapport a p,_,. on
en déduit

()9 ()?' dm-1 f

(6) P f Jpm doici T+ Mzt =o,

si m est 'ordre effectif de dp » M=} étant d’ordre 2. Sup-
n

posons m > 2 et posons u = dp—‘—-m 5% 0. En dérivant (6) par rapport

& pmy on voit que u vérifie (2). Comme il n’est pas nul, il est du
premier ordre. Il existe donc un nombre %(z, y, 5, p) £ o tel que
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P'on ait
dh . dA df
()\)——-I— dz fdp —-]*)-—0.

S'il n’existe aucun nombre ) 3£ o vérifiant cette relation, on am < 2.
Il existe donc un nombre w.(z, y, 2, p;, p.) vérifiant la relation (6),
et l'on a

du df d of  Of _of of _

de
@ gt i Lo =

En désignant par des accents les dérivées par rapport a p,, on voit

que p’ vérifierait (2), od k=2; /u" vérifierait T,(A\)=o0; on a
donc " = o. En faisant dans la condition (7)

p=r(n—n)a(z, y, s p)+ B(z, ¥, 3, p),

on retrouve les conditions nécessaires de M. Gau :

9x o 9
ci(a)—sgf+q¢,—§+f;; o+ 5h=o.
R b BRI ¢ S Ay
o f orf df of 9F
(”—‘)(dpw“‘ P 5503 fdpdq> 9z T opag

Si 'on permute les roles des variables z et y, on voit de méme
qu'il n’y a d’involution du systéme Y que si f vérifie un des groupes
de comditions
(1 (V) =o,

(II) Ci(a"y=0, Cy(B8)=0.

23. Jai montré, dans ma Thése, qu’on peut toujours adjoindre
une seconde condition nécessaire simple a la condition Ty. Voiel
un moyen d’arriver plus vite au méme résultat.

. S do’ . . .

Si ¢ vérifie (5), b}%’ si m > 2, est une fonction A(xz, y, 3, p) 5 o.
On a done _

O =Apm+Y(Z, ¥ 3 ..oy Pm—1)-

En portant cette valeur dans (6), on a, en tenant compte de T,

l)\!l '-P dq, dm-2 f dm 1 f
(8) ()V -+ q dz At de-—l dxm—2 -+ )‘ dzm—1

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 12, 3

) + MiZi =o.
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Posons §' = -;dil—‘-, il vient, si m — 1> a,
m

W W W dmp
(9) dy +9q 9z Hoet pm—y dzm—2 +'~l’

-+- AM#-t=o0,
et le lemme nous assure que ¢’ =X, (z)A2, et par suite,
¢'= X1;\2pm_1+ A %(z‘, y, By ey P’" 2).

En portant cette valeur dans (9). on obtient

dq” dd.'l 0\!41 dm—zf dm- 2f
,}’ 977,_ e d[’m-—z dzm 3 * l)‘ dxm—2

> + M)zl =o0.

Mais, d’une fagon générale, de la relation

—hk—2
M B ok deiny

dm—i-1 f
dy 0z IPpm—i 1 dzm—i—2

+ Xl“ A ( dxm—~i-1

) + M=o,
on tirera, en désignant par des accents les dérivées par rapport
A Pm-k_ry

Y= Xi41A2, Vi = Xp 1 M pn—z—1+ Xe At (21, -0 vy Pru—i—2),
en supposant m — k —1>>2. Si X; n’est pas nul, on en déduit que

Ty i Wy dm-R3f
——d_}’ +4q 9z “+... d_[)m—ln—l dxrm-k 3

m~h 2
+XA+17\<dl S

—l—1
dxm—hi—2 ) + Myttt =o.

Si Xy est nul, ¢} doit étre nul en vertu du lemme; on a alors
= MXpe1 Pty + U1 (2, ¥s ooy Pin—k—2),
d’ou 'on déduit
Hiw g M, Oy ™13 f

d)’ dz Tt Epm_A_q xm k-3
dm-k-2 f

-+ Xk+l )\ xm—/u ) -+ Mm-fc = 0.
On a toujours une relation de méme forme que celle d’ott I'on est
parti, mais ou I'ordre de la fonction ¢ a diminué d’une unité. On ne

sera arrété dans le calcul que lorsqué m — k — 1 = 2. Il existe donc
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une fonction g(.z’,y, z, p, 1) telle que

98 4 98 df af I >
(10) dy-%—q f wﬂ*”(ﬁ)"‘“"—" (123).

Nous_ poserons :

_ af*"’z: ff dof _OH__of of of _ Of

dz dp ~ dp 9z dp dg dp’
JH a _Jf df

G=2% — 4
afy\ _ f ap 03 dp dq
(d.ﬂ)_ﬂ + GG o ol oH
=gz TP qu
L’équation (10) s’écrit alors
(10) dy qdz f ( o+ H)

+xx< 29 f—l—Cu—i—Co)

()= () =

35

et I'on en tire, en désignant par des accents les dérivées par rapport

ar,
w G

—l—-g'%[é +)\X<2r%£+01> ld—j—r=o
o et e
(13) ‘;5;'—;- LN dp ‘fj’;m Z{:+3 "'SIJ;:o.

1° X £ 0. Le lemme donne
g"=2X,23, &'=2[XiAr+-20(z, 5, 5 p)]

La relation (12) donne alors,

M 08 L8 Xof
Mais on a
IXER SR RYE SR EFR JIN2. 700
dy. { dp A 795 ap | dp | dp A » odpr
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1l existe alors, si X, n’est pas nul, un nombre u(z, y, 3, p)tel que

zﬁ d“—»—f +)\H=o.

. .. . ]
Cette condition, jointe a I'i(A) = o, montre que 65:()\" 4+ p) est

nul. Puisqu’il n’y a pas d’invariant du second ordre, X, est nul, et

Pon a

I} d X d

@§0+@72+q«7236 p N $+fdp% +0P li_o
Sil'on se borne aux équations non linéaires en ¢, on en conclut,

en changeant X en AX, ce qui revient a prendre X =1, que

d 1 Jd 1
0+ )\ Xz, gﬁ=—‘2)\ (Xa-#-@ X))

g=-2)\ (Xg—l—dd -)-\>—'~7\01(x ¥y %y P).

En portant cette valeur de g" dans (11), on voit, tous calculs faits,
qu’il existe un nombre t(z, y, z, p) tel que 'on ait
d'c d Jd /1
f-—-——2)\H [X+5;) (i)] + Cy=o.

(14) &

2° Supposons X = o. La relation (12) donne alors

g"=1X\, g=I(XNr+ )0z, y, 3 p)]

et la relation (11),

a0 a0 29

1 f_
p X o 0

Si X4 n’est pas nul, on en conclut comme précédemment quil y a

un invariant du second ordre. Si X, est nul, § = MEXQ—% 9 l%,

et ’on a successivement

9
g:—l)\l‘(X§+d—P;\>+‘t(.’l‘,,}’a 2, p),
dt ——-\—f—l
oy 2T 9
d:) zdﬂ—(l (df df"f}

ap A 9z dp dg

(15)

-—-HH(X9+

On retrouve la relation (14) en prenant /= 2. D’ailleurs, en
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posant u = — ..}, on a
af _ dp o i
p 5} T49: v op
<_¢£ gf_>_ 9 (4 dp.) 0 (dvy o (df
dz op) = oy \dz) " 19z <_ fdp dz) " op )
oH  of of of

En posant
d
oo 1 (28),

la condition (15) devient

r,<e>sﬁ4q‘39+f§%
af a
St ) e e

En permutant le role des variables z et y, on obtiendrait une con-
dition analogue T", () = o.

2%. Conditions nécessaires pour qu’il existe un invariant d’ordre
n>> . — S'il existe un nombre % £ o tel que T, (1) = o, la recherche
des invariants et celle des involutions constituent le méme probléme.
On a, en effet, simultanément

of

=— 1,

5 _of 3
EL(PIL"“P)—(;I;’ 52 = p
s'il existe une involution dans ce cas. On en conclut
d
F.E:L)\(‘p" Fe)=o,

ce qui montre que A(p,—+ ¢) est un invariant.
11 n’en est plus de méme si la condition T'y n’est pas vérifiée. Sup-
posons qu'il existe un invariant de la forme a(p,+ ¢); on doit

avoir y
Jla  dla dn=tf dLa _dof _
Wﬁ—q—d—z—-—k... —Jx—m—_l—m’-l—dp—-o,

en appelant m I'ordre effectif de a. On aura alors

JL
m>i, u_—.d—p-—;éo

m
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En dérivant par rapport & pn, on a donc

JdLu dLu + dn—1 f dLu df
T T4 T et op, Tap T

Si nous supposons que I'invariant considéré est I'invariant d’ordre
minimum, un calcul identique a celui du lemme montre alors
X(z)

que a =

pn+8(2, 9, 5, ooy Pim-y)
involution avec la proposee

» I'éguation p, +f0=o0 étant en

+
L’invariant donné est donc de la forme £2% .
Pm + b

Réciproquement, si I'on connait deux involutions, les deux
conditions
of

)
%L(Pn'f‘ 9)= Jap’

'] i
.(—)EL([)"'+0)—¢—); (m < n)

-+ . . . :
montrent que g"—_l_z est un invariant d'ordre n. Dans ce cas, il est
m

donc nécessaire et suffisant, pour qu'il y ait un invariant, qu’il existe
deux involutions d’ordre différent. Il faudra, par conséquent, ajouter
aux conditions G, (a) =0, Gy(B) =0, celle qu'on déduit de C,(B)
en changeant n en m.

25. Le probléme général. — On peut le formuler ainsi: 7rouver
toutes les équations s = f(.x, y, 3, p, q) qui admettent une invo-
lution d’ordre quelconque n.

Si n = 2, il suffit de chercher pour quelles formes de f le systéme

ap dp.

9 = ay +f—+%+ —|—ff df

aq dp
admet une solution en p.
Si n>>2, il faudra d’abord voir pour quelles formes de f le
systéme
ITy(XA)=o, I'2(8) = o,
ou le systéme
Cy(a) =o, Ca(P)=o0

admet une solution en A, 6 ou «, . Pour n =2, on n’a pas d’autres
conditions. Mais si 7 est 23, la méthode qui nous a donné les condi-
tions C est susceptible de nous en fournir d’autres. Elle suppose, en

effet (n° 22), que
99
¥= dPn——l

=p.=(n—-1)av+[$.
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On a donc
@ =ppra+4(2, ¥, 3 Pty .oy Pr—2),

et la relation (5) donne alors, aprés simplifications,

9y Y d dn-3f (dn-a f

af
Iy Tl et S dan s

Bl dxu—z> -+ PII-—IM;:ZE -+ .= \l.l‘_);,

les termes non écrits a la fin du second membre étant d’ordre infé-
rieur & n — 2 et M;~? étant d’ordre 3. Supposons n—2>3. En

' iy
osant ' = ——,
P . T ona
o’ ay’ dd/ dm-1f _ _
. 5}?,— +q F‘fz_ +. dp Zom T+ pMRz2 4+ Mi-2 = o,

m étant l'ordre effectif de ¢'. Si m est supérieur a 3, en posant

Y

U= —

on a, en dérivant par rapport & pm,

du du du dm—tf
d.——};-“-q;;-i— ()p E;'m—__l——l-dd—p=0,

et puisque la condition T', n’est pas vérifiée par hypothése, il y a,
d’aprés le lemme, une involution d’ordre £ . Si 'involution étudiée
est celle d’ordre minimum, il faut que l'on ait m £ 3 et il existe alors
une fonction h(z, y, 3, pi, P2, ps) telle que

oh dh LA Oh df ok
dy -1 f d[’l * iz opa i dP wMa=E+ M” =
Un calcul simple montre que, si 'on pose K= df+g£3_}_‘" on
aboutit aux conditions
du u
Cs(u)= 'y +f@
7 ot oH n oK _fof _
+ud—[—)—3a1H—6aﬁ +4 K—;E'—' dP’ dq—q,
Ci(v) = 97 "" dz fdp ; .
) () )
+uH+n__l—~— o)+ 3 7z oq 2K P =o,
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u et v étant des fonctions de z, y, 3, p seulement. On retrouve
directement des conditions analogues quand n =3, 4 ou 5.

11 faut alors chercher si les quatre conditions G peuvent étre satis-
faites et, s'il en est ainsi, la méme méthode peut donner d’autres
conditions.

Ce probléme n’a pas été abordé dans toute sa généralité.

On peut encore se demander s’il existe des équations s = f qui
admettent un seulinvariant, pour un des systémes de caractéristiques.
S’il existe un nombre A £ o, tel que I', (X) = o, ce probléme se con-
fond avec celui que nous-venons d’analyser. Sinon, nous avons vu
au n° 24 qu’il y a deux involutions. Supposons-les, par exemple,
toutes deux d’ordre supérieur a 3. Les conditions G, Cs, G, devront
étre vérifiées par des fonctions f', «/, v’ de z, ¥, 3, p seulement,
n 'y étant remplacé par un autre nombre entier »". On voit facilement
qu'il suffit, pour qu'il en soit ainsi, d’ajouter aux quatre conditions C
déja écrites 'unique condition

Cilw(z, 7, 2 p)l =G5 +9 5% + [ 57 +K=o.

Ce probléme n’a recu de solutions que dans des cas trés parti-
culiers. Sophus Lie (1) adémontré directement que I'équation s = f(z)
ne peut avoir d’invariants que si f(z) est constant ou égal a G, e°?;
M. Goursat (2) a montré qu’'une équation linéaire dont la suite de
Laplace se termine aprés p + 1 transformations admet un invariant
d’ordre p, et réciproquement : la méthode de Darboux et celle de
Laplace réussissent en méme temps. Moutard (3) a ramené aux équa-
tions linéaires les équations

s_£[A(x’ }’)63]+ ;};[B(x, .}’)e“x]—l-C(x, }’)=0.'

Clairin (%) a ramené au type de Moutard les équations s = f(z,y, z)
qui admettent un invariant. Mais on n’a pu résoudre de problémes
relatifs & des équations quelque peu générales qu’'en supposant
I'existence d’une involution pour chaque systéme de caractéristiques.

(1) Voir Goursat, Lecons, t. I, p. 182-185.

(*) Goursar, Legons, t. II, p. 174-178.

(?) Voir Goursart, Legons, t. II, p. 228 et sq, 278-280.

(*) CLAIRIN, Bulletin des Sciences mathématiques, t. XXIX, 1905, p. 177.
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26. Les problémes résolus. — Si nous désignons par des accents
les conditions qui se déduisent de celles que nous avons établies en
permutant le rdle des variables z et y, il peut exister une involution

pour chaque systéme de caractéristiques dans trois cas différents sui-
vant que sont vérifiées :

1° Les conditions C et C/;
2° Les conditions C et I’ (ou I'.et C);
3° Les conditions T et I,

M. Gau (') en a fait I'étude systématique en supposant 'équation

bilinéaire
=Wz, y, 3) pg+a(z, y,z) p+b(z, y, 2)q+c(z, y, 5).

Dans les deux premiers cas, U'équation proposée peut toujours
étre mise sous la forme de Moutard et se raméne, par suite, & une
équation linéaire intégrable par la méthode de Laplace. Dans le
troisieme cas, il y a un invariant (n° 25) pour chaque systéme de
caractéristiques. L’équation ne peut éire que de la forme

s=a(=, y, 3) pg-
Si gg n'est pas nul, on peut encore la ramener a la forme de

Moutard. Si %g est nul, on peut I'écrire
2
s=pq5;Legb(y, %)

et elle admet lintégrale intermédiaire du premier ordre
g p
9 =Y(y)b(y, 3).

M. Gau a démontré gu’elle ne peut admettre d’incariants du
systéme X que s'ils sont de Uordre 2 ou 3.

Dans les deux cas, 'équation se raméne & un des types étudiés et
intégrés par M. Goursat (n° 21).

J’ai généralisé ces résultats dans ma Thése.

En supposant que Uéquation s = f(z, y, z, p, q) nest linéaire
ni par rapport & p, ni par rapport & q, j’ai démontré qu’elle ne

(') GAu, Thése et Annales de U'Université de Grenoble, t. XXV, p. g5-106.
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peut admettre une involution pour chaque systéme de caracte-
ristiques que si elle se raméne par une transformation simple a
Uun des types de M. Goursat.

Dans un récent article des .Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, j’ai étendu ce résultat aux équations s = f(x,¥,%,p, q)
linéaires soit par rapport & p, soit par rapport a ¢, sous la réserve
que ces équations n’admettent pas d’intégrale intermédiaire du pre-
mier ordre.

L’ensemble de ces résultats permet donc d’énoncer le théoréme
général suivant :

Tutoreme. — Toutes les équations s=f(x, ¥, 3, p, q) qui
admettent uneinvolution pour chaque systémede caractéristiques,
sans admettre d’intégrale intermédiaire du premier ordre, se

raménent par des transformations simples aux équations de

M. Goursat.

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Toutes les équations s = f(x, y, 5, p, q) qui s’intégrent par la
méthode de Darbou.rx, sans admettre d’intégrale intermédiaire du
premier ordre, sc raménent par des transformations simples,
aux équations de M. Goursat.

Il ne nous reste donc qu’a étudier les équations qui admettent une
intégrale intermédiaire du premier ordre.

CHAPITRE V.

DES EQUATIONS s = f(z,y, 5, p,q)
QUI ADMETTENT UNE INTEGRALE INTERMEDIAIRE DU PREMIER ORDRE.

27. Cette intégrale intermédiaire sera, par exemple,
(2,7, 2,p,9) = Y.
0 . . . .
I1 faut alors que £ soit nul et I'équation pourra s’écrire

9 ) )
s£+‘p0—2+£=o ou s=p0(x,y, 5 9)+w(z, ¥ 5.9)
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S’il y a une involution du systéme Z, on a ou bien les conditions T,
ou bien les conditions G, et la discussion montre qu’on n’a a étudier
que les deux types d’équations

9 J9
(N S£+ —(1',.}’79)=° ou s=f(z, ¥ ¢)
(I1) s, 3, )= = pb
dq sz(y’ ’ )_0 ou s=p (.}’,5;9)-
28. Etude des équations s=f(z,y, ¢). — Soit ¢ une solution
quelconque de I'équation
do do
dz +f@ =0

L’équation donnée peut s'écrire ¢ (z, ¥, ¢) =Y (y) et il est clair
qu’on peut prendre pour © une fonction quelconque de lui méme et
de y sans que I'équation précédente cesse d’étre une intégrale inter-
médiaire.

Posons
F1(L¢)=%§ +f3;’ rey Fn(u)=Fan—l(u)g;
ona
df . def
—(E=F1(f), R d'?;—Fp(f),

et la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une invo-
lution d’ordre n, p,+4 (2,5, 3y+ - spn_y) =0 s’écrit

g B Pl e Fa () =

Désignons par des accents les dérivations par rapport & pa_i;

on a dq,
oy’ oy o
dy +q52 -+t F,,_z(f)d—--——p”_l 0.

Si n est 'ordre minimum d’involution, cette condition exige que

Y= puaXp—1 (&) + bi(®, ¥, % .-, Pn-2).
N
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On voit de méme que

1= pp-aXp-g+ $o(, ..., Pn-s),
=X ppa+. .+ Xy p1+ Xoz + g (2, ).

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait une invo-
lation d’ordre n s’écrit alors

(A) ;—%—I—qxo—-l— fX1+X2F1(f)+...+ X1 Fn_g(f)+Fu—1(f)=0~

Clest la une équation aux dérivées partielles que doit vérifier-f, et
nous pouvons supposer qu’elle n'en vérifie aucune autre de méme
forme et d’ordre inférieur, si Uinvariant d’ordre minimum est
d’ordre n.

29. Lemme. — Si la fonction f(u, v) vérifie la relation
1=h
Fr(f)+ Ar(u) Frog(f) 4. 0.+ Ag(u) f+ 0 Ag(u) =2l,~(<p) Bi(w),
=1
o étant une solution quelconque de Uéquation Z—Z—!—f%g = o0,

[ vérifie aussi une relation de la forme
i=h+1

Fia(f)+ Crma (@) Frma( )+ o9 Colu) = z Ui(9) Di(u).

=1
Remarquons, en effet, que pour que I’on ait identiquement,

[FA(f)+ Ap() Frmy (f) +...- 0 Ag] U(u)
= F)[UF_,+ Egoy () Fsoa(f) +. . .~ 0 Eo(2)]

il faut et il suffit que I'on ait
B =AU-U, Ej_y + Etmr=ArU,
E|+ Eo= AU, 7 = Ao U.

L’identité sera donc assurée et les nombres E déterminés, si U est
une solution quelconque non nulle de I'équation différentielle

UAg— [UA;T 4. .4 (— 1) [UA;]D 4. o (— DF[UA,— U'J0 = o,

les indices indiquant les dérivations par rapport a u.
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La relation donnée s’écrit alors, en posant

b=UF;1+ Ei4(u) Fra+...+0E,,

h
Fi(§)=U ¥\ Bi(u) li(y),
1

et Pon obtient bien en intégrant une relation de la forme annoncée.
TuatorEme. — L'intégrale générale de l'équation
Fui(f)+Ani(W) Frua(f) +. o+ A(5) f +v Ao(u) = B(u)
s'obtient en éliminant ¢ entre les deux équations

v=u [;(9) +...+ Uplpn(P) + Ups,
S=ul (o) +. . ulf L() + Uy,

les nombres l; étant n fonctions linéairement indépendantes de o,
Unyy €ant une solution particuliére de Uéquation

U - Ay U=t - A, U+ A, U =B(u)

el iy, Usy « .., Uy formant un systéme fondamental d’intégrales
de la méme équation sans second membre.

L’application réitérée du lemme donne précisément, pour f et v,
les expressions annoncées, les fonctions /; étant arbitraires. En por-
‘tant ces valeurs dans I’équation proposée el écrivant que celle-ci est
vérifiée quelles que soient les fonctions /;, un obtient les derniéres
conditions. La démonstration suppose, comme le lemme, que la
fonction f ne vérifie aucune équation dc méme forme et d’ordre
inférieur.

Constquences. — Toutes les équations s=f(x, y, q) qui
admettent un invariant dordre supérieur a 2 s'obtiennent en
éliminant ¢ entre les deux relations

q =2li(y, P)Ei(@) +Enra(2),
1

% (] d n
s = Z Li(y, 9) dgd(;) + & ;’;(w)'
1
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Un.changement d’inconnue évident permet de prendre E,,_h, =o,
et I'intégrale générale de I'équation est

= X(2)+ D (@) [Uly, V()] dy.
1

30. 11 est facile d’en déduire toutes les équations qui admettent
une intégrale entiérement explicite. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et
il suffit que le systéme de Pfaff a n équations et n - 2 variables

ai=dy;— li(y, t)dy=o0 (i=1,2, ..., 1)

soit un systéme spécial (!). En appliquant la méthode due a
M. Cartan, on voit que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit
que l'on ait

Jdi; .

—‘—“Pl(t)f(}"r t) ("=I’2v "-1”)'

Nous allons montrer directement qu’on peut alors expliciter z.
Explicitons d’abord les fonctions /;. On a

ll=f?1fdt7 sy li= | o; f dt, Cere

Si l'on pose
_ d'-Pl 1 0l; . dll
Sor= 57 (1 0), W= o
ona

1
ll=q’1 ll=H q}l— [q’l —‘ifl—L (i=2,..., n).

En désignant par des accents les dérivées par rapport a ¢ et en
posant
b(HY =4,(y, ¢),  Hi=(H) : (Hy)
il vient
. 1 o Hads _L[ 5 ]'
(H/’)/’ 2 (Hl ): ‘l’z; f_' <y (H;)I ’

L=t g — el [ A (=3, ).

o~
-

En continuant ainsi de proche en proche, on arrivera a chasser

(") Voir CarTAN, Bulletin de la Société matheématique, t. XLII, 1914, p. 12-}8.
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tous les signes d’intégration des expressions de /;, et en posant

9

Q’n(.}” l)— d__}’(‘y’ t)v
on aura finalement
dq; 02y onr1d ket kY
in-
f=do,l d}’ +an,gdy0t+.-.+ Gom.;.aW = 2 ao’,t.‘w-k__l,

A=t
h=n

= Y 9y oy okY
l"“"d T gy e T Y g g = "‘oyauc—i

do,1 €tant nul, et les nombres «; ; étant des fonctions de la variable ¢
qui ne dépendent que des fonctions ¢;. La fonction ¢ étant arbi-
traire, puisque f I'est, on a identiquement

dl;
ot “‘f?h

c’est-a-dire

n-+1

~ qu;
E oy dzk—l (it @ip—) = ”‘2“" oy k=1’
1

et les nombres =, vérifient les relations de récurrence

% o et = Pk
Si donc on pose
k=n gk lq; h=n+1 ok "P
Li=Yuagris  F= X towrs
k=1 k=1
on a
dL k=n+ . qJ k=n—+1 k=t
gt —
o T E gr (Mg 3id-1) = 2 v o0k g = 9k
k=1 k=1

31. 1l est dés lors facile de calculer les intégrales
L= [y, 0y,
ou y est une fonction arbitraire §(¢). On a, en effet,

1= ‘f,"dy—L,—f""'dt Li— fep,(z)F(t ) dt.
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Tout revient a calculer les fonctions
Gi=[[eu(0) P4, yyde
et c’est un calcul en tous points identique a celui qui donne les fonc-
tions /;. On obtiendra
Gi=a;1T(t) ...+ a;,Tn1(1),

la fonction (¢) étant liée a la fonction arbitraire =(¢) par la relation
implicite
F(0, t) = o, ©() +...+ g pe1 T (2),

On en conclut que

Ii= 3‘ @k k_‘(¢_t)s

atk—

) étant défini en fonction de z(t) par I'équation

n-+1

H—1(y—=
zaon—dzki:l———) = 0,

1

Ainsi, y est exprimé an moyen d'une fonction arbitraire t(¢) et

i=n h=n
z=X(x) +25i(w)21;, g l“’(gt t_),—r(t)]
=1 k=1
Dans cette derniére formule. il faut, aprés les dérivations par rap-
port a ¢, remplacer y par sa valeur; z et ) sont alors exprimés au
moyen de z et ¢, parl'intermédiaire de deux fonclions arbitraires X (z)
et 7(¢)-

32. Ktudes des équations s =pf(y, 5z, ¢). — Nous Pposerons
encore
Ju du

Fo(u) =0, F,(u)=E+e(E, vor Fu(u)=Fy|Fay(u)].

Si u ne, contient que y, z, ¢, on a

dF(u) _ OF; oF; _
dx P'Iz‘+po??—pF[+i(u).
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On en conclut sans peine que

di-1 f
T —ZakF;(G),

les nombres a; ne dépendent que des variables py, pa, .., pi
L.a condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un inva-
riant o(z, ¥, 5, P1y P2y « -+, Pu) s'€crit alors :
de . dyp + dcp
dy qdz PE " dp et

i=k—1 t=n—1

O d .
) aiF;(0)+...+% D\ @ Fi(d) =o,
=0 =0

ou z, qui est un invariant de méme systéme que ¢, peut étre supposé

remplacé par une constante. On peut alors écrire la condition précé-
dente sous la forme

(P) Cn_an..l—‘r...—i‘ CiF[+...+CoF0+qC+D=0,
ou
_do __0O¢ _d__ i do
D——a;) C-—&; C1 p QApp e +dpl+la:-+|.

Les nombres I¥; ne dépendent que des variables y, 3, ¢; les
nombres D, G, C; ne dépendent que des variables y, z, p;; il y a
donc entre les nombres F; une relation de la forme

(F') F,,.(O)—|—A/,_1 F 1(0)+...+ Ao Fo(e) +Aq = B(y, z)
(o <k<”'_‘l);

les nombres A étant des fonctions de y et 5 seuls. S’il y a plusieurs
relations de cette forme, nous raisonnerons sur celle oa I'indice & est
le plus petit. Nous savons alors que la solution générale de I'équa-
tion (I") s’obtient (n° 29) en éliminant ¢ entre les deux relations

A
g =Y iy, Ty, 5+ L7 3,
l e JZ, JZ
s \ A+1
6 = -[—) AIIIZ-_FT,
1

MEMORIAL DLS SC. MATIL — N° 42.
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les nombres /; n’étant liés par aucune relation linéaire a coeffi-
cients fonctions de y et de 3, les nombres Z; n’étant pas tous nuls.
Sil'on fait le changement d’inconnue 5 = A(y, 5'), ot

dh
‘7.—}’ =Zj1 (Y, 3),

on voit qu'on ne diminue pas la généralité en prenant Zi=o.
Les équations que nous cherchons doivent donc avoir la forme
précédente, ou I'on a supprimé Z;,,. Pour ces équations,
02Z; . d"Z,‘

Fi(h)y=0,  Fil)==bga, oo Fua(0)=24L500

La condition I" donne alors

e=k
ny,.
D+21,-(Cn~1 ddz,,‘ kR Co% +cZ,-) =0

=1

Si le premier membre de cette égalité n'était pas identiquement
nul, en donnant aux variables p des valeurs lixes, on en deduirait,
entre les nombres /;, une relation linéaire a coefficients fonctions
de y et 3. 1l faut donc que I'on ait

Jp
—— =0
t ‘)}'
€
ng,:
(Ty) Cn 1‘%‘#-% -r—(aodL'—l—CZ,':o (i=1,2, ..., k).

Il y a au moins une fonction Z; qui nest pas nulle. Considérons
alors I'équation (E)

Zi
(E) S=rez;
On a, pour cette ¢quation,
VA 7! Zih+1)
e: ——L e ] ¢ P = ‘ y
9z F®=qz, - Fu()=g=5—;

les indices indiquant des dérivations par rapport a z. La condition (T))
exprime donc que l'équation (E) admet un invariant d’ordre n,
®(3y p1y - -+, Pn). Mais cette équation est de la forme

JLb(y, s
s = pq (J’)
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complétement étudiéc par M. Gau, dans sa Thése (p. 108-117). Elle
ne peut admettre d’invariants que de Pordre 2 ou 3. M. Goursat (*)
ayant montré qu’il y a un invariant du second ordre lorsque k =1,
nous n’avons plus qu’a étudier le cas ot k =2, n = 3.

Posons alors
Fo(8) =bF(8)+ab+Bqg+a.

Un calcul simple montre que le systéme, que doit vérifier ¢ et
qu'on déduit immédiatement de la condition (T), n’a de solution
que si
oc de

b=o b=—% =%

> a=—2c(.}’7 3),
Mais alors un changement d'inconnue 3" = A (¥, 5) montre que, si
'on pose
oh ) S
-~ = e7\ C= — — — )
dz ’ dz2 2 \dz
on a identiquement
dc

A Fy(0') = Fy(0) 4 2c¢h +q3§ + ‘W’

I'équation proposée étant supposée sous la forme
s=p0( 3 q)

On en conclut que toutes les équations que nous cherchons se
déduisent par des transformations ponctuelles de celles qu’on obtient
en éliminant ¢ entre les deux relations

g=3 Uy, e)+z2m(y, 2), =23l y,9)+m(y, ¢)

$
)

Il est facile d’en obtenir I'intégrale générale. On peut, en effet, en
changeant de fonction ¢, écrire ces équations

g=2 Uy, 9)+ze, S =230 9)+¢

On a l'intégrale jntermédiaire

<

504
Y

(P=

<
~~
N

') GouRrsat, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t.
1899, p. 31-78.
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et la solution cherchée sera l'intégrale générale de I'équation de
Riccati
d (1 Y ! Y\
dy ) T YT '}”Y)_o'
En changeant Y en ¥, on peut écrire la solution sous la forme
e¥ Y r
;:X(x)+ ey, Y)dy

L’intégrale explicite s’obtient alors facilement par les méthodes
précédemment indiquées.
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