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SERIES ANALYTIQUES. SOMMABILITE.

Par M. A. BUHL,

Professeur & la Faculté des Sciences de Toulouse.

INTRODUCTION.

Il sagit ici, au fond, du probléme du prolongement analytique,
probléme qui a suscité Peffort d’un trés grand nombre de géométres
parmi lesquels quatre noms brillent d’un éclat tout particulier : ce
sont cecux de MM. E. Borel [1], J. Hadamard [2], G. Mittag-
Leffler [3] et P. Painlevé [4]. La théorie semble francaise; les
Mémoires de M. Mittag-Leffler et de presque tous ses éléves sonl
¢crits en francais, ils ont été précédés de Notes publiées surtout dans
les Comptes rendus de UAdcadémie des Sciences et M. Walter
B. Ford, dans un court mais substantiel apercu historique [5], a fait
ressortir (que les deux premiers volumes de I'Encyclopédie mathéma-
tique allemande ne consacraient pas Lout i fait 7 pages, sur 2282,
la théorie des séries divergentes.

Ajoutons toutefois que ceci nous reporte assez loin dans le passé
ct que nombre de travaux sur la sommabilité analytique ne se
réclament pas explicitement de la notion de série divergente.

En outre I'Encyclopédie précédente, dans la plus récente édition,
a é1é considérablement complétée sur le point en litige, notamment
par un article de M. L. Bieberbach [5*], qui contient les plu~
essenticls des résultats que nous allons exposer.

Dans cet opuscule, j'emploie une méthode trés synthétique, émi-
nemment propre a la condensation et qui me parait d'ailleurs puis-
sante. Je n’étudie rien d'autre qu’une intégrale double : celle de
I'égalite
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2 A. BUHL.

en laquelle ¢, (%, &, «) est une fonction entiére en  dont le dé elop-
pement taylorien est fait des ¢, cependant que les s, sont des
polynomes dits tayloriens parce qu’on les extrait toujours d’un
développement taylovien de F(.r).

Cette intégrale double est 'une de celles qui généralisent I'intégrale
simple de Cauchy; clle a des propriétés encore incomparablement
plus riches, ce qui n’est pas peu dire. Les résultats que j'atteins ainsi
le plus immédiatement sont ceux de M. Mittag-Leffler.

Naturellement 'étude ne va pas sans celle des ,, c'est-a-dire de
{onctions entiéres a choisir avec discernement si I'on veul obtenir
des prolongements aussi parfaits que possible.

On est alors aiguillé du coté des fonctions entiéres qui ne croissent
indéfiniment en module que quand la variable va a Iinfini dans un
angle qui peut devenir aussi aigu qu'on veut, fonctions sur I'existence
desquelles M. Ii. Borel ne se prononcait pas encore en 1899 [6].
Ceci prouve combien la théorie des fonctions entiéres étail peu
avancée a la fin du siécle dernier. Ses progres depuis ont été rapides;
on a reconnu toute 'importance des théorémes de M. E. Picard et
des lemmes de croissance de M. J. Hadamard. L'intérét, parfois d’ap-
parence paradoxale, est toujours dans le voisinage des points singu-
liers essentiels. De brillants ¢t jeunes successeurs, tels que MM. G.
Julia[T] et G. Valiron [8]. nous ont donné, sur ces sujets, de fort
jolies monographies. J'en recommande la lecture a ceux qui voudronl
continuer les travaux ici esquissés car c’est certainement en partant
de la fonction enti¢re et de son développement taylorien valable dans
tout le champ complexe qu'on arrive a apercevoir le plus naturelle-
ment les méthodes de prolongement analytique pour les fonctions
qui ont besoin d'un tel prolongement.

CHAPITRE 1.

GENERALITES. INTEGRALES CURVILIGNES FONDAMENTALES.

1. Sommation et sommabilité. — Soient les deux séries
(1) Fle)y=ue(r)+ wi(x)=+usta)—....
(2) SUE)=cot§) + () — () ...,

(qui sont supposées représenter les premiers membres dans des condi-
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tions connues, par exemple lorsque et £ sonl dans de certains inter-
valles ou dans de certaines régions du plan s'il s’agit de variables
complexes. I faut supposer de plus, dans ce qui suit, que f (&
devient infinie, pour de certaines valeurs o, oy, ..., o, de £, mais
que la série (2) reste propre a représenter /(§) dans le voisinage
immédiat de tous ces 2 ou, tout au moins, quand % tend vers o d'une
maniére bien déterminée.
Le produit I°(.r) f(5) peut s’écrire

Colly =+ Colly = Cylla—+. ..

L eqlUy+—Criy+Cply+. ..

Désignons par s, la somme des 7 -1 premiers termes de (1). Dans
le tableau que nous venons de former, la diagonale principale et tous
les termes placés au-dessous peuvent se représenter par

n=ow

N
CnSn-

n=~0

Tenant compte des autres termes, on arrive (9) a la formule

L L]
: ' CnSn Co+Ci+...+Cy
Fir)= - +4- Upyy ———
)T e e Z n a3
n=0 n=0

On voit que le second sigma peut tendre vers zéro, quand & tend
vers I'une des valeurs a précédemment définies, @ condition que la
série (1) soit convergente. On a alors a la fois

=
. . . . cys
(%) Fix)=lim s, F(xr)=1Ilim E .
: ’ n—w : (= f‘;"
n=\y

Examinons, sans plus tarder, quelques cas ou la fonction somme-
trice f(E) prend une forme particuliére. Pour

So = y =1 E - B
- 3 B
on a (formule de Cesaro)
P . So-Esy - Eisy ... L Sg S . s,
Fiz)=Ilim 2 ’,_' L =lim = ! not
) ¢t 5+ 55+ n o e n
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ESN

Pour (p désignant un entier positif)

! » .
S(E) = — =1+ &P 5L
on a
. . Sy EPs, - EWsy ...
‘4 F(z)=lim VTS opTm S e s
b=a I+ EPHE 4.

en désignant par x I'une quelconque des racines de I'équation binome

E—1 =o.

racine vers laquelle £ doit tendre sans sortir du cercle | E|=1.Sil'on
prend simplement la racine 1, la formule (4) devient

F(.Z‘) — lim So+ Sp—+ Sep+.. .+ S(,,_1,,;‘
n—ow n

Remarquons, la série (1) étant toujours supposée convergente,
qu’on peut prendre p assez grand pour que les sommes s,
Sapy -++s Su_r), dilférent les unes des autres d’aussi peu qu'on
voudra. Cela permet d’écrire

. Sy n—rt A .
F(e)=1lim { 2 + —— sp l?l') = lim sp—q)p.
n=x \ 7 n n—w

On passe ainsi directement de la seconde a la premicre des for-
mules (3) et, par suite. on peut dire quc la premiére est un cas par-
ticulier de la seconde.

Revenons aux formules (3) considérces en général. En la premiére
il y a sommation, en la seconde sommabilité. Jusqu'ici les deux
choses semblent completement équivalentes, la seconde pouvant sem-
bler curieuse mais non utile, car, si s, a une limite, le plus simple
parait étre de considérer celle-ci directement et non par l'intermé-
diaire def(E) et des ¢,. Mais les deux procédés s’opposent, au con-
traire, de maniére extrémement remarquable et des plus utiles, dans
les cas ou s, cesse d'avoir une limite sans qu’il en soit de méme, dans
le second membre de la deuxicme équation (3), pour la limite en £.

Il peut méme arriver, contrairement a la premicre apparence, que
la seconde limite ait des. propriétés plus simples a discuter, ou plus
avanlageuses a cerlains points de vue, que la premicre. C'est notam-
ment ce qu'a montré M. L. Fejér [10] en appliquant la formule de
Cesaro a la série de IFourier.
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Le but de cet opuscule est d’examiner les séries de Taylor dans des
conditions analogues.

Remurquons encore que la fonction /(Z) ne joue de role jusqu'ict
que par ses infinis o et ceci peut donner une premiére idée du role
qui peut échoir, en Analyse, aux séries divergentes : celles-ci
deviennent (nstruments de sommabilité vis-a-vis d'autres series.
C'est ainsi que

154524
conduit, pour 2 =1, a la formule de Cesaro.

Ce premier exposé pourrait déja soulever bien des discussions plus
ou moins subtiles; nous avons voulu simplement indiquer a grands
traits la dualité des formules (3).

Nous réservons I'attention pour le cas des séries entiéres.

La formule de Cesavo [11] a été le point de départ d'extensions.
particulicrement d'itérations dues i Faber. Fejér, Ford, Frobenius,
Iolder, Knopp, Kogbetliantz, Le Roy, Moove, Plancherel. Riesz.
Schur, Schnee, La Vallée Poussin, elc.

Pour plus de détails, sur tous ces géomeéires et leurs travaux. on
pourra consulter R, D. Carmichael [12], Walter B. Ford |5
O. lolder [13], Lloyd L. Smail | 14], E. Kogbetliantz [ 15].

Quelques liens remarquables onl é1é apercus entre ces méthodes
(itération et les questions que nous allons aborder. Forr. par

exemple, L. Hanni [ 16].

bl

Enfin des disciplines assez diverses en apparence ont pu donner
des résultats analogues. Telle est I'analyse dite e composition de
MM. V. Volterra et J. Pérés |167|. Cette analyse conduit i des
séries de composition parmi lesquelles on retrouve les séries sonima-
trices de la théovie borélienne.

2. Séries entiéres. — Soit () unce lonction analytique qui sera
généralement supposée uniforme dans tout le champ complexe. Nous
supposcrons aussi que I'(.r) n'a que des points singuliers isolés 1
que lorigine O n'est jamais un point singulier.

Yar tous les points singuliers «; menons des demi-droites opposées
aux directions «;().

dar hypothese, I7°(.e) est holomorphe dans tout contour (€ tracé
dabord autour de O et qui grandil en s'¢toilant entre les demi-
droites pointillées (que nous venons de définir.-
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Le contour C peut alors prendre la forme canonique indiquée a
droite sur la figure 1.

Fig. 1.

Pour de tels contours C, on a la formule de Cauchy

(5) Fir)= —— (T2
aln S s —ux

ds.
(

Celle-ci, sous la condition nouvelle | .x | < |z | quand z parcourt C,
donne le développement de Taylor (ou de Mac-Laﬁrin)

2

(6) F(z-)=;;—Tt!/C‘TF(z)(\é+g+%+...)d:.

Le contour C est donc & remplacer, dans (6), par un contour ('
entiérement contenu dans le cercle de centre O dont la circonférence
passe par a, point singulier le plus rapproché de l'origine. En tout
cas, le développement (6) n’est valable que dans C'.

Mais ceci n’empéche pas que I'on peut écrire, avec le contour G,

(7 1o L i)l
- Sa= — Wz -+ = 4+ —— ) ds
7) T ain ) N sn+1
ou bien

I R s+l pn+t [z
8) =T /F'“’—z_.,.-—zi_ﬂ'

A N
Ceci posé, soit la fonction sommatrice

(9) JE) =Yoo+ 115+ 282+
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ou, d’une maniére abrégée,
(10) SE)y=co+cC1 +Ca+....

Nous poserons
(11) ep(E)=f1E) —(code1+...4Cpoy)  PolE) =Ff(E)

(sénéralement j(E) sera une fonction entiére et nous aurons

EM P "
(12) ('u+])= [l‘Pp( )C'H'I"Hd“
en désignant par [’ un contour qui peut étre une circonférence ayant

'origine pour centre et un rayon aussi grand qu’on veut dans le plan
de la variable C.

Formons

s+l pu+i Eu +p dc ds
CrepSu= ain [ /'F(z)c,, s —x :/n-p+lzn_+—l’

et sommons de n = 0 4 n = x; en utilisant les identités

% r
W N L[S e ]
= = - L
_[E\ 1 x )
-(:)(c=-ew
_(’;’ P {(z—ux)
- .Z) I—§)(La—zx)

il vient finalement

n—==x

(14) 2’711+;)Su= <2H‘t) '/ ./r("%)p M%—([: ds.

= -2 (:—%)

L'emploi des identités (13) n’est légitime que si
(15) 8] <1z, |Ex| <|Ls

mais ces conditions (1) ne jouent aucun role restrictif car, quels
que soient § et z, on peul loujours prendre le rayon |{| de T' assez
grand pour qu’elles soient réalisces.

3. Intégrale simple fondamentale. — On peut étudier le second
membre de (11) en prenant, comme premiére variable d’intégration,
soit 3, soit <. Je prends §. D'aprés la derniére équation (13), l'inté-
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arale double peut aussi bien sécrire
(3) 7 AN Fiziep, )
/[ ) (T—f(zs—x ( ) = / /( - sy
< s ~ - .

Dapres Ta vemarque faite a propos des inégalités (15), Zet 2 2 ssont .

X

toujours dans I'.

On pourrait croirve, d'autre part. que le dénominateur 7 qui figure
dans les intégrales doubles doive faive considérer Porvigine du plan
de I comme un pole d'ordre p. U n'en est rien car 2, (<) contient L7
en facteur. Done Pintégration en J conduit a remplacer (14) par

n—uz
i . Fies)ds I el tr’ Fis)ds
Crudp Sy = _-_"."l"?"j - — . T / _) ?/:(—)-—-;
N L s—.r YR o .3 s—x
n_u ¢ L :
d’ou

n_»

(16) epti) e = v Crap Sy

Il

Cest La une formule fondamentale. Elle donnera une formule de
sommabilité, analogue a la seconde 1 31, toutes les fois que T'on pourra
se débarrasser de intégrale de ligne qu'elle contient. ce i quoi on
peut parvenir, comme nous le verrons, par des méthodes fort varices.

Marquons le role, @ vrai dive secondaire mais intéressant tout de
méme, de I'indice p.

Faire varier cet indice revient & dévanger tous les coefticients Cuyp
de la méme manicre par rapport anx polynomes s, or la formule (16)
fat pressentiv que ce dérangement n'aura jamais d'inlluence bien
essenticlle sur la représentation de (). Néanmoins il v a avantage
& laisser p provisoirement indéterming et a pouvoir le choisir suivant
la nature des questions que nous rencontrerons dans la suite. \insi,
st Pon voulait ¢rudier divectement Fintégrale double de (1 1), il semble
quion la simplifierait légérement en prenant p =o: au contraire,
dans (16), on est tenté de prendre p==1.

k. Généralisations. — Il arrivera, dans la suite, que la fonction
sommatrice se présentera encore sous Iaspecl (o) mais avee cetle
géncralisation que les coefﬁcu-nl;*",- seront des fonctions de 2 et méme
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de 2. Ainsi on aura

v 2
R T ACE RS RS AL P

( f( 2 Ew)= Co -+ Cy -+ Cs “+....

Généralement f(%, & r) sera encore une fonction entiére de g
pour les valeurs de £ et o qui seront considérées. On posera encore
(B &, )= f(5 5 &)—(co-~€1+...+Cp-1):

d'ou
/

Ep+1
8 (k. ‘ Sro, kx4 ‘fﬁ.f”“ (0.5 a)+.
(18) ¢,(z, 5. 2)= (

Cp -+ Cp+1
Dans ces conditions les raisonnements généraux des paragraphes 2

et 3 peuvent étre conservés; la formule (14) est @ remplacer par

n_ o«

P Flzyopl. 5. 2)
“9) 20'”—]’3”:(2!11)]/ (:) . ! E.l‘ d__ ds.
n=u .—;)<5——c‘

ce qui donne, au lieu de (16),

n—o

Flx)= 20 S, -+ ! ( Wk ,_‘T"')l“(:;dz,
" AP i ¢ x) ep IR R

n_t

vy

(20) ¢p(k

avec, bien entendu,

| : gup
(1) Cnt+p = mjl Ipls 3 ) @ﬂ—m’l

of X
N

Ceci dit, il est aisé¢ d'indiquer de maniére précise ce que L'on trou-
vera dans le présent fascicule. Les formules (19) ou (20) dominent
tous les résultats a obtenir.

L’intégrale double de (19) généralise I'intégrale simple de Cauchy
rappelée en (5).

De méme que () donne la série de T’ (11 lor, valable dans son cerele
de convergence, les formules (19) et (20) donneront, pour la repré-
sentation de F(r), des séries de polynomes tayloriens s, quon
'efforcera de rendre valables dans des domaines de plus en plus
¢tendus, domaines qui finiront par s'étendre en tout le champ com-
plexe.

Pour mener a bien cette étude il doit évidemment étre nécessaire
de faire un choix quant aux fonctions sommatrices, /(%) ou f(3, 5, ),
aemployer. Nous distinguerons les fonctions sommatrices ordinaires,
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comme par exemple la fonction exponentielle, qui se sont introduites
en Analyse pour une foule de raisons fort indépendantes du probléme
de prolongement analytique ici considéré: ensuile nous passerons
aux fonctions sommatrices spécivles qu'il a lallu consteuirve toul
expres pour réaliser des prolongements analytiques aussi parfaits (ue
possible. Bien que ces fonctions spéciales aient des propriétés fort
curieuses et d'apparences parfois paradoxales, elles ne sont cependant
Jamais bien ¢loignées des types ordinaives et particuliérement du type
exponentiel.

&. Convergence. — Le cadre de cet opuscule ne nous permettra
pas d’approfondir celte question toutes les fois que nous rencontre-
rons une séric en ¢,y ,8,. Indiquons I'essenticl. Prenons le sigma
de (16.. Pour n croissant indéfiniment limy —F.T: o. Considérons
le cercle ou converge le développement taylorien Xa,.r de I(.r).
Avec r module d'un .r inclus dans ce cercle, on a (@, 11" <7 g st 2
est une constante. Done “a, ' < 2r=" et, quel que soit .r,

o N+
TS P o] I_(|.z‘|,)
lsn|<,:'<|+7— R —r”—)=g [RauL L 1 R SN

Done '\l!s_,,_l est lini quel que soil . et '\l [vusa| tend vers zéro
quand 7 croit indéfiniment. Quels que soient § el . linis, le sigma
de (16) a un sens.

Le plus délicat est alors de faire croitre 3 indéfiniment. Mais si,
par exemple, dans (16) divisée par 9,(5), I'iniégrale ainsi divisée
garde un sens (généralement on la fait tendre vers zéro), le sigma,

acceptable dans la formule quelque grand que soit E, conserve encore
un sen~ pour £ infini.

Ce raisonnemenl! pourrait s'étendre & la formule (20), au moins
dans les cas qui seront développés ultérieurement.

CHAPITRE 1.
FONCTIONS MEROMORPHES ET FONCTIONS SOMMATRICES ORDINAIRES.
1. Fonctions méromorphes a poles simples. — Aprés les fractions

rationnelles, les fonctions méromorphes sont ¢évidemment les plus
simples pour lesquelles se pose un probléme de prolongement analy-
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tique. Si l'on veut effectuer ce prolongement par les séries de poly-
nomes tayloriens sy, il est fort remarquable que le résultat puisse
étre obtenu sans intervention des formules générales de Calcul
intégral établies précédemment.

De plus le role des fonctions sommatrices s’étudic plus aisément
sur des formules dépourvues de tout symbole de quadrature; nous
sommes donc en présence de cas simples par lesquels il est naturel de
commencer [17].

Soit F(z) une fonction méromorphe a poles simples «,, a,, ...
rangés par ordre de modules croissants. Le pole a; sera de résidu A;.
Soit un cercle Cy ayant I'origine pour centre et dont la circonférence
passe entre ay et ax,,. Pour .r dans ce cercle, on a

(11 Fie)= — g (U Ay

. 1 £ K
(2 F(.r):ZA,-(~——T—...)+a/.-(.—|—a/,.,.zr—|—...
i .

Alors s, est le polynome d'ordre n qui commence ce développe-
ment (2).
La formule (1) peut s’é¢erire

"
X 1 o Ll ah+1
(3) F(z)= Ai[————s~—---—ﬁ+ﬁm—
. a; a; a; a; " (r — ;).

1

+(@po— @py 8t == .= g X)) = Qg T L
ou bien

\ L,IH»I
(4) Flz)=s,+ 2 iz ) = et B - e gy T2
£— Q)

Prenons maintenant la fonction sommatrice entiére définie par la
formule (9) du Chapitre 1. Si 'on multiplie tous les termes de (1)
par ¢,4p et que 'on somme de n =0 & n = o, il vient

B L p—1 .
- . ;.Z‘ i/ A
(5) F(a)gp(k) = Z,cnﬂ»swﬁ',wp =) ;) e —
n=u i—1

-+ 2 ( "p CI' oo ‘,'p+ll EI'+'l)a/.',ll+lw"+'-

n_=u
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Le second membre de cette formule (5) se compose, on le voit, de
trois parties bien distinctes.

Si Pon veut développer F(.r) en série de polynomes tayloriens s,,
il faut s’arranger a ne conserver, dans le second membre de (3), que
le premicr sigma et a détruire les deux autres.

Divisons partout par ¢,(%) et étudions d’abord Pexpression

£l
N AN A = Lp+n
6 } V3 :|/'+n; s 211,
P wpl k) '
noo o

Il est toujours entendu que .r est dans le cercle Gy ct, par suite, la
série dont le terme général est az,.r" est convergente; elle converge
méme uniformément dans Cy.

Faisons maintenant cette hypothése fondamentale que lavariable
aille & 'infini suivant un chemin tel que | /(%) | croisse indéfiniment
et d’ailleurs plus vite que le module de n’importe quel polynome.
Dans ces conditions I'cxpression (6) tend vers zéro. -

En ecffet, dans la série (6), on peut metlre a part les ¢ premiers
termes, ¢ étant fini, el ceux-ci tendent manifestement vers zéro; pour
les termes restants, qui sont en nombre infini, le coefficient ¢n &
peut tendre vers 1 mais alors, si ¢ est suffisamment grand, la conver-
gence de la séric en . entraine que ces lermes ont aussi une somme
(qui peut devenir plus petite en module (ue toute quantité donnée.

Nous admettrons qu'il existe aw moins un chemin, allant a I'infini,
suivant lequel une fonction entiére croit en module plus vite qu'un
polynome. Si un lel chemin n'existait pas, d'aprées le théoréme fon-
damental de Cauchy-Liouville-Weierstrass, la fonction se reduirait a
un polynome; en particulier une fonction entiére qui reste toujours
finie a I'infini doit se réduire identiquement & une constante.

Bref, £ allant & U'infini suivant un chemin convenable, on a

w ik et A
. o . O ¢ s . a; a;\P— RV
(7 For)=lim ¥ 225 gy 27:(_’) /
B o amd o) (E) (%) x xr—a,

n=u

1=
Remarquons bien que le second sigma porte sur A termes et sur £
seulement (uand .r est supposé dans Cy.

La formule (7), indépendamment des conclusions que nous allons
en tirer, parait déja avoir une certaine importance par elle-méme. La
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variable 1 partant de Porigine et passant de C, dans G, dans C,, ...,
cetle formule (7) met en évidence «. @.. ... les uns apreés les autres.
A ce point de vue, elle est & rapprocher de la formule de décomposi-
tion des fonctions méromorphes en éléments simples, due a M. G. Mit-
tag-Lettler. Elle exige, pour la formation des polynomes s,, la con-
naissance du développement taylovien de IY dans le voisinage de
Porigine: en revanche elle ne contient aucune expression qu’on ne
sait pas déterminer. la fonction o, ou f, ayant plutot le role d'une
fonetion arbitraire.

2. Formules de sommabilité. — Pour déduire de (5) une véritable
formule de sommabilité il reste i détruire le dernier sigma du second
membre. Pour cela il suffit de poser

. (5 tw
. “J‘"‘ a; ) . f‘ TI,‘ ) .
18 lim ———=o on lim ———=o (f=1,m. ...
Do Tpli) e S5

Les deux expressions limites (8) sont ¢videmment les mémes dans
les conditions o doivent croitre |E] et | /(3)] puisque [/ et 3, ne
diffcrent que par des polynomes. Les conditions (8) en général n»
seront réalisables que pour .+ dans de certaines régions du plan. Cest
en sarrangeant & ¢tendre ces régions de plus en plus u'on réalisera,
au moyen de séries de polynomes en s, un prolongement analytique
de plus en plus étendu.
Analysons les choses cn détail.
< Sout abord o dans C,. On aura

IPir ) = dyg+ dy) 0 = dya 2+ . ...
n -z N=
Forio,atr= ;; Cu pSn

noon n_n

-+ ; CipEP e BV ey gy gt

Divisant par ?,,(Et) el faisant croitre 5 conformément a Phypothés.
fondamentale du paragraphe précédent, il restera

n_x

. . Cnip$
(g l'(z'p:lunz—'i_,”—J"
' Ew epl £

n—nu

formule qui n’est autre que () pour b =o ¢t (ui, & ce litre, aurait
pu étre écrite immédiatement. Si maintenant . sort de G, il faut
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compléter le second membre par le terme du second sigma de (7) qui
correspond & £ =1 mais, d’autre parl, ce lerme complémentaire peut
étre immédiatement détruit par celle des conditions (8) qui corres-
pond a i=1. Cette condition, en général, ne laissera plus a « la
liberté de circuler dans toute la couronne C, — C, mais seulement
dans certaines régions de celle-ci. De méme si .r, sans pénétrer dans
les régions précédemment interdites, peut passer dans la cou-
ronne G, — C;, le terme du second sigma de (=) qui correspond
a { = 2 vaapparaitre dans la formule (¢) et 'on pourra le détruire par
celle des conditions (8) qui correspond a { = 2; cela pourra interdire
a & certaines régions de la couronne C, — C,. Et ainsi de suite.

Le cas le plus important est celui ou l'on se propose de faire cir-
culer  dans tout le champ complexe. Mais alors, si 'on veut repré-
senter I'(x) par des formules du type (9), toutes les conditions (8)
interviennent a la fois. Chacune conduit, en général, a limiter par
une certaine courbe le domaine de validité de la formule (g). L'en-
semble des domaines acceptables forme la région de sommabilité ou
encore ce que M. G. Mittag-Leffler appelle une étoile B en attendant
que on parvienne a 'étoile principale A qui couvre tout le champ
complexe, a I'exception peut-étre de certaines coupures, étoile .\
dont la figure 1 de droite donne une premiére idée.

Tout ceci s'éclaircira et se mettra facilement d’accord avec des
résultats connus en prenant 'exemple particulier de f(%) = ef.

3. Sommabilité exponentielle. — Si f(£)==ef et si Pon pose
d’autre part
t=pelo 2= rell, a;= o; et _

on trouve immédiatement que le rapport de f <ii”> a f(&) est une
C) R

exponentielle dont la partie réelle de I'exposant est

” .
3| —costl 4w —7;)-— v.nsw] .
t

Réaliser les conditions (8) c'est faire tendre de telles exponentielles
vers zéro, ce qui arrivera (uand o croitra indéfiniment si le crochet
précédent reste négatif. Géométriquement c’est faire rester la variable »
toujours du méme coté que Porigine par rapport a la droite

(10) recos(l 4+ w-—1;) =o;cosm
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qui passe par le point @;(2, 7)) et fait en ce point un angle -;E — w avec
le rayon vecteur O a;. Il ne faut pas oublier que £ est tenu de croitre
en module adroite de 'axe imaginaire, donc  est compris entre — ;—t
eL=.

Il est trés important de remarquer que si £ va a l'infini dans une
direction donnée, les droites précédentes font des angles constants et
tous les mémes avec les rayons vecteurs tels que Oa;. Si la direction
ot ¢ croit change, ¢'est-a-dire si Pangle w varie, les mémes droites
tournent autour des points @; d'un angle égal a celui dont w a varié,
mais en sens contraire.

Ceci posé, supposons z dans C,; on doit avoir, pour repré-
senter F(z), une formule du type (9) laquelle est simplement équi-
valente & la formule de Taylor.

Si x sort de Gy, le terme qui s'ajoute a cette formule du type (g)
ne peut disparaitre que si 2 ne franchit pas la droite A, passant par a,
et faisant avee Oa, un angle constant (fig. »). Sous ceite restriction

P ~

z peut circaler dans ce qui reste de la couronne G, —GC,; si cette
variable sort de la, ce ne peut étre qu'a la condition de ne pas franchir
la droite A, construite comme A, et ainsi de suite. On finit par
obtenir comme région de sommabilité un contour mixtiligne qui
devient le polygone de sommabilité de M. E. Borel [ 1] si £ croit par
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valeurs réelles car alors w est nul et chaque droite A; est perpendicu-
laire an rayon O a;.

4. Sommabilité exponentielle a exposant . — Comme sccond
type de fonction sommatrice prenons. m étant un entier positif,

(i S1Er=en, v = Im,

La premiére étude de ce cas est encore due a M. . Borel. Pour sim-
plificr nous enverrons § a I'infini seulement le long de la partic posi-
tive de Laxe véel. Alors les cotés du poly gone borélien sonta remplacer
par des courbes

(1) rotcosmy ) — <) = 2.

Si, duns (12), on fait m =1, on retrouve bien (10) pour v = o.

Les courbes (12) sont des courbes a branches hy perboliques d'une
étude géométrique fort simple; elles peuvent permettre la constitution
d’une éloile B atteignant des x qui ne pourraient étre compris ni dans
le polygone de¢ sommabilité ni méme dans un contour mixtiligne tel
que celui de la fignre 2. Nous retrouverons ces courbes plus loin
(Chap. I, § 6) comme donnant encore naissance i une étoile Bissuc
toutefois de considérations initiales assez diltérentes des préccdentes.

5. Sommabilité exponentielle itérée. — Comme troisicme tvpe de
fonction sommaltrice. nous indiquerons cncore

wat

(13) S5 = en. 1 =e

Un premier aper¢u a été donné par M. A, Costabel | 18]. Ici 5 va
a Pintini positif le long d’une paralléle i laxe réel dordonnée
absolue - " 11 n'y a vraiment de région de sommabilité, hors le
cercle taylorien et analogue anx précédentes, que si les poles de 1K)
sont dans un certain angle, d'ouverture 7, avant son sommet a l'ori-
gine: ladite région est un angle analogue de ¢otés normaux a cenx
du premier et d'ouverture = — 4. Tout ceci demande de nouvelles
études. On trouvera une tentative de complément en [ I8*].

6. La fonction sommatrice 5. — Suanx insister sur les méthodes de
sommabilité telles que celles des numéros préeédents, on peuat cepen-
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dant remarquer que les premiéres fonctions sommatrices employées
furent des fonctions entiéres dépourvues de zéros. Si 'on prend des
fonctions possédant une infinité de zéros on se trouve en présence de
résultats complétement différents des précédents [ IT].

Considérons, comme quatriéme exemple, la fonction 5 admettant
pour zéros tous les sommets du (uadrillage orthogonal formé par les

axes et des paralléles a ceux-ci d’abscisses et d'ordonnées &= 2. == 4,
&6, ....0n aura

5 £ -2 £9
g FE % &283 533 238
+ =3z - i T T T - T <

T 20.3.5  »3.3.5.7 a".32.5.7

les invariants @, ¢t gy étant réels. Si 20 et 20’ sont les périodes de
la fonction p 2, onaici 20 = 2, 30" = 2/ et une formule hien connue
nous donne pour cas particulier

FUEamw ) = (— 1) emalimoi g

m étant un entier el 1 un nombre réel el positif [19]. Dans c¢es con-
ditions, si nous donnons a £ les valeurs enticres impaires 1, 3.5, ...,
la fonction 5% croit en valeur absolue d’une maniére exponentielle,
¢’est-a-dire incomparablement plus vite (que n'importe quel polynome

4

en g pour la méme suite de valeurs de la variable, ce qui estici I'es-
sentiel.

Donc on peut faire un raisonnement exactement identique a celui
qui, au n° 2. a donné la formule () et réobtenir d'ailleurs cette for-
mule (g), la fonction / contenue dans =, étant la fonction o qui vient
d’étre définie; il est toujours entendu que 3 croit indéfiniment en
prenant la suite des valeurs entiéres, positives et impaires. Naturelle-
ment, représenter I'(z) par cette formule () n'a toujours pas plus
de valeur que I'usage pur et simple de la formule de Taylor dans le
cercle Cy. Clest maintenant, lorsqu’il va falloir sortir 2 de C, avec o8
comme fonction sommatrice, que des considérations d’unc toul autre
nature vont s'introduire. 1l s’agit toujours de transporter les condi-
tions (8) dans la formule (7). Ici les deux formes données a la condi-
tion (8) sont encore équivalentes car o, ne differe de f=7 que par
des polynomes. Cela dit, posons

n
N 1 . 1 R
(1)) )= =t @+ @k ). = = (X + (L) 5:L=]1(a§|+(lf.,)§
r P y -

p est un entier réel et positify @z et wse sont des entiers réels dont
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I'un est pair, l'autre impair; ¢y et .y sont des entiers paivs. Alors 3,
pris égal a Z., croit indéfiniment par valeurs toujours impaires;
x . . . . .
%est un entier complexe dont les deux parties sont paives si bien
(] =x
que G — est toujours nul.
a;

Alors la formule (=) se réduit bicn i

n=oaw
. . Cnrp$
(16 ) Fixe)=1lim E apn,
=T pt )
n—u

£ croissant indéfiniment par les valeurs cntiéres impaires £, donnécs
par la derniére des formules (15). Voir [20].

Un pareil résultat ne peut paraitre valable, en dehors du cercle Ca,
que si x et les points singuliers @ de F(z) ont des coordonnées
satisfaisant aux conditions énoncées i propos des formules (15). Mais,
comme l'entier p qui figure (') dans les formules (1) est aussi grand
qu'on veul, les x ct les ¢ sont simplement assujettis a étre des
nombres rationnels qui peuvent s'approcher autant qu’on le voudra
de toutes valeurs données a 'avance.

A cc point de vue, la solution ici proposée pour le prolongement
analytique d’un développement taylorien provenant d'une fonction
méromorphe n’a aucune infériorité sur celles ou .z peut varier d'une
maniére continue. Méme lorsque nous croyons considérer des
ensembles continus, nous n’y atteignons pratiquement quc les
ensembles dénombrables qui peuvent v étre contenus; c'est la « la
seule réalité accessible » [21]|. En général une formule a variable
continue n’est calculable que pour des valeurs rationnelles de la
variable. On ne perd donc rien & remplacer une telle formule par une
autre a variable discontinue pourvu, bien entendu, qu'il ne s'agissc
pas de disconlinuités finies.

7. Cas ou I'(x) présente des poles multiples. Il faut étendre les
P P P
résultats précédents aux fonctions méromorphes ayant des poles
d’ordre quelcongue. On rencontre ainsi de nouvelles propriétés du
{ q proj
plus haut intérét. Je rappelle d’abord quelques généralités.
Dans le voisinage d'un pole d’ordre m la fonction F () est déve-

(') Il est & peine besoin de faire remarquer (ue cet entier p n’a rien de commun
avec l'indice p du second membre de (16).
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loppable par la formule de Laurent sous la forme

o A A A
Fory= "% “mt . . M
r—a  (r—a)m-t r—a

+ @+ a1 (r—a)+ day(xr—a)yi+....

Désignant par le symbole D une dérivation par rapport a @, on a
sans peine

! r—=a [ F(.D') (f.I‘ - “)’" ' = A’"'
Doz« [F(z) (e —a)yn]=1'A, 4.
(ny) ) Dllf.__a[F(‘l‘)(_-l'—‘a)’"]='2!Am—?-

VDL Flryie—am ) =(m—1)! A,

quant a la partie principale du développement précédent on peul
I'écrirve

Ay D A, 2 AW , Dm-1 A
- = e _..._i,_(_l)lll—l__' m_,
xTr—a 1. xr— 2. &—a tm—1i). r—a

Dans ces conditions, la ot F () possédera un pole a; d’ordre m,
: )l P
la fraction rationnelle T'—'( qui figure sous le sigma dans 'égalité (1)
r— d;
devra étre remplacée par

ﬁA“_ﬂ.__]_) Aix E Ais — (=1 I_Di M.
£ —a; W\ —a; 2! *x—a; tm—r)! x—a;

Si, pour simplifier I'éerituve. on pose

on voit de méme que I'expression

‘z'll-'-l
o ]

n+l
il — ;)

qui figure dans (3) doit étre remplacée par

Jht b
C1R8) 1\“ Sin -+ TN
a;' (xr—a;) ]
Dbr xn+2 7
— A — | % e .
[ /" ix—ay) |
D2r xrhn+3 7

+ A — [ %inee - T EE——
o | W (7 ar) ]

| N [ phtm
—+ (— 1)m—1 L YT e— Sin4-m 1+ —rom
(m- 1)t alMiz — a,-)j
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Ceci entraine que le terme

(199 ?1'(;%?.\) (;ﬂ‘)p—l A

qui figure sous le second sigma de (5) doit étre remplacé sous ce
sigma par

n=x
A“ xht1 Dm—t A’.I"‘z-'lﬁ-lll J
n+p — (=1 ! :
n+,
ZOY pé [ Il+i(x a:) (=n tm—n' a""(xr—a;)
n—=

En s’appuyant sur 'identité

(20) (—pp-1Do ! s — o]

an+Pixr —a) =g iy — 3

dont la vérification est immédiate en I'écrivant

° n—+p-1
(—1p—1 D! l—l L x—”—]

r—a a an+r
[ I xn
= D/! 4+ — 4 —— |
« r—a a an+1

le résultat précédent peut se considérer comme la valeur pour 3 = «;
de I'expression suivante ou les D sont des dérivations par rapport a 5

=

A“ pn+1 D Aizx”_H Dm-1 Aim-T"'” )
Y+ gn+p -+ — - -+.. .+ .
r gutt(x—z) 1! grtl(r—3z) im—n! g+ (x —3z)

n =0

Finalement cela peut s’écrire

D D2 Dm-1 E.z' CE\P-Y
t21) |Apn+Ap— +Ap—+...4+ A —— (—)

! [ n 2 soT ™+ Mim—)T ?1’ x r—z |’
le premier crochet contenant un opérateur, combinaison linéaire de
dérivations, que 'on appliquera sans aucune confusion possible a la
fonction de 3 contenue dans le second crochet. Dans le cas du pole
d’ordre 1, tous les A, sauf A;,, sont nuls dans le premier crochet et
'on retombe sur 'expression (19)ainsi que cela doit étre. En résumé,
si 'on pose
\I/Il

Am—|q)(z)._.A“qJ(z)-i——l"Dq)(z)"—A D(b(’)—b— +m

Do 1d(z),
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la formule (5) s’éerit maintenant

* - e R
. AN AN 1
v Foeriguir = ) Crp 3/1*“? AI" ' [?I’ = ) ( ;) -

xr— 35

n_O

n
- v p E"—f—. . p-HI,IH'” VA fepg i '

n o

L, ne ~era pas utile de développer davantage le A. On remarquers
5lnlpl(‘lllelll (que ¢’est une forme linéaire et homogene par vapport a

. "'l' P E' » Lm0 1. 5“‘.'

S ) g (B,

Dans ce cas si 'on veut raisonner comme sur la formule (5) et notam-
ment faire disparaitre e sccond sigma de (22 ), on retombera sur des
conditions du type (8) mais plus nombreuses puisqu’il faudra v con-
sidérer non sculement le numérateur ¢gal au premier terme de la
suite 40 )), mais A Iemplau r successivemenl ce numéraleur par tous
les termes de celte suite.

8. Régions de sommabilité pour F(x) présentant des poles mul-
tiples. — Tout d'abord et d'une maniére générale si on considere
que z,(&) ne differe de J(3) (ue par un polynome, on voit immédia-
tement que, pour 2 varianl suivant un chemin le long duquel f(§)
croit incomparablement plus vite que n'importe quel polvnome, le

.
rapport dune des expressions (23 ), soit £ Shgth (}T) » @ 2,(8) se com-
L ‘

purlv exaclemen! comme = (“ < ) j (3).

Les conditions (8) sont (lonc i remplacvr par les expressions

f(i—'lr\) :Jf'( ):;l_ll) zm lflm—ll((:‘) .
./.(E) ’ ‘/.'5' ) ey ———,.(T—— =1, 2. «..)

)

dont la limite, pour 2 croissant toujours comme plus haut, doit étre
¢galée auzéro. Si f/(Z) = e? ces conditions ne sont pas distinctes et ne
different pas de la premiére déja étudice au n® 3. Donce le procédé de
sommabilits (’x/)r)nenl('e/lﬂ. da a M. E. Borel, appliqué & une fone-
tion meéromorphe. n'a besoin d'aucune modification quel que sout
Uordre des péles de cette fonction. La région de sommabilité est Ia
ménre.
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La conclusion serait analogue avec la sommabilité exponentielle a
exposant £” (§ 4). Pour la sommabilité exponentielle itérée (§ 5), on -
ne pourrait conclure qu'aprés une discussion plus délicate que nous
laisserons a la sagacité du lecteur.

Mais ou la conclusion va étre surement nouvelle, ¢’est avee la fone-
tionsommatrice /(&) = 5& dont on cherchera, comme précédemment,
a utiliser les zéros.

Si, procédant comme au n° G, on suppose loujours que les coor-
données de z, de £ et des poles a; sont représentables par les for-
mules (15), la premiére des expressions ( 24) est bien nulle, puisque Eal:
est toujours un zéro de 3, mais il n’y a aucune raison pour qu’il en
soit de méme des suivantes, les zéros de 5 n’étant nullement tenus
d’étre des zéros pour toutes les dérivées de cette fonction. On tour-
nera la difficulté en remplacant 3% par (s5)”, m élant un entier
positif. Done /e Jonction sommaltrice 3% servant « la representa-
tion d’une fonction méromorphe ¥(x) a pdles simples, comme il
a été expliqué au n® 6, il faut, pour étendre le procédé a une fonc-
tion ayant des péles d'ordre m, que Uon remplace s& par (s5)".

11 est facile de voir que les développements (16) ainsi obtlenus
peuvent encore étre variés d'une infinité de maniéres. Par exemple
on pourrait remplacer 5% par =3 = e3%— 1, fonction qui a évidemment
les mémes zéros que 5% et qui, pour § réel, croit encore plus vite. De
méme t£ pourrait étre remplacée par e¥ —1 cl ainsi de suite indéli-
niment.

9. Dérivabilité. Role des indices p. - l’uisquc’;’ est toujours
supposé aller a l'infini suivant un chemin le long duquel f(£) croit
incomparablement plus vite que n'importe quel polynome, il suit

epts)

a3 tend vers 1 (du moins si p est fini) et

que la formule (g) peut aussi bien s’écrire

immédiatement de la que

n—r

- 3 . Crop$
(25 Fray = lim E i
Z-» SiEy

n=-—"
Cette forme est particulicrement commode pour ¢tudier sa dériva-
tion. Supposons, pour fixer les idées, que I'(x) soit une fonction
méromorphe apoles simples; sadérivée mi*™ ades poles d’ordre ne + 1.
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Les polynomes tayloriens qui sont so, s¢, $2, ... pour la fonction

primitive sont s, s s ... pour cette dérivée. Avec la

méthode de sommation exponentielle, f(£) = e, nous avons alors
sans précautions spéciales
n »
, - . Crorp S,
126 ) For(2) = lim i Al LN

f=n S5

n—n

)

el, comme p est un entier arbitraire, il est indifférent d’écrire

n —» n—mx )
. . T C i s my cll s(l"
(27 Fom gz = lim 2 LEPLMNEN - im > piar R
i- Sig 1o & fUE)
n—=o n —\0

Clest dive que la série de polynomes tayloriens (25) peut étre dérivée
terme a terme. Ge résultat est da a M. Borel qui parait 'avoir prévu
avant d'cllectuer de véritables calculs [22].

Supposons maintenant que la formule (25) soit I'analogue de la
formule (16), ¢’est-a-dire qu’on emploie la fonction 35 et les rela-
tions (15) comme il a été expliqué au n°® 6. Alors (n°® &), on peut
encore passer de (25) a (26), mais & condition de substituer (g§)m+1
& 3& puis, par le méme raisonnement que précédemment, on obtiendra
la formule (27). Donc la formule (25) est m fois dérivable si
J(5)= (s )"*" et elle ne Uest que m fois.

On a ici un exemple précis de séries de polynomes spécialement
construiles pour ¢tre dérivables m fois et m fois seulement.

10. Critique des résultats précédents. Nécessité des fonctions
sommatrices spéciales. — Les résultats exposés dans ce Chapitre ont
des avantages et des inconvénients. Commencons par énumérer les
avantages.

Dans le cas des formules de sommabilité obtenues pour la repré-
sentation des fonctions méromorphes F(), nous devons envoyer £a
Uinfini suivant de certains chemins et consentir i ce que x ne soil
que dans certaines régions de sommabilité. Mais, méme s’il n'en
¢était pas ainsi, les formules de sommabilité conserveraient encore un
sens et un aspect élémentaire qu’on trouve en (3) el en (22). Cet
aspect élémentaire est propre a suggérer bien des examens intéres-
sants, comme celui qui conduit a falre usage de fonctions sommatrices
telles que 53; et, s’il est probable queles propriétés mises en évidence
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a celte ocecasion ne subsistent que lorsque Fos) est meromorphe,
on a précisément mis en évidence d’originales propriétés des fonctions
ne possédant que des poles a distance finie. Enfin, s'il est possible,
lorsque I<(z) est plus générale qu’une fonction méromorphe, d’étendre
a ce cas cerlaines des méthodes de sommabilité envisagées (notam-
ment celles de M. E. Borel, § 3 et 4), une étude préliminaire. faite
avec I'(x) méromorphe, présente des avantages de simplicité qui
permettent d'aborder avec plus de sireté les cas plus généranx a
trailer ensuite.

Passons aux inconvénients. Sans nier les divers intéréts que nous
venons de signaler, il n’est que trop évident (ue les résultats obtenus
¢ sonl présentés comme par hasard, car nos fonctions sommatrices
ont été prises au hasard, ou du moins parmi les plos simples des
fonctions entiéres, alors (ue rien ne prouve que ce soit cette simpli-
cité qui conduise aux meilleurs prolongements analytiques. En vue
de ces derniers, il faul inéluctablement construire les fonctions ~om-
matrices speéciales dont il a déja ¢té question a la fin du Chapitre
précédent et les résultats déja oblenus — ceci est a compler parmi
leurs avantages — donnent une indication des plus précieuses guant
a 'obtention d’une classe de ces fonctions. 1l faudrait construire. <il
est possible, des fonctions cntiéres /13) croissant indéliniment en
module seulement quand la variable % va a l'infini le long de la partic
positive de Paxe réel mais tendant vers zéro (uand 2 va a lintini dans
toute autre direction. Alors

(5
8 lim — .—ql-)-
t-. f15)

serait toujours nulle pour un z différant en argument d’un «, ou de
méme argument, cel x étant alors situé sur un rayon Oa;. La somma-
bilité aurait lieu pour toute Uétocle principale A, c'est-a-dire dans
tout le champ complexe des vy sauf sur les demi-droites prolongeant
les rayons O «,.

La Science a procédé par étapes. M. G. Mitag-Leftler a d’abord
construit des fonctions entiéres ne devenant infinies que dans des
angles de plus en plus aigus et finalement nous avons eu les fonctions
entiéres paradoxales qui sannulent a Uinfini dans toutes les direc-
tions, sans menacer le moins du monde le théoréme fondamental de
Cauchy-Liouville-Weierstrass qui veut que toute fonction enticre
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devienne infinie de quelque maniére a 'infini. Nous verrons que ce

prétendu paradoxe est extrémement intéressant sans cependant con-
tenir le moindre germe subversif.

1. Formule (22) déduite de la formule générale (10) du Chapitre
précédent. — Reprenons la formule (16) (Chap. I), avec le contour C
de la figure 1 de droite, contour dont les arcs de grand cercle seront
sur le cercle Ck défini au paragraphe 1 du présent Chapitre 1I.

Avec F(x) méromorphe les lacets n'agiront que par leur boucle;

quand celle-ci contiendra un pole a;, d’ordre m, le résidu correspon-
dant sera
I

2 —1
(m—o1 Dg;:.[<§,>p ‘PP(ETx> ;%‘ 32— ”i)"']-

Cette “expression convenablement développée par emploi des for-
mules (17) donne le A du second sigma de (22).
Sur Cy on peut écrire

. 1 1 3 I . L u
Fiz)=— [ F(a)( -+ — +... (ll¢+—.fF(1t) —+——+...>du.
21T “\u u? 20t \Z 32

Ck y

el dailleurs

&

ol

(2"

-
&

x x?
) =‘{pE"; ~+ Ypr1 EPT! T

x x?
;-{-;—F...

‘ -

1
= - +
b4

|
8

(Vest le produit de ces trois expressions qu'il s’agit d’intégrer le long
de Cy; or, a I'intégration, toutes les puissances de 3, sauf la puis-
sance — 1, donnent un résultat nul. 11 vient finalement

on

’

zi+ T (u)du
E (A priy |
(Y,}E -+ -+ YP+IIE ) '-)‘lﬂ'/ck wn+2
n—u

ce qui est bien le dernicr sigma de (22).

CHAPITRE I11.

FONCTIONS SOMMATRICES SPECIALES,

1. La fonection I'. — La fonction I'(.r) joue un réle important dans
la construction des fonctions sommatrices spéciales dont la nécessité
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a été soulignée en terminant le Chapitre précédent. Rappelons donc
briévement les propriétés de I'(s) dont la considération nous sera

indispensable. Cf. [23] a [26].

On a
x
(1) I'ixz)= [ e—tyv=loe
o

ou

. n tNm

I'(2z)= lim /‘ 11— —) =1 dt,
m=+ Jy\ m

Par une succession d’intégrations par parties, on peut remplacer cette
formule par

o . m' mx
(92) I'(z) = lim .
’ m:r.z'(.’l‘—k-l)(.l‘—l—'))...(.l‘—l—m)
On a donc, en (1) et (2), deux définitions pour la fonction T'(.r). La
seconde est généralement considérée comme la meilleure; elle ren-
seigne mieux que (1) pour les z négatifs.
De (1) ou de (2) on peut tirer

13) F(x+1)=aT(x),

propriété trés importante mais non caractéristiqgue de T'. I'équa-
tion (3) étant encore vérifiée si 'on y remplace T'(z) par ['(.x) ©(.r)
avec O (.r) fonction périodique de période 1.
Si . est entier, (3) donne
L(r+1)=ua!

Pour =1, on tire, de (1) ou (2), T'(1) =1.
On a aussi, en reprenant . quelconque,

(4] M) (1 —aryV= ——
l) ! ( ! sSinttax ’
ce (qui se vérifie en partant de (2) et en utilisant I'expression de sinw.r
par le produit convergent bien connu.
Signalons la notation abrégée

(%) Fio—+1)=|r.

2. Formule de Stirling. — Il s'agit d’unc expression approximative
mais particuliérement commode de T'(.r) lorsque x est positif el trés
grand.
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~

Essayons de poser, dans ces conditions, avec =(x) uniforme au
moins dans le voisinage du point a I'infini,

Uiz +1) = 2% e=r \/z e¥w),

Remplacant .z pars 41, on conclut immédiatement du rapport des

deux formules
. { 1 1
Clr 1) —olx)=1— (.z'—|— —) |og<|—i— -—) = —
: ' . 2 x 1222
Or, par hypothése, dans le voisinage du point a l'infini,
: M 3

b, by
Cri=...4+ — + — +by+ &+ @x?+....
‘ x? xr
Cette expression de o(.r) ne permet de satistaive a Iégalité préce-
dente que si tous les @; sont nuls et, par suite, pour .r trés grand,
(61 I'z+1=Czxtex r,

Diverses méthodes permettent de calculer la constante C pour

laquelle on trouve la valeur /2=, mais cette précision est inutile pour
ce que nous avons a demander a la formule de Stirling.

3. L’intégrale curviligne de Hankel. — On doit a8 Herman Hankel
| 27], une importante et curieuse intégrale curviligne propre a repré-
senter le quotient 1 I'(.r). Soit

a

I 1 /" 1 [es e
—_— = — e3svds = — ( — '+ | — dsz
Al 207, 20T\ 3¢ 3T+

avec un chemin d'intégration d'abord indéterminé. Le terme explici-

tement intégré e? s~ s’annule aux extrémités du chemin d’intégration
quand ces extrémités sont a Uinfini & gauche de I'axe imaginaire du
champ des 5. Il en scra notamment ainsi pour le lacet abe (fig. 3) et
la formule précédente donnera alors

) A(r +1)=x Ax.

Cela porte a penser que A(.r) est analogue a T'(.r) sans cependant
que I'on puisse déja conclure a l'identité des deux fonctions, 'éga-
lité (3) n’exprimant pas une propriété caractéristique de T'(x).

Le lacet abc nous donne maintenant

; ERRLIPEIpy " esds % ez
2% _/ e (l»_‘_/ e d"—i—e‘ﬂimf e dz.

Al T ¥ J oo zx

S
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La seconde intégrale est prise le long de la boucle 6 du lacet; elle
est nulle si on suppose o <. << 1. Si, de plus, on pose

3 =— (= eiTy,

la formule précédente devient

I sintzx [°® sintx
_— = / e-tt-vdt = Fi—x)=
Alx) T J, T

l‘(.r;.

Cette fois il faut bien conclure que A(.x) n'est autre que T'(x) au
moins pour o <.r< 1. Mais, pour .z entre ces limites, (7) permet
d’écrire

Mz 1)=aliz)=Tir=+n

et A(y) =T(y) pour ) variant de 1 & 2. On peutainsi poursuivre de
proche en proche et conclure définitivement A(.x) =T (2), c'est-
i-dire

1 T
(8) l‘—.' = — /‘ es z—* ds.
() 2L, wabe)

On peut maintenant remplacer le lacet @bc par une infinité d’autres
contours.

Ilig. 3.

C

A

Au lacet abc adjoignons les contours, parcourus dans le sens direct
des aires P et Q; de ce fait

(ApbgC)=(abc.
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On part, en eflet, de « par « \, on tourne autour de l'aire P, revenu
en @ on parcourt le lacet wbe. de ¢ on revient sur ses pas pour par-
courir le contour de Q et linalement on a ainsi déerit (ApbgC et
les ares @\ et Ce, ces deux derniers donnant des intégrales nulles.

Enfin le contour fermé (pByhp) donnant, a Iintégration, un
résultat nul on peut adjoindre & tApbgC). Done

tApBgCr=c\pbyti.

Nous emploierons le premier de ces chemins d'intégration que naus
désignerons par S. Les points ¢ ct p seront a des distances finies ¢
de ), les arguments y relatifs seront respectivement

I’

(T4 1= et —(1+e)=»
2 2

en désignant par = une quantité réelle aussi petite qu’on voudra mais
essentiellement positive pour que G et A solent toujours @ geruche
de I'axe imaginaive. En résumé,

O ﬁ‘ = ‘)-—l!;?»,-'c; 3= ds.

Cette formule () subsiste encore lorsque = tendant vers zére alleint
elfectivement la valeur zéro. Alors Apel ¢ sont sur I'axe imaginaire
de la figure 3 et les ares Aa et ¢C deviennent ¢gaux chacun a un
quadrant. I’assertion est précisément mal aisée a démontrer avee de
tels ares mais sétablit au contraire facilement en les remplacant par
des angles droits civconserits. méthode employée par M. P, Pain-

leve |28].

k. Les fonctions Ey(.r) et E;(.c). — La formule () nous donne,
l)i)lll' J=1

1 cods ' .ad"’
o) 1= — Le- = — lrgicﬁ—a.

(1) 3% = w, 25 =1

avec 7 désignant une constante positive aussi petite que I'onveut. Le
N H ) vhe - 7o 4 “hemat S X icile
chemin S s’est changé « fig. {) en un chemin T ou, plus explicite-

ment, (A'p"Tqg C').
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Maintenant, dans le plan de la variable complexe w, les distances Og’
et Op’sont %, les arguments correspondants sont

= ™
2(14+2)— et —alti+¢e)—:
2 ”,

En faisant décroitre 2 on peut rendre 'angle A’OC/ aussi aigu qu’on
le désire.

Fig. 4. o

Cect posé, a I'image de la derniére intégrale (10), construisons la
function

(12) Kyt = _'_ /pe(n)? d_o) p — I,

0 ’
207 Jyp w—uxr 2

Cette fonction n’est d’abord définie que lorsque la variable com-
plexe x est située @ gauche du contour T car, si Pon veut procéder
par comparaison avec (10), il faut pouvoir faire .+ = o dauns (12) et ce
sans franchir T, opération sur laquelle il reste précisément a s'ex-
pliquer.

Pour .x @ droite de T, le second membre de (12) définit une nou-
velle fonction Ej (1 en relation simple d’ailleurs avec E,(.z). On
peut toujours imaginer quun x « droite de T est @ gauche d'un
nouveau contour analogue T ou (A'p" T ¢" (). On a ¢videmment

T’= T -+ "P'IQ"(]'P'P”,\L
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le dernier contour, indiqué par la parenthése étant la portion de cou-
ronne en évidence sur la figure 4. On déduit de la

(13) Eo(z) = Eg(x) + 8 ex®,

Reprenons E,(.r) par sa définition (12); cette fonction, quand z
va alinfini @ gauche de T, tend vers zéro comme 1 ; z. Il en est de
méme pour E;(.r) quand x va a I'infini @ droite de T mais, d’aprés
(13), Eq(x) croit indéfiniment quand z va a l'infini @ droite de T.

Je dis maintenant que E,(.x) est une fonction entiére de x.

En effet le second membre de (12) ne révéle aucune singularité
(uand z est a distance finie non nulle du contour T; pour z sur T il
en est encore de méme car on peut éviter cet z en modifiant T dans
son voisinage, d’ou création d'une intégrale de Cauchy pour un petit
contour fermé en aucun point duquel I'exponentielle en wf n’a de
singularité.

D’ailleurs cherchons le développement en série entiére de E,(z).
Pour z-dans le cercle de rayon O¢' ( fi2. 4), on a

2
Ey(z)= 2:.’__ l/r‘pewﬁ<—(:, + g,—‘ -+ :,_3 —|—> dw.
Or
/.[Sewpi—(: = [855""'—'7“—" ds= —1 .
Sy Jy I(n—-l)x
Donc
i Ea‘(.r):l—»{z—)——'r2

= e
Cette formule est valable hors du cercle dans lequel on I'a établie,
car, d’aprés la formule de Stirling (6), 'expression bien connue

Vi
croit indéfiniment avec n quelque petit que soit « considéré toutefois
comme non nul. Donc le rayon de convergence, pour la série (14),
est infini.

Reste un dernier point. La série (14) ne dépend point dc ¢ alors
que I'angle A"OC/, égal & a(1 4-<)=. en dépend. Ceci tient a ce que,
maintenant, ¢ n’est plus une conslante pouvant, comme 2, recevoir

diverses valeurs mais une constante dont la variation serait surabon-
dante quant a la détermination de I'angle A’OC'. En d’autres termes,
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¢ doit avoir une valeur a déterminer une fois pour toutes; c¢'est une
constante absolue. Or K (u) est la fonction exponenticlle pour

laguelle
Gl )T= (14 )T ==

Done : = o, valeur limite admissible comme nous I'avons dit a la
fin du paragraphe 3.
En résumé : La fonciion

n
dw \ xr @k —1)

W — & e |0 :

est enticre en . elle croit indéfiniment en module quand .« ra a
Uinfini dans un angle d’ouverture a= wyunt O.r pour bissectrice:
elle tend vers séro quand » va & Uinfini hors de cet angle.

Le contour T se compose des cétés de Uangle en question non
considérés jusqu’au sommet mais réunis intérieurement par un
wre de cercle de rayon arbitraire.

E,(zx) n'est plus unefonction entiére; daprés (1.4), on a

. | N
(15) Egiw) = —— / bewh — _
at) =z L

(16 Kot =

) sio )<,

11—

Mais il importe de remarquer que E,(.r) n'est pas dépoarva de

sens.

9. Propriétés différentielles de E, (1. — Comme E,(») = e, la
fonetion E, () satisfait ades équations différentielles faciles a former.
du moins lorsque x est rationnel. Soit

‘al.l}) 2'1/’

dot, m et étant entiers,

;om * ,_;
. " Qi
i, (2 ) NV ET
- | M

On a

m m Cm

T &« — Yl —V—1)... | —v—m-+1 m

dm . (7 n n n -
P h ] — b tn

N s m ’
n

u
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Or
m n m X m m
— v = —v( ==y —1 ). =y —m=1) | = —m
n n \n n n
Donc
n m
m., _
dm ( m En
Elzn ) =3 - .
dgm 2 m
n " — v —m
n

L dernier membre peul s'écrire, avec v = n -1,

.= = ’_"y_ n—1 —'—"‘U.

} ;:- —~ r;- n

~ m +2‘ m
A

le second sigma ayant un terme nul pour w=n. Donc

dm 4 m) -’ m n—1 ”
5 B (67) = 1 (e7) 4 37— :
t17) ([Em m m ‘, —|-' T N
u—1 Frfr——pn
n

Pour n =1, le sigma de cette formule disparait et I'on voit alors
que 1%,,(5™) ne peut étre qu'une combinaison linéaire a coefficients
constants d’exponentielles en «;, les =; ¢tant les racines de a” =1.

En revenant 4 la variable .r, on a

n—1

{'}l n—n i J:-_y,
(18 —r m En(x)=Eu(x)+ _—
\n dx a w ofi—"™,
=i O(1— 2
Pour m=1. nous voyons quc la fonction
y=E;x)
n
satisfait a Péquation différentielle
1 dy I 2 xn-2
Lty = e +.. 4+
n dx l,(l l‘(l r n—1
\n R n )
d'on
v I 20 (n-—1)arn—2
|«‘l(a-‘)=e¥"‘ |_;_.[‘ e—a" —l—'——;--l-('-——nT dx
n AU -
n n n
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Cette formule nous suffira parfaitement pour représenter E,(x).

étant donné que les valeurs intéressantes de o seront les petites

valeurs positives; dans ce cas il suffit évidemment de poser no =1

avec n entier pouvant croitre indéfiniment. Si n croit effectivement

au dela de toute limite, notre derniére formule redonne le résultat (16).
Nous aurons un exemple trés intéressant avec

4 0

E,(2) :-:ex"“( I [ e~“dx |.
¥ N \/7' 0

Cectte fonction doit croitre indéliniment dans l'angle droit A, (ui
admet pour bissectrice la partie positive de Oz, tendre au contraire
vers zéro dans I'angle A,, opposé par le sommet a A, et dans les
angles adjacents A, A;, ces angles ¢tant numérotés en tournant
autour de O dans le sens direct. Or tout ceci est facile a vérifier.

Si 5 va a linfini dans A,. on a

¢t la fonction croit comme 2€", ce qui est d’accord avec (135 1.
Dans A; il faut étudier, par changement de x en — i,

.

I P Al
e-""'( T— —= / e dr ).
VT

N —r

Ceci est d’abord de la forme =.o mais prend finalement la valeur
zéro par application de la régle de L’Hospital. A I'infini dans A, ou
dans A, la fonction prend la forme 0. et finalement la vraie valeur
zéro. Certes, on pourrait chercher mieux que ces applications un peu
aventurées de la regle de L'Hospital, mais nous laisserons ceci aux
soins du lecteur épris de rigueur; les réusltats que nous venons de
donner ne pouvant faire de doute.

Concluons que si la fonction E,(.r) ne peut, en général, s’exprimer
en termes finis, elle est cependant peu éloignée des fonctions élé-
mentaires.

Les résultats de ce paragraphe, dus & M. Mittag-Leffler, ont ét¢
perfectionnés par M. A. Wiman [29. 30|.

6. Propriétés intégrales de E,(.r 1. — \vec o réel considérons
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l'inu’-grale
« ) ) , .
(19) f e=0f Eyima) dwb ([;:;..).
a
A .

Considérons également I'angle A'OC’ ( fig. 4) attaché a Ey(.x),
angle que nous appellerons plus briévement A,. Quand .r va a Uinfini
suivant un rayon vecteur extérieur a Ay, Uintégrale (19) a un sens.
[l en est de méme quand .- = sef@ se trouve entre les cotés de A, et
la branche de courbe

(20) rd cos

<l

qui admet précisément les cotés de A, pour asymptotes. Done toute
larégion, du champ complexe des .r, extérieure a cette branche (région
qui contient O), est une étoile imparfaite By ot (19) a un sens.
Si. dans (19), nous remplacons Ey(w.r) par son développement en
série entiere, on trouve immédiatement que Uintégrale se réduit i
1

1+& +r?—,, .= sl <.
11—

Finalement I'intégrale (19, étant une fonction analytique de . qui

. . . 1
existe partout dans Ba et coincide avec

dans le cercle | 2| 1.

11—
. 1
représente —— partout dans By, Done. dans By,
l ~
(21) —_— = [ e~ Ky (war) dw.
IF—-.r

<

Tant que la limite supérieure de I'int¢grale n'atteint pas L'infini, cetie
intégrale reste une fonction entiére de ..

Faisons maintenant tendre « vers zéro. L'angle A, va s’applatir
indéfiniment ainsi que la branche de courbe y contenue, celle-ci ne
cessant pas d’avoir le point 1 pour sommel et nous pourrons écrire

. < ., 1
(22) = lim [ e W, (wx) dnwd (‘ = - )
I—.r a—o./, . . F" ’l/,
I'étoile de convergence ¢tant cette foris I'étoile parfaite A qui com-
par; q
prend tout le plan sauf la demi-droite issuc du point 1 et opposée i
Povigine.

Soit maintenant le contour représenté a droite sur la figure 1.
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Pour ce contour nous pourrons écrire

T
102 I'(r)= — - 3
) ) - / s —a
. 1 (3) * sy [OX
= lim — E(-—";—’tl.': e-wi ki, (2% dwB
a=02(%, 3 A *1 73 ’

ce qui toutefois n'est pas admissible quand .~ coincide en direction
avec 5 et que || >3]

Notre derniére formule aura donc pour éloile de validité précisé-
ment Iétoile A de la ligure 1 de droite, étoile parfaite toujours facile
a imaginer au moins quand la fonction F(.r) n'a que de« points sin-
culiers isolés.

Nous pouvons écrire maintenant

x=02 LT 3 %23 24 32

.\ . I Fis * L I wxr 1 w2 '
Fir)=lim— [ ——ds f e-"’{( 1+ — — + — . ) dw3,
e - .

\

et enfin, dans A,

C e . © I S I’ ( 1 vl
123) Fea)=lim [ e—m«[l<(o)+ lo) w"T—i- (,O) w4 4—..,](1(-.#.

a=0./, 1! lz R 22

Cette formule contient évidemment ( 22) comme cas particulicr.
Plusieurs remarques importantes s'imposent.

a. D’abord le second membre de (23 ) a peut-étre le 1ort de laisser
croire, au moins & premiére vue, (u'on ne pourra représenter quune
fonction F(.r) dont on aura unc expression analvtique explicite per-
mettant de calculer F'C.ro. (), ..o, puis Foo), Floon Fron ...
Or cect n’est nullement nécessaire. 1l suffit que Fon ait, dans le voi-
sinage de Porigine,

Fler= an+ oty & + ct5.02+. ..,
ct (23) donne
R 2 2 \
N ~ . wxr w-xr
(24) Fixr)=1lm / e Wi g4 o) — —+ g +... ) fwf.
%= 0., | = [ ,

On voit notamment qu'il n’y a pas besoin de connaitre les points
singuliers de I(.r) pour représcnter cette fonction dans tout son
domaine d’existence saul sur les rayons pointillés (alors inconnus) de

I'étoile A ( fig 1).
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L5t ce serait précisément le fait de ne vien tiver de (24) pour un . &
distance linie qui pourrait faire supposer (ue cel . se trouve sur un
rayon pointillé. On entrevoit ainsi une méthode ( parmi d'autres plus
pratiques heureusement) pour découvrir les points singuliers d’une
fonction donnée par un développement de Taylor, mais nous aban-
donnons immeédiatement cette idée, a rattacher aux recherches géné-
rales de M. J. Hadamard. idée qui nous entrainerait bien loin du
cadre de cet opuscule.

H. Nous avons montré sommairement que nos expressions conver-
geaient dans les ¢toiles y attachées, mais non qu’elles divergeaient au
dehors: il y o Li un supplément de rigueur pour lequel nous renver-
rons au texte de M. Mittag-Leller.

¢. Les courbes (20) sont analogues aux courbes (12) du Cha-
pitee 1. Mais au Chapitee 11§ %) elles peuvent, par toutes leurs
branches. délimiter des régions de sommabilité tandis que mainte-
nant une courbe (20) n'a quiune scule branche utile. la branche
contenue dans A,

d. Dansles formules (23) ou (211 tunt que la limite supéricure,
en oo de Uintégrale reste finie, quelque grande qu’elle soit, le
second membre ne cesse pas d’étre une fonction enticre de .r.

En J'autres termes. on peul toujours trouver une fonction Gy, o ().
enticre en . et dépendant de deun paraméives 2 ¢t o, telle que, dans
nne étoile A,

(23) Foa)=Tlim lim Gy 402,

A—0 ()= =z
Ceci est analogae @ un théoréme de Weicrstrass qui permet dap-
procher autant qu'on veut, par fonctions entiéres. de fonctions don-
nées a l'aviance, analytiques ou non | 31].

7. Fonctions de Malmquist et Lindelof. Nous avons vu, a la
lin du paragraphe 4, que Eq(.r) ne pouvait. pour 2 tendant vers zéro,

donner une fonction entiére tendant vers zéro dans toutes les direc-
tions autres que O.r et vers I'infini le long de O 7. De telles fonctions
existent cependant.

L’une des plus simples a é1¢ eréée | 32| par J. Malmquist, éléve de
M. Mittag-Lefller. I'idée fondamentale consiste a considérer le type
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de fonctions
£ Py
(297) 1‘(1 x vzv)

Pour z, ==z constant, on retrouve E,; mais, pour a, décroissant
indéfiniment avec I'entier v croissant, il est vraisemblable que, si (25" )
est une fonction entiére, elle doit présenter la propriété espérce. Clest,
en effel, ce qu’a obtenu J. Malmquist avec

1 .
Ay = ———— (o-ZLz< 1,
(logv* =

La fonction est définitivement

av—2

I (IO""‘I ,ot l

On voit sans peine qu’elle est entiére; le raisonnement, avec applica-
tion de la formule de Stirling, est le méme que pour la série (1.4).

ta6) G(z)=

.ubﬂ

Quant a vérifier le mode de croissance suivant les divers rayons vec-
teurs, ceci repose sur I'emploi de formules sommatoires qu’on peul
appuyer elles-mémes sur le calcul des résidus; M. Mittag-Leffler s’est
d'ailleurs servi des mémes formules pour étudier E(.r). Plus géné-
ralement ces formules peuvent servir a étudier

Flr)y=9(0)+o(nx+.. . +olv)r'—...,

c'est-a-dire la fonction I connaissant la fonction ». Cest le probléme
général de M. J. Hadamard déja cité; il a été envisagé, au moyen
des formules sommatoires [33] par E. Lindelof qui a donné des théo-
rémes trés généraux sur la croissance des fonctions uniformes le long
de rayons vecteurs orientés de maniére quelconque. Ces considéra-
tions sont notamment appliquées & la fonction entiére

(27) I ('L-)—-Z L (B3>
A plrr= log(v+8) DG
(]

(qui, comme (20), tend vers séro lorsque .r tend vers Uinfini sui-
cant un rayon quelconque autre que Uare réel positif [34].

Nous nous contenterons ici d’indications bibliographiques, les
vérifications des assertions précédentes étant susceptibles de nous
entrainer trop loin. D’ailleurs ces vérifications ont perdu une partie
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de leur intérét de par les progrés récents de la théorie des fonctions
entiéres. Indiquons simplement les paradoxes qui semblent naitre.
D’abord il suffit de connaitre une seule fonction du type (26) ou (27)
pour en déduire une infinité d’autres de méme type. Telles sont

H(r)=1— eblr, J(x)=1— el

Mais, par une construction analogue, on obtient

e ('.\.r)’

fonction entiére qui tend vers 1 quand . va @ l'infini sur Lout rayon
vecteur distinct de O.r et qui tend vers zéro sur O.r. De méme, par

exemple,
c—"l-") — e

est une fonction entiére quitend vers zéro dans toutes les directions.
1l semble évidemment, au premier abord, qu’il y ait ici la contradic-
tion avec le théoréme de Cauchy-Liouville-Weierstrass déja signalée
a la fin du Chapitre précédent. Les explications de ce paradoxe — ou
de ce prétendu paradoxe — n'ont pas été d'abord absolument claires.
MM. Mittag-Lefffer et Lindelof font intervenir la convergence uni-
Jorme qui n’existerait pas le long de certains rayons vecteurs ou dans
certains angles formés par ceux-ci, quelque aigus que soient ces
angles.

Autant dire que le comportement de la fonction au point a U'infini,
méme dans une direction donnée, dépend du chemin que suit z- et
ceci n'est que trés ordinaire dans le voisinage d’un point singulier
essentiel. Ainsi la fonction peut étre nulle ou finie a I'infini, suivant
les rayons issus de O et tendre vers I'inlini le long de paralléles a
certains de ces rayons. Nous verrons du moins que cette explication
apparait irés simplement pour la fonction E(r) que nous allons
¢tudier maintenant.

8. La fonction E(.). — Celte fonction E(.x), construite par
M. Mittag-Leffler, tend vers zéro quand .~ va a I'infini le long d’un
rayon vecteur d’orientation quelconque. Elle est définie par l'inté-
grale

. 1 ~o, L odz
(28) E(x)= — /e"'-e—e‘ —
PYE I—x
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le contour d'intégration étant celui de la figure 5. G a une ordonnée
. = 3= . , . =
comprise entre = el =; pour B 'ordonnée est comprise entre — =
" " S

el — ).‘T—:: les points A et D sont a I'infini et le contour S est ABCD.

La variable . dans (28), est supposée i Iextéricur du contour. Ceci

[ Fig. O,
' :
1
1
¢ C E D
1
[
w' 0! % u
i
|
! B F A
|

posé, on peut faive des raisonnements absolument analogues i ceunx
du paragraphe 4. La fonction Ec.r) n’a aucune singularité i distance
finie: elle est entiére. Elle se comporte a l'infini comme 1 3 .r le long
de tout rayon issu non seulement de O mais de toutl point de «'Ow
pris a distance finie. Siorvient a 'intérieur du contour on peul
toujours enfermer cette varviable dans un rectangle tel que ECBEE et
illi):‘s
S =S~ LECBEFLE).
I)nlll

oy L= E*{r)=ete v,

en deésignant par E* (oo la fonction que représente le second membre
de (28 quand . est dans la végion intéricure an contour ABGD
(région qui. sur la figure, ne contient pas ). Naturvellement E*(.r)
tend vers zéro quand . va i I'infini sans sortiv de la bande ABCD.
I'tudions maintenant (20 quand =1 - va & Uinfint dans la
bande ABCD parallélement & Ou et avee une ovdonnée telle que
cuse soit positif. Alors
[ e | = et
|e-""' | = ef.
st

w, = —eseos (e sine), T =c¢"cosp,

Or, sur la pavallele indiquée, on trouvera certainement toujours des

régions ou cose’sine) sera négatit et. dans ces conditions, le produit
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les deux modules peut croitre indéfiniment quand .+ va a Uinfini sur
une paralléle a I'axe réel convenablement choisie.

La fonction E(x), qui devient nulle a Cinfini sur tout rayon
vecteur issu d’un point & distance finie sur Uaxre réel (et, par
suite, sur I'axe réel lni-méme), devient infinie sur certaines paral-
léles a Uare réel. Le théoréme de Cauchy-Liouville-Weierstrass ne
cesse point de dominer la théorie des fonclions entiéres.

Quant aux exemples particuliers illustrant une telle matiére. il
semble que le comble du fantastique ait ét¢ atteint récemment par
M. Karl Grandjot, de Gottingen [35]. qui a construit une fonction
entiére s'annulant toujours au point a 'infini quand la variable s’y
rend par des chemins algébrigues mais admettant des chemins d'infi-
nitude transcendants.

Répétons que si de tels exemples sont toujours intéressants en
cux-mémes, ils ont cependant perdu leur caractére étrange de par les
progres faits par Pétude d'une fonction uniforme dans le voisinage
d’un point essenticl. Renvovons encore aux exposes de MM, Julia ot

Valiron |7 et 8].

CHAPITRE 1V.

APPLICATIONS DES FONCTIONS SOMMATRICES SPECLALES.

[l faut maintenant remarquer la grande briéveté avee lagquelle on
peut présenter Taboutissement de la théorie. Deux choses ¢laient
essentielles : la construction des formules fondamentales (16) ou (20)
du Chapitre 1 et le choix des fonctions sommatrices a v introduire.

Quand on posséde les deux choses, comme nous les possedons
maintenant, et qu'il n'y a plus qu'a introduire les fonctions somma-
trices dans les formules fondamentales de sommabilité, les résuliats
doivent étre a peu prés immédiats, du moins au point de vue formel.

1. Emploi de la fonction sommatrice Ii,(%). — Reprenons la for-
mule (16) du Chapitre I, avee p =1, soit

= 5] 33—

. % tx\ F(s1ds
(n ‘Pl‘g)l‘(‘r)zz(‘n-!—lsn_'“:‘l-— /‘°1<#>(—-—
il
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L tonction sommatrice est. bien entendu, la fonction entiére

FiE) = ‘ Yo 15 yakt .,

? Co+ €] + €3 ...
On a
i (§)=f(%5)—co
Si I'on porte ceci dans (1) et que 'on tienne compte de
1 F(z)ds
Fiuo) = —f —) )
LT ¢ - xr

on obtient

(2) F(r)=

[ Ex
Cn+iSn " i /“_/_(_z ) [“isld.z

L f1%) G
0

Reste & détruire I'intégrale du second membre, ce qui peut étre fait
de plusieurs maniéres.

Prenons f(5) =E, (%), la variable réelle & pouvant tendre vers
Pinfini positif et o pouvant tendre vers zéro. On doit se représenter
le contour C a I'image de celui représenté par la figure 1 de droite.
Cette représentation est effective, précise, si lon connait les points
singuliers de I'(.r); si 'on ne les connait pas, cas beaucoup plus
général etimportant, on ne peut évidemment point placer de maniére
exacte les lacets de G, mais on admet que ce contour ne change point
de nature. Alors, avec 2 tixe et £ seulement tendant vers linlini, le
rapport en f, qui figure dans U'intégrale de (2), peut déja tendre vers
zéro mais dans une étoile imparfaite B laquelle, par exemple pour x=1,
serait le polygone de sommabilité de M. E. Borel, polygone déja
rencontré ( Chap. 11, §3) pour F(u) méromorphe ct qui existe aussi
bien pour une branche uniforme d'une F(.r) plus générale.

Si maintenant z tend vers zéro, P'étoile imparfaite B tend vers
I'étoile parfaite A et I'on peut ¢crive, avec M. Mittag-Leffler,

o
Cn+1Sn

(3) F(.Z‘l:il[lln 512]:, o (E) Ccp= |a—n
n—o
Il y a sommabilite, au moyen des po/ynomes tayloriens sp. par pro-
cédé de double limite.
Cette double limite pourrait étre remplacée par une limite simple
en prenant pour fonction sommatrice une fonction entiére telle que
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Lindelof signalées précédemment

celles de MM. Malmquist et
(Chap. 11, § 7).

2.

Premier exemple d’une fonction sommatrice & deux variables.
— Reportons-nous maintenant au paragraphe % du Chapitre |
Soit p=oct

.
() (T B @)= fil, 5o = B ) — S K 5o —1].
Done
* r
~\ I 4
v _ I
2ot s, £, ) = _—— | [,
Folss & 1) Zl:luoc l(n—i—l)a—|"
n—utl v
°; En ?;'u+| ”1
|="(":r)—\ L L =Z¢"
7ol s 5o )= )
o |n:¢ |(n+|)oc
n—0 — - - 0
Za Zn+1
¢, = = P —r
" [nx i)

Dans ces conditions, la formule ( 20), Chapitre 1, donne
1 1
BT
3 e

. . \ 1 -5 2N .
(5) F(r)= S CySn —/[ - ~ )J [Fos)ds.
wuw Jo L —a 3
(]

Reste a détraive I'intégrale du second membre. Clest la méme ques-
tion qu’au paragraphe précédent mais nous allons nous tirer d'affaire
tout autrement, et il convient précisément de remarquer la variété
des méthodes qui permettent de détruire 'intégrale terminale en des
formules telles que (2) ou (5).

Multiplions toute la formule (5) pav e ¥« g8, avec 2% =1, et inté-
grons de zéro a Pinfini réel et positif. Le premier membre 140.) est
multiplié par 1: le sigma devient

0

en posant

E CnSns

ST I
Cp = e—= —
A | na

Enfin I'intégrale terminale devient

1
S

[ ]2
e—s — —
N s—r

Zn+1
S

- |(n—+1)2
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ce qui est nul, quand v tend vers zéro, en vertu de la formule (22*)
du Chapitre 1.

Et, comme cette formule (22* ) est valable dans I'étoile parfaite A,
nous sommes ici en présence de conséquences valables également
dans A. Donec, dans 'étoile A,

E

) . ) < ® " rn En+1 p
(6) Foer =lim 2 Sn [ e~ | - — ———— | dfs.
a=n na |(n+x_)x

0
n=\

Ce résultat peut subsister pour o fixe et non voisin de zéro mais
alors dans une étoile imparfaite. Ainsi, pour 2 =1, on a

x

o ;e
F(x)=1lim 2 Spe i ———
’ [ =) (1.
n—0
ce qui est le résultat de M. E. Borel.
On aurait pu raisonner autrement. En tenant compte de la formule
de Cauchy. on aurait pu réduire (5) a

o

N 1 try Fosz)

r Al 3
srs:.—/‘lz L ds.
e T a 5/

S

0

Alors, en multipliant par e %28, intégrant de zéro a I'infini et fai-
sant tendre 2 vers zéro, on aurait retrouvé (6) en vertu de la for-
mule (22%).

Ces résultats, qui appartiennent tous a M. Mittag-Leffler, ne font
point de doute. Cependant on peur «ail souhaiter éed un peu plus de
développement au point de vue de la rigueur, par excmple quant aux
interversions d'intégration dans des intégrales doubles ou le champ
’intégration est infini en % el aussi en 3 puisque le contour C a une
partie circulaire tout entiére a I'infini. On voit cependant aisément
(ue les raisonnements précédents sont commencés avec % fini et avec
un contour G qui peut étre tout entier a distance finie avant de grandir
indéfiniment. Dans ces conditions les passages a la limite utilisés
peuvent étre justiliés sans difticulte.

3. Fonctions sommatrices du type f({— Z). — Ces fonctions sont
a rattacher aux fonctions sommatrices a deux variables. Quoi qu’il en
soit ce sont les formules généralisées (Chap. I, § %) qui vont encore

o
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FEN
or

donner ce qui suit. On a

t7) JE—5)= /"‘"“‘“—f'_”‘l_m =i
—-:l—i—i."—’:'i' = — I ..
. fw:\ff R TA TRV
' (S ) = Ca -

Alors la formule (201, Chapitre 1. donne, pour p =1,

._\xﬂ_ o ~ T [l.,lzl.,.
19) f(o)F(.L)_—/_‘(,,Hs,l -u'rr,{ |) P
n=—=u

On a supprimé deux termes (qui se détruisent en vertu de la for-
mule de Cauchy multiplice par /'« — Z). Obseryons encore que la for-

mule (g), pour £ =o, redonne la formule de Cauchy. Enfin il est
indiqué d’admettre que o) n'est pas nul.

k. Emploi des fonctions e%, I3, Gidy, EgeZr. -— Si /est sim-
plement la fonction exponentielle, les formules (21 et (g se con-
fondent. On retrouve done encore la représentation de Fo) dans le
polygone de sommabilité de M. E. Borel. Pour f=EL,, avec =
décroissant de 1 i zéro el 3 tendant vers Uinfini positif, la formule ()
est valable dans des étoiles imparfaites de discussion analogue a celle
que nous allons faire au sujet de L formule (1. Liintéressant se
produit quand z tend effectivement vers zéro. Alors ona, dans I'étoile
parfaite A,

£
A ~ In+l n R
(1) F(x)y=1Tm lim ) ——— =T s,
A= Em o e (11 —1)!

n_—_u

C’est encore une formule & double limite.

On pourrait évidemment tirer de () des formules a simple linite
en prenant pour / la lonction (i de M. Malmquist ou la fonction Eg
de M. Lindeliif ou toute autre fonction entiére tendant vers zéro dans
les directions autres que e demi-axe véel et positil et tendant vers
Pinfini sur ce demi-axe.

M. Mittag-Leftler joint & «1o dautres formules dont nous allons
brievement indiquer le type.

AR

Dans (7 remplagons T par 2 et prenons pour / la dérivée de I,
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soit E},. Nous aurons
.
- . ~ cr .,
Eyltiz —1)] = ha(—E)—i—;—,I:&(—E)—;—..

d’ou, en intégrant,

i |-l—.z' + Ei[i{il—“] =u[ [E&(—E)—;—E’—f Ea—E)+.. ] dt.

Construisons maintenant un angle d’ouverture a7, ayant un sommet
au point 1 et admettant pour bissectrice I'axe réel de 1 @ 4 cc. L'ex-
térieur de cet angle sera la région contenant l'origine. Quand .r est a
Pextérieur de cet angle, E,[§(.r —1)] tend vers zéro avec & réel et
positif croissant indéfiniment. Quand 2 tend vers zéro, nous pouvons
écrire

o z
=i (— E)) i P r
pp— _olln_no.[' [Ea( 8+ Ex(— &) +...]d,.
Cette formule est valable dans une étoile parfaite constituée par tout
le champ complexe a I'exclusion de la demi-droite 1, -+ o0. On passe
dela a

. “3)d3 . F( “ . "

Fioy= (R, L f () 4z f [Ea(—s)+ % 'ZE,L(—E)—P...](IE

e F . -3

2uT N 3—x g=o 2T, z A

ou, en ahrégé,

P FU”(()) (E'l'. '/1
(12) F(r)=1lim [ DY SRV k) dE.
’ a=oedly A-(I’ n! n' * &) dt
n=

Cette formule est naturellement valable dans I'étoile parfaite A ana-
logue a celle de la figure 1 de droite. Elle esta comparer avec la for-
mule (23) du Chapitre I11.

Rapprocher (12) de (10) n’a rien d’obligatoire; les deux formules
sont méme nettement distincles du fait que la seconde n’a rien d’une
formule de sommabilité a extraire du type (g). Il nous paraitrait pré-
férable d’étudier (12) avec les propriétés intégrales de la fonction E,

(Chap. 111, § 6).

5. Emploi de la fonction E(%). — Voyons maintenant le role que
peut jouer., comme fonction sommatrice, la fonction entiére E(%) qui
tend vers zéro quand € va a l'infini dans n’importe quelle direction

[Chap. TII, § 8, équation (28)].
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ESy
N

La formule (9) donne immédiatement, pour /' = E,
. . . . °°1
(13) fu))F(.z:):ylnn Zc,,+|s,,,
[

n=20

du moins en commencant par supposer que .r ne vienne pas sur le
contour G qui est encore celui de la figure 1 de droite. Mais, a y
regarder de plus prés, ceci ouvre des horizons nouveaux. Le con-
tour G peut étre simpliftié pour les points singuliers de F(r) qui
n’altérent pas I'uniformité, notamment pour les poles de F(.r), car
alors les bords rectilignes du lacet relatif a un tel point peuvent étre
supprimés, I'un des bords détruisant 'autre. Dans les méthodes pre-
cédemment indiquées, ou intervicnnent des fonctions sommatrices
ayant au moins un rayon vecteur singulier, un point singulier uni-
forme de F(.x) ne supprime pas la coupure pointillée y attenante
(fig. 1), cette coupure provenant de la fonction sommatrice. fci il
en est tout autrement; la ou les bords rectilignes du lacet n’auront
aucune raison d’étre maintenus, la ou .r pourra tourner autour d’un
point singulier sans risquer quelque confusion de branche a branche
pour F(.r), la formule (13) pourra encore étre valable sur la demi-
droite pointillée. C’est ce que nous allons voir de maniére plus pré-
cise en étudiant (13) et en prenant, en particulier,
1

(14 Fir) = .
1) [ —a

Avecles notations de M. Mittag-Leffler nous poserons

s+ b . .
JiEr = "‘E('[)‘) =1—h 5+ I+, ..,
1 RS dt
h = 3_[7:1':(1))1\.6 e’ =y’
Sror=1. by £ 0.
Ainsi
(15) Sletxr—n] ::2 Iy 2 e —av,

v=0
D’aprés (8) on a de méme

Cy =

g EV6—£) 134 /'ewt-e—mt' dar
! Eiby  — 2imEch (L—b & v+
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e~
~

. , "
Si. dans (=), on pose =75, ona

3

(16 SflEiwe—] :2 eyx,

v v

Les formules (15) et (16) sont ésidemment a rapprocher I'une de

I'autre. De (15) on conclut

fltiz—nl-—1

- Jr= =7 A 0 = Ny Vi — 1)1,

(17) poy— \ ) 2V1 1)
V] 1

De (16) et (8) on conclut de méme

® »
l Wl
x—fli(.r—n]:l-—La,rv=}‘c.,«|—-.r")
v o v o1
et
1— flEr- 1 <
T ———flL:-——l‘ __.I :ZH—|—.7'—+—_..+.L‘Vll‘\,+|.

¥ o

<. . r T . R
St maintenant g tend vers Uinlint on a, d'aprés (17), sauf peut-étre
pour . =t.

o
1 . ~ .
g —— = lim \ h, 5o — v i
) / v
¢ ! 2

[

vl

ety dlapres o8,

o

1 . O .
(20) TR T lim 2 L e e AR

= LT
v=n

Cette formule (20) aurait pu étre écrite immediatement, d'aprés (13),
mais nous pouvons maintenant 'examiner de maniére plus délicate.
Pour . =1 et 2 quelconque, (17) donne

15 =]

i = =y I

al ==
De méme (18) donne
o —flEw - 1] 3 .
lim L = (v ey o = Ny 5.
o1 | — . Z ! s
~ "

On voil. pour 3 croissant indéfiniment, que les formules (19) et (201
ont simplement leurs deux membres infinis pour » = 1. En d'autres
termes les seconds membres assurent une représentation exacte des
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premiers dans toul le champ complexe, sans considération d'étoile,
méme parfaite A. Ce résultat, établi pour la fonction (11), s’étend
évidemment a une fonction méromorphe quelconque; au point de
vue des représenlations que nous étudions maintenant, les pdles ne
sont plus des points singuliers et il peut en étre de méme pour cer-
tains points essentiels que M. Mittag-Leffler appelle des poloides.

Si (20) peut étre déduit de (13), inversement (13) peut étre déduit

de (20). On a

@
.. 1 FFis)ds . 1 rTFios)ds ’ x xY
Flr)= — —zhm—./——zvvﬂ(l—i——+ )y
aw ., s3--x i_.ourw /e 3 . 3 3V
g ' 0
d’ou
@
. l
(211 Fixz)=Ilim 2 Cyt (Ao + Q1T +. o 4 ayaV),
: E=

[0

ce qui est (13). Certes la formule est établie avec le contour C, ¢'est-
a-dire avec l'étoile A compléte, mais il est aisé de montrer qu’on
peut retiver de A les lacets relatifs aux poles ct aux poloides, ceci
d’apres le raisonnement déja fait avec Fo.r) réduit a la forme (14).
Dans le cas général considérons d'abord F(.r) —IP(r), les Prr)
étant des séries de fractions rationnelles telles que la différence en
question n’ait plus les singularités uniformes p dites poles ou poloides.
Cette différence n'aura évidemment pas de lacets relatifs aux p; mais
les P(.r) n'en auront pas hesoin non plus. d'apres ce que nous avons
vu quelques lignes plus haut. et, par suite, il en sera de méme
pour F(r.

6. Séries de polynomes newtoniens. -— Reprenons la formule de
Cauchy et traitons (1g) comme nous avons traité (20) pour obte-
nir (21). Nous aurons sans peine

,1r [ e
- . I Srds QO v
Fier= lim — / ~—\I¢+E‘l+l‘_|,‘f(l__
v+1 3
:oe20m 3 e N z
i : [
et finalement
%
B N . N Y N
122 IFer) = lim > Jog iy VAL C— VO — .
[ ] :

On voit que

. v M iy — 1)
M—a,r)V=a,— o ayr + 5

ayx?—. ...
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une telle expression étant un polynome dit newtonien par analogie
avec ceux qui interviennent dans (21) el que nous avons loujours
dits tayloriens.

Le développement (22 a natavellement la méme étoile de validite
que (21,

7. Etoiles généralisées. — Comme nous venons de le voir avec
I'emploi de la fonction sommatrice E, il semble que I'on soit parvenu
a représenter complétement une fonction uniforme, dans tout son
domaine d’existence, par des sérics limites construites elles-mémes
I'aide de polynomes tayloriens. Les procédés de prolongement n'in-
troduisent plus, en derniére analyse. les coupures provenant de
rayons vecteurs singuliers pour les fonctions sommatrices et, par
suite, I'étoile A, considérée comme parfaite quand elle n’excluait pas
de portion finie du champ complexe, peut étre remplacée par des
étoiles plus avantageuses encore qui ne possédent plus de coupures,
st ce n’est pour empécher la confusion entre branches de fonctions
multiformes. Ce sont, par exemple, les étoiles K que M. Mittag-
Leffler a probablement appelées ainsi en ’honneur de M. H. von Koch.

Quoi qu’il en soit, un fait est certain : ce sont les progrés de la
théoric des fonctions entiéres (ui ont permis les progrés en matiére
de prolongement analytique.
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