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LE

PROBLEME DE BACKLUND;

Par E. GOURSAT.

1. Enoncé du probléme. Généralités. — En étudiant certaines
transformations des 'surfaces a courbure totale constante, M. A.-V,
Bicklund a été conduit & poserle probléme suivant (1), que j’appelle
pour abréger le Probléme de Bdcklund, ou probléme (B) :

Trouver deux multiplicités M, et M, d’éléments de contact dans
l'espace a trois dimensions, se correspondant élément par élément
de telle facon que les coordonnées de deux éléments correspon-
dants (z,y, 3, p, q), (2, ¥, 3, p', q') vérifient quatre relations
données a lavance

(r) Fuz,y,2,p,9:2,7,3,p,9)=0 (T=1, % 3, 4).

Je rappellerai qu’une multiplicité My d’éléments de contact (k =1, 2)
dans l'espace a trois dimensions est un ensemble d’éléments de
contact dont les coordonnées z, y, 3, p, ¢ sont des fonctions de
& variables indépendantes vérifiant la relation

(2) dz = pdx + qdy.

Lorsque k£ = 2, le point (z, y, z), dont les coordonnées sont fonc-
tions de deux paramétres variables, décrit en général une surface S,
et les éléments de M, se composent des points de S, chacun d’eux
étant associé au plan tangent a S en ce point. On dit que la multipli-
cité M, a pour support ponctuel la surface S. Mais il peut aussi
arriver que le point (, y, z) décrive une courbe G (ou méme reste
fixe). Dans le premier cas, on obtient un élément de M, en associant
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9 E. GOURSAT.

un point quelconque de la courbe C avec un plan passant par la
tangente a G en ce point; cet ensemble dépend bien de deux para-
métres, et le support ponctuel de M, est la courbe C. Si le point (z,
¥, 3) reste fixe, le support ponctuel de M, se réduit a un point, et
l'on obtient un élément de M, en associant ce point fixe & un plan
quelconque passant par ce point. On obtient de méme les éléments
d’une multiplicité M, en associant un point d’une courbe C a un plan
passant par la tangente & C en ce point, ou en associant un point
fixe P a un plan tangent a un céne ayant son sommet en ce point ().

M. Bicklund n’avait étudié que le cas ou les multiplicités M,, M,
ont pour supports ponctuels deux surfaces S, S'. Le probleme revient
alors a trouver deux surfaces S, §', telles qu’il soit possible de les
faire correspondre point par point de fagon que les éléments de
contact correspondants de ces deux surfaces vérifient les relations (1).
C’est ce que nous appellerons le probléme (B) au sens strict. Mais il
y aintérét a poser le probléme sous la forme plus générale énoncée
au début; quand il y aura lieu de faire cette distinction, on dira que
ce nouveau probléme est le probléme (B) au sens large. Cette exten-
sion présente les mémes avantages que la définition généralisée de
S. Lie pour I'intégrale d’'une équation aux dérivées partielles. On sait
d’ailleurs qu’une multiplicité M, ayant pour support ponctuel une
courbe ou un point se raméne a une multiplicité M, ayant pour
support ponctuel une surface au moyen de la transformation de
Legendre. D’une fagon générale, sil'on fait subir aux multiplicités M,,
M, deux transformations de contact quelconques (T), (T'), elles se
changent en deux nouvelles multiplicités de méme espéce, et les
relations (1) sont remplacées par quatre nouvelles relations déduites
des premiéres en effectuant sur les éléments (z, y, z, p, ¢), (', y',
3, p'y q') les transformations (T'), (T"). Nous ne regarderons pas
comme distincts deux probléemes (B) qui se raménent ainsi I'un a
I'autre par un systéme de deux transformations (T), (T").

Si I'on prend le probléme (B) au sens strict, on doit regarder, dans
les équations (1), s et 5' comme deux fonctions inconnues, 'une des
variables z, y,, autre des variables x', 3/, les letires p, ¢, p', ¢'
ayant le sens habituel. Il peut arriver que I'élimination des variables

(') Nous ne considérons dans les pages qui vont suivre que des relations analy-
tiques et des multiplicités analytiques.
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accentuées conduise & une seule équation aux dérivées partielles du
second ordre (E) pour la fonction z(x, )’), tandis que I'élimination
des variables non accentuées conduit aussi a une seule équation aux
dérivées partielles du second ordre (E') pour la fonction z'(z', y').
Les équations (1) établissent alors une correspondance entre les
intégrales de ces deux équations (E), (E"), différente d’'une transfor-
mation (T). Ces nouvelles transformations sont les ¢transformations
de Bcicklund, ou transformations (B). Les propriétés essentielles de
ces transformations se déduisent trés aisément de ’étude générale du
probléme (B).

Un cas particulier étendu du probléme (B) au sens strict avait
déja donné lieu a beaucoup de travaux. Lorsque les deux premiéres
équations (1) sont x'=ux, y'=y, le systéme (1) se réduit a un
systéme de deux équations aux dérivées partielles du premier ordre
a deux fonctions inconnues

(3) F(z,y,3.3,p,p.9,9')=0, ®(2,y,3,2,p,p19,q9)=0.

On connait depuis longtemps des systémes de cette espéce qui
conduisent & une équation aux dérivées partielles du second ordre
pour chacune des fonctions inconnues.

Par exemple, le systéme des deux équations

&= flz, y, 35 p, q),_ s=¢lx, ¥, 3, p,q)

conduit, en éliminant 5, & une équation aux dérivées partielles du
second ordre (E) en z, tandis que I’élimination de s conduit 2 une
équation du second ordre (E') en z'. Les intégrales de ces deux équa-
tions se correspondent d’une fagon univoque. Ces transformations
comprennent en particulier la célébre transformation de Laplace. De
méme, 1'élimination de z’ entre les deux équations

’

p=flz, ¥, 3, p,q) qg=3

conduit & une équation (E) du second ordre en z, tandis que 1'élimi-
nation de 3 conduit & une autre équation (E') en z'; & une intégrale
de E correspond une seule intégrale de (E'), tandis qu’a une intégrale
de (E') correspondent une infinité d’intégrales de (E), dépendant
d’une constante arbitraire.

Prenons encore le systéme p' = a(z, y')p, ¢ = b(z, y)q; V'élimi-
nation de l'une des inconnues z ou ' conduit & une équation linéaire
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du second ordre pour déterminer 'autre inconnue, et a toute inté-
grale de 'une des équations correspondent une infinité d’intégrales de
Pautre équation, dépendant d’une constante arbitraire. Si a + 6 = o,
on retrouve une transformation bien connue de Moutard (41).
Lorsque les deux fonctions F et @ sont linéaires en z, 3', p, p', ¢, ¢/,
on peut obtenir de nombreuses transformations analogues aux précé-
dentes, qui permettent de passer d’une équation linéaire du second
ordre & une autre équation de méme espéce. L’étude de ces transfor-

mations a été poussée trés loin (22, 26'), mais elle est en dehors de
notre sujet.

2. Systéme de Pfaff associé. — Toute solution du probléme (B)
est représentée par un systéme de dix fonctions (z, y, ..., ¢') de deux

variables indépendantes, satisfaisant aux équations (1) et aux deux
relations

(4) dz = pdx + gdy, dz'=p'dx'+ q'dy'.

Les quatre ¢quations (1), supposées distinctes et compatibles, per-
mettent d’exprimer z, y, ..., p', ¢', au moyen de six paramétres z,,
Zy, ..., g, de telle fagon qu'a un systeme de valeurs de z, ¥, ..., ¢’
corresponde un seul systéme de valeurs des z; et inversement, au
moins dans des domaines suffisamment restreints. Quand on fait cette

substitution dans les équations (4), elles se changent en un systéme S
de deux équations de Pfaff a six variables

(5) wy=Z2a;dz;= o, wy=Zb;dx;=o0 (i=1,2,...,6)

que nous appellerons le systéme associé au probléme (B). A toute
solution du probléme (B) correspond une intégrale 91, a deux dimen-
sions du systéme associé. Inversement, a toute multiplicité intégrale o1,
de S correspond une multiplicité a deux dimensions N, décrit par le
point de coordonnées (z, y, ..., ¢') dans 'espace a dix dimensions,
puisqu’il y a une correspondance analytique univoque entre ces deux
multiplicités. Les deux éléments (z, y, z, p, q), (2, ¥, 3, Py q)
décrivent eux-mémes des multiplicités M et M’ qui sont en général
& deux dimensions. Mais il peut arriver que M, par exemple, n’ait
qu'une dimension, tandis que I'élément (', ', 5, P, q') déerit
une M,. A chaque élément de M, correspondent alors co! éléments
de M,. Il peut méme arriver que ces deux éléments décrivent chacun
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une multiplicilé 2 une dimension. C’est ce qui a lieu, par exemple,
siles deux équations F, = o, F; = o ne renferment que z, y, 3, p, ¢, et
les deux derniéres les variables accentuées seules. Sices deuxsystémes
n’admettent pas de multiplicités intégrales a deux dimensions (ce qui
est le cas général), le probléme (B) correspondant n’admet pas de
solutions, méme au sens large. Cependant le systéme de Pfaff associé
a des intégrales OI,. En effet, soient M, une intégrale du sys-
téeme Fy =F,=o0, et M/ une intégrale de F;=F, = o. Lelong de M,,
Z, ¥, %, p, q sont fonctions d’un paraméire u«; le long de M,
z'y y'y 7y p'y ¢’ sont fonctions d’un autre paramétre v. Le point de
coordonnées (z, ..., ¢') décrit donc une multiplicité N, dans I'espace
a dix dimensions, a laquelle correspond une intégrale M, du systéme
de Pfaff. Dans ce cas, deux éléments quelconques pris sur M, et M| se
correspondent. Il pourrait aussi se faire que la premiére multiplicité M
se réduise a un seul élément, landis que la seconde M, est a deux
dimensions. La multiplicité correspondante L, posséde encore deux
dimensions. On voit donc qu’en remplagant le probléme (B), méme
au sens large, par la recherche des intégrales M, du systéme de Pfaff
associé, on généralise encore le probléme. En particulier, nous voyons
que la formation du systéme S exige seulement que les quatre équa-
tions (1) soient distinctes et compatibles, tandis que le probléme (B),
méme au sens large, peut n’avoir aucun sens pour certains systémes
de relations (1), comme celui qui vient d’étre cité.

Les équations (1) permettent d’exprimer les dix variables (z, ..., ¢')
au moyen de six paramétres d’une infinité de facons. Si on les exprime
au moyen de six parafnétres ¥i, différents des x;, on est conduit & un
autre systéme de Pfaff ou figurent les six variables y;. Mais les z,
s’expriment aussi au moyen des y;, et par suite le nouveau systéme
de Pfafl' se déduit du premier par un changement de variables. Le
systéme de Pfaff associé a un probléme (B) est donc défini & un
changement de variable prés.

Par exemple, siles équations (1) peuvent étre résolues par rapport
az',y'.p',q, on peut prendre z, y, 3, p, ¢, z' pour paramétres. Le
systéme associé se composera de I'équation (2), et d’une seconde
équation ou figureront les différentielles dz, dy, dp, dq, dz'.

Inversement, tout systéme S de deux équations de Pfaff a six
variables peut étre associé a une infinité de problémes (B), pourvu
qu’il ne soit pas complétement intégrable. Soient en effet Q,=o,
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Q,=o0 deux combinaisons linéaires distinctes des deux équa-
tions w,=o0, w;=o0 de S. Si ces équations sont de la cinquiéme
classe (ce qui est le cas général), on peut les ramener a la forme
canonique (4); les variables (z, », 3, p, ¢), (', »', 3, p', ¢') qui
figurent dans ces deux formes sont fonctions des six variables z;, et
par suite sont liées en général par quatre relations seulement ;= o.
Le systéme S est associé au probléme (B) correspondant a ce systéme
de relations. 1l existe donc une infinité de problémes (B) qui ont
méme systéme de Pfaff associé. Nous dirons, pour abréger, qu'ils
appartiennent a la méme classe. Il en est ainsi en particulier des
problémes (B) qui sec raménent 'un & I'autre par deux transforma-

tions (1), (T").

3. Eléments singuliers du systéme associé. — Nous rappellerons
d’abord quelques définitions et quelques propriétés des systémes
de Pfaft (10, 11). Tout systéme de valeurs non toutes nulles (dx,,
dxs, ..., dxy) vérifiant les équations (5) est un élément linéaire
intégral de ce systéme, issu du point (z,, Zj, ..., ;) de 'espace a
six dimensions. Un élément sera représenté par e, ou par (dx;).
Deux éléments (dz;) et (kdz;) ne sont pas considérés comme dis-
tincts, de sorte que tout point de l'espace a six dimensions est
lorigine de 0o® éléments linéaires intégraux. Deux ¢léments linéaires
intégraux (dxz;) et (8x;) sont dits en involution, lorsqu’on a entre
les coordonnées de ces éléments les deux relations

o'y = Sa;(dzidzi— dzidz;) = o, = (—’a — b—.;—.’

6 i '
(6) , 0b; 0by
wh = Sby(dz; 8z — dzid2z;) = o, by = ;)—x—l. — o)

3 1

la sommation étant étendue a toutes les combinaisons des indices ¢
et k. Les premiers membres de ces relations o), o), sont les cova-
riants bilinéaires des formes de Pfaff v, w,. D’une facon générale,
deux éléments (dz;), (6z;) sont en involution relativement & une
équation de Pfaff Q = o, s'ils annulent le covariant bilinéaire Q'.
Cette propriété est invariante vis-a-vis d’un changement quelconque
de variables.

On a déjafait observer que le systéme S peut s’écrire d’une infinité
de fagons, en remplacant les variables z; par un nouveau systéme
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quelconque de variables y;, qui soient des fonctions distinctes des
premiéres. 1l peut arriver qu’en choisissant convenablement les
variables y;, le systéme puisse s’écrire sous une forme ou figurent
moins de six variables. Soit / le nombre minimum de variables qui
figurent dans un systéme déduit de S par un choix quelconque des
variables; le systeme S est dit de classe r. En général, un systéme
de deux équations a six variables est de classe 6, mais il peut étre de
classe 5, f ou 2 (').

La classe d'un systéme se détermine en recherchant les éléments
caractéristiques, c’est-a-dire les éléments (dz;) .qui sont en invo-
lution avec tous les autres éléments linéaires intégraux (6z;). Pour
qu’un élément (dz;) soit caractéristique, il faut et il suffit que les
équations v\, = 0, w, = o soient vérifiées par tous les éléments inté-
graux (8z;). En écrivant ces conditions, on obtient un certain nombre
de relations linéaires en dz,, ..., dzg, qui, jointes aux équa-
tions w; =0, w,=0, déterminent les éléments caractéristiques. Si
ce systéme n’admet pas d’autres solutions que dz;= o (ce qui est le
cas général), il n’y a pas d'élément caractéristique, et le systéme S
est de classe 6. Si les équations qui déterminent les élé~ents caracté-
ristiques admettent d’autres solutions que dr;= o, elle; se réduisent
ar équations distinctes ("< 6) ; ce systéme de r équations est compléte-
ment intégrable et peut étre ramené a la forme df, =o, ..., dfr=o.
SiTon prend un systéme de six variables j;, telles que iy =/F1, ..
¥r=fr, ces variables y,, 12, ..., )» et leurs différentielles figurent
seules dans les équations du systéme aprés la transformation; S est
de classe r. On désignera en général par S, un systéme de classe p.

Ces propriétés étant rappelées, soit (dx;) un élément linéaire
intégral quelconque de S. Les coordonnées ox; d’un autre élément
en involution avec le premier doivent vérifier les deux équations (5),
ou d est remplacé par ¢ ct les deux équations o, =o0, w,=o. Ces
quatre équations sont généralement distinctes si 1'élément (dz;) n’a
pas été choisi d'une fagon particuliére, et par conséquent il y a
o' éléments linéaires intégraux en involution avec le premier.

Mais il peut y avoir exception siles coordonnées dr; de I'élément e

(') Il ne peut étre de classe 3. En effet, un systéme de classe 3 serait de la
forme dy,+ Ady,=o, dy;+ Bdy,=o0, A et B étant fonctions de y,. y,, ;. Ce
systéme d’équations différentielles est équivalent & deux équations df, = o, df,= o.
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ont é1¢ choisies de fagon que les quatre équations linéaires qui déter-
minent les éléments en involution avec e ne soient pas distinctes. De
tels éléments sont les éléments singuliers de S. Il est aisé de démon-
trer qu'il y a en général deux familles distinctes d’éléments singuliers.

On peut toujours supposer les équations de S résolues par rapport
a deux des différentielles, dz; et dz; par exemple, ce qui revient &
écrire les équations de S

wy = drs+ aydz+ asdzrs + azdr;+ aydr, = o
we= dzs+ bydzxyi+ bydr,+ bs d.l‘;—i— bg.d.l‘g: 0;

(7)

tout systéme de valeurs non toutes nulles de dury, dx,, dz,, dr;
détermine un élément linéaire intégral e, auquel nous ferons corres-
pondre le point m de I’espace a trois dimensions dont les coordonnées
homogeénes sont dxy, dxs, dr;, dr,. Si dans les équations (6) on
remplace d.rs, dzg, x,, 6x¢ parleurs valeurs tirées des équations (7)
et des équations analogues, ou d est remplacé par 8, ces deux équa-
tions prennent la forme, il est facile de le vérifier,

(8) wy = ZAu(dzdxp—dz8z;) =0

L, k=1,2,3 ,
(9) wh = By (dz;dz)— dzi8zi) = o (& B34

les coefficients A, B;; s’exprimant au moyen des fonctions a;, b; et
de leurs dérivées partielles. Soient m, m' les points-images de deux
éléments en involution (dz;), (8z;). Les conditions (8) et (g)
expriment que la droite m m' appartient 4 deux complexes linéaires C,
et G,. Si ces deux complexes C, et C, sont distincts, la droite m m'
appartient donc a une congruence linéaire. L'élément intégral
(dzy, dr,y, dzx,, dx,) étant donné, les éléments (8z;) en involution
avec celui-la sont représentés par les points d’une droite issue de ne;
cet élément est donc en involution avec o' éléments linéaires inté-
graux issus du méme point.

Il n’en est plus de méme si le point m est situé sur l'une des
directrices rectilignes A, A, de la congruence linéaire. Tout élément
(dx;) représenté par un point m de A, par exemple est en involution
avec un autre élément représenté par un point m’ du plan passant
par m et par A,; cet élément (dx;) est en involution avec «? autres
éléments intégraux. Il y a donc dewx familles distinctes d’éléments
singuliers, représentés par les points de deux droites A,, A,.

Ce résultat intuitif se vérifie aisément, au moyen du calcul suivant
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qui.permet de former les équations déterminant les éléments singu-
liers. Pour que les deux équations (8) et (9), qui déterminent dz,,
3x4, 043, 62, ne soient pas distinctes, il faut et il suffit qu’il existe
deux coefficients A, p, tels que I'on ait identiquement, quels que
solent 82y, 3x,, 6x3, 824, hw| + ww,= o, ce qui exige que dx,, dz,,
dx;, dz, vérifient les quatre équations

()\A“"l- (J.B“ l({x‘ -+ (1A;2+ [J.Big)d.l’g—l—..-—l— ()\A,’;'i"}l.B;‘s)d.l‘h = 0,

(10} .
Aie+ Ap = o, Bit +Bsi=o0 (e=1,2,3, 4).

Pour que ces équations soient vérifiées par des valeurs non toutes
nulles des dz;, il faut et il suffit que le déterminant D(X, p) des coef-
frcients soit nul

(11) D(A, ) =||AAig+ pBi]| = o.

Ce déterminant symétrique gauche est égal au carré d’une forme

quadratique [F (%, n)]? etle rapportz—; doit étre racine d’une équa-
tion du second degré

(12) F(X, p)=o.

Soit A=2%y, p= 4 un systéme de solutions de cette équation. Tous
les mineurs du premier ordre du déterminant D (%, p,) étant nuls,
les quatre équations (10), ot I'on a A=2»%,, w==p, se réduisent a
deux équations seulement, et a cette solution de I'équation (12) cor-
respond bien une famille de o' éléments singuliers.

La méme interprétation permet de trouver les cas ou le détermi-
nant D (%, u) est identiquement nul.

Remarquons pour cela que la relation || A ||= o est la condition
nécessaire et suffisante pour que le complexe C, soit un complexe
singulier formé des droites qui rencontrent une droite fixe A,, car
on obtient cette condition en exprimant qu’il existe des points
(dzy, ..., dx,), tels que toute droite passant par un de ces points
fassc partie du complexe.

Pour que le déterminant D (A, u) soit identiquement nul, il faut
donc que les deux complexes G, et C, soient des complexes singu-
liers et qu’il en soit de méme de tous les complexes du faisceau déter-
miné par ces deux complexes G, et C,; il en sera ainsi si les axes A,
et A, des deux complexes singuliers G, et C, ont un point commun P,



10 E. GOURSAT

et dans ce cas seulement. Le point P représente alors un élément
intégral qui est en involution avec tous les autres éléments intégraux
de S, c’est-a-dire un élément caractéristique, et le systéme S est de
classe inférieure a six.

Inversement, si le systéme S est de classe inférieure a six, un
élément caractéristique (dz,, ..., dz;) est en involution avec tout
autre élément linéaire intégral, et la droite qui joint les deux points-
images dc ces éléments appartient & tous les complexes du faisceau
déterminé par G, et Cy; dzy, ..., dx, vérifient donc les équations (10),
quels que soient X et p, et par suite le déterminant D(2, ) est
identiquement nul.

Lorsque les deux équations (8) et (9) ne sont pas distinctes, les
deux complexes G, et C, sont identiques, et les raisonnements ne
s’appliquent plus. On peut alors trouver deux coefficients ), ., dont
P'un au moins est différent de zéro, tels que Aw + pw} soit identi-
guement nul pour deux éléments intégraux quelconques. Le covariant
bilinéaire Q| de I'équation @, = hw, + pw, =0 est nul, quels que
soient les deux éléments intégraux. Prenons cette équation @, =o
pour l'une des équations du systéme, et supposons-la de cinquiéme
classe et ramenée a la forme canonique

Q=dys+ysdy1+yidys=o.

On peut prendre pour seconde équation du systéme une équation
ne renfermant pas dy;

Q= Yl d.}’i—'!-Yz d_}”-f- Y; d)’;-l—Yh d}’g—l—YG d}’s—"— o.

Le covariant Q| = dy 3y, — dy28)"; + dy38)"s — dy, 3y, ne peut
étre nul pour deux éléments intégraux quelconques, si Y, n’est pas
nul, puisque dyiy -, dysy 8y, ..., 8y, peuvent alors étre choisis
arbitrairement. Si Y, = o, I'équation Q, = o représente un plan P,
en adoptant la méme interprétation géométrique, tandis que l'équa-
tion Q) = o représente un complexe linéaire non singulier C. Il fau-
drait donc, pour que Q) fit nul pour deux éléments intégraux quel-
conques, que toutes les droites du plan P fassent partie du complexe C,
ce qui est impossible. L’équation Q, = Jw, + pws = 0 ne peut donc
étre de cinquiéme classe. On verrait de la méme fagon que, si cette
équation est de classe trois, le systéme S est de classe cing. Il faut
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donc, si S est de classe six, que Q, soit de classe un, et ce systéme
admet une combinaison intégrable Q, = dy; = o.

La réciproque est immédiate. Si un systéme S de classe six admet
une combinaison intégrable dy; = o, il se compose de cette équation,
jointe & une autre équation de classe cinq. Un élément intégral quel-
conque est en involution avec oo? éléments intégraux, et il n’y a pas
d’éléments singuliers.

En résumé, tout systéme S;, pour lequel il n’existe pas de combi-
naison intégrable, admet deux familles, en général distinctes, de oo!
éléments singuliers dont chacun est en involution avec o? éléments
intégraux. Les éléments singuliers de chaque famille sont déterminés
par un systéme de quatre équations de Pfaff distinctes; on peut prendre
évidemment pour deux d’entre elles les deux équations w, = 0, w; =o0
du systéme S;. Soient

(13) wy= o0, wy= 0, w3==0, W, =0

les équations qui définissent une de ces familles d’éléments singuliers.
Il existe une infinité d’intégrales & une dimension de ce systéme,
dépendant d’une fonction arbitraire, car si I'on établit une relation
arbitraire entre deux des variables, telle que z, = f(z1), il reste un
systéme de quatre équations différentielles entre cinq variables. Ces
intégrales & une dimension du systéme (13) sont les caractéristiques
de Monge du systéme S;. Il y a donc en général deux familles dis-
tinctes de caractéristiques de Monge du systéme S;. Ces multiplicités
jouissent de propriétés analogues a celles des caractéristiques d’une
équation aux dérivées partielles du second ordre.

Les co? éléments intégraux d’une multiplicité I ,, issus d'un point
de cette multiplicité, étant deux a deux en involution, sont représentés
par les points d’une droite de la congruence linéaire représentée par
les relations (8) et (g), et les deux points de rencontre de cette droite
avec les directrices A,, A, représentent deux éléments singuliers.
Tout point de I, est donc 'origine de deux éléments singuliers tan-
gents a MLy, et on en conclut facilement que O, peut étre engendrée
par des caractéristiques de Monge de chacune des deux familles ().

(') On a toujours supposé, dans cette discussion, les éléments (dz,), (Sz,) issus
d’un point (z,) de situation genérale dans I'espace a six dimensions. Pour certains
systémes, il peut se faire qu’il existe une hypersurface H, (k < 6) telle que les deux
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4. Formes réduites d’un systéme S. — Soil S; un systéme de
classe six, n’admettant pas de combinaison intégrable. Soit (%, w)
un systéme de solutions non toutes nulles de I'équation (12). D’aprés
Ia fagon méme dont on a obtenu cette équation, il existe une famille
d’é¢léments singuliers (dz,, ..., dz;) qui sont en involution avec
tout autre élément intégral relativement a I’équation

Q=)\w1+p.w2=0.

Nous dirons que cette équation Q = o est une équation singuliére
du systéme Sg; les propriétés qui la définissent sont indépendantes
des variables choisies. Toute équation singuliére se change donc en
une équation singuliére quand on effectue un changement de variables
quelconque. ‘Supposons d’abord cette équation singuliére de classe
cing; on peut alors choisir un systéme de six variables z, ¥, 3, p, ¢, ©
de fagon que I'équation singuliére soit mise sous forme canonique,
et les équations du systéme S, deviennent

Q=dz—pdr—qdy=o,

(1) 0,=Xdz+Ydy+Pdp+Qdg+Udu=o.

Si la seconde équation contient du, la condition
Q=dpdxr —dzdp+dqgdy—dydg=o

ne peut étre vérifiée, quel que soit 'élément intégral (3z, 3y, ..., du)
qu'en supposant dx = dy = dp = dg = o, et par suile dz =du = o,
puisque sz, 8y, 6p, 8¢ peuvent étre choisis arbitrairement. Si @, =o
est une équation singuliére, on a donc nécessairement U = o. Si cette
condition est satisfaite, I'équation Q| = o sera identique ala seconde
des équations (14), o d serait remplacé par &, pourvu que I'élément
intégral (d.r, dy, dp, dg, dz) vérifie les relations

(15) Q__rﬁ_—dp_—dq_ ds
P~ Q X Y T Pp+Qg

équations (8) et (9) se réduisent & une seule lorsque le point (z,) est situé sur H,.
Tous les ¢léments linéaires intégraux qui ont pour origine un point de H, peuvent
donc étre considérés comme des éléments singuliers. Toute multiplicité intégrale
de S, appartenant & H,, est une intégrale singuliére. Les coordonnées d’'un point
de H, pouvant s’exprimer au moyen de A variables, Ia recherche de ces intégrales
singuliéres se raméne & l'intégration d'un systéme & moins de six variables.
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et nous arrivons a la conclusion suivante : Tout systéme de deux

équations de Pfajff de classe six peut, en général, étre ramené

de deux fagons différentes, et de deux seulement, a la forme

réduite

(16) Q=dzs—pdr—qdy=o,
Q=Xdr+Ydy+Pdp+Qdg=o.

A chaque forme réduite correspond une famille d’éléments singuliers
définis par les quatre équations (15). Ces quatre équations déter-
minent les rapports des cinq différentielles d, ..., dg, mais du reste
arbitraire. La démonstration montre en méme temps quelles sont les
opérations a effectuer pour obtenir cette forme réduite. L’équa-
tion F(A. u)=o étant résolue, on aura a ramener I’équation singu-
liere 2w, + uw, =0 & une forme canonique. Les variables z, y,
3, p, ¢ qui figurent dans cette forme canonique sont déterminées &
une transformation (T) prés. Quant a la sixiéme variable u, on peut

I

la choisir a volonté, pourvu qu’elle soit distincte des cinq va-
riables z, ..., ¢.

On peut profiter de cette indétermination de u pour simplifier
encore la seconde des équations (16). En effcctuant d’abord, si c’est
nécessaire, une transformation (T) convenable, on peut supposer

Q

que le rapport 3 contient la variable u, et prendre ce rapport lui-
méme pour la derniére variable. Les équations. (16) deviennent alors

(h dz—pdr—qdy=o0, dp—udg—ader—>bdy=o,

a, b étant des fonctions des six variables z, ¥, ..., v. M. Duport (24)
a démontré le premier, par une méthode toute différente, qu’un sys-
téme S o figurent six variables peut en général étre ramené a la
forme (I) de deux fagons différentes. Dans cette forme réduile figurent
deux fonctions arbitraires de six variables. On ne peut obtenir, si le
systéme S est quelcorique, une forme réduite ou figurent moins de
deux fonctions arbitraires. En effet, le systéme, étant supposé résolu
par rapport & deux des différentielles, contient huit coefficients arbi-
traires. Quand on effectue un changement de variables, on dispose
de six fonctions arbitraires que 'on peut choisir de facon que six des
coefficients du nouveau systéme aient des expressions données a
Pavance; il restera donc deux coefficients indéterminés dans le nou-
veau sysltéme d’équations.
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En cherchant directement les éléments singuliers du systéme (1),
on obtient d’abord le systéme défini par les relations (15), qui de-.
viennent ici

(15), _—_——— = - )

et une nouvelle famille d’éléments singuliers, déterminés par les
quatre équations

0
g9,=o, Q; =o, dq—l—ai;dx—i-dbdy_o,

(17) ’(A Bf’f—c )(ud.z:—i-dy)
( (;’Z_b——)(de-.-Cdy—du),

ou I'on a posé

db da B Ja Jda C— 0b 0b

Tdz Ay “ag T o’ og "9’
d_ 9 . 9 d_0 0
iz = 9z TP 3z’ dy "oy 10z

L’équation singuliére correspondante est

b da b da
(18) (uaﬁ—b—-a—l;)gzg—-<A+B;;—Cd—u>gl=0.
Siu? 5u —b— 5 n est pas nul, ce qui est le cas général, les deux

famllles d’eléments smgullers sont distinctes. Lorsque u %lb; —b— Z—Z
ob . .

est nul, sans que A + B gu — G gg soit nul, les deux familles d’élé-

ments singuliers sont confondues. Enfin, si les coefficients de Q, et

de Q, dans I'équation (18) sont nuls a la fois, le systéme admet des

éléments caractéristiques définis par les cinq relations

udzr - dy = o, dq+—dx+%dy_o,

Bdz + Cdy —du = o, 0y =o, Q; = o,
et le systéme est de classe cinq.

Inversement, tout systéme S; peut dtre ramené d’une infinité de
maniéres 4 la forme (I), ou les coefficients @ et & vérifient les condi-
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tions énoncées. Soit Q, =0 une équation de classe cinq d’un sys-
téme S;; si on la suppose ramenée a la forme canonique, la seconde
équation du systéme ne pourra renfermer la différentielle du de la
sixiéme variable. En effet, pour qu’un élément (dz, dy, dp, dq) soit
un élément caractéristique, il faut que la relation

dxdp —dpdx+dydqg—dgdy =o

soit vérifiée pour tous les éléments intégraux (8z, 8y, 8p, 8¢q), ce qui
est impossible si la seconde contient du, puisque les valeurs de 3w,
3y, 8p, &g peuvent alors étre prises arbitrairement.

Une équation singuliére d’'un systéme S; peut aussi étre de
classe trois, et inversement; si des équations w, =0, wa =0 d’un
systéme S; on peut déduire une combinaison w, + pw, = Q, =o,
de classe trois, cette équation Q, = o est une des équations singu-
liéres du systéme. Soit en effet du — w dv = o une forme canonique
pour cette équation. En ajoutant aux trois relations du = o, dv =o,
dw = o la seconde équation du systéme S;, on obtient une famille
d’éléments singuliers, dont chacun est en involution avec tout autre
élément intégral relativement a 'équation @, = o. Il n’y a paslieu de
revenir sur le cas ou le systéme S; admettrait une combinaison inté-
grable, puisqu’il n’y a pas d'éléments singuliers.

La discussion de tous les cas particuliers possibles est un peu

longue, mais ne présente pas de difficultés (30). Je rappellerai
seulement les résultats.

1° Cas général. — L'équation (12) a deux racines distinctes, et a
chacune d'elles correspond une équation singuliére de classe cing.
Le systéme S, peut étre ramené de deux facons différentes a la
forme (I). 1l y a deux familles distinctes d’éléments singuliers, et les
équations différentielles qui définissent une famille admettent au
plus deux combinaisons intégrables distinctes.

2* L’équation (12) a une racine double a laquelle correspond une
équation singuliére de classe cinq. Le systéme S; peut étre ramené
d’une seule fagon a la forme (I), et I'on a, pour cette forme réduite,

da 2b
— +b—u~—=o.
du Ju

3° L’équation (12) a deux racines distinctes, dont 'une fournit
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une équation singuliére de classe cing, et la seconde une équation
singuliére de classe trois. Le systéme S, peut étre ramené a la
forme (I), et a une autre forme réduite

(I Q@ =dys—yidy;=o, Q=dys—ysdy,—ady,— bdys= o,

a et b n’étant pas nuls a la fois. Les équations différentielles de la
famille d’éléments singuliers correspondant a l’équation singu-
liere Q; = o sont dy, = o, dy, =o0, dy; =o, dys —ysdy, =o0 et
admettent ¢rois combinaisons intégrables distinctes.

4° L’équation (12) a deux racines distinctes dont chacune corres-
pond & une équation singuliére de classe trois; Sy peut étre ramené
a la forme canonique

(Ill) Q|=dy3—y3 d_}’h Qg:d}’g—}’sd_}’5= o,

et les équations différentielles de chaque famille d’éléments singuliers
admettent ¢trois combinaisons intégrables.

5° L’équation (12) a une racine double qui donne une équation
singuliére de classe trois; S; peut étre ramené & une forme cano-
nique

(IV) Q=dzs—pdr—qgdy=o, Q=du—gqdp=o,

et les équations différenticlles des éléments singuliers forment un
systéme complétement intégrable.

6° Lorsque les deux équations (8) et (g) ne sont pas distinctes,
on a déja remarqué que le systéme S; admet une combinaison
intégrable; il peut donc étre ramené a la forme canonique

(V) Q=ds—pder—qdy =0, Q=du=o.

Dans ce cas, quoiqu’il n’y ait pas d’éléments singuliers, 1'équa-
tion (12) a une racine double, a laquelle correspond I'¢qua-
tion Q, = o.

Pour compléter I'énumération des formes réduites auxquelles on
peut ramener un systéme de deux équations de Pfaff ou figurent
six variables, il faut ajouter aux types précédents les formes qui con-
viennent aux systémes S, et S; (26).

Un systéme S; peut en général se ramener d’une infinité de fagons
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a une forme réduite (26)
(v Q=dy;—yady,=v, Q=dy,—fdy;—ysdys=o,

ou f n’est pas une fonction linéaire de y;, et dans certains cas a la
forme canonique

(VII) dyg—yb dy,= o, Q=dy;— y; d}/‘:o,

Un systéme S; peut de méme étre ramené a I'une des formes cano-
niques

(VI Q=dys—y;dy;=o, Q=dy;—y,dy,=o,
(IX) Ql:dﬂ"':‘), 92=d}’8_)'b dy|=0.

Un systéme S associé a un probléme (B) ne peut étre compléte-
ment intégrable, car une combinaison linéaire de deux équa-
tions df, = o, df, = o ne peut étre de classe cinq.

La réduction d’un systéme donné S a I'une des formes qui viennent
d’étre énumérées exige I'intégration d'un ou de plusieurs systémes
d’équations différentielles et des changements de variables.

5. Recherche des intégrales JIL,. Résolvantes de premiére espéce.
— La détermination desintégrales I1; du systéme S est facile, lorsque
ce systéme a été ramené a l'une des formes canoniques (I1I), (IV),
(V), (VII), (VII), (IX). Par cxemple, dans le cas de la forme (IV),
toutes les intégrales O, sont données par un des systémes de quatre
équations

() u=flp), g=fp, s—px—yf(pr=9(p), z+yf(p)=—0q(p),
(1) p=Cy, u = G, z—Cizr =9(y), q=9'(y),
(IT) p=Cy, u=C,, 3z — Cyz = G, y =0,

Remarquons que lorsque S peut étre ramené a 'une des formes (VII),
(VIH), (1X) ce systétme admet des intégrales O ;. Lorsque le systéme
est de classe cinq et a été mis sous la forme réduite (VI), toutes les
intégrales JIL, sont encore définies par I'un des systémes de quatre
relations

(a) f rs=F(y1),  y2=F(y1)  yi=20n),

{ Yy )—f—rysF'(y1)=o,
® Nn=0C, =G, =), yi=(ry),
(1) y1=C;,  y3=0G3  ye=0Cy, =0y

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 6
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Dans tous ces cas, le systéme S admet une intégrale générale expli-
cite, représentée par un ou plusieurs systémes de relations entre les
variables x; (').

Voici quelques exemples de problémes (B) dont le systéme
associé S rentre dans I'une des catégories précédentes. Les quatre
équations x'=x, y'=y, p'= —¢q, ¢’ =p conduisent au systéme
de Pfaff dz = pdz -+ qdy, d3'=—gdx + pdy, qui se raméne a
la forme canonique (IIT)

d(z+1i3')=(p —ig)d(xz+1iy), diz—iz )= (p+ig)d(z—iy);

c’est, sous une autre forme, le-résultat classique de la théorie des
fonctions analytiques.

Le probléeme (B) défini par les relations p'= p, ¢'=¢, ' =z,
¥ =y + p conduit au systéme de forme canonique (IV)

dz —pdx — g dy, d(z'— 3)=qdp.

La solution est donnée par deux surfaces développables & généra-
trices paralléles, qui se correspondent point par point d’aprés les
relations données.

11 existe aussi une infinité de problémes (B) dont le systéme
associé S; peut étre ramené a la forme canonique (V). Supposons
que les équations F;= o permettent d’exprimer x', 3-, 3, p', ¢’ au
moyen de x, y, z, p, ¢ et d’une sixiéme variable u. Si le systéme
associé est réductible a la forme (V), on a une identité de la forme

ds' —p'de'— q¢'dy'=2dU + u(dzs — pdr — q dy),

U, A, i étant des fonctions, qui peuvent étre quelconques a priori, des
six variables. Si I'on ajoute aux quatre relations (1) 'équation U= C,
qui détermine u en fonction de x, y, 3, p, ¢ et de la constante C,
les cinq fonctions obtenues x', y’, z’, p', ¢’ des variables z, y, z,
P, q satisfont a I'identité

ds'—p'dz’'—q'dy'= p(ds—pdz — g dy);

(') Il peut exister aussi, dans certains cas, des intégrales dites singuliéres, qui ne
sont pas données par l'application des formules générales. Les transformations qui
permettent de ramener le systéme & une forme canonique ne s’appliquent pas & ces
intégrales. C'est la généralisation d’un fait bien connu pour les équations aux déri-
vées partielles du premier ordre.
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ces formules définissent donc une infinité de transformations de
contact, dépendant d'une constante arbitraire. On peut choisir arbi-
trairement la multiplicité M,, et il lui correspond oo' multiplicités M. .
Par exemple, le probléme (B) défini par les relations

f f x'—x=y’—y=z'—z
P =p, 9 =49, P 7 "

=u

a pour systéme associé-le systéme canonique

dzs=pde-+qdy, d(uyi+p'+qt)=o;

la propriété générale se vérifie immédiatement, car les formules pré-
cédentes expriment le parallélisme de deux surfaces.
Les quatre équations

zr—~+y
q

z'=q'y— y  y'=z—px, p'=p, F=y+pa

ont pour systéme associé le systéme S,
d(z—pzx)=ydp, qdy=(x+y)dp

dont l'intégrale générale est représentée par un systéme de trois rela-
tions seulement

s=px+fp), y=S(p) x=4qf(p)—f(p)
les variables indépendantes étant p et g. On a ensuite
g=ufip)—f'(p) ¥'=f'(p), F=pa+fp), p=p, g=u,

u désignant une nouvelle variable indépendante. Les deux multipli-
cités M, et M, ont pour supports ponctuels deux surfaces réglées
dont les génératrices (p = const.) se correspondent, mais on peut
faire correspondre les éléments de ces deux multiplicités d'une infi-
nité de fagons, car on peut choisir pour » une fonction arbitraire
de g. Ceci se rattache a unc propriété générale des problémes (B)
dont le systéme associé admet des intégrales JIU; a trois dimensions.
Le point (x, y, 3, ..., ¢) décrit alors dans I’espace a dix dimensions
une multiplicité N3, mais I'élément (z, ¥, z, p, ¢) devant engendrer
une multiplicité M;, les coordonnées z, y, z, p, ¢ dépendent au plus
de deux variables indépendantes, et pour la méme raison 2/, ', 7',
P’y ¢' dépendent au plus de deux variables. Supposohs, pour pré-
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ciser, que ces deux éléments décrivent deux multiplicités My, M};
Z, ¥, %, P, q sont fonctions de deux paramétres u, v, et z', ', z’, p', q'
sont fonctions de deux autres paramétres «’, ¢'; mais ces qualre para-
mélres sont liés par une relation f,=o, puisque la multiplicité N,
est a trois dimensions. Si 'on établit entre ces quatre paramétres
une autre relation de forme arbitraire fo—= o, on établit une corres-
pondance entre les éléments de M, et de M,.

Il nous reste enfin a examinerle cas général d’un systéme S; pou-
vant se ramener a la forme réduite (16). Soit O, une intégrale de ce
systéme, pourlaquelle . et 3 ne sontliées par aucune relation (*). Si
Von prend .z et y pour variables indépendantes, It , est représentée
par un systéme de relations

0 .
(19) 3= fx, y), P=3z f q=g3{, u=9q(r, ¥y

La seconde des équations (15) prouve que u doit satisfaire aux deux
conditions

(20) X+Pr+Qs=o, Y+ Ps+Qt=o,

r, s, t désignant les dérivées secondes de f(.r,y). L’élimination
de « entrc ces deux relations conduit 4 une équation aux dérivées
partielles du second ordre en z

(21) F(z, y, 23, p, q, r, s, t) =0,

dont lintégration fera connaitre toutes les intégrales O, du sys-
téme Sg pour lesquelles il n’y a aucune relation entre x et y. Cette

(') Si le systéme S; admet des intégrales DL, pour lesquelles z et » ne soient pas
indépendants, I’élément (z, y, 3, p, ¢) décrit toujours une multiplicité M, ou une
multiplicité M,. Si I'élément décrit une multiplicité M,. il suffira d’une transforma-
tion (T) pour étre ramené au cas général. Si ’élément (z, 3, 3, p, q) décrit une
multiplicité M, représentée par les formules

z = fi(a), ¥ = fala), 3= fi(a), P =2(a) q = 9,(a),

o étant un paramétre variable, il faudra que la seconde des équations (14) soit
vérifiée identiquement, quel que soit u, quand on y remplace z, y, 3, p, ¢ par les
expressions précédentes. Les coordonnées d’un point de U, dépendent alors des
deux paramétres a et u.

Un systéme Sg admet une infinité d’intégrales de cette espéce lorsque la résol-
vante E  est une équation de Monge-Ampére, et les multiplicités M, correspondantes
sont les caractéristiques du premier ordre de E,.
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équation du second ordre n’est pas d’une forme arbitraire; en effet, si
I'on regarde, dans les équations (20), x, ¥, 5, p, ¢ comme ayant des
valeurs données, r, s, ¢ comme les coordonnées cartésiennes d’un
point, ces équations représentent une droite paralléle a une généra-
trice du cone rt — s = o, dépendant d’un paramétre u, et I'élimina-
tion de ce paramétre conduit & une équation qui, avec les mémes
conventions, représente une surface réglée dont chaque génératrice
est paralléle a une génératrice, en général variable, du céne rt — s?=o.
Nous dirons, pour abréger, que I'équation (20) est une résolvante
de premiére espéce du systéme Sg, et nous la représenterons par E,.

Les équations de cette espéce admettent une famille de caractéris-
tiques du premier ordre (26, Chap.1V); en éliminant le paramétre u
entre les quatre équations (15), on obtient deux relations homogénes

endz, dy, dp, dgq,
(22) Dz, ¥, 3, dz, dy, dp, dg) = o, by (2, ¥, 5, dz, dy, dp, dg)=o,

qui, jointes a I'équation dz = pdx + gdy, déterminent unc famille
de caracteristiques du premier ordre de I'équation (21).

Tout systéme S; pouvant en général étre mis sous la forme (16)
de deux facons différentes, on en conclut que la recherche des
intégrales My d’un systéme Sy peut en général se ramener de
deux facons différentes a U'intégration d’une équation aux déri-
vées partielles du second ordre, admettant une famille de carac-
téristiques du premier ordre.

Autrement dit, tout systéme S, posséde en général deux résolvantes
distinctes de premiére espéce E,, E|, qui ne sont définies qu’a une
transformation T prés. 11 n’y a qu'une résolvante de premiére espéce
lorsque I'équation (12) a une racine double correspondant a une
équation singuliére de classe 5, ou lorsque 'une des équations singu-
liéres est de classe 5, 'autre de classe 3. Il n’y a pas de résolvante
de premiére espéce lorsque S peut étre mis sous I'une des formes
canoniques (II1), (IV), (V).

Soit E, la résolvante de premiére espéce représentée par l'équa-
tion (21). Cette équation admet, outre le systéme de caractéris-
tiques du premier ordre (22), un autre systéme de caractéristiques,
en général du second ordre. Supposons le sysiéme S; ramené a la
forme réduite (I); I'équation E, s’obtiendra en ¢liminant u entre les
deux équations r = us—+a,s=ut+ b, que I'on peut considérer
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comme définissant deux fonctions r et u de z, y, 3, p, q, s, t. Les
régles habituelles du calcul différentiel donnent aisément les expres-
sions des dérivées partielles

Jar 02). t+0b Jar da\ | p ()b)
$_u+<s+(—m . )’ -52—“—5- ‘+du . +a— .

L’équation différentielle en % qui détermine les deux familles de

i e . . d
caractéristiques sur une surface intégrale admet la racine d—: =—u,

qui convient aux caractéristiques du premier ordre, et une seconde
. ody da) . db)
racine az = <s—|— Tu) - t 4 )
Pour que les deux familles de caractéristiques soient confondues,
il faut et il suffit que @ et & vérifient une relation déja obtenue

da b
Foia b—u w=0°
(page 14) quiexprime aussi que les deux familles d’éléments singu-
liers de S¢ sont confondues. En conservant les conventions déja
expliquées, 'équation E; représente alors une surface développable.
dontle plan tangent reste paralléleaun plan tangent au céne r ¢ —s2 =o.

Les systémes S; ne sont pas les seuls qui possédent des résolvantes
de premiére espéce. On a vu en effet que tout systéme S; peut se
mettre d’une infinité de fagons sous la forme (14). Si les rapports
des coefficients X, Y, P, Q ne sont pas tous indépendants de u, le
systéme est en général de classe 6, mais peut étre de classe 5. Tout
systéme S; posséde donc une infinité de résolvantes de premiére
espéce, mais ces résolvantes forment une classe spéciale, qui pos-
séde des propriétés trés particuliéres. Les conditions obtenues (p. 14)
qui expriment que le systéme (14 ) est de classe 5, expriment aussi que
la résolvante E, correspondantea ses deux familles de caractéristiques
confondues, et de plus, que les équations qui déterminent les inté-
grales intermédiaires f'(r, y, z, p, ¢) = C de I'équation E, forment
un systéme en involution. On peut écrire explicitement U'intégrale
générale d’une équation de cette classe, quand on a intégré le systéme
qui détermine les intégrales intermédiaires de E,, ce qui est bien
d’accord avec ce qui a été dit plus haut des systémes S, (11, 36).

En résumé, les seuls systémes S; qui possédent des résolvantes
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de premiére espéce sont les systémes S,, qui ne peuvent étre
ramenés & 'une des formes canonigques (111), (1V), (V), et les
systémes S,. Un systéme S, a au plus deux résolvantes de pre-
miére espéce, tandis qu'un systéme S; en a une infinité appar-
tenant a la classe spéeciale.

Réciproquement, toute équation aux dérivées partielles du
second ordre E, qui posséde une famille de caractéristiques du
premicr ordre, est une résolvante de premiére espéce pour un sys-
téme S, si elle n’appartient pas & la classe spéciale, et pour un
systéme S,, si elle appartient a la classe spéciale.

Soient en effet

(23) X+Pr+Qs=o, Y+Ps+Qt=o

les équations qui représentent une génératrice rectiligne de la sur-
face représentée par I'équation E, dans l'espace (1, s, t), X, Y, P,Q
étant des fonctions de z, y, 5, p, ¢ et d’un paramétre u. L’équation E
s'obtient en éliminant le paramétre u entre les relations (23); c’est
donc une résolvante de premiére espéce pour le systéme (14), ou X,
Y, P, Q seraient les mémes que dans les formules (23). Ce systéme S
est de classe 6, @ moins que E n’appartienne a la classe spéciale; et
dans ce dernier cas il est de classe 5. Les équations d’unc génératrice
de E peuvent s’écrire d’une infinité de fagons sous la forme (23) en
changeant le paramétre «, mais les systémes S ainsi obtenus ne sont
pas distincts, et se raménent I'un a I'autre par un changement de
variables.

Si I'équation E cst une équation de Monge-Ampére avec deux
familles distinctes de caractéristiques, a chacune d’elles corres-
pond un systéme S; dont E est une résolvante de premiére espéce.
Par c¢xemple s=o est une résolvante de premiére espéce pour les
deux systémes (dz =pdr+qdy, dp=udx), (dz = pdx+ qdy,
dg = udy).

Lorsqu’un systéme S, posséde deux équations singuliéres dis-
tinctes, 'une de classe 5, 'autre de classe 3, elle a une seule résol-
vante de premiére espéceE, etcette résolvante admet une intégrale
intermédiaire dépendant d’une fonction arbitraire. Supposons
en effet que des équations (16) on puisse déduire une équation de
classe 3, dU=WdV, ou U, V, W sont des fonctions de z, y, 3,
D, ¢, u. Pour toute intégrale du systéme (16), on a deux relations de
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la forme U=F(V), W =F'(V), F pouvant étre choisie arbitraire-
ment. L’élimination de « conduit a une relation entre z,w, z, p, q,
c’est-a-dire a une intégrale intermédiaire de la résolvante, dépendant
de la fonction arbitraire F.

Inversement, si une équation du second ordre E admet une inté-
gralc intermédiaire dépendant d'une fonction arbitraire ou, ce qui
revient au méme, unc intégrale intermédiaire dépendant de deux
constantes arbitraires, telle que b = V(z, y, z, p, ¢, a), cette équa-
tion peut s’obtenir en ¢liminant @ entre les deux relations

L U S ST SN
oz Paz Top T agtTY Y9z " op og '

c’est donc une résolvante de premiére espéce du systéme

dz—pdr—qgdy=o

N ) o (Y g gy N gy Vg
(o +r ) e (o) g o g da=o

ou figurent les six variables z, y, 3, p, ¢, @, et 'on peut en déduire
immédiatement une équation dc classe 3, dV — d—ada —o0. Ce fait

général donne la raison d’une remarque de Clairin (13). Supposons
que des quatre équations (1) on puisse déduire une relation ne con-
tenant que x', ', z', p', ¢'; on peut toujours supposer, en effectuant
une transformation (T) convenable, que cette relation est ' = o. Le
systéme S associé est alors, en prenant pour variables z, y, z, p, ¢,
el une des lettres accentuées

di=pdr+qdy, dz' = p' dx'.

Ce systéme admet donc une équation singuliére de classe 3, et
par conséquent, s’il n’est pas réductible & 'une des formes cano-
niques (IV) ou (V), il a une résolvante de premiére espéce, qui pos-
séde une intégrale intermédiairc dépendant d’une fonction arbitraire.
Remarquons encore que, dans un systéme S;, on peut trouver une
infinité d’équations de classe 3, ce qui est bien d’accord avec les pro-
priétés des résolvantes de ce systéme.

6. Les transformations B;. Soient E,, E| les deux résolvantes
de premiére espéce d’un systéme S;. Ce systéme peut s’écrire sous la
forme (16) avec un choix particulier des variables z, y, 3, p, ¢, u,
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et, avec un autre systéme de variables 2’, y', 2', o/, ¢', u’, sous une
forme analogue, ou les lettres z, y, 3, ... seraient remplacées par des
lettres accentuées. Les résolvantes E,, E' correspondent respective-
ment i ces deux formes sous lesquelles on peut écrire le systéme S;.
Les intégrales des deux équations E,, E| se correspondent une a
une d'une facon univoque. En effet, toute intégrale M, de E, est
contenue dans une intégrale O, de Sg, et une seule, et cette inté-
grale OIt, contient elle-méme une intégrale de E| et une seule D’une
fagon plus précise, soit z = f(x, y) une intégrale de E, ; on a

af q
p=g0 9=,

et u est donné par les deux équations compatibles (20). Les va-
riables 2/, 3/, ... s’exprimant au moyen des premiéres, les formules
qui donnent z', y', 5/, p/, ¢' au moyen des deux variables indépen-
dantes x et ) définissent une intégrale de E; et de la méme fagon,
de toute intégrale de E| on peut déduire une intégrale et une seule
de E,. Nous dirons, d’aprés la classification de Clairin (13), que 'on
passe dc I'une des deux équations E,, E| a Pautre par une transfor-
mation de Bdicklund B,.

I’¢élimination du paramétre u entre les cinq équations qui per-
mettent d’exprimer z', 3/, 3/, p/, ¢' au moyen de z, y, 2, p, g, u
conduira & un systéme de quatre relations entre les coordonnées des
deux éléments de contact. Inversement, étant donné un systéme de
quatre relations F;= o0 entre les coordonnées de deux éléments,
cherchons dans quels cas ces relations définissent une transforma-
tion B,. Nous écarterons toujours le cas o I'on pourrait déduire des
équations F;= o une équation ne contenant que les coordonnées de
I'un des éléments; nous avons remarqué en effet que le systéme
associé ne peut admettre deux résolvantes de premiére espéce s'il est
de classe 6 (*). En prenant pour variables .z, y, 5, p, ¢ et une sixiéme
variable u distincte de celles-la, de facon que z', ¥/, 3/, p/, ¢’ s’ex-
priment au moyen de z, y, 3, p, ¢, u, le systéeme de Pfaff associé au

(') Tout systéme S;, pouvant étre ramené d’une infinité de maniéres & la
forme (16), posséde une infinité de résolvantes de premiére espéce, qui sont de la
classe spéciale définie plus haut. M. Cartan a démontré que toutes ces résolvantes
pouvaient se déduire de 'une d’elles par des transformations de contact (11)
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probléme (B) défini par les relations F;= o est
(24) dz=pdx +qdy, di'=p' dx'+ q' dy'.

Pour que I'élimination de la variable u conduise 4 une résolvante
de premiére espéce pour déterminer z en fonction de z et de y, il
faut et il suffit que la seconde des équations (24) ne renferme pas du,
et ne contienne que les différentielles dz, dy, dz, dp, dg. S'il en est
ainsi, la relation ds'= p'dz’'+ ¢'dy’' est une conséquence des rela-
tions & = Loy V' =)0y 3 =30, P = Po; § = ¢,, €t par conséquent les
relations F;= o font correspondre 4 un élément quelconque ( Zq, ¥o,
39y Poy o) une multiplicité M, d’éléments (&', y', 2/, Py q). On
verrait de méme que 1'élimination des variables non accentuées con-
duira a la seconde résolvante de premiére espéce E, du systeme S si
les équations F;= o font correspondre a un élément quelconque (.z,
Y01 303 Po» ¢,) une multiplicité M, d’éléments (x, y, 5, p. q). Donc,
pour que les relations F;= o définissent une transformation By,
il faut et il suffic qu'a un élément quelconque de chaque famille
correspondent o' éléments de Uautre famille, formant une mul-
tiplicité M a une dimension.

J. Clairin, auquel on doit cette interprétation (13), a indiqué un
cas assez étendu ou ces conditions sont vérifiées. Soient

oz, y,2,p,9)=Cs, ', y,3,pq)=C; (i=1,2,3,4)

les équations de deux familles de multiplicité M,, M, dépendant
respectivement des quatre paramétres C;, ou C. Il est évident que les
équations g;= ¢, satisfont bien aux conditions de ’énoncé¢, et par
conséquent définissent une transformation B,.

Pour que les quatre équations

7' =z, Y=y, Fi(z, y, 7, p,q,p, q')=o, Fa(z, ...)=0

définissent une transformation By, il faut et il suffit que dz'= o soit
une conséquence de dr=o, dy=o0, ..., dg=o, et de méme
que dz = o soit une conséquence de dz'=o,...,dq' = o. On pourra
donc déduire des deux équations F,= o0, F,—= o des valeurs de z et
de 7', telles que s'=f, (z, ¥, 2, p, ), s =fa(&, ', 5, p', ¢'). La
réciproque est évidente. Dans le cas particulier ou f; se déduit de f,
en accentuant les lettres z, p, ¢, il est clair que E| se déduit de E,
en accentuant les lettres 3, p, ¢, r, s, t. La transformation B, per-
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mettra donc de déduire d’une intégrale de E, une nouvelle intégrale
de la méme équation.

Toute équation du second ordre a laquelle on peuat appliquer une
transformation B, posséde nécessairement une famille de caractéris-
tiques du premier ordre. Cette condition est en général suffisante.
Supposons en effet que cette équation posséde deux familles distinctes
de caractéristiques, une du premier ordre et une du second ordre, et
qu'elle n’admette pas d’intégrale intermédiaire dépendant de deux
constantes arbitraires. Cette équation est alors une résolvante de pre-
miére espéce d’un systéme S;, entiérement déterminé, et qui pos-
séde une seconde résolvante de premiére espéce E, qui est elle-
méme complétement définie, & une transformation (T) prés. De
Uéquation donnée E, on peut donc déduire, par une transfor-
mation By, une autre équation du second ordre et une seule E', a
une transformation de contact prés (') (13, 30). La démonstra-
tion montre en méme temps quelle est la marche a suivre pour obtenir
cette transformation. La seconde équation singuliére de S, se déter-
mine par des calculs linéaires, et il faudra ensuite ramener cette
équation de Pfaff a une forme canonique. Ce dernier probléme admet
bien une infinité de solutions, mais les ¢quations du second ordre
auxquelles on est conduit se déduisent de 'une d’elles par destrans-
formations (T).

La conclusion est en défaut si les deux familles de caractéristiques
sont confondues, 2 moins que I'équation E n’appartienne a la classe
spéciale (voir la note de la page 25). Elle est aussi en défaut si, les
deux familles de caractéristiques étant distinctes, 'une du premier
ordre, P'autre du second ordre, I'équation E admet une intégrale
intermédiaire dépendant de deux constantes arbitraires. Enfin, si
léquation E est une équation de Monge-Ampére ayant deux
familles distinctes de caractéristiques, I équation E provient de
deux transformations B, distinctes, pourvu qu'elle n’admette,
pour aucun systéme de caractéristiques, d’intégrale intermé-
diaire dépendant d’une fonction arbitraire.

Soient 5= f(x, y) une intégrale de E, et z'=9(z', ) l'intégrale
de E| qui lui correspond par la transformation B,. Les caracteris-

(') Ce résultat a été obtenu pour la premicre fois par J. Clairin (15) par une
méthode toute différente.
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tiques se correspondent sur ces deux intégrales. Soit en cffet M,
une caractéristique de la premiére intégrale, c’est-a-dire une multipli-
cité de o' éléments du premier ordre qui appartiennent aussi & une
infinité d’autres intégrales de E, ; en particulier, il existe une infinité
d’intégrales de E, ayant un contact du second ordre avec la premiére
en chaque é¢lément de M. Le long de M, z, y, z, p, q, r, s, t ont
les mémes valeurs pour toutes ces surfaces et sont des fonctions d’'un
paramétre . Les éléments correspondants (', y', 5. p', ¢'), qui
s’expriment au moyen de z, y, s, p, q, I, 5, ¢, engendrent donc une
multiplicité M| qui appartient a une infinité d’intégrales de E|. Le
support ponctuel de M| est donc une courbe caractéristique com-
mune & toutes ces intégrales.

Pour préciser la correspondance entre les deux familles de caracté-
ristiques, remarquons que 1'équation E, déduite de la forme réduite
(16) a un premier systéme de caractéristiques du premier ordre G,
définies par les relations (15), ct un second systéme de caractéris-
tiques C,, en général du second ordre. Nous dirons pour abréger que
la transformation B, par laquelle on passe de E, a E| est déduite de
la famille C, de caractéristiques. L’équation E| admet de méme une
famille de caractéristiques du premier ordre C, dont la transforma-
tion B, est déduite, relativement a cette équation, et une seconde
famille de caractéristiques C, en général du second ordre. Or les deux
familles de caractéristiques G, et G| appartiennent a deux familles
distinctes d’éléments singuliers de S;. Ces deux systémes de caracté-
ristiques ne peuvent donc se correspondre, et par suite les caracté-
ristiques G, et G, de E| correspondent respectivement auzx carac-

téristiques C, et C, de E, (13).

Exemples. —1° Une équation du second ordre s = f(z, y, z, p, q)
est une résolvante de premiére espéce E, pour le systéme S,
(25) w=dz—pdr—-qdy=o0, w,=dp—udr—fdy=o.

En appliquant la méthode générale de recherche des éléments sin-

guliers (n° 3), on trouve les deux familles définies par les équations
suivantes :

dy=o, dq=fdr, dz=pdzr, dp=udz,

— _ - _[of __ of o .o
de=o0, di=gqdy, dp=fdy, dw._[a—r+pd—£+ud—P+fd—q]dy,
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dont la premiére donne I'équation singuliére w,= o, tandis que la
seconde fournit la seconde équation singuliére

of of of 2
wW3= w,— 0—90).:(1[)—;)—qdz—(u—p(7;)>dx—<f——qj§>dy=0,

qu’il faudra ramener 4 une forme canonique pour en déduire la
seconde résolvante de premiére espéce du systéme (25).

Si f ne contient pas ¢, la seconde équation singuliére est w,=o,
et elle est de forme canonique. Le probléme (B) qui conduit au sys-
téme (25) rentre dans une catégorie déja signalée.

Dans le cas deI’équation de Laplace, on a f = —ap — bg— ¢z, a,
b, c étant des fonctions de z et de y, 'équation w3 = o se met facile-
ment sous une forme canonique

db db
d(p+bz)—[z(7.-y+ap—cz]dy—-[zd—‘-t—bp]d.z':o.

Pour achever le calcul, il suffit d’observer que l'équation de
Laplace provient du probléme (B) défini par les formules

’ ’ ’ v db
=z, y=y z'=p+ bz q=z@+ap—cz,

. . . db
d’ou Von tire inversement, si 3—}/ —~+ ab — ¢ = k n’est pas nul,

"+ ag’ , bg'+ absz
so g, bovabs,

L’élimination de 5 conduit & une nouvelle équation linéaire de
méme forme, et la transformation B, est identique a la transformation

de Laplace (22, 26').
2" L’équation de Gomes Teixeira (44)
s—A(£, 5,5 p)g—B(2,y, 3 p,r)=o0
est une résolvante de premiére espéce pour le sysiéme
dz—pdr —qdy =o, dp—udz —(Aq +B)dy =o,

r étant remplacé par u dans B. La seconde équation singuliére du
systéme est
dp—Adz—(u—Ap)dr —Bdy =o.

Pour ramener cette équation a une forme canonique, il suffit de
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trouver un facteur intégrant . de 'expression de Pfaff dp — Adz. en
y regardant z et ) comme des paramétres. Le produit p.(dp — Adz)

04 o . Ak
est en effet de la forme do — ;):% dx — 5 dy, et]'équation précédente

est alors mise sous forme canonique.

Les calculs s’achévent aisément; en supposant B indépendant de r,
on a la transformation d'Imschenetsky (37). Cet exemple a encore
été généralisé par J. Clairin (13).

En partant d’une équation de Laplace, on peut en général répéter
indéfiniment dans les deux sens I'application de la transformation By ;
Popération ne se termine dans un sens que si 'on arrive & une équa-
tion de Laplace admettant une intégrale intermédiaire avec une fonc-
tion arbitraire. Il est clair que la méme propriété appartient a toute
équation de Monge-Ampére qui se raméne a une équation de Laplace
par une transformation (T). Il serait intéressant d’examiner si ce sont
les seules qui possédent cette propriété, et plus généralement de for-
mer toutes les équations de Monge-Ampére qui donnent une autre
équation de Monge-Ampére par une transformation B,.

Ce probléme a été étudié par J. Clairin (19) en supposant que la
suite des transformations B, conserve les variables indépendantes.
Avec cette condition restrictive, il a démontré que toute équation du
second ordre dont on peut déduire, par une suite de transformations B,
de cette espéce, plus de trois équations gonsécutives, se raméne par
une transformation (T) a une équation de Laplace, ou a une de ces
équations étudiées par Moutard (41) qui se raménent elles-mémes &
une équation de Laplace.

7. Résolvantes de seconde espéce. — L'intégration d’un systéme
de classe 6 peut, dans certains cas, se ramener d'une autre fagon a
I'intégration d’une équation du second ordre. Soit w, = o une équation
non singuliére de ce systéme; elle est forcément de classe 5. Si on l'a
mise sous forme canonique dz = p dx + ¢ dy, une équation du sys-
téme S distincte de celle-la contient la différentielle du de la sixiéme
variable u, sans quoi w, = o serait une équation singuliére de S (n°4).
Ce systéme se compose donc de deux équations

s wy=dzs —pdr—qdy=o,

6
(26) | wo=du —Xdz—Ydy —Pdp—Qdg = o,
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X, Y, P, Q étant des fonctions de z, ¥, z, p, ¢, u. Lout systéme de
classe 6 peut étre ramené a la forme (26) d’une infinité de maniéres,

et nous avons remarqué plus haut (page 15) que tout systéme de cette
forme était de classe 6.

Soit 91, une intégrale de ce systéme telle que z et y ne soient liés
par aucune relation (). Sil'on prend z et y pour variables indépen-

dantes, cette multiplicité I, est représentée par un systéme de quatre
relations

(27) 2= f(z, y), p==g'—£: q=§}f’ u =9z, y)

En remplagant, dans la seconde équation (26), dp par r dz -+ sdy,
dgq par sdx + t dy, elle devient

(28) du=(X+Pr+Qs)dz +(Y+Ps+ Qt)dy.

En développant la condition d’intégrabilité de cette équation, on
obtient une équation linéaire en 7, s, ¢, rt —s?

(29) Hr+2Ks+ Lt +M 4+ N(rt—s?)=o,

les coefficients H, K, L, M, N ayant les valeurs suivantes :

_dP oY 0P oY 09X dQ X . dQ
_dy—dp+ o~ Pow L’«)’&‘"%"’QE-X.)Z’

X 0X dQ 49Q oY Y JP  _JP

[ oK =22 @r X oR_ Y _ 22 % _x&

(30) { 2K =3 :)u+(l_y+Ydu dq QGu oz Xdu’
_ax _JY oX aY _dP  dQ oP aQ

En général, les rapports de ces coefflicients dépendent de u, et
P'équation (29) détermine w en fonction de z, ¥, 2, p, 4.7, s, t- En écri-
vant que la fonction ainsi obtenue est une intégrale de I’équation (28),
on obtient deux équations aux dérivées partielles du troisiéme ordre
pour déterminer la fonction f(x, y). Ges équations ne sont pas quel-

(%) Si I, est une intégrale de S, sur laquelle z et y ne peuvent é&tre prises pour
variables indépendantes, 1'élément (z, ¥, 5, Py ) décrit une multiplicité M, ou M,.
Dans le premier cas, il suffit d’'une transformation (T) pour étre ramené au cas étudié
dans le texte. Le second cas est d rejeter; en effet, si z, y, 3, p, ¢ sont fonctions
d'une seule variable a, la seconde équation w,= o devient du = F(a, u)da, et par
suite u serait aussi une fonction de la seule variable a.
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conques d’ailleuss, puisque nous savons a priori qu’elles admettent
une infinité d’intégrales communes.

Il peut arriver, pour certaines fonctions X, Y, P, Q, que les rap-
ports des coefficients (30) ne dépendent pas de u. L’équation (29)
est alors une équation de Monge-Ampére qui détermine la fonction
J(%, ). A toute intégrale de cette équation correspondent une infi-
nité d’intégrales O, du systéme S, dépendant d’une constante arbi-
traire, car u est détermine par une équation aux différentielles totales
complétement intégrable.

L’équation (29) est dans ce cas une résolvante de seconde espéce E,
du systéme S, et il résulte de la forme méme du systéme (26) que les
systémes qui admettent une résolvante de seconde espéce sont de
classe 6. Un systéme de classe 6 peut admettre plusieurs résolvantes
de seconde espéce, et il est a remarquer qu’un systéme S, peut avoir
des résolvantes de seconde espéce sans avoir de résolvantes de pre-
miére espéce. Par exemple le systéme canonique

dz = pdr + qdy, du=—gqdr+pdy

admet la résolvante de seconde espéce r—+t=o. De méme le sys-
téme canonique (1V) admet la résolvante rt — s2=o.

Lorsque I'équation (29) est une résolvante E, du systéme (26), &
chaque famille d’éléments singuliers de S correspond une famille de
caractéristiques de E,. Nous pouvons supposer, pour le démontrer,
que 'équation (29) contient un terme en 1t — s2, puisqu'il suffit d’une
transformation (T) pour étre ramené a ce cas. Pour que deux élé-
ments linéaires intégraux (dz, dy, dp, dg), (3x, oy, dp, d¢) du sys-
téme (26) soient en involution, ces éléments doivent vérifier les deux
relations

dpdz +dgdy — dzdp — dy8q = o,
L(drdg — dg dx) +2K(dx 8p — dp 8z)+ M(dx 3y — dy dz)
+ H(dp3y —dydp)+ N(dpdg —dgdp)=o.

Pour qu'un élément (dz, dy, dp, dq) soit un élément singulier, il
faut et il suffit que les coeflicients de d.x, 8y, dp, d¢g dans les deux
équations précédentes soient proportionnels. En écrivant ces condi-
tions, on trouve que dx, dy, dp, dgq doivent satisfaire a 'un des sys-
témes de relations suivantes :

(31 Ndp+Ldx+Mdy=o0, Ndg+ khdr+Hdy=o,
(31)? Ndp +Ldx+ Mdy =0, Ndg+Mdz+Hdy=o,
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A et h, étant les deux racines de I'équation
(32) A2+ 2KXA 4+ HL — MN =o.

On obtiendra les équations qui définissent une des familles d’élé-
ments singuliers du systéme en adjoignant les équations (26) a 'un
des systémes (31). Or, en adjoignant seulement la premiére des équa-
tions (26) & I'un des systémes (31)! ou (31)2, on obtient les équa-
tions qui définissent une des familles de caractéristiques de E,, ce qui
démontre le théoréme énoncé.

Toute caractéristique M, de E, est formée de o' éléments (2, y,
z, p, q) vérifiant 'un de ces systémes; en remplacant z, y, z, p, ¢
par leurs expressions au moyen d’un paramétre variable dans la
derniére des équations (26 ), on obtient une équation différentielle du
premier ordre pour déterminer «, et par conséquent toule caractéris-
tique du premier ordre de E, appartient a o' caractéristiques de
Monge de S (n°3), et inversement toute caractéristique de Monge de S
contient une caractéristique de E,. Il résulte aussi de cette étude que,
si les équations des caractéristiques de E, admettent { combinaisons
intégrables (i =1, 2, 3), les équations différentielles du systéme
correspondant d’éléments singuliers de S admettent au moins { com-
binaisons intégrables. Si un systéme S; a ses deux familles d’éléments
singuliers confondus, toute résolvante E, de ce systéme a aussi ses
deux familles de caractéristiques confondues, et réciproquement.

La condition d’intégrabilité (29) contient en général un terme en
rt — s2. Pour que ce terme n’existe pas, il faut que I'on ait N=o,
condition qui exprime que l'équation du=DPdp + Qdgq, oi l'on
regarde z. ), 5 comme des paramétres, est complétement intégrable.
Soit U(x; 3. 5, p, ¢) = const. une des formes sous lesquelles on peut
mettre I'intégrale générale de cette équation; la fonction U vérifie les
deux relations

oU o 0U WU U
E]—)——FPD-—u—O @-FQUT‘—O,

et, si I'on prend U (2, y, 5, p, g, u) pour variable a la place de v,
la seconde des équations (26) est remplacée par

JU 90U oU _9U \ . U ‘
dU:(ﬁ*EP>dw+<0__y+5z )d.}"i- —5 (X dz+Ydy)-

MEMORIAL DES SC. MATI, — N° 6 3
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et le systéme prend la forme
(26) ds =p dx +qdy, du=f(z,y,3 p,q, u)dx+¢(z,y, s, p;q,u)dy,

la variable u n’étant plus la méme que dans le systéme (26). Inverse-
ment, quelles que soient les fonctions f et o, il est clair que la condi-
tion d’intégrabilité du systéme (26)" ne renferme pas de terme en
rt — s,

En particulier, lorsque I'équation (29) est indépendante de «, on
peut, par une transformation (T), la ramener a ne pas renfermer
rt — s. Toute résolvante de seconde espéce E, d'un systéme S,
linéaire en r, s, ¢, est donc identique a la condition d’intégrabilité
d’une équation de la forme (26)', ou il faut de plus que f et ¢ soient
telles que cette condition ne dépende pas de u.

La condition (29) ne renfermerani r ni ¢, si fest indépendant de ¢
et o indépendant de p. Le systéme (26) prend la forme

(26) dz=pdr—+qdy, du=f(z,y, 3, p, u)de + ¢(x, y, 3, q, u)dy.
La condition d’intégrabilité est alors

of do\ _dy df Jdo. 9df
Cette condition d’intégrabilité ne contiendra aucune dérivée du
second ordre, si'on a

f=A(z,y,5,u)+ C(x, ¥, 5, u)p, o=B(2,y 3 u)+C=y, 3 u)q.
Le systéme (26) contient alors une équation

du = Adz + Bdy + Cdas,

qui ne renferme ue x, y, 5, u, et qui est par conséquent de troisiéme
classe. Si cette condition d’intégrabilité ne renferme pas «, mais con-
tient ’'une au moins des dérivées p, ¢, on a une résolvante de seconde
espéce et du premier ordre. On peut supposer qu’on I'a ramené a la
forme p = o par une transformation (T). Les coefficients A, B, C
doivent satisfaire aux deux conditions

oA JdA, dB B JA

dA  0oC aC

£+ du’

dont la premiére exprime que 'équation du = Adz -+ Bdy, ou l'on
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regarde z comme un paramétre, est complétement intégrable. On voit,
comme tout & I'heure, que par un changement de la variable u, le
systéme (26) peut se ramener i la forme

(39) dz = pdz + qdy, du=¢(y, 3, u)ds,

qui est réductible a la forme canonique (IV), car les deux familles
d’¢éléments singuliers sont confondues, et admettent les quatre com-
binaisons intégrables dz = o, dy = o0, dz =0, du =o (*).

On voit de la méme fagon que si la condition (29) ne renferme
aucune dérivée de 3, la seconde équation peut se ramener a la forme

du=¢(z,y, u)de.

Enfin il peut se faire que la condition d’intégrabilité (29) soit
vérifiée identiquement. Il faut pour cela que les fonctions A, B, C
vérifient trois conditions qui expriment que ’équation

du=Adr—+Bdy—+Cdsz

est complétement intégrable et, dans ce cas, il suffit de remplacer u
par une fonction U(z, y, 3, u) pour ramener le systéme (26) a la
forme canonique

dz —pdr—qdy=o, dU =o.

Nous retrouvons un cas particulier qui a été examiné plus haut
(p. 18).

Les problémes relatifs aux résolvantes de seconde espéce sont en
général bien plus difficiles que les problémes analogues concernant
les résolvantes de premiére espéce. Les principales questions qui se
posent sont les deux suivantes :

1° Etant donné un systéme Sg, trouver les résolvantes de
seconde espéce de ce systéme, s'il en existe.

(') Les intégrales qui satisfont a la relation p = o sont des intégrales singuliéres
(voir note de la page 11), et ces inlégrales ne dépendent que d’'une fonction
arbitraire z = f(y), « étant donné par I'intégration de I'équation dillérentielle
du=¢ly, f(y),u] f'(¥)dy. Lintégrale générale est donnée par les formules

y=rflz), s=g(x) p=gx)—qf(z),
u étant déter.niné par I’équation différentielle

du=¢lf(z), g(z), u] g'(z)dz.
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2° Etant donnée une équation de Monge-Ampére, trouver les
systémes Sg dont elle est une résolvante de seconde espéce.

Les résultats indiqués plus haut(p. 32-33) permettent d’énoncer une
condition nécessaire pour qu’un systéme S; admette une résultante
de seconde espéce. Nous avons vu en effet que, dans ce cas, les équa-
tions différentielles qui définissent les éléments singuliers de chaque
famille renferment trois équations distinctes ou ne figurent que cinq
variables,

Donc, pour qu’un systéme S admette une résolvante de seconde
espéce, il faut que des quatre équations différenticlles qui défi-
nissent les éléments singuliers de chaque famille, on puisse
déduire trois équations formant un systéme de classe cing.

Cest la un cas particulier d’'un probléme trés général relatif aux
systémes de Pfaff, qui ne parait pas avoir été étudié jusqu’a présent.
Nour verrons plus loin (n° 10) des systémes S; qui admettent une
infinité de résolvantes de seconde espéce.

Pour étudier le probléme inverse, on peut se horner au cas d’une
équation de Monge-Ampére E linéaire en r, s, ¢.

Pour que E soit une résolvante de seconde espéce d’un systéme S,
il faut et il suffit que 'on puisse trouver deux fonctions

f(-z',_}’, %P9, U), (2, ¥, 3, p, g, Uy,

telles que E soit identique a la condition d’intégrabilité de I'équa-
tion du=fdx—+ody. Cela n'est pas toujours possible. Par
exemple, si E ne renferme que la dérivée du second ordre r, f doit
étre indépendant de g, et ¢ doit éire linéaire en ¢, et dans ce cas
la condition d’intégrabilité est bilinéaire en r et q. D’autre part,
une équation de Monge-Ampére peut étre une résolvante de seconde
espéce pour des systémes S; distincts.

Ainsi le systéme canonique (IV) admet une résolvante que I'on
peut ramener a la forme s =o (p. 32); cetle équation est aussi une
résolvante de seconde espéce pour le systéme ds=pdz—+qdy,
dz' = sdx + zqdy, qui est distinct du premier, puisqu’il admet la
résolvante de premiére espéce zs' — ¢' = o.

On a surtout étudié les systémes Sg qui admettent une résolvante E,
ne renfermant que la dérivée du second ordre s. J. Clairin (14, 17,
18, 20') a déterminé les systémes admettant une résolvante de pre-
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miére espéce et une résolvante de seconde espéce de cette forme,
avec les mémes variables z et y, lorsqu’une de ces résolvantes est une
équation de Laplace.

On a déterminé aussi (31, 33) les systémes S, qui admettent une
résolvante de seconde espéce s = prq +ap + bg+c¢, ou a, b,c, p
sont fonctions de z, v, .

Si un systéme S; admet une résolvante E, réductible ala forme = o
par une transformation T, ce systéme peut étre ramené a la forme
canonique (IV). En effet, les deux familles d’éléments singuliers
doivent étre confondues, et leurs équations différentielles admettent
au moins (p. 33) (rois combinaisons intégrables. Or nous avens vu
(n° %) que si un systéme S; admet une résolvante E,, les équations
différentielles des éléments singuliers ne peuvent admettre plus de
deux combinaisons intégrables. Le systéme

dz = pdr + qdy, ds'—Ads = (p — Mg )t (Mdz + dy),

ou 4 et k sont des conslantes, qui a été rencontré par M. E. Picard

(42, 43) dans une question sur les équations aux dérivées partielles,
rentre dans cette catégorie.

8. Les transformations B, et B;. — Soient E, et E, deux résol-
vantes d’un systéme S;, 'une de premiére, 'autre de seconde espéce.
A une intégrale I, de E, correspond une intégrale et une seule 9,
de S; (n° 5) et par suite une intégrale et une scule I, de E,; inver-
sement une intégrale I, dc E, appartient a o' intégrales iU, de S, et
par suite on peut en déduire o' intégrales de E,. La transformation
par laquelle on passe de E, a E, ou inversement est une transfor-
mation B, (J. Clairin, 13). On voit que les deux équations E,, E, ne
jouent pasle méme role dans cette transformation. Sil’on peut passer
d’une équation E, a une équation E, par une transformation B, il est
clair qu’il ¢n est de méme des équations qu’on peut en déduire par
deux transformations (T) quelconques.

Soient de méme E,, E, deux résolvantes de seconde espéce d’un
systtme S;. A chaque intégrale de l'une des équations corres-
pondent o' intégrales O, de S; et par suite ' intégrales de la
seconde équation, et réciproquement. La transformation, par laquelle
on passe de E, a E, ouinversement, est une transformation By (13);
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les deux équations jouent un role symétrique dans cette transforma-
tion. On démontre comme au n° 6 que, si deux équations du second
ordre se déduisent 'une de 'autre par une transformation B, ou Bj,
les caractéristiques se correspondent sur les intégrales correspon-
dantes des deux équations. Si I'une d’elles est intégrable par la
méthode de Darboux, il en est de méme de la seconde (13, 22).

Soit E, une résolvante de premiére espéce du systéme S; dont E,,
E, sont deux résolvantes de seconde espéce. La transformation B,
par laquelle on passe de E, a E, peut évidemment se remplacer par
la suite des deux transformations B,, B, par lesquelles on passe de Ey
aE,, puis de E, a E,. Comme S; admet en général deux résolvantes
de premiére espéce. on voit que toute transformation By peut, en
général, se décomposer de deux fagons difJérentes, en une suite
de deux transformations B,. Le raisonnement montre en méme
temps quels sont les cas exceptionnels.

Deux transformations B, appliquées a une équation qui n’admet
qu’un systéme de caractéristiques du premier ordre conduisent a deux
résolvantes de seconde espéce d’'un méme systéme S; et par consé-
quent peuvent étre remplacées par une transformation unique Bj.

Lorsque les deux transformations B, sont appliquées & une équa-
tion de Monge-Ampére, elles peuvent conduire a deux équations E,,
E;, qui sont des résolvantes de seconde espéce de deux systémes dis-
tincts Sg, Sj. 1l peut se faire que I'on ne puisse passer de E, a E|, par
une transformation By; nous verrons plus loin (n°9) un cas ou I'on
passe de E, a E|, par une transformation B,.

Une suite de deux transformations By peut aussi quelquefois étre
remplacée par une transformation unique de méme espéce. Soient E,,
E,, k| trois résolvantes de seconde espéce de S;; la transformation B
par laquelle on passe de E, a E|, peut évidemment s’obtenir par la
succession des transformations B, et B] par lesquelles on passe de E,
aE,, puis de E, a E|. Il n’en est plus de méme si E, et E| sont des
résolvantes de S, E/, et E|, des résolvantes d’un systéeme S différent.
Les deux équations E, et E| ne seront pas nécessairement résolvantes
d’un méme systéme.

L’importance des résolvantes de seconde espéce pour la recherche
des intégrales I, d'un systéme S; tient a la propriété suivante dont
la démonstration est immédiate : 8¢ ’on connait une résolvante de
seconde espéce Ey d'un systéme S;, de toute intégrale O, de ce
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systéme on peut déduire, par Uintégration d’une équation diffe-
rentielle du premier ordre, o' intégrales 9, du méme systéme.

Soit en effet JIU; une intégrale représentée par les équations

o =Y

s=f(z, ¥) p=o =%’ u=1¢(x,y)

d’un systéme S; mis sous la forme (26), ot la condition d’intégra-
bilité¢ de la seconde équation ne dépend pas de u. Cette condition
d’intégrabilité est une résolvante de seconde espéce E, de S,, dont
J(z, y) est une intégrale particuliére. A cette intégrale f(z,y)de E,
correspondent une infinité de fonctions o(z, y) que 'on obtiendra
par l'intégration d’une équation aux différentielles totales compléte-
ment intégrable, dont on connait déja une intégrale particuliére. Si
I'on connait seulement une intégrale de E,, cette intégrale appartient
a o' intégrales JIL, de S; que 'on déterminera par U'intégration dela
méme équation aux différentielles totales, dont aucune intégrale n’est
supposée connue.

Supposons maintenant que l'on connaisse deux résolvantes de
seconde espéce E,, E; de S;. D’une intégrale I, de E; on peut
déduire, par 'intégration d’une équation différentielle, o' intégrales
de S; et par suite o' intégrales de E,. De chacune de ces nouvelles
intégrales I, on peut ensuite déduire, par le méme procédé, oo! inté-
grales de S; et de E,, et comme ces intégrales I, dépendent elles-
mémes d’une constante arbitraire, on aura ainsi co? intégrales de S,
et par suite oo? intégrales de E,. Ce procédé alterné peut évidemment
étre continué indéfiniment, et I'on congoit que son application puisse
conduire, en partant d’une seule intégrale de Sg, a une infinité d’in-
tégrales du méme systéme, dépendant d’autant de constantes arbi-
traires qu’on le voudra (voir n° 10). Mais il peut arriver aussi que
I'application de cette méthode ne permette d'obtenir que des inté-
grales dépendant d’'un nombre déterminé de constantes arbitraires,
aussi loin qu’on la prolonge (n° 9).

Toutes ces remarques s’étendent naturellement au cas ot I’on con-
naitrait plus de deux résolvantes de seconde espéce.

Remarque. — Etant donné un systéme de quatre équations F; = o,
pouvant étre résolues par rapport a.x', y', p’, ¢', on a vu plus
haut que I’élimination des variables accentuées conduit & une résol-
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vante de seconde espéce E, si la condition d’intégrabilité de I'équa-
tion ds'=p'dz'+q'dy’ est indépendante de z'. Cette condition
d’intégrabilité s’exprime au moyen des dérivées partielles de z', j”,
P', ¢’ par rapport a z, y, 3, p, ¢, 5, dérivées que I'on peut toujours
calculer au moyen des régles classiques qui donnent les dérivées des
fonctions implicites. On peut arriver a cette condition d'intégrabilité
par un procédé plus élégant (22, Chap. XII). Des équations (1) on

tire les relations

(i—i’) dzx + <@) dy - ﬂdx’—t— d—F,’d.y'+ d—l—:;‘dp'-i— d—,‘(lq':o

dy dx’' dy ap aq
(i=]) 2’37 4)’
ou I'on a posé
dF _ R OF: o OF: - OF; daF:\ _ oF: I
(%)“H*oz”"'ap a9 dy )T oy T T g

Ces quatre équations, résolues par rapport a dx, dy, dp’, dq', nous
donnent des expressions de la forme suivante :

Ndp'=Hdz' +Kdy', Ndg'=Lds'+Mdy,

ou H, K, L, M, N sont des fonctions linéaires de r, s, ¢, r¢t — se.
b ) ’ ) b 1 &
Pour que p' et ¢’ soient les dérivées partielles d’une méme fonction
[ue p et g p
par rapport a z' et a ', on doit avoir K = L. ‘
En développant les calculs, on aboutit a la condition suivante,

donnée par M. Biicklund (2) :

(35) (lz)[Fs.F,,l—!—(13)[FLF_-]+(I4)[F,F3]
4+ (34) [F1Fy] 4 (42)[F F3] + (23)[F1F,] = o,

. dF;\ /dF, dF;\ [ dF;
=) () - (%) ()

et ou le crochet [ ] a le sens habituel. ,

Si les cinq équations (1) et (35) peuvent étre résolues par rapport
az',p' 5, p's ¢y en écrivant que les expressions obtenues satisfont
a la relation dz' = p/dz’ 4- ¢'dy’, on est conduit a deux équations du
troisiéme ordre en 3. Si l'élimination de z', 'y 3y p', ¢ entre ces
cinq équations est possible, 5 est déterminée par une équation de
Monge-Ampére, qui est une résolvante de seconde espéce.

ol 'on a posé
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9. Systdmes S; qui admettent un groupe continu. — Soit S; un
systéme admettant un groupe continu de transformations g a un para-
métre, déduit d’une transformation infinitésimale ¢. Choisissons les
variables z; de fagon que le symbole de cette transformation infinité-

of

simale soit e Avec ce choix de variables, le systéme S s’écrira
6

(36) w; = dzg + Q = o, wy = Q; = o,

Q, et Q, étant deux formes de Pfaff ou ne figurent que les cing
variables x; (¢ < 6) et leurs différentielles. Pour déterminer les élé-
ments singuliers, on doit écrire que, pour certaines valeurs des dx;,
les deux équations w}; =Q| =o, wy=Q, =0 se réduisent a une
seule. Les coefficients A des équations (8) et (9) ne dépendent pas

de zg, et par suite les deux racines de ’équation en v sont aussi indé-

pendantes de xg. On peut laisser de cété le cas d'une racine
double A = o, car la seule équation singuliére du systéme seraitQ, = o,
et ne pourrait étre de classe cinq. Le sysiéme serait donc réductible
a la forme canonique (IV). Si l'on écarte ce cas trés particulier, on
voit que le systéme S; admet au moins une équation singuliére de la
forme dz, + Q3 = 0, Q; ne dépendant pas de z;. Il y a au moins une
de ces équations singuliéres pour laquelle Q; est de classe cing ou
quatre; autrement, le systéme S serait réductible a 'une des formes

canoniques (III) ou (IV). Si 'on raméne Q; 4 une forme canonique,
le systéme S s’écrira

dzg + d}’s —.}’gd}’l —-.}’l,d_}’s =0, Q; = o,

W, ne contenant pas z;. Pour que la premiére équation soit une équa-
tion singuliére, on voit comme au n° 4 que Q, ne doit pas ren-
fermer dy ;. Il suffira donc d’un simple changement de notations pour
pouvoir écrire le systéme S, sous la forme

(37) dz — pdx — qdy = o, Xdz +~Ydy +Pdp + Qdg = o,
X, Y, P, Q ne dépendant pas de 3. La résolvante de premiére
espéce correspondante ne dépendra pas non plus de 3; elle admet
donc la transformation infinitésimale g‘g

Réciproquement, toute équation ayant un systéme de caractéris-
tiques du premier ordre et admettant une transformation infinité-

30
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simale (T) est une résolvante de premiére espéce pour un systéme S
admettant une transformation infinitésimale. Sil'on suppose en effet
que E, ne contient pas z, les équations des génératrices de la surface
enr,s,t(n5).

X+ Pr+Qs=o, Y+Ps+Qt=o0

ne dépendent pas non plus de 3, et le systéme de Pfaff qui admet E;
pour résolvante de premiére espéce ne change pas quand on change z
en z—+ C. Ainsi, lorsqu’un systéme S, admet une transformation
infinitésimale, une résolvante de premiére espéce de ce systéme
admet une transformation de contact infinitésimale (T) et réci-
progquement.

Detoute transformation infinitésimale de Sy on peut de méme déduire
une résolvante de seconde espéce de ce systéme. Supposons la seconde
des équations (37) mise sous forme canonique dz'= p'dz'+ ¢'dy’,
ou z', y', 7, p', ¢’ sont des fonctions de z, y, p, ¢, u, la premiére
équation prend la forme

ds =X'de' + Y'dy' + P'dp’' + Q'dg’,

X', Y', P’, Q' ne dépendant pas de z, etla condition d’intégrabilité de
cette derniére équation est une résolvante de seconde espéce E, en 5’
du systéme. La conclusion n’est en défaut que si la seconde des équa-
tions (37) est de classe trois ou un. Dans le dernier cas, le systéme
est de la forme (V) et admet un groupe infini de transformations.
Dans l'autre cas, la résolvante de premiére espéce admettrait une
intégrale intermédiaire dépendant d’une fonction arbitraire. En écar-
tant ces cas exceptionnels, on peut donc dire qu'a toute transfor-
maltion infinitésimale (e) d’'un systéme Sy correspond une résol-
vante de seconde espéce E, de ce systéme.

Nous dirons pour abréger que E, est déduite de la transformation
infinitésimale ¢. On n’obtient pasainsi toutes les résolvantes de seconde
espéce; nous étudierons en effet (n° 10) des systémes S, qui ont des
résolvantes de seconde espéce sans admettre de groupe continu. Les
résolvantes E, déduites d’une transformation ¢ peuvent étre caracté-
risées par la propriété suivante : les intégrales I, qui correspondent
@ une intégrale particuliére de E, se déduisent de l'une d’elles
par les transformations d'un groupe g & un paramétre.

Une équation de Monge-Ampére E, admettant une transformation ¢
est une résolvante de premiére espéce pour deux systémes S, qui
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admettent respectivement deux résolvantes de seconde espéce E,, E,
déduites de la transformation ¢. Les intégrales de ces deux équa—
tions se correspondent une a une d’une fagon umvoque, puisque
chacune d’elles correspond a o' intégrales de Sy qui se déduisent de
I'une d’elles par les transformations du groupe g déduit dee. On passe
de E, 4 E, par une transformation B,. Supposons en effet que E,
ne renferme pas z; les formules de la transformation By entre E, et Eq
ne renferment que x, y,p, q, ', ', 5, p', ¢, et de méme les formules
de la transformation B; entre E, et E, ne renferment que z, y p, ¢,
z',y", 3", p", ¢'. L'élimination de z, y, p, ¢ conduira donc & quatre
relations entre les coordonnées des deux éléments (2,5, ..., q'),
(2"y¥"y -+ 1 ¢"). Par exemple 'équation s = 22 (z, y)y/pq est une
résolvante de premiére espéce pour chacun des systémes

dz = pdzx + qdy, dp = udx + 2\ Vpgdy,
dz =pdr + qdy, dq =2)/pgdz+ udy,

dont chacun admet une résolvante de seconde espéce déduite de la
transformation infinitésimale f Ces deux résolvantes s’obtiennent

en prenant pour inconnues \/;2- ou /g, et sont deux équations de
Laplace qui se déduisent 'une de I'autre par une transformation de
Laplace (27, 28).

Si le systéme S admet un groupe continu G, & n paramétres,
toute résolvante de premiére espéce E, admet aussi un groupe con-
tinu G; a4 n paramétres, et inversement. A chaque transformation
infinitésimale de G, correspond une résolvante de seconde espéce,
et S; admet une infinité de résolvantes E,, qui peuvent d’ailleurs
n’étre pas toutes différentes. Soit I, une intégrale de S,; la
connaissance du groupe G, permet de déduire de cette inté-
grale une infinité d’autres intégrales dépendant de m constantes
arbitraires (m S n), dont nous désignerons I’ensemble par £;. Soient e
et-¢’ deux transformations infinitésimales de G,, donnant naissance a
deux groupes & un paramétre g, g'; nous désignerons de méme
par &g, &, les deux ensembles d’intégrales déduites de 91, au moyen
des transformations de g et de g’ respectivement. Si ’ensemble &g
dépend de m paramétres, il se compose de o™~! ensembles &g, et
de wo™~! ensembles &,. Cela posé, soient E,, E, les résolvantes de
seconde espéce provenant des transformations ¢, ¢/. D’une’ inté-
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grale I, de E; on peut déduire, par Pintégration d’'une équation
différentielle, un ensemble ¢, d’intégrales de S,, qui appartient lui~
méme & un ensemble C; de o™ intégrales de Sg. A chaque intégrale
de &g correspond une intégrale I, de la seconde résolvante E,, dont
on peut encore déduire, par I'iniégration d’une équation différen-
tielle, un nouvel ensemble ¢, d’intégrales de S,. Mais tous ces
ensembles ¢, ayant une intégrale JiL, commune avec &g, font partie
de &¢. Il en est évidemment de méme des intégrales de S et de E,
que I'on pourrait obtenir en poursuivant I'application du méme pro-
cédé. Par conséquent, si deux résolvantes de seconde espéce E,, E; pro-
viennent de deux transformations infinitésimales d’un groupe G de S,
I'application répétée de la transformation By entre ces deux équations,
en partant d’une intégrale de 'une d’elles, ne pourra fournir d’autres
intégrales de ces deux équations que celles que 'on peut déduire de
la connaissance du groupe G, qui dépendent de m — 1 constantes
arbitraires. Ce résultat s’explique @ priori, puisque les résol-
vantes E,, E, se déduisent elles-mémes du groupe G.

Exemples. — 1° Une équation de Laplace s = ap + bg + c5 est
une résolvante de premiére espéce pour un systéme S, (n° 6), qui

a 0 .
admet la lransformatlon 7 of Py g + q dg - La résolvante de seconde
espéce E, provenant de cette transformation s'obtient en posant z = €%,
dz
et prenant ensune - pour inconnue, ce qui conduit i une transfor-

mation connue de Moutard (41). De méme, si z, est une intégrale
particuliére de 'équation de Laplace, cette équation ne change pas
quand on change z en z + az, ; la résolvante E, de S, déduite de ce

J [z
roupe a un parameétr
group P étre s’obtient en prenant pour mconnued <zt),

et la transformation B, est 1dent1que a la transformation de Lucien
Lévy (38).

2° Un systéme S; de la forme dz +Q, = o, dz’' 4+ Q; = 0, ou Q,
et Q, sont deux formes de Pfaff & quatre variables z,, z,, #3, z;,
admet deux transformations infinitésimales permutables dont chacune
conduit & une résolvante de seconde espéce. Les intégrales de E; qui
correspondent a une intégrale de E, s’obtiennent en ajoutant a 'une
d’elles une constante arbitraire, et inversement. Le groupe G est a
deux paramétres, et les intégrales de E, et de E; se correspondent par
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ensembles dépendant d’un paramétre. Si, en particulier, le systéme S,
est de la forme (7)

dz = pdx + qdy, dz' = f(p, q)dr + 9(p, q)dy,

la résolvante E, est de la forme Hr4-2Ks +Lt=o0, H, K, L ne
dépendant que de p, g, et peut se ramener & une équation de Laplace.

10. Exemples, — C’est a 'occasion des recherches de M. Bianchi (7)
sur les surfaces & courbure constante négative que M.A..-V. Bicklund
a été conduit a poser le probléme général étudié ici. M. Bianchi avait

- 2 s , . I
démontré que de toute surface X a courbure constante négative — —ion

pouvait déduire une infinité d’autres surfaces X' jouissant de la méme
propriété. Les points M et M’ de X et d’une transformée X' se corres-
pondent de fagon a satisfaire aux conditions suivantes : la dis-
tance MM’ est constante et égale a @, les plans tangents en M et en M’
contiennent la droite MM’ et sont orthogonaux. Il est clair que ces
conditions se traduisent par quatre relations entre les coordonnées
d’un élément (z, y, z, p, ¢) de 3 et les coordonnées de 1’élément
correspondant (z', y', 3, p’, ¢') de ¥. En remplagant la condition
d’orthogonalité pour les plans tangents par la condition de faire un
angle constant, M. Bicklund a été conduit & un probléme plus général
qui donne un nouveau mode de transformation des surfaces a cour-
bure totale constante.

G. Darboux a généralisé encore le probléme en remplacant les
conditions de Bicklund par les suivantes : le systéme composé des
deux points M, M', et des plans tangents aux surfaces X, ¥’ aux points M
et M’ respectivement est de forme invariable. Abstraction faite des
surfaces paralléles, on trouve encore que les surfaces %, ¥' doivent
étre paralléeles & des surfaces minima ou a des surfaces a courbure
totale constante. Enfin J. Clairin (13) a étendu ce résultat a ’espace
non euclidien.

L’étude des transformations de Bianchi et de Backlund conduit a
un systéme de deux équations simultanées de forme trés simple, et .
qui posséde des propriétés remarquables. La recherche des surfaces
a courbure totale — 1 dépend (22) de I'intégration de 'équation aux
dérivées partielles du second ordre

(38) %:siwcose.



46 E. GOURSAT.
On voit immédiatement que, si § = f(z, ) est une intégrale par-
ticuliére, 0 = f (mx, %) est aussi une intégrale, quelle que soit la

constante m; c’est la transformation de Lie. L'étude de la transfor-
mation de Bianchi conduit a I'étude du systéme

do
30) \dx+——=sm(0——cp),
9
a0 Jo
\@—3}-——-51“(0-’1-?),

qui forme, avec les relations ' = z, y' = y, un systéme de Bicklund.
L’élimination de ¢ entre les deux équations (39) conduit & I'équa-
tion (38) et, par raison de symétrie, I'élimination de § conduit de
méme a 'équation

0?0
(40) azdy

= sing cosgp;

les deux équations (38) et (40) sont deux résolvantes de seconde
espéce du systéme (39). La connaissance d’une intégrale parti-
culiére 0 (z, ') de la résolvante (38) permet d’obtenir une infinité
d’intégrales de I'équation (40) dépendant d’une constante arbitraire
par lintégration du systéme complétement intégrable (39) qui se
raméne a une équation de Riccati. En opérant de méme sur l'intégrale
ainsi obtenue 9 (z, y, C) de (40), on peut en déduire de nouvelles
intégrales dépendant d’une autre constante arbitraire, et ainsi de
suite. Pour I'étude de cette suite d’opérations, et des intégrations
qu'elle exige, je renverrai le lecteur au Chapitre XIII des Legons
sur la théorje générale des surfaces de G. Darboux (tome 3,
livre VII).

La transforlmation de Bicklund conduit au systéme plus général

L)
— + -~ =msimn(b-- ¢),

=s
?@—q%:—sm(e—lﬂ?),

ol m est une constanté quelconque. L’élimination de o conduit encore
a I'équation (38) et celle de 8 a Péquation (40), de sorte que ces deux
équations sont encore deux résolvantes de seconde espéce pour le
systéme plus général (41). Mais ce systéme peut lui-méme se ramener
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a la forme simple (39) en prenant deux nouvelles variables 2’ = mz,
Y= % Y, de sorte que la transformation de Backlund pour les sur-
faces & courbure constante est une combinaison des deux transfor-
mations de Lie et de Bianchi.

Soit § (z, y) une intégrale particuliére de la résolvante (38), et
soit o = ¢, (z, y, m, C) lintégrale générale du systéme (41), qui
dépend du paramétre m et de la constante d’intégration G. Sil'on
remplace o par ¢, et m par une nouvelle constante m,, le systéme

%—l—%:m‘sin(()—?,),
(42) JA

ST _®_ Ly

I oy m'sm(0+?,)

est encore complétement intégrable, et il résulte d’'un beau théoréme
de M. Bianchi sur la permutabilité (9) que ce systéme s’intégrera
par des opérations algébriques et des différentiations si 'on a obtenu
Pintégrale générale du premier systéme, quel que soit m. On pourra
donc dans ce cas déduire de 'intégrale 8 (z, y) de (38) une infinité
d’autres intégrales, dépendant d’autant de constantes arbitraires qu’on
le voudra, sans aucune intégration nouvelle.

Un important théoréme de M. Weingarten (21) sur la déformation
des surfaces peut aussi se rattacher a un probléme de Backlund.
Soit S une surface admettant I’élément linéaire

(43) ds? = du? + 2dvd{,
o {(u, ¢) est une fonction donnée de u, v; les coordonnées rectan-

gulaires d'un point m de cette surface sont des fonctions des
variables u, ¢, qui vérifient les équations classiques

dzr\?_ drdxr _ 0y ox\?_ d}
(44) S(a—u)*“ Squdw = au’ S(a;)—*x'
Au point m de S faisons correspondre le point M de coordonnées

9 oy 03
(45) X = d-%’ _dv Z=—7

et Pon déduit aisément des relations (44) que 'on a aussi

ox dy 0z o
(46) éa-d}\—i- EdY—l—ﬁdZ_..o.
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Lorsque le point m décrit une surface S admettant 1'élément

linéaire (43), le point M décrit une surface X dont la normale a pour
0z

cosinus directeurs ‘—,-E ’ 9—(—{, 55+ Soient P, Q les coefficients angulaires

da plan tangent a cette surface; on a

’ P — Q —_ 1
Ju du du

et des combinaisons faciles montrent que la valeur commune des
rapports est égale a

PX + QY —Z
oy
ou

VIR Q

Onadoncentre X, Y, Z, P, Q, u, ¢, %%, 3—z les quatre relations sui-

vantes :

Z=(2_Z_, X’-{—Y2+Z?=2d—+,
do dv

(@ ds_ =1 oy_PX+QY-—z
T iEria@ M Siabiag

C'est un systéme de Bicklund ou z ne figure pas; le systéme de Pfaff

admet donc une transformation infinitésimale, a laquelle correspond

une résolvante de seconde espéce (n° 9) Pour I'obtenir, il suffit de
9z

tirer des formules précédentes u, ¢ —— d au moyende X,Y,Z, P, Q

et d’écrire la condition d’intégrabilité de I'équation

dz-—d—zdu+ dv

L’équation de Monge-Ampére & laquelle on est conduit est précisé-
ment I'équation du second ordre a laquelle Weingarten raméne la
détermination des surfaces admettant I’élément linéaire (43).
Le systéme (48) admet une autre transformation infinitésimale. Si
Pon pose en effet X = pcosw, Y =psinw, ces équations deviennent
9z Y

= = p’+Z°'—'2§—-'

(@)~ (5) (& $~"

%/ (B4 (dz 2
V't dp) ot dw> "d;;_

¥
<
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et ne renferment pas w. La résolvante-de scconde espéce correspon-
dante est identique a I'équation classique a laquelle satisfait z consi-
dérée comme fonction des deux paramétres u, v.

La recherche des surfaces applicables sur une surface du second
degré tangente au cercle de Pinfini se raméne ainsi a la détermination
des surfaces a courbure constante (23).

11. Généralisations diverses. — L'énoncé du probléme de Bicklund
peut étre généralisé de bien des fagons. On peut en effet augmenter
soit les dimensions ou 'ordre des éléments de contact des deux mul-
tiplicités que P'on fait correspondre élément par élément, soit le
nombre des relations entre ces deux éléments. M. Cerf (12) a étudié
en détail le cas on I'on établit guatre relations entre deux éléments
d’ordre quelconque de deux multiplicités a deux dimensions, et
montré que, certaines conditions étant remplies, la résolution de ce
nouveau probléme se raméne a 'intégration d’une seule équation aux
dérivées partielles. M. Biicklund lui-méme a étudié les correspon-
dances entre deux multiplicités d’éléments du premier ordre dans des
espaces a plus de trois dimensions, le nombre des relations étant
augmenté (6). Quelle que soit la fagon dont on généralise le pro-
bléme, on est toujours ramené a la recherche des multiplicités inté-
grales & un nombre connu de dimensions d’un systéme de Pfaff. 1l
résulte des recherches précédentes que I'intégrarion d’un tel systéme
se raméne dans certains cas, et de plusieurs fagons, a l'intégration
d’une seule équation aux dérivées partielles, mais on est encore bien
loin d’une solution générale du probléme.

Jindiquerai seulement les diverses circonstances que l'on peut
prévoir, dans un cas particuliérement simple (33). L'intégration de
I'équation du second ordre

(49) r=f(x,y,2,p,q,51)

peut étre remplacée par un probléme un peu plus général, la recherche
des intégrales a deux dimensions du systéme S, de trois équatipns
de Pfaff a sept variables z, y. s, p, ¢, s, {,

(50) dz=pdr+gdy, dp = fdz + sdy, dq = sdz +tdy,

qui n’est pas d’ailleurs le plus général de cette espéce. L’équation (49)
est évidemment une résolvante de ce systéme, mais il peut en
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admettre d’autres. Cest ce qui arrivera en particulier si 'on peut
trouver deux équations de S, formant un systéme S, de classe 6.
Les diverses résolvantes de S, seront aussi des résolvantes de S;. 1l
en est ainsi en particulier si I'équation (49) ne renferme pas z.
Les deux derniéres équations (50) forment alors un systéme a
six variables z, y, p, q,s, t. Comme toute équation du second ordre
qui admet une transformation de contact infinitésimale peut étre
ramenée a4 une équation qui ne renferme pas 3, on en conclut que
Iintégration d’une équation du second ordre qui admet une transfor-
mation de contact infinitésimale peut étre ramenée a l'intégration
d’une équation du second ordre qui posséde un systéme au moins de
caractéristiques du premier ordre (11, 35).

Le systéme S; peut admettre des résolvantes d’une autre espéce.
Soient X, Y, Z, P, Q, U, V un nouveau systéme de variables telles
que les équations de S, soient, avec ces variables,

| 42 =P dX+QdX,
(51) . dU=A dX+B dY+CdP~+E dQ,
dV =AdX + BidY-‘!—C[dP-I—EldQ,

A,B,C E, A, B, C,, E, étant fonctions des nouvelles variables.
Sil’on prend X ct Y pour variables indépendantes, et si 'on suppose Z
remplacée par une fonction F (X, Y), Pet Q parles dérivées partielles
de F, les conditions d’intégrabilité des deux derniéres équations four-
nissent deux équations linéaires en R, S, T, RT — S2. 1l résulte des
propriétés spéciales du systéme (50) que ces deux conditions doivent
se réduire a une seule, qui contient en général U et V. Si elle ne
contient ni U, ni V, elle forme une résolvante du systéme telle qu’a
toute intégrale de cette équation correspondent oo? intégrales de S;.

Le systéme (50) peut étre prolongé en introduisant les dérivées
de z jusqu’a un ordre quelconque, et les propriétés du systéme (50)
peuvent aussi étre étendues & ces nouveaux systémes. A ces considé-
rations se rattachent des résultats généraux dus a Clairin (14, 17)
sur les équations du second ordre qui admettent un groupe de trans-
formations, et d’autres transformations signalées par M. Gau (25).
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