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SUR

LES FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

DE PLUSIEURS VARIABLES

LES POLYNOMES D’HERMITE

ET AUTRES FONCTIONS SPHERIQUES DANS L’HYPERESPACE

Par M. Paul APPELL

INTRODUCTION.

La fonction hypergéométrique d’une variable de Gauss et les
fonctions sphériques qui s’y rattachent, notamment les polynomes de
Legendre, ont été l'origine de trés nombreux travaux, théorie et
applications, qui ont été résumés dans I’Ouvrage de E. Heine (36).

Ces diverses théories peuvent étre étendues a des fonctions de
deux ou dé plusieurs variables. Déja Hermite se plagant & un point
de vue purement algébrique a, en 1865, étendu la théorie des poly-
nomes de Legendre a des fonctions de deux variables; j’ai étendu de
méme en 1880 la théorie des fonctions hypergéométriques au cas de
deux variables, et j’ai montré en 1913 comment les polynomes
d’Hermite se rattachent aux fonctions sphériques dans I’hyperespace.

Les nombreuses recherches relatives aux deux théories se trouvent
indiquées, sous le rapport bibliographique, d’abord dans I'ouvrage
cité de Heine, dans I'Encyclopédie des Sciences mathématiques
(49 et 17), puis dans 'Ouvrage (16) que je public en collaboration
avec M. Kampé de Fériet, chez Gauthier-Villars. On trouvera dans cet
Ouvrage, avec la bibliographie antérieure a 1914, l'indication de
travaux récents de P. Humbert, de J. Kampé de Fériet, de Péres, de
B. Jekhowsky, de M. Akimoff : ces trois derniers se sont occupés des
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2 PAUL APPELL.

fonctions de Fourier-Bessel & plusieurs variablés introduites dans
Panalyse en 1915.

PREMIERE PARTIE.

1. — FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES DE DEUX VARIABLES.

1. Définition des quatre séries hypergéométriques de deux
variables. — Considérons les deux séries hypergéométriques dépen--
dant chacune d’une seule variable.

F(a, B, v, z) et F(, B, 7, Y)-

.Si nous formons leur produit, nous obtiendrons une série double
dépendant des deux variables z et-y, dont le terme général aura pour
expression

(2, m)(a, n)(B, m) (B, n)
(v, m)(y', n) (1, m) (1, n)

xlll}/ﬂ,

ol nous employons la notation suivante : & étant un entier positif ou
nul, on pose
L(A+k)

O k)= =53

=MA+0)...(A+ k—1).

Pour obtenir une série double, généralisant la série de Gauss et ne
se décomposant plus en un produit d’une fonction de z par une

fonction de y, nous modifierons le terme général de la maniére
suivante :

Nous remplacerons un, deuz, ou trois des produits
(@, m)(a'y n), (B, m)(F',n), (v, m)(Y,n)
par les expressions correspondantes | |
(¢, m+n), (B,m—+n), (Y, m=+n).
Sur les cinq combinaisons possibles, nous.écarterons celle-ci :

(a2, m~+n)(B, m+n)
(Yy m+n)(1, m)(1, n)

xm .}/n 9

qui est tout simplement le développement de la fonction

F(a, B, v, z +y),
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comme on s'en assure en remarquant que, dans la série double, l'en-
semble des termes pour lesquels m +n a une valeur donnée k est
égal a

(o K)(B, k) .

oD (e )R

oo H ey

Les quatre combinaisons qui restent donnent les séries doubles (3)

(l) Fl(a, ﬁ, pr’ Y;-x’ }’) =E(“v m +n)(p7 m)(p:’ n)xm‘yn’ .

(y, m+n)(1, m)(1, n)
C LR (@ m+n) (B, m) (B, n)
() Falo B Fo 0¥ 200 =X G ) () 5y 1)
. / o NV m) (¢, n) (B, m)(Bn)
(3)  Fa(a, o, 8, 857, 2,0) —Z (., m+n)(1, m)(1, n) rryr,
(o, m +n)(B, m+n)
(v, m) (Y, ») (1, m) (1, )

xmyn,

(4) Fo(a, 8,7, Y, 2, 0) zmyn,
ot la sommation doit s’étendre a toutes les valeurs entiéres de m et n
depuis zéro jusqu’a U'infini.

Dans ces séries doubles, on considére les éléments =, o, 8, #', v, 7’
comme des paramétres, et y comme des variables; ces paramétres et
ces variables peuvent prendre des valeurs complexes; on doit seule-
ment exclure pour y et ' les valeurs entiéres et négatives.

Dans la série Fy, on peut permuter les élénients a et 3, o' et 3'; de
méme dans la série Iy, les éléments a et 5.

11 est ais¢ de donner les valeurs entiéres, négatives des éléments
@, o, B, 3, pour lesquelles les quatre séries F se réduisent a des
polynomes.

On apercoit immédiatement que pour des valeurs particuliéres des
éléments a; o/, B, B, 7, 7' ces quatre séries s’identifient avec des
développements connus :

(—z)Ba—y)PB= Fi(a BB, 2z ¥),
(1—-7"_}’)_.1 = F!(a’ p; plr ﬂ, plv x, y)a
('_',}’)ﬁ—x (1—1‘-—}’)‘3 = Fi(z, ﬂ’ p’v o, §', 2, ¥),
(1 —:”)ﬂ'_“kl—'x-f)'p': Fﬂ(“: @, p'7 {31 a, &, .}’):
Log—i—-7 =z Fy(1,1, B, 2, §/, x,y)

I —x—
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En ordonnant les quatre séries doubles par rapport & z, elles
prennent la forme de séries simples dont les éléments sont des fonc-
tions hypergéométriques de y. On obtient des expressions analogues
en ordonnant les quatre séries doubles par rapport a y.

Nous n’insistons pas sur les cas élémentaires ou les séries doubles
se réduisent a la série de Gaass.

2. Domaine de convergence des séries doubles : F,. — La série
F, est convergente tant que les modules de = et de y sont moindres
que l'unité :

lzl <y, |ri<r

Si|z|ouy| est plus grand que 'unité, la série F, est divergente.

F;. — La série F, est convergente tant que

lz|+ly|l<t
Elle est divergente si
|z|+|y|>1.
F;. — La série F; est convergente lorsque « ety sont moindres

gue l'unité :
lz| <1, ly| <.

Elle est divergente si | | ou | y| est plus grand que V'unité.

F;. — La série F, est convergente si

V| +|vyl<u

On déduit facilement de ces résuliats les cercles de convergence
associés et les domaines d’existence des quatre fonctions.

La fonction hypergéométrique F (=, B, v, z), définie par la série
de Gauss seulement a I'intérieur du cercle |z | =1, peut étre calculée
en dehors de ce cercle par prolongement analytique et constitue une
fonction uniforme de # dans tout le plan, une fois tracée la coupure
1 4+ . De méme, on peut prolonger analytiquement les quatre
séries doubles hypergéométriques en dehors des cercles de conver-
gence associés et parvenir, par cheminement, a des valeurs quel-
conques de x et y. Nous appellerons alors fonctions hypergéomé-
triques de deux variables, les quatre fonctions définies & linte-
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rieur des cercles de- convergence associés par les quatre séries
convergentes (1), (2), (3), (4) et a Uextérieur par le prolonge-
ment analytique de ces séries.

Pour rendre ces fonctions uniformes, il suffit de tracer certains
systémes de coupures; pour F, et F3, par exemple, il faut prendre
comme coupures les deux segments (1 + ) des axes réels des
variables z et y.

Nous donnerons plus loin des expressions analytiques des quatre
fonctions uniformes F,, F,, F;, F,, valables dans tout leur domaine
d’existence.

3. Dérivées partielles des fonctions hypergéométriques. Fonctions
contigués. — En dérivant terme a terme les séries (1) a (4), on
s’assure aisément que la dérivée partielle d’ordre /n par rapport & z
et n par rapport a y d’une des quatre fonctions F s’exprime par 'une
fonction du méme type.

Deux fonctions hypergéométriques du méme type caractérisées
respectivement par les éléments «, o/, 3, 3, v, Yetay, oy, 3, Bl 1Yy
sont dites contigués lorsqu'une des différences oy —a, o, — o,
Bi—PBy B, — B, 7i— 7Y ¥y —7 est égale a==1, les autres étant
nulles. Les fonctions F,, F,, F;, F, admettent respectivement
8, 10, 10, 8 fonctions contigués.

Quatre fonctions F, ou F; contigués sont liées par une relation
linéaire; de méme trois fonctions F; ou F; contigués.

Entre trois des huit fonctions :

Fi(a+1,8, B 1, 2, 7); Fi(a, B+1, By v, 2, )5
Fi(a, B, B+ 11, 2,9): Fi( BB, y+1,2,9);
Fi(a—1; 8,8, v, 2, 7); Fi(e, p—r, SR O
Fi(a, B, B'—1, 1, 2, 7); Fi(a, &, B vy—1, 2, )3

contigués. a F, (2, B, 8, 1, #, ) et cette fonction elle-méme, ily a

8.7.6
1.2.3

en z et y. De méme entre trois des dix fonctions contigués a

ainsi — 56 relations linéaires, les coefficients étant rationnels

F2 (a, @, B,7 i) Ylv .’I,‘,}’)

10.9.8
1.2.3

et cette fonction elle-méme, il y a = 120 relations linéaires.
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Entre deux des dix fonctions contigués a Fy(a, «, B8, 8/, vy 2, y)
et cette fonction elle-méme, il y a 1_‘0._29=45 relations linéaires.

Entre deux des huit fonctions contigués a Fy(«, 8, v, Y, z, ) et cette
fonction elle-méme, il y a ?;Z = 28 relations linéaires.

On trouvera a la page 20 de I'Ouvrage (16) les équations entre
fonctions contigués que 'on peut faire correspondre aux relations
données par Gauss.

Les fonctions contigués a une fonction F donnée s’expriment
linéairement au moyen de cette fonction F et' de ses dérivées par-
tielles 3—5 et Z—i Par exemple les fonctions contigués a la fonction F,
s’expriment par des formules qui ont été données par M. R. Le
Vavasseur (51) pages 8, 11 et 12, et qui se trouvent reproduites. a

la page 21 de I’Ouvrage (16).

4. Formules de réduction et de transformation des quatre fonc-
tions hypergéométriques. — En dehors des cas évidents ou les séries
hypergéométriques F, F,, I3, F; se réduisent a la séric de Gauss,
il en existe encore d’autres.

Prenons, par exemple, la fonction F, sous la forme d’une série
ordonnée par rapporl a z et faisons y =1, on a, en supposant
K(y—2—p") >0,

Fi(e, 3,8, v, 2,1)= l[:((::)—r(‘])';(z: gr; F(a, B,y -, 2).

En particulier, si dans cette formule on fait encore x =1, on
obtient d’aprés la valeur de la série de Gauss au point 1 [en suppo-

sant que & (y —a— B —f') > o]

' _INry—«—B3—F)
Fl(q" p: p) Y, L ‘)—' 1'(Y—a)l‘(‘{——p—?»').

La série F, se réduit encore a la série ¥ quand y = w;'pour- le
montrer, faisons y = ¢z; on a, en ordonnant la série double (1) par.
rapport aux puissances de z, ‘

n=+»

Fi(a, 8,81, #, t2)= “__’QLEL’

G e B =B fan.
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La fonction F qui figure dans le coefficient de z” est un polynome:
Silon fait t=1, on a
, _(B+B,n)
F(—n §,—B—n+1,1)= O TR

Donc
Fy(a, p‘ 81, z, ) =F(a, p+ g, v, ).

Voici un exemple relatif a la fonction F,; faisons 8’ =4', nous
pouvons écrire

Fy(a, B, B, v, B’ 2, ») =2‘§:—:%:—z%(1—-y)-“-'ﬂxm

z \
=(l.—}’) “F(a, 8, ‘{ar__';)'
En échangeant les roles de = et y, on voit que la fonction F, se
raméne d la fonction de Gauss chaque fois que 3=y ou ' =1'.
Pour donner un exemple élémentaire relatif a la fonction Fj, par-
tons de la formule établie par Gauss [(27), p. 127] :

n n 1 I
I+~ +(1—z)t=2F [ —=, — — 4+ -, -, 22).
( -+ ) ( ) ( 2’ 2 2, 2, >
On en tire une formule qui, dans un cas particulier, raméne la
fonction F, a une somme de deux fonctions de Gauss :

I I 1 { x
Fb(z,a—k;, T35 x,y>= ;([+0) ZGF[:I,G—F— 5’ {,m]

+ (1= VE)—ﬂ“F.[«, 2o, (-I_m—‘/;),]

Pour obtenir d’autres formules de transformation et de réduction
des quatre fonctions hypergéométriques, on peut partir des formules
donnant léur expression sous forme de séries simples ordonnées par
rapport aux puissances de z auxquelles on joint la suivante :
m=4ow

(a, m) (B, m)

F(u? p’ Y, .Z'—|—)’)=: (Y) Tn)(l, m)
=0

m

F(a+m,B-+m,y+m,y)am

En appliquant aux fonctions F qui figurent dans ces cinq séries
les formules de transformation d’Euler, on obtient les formules de
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réduction suivanues :

Fi(a, 8,8, B+, 2, y)=(1—y)2F (a, B 8+@, f.—_f)
qui raméne la fonction ¥, a la fonction de Gauss, toutes les fois

que
Y=8-+8;

(5) Fi(a, 8, 87, z,y)= ([_‘}’)_ﬁ' Fy (aa T—8 8,71 2 3,!_:") '

La fonction ¥, se raméne donc toujours & la fonction Fy:
Fi(.a; B: p'i s Y’? z, .7)

N (4, m) (B.m)
= (v, m) G, m)

(1—y)y%—mF (“ +m, Y'+8 7, J’{' I > zm.

On trouvera d’autres formules analogues dans 1'Quvrage 16,
pages 25, 26, 27, et dans le Mémoire T.

.5. Expression des fonctions F,, F,, F; par des intégrales
définies. — Les quatre séries doubles précédentes ne définissent les
fonctions hypergéométriques qu’a l'intérieur des cercles de conver-
gence associés; on peut donc se proposer de rechercher des expres-
sions analytiques représentant ces fonctions dans tout leur domaine
d’existence. On obtient ce résultat pour F,, F,, F, en les exprimant
par des intégrales doubles qui généralisent P'expression connue
donnant F (a, 8, v, z) (4).

On a en effet

I" l‘ ’ l1 —_ —_ ’
(Byr(p )I‘((YT) B B)F,(a,vp, 81, 2, ¥)
(6)‘ =ffuﬁ-‘vﬁ'—‘(t——u-—v)Y—B-?'—l(l—-ux—,vy)—?dudv
(®zo0,v20,1—u—v20),

Iintégrale double ayant un sens tant que & (B) > o, & (B') > o,
RO —B—=F)>0;

T(B)T(B)I'(y— = TN
(5 T <B>F(<YY)F($))F(Y ) Fale, B, B, 7o v 22 )

1ot :
= f f uB-2oB—1(1 — u)-B-1(t— oY B~1(1— uz — o )2 du do,
0

o
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Iintégrale double ayant un sens tant que & (8)>o, &(8')>o,
&(Y—=B)>0 A (Y —p)>0;

I‘(ﬁ)r(p )FI‘({YY)_ B - p )Fs(a, 11’ ﬂ, p', 1, @, y)
#) =ffup-’vﬁ'—'(l,—— u—vW—'ﬁ—B'—i(l—-ux)_—“(x-—vy)"“' du dv
(u2o0,¢20, 1 —u—v20),

Iintégrale double ayant un sens tant que & () >o0,& (B') >o,
A(y—F—pf)>o. .

La fonction F, peut aussi, comme I’a montré M. E. Picard (59),
s’exprimer par une intégrale simple :

(9 HE =S b a8, By, 20 )

1
=f w1 (1— uN-o-1(1— uz)B(1—uy)-# du,
" &@>e, &G—a)>o.

'Pour démontrer ces résultats, il suffit de constater qu’a lintérieur
des cercles de convergence associés, les intégrales (6) et (7), (8) et (g)
sont développables en des séries procédant selon les puissances
de z et y et coincidant respectivement avec les séries hypergéo-
métriques (1), (2) et (3). Cette vérification s’effectue aisément en
s’appuyant sur les formules élémentaires de la théorie des intégrales
eulériennes.

Les formules de transformation des fonctions hypergéométriques
peuvent se déduire de leurs expressions par des intégrales définies.

Les expressions des fonctions F,, F,, F, par des intégrales définies
permettent d’établir simplement certaines autres de leurs propriétés;
il est notamment aisé d’en déduire les équations récurrentes qui lient

les fonctions contigués. Clest ce qu’on verra  la page 33 de I'Ou-
vrage 16.

6. Développement de F; (:x, oy 1, 1, Y’;’ é) analogue au déve-
loppement de I (a, LY, ;-) en fraction continue. — L’expression de
F, par une intégrale définie permet de démontrer pour cette fone-
tion une proposition intéressante par son analogie avec le résultat
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obtenu par Jacobi dans le développement en fraction continue de

?(z'):.r(—a)%i}% (a’ I, Y,‘l;).‘

Jacobi détermine le dénominateur Q, () de la réduite de rang n
par la conditton que le développement-de Q,(z)¢(z), selon les

. 1 I .
puissances de 7’ commence par un terme en ——; el obtient pour

son expression

1% (1 — g)eH1-Y dn

Qn(z) = ) o [Z%+n=1(1 — z)y+n-a—1],

Considérons (5) la fonction

T(a)L ()T (y —a—a') 1 1 , I -1
oz, y) = AN )F((‘{Y) ).;’,‘ ;Fa(“a“,hh%;’ ;)'

En vertu de la formule (8), on a

Sf(u, o)
9(””’)"./_/(35—“)(,, )dudv

[uZo, vZ0, 1—u—vZo, fu, v)= ub—1o0—~1(1—u— ¢)Y %=a"-1],

Proposons-nous, par analogie avec la question traitée par
Jacobi, de déterminer un polynome Qm 2 (2, y) de degré m 4+ n

tel que le produit
Qun(®, y) e (2, )

g z . 1. 1 .
développé selon les puissances de 2 et -, e contienne aucun

terme en

x/‘+l‘yk+l » ] et k étant des.entiers positifs ou nuls tels que
i+k<m+n ou j+k=m—+n (J# m; k#n);
- yl—a'(l —_r — y)a |-¢X'+l.—'Y

(a, m) (o', n)

Qu,u(x, y) =
Jgm—+n

X W [zo+m-1 ya’-}-n—l(l —xr — y)y+m+n—a—a’—1-].

Comme on le voit, 'analogie est compléte avec la formule de
Jacobi; mais elle se poursuit plus loin; en effet,.dans le probléme de
Jacobi Q, (z) s’exprime par un polynome hypergéométrique

Q"(z-)—_—(;—_—x)"F(a—l-l—y—n, —n, a,‘xf_l)-
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Or on peut donner du polynome Qu,» (z, ), au moyen dela
fonction hypergéométrique F,, une expression qui généralise la for-
mule précédente. En effet, on a

Quan(z, y)=(1—x— y)yn+nF, <a+ o +1—y—m—n, —m,—n,

, x 14 )
A, o, s .
L4y —1 x4+y—I

La méthode suivie dans I'étude du développement de I'intégrale (18)
est, avec quelques modifications faciles a apercevoir, un cas particu-
Jier d’une méthode générale indiquée par Didon (25).

7. Représentation des quatre fonctions hypergéométriques par des
intégrales prises le long de contours complexes. — Au paragraphe 6,
nous n’avons pas donné de représentation pour la fonction F,; en
outre, les formules relatives aux fonctions F,, F,, F; ne sont valables
que siles éléments B, 2, v, ¥’ vérifient des conditions assez restric-
tives; il y a donc intérét a rechercher un mode de représentation
valable pour ces quatre fonctions hypergéométriques et dans des
conditjons plus larges.

. En partant de la représentation de F («, 8, y, z) par l'intégrale de
Barnes on obtient

r(y)
=) Fertbyran T D g pyar,

([x) szA

1oy TOT(E) g

+io

()

= 2+~it ;:-:“.F(“+ ¢ B; Y, ) e ;—(f{),:_(f;_k t)r(—-t)(—_y)tdt,

N "? -:uF(a’ B v+t @) P(a’—;‘-(z)—r“_(?;+ t\)r(—‘)(—}’)‘ dt,
(13) 10+)(;_§_B) F,

‘ r r
=) Feruproya (f" ';(?,_'ff)+’)r(—t)gfy)'d¢.

iw
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Ces expressions sont valables tant qu’aucun des éléments a, o', 8, 8’
n'est un entier négatif. M. Kampé de Fériet a montré qu’on peut
condenser les expressions précédentes en une expression unique
qui fait ressortir le lien existant entre lesquatre fonctions hyper-
géométriques de deux variables.

Soit
INE% '
(14) i&.}#_)q)(.x‘ }’)
+iew atiw
=_#‘/’:l‘°° "/—‘-l'w w(s, t)r(—s)r<— t)(—w)s(.'—y)‘d‘d‘,
{ I‘(a-—i—s—l—ea,“vt)l‘(a’—l— Eq oS t) i
W(s, t)= XT(B+s+egpt) T (B +egps+ )y +eyy(s+0)]

Pla—+eqn(s+¢)] T[B +ep,p(s+¢)]
XT(t+s+eyyt) T(Y+syys+1t)

le symbole ¢);’ ayant la signification suivante :
eNv=o pour AN, e =1I.

En annulant 2, 1, 0 ou 3 des différences o' — o, B’ — B, ¥ — v, 0n
obtient comme cas particuliers de la fonction @, les quatre fonctions
Fy, Iy, ¥y, Fs, ou le produit F (a, 8, v, z) F (o', §', ¥, ), ou la
fonction F («, B, v, z 4+ y). A

II. — EQUATIONS SIMULTANEES AUX DERIVEES PARTIELLES (3).

8. Les quatre systémes d’équations aux dérivées partielles. — De
méme que la fonction hypergéométrique de Gauss vérifie une équa-
tion différentielle linéaire qui permet de définir cette fonction
pour toutes les valeurs de la variable indépendante, les quatre fonc-
tions Fy, Fy, Fy, F, satisfont a des équations différentielles simul-
tanées permettant de les définir pour tous les groupes de valeurs des
variables indépendantes x et y.

Ces équations sont les suivantes :

z(1—2)r+y(—z)s+[y—(e+B+1)z]p—Byg—afz =o,
Fi{y—p)t+z(—y)s+[1—(a+p'+1)ylg—Pap—afz=o,
(x—y)s—fp+Bg=o, '

ot la troisiéme équation est une conséquence nécessaire des déux
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autres :

F, % e —a)r—zys+[y— (2 +P+1)z]p—Pyg—afs=o,
ya—y)t—zys+[y—(@+p+1)ylg—pfop—afiz=0;

Fy 3 z(—@)r+ys+[y—(a+p+0zlp—oBs=o,
ya—p)t+xs+[y—(@+p+1nNylg—a'fz=0;
z(t—x)r—y2 —oxys+[v—(a+ B +1)7]p

F —(a+B+1)yqg—afz=o,
ya—y)t—m=r—ozys+ [y —(a+B8+1)ylg

—(2+B+1)zp—afz=o0,

Dans ces équations les lettres p, g, r, s, t désignent, comme il est

’ e . 0z 0z 0*z 0z O0%3 .
d’usage, les dérivées partielles -, 3y’ 9’ dwdy’ o Pour les véri-
fier, il suffit d'y remplacer les fonctions hypergéométriques et leurs
dérivées partielles par leur développement en série double et de cons-
tater que le coefficient de z™ y” est identiquement nul, quels que

soient les entiers positifs m et n.

9. Théorémes généraux sur les systémes de deux équations simul-
tanées du second ordre aux dérivées partielles. — Les systémes
d’équations aux dérivées partielles vérifiées par les fonctions F,, Fy,
F, se raménent a la forme suivante :

(15) r=ay(z, y)s+ ay @, y)p + as(x, y)q -+ @ (2, ¥) 5,
' t =by(z, y)s+ ba(2yy)p+b3(x, y)g + bu(2, ¥)5.

On peut étendre, & ces systémes, les théorémes essentiels de
Riemann et de Fuchs relatifs aux équations linéaires et homogeénes.

Cette ‘€xtension repose sur un théoréme démontré par Bouquet (20)
sur les systémes de p équations aux différentielles totales entre
n variables indépendantes z,,..., Z, et p fonclions de ces variables
Byy.nny Bpe

On dit que le systéme de p équations

k=n

dzj= Zfi.k(xla coey Ty Bly ooy zp)dz/‘ (j=li 2 ..oy P)
k=1

est complétement intégrable lorsque les np coefficients f,  véri-
P 8 q P 7
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fient identiquement (c’est-a-dire quels que soient z,, ..., z,, By .eny Bp)

les 22— b conditions dintégrabilité
1.2 °
0?2 3 d‘z,
0r, 0z dxsda',
ou

% dfi; f‘ s o/! rfp, dfh dflyé‘fl e o LS dfly fp,r-

Ceci rappelé, voici le théoréme démontré par Bouquet :

Tout systéme complétement intégrable — ot les coefficients fj,
sont des fonctions holomorphes de x,,..., x4, 5yy..., zp, dans le
voisinage du systéme de valeurs :

$1=Eu oo Tn= E"a 3|=Ci, cers zp=_§p:

— admetun systemed'intégrales 5, (&yy..., %)y .., 3p(Tyy. . .1 Z2)

holomorphes dans le domaine de &,,. .., &, et prenant respective-
L d .

ment les valeurs §,,..., $p pour x, =§&,,..., z,=E,.

Ceci étant, revenons au systéme d’équations aux dérivées par-
tielles (1); nous allons d’abord supposer que la quantité 1 —a, b,
n’est pas nulle identiquement, ce qui exclut provisoirement de nos
considérations les deux premiéres équations vérifiées par F,. Lorsque
les coefficients a et b vérifient, en outre, la condition d’intégrabilité,
que nous indiquerons plus loin, on déduit facilement du théoréme
précédent la proposition suivante :

Tutorime I. — Soit z,, y, un systéeme de valeurs des variables
z et y tel que, pour des valeurs de ces variables voisines de x, et y,,
les coefficients des équations (15) soient holomorphes, et que la
quantité 1—a, b, ne soit pas nulle pour z=uz,, y =y,; on
pourra satisfaire aux équations (15) par une fonction de z et y
holomorphe dans le.voisinage des valeurs z,, y,, les valeurs de
cette fonction et des trois dérivées p, q, s étant arbitraires pour

=20, Yy =Yo-

En effet, en dlfférenuant la premiére des équations (15) par rapport
ds dt

ax, et remplagant pre par Pl rd

par (3,; on obtient deux équations
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: . L 05 ds 5 o.n :
du premler. degré par.rapport LF i d’ou Von pourra tirer ces
deux quantités. On a ainsi

os 10s
T = M5+ %P - a3g + 03, 5}—/:3.:+sz+@39+@44-

Cela posé, considérons le systéme des quatre équations aux diffé-
rentielles totales, définissant les quatre fonctions z, p, ¢, s de z et y':

dz =pdx + q dy,
(16) dp=(a,s + ayp + azq + a;3) dr + s dy,
) dq = sdx + (b5 + byp + b3g +bi3) dy,
ds = (a1 s+ %3P + 03q + 04, 8) dz ~+ (315 + Bap + B3g + Buz) dy,

Les quatre conditions d’intégrabilité de ce systéme se réduisent a
J92s o2s

une seule qui est — 5 0)/ Errrd

0iays 4 ogp 4039 +0,3) _ O(B15 -+ bap+ Bsg + Bi3)
ay - dx ’

que nous supposons remplie identiquement, ce qui veut dire que
dz Wz dp dp o9 dg 0ds ds

oz’ oy’ 9z’ dy’ 9=’ dy’ oz’ 5;par
leurs valeurs tirées des équations (16) et que la relation obtenue est
vérifiée identiquement en 3, p, g, §, Z et ).

On peut donc appliquer le théoréme de Bouquet, et I'on a le
théoréme I qu'il fallait démontrer.

Dans ce qui suit, nous appelons couple de valeurs singuliéres
un couple de valeurs z = §, y =1, tel que pour ces valeurs 1 — a;. b,
s’annule, ou que les coefticients a et b ne soient pas, dans le voisi-
nage de ces valeurs, des fonctions holomorphes de = et_), c’est-a-dire
développables en séries de la forme

dans la dérivation on remplace

zAm,n(-r - ’3)’”(}’ —n)"
- .

"1l est, alors, aisé de définir ce qu’il faut entendre par une fonction
satisfaisant aux équations (15). Donnonsa y une valeur constante Jo
qui ne soit pas une valeur singuliére pour les coefﬁc1entsa etbet qui
n’annule pas la quantité 1—a, b,. Soit T une poruon ‘du plan des z
limitée par un contour simple, dans laquelle les coefficients a et b
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soient des foncuions holomorphes de z et la quantité 1—a, b, soit
différente de zéro, a I'exception de points singuliers isolés les uns des
autres. Soient x, et  deux points non singuliers du domaine T
joignons-les par une courbe quelconque z, x située entiérement dansle
domaine T et ne passant par aucun des points singuliers ; choisissons
arbitrairement les valeurs de s et des dérivées p, ¢, s au point z,.
Au moyen de la continuité, on pourra en déduire les valeurs de la
fonction 5 tout le long de la courbe z, z. Inversement, on pourra
laisser 2 constant et faire variery. De sorte que I'on pourra toujours
passer de la valeur de la fonction pour z = =, y =y, 4 la valeur de
la fonction pour z = z,, y = y,, pourvu que les couples de valeurs
(%o, ¥0), (1, 1) ne soient pas des couples de valeurs singuliéres.

Tutorime 1. — Si lon a cing fonctions z,, 34, 23, 33, %5, satis-
Jaisant aux équations (15), il y a entre ces fonctions une relation
linéaire a coefficients constants, telle que

Clz’l—i- Cng—I- CaZs-I— C;Z;—F Cs35=o.

Corollaire. — SiTon a quatre fonctions z,, z,, 23, 5, satisfaisant
aux équations (15), et telles que le déterminant

3 B2 A3 By |
D P1 P2 Ps P

T e g2 95 @
S Sg S3 Sy

soit nul identiquement, il existe entre ces quatre fonctions une rela-
tion linéaire a coefficients constants, telle que

C‘z, -+ Cg‘g-l- C3Z;+ ngb= o,
Tutorime II. — Soient z,, 24, 23, 5, quatre fonctions satisfai-
sant aux équations (15), le déterminant D vérifie la relation
dleg D = (as+ a;) dz + (b3 + B1)dy,
y
_ (ag+o)dr+ [ (bet+Bi)xdy
D e Ae ro 9 1 ‘/;o 8 1lxg .
Soient z,, 3,, 23, 2; quatre fonctions satisfaisant aux équations (15), .

et telles que, pour & = &,, ¥ = y,, le déterminant D ne soit pas nul;
d’aprés le théoréme III, ce déterminant ne sera nul que pour les
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couples de valeurs singuliéres. Nous donnerons a I’ensemble de ces
quatre fonctions le nom de systéme fondamental d’intégrales. On
voit immédiatement, d’aprés le théoréme II, que toute solution des
équations différentielles peut s’exprimer linéairement au moyen
des éléments d’ un systéme fondamental quelconque.

On peut encore démontrer cette proposition en remarquant que, si
I'on pose

z = C13,4+Cy32 + C333+ G, 34,

on pourra déterminer les coefficients constants C; de fagon que, pour
Z=2Zo, Yy =Y0y 5, Ps ¢, s prennent des valeurs données d’avance.
On aura, pour cela, a résoudre quatre équations du premier degré
dont le déterminant D est différent de zéro, puisque 3y, 21, zs, 3y
forment un systéme fondamental d’intégrales.

Supposons, dans les équations (15), que, lorsqu’on laisse une des
variables constantes, y =n par exemple, les coefficients soient des
fonctions uniformes de z dans une région T du plan des z et n’y pré-
sentent qu’un nombre fini de points dont les affixes forment avec 7,
des couples de valeurs singuliéres. D’aprés le théoréme I, une inté-
grale quelconque z des équations différentielles sera une fonction
de z holomorphe en tous les points situés dans la région T, excepte
aux pomts singuliers en quesuon

Soit £ un de ces points singuliers, et soient 3y, 23, 33, 3; les élé-
ments d’un systéme fondamental d’intégrales. Supposons que,
¥ restant égal a v, la variable z fasse le tour du point § en restant
dans le domaine T, et appelons (z,), (22), (23), (35) les nouvelles
valeurs que prennent les intégrales quand le tour est accompli. Ces
nouvelles fonctions sont encore des solutions des équations, et,
d’aprés ce qui précede, elles forment encore un systéme fondamental.
On a donc

(8i) = M1 51+ Nj2 B2+ Nig 35+ Ais 3, (i=1, 2,3, 4),

le déterminant des constantes A; étant différent de zéro. Les consé-
quences de ces relations sont analogues a celles qui se présentent,
dans la théorie des équations différentielles linéaires & une variable
indépendante (voir; par exemple, les Anrales de ! 'Ecole Normale,
t. VI, Mémoire de Tannery, p. 134 et suiv.).

10. Intégrale générale des systémes d’équations aux dérivées par-

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 3. 2
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tielles des fonctions F,, F;, F,. — Voici comment on peut déter-
miner les intégrales générales des équations F,, Fy, F;, qui rentrent
dans la catégorie des équations que nous venons d’étudier.

1° E"quations de F,. — Dans les équations de F, posons
z— xtytz,

A et p désignant deux indéterminées. Nous obtenons pour les équa-
tions vérifiées par la fonction 5’ des équations qui prennent la méme

forme que les équations de F,, si I'on annule simultanément les
deux expressions

AMAA4+y =), p(p+y'—1),

ce qui nous donne quatre combinaisons pour déterminer \ et p,
La combinaison A = o, p = o0 redonne identiquement les équations
de F; Finalement nous obtenons pour Vintégrale générale des équa-
tions de F, '

z= AF(o 8,8 7.7, %)
+Ba!-Y Fy(a+1—1, Bﬂ—l—*{, §’, 2—1 Y, %)
+C Y Fo(a+1—%, B, B'+1—7, 1, 2'{-}’, z, ¥,
+Dat=Y y1=Y Fy(a+2—y—7,8+1—1, P'—H'—*(’, 2—1,2—7,2,%),

A, B, C, D étant-des constantes arbitraires. Cette intégrale, dans
laquelle on considére y comme une constante, est, dans le voisinage
du point singulier £ = o, de la forme trouvée pour le cas général.

2% E'quations de Fy. — Les équations F'y peuvent, par un chan-
gement de variables; se ramener a la forme F,. Comme on connait
I'intégrale générale des équations de F,, il en résulte l'intégrale
générale des équations de Fy

. . - .
5= Az-—ﬂuy—a.F,(a+z’-*f+|,iz,a’,‘a—-—B+l,a’—B'+I,w,;<

+Ba—By-2F, (p'-;-,a’—_—,y +10, B, 8 —a+1, ' —B 41, é, )i’)
+ ooy b Fa(a Byt fya— e Fmaer, £, L)

+ Dby # Fy(B+ Fmy 1,8, B B tr a3 T).
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Notamment la fonction Fy (o, «/, 8, #, ¥, #, ¥) qui est une inté-
grale particuliére des équations doit pouvoir s’exprimer sous la forme
précédente; effectivement en posant (4)

i n P T (p—M) T (s —p)
f(;‘a H‘) 970)—( 1 )‘( l) MP(P)F(U)F(Y—}\“"F)

on a (16, p. 43)

FS(“ oy B, sy, 2 5)
= f(a,d,8,p)z-ay-o F, cz+a'-——y+l,a,a a—pB+1,0—B' +1, ——’ ;)

+f(B, 'y, B)z-B y—o 2(p+°"—'(+l,(3,1',3—-4+1,a’—ﬁ'+h;’;)
— ' ’ ' ' I I
+f(2, 8, B, 2 )z y pF,(a+[3—7.+1,§,?,a—(3+1,[5—a +1,5,;)

+f(6, 8, a, " )z-B B F,([i+ p'—y+1,8,8,B—a+1,B —a'+1, :;—, .ly) .

3° Equations de F,. — En faisant dans les équations F, la substi-

tution z = z*y*z’, on obtient pour 3’ des équations qui se raménent

aux équations de F, pour des valeurs de A et p aisées a déterminer.

On obtient ainsi quatre intégrales particuliéres des équations de F,;
d’ou l'intégrale générale

Z = AF#(“: ﬁ: it Y’; .‘L‘,J’)
+Bat-YF (e +1—y, B+1—,2—7, 1) Z, ¥)
+Cp Y Fla+1—Y, P+1—7v,v,2—Y, 2, ¥)
+Datr 1Y F(a+o—y—1, B+2—7—v,2—71,2—¥, =, J’)

Reémarque. — La méthode employée pour obtenir lintégrale
générale des équations F,, F,, F; tombe en défaut lorsque les élé-
ments a, o, §, ', v, ¥’ prennent certaines valeurs spéciales; pour F,
et F, il faut supposer que ni v, ni ¢/ ne sont entiers; pour F; qu’au-
cune des deux différences a — 2, o/ — ' n’est un entier; dans le cas
contraire il se passe un fait analogue a ce qui se produit pour I'équa-
tion de Gauss dont l'intégrale générale contient un terme loga-
rithmique lorsque y est entier.

11. Intégration du systéme de la fonction F,. — Comme on
I'a déja remarqué, les théorémes généraux du paragraphe 9 ne
sapphquent plus aux équations de la fonction F,, car pour ces
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équations 1 —a b, =1— '(—}—’) <~—f> est identiquement nul. Si
=)\ y

nous différentions la premiére équation par rapport a y, la deuxiéme

R . r . ds
par rapportax et s1 nous remplaqons 5; et (E respecuvement par 5;

ds , . . i ds os
et 75! housavons deux équations du premier degré en — et —, entre

or “7d
lesquelles nous pouvons éliminer ces deux quantités puisque le déter-
minant de leurs coefficients est nul; on obtient ainsi une équation

qui, simplifiée a 'aide des équations de F'y, se réduit a
(#—y)s—fp+Bg=o.

La fonction F, véritie donc aussi cette équation, qui est une consé-
quence des deux autres. Elle vérifie donc trois équations linéaires
simultanées de la forme

r=op-+ ayq + azs,
([7) t=b,p+bgq+bsz,
S$=Cp +Cq +cC33,

les a, b, c étant des fonctions de x et y, et les conditions d’'intégra-

-b.l.t,dr___ds dt _ 9s stant li 1 ient z
lle‘-’;—d—xr 9z = 7, ¢tant remplies quels que solent z, p, ¢,

et 3. En considérant le systéme des équations aux différentielles
totales, complétement intégrable, définissant z, p, ¢ en fonction de x
ety

‘dz:pdx+qdy, ‘

ldp=(a1p+asq +azz)dr+(cyp + caq + c33)dy,

(18)
' dg = (e1p +c2qg +¢33) de + (byp+ bag + b33)dy,

on pourra appliquer a ce systéme le théoréme de Bouquet déja cité,
et 'on verra que :

Tatorkme a. — Si pour z = z,, y =y, les coefficients a, b, c
sont holomorphes, on pourra satisfaire aux équations (17) par
une fonction z de x et y holomorphe pour r =2z, y=y,; les
valeurs de cette fonction et des dérivées p et q étant arbitraires
POUr X =4, ¥ = Y,. '

Tatorime b. — Si l'on a quatre fonctions z,, 34, 33, 3, vérifiant
les équations (17), il existe entre ces fonctions une relation
linéaire a coefficients constants ‘

C|Zj+ C’2’+ C333+ C},Z;: o.
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Corollaire. — Si l'on a trois fonctions z,, 25, 33 vérifiant les
équations (17) et telles que le déterminant

31 Z3 B3
A=|p1 p2 ps
91 492 q3

soit nul identiquement, il existe entre ces fonctions une relation
linéaire & coefficients constants.

Tutorime c. — Si 'on a trois fonctions z,, z4, 35 vérifiant les
équations (17), le déterminant A satisfait a la relation

dlogl = (a,+ ¢;)dx + (¢ + by) dy.

Les conclusions qu’on tire de ces théorémes relativement a I'inté-
grale générale des équations (17) sont analogues a celles du para-
graphe précédent; on a un autre exemple dans les Mémoires 12

et 13.

Dans le cas particulier des équations F,, on a

A =Az3—Y yB-y (1 — z)v-0-B-1 (1 — y)v o=B—1 (2 — y)-(B+B),

12. Tableau des soixante intégrales des équations de la fonction F,.
— De méme que l'équation différentielle de la fonction hyper-
géométrique de Gauss admet vingt-quatre intégrales de la forme

zl(1—z)mF (X, u,v, ),

t étant rationnel et du premier degré en x, il est possible de
trouver soixante fonctions du type suivant :

‘”1(1 - x)m.}’[’(l __y)m’(_z- - }’)" Fi()" y f""a v, &, t,)v
t et t' étant rationnels en x et y, vérifiant le systéeme d'équations

aux dérivées partielles de F .

Pour obtenir le tableau de ces 6o intégrales, il suffit d’employer
une méthode indiquée par M. Goursat (32) qui est 'extension au cas
de deux variables de la méthode que I'on. peut suivre pour former le
tableau des 24 intégrales de Kummer. La méthode de M. Goursat
repose sur la proposition suivante : La forction

h .
#%52) =f' ub+B-v(u — =2 -t(u—2)B(u— y)F du,
8
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ol g et h désignent deux des cing quantités o,.1; w, z, ¥, est une
intégrale du systéme d'équations aux dérivées partielles de Fy.
Pour démontrer cette proposition, due a M. E. Picard (60), il
suffit de calculer les dérivées partielles p, g, r, s, ¢ de la fonction z
et de substituer leurs valeurs ainsi trouvées dans les équations de F,.
Mais il est préférable (6%, t. III, p. 319) de former les équations

vérifiées par la fonction

s(2,0) = [ (w—aPet(u— a2t (u— y ) du,
g

on trouve ainsi que g et & étant deux des quantités @y, a,, o, et z,
75 A, p étant tels que I'intégrale ait un sens:

On a, par un calcul que l'on trouvera développé a la page 56 de
I’Ouvrage 16, le résultat suivant :

h
3z, y) =f u3+3'—Y(u—I)Y—“—l(u—x)'—ﬁ(u-—y)—ﬂ' du
vérifie les équations de I .

En prenant pour ¢ et £ deux des cinq quantités o, 1, o0, Z, ¥,
nous obtenons ainsi dix intégrales particuli¢res des équations de F;.

Les dix intégrales s s'expriment au moyen de la fonction F,;
si, a chacune de ces dix fonctions Fy, on applique cing transfor-
mations connues, on obtient le tableau des 60 intégrales du
systéme d’équations aux dérivées partielles de la fonction F,.

Les équations de la fonction F; n’admettent que trois intégrales
linéairement indépendantes; par conséquent si I'on considére 4 des
60 ‘intégrales du tableau précédent, elles doivent étre liées par une
relation linéaire.

Ces relations ont été formées par M. Le Vavasseur dans sa Thése,
ou leur énoncé occupe les pages 76 a 112; nous ne pouvons donc
songer a les reproduire toutes ici; nous avons donné une idée de la
méthode suivie et des résultats acquis aux pages 65 a 68 de I'Ou-
vrage 16.

. 13. Equations adjointes des équations de F,, F,, F;, F,. — Etant
donnée une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre
25 JPu ?u Ju du

0
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on désigne sous le nom d'équation adjointe de cette équation;
I'équation

d2

o) — O P
]"’(v)=()—x2(AV)+?’dx—Qy(Bv)+dyﬁ

(CGy) — ‘—:;(Dv) — %(Ev)—i—Fv,::,o.

Ceci rappelé, considérons les trois équations vérifiées par la fonc-
tion v =Fy(x, 8, B', v, @, y). Pour les adjointes de ces équations,
on a la proposition :

Les trois équations adjointes de la fonction F,(a, B, ', vy %,%)
sont les équations de la fonction

Fi(2—a, 1—8, 1—0,3—7, 2, y).
En particulier, les trois équations vérifiées par la fonction
11 3.
Fi(l, 2’ 53’ Z‘,}’)
sont identiques & leur adjointe.

Des calculs analogues aux précédents conduisent, pour les autres
fonctions hypergéométriques, a la proposition suivante :

Les équations adjointes des équations des fonctions
F’(a7 p? B,) Y’ Y” x’ y); Fa(“’ a,’ B? B” Y’ x’ .},); Fb(a’ B’ Y’-Y’Y w,.r)
sont respectivement les équations vérifiées par les fonctions

Fo(2—a, 1—B; 1—f',2—7, 2_".Y'7 z, ¥);
Fa(1—a, 1—a', 1—B, 1—F, 3—vy, 2, )5
F.(a—a,2 —B,2— 71,2 —7, 2, ¥).

En particulier, les équations vérifiées par bes fonctions

1 L1 3

11 - ' .
Fa(l, rAPURIRY z‘:}’)» Fs(;’ 3333 -Z‘,}’>, Folt, .1, 1,2, )

sont identiques a leurs adjointes.
14. Equations différentielles des fonctions F,, F,, Fs, F; consi-

dérées comme fonctions d’une seule variable. — Au n° 7, nous avons
étudié quelques propriétés des systémes de deux équations aux déri-
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vées partielles de la forme (15) en supposant la quantité 1 — a; b,
non identiquement nulle.

Supposons que dans la fonction z(x, y) la variable y garde
une valeur constante y = y,, alors la fonction vérifie une équa~
tion différentielle linéaire du quatriéme ordre

dz : d3z dz
Ao(2, o) g + A o) g + Aa(@ J0) gy
dz
+A8(“‘:J’0)"Tz. + Ay(Z, y9)5 = 0.

On pourra appliquer & 'étude de cette équation les méthodes clas-
siques de Fuchs. De méme z considérée comme fonction de y seul
(z =z, ) satisfait 4 une équation différentielle du quatriéme ordre
en y.

Si nous considérons, par exemple, le systéme vérifié par la fonc-
tion F; nous obtenons, pour F, considéré comme fonction de z seul,
Téquation du quatriéme ordre

diz
Ao(-”,}') +A1(1',J’) ""Ai(a’.).}’)w

-i—A,(x',y) +A,,(.z',y)z—o,

ot les coefficien-ts ont les valeurs suivantes :
A=2(1—2) [1—2) (1—y)—1],
A=z[1—2)(1—y)—1][y+2—(a+ B +5)z]
+z(1—z)[(« +F3—Y—I)J’—(°‘+l3+3)x(l—)’)]a
A= [y +1—(a+ B+ 3)z][(¢— P —y—1)y—(2a+f+3)zx(1—y)]
—z[1—2z)1—y)—1][2af +3a+3B+5]—(a+1)(B+1)z—a' By,
A=—@+D)B+)[(F+F—y—1y—(a+B+3)z(1—y)
+[y—(a+[3+1)w](x—y) §?
=aB(a=+1)(B+1)(1—p).

Pour les fonctions F, et F;, on obtiendrait des résultats entiére-
ment analogues.

Supposons au contraire que 'on parte d'un des systémes étudiés au
paragraphe 11 quand on y considére 5 comme une fonction de z
seul 5(x) = z(2, yo); on obtient pour z une équation différentielle
linéaire du troisiéme ordre

d3z - d? i
Bo(2, ) g5 + Bi(@: 5) 5% + Bala, y) I + Ba(, y) s =o.

Ce cas est en particulier celui de la fonction F,.
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IlI. — EXTENSION AUX FONCTIONS DE DEUX VARIABLES
DU PROBLEME DE RIEMANN.

15. Historique. Recherches de M. E. Picard relatives a F,. —
Dans un Mémoive célébre, Riemann a défini la fonction hypergéo-
métrique d’Euler et de Gauss, comme fonction d'une variable com-
plexe z, par ses trois points critiques et les exposants relatifs & ces
points, exposants assujettis & une relation convenable. Le Mémoire
de Riemann est fondamental : il forme la base des recherches de
Fuchs sur les équations différentielles linéaires (Journal de Crelle,
t. 66), recherches qui ont été exposées et complétées par Tannery
(Annales de I’Ecole Normale supérieure, année 1874). Les mathé-
maticiens Gauss (28) et Kummer (48) ont donné des relations
linéaires a coefficients constants entre trois des intégrales de I'équna-
tion différentielle de la fonction hypergéométrique; mais comme ils
se sont placés au point de vue des valeurs réelles de la variable, les
formules qu’ils ont obtenues présentent quelques difficultés quand
on veut passer aux applications. Ces difficultés ont été levées par
M. Goursat dans sa Thése (30); la méthode de Riemann est encore ici
le fil conducteur.

Un probléme analogue a celui de Riemann se pose pour les fonc-
tions hypergéométriques de deux variables. C’est a M. Emile Picard
qu'on doit la solution de la question, dans le cas d’une fonction de
deux variables vérifiant trois équations aux dérivées partielles linéaires
simultanées du type considéré dans le paragraphe 11 (59, 60).
M. Emile Picard est, par cette voie nouvelle, conduit & la fonction Fj.

‘Nous ne pouvons ici exposer sa méthode en détail; nous renver-
rons soit & son Mémoire des Annales de I'Ecole Normale, soit &
I'Ouvrage (16), pages 76 et suivantes. Pourles fonctions Fy, Fy, I'4, qui
vérifient deuz équations aux dérivées partielles simultanées du type
‘du paragraphe 9, on peut traiter le méme probleme en partant des
méthodes de Pochhammer (67); c’est ce qu’a fait M. Goursat (n°® 16).

Ces recherches montrent que les fonctions Fy, F,, F3, F; constiluent
les généralisations de la fonction F aussi bien du point de vue de
Gauss que de celui de Riemann.

16. Recherches de M. Goursat relatives aux fonctions F 9, Fyet,.
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— En s’appuyant sur les résultats de Pochhammer, M. Goursat (33)
a montré que les fonctions F,, I, F, peuvent étre définies par leurs
points critiques et les exposants correspondants. M. Goursat retrouye
la fonction F; comme solution d’un probléme analogue a celu1 de
Riemann. Il existe effectivement une fonction z(z) remplissant les
conditions du probléme; cette fonction satisfait a une équation
linéaire du quatriéme ordre complétement déterminée

iz dsz d? d g
Ao(@) 7 + Ai(@) 7 + 8a(2) T + Aa(@) 2 + Au(@)s = o,

ou les coefficients ont des valeurs telles que si on remplace la

constante ¢ par sa valeur y_y ) I'équation s’identifie immédiatement
avec celle que vérifie la fonction F; considérée comme fonction de z
seul. Donc le probléme posé conduit directement a la fonction Fj.

17. Résultats de M. E. Picard. Groupe des équations de ;. Fonc-
tions hyperfuchsiennes déduites de F,. — A l'étude du systéme
d’équations aux dérivées partielles de F,, envisagé a un point de vue
connexe de celui des paragraphes précédents, se rattache un ensemble
de travaux de M. E. Picard (63) dont nous ne pouvons ue résumer
les résultats les plus importants. D’abord l'intégrale générale des
équations de F, n’est pas une fonction uniforme de x et y; il y a
donc lieu de chercher ctomment elle se transforme lorsque les
variables z et y tournent autour d’un des points singuliers

z=o, y=bso,1,x,
z=1, y=bxo 1,m

cesaey et ieesann DRI

C’est le probléme de la détermination du groupe des équations
de F,.

M. Picard considére trois'intégrales particuliéres de ces équations :
' . A ¥y 1
w1=f V du, mz=f Vdu, w3=f Vdu,
0 0 . 0
V= ub+f=1(u — 1= (0 — 2y B (u—y)-F
qu’il met sous la forme suivante :

wy = U, — U, wy= Uy — Up; wy=U;— U,
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x Yy
U.»t=f V du, U,.=/ V du,

[} 1 ©
Uo=f V du, U.=f Vdu, U.,=f V du,
o o u,

iy o

€n posant

4, désignant un point arbitraire du plan de la variable u, les chemins
d’intégration étant des courbes, ne se coupant pas, joignant u, aux
points x, y°, 0, 1, oo, disposées en éventail autour de u, dans 'ordre
(de gauche a droite), o, z, 1, ¥, 0. On étudie alors comment varient
les U lorsqu’on fait décrire 4 z un circuit autour du point o, puis
autour du point 1, etc.; des formules de transformation des U’se
déduisent immédiatement celles des v, d’ou le groupe de F, qui con-
tient cinq substitutions fondamentales. Voici, par exemple, celle qui
correspond a la circulation dans le sens direct de  autour de 'origine :

A Pétude du groupe de F; se rattache le probléme connexe-de
Uinversion du quotient de deux intégrales : a quelles conditions
les fonctions z (s, t) et y (s, t) définies par les équations

o1(2,y) =5 wﬁ(x:J’)=
wy(z, y) 7 e ))e
sont-elles des fonctions uniformes de s et t.

On sait (64, t. III) que le méme probléme, résolu pour I'inversion
du quotient de deux intégrales de I'équation hypergéométrique,
conduit a une classe particuliére remarquable de ces fonctions que
H. Poincaré a appelées fuchsiennes.

M. E. Picard (61) a démontré que, pour que l'inversion se fasse
d’une maniére uniforme, il faut que dix nombres soient les inverses
d’un nombre entier positif ou négatif.

Tous les systémes de nombres vérifiant ces conditions ont été
déterminés par M. Le Vavasseur (81, p. 113-191) qui en a trouvé 102.

Lorsque 'inversion conduit a des fonctions x et y uniformes, ces
fonctions rentrent dans la classe de fonctions que M. E. Picard a appe-
lées hyperfuchsiennes et dont il a fait I'étude.

M. E. Picard a considéré (62) spécialement le cas qui correspond a
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F, (%: %, -;;, I, w,y); les intégrales w des équations de F, sont ici
de la forme
h 1
[ tau— (u—2) (u—y)] S du.
g

Les fonctions uniformes z (s, t) et y (s, t) jouent dans la théorie
des fonctions abéliennes auxquelles conduit la relation algébrique

vi=u(u—1)(u—z)(u—y)

le méme réle que la fonction modulaire dans la théorie des fonctions
elliptiques.

1IV. — REDUCTION DES FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES DE DEUX VARIABLES.

18. Considérations générales. — On peut concevoir de deux
facons différentes le probléme de la réduction :

Premier mode de réduction, obtenu en supposant y fonction
de x, ou réductions de premiére espéce. — Imaginons un systéme
d’équations aux dérivées partielles linéaires et homogénes simultanées
dont I'intégrale générale 5 est une combinaison linéaire a coefficients
constants d’un certain nombre p de fonctions linéairement indé-

pendantes z,, z3, ..., 5p
L3

(19) 3 =C12+ Cyzy+...+ Cpzp.

Les variables indépendantes sont supposées étre au nombre de
deux, z et y; 3, 52, ..., 3, sont des fonctions de z et y. Si alors on
établit une relation quelconque y = f(z) entre z et y, 5 devient
fonction de x seul et vérifie une équation différentielle linéaire et
homogéne d’ordre p. Mais, quand y est une fonction spéciale de z,
définie par une équation différentielle non linéaire d’ordre p—1,
3 vérifie une équation linéaire et homogéne d’ordre o — 1. L’équation
différentielle non linéaire qui donne y en fonction de x est I'équation
différentielle réductrice ; son intégrale générale est

(20) Kiz +Kyzg+...+ szp= o,

avec p— 1 constantes qui sont les rapports des constantes K,,
K,, ..., K, 4 l'une d’entre elles.
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Deuzxiéme mode de réduction. — En se plagant dans 'hypothése
d’une fonction 5 de z el y définie par un systéme d’équations aux
dérivées partielles linéaires et homogénes simultanées, dont 'intégrale
générale est de la forme (19) et dont les coefficients sont rationnels
en z et y, on peut dire que ces équations ne sont pas irréductibles
et par suite qu’il y a réduction, quand il existe une intégrale z
vérifiant des équations analogues, & coefficients rationnels, dont
I'intégrale générale renferme moins de p constantes arbitraires. Si
cette nouvelle intégrale générale renferme p~— g constantes arbitraires,
on peut dire que la réduction est d’ordre .

Nous allons envisager successivement ces deux points de vue.

19. Réductions de premiére espéce. Premier cas de réduction. —
Soit z une fonction des deux variables indépendantes z et y
satisfaisant a deux équations différentielles linéaires aux dérivées
partielles de la forme (15) qui admettent quatre intégrales
communes linéairement indépendantes. Si I'on établit une relation
entre y et z, y =f(x), l'intégrale générale z des équations (15)
devient une fonction de z seulement, et cette fonction z satisfait,
en général, & une équation différentielle linéaire du quatriéme ordre;
mais, pour certaines déterminations spéciales de la fonction f(z),
cette fonction 5 de 2 pourra satisfaire a4 une équation différentielle
d’ordre moindre que 4.

Voici comment on obtiendra ces déterminations particuliéres
de f(z) (8). On a, puisque 3 dépend de z directement et par U'inter-
médiaire de y,

dz ,
Tn=P+ay.
Z—;—zz- =r—+asy 4+ ty?+qy’,

y' et y” désignant les dérivées de y par rapport a z, tirées de la
relation y = f(z). En vertu des équations, ces expressions deviennent

dz _ —ay
ar Pt

az ;
B = s(@r+2y +b1yt) +plas+ bay')

-+q (as-*-bs_}’lg +‘}’,) -+ z(a,.-l— b;_}’”).

Donc la fonction 5 de x vérifiera une équation différentielle du
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deuxiéme ordre facile a former, si l'on peut trouver une fonction y
de x remplissant les deux conditions

ay+2y +byt=o,
az+ b3yt +y" = (aa+bry'd)y'.

Il pourra ne pas exister de fonctions ) de z vérifiant ces deux
équations; c’est méme ce qui arrivera en général.

Voici comment on obtient les déterminations de f(z) pour
lesquelles 5 vérifie une équation linéaire et homogéne du troisiéme
ordre. Nous avons trouvé plus haut

d’z
dz = ST TP+ Y3 F e s

OU Y4, Y2, Y3y 74 sont les coefficients qui viennent d’étre calculés et
qui contiennent ' et ". En prenant encore une fois la dérivée par
rapport a x, on a
d3z ds ds , a9y, d , . o
() e (R s )+
et, a 'aide des équations (16), on pourra mettre cette équation sous
la forme

3
Z'?i'=813+agp+83q+842,

les coefficients §; contenant z, y, 3", ", 5”. Une nouvelle dérivation
donne, aprés un calcul analogue,

diz

m = El$+52P+ €3q + €, 3,

les ¢, contenant z, y, ¥', ¥”, " et »'¥. On a alors, par élimination
de s I'équation linéaire et homogéne du quatriéme ordre prévue
b ) q’ q g

dz ,
H—; o 1 Y
d’z
dz2 —Y«% Y1 Y2 Y3 |
=o.
3z N
3;3 — 0,3 0 82 83
dsz
Z’;‘ — €,3 € €&y €3

C’est 1a le cas général.
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Pour qu’il existe une équation linéaire du troisi¢éme ordre a
laquelle satisfasse z, il faut et il suffit que 'on ait
81 62 63
(21) Yi Y2 Y3 | =0,
o 1 ¥y
ce qui est une équation différentielle du troisiéme ordre donnant
yenuzx.

Cette équation différentielle (21) est attachée, d’une fagon

invariante, aux équations données (15). On peut I'appeler I'équation
différentielle réductrice.

!

Intégration de Uéquation différentielle réductrice. — Les
équations aux dérivées partielles (15) admettant quatre intégrales
communes linéairement indépendantes z,, 4, 33, 35 fonctions de z
et ¥, leur intégrale générale contient linéaircment quatre cons-
tantes arbitraires C,, G,, C3, C;. Mais si 'on établit entre x et y
une relation de la forme (20) ou K, K, K;, K, sont des constantes,
la fonction z devient fonction de x seul et ne contient plus linéai-
rement que ¢rois constantes; elle vérifie donc alors une équation
différenticelle linéaire du troisiéme ordre p = 4.

L’intégrale générale de I’équation réductrice (21) définissant 3 en z
est fournie par la relation donnant y en fonction de x et de trois
constantes arbitraires qui sont les rapports de trois des quan-
tités K, K,, K, K, ala quatriéme (52, 14).

Les théorémes généraux qui donnent les intégrales des équations
simultanées F,, F;, ¥, (13) fourniront des exemples de ces
considérations générales.

Inversement, si l'on connait l'intégrale générale de l’équation
différentielle réductrice (21), on en déduit l'intégrale générale du

systéme (15), par lintégration d’une différentielle totale a deux
variables.

20. Réduction de premiére espéce. Autres cas de réduction. —
On obtient des cas analogues plus simples en supposant qu'une
fonction 5 de z et y vérifie comme F, trois équations différentielles
simultanées; ou deux équations de la forme

(22) gP =a;q + as3,
s=0byg+baz,
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ou enfin deux de la forme

(23) p=as, g=0bz,

21. Réductions de seconde espéce. — Cas de réduction des
Jonctions hypergéométriques. — En se plagant a un autre point de
vue sur lirréductibilité des systémes d’équations différentielles @
coefficients rationnels en z et ), on peut considérer les cas de
réduction suivants.

D’abord, pour chacune des fonctions F,, Fy, F;, il y aura réduction
du premier, du second ou du troisiéme ordre, si, pour certaines
relations établies entre les éléments «, 8, o, §', v, ¥’ qui y figurent,
cette fonction vérifie, non seulement un systéme tel que (15), mais
un autre systéme tels que ceux du numéro précédent, avec des
coefficients rationnels en x et y.

De méme, pour la fonction F,, il y aura réduction du premier ou
du second ordre si, sous certaines conditions imposées aux éléments
a, B, B, v de F,, cette fonction vérifie, non seulement un systéme tel
que (17), mais un autre systéme tel que (22) ou (23) avec des
coefficients rationnels en z et y (18). La recherche systématique de
tous ces cas de réduction est un probléme trés digne d’intérét. Nous
nous bornerons ici & donner des exemples.

Exemples de réduction du premier ordre. — La formule

Fi(a, 8,857 @ y)=0—y)FF (a, 1—% 88 1——--}.;’>

donne, en changeant ) en lt-}.’}’ )

Fs(a, 2, B, B, 1, 2, ) =(1—y)~¥F (“9 BBy o i:—iy)
sous la condition unique a 4o/ =+. La fonction F;, dans laquelle
cette condition est remplie, vérifie donc non seulement deux
équations du type (15), mais, comme F,, trois équations du type (17)
a coefficients rationnels; la condition est donc une condition de
réduction du premier ordre de Fj.

Exemple de réduction du second ordre de F;. — Considérons
les deux équations suivantes de la forme (22) que nous écrirons
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d’'une maniére symétrique

(1—a)p—(1—y) g —Az =0,

(24)
(zy—z—y)s—p(1—2)p+v(1—y)g=0,

A, i, v désignant des constantes données différentes de zéro. 11 existe
une fonction particuliére F; vérifiant ces équations. Les cinq éléments
a, 2, B, B, vy qui figurent dans F, vérifient les cinq équations
suivantes :

(25) a+pP+a+pf—ay=o0 (x—-PBp—(d'—pp=0,
(26) 2+B—oa'—@B—2k=0, af+Av=0, AP +Ap=o.

Les deux premiéres (25) indépendantes de X, w, v donnent les
conditions nécessaires et suffisantes que doivent remplir o, 8, o', f', 7
pour que la réduction ait lieu; les trois autres (26) donnent ensuite
%, et v. Comme la fonction F; ne change pas quand on permute
« avec 3 ou o avec B, on peut toujours réduire la seconde des
relations (25) 4 o — 8 = «/ — {'. Dans cette hypothése, les équations
(24) admettent l'intégrale particuliére Fy, les éléments de cette
fonction étant donnés par les relations

a+B=At+p—y, ad=—hy, y=p—v, ¢’=a—\ Bf'=pf—=2

i
La fonction F; correspondante peut s’exprimer a 'aide de la série
hypergéométrique de Gauss.

V. — LES FO\CTIONS HYPERGEOMETRIQUES DE 1 VARIABLES.

22. Définition des fonctions hypergéométriques de Lauricella.
Leurs propriétés. — Le procédé, utilisé au paragraphe 2 pour
former des séries a deux variables généralisant la série hypergéomé-
trique de Gauss, est susceptible de s’étendre, sans d’ailleurs mettre
en jeu aucune idée essentiellement nouvelle, & la formation de séries
hypergéométriques de n variables. Celte extension a été faite par
Lauricella (50) dans son Mémoire Sulle funzioni ipergeometriche
a piu variabili, dont nous allons exposer briévement les résultats.

Formons le produit des n séries hypergéométriques

F(ay, B1, Yis Z1), F (e, pz, T Z2); .oy F(an, pm Yr; Zn)-

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 3. 3
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Le terme général aura pour expression

(ay, my) (ﬁl, my) (2, ”h)(pﬁ ms) (0, Mz) (@u\, mn) Fm
Go ) (1, my) (qa ) (L, ma) Oy ) (1 ) 8

Mma .
"‘wﬂ.

Considérons, dans ce terme général, le produit de p facteurs
(1spsn)
(@, m)) (Fars Mys1). . (Gap—ty Myap-1)s

et remplagons-le par I'expression
(1, my = My . .+m/+p—1);

répétons la méme opération sur un ou plusieurs des groupes de
produits de facteurs («, m), puis sur des groupes de facteurs (3, m)
et de facteurs (y, m); le terme général ainsi obtenu définira ume
sérse hypergéométrique de n variables. TFelles sont les quatre fome-
tions suivantes :

FA(“ﬁ B’h ey pm.Yh seey Yny o ooy &y xn) i
N\ (@t .+ mp) (B1s my)...(Bn, M) ., 2oy
(Y1, M) oo (Yny mn) (1, M) o(G mg) 1 7000 !
Fp(ay, ..oy @y Bry ooy By ¥y 215 00y Tn)
=2(¢1, m). . (2, ma) By, 1) (B M20) L,
(s M1~ . .= mu) (1, my).. (1, mp) 4 77T R

FC(“, p) Yly sy *{"’ Ly ouey xn)
— 2(&, Myt ma) (B M),
(Y1, m1). . (Yny M) (1, M1).. (1, Ntn) [ I Vi

Fo(a, b1y o0y By Yy @1y oo ey @)

— E(a, my 4. ..+ mp) (B1, my). . (Bny mp) J—
(yy mi—.. .4 ma) (1, my)...(1, mp) | n

Ces quatre fonctions, qui sont la généralisation directe respecti-
vement des fonctions F,, F3, Fy, F,, sont les seules qu’a étudiées
Layricella; mais, comme il le fait remarquer, le procédé de formation
que nous venons d’exposer permet d’en construire bien d’'autres.
Pour se borner au cas de n =3, on peut obtenir 14 fonctions
hypergéométriques de trois variables, en excluant bien entendu les
combinaisons qui correspondent au produit de trois fonctions de
Gauss, ou d’une fonction de Gauss par une fonction hypergéométrique
de deux variables.
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Les domaines de convergence des séries se déterminent comme
pour le cas de deux variables.

Ces fonctions hypergéométriques peuvent étre exprimées par des
intégrales définies analogues a celles que nous avons données.

Elles vérifient des systémes de 1 équations aux dérivées partielles qui
contiennent comme cas particuliers : pour n =1, I'équation hyper-
géométrique de Gauss; pour n = 2, les quatre systémes d’équations
du cas de deux variables.

On peut ramener ces systémes a la forme générale

*F J*F JF

KA. () Ny 25 4 o F = . .

(27) dz; ZZ a""()z,.drs +A-ibk, ().z'k+cj F (=102 -..,n)
(r#9)

Lauricella a démontré au sujet des systémes de cette forme ume
série de propositions qui constituent la généralisation compléte des
théorémes du paragraphe 2; pour le détail des calculs nous renvoyons
aux pages 122-129 de son Mémoire.

¥1. — LES DEGENERESCENCES DES QUATRE FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
DE DEUX VARIABLES.

23. Dégénérescences de la fonction de Gauss : fonction d&e
'Bessel. — Sil'on remarque que M étant un entier positif quelconque,
Pon a, en faisant tendre ¢ vers zéro,

Iim -‘, M)sM =1,
€

£E=0

on trouve aisément les ‘dégénérescences de la fonction de Gauss,
étudiées par Kummer (48), qui considére la fonction

R 1
(28) G(a, Y, @)= i»__r_.r‘l)f' (a, o ex);

Péquation, a laquelle satisfait la fonction G (a, ¥y, #), se déduit
immédiatement comme limite de celle de F.

Dans ce passage a la limite, I'équation de la série hypergéométrique,
(ui admettait les .points singuliers o, 1, 00, admet le point é qui vient
se réunir au point . On dit alors que l'on obtient une fonction
hypergéométrique confluente.
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De méme on pose habituellement
(29) limF <£, L s e’x) =J(y, z).
£=0 g €

La fonction J(y, #), qui apparait ainsi comme une nonvelle
dégénérescence de la fonction de Gauss, se raméne trés simplement

aux transcendantes Jx(z) introduites dans I’Analyse par Fourier et
Bessel ; on a, en effet,
(5)
2

2/ 5(g a2
Tk+1) ( _H’_E?)’

24. Les dégénérescences des fonctions hypergéométriques de
deux variables. — La méthode de passage a la limite, qui permet de
déduire les deux fonctions hypergéométriques confluentes G («, vy, )
et J(y, z) de la fonction F (e, 8, v, ), peut, comme I'a montré
M. Pierre Humbert (40), s’étendre aux fonctions de deux variables et
conduit a des fonctions confluentes dont il a fait Pétude; voici les
résultats qu’il a obtenus.

En procédant comme au paragraphe précédent, on trouve 23 fonc-
tions confluentes de deux variables dont le tableau est donné
pages 124 et 125 de I'Ouvrage 16. Certaines de ces fonctions hyper-
géométriques confluentes se raménent a des fonctions d’une variable;
d’autres se réduisent 'une a 'autre en mettant («, o') a la place de
(8, p'); d’autres sont identiques; d’autres enfin se déduisent 'une de
Pautre en échangeant le rdle de z et de y.

M. Pierre Humbert introduit les notations suivantes :

Ji(z)=

L. _ (a, m+n) (B, m) zm  yr
q)l(a. p! Y’ w).}’) “‘Z (Y,m+n) (I, m} (I, n))
.. _ (B, m) (B, n) zm oy,

(8, P57, 2, ) = 2 (Y, m+n) (, m) (1, n)’
. _ (B, m) zm oyt
®3(B; v, @, ) '—Z (y, m+n) (1, m) (1, n)’

(ay, m n)(?, m) xm yr .

(s m) (Y, n) (1, m) (1, "')’
L _ (ay m—+n) zm oy,
Wa(a; 12 Y) @, ) = 2 (v, m) (Y, n) (1, m) (1, n)’
= ’. Q. _ (a,m)(',n) (B, m) zm yr .
...l(“yﬁ,ﬁs%xv}’)_z (Y, m~+n) (1, m) (1, n)?

. _ (o, m) (B, m) zm -y
Es(a;B; vs 2, 9) "2 (Y, m+n) (1, m) (1, n)’

Wi(e; 857, Y, 2 7)) =
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25. Propriétés élémentaires des fonctions hypergéométrigues
confluentes. — Comme les fonctions hypergéométriques elles-mémes,
les fonctions confluentes s’expriment par des séries simples dont les
éléments sont I'une des fonctions F (=, 8, v, x), G (o, v, %), I (1, );
on obtient ces expressions en passant a la limite dans les formules
correspondantes.

M. P.Humbert a encore exprimé les fonctions confluentes sous forme
de séries donl les éléments sont des produits de fonctions F, G ou J.

Dans le méme ordre d’idées, on peut montrer que, de méme que
I, se raméne toujours a Fy, ®, s’exprime simplement au moyen de E,.

Enfin les fonctions hypergéométriques confluentes s’expriment par
des intégrales définies qu’on obtient aisément comme limites.

Les sept fonctions hypergéométriques confluentes vérifient chacune
un systéme de deux équations aux dérivées partielles linéaires du
second ordre, que I'on obtient en passant a la limite dans le systéme
de la fonction Fy, F,, F3 ou F,, dont elle dérive; tous ccs systémes
se raménent a la forme du n° 9.

La quantité 1 —a,b, est identiquement nulle pour les systémes
vérifiés par ®,, ®,, @, ; pour ceux des fonctions ¥, ¥,, E,, E,, au
contraire, elle n’est pas identiquement nulle.

Chacune des fonctions ® vérifie, en plus des deux équations
précédentes, une troisiéme équalion qui est une conséquence
nécessaires des deux premiéres :

L zs — p +Bg=o
o, (z—y)s—Pp+B3g=o,
@, zs — p +Pg=o.

On obticnt ces équations en passant A la limite dans la troisiéme
équation vérifiée par la fonction F,

F, (z—y)s—fp+Bg=o.

Les intégrales générales des systémes d’équations précédentes
s'expriment a I'aide des fonctions correspondantes.

Les équations adjointes des équations des fonctions confluentes se
déterminent aisément; par exemple, les équations adjointes de celles
de @,(B, £'; v; =, y) sont les équations vérifiées par la fonction

Q1 —B, 1 —f53—y; —z, —y)
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26. Les fonctions W, , , (2, ¥) & W, . u (L5 ..., Tn) de
M. Pierre Humbert. — Aux fonctions confluentes déduites de
F (a, 8, 1, #) se rattachent deux fonctions définies par M. ‘Whittaker
(68, p.8337). Pour définir des fonctions de deux variables généralisant
les fonctions My, et Wy, de M. Whittaker (68, p. 337), M. Pierre
Humbert part de la fonction hypergéométrique confluente

Wy(p+v—k+r1,2p+1,2v+1, 2,¥)

. 1
= lim F,(p.+v—k+x, DD RRT L2V el ey).
€=0
Il pose

1 1 r+y
- V4 ———
M;,,p,v(z',y)=.z'v' ty 2¢ 2 Uy(p+v—k41,2p+1,2941,2,7).

Du systéme de deux équations vérifiées par la fonction hyper-
géométrique confluente ¥, (a, v, ¥', #, y) on déduit deux équations
vérifiées par My, (2, y)

x’r—xyq+(—?-—‘£2l+lrz+é—p.’)z:o,
(30) .
Y zy

2 — L _ % I )=
e .z'_yp+< i 2—|-—l<y+4 v>z o

qui admettent pour intégrale générale, lorsque . et v ne sont pas des
multiples de 5
2

w=AMip.(z,y)+BMi_py (2,7)+ CMpp_(2,¥)
+D Mk,—i'-.—v(x'l y)

La fonction Wy, (, y), définie par M. Pierre Humbert, est une
intégrale particuliére du systéme (30), ou les constantes A, B, G, D
ont pour valeurs, lorsque . et v ne sont pas des multiples de i,

A_I‘(—’zy.)[‘(—'zv) C= T(—2p)T(2v)
T T (—p—v—£k)’ _1‘(—p.+v—/f)’

B= I'(2p)I'(—2v) D= Flep)l(2v) |
a I‘(+pL—v—k)’ T T(+p+v—k)

(31)

Pour passer au cas de r variables, M. Pierre Humbert (39) part de
la fonction hypergéométrique F, de Lauricella et considére ila
fonctien confluente

Ty (a, Y1y voey Yns 1y <o ey Zn)

. I 1
=ll":)FA a,:, ey ;—: Yiseeas Ymo €Ly, .~ .y EXn
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puis il pese
Mk:l’m -.Pn(xlp ey “’n)
1 1 x4+ .+
[T 4+, =TT n
=X ! i...ﬂr‘uun 2e 2 W,([-h—i—...-i-pn—k-l-;v
'

241, ... ,2p,,+1,.r,,...,:t,.).

On voit facilement que cette fonction vérifie les n équations

2 F JF z} «x k 1
L o [_=_z L =
(32) I 0y Z x’dwr+|: 2 Ex’+ A lL}]F—O
(r ) . )

(=172 ...,n).

Pour avoir I'intégrale générale on peut remarquer que, loules les
équations demeurant invariantes quand on y change 'nvn des u en
— i les 27 fonctions déduites de M; , . . en y affectant de toutes
les maniéres possibles les u du signe — sont des intégrales parti-

. 3 . I
culiéres. Par conséquent, lorsque aucun des u n’est un multiple de -,

I'intégrale générale de (30) a pour expression
(33) u(-l'i, ooy -’l‘n) = 2AMk,m,p,,, ..,'-I’npa”(x" temy xli)y

les » devant étre faits de toutes les maniéres possibles égaux a 41 et
& —1. La fonction W,, . (z,...,%,) est une intégrale
particuliére du systéme (30), définie lorsque aucun des nombres p

n’est un multiple de i, par la relation

34) Wﬂ,p.,- -,ltu(xh <evy Zn)

F'(—a2om)...T(—20,u,)
=2 n N Mk,“N Py evey Wnlhne
l‘(:— —— Wy —. .. —0p i — k)
2
VII. — LES FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES D’ORDRE SUPERIEUR

A DEUX VARIABLES.

27. Les fonctions hypergéométriques les plus générales i deux
variables. — Les deux points de vue, qui permettent de passer de la
fonction de Gauss a ses généralisations dans le domaine d'une
variable (16, p. 136), sont susceptibles d’étre employés pour obtenir
la généralisation des quatre fonctions F,.
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Y

Le premier point de vue, analogue o celui de Pochhammer,
consisterait a considérer des fonctions telles que

h
z(x,y):f (& —agh=t .. (4 — agbet (4 — 21 (u — y )b~ du,
8

g et hdeésignant deux des quantilés a,,. .., ay, o, Z,y.

Cette expression contient comme cas particulier expression de la
fonction Fy : (k= 2)

a;=o, a=1, by=Pp+p +1—7,
by=y—a, A=1—8, p=1—§"

On pourrait former deux équations linéaires aux dérivées partielles
d’ordre £ vérifiées par la fonction z (x, ). Ce point de vue n’a pas,
4 notre connaissance, fait 'objet d’une étude systématique. Signalons
cependant que M. René Garnier, au cours de ses recherches sur les
équations différentielles a points critiques fixes (26) a été amené a
considérer des systémes d’équations aux dérivées partielles de ce
type, dont il a indiqué plusieurs propriétés, en connexion avec
I'étude qu’il poursuivait.

Le second point de vue a été envisagé par MM. Hj. Mellin (35, 56, 57),
R. Birkeland (19), Kampé de Fériet, qui considérent comme la fonc-
tion hypergéométrique la plus générale & deux variables toute’

+ o

fonction définie par une série doublez amunz™y", dont les coeffi-

[
cients vérifient les conditions

(35) Qit,n — P(’n, ’l), Qm,n+t —_ Q(ms n),
Anyn R(m, n) Am,n S(m, n)’

P, Q, R, S désignant des polynomes soumis seulement aux restric-
tions suivantes :

1° Les degrés de P et Q sont au plus égaux respectivement a ceux
de R et S, pour que la série puisse converger en dehors des valeurs
r=y=o;

2° R et S ne s’annulent pour aucune valeur des entiers positifs m
et n, afin qu’aucun des coefficients @, , ne soit infini;

3° Les deux relations (35) doivent étre compatibles.
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Ces trois restrictions étant satisfaites, les polynomes P, Q, R, S
peuvent étre choisis arbitrairement.

La propriété fondamentale (44) des fonctions hypergéome-
triques générales ¢’ est que la connaissance des polynomes P, Q,
R, S suffit pour former un systéme de deux équations linéaires
aux dérivées partielles vérifiées par cette fonction.

La place nous manque pour démontrer celte proposition pour
laquelle nous renverrons a la Note de M. Kampé de Fériet et a
I'Ouvrage 16, p. 144 ct suivantes.

La méthode que nous venons d'indiquer est susceptible de
s'étendre (43) auz fonctions beaucoup plus générales, dont les
coefficients am, vérifieni un systéme de deux cquations auzx
différences finies linéaires, mais d’ordre quelconque :

r=p,s=q r=p,s=q’
. Wl
(35') E Pr,s(m’ n)am+r,n+s= o, Z Qr,s(’n; R)Qpyrings == 0,
r=0,s=0 r=0,s=0

P, et Q, ; désignant des polynomes en m et n, au nombre de (p +1
. , 8 poly ’ ° /
(g+1) et (p'+ 1) (¢'+1). soumis seulement aux restrictions sui-
vantes :

1° Les degrés de P, et Q. sont au plus égaux respeclivement a
ceux de P, et Q, ,; . N

2° P, et Q, . ne s’annulent pour aucune valeur des entiers positifs
metn;

3° Les deux équations (35) sont compatibles.

L

28. Les fonctions hypergéométriques 3 deux variables d’ordre
supérieur. — Pour les fonctions d’une variable les polynomes P ()
et R(n)se décomposent toujours en facteurs du premier degré :

P(n)=(ai+n)...(ap+n),
R(n)=(Bi+n)...(But+nr)(1+ n).

On est donc, dans tous les cas, conduit a considérer des fonctions

du type suivant :
< (=, n)...(c 1)

o (Bry 7). (Buwy n)(1, 1)

.

F(z)=
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Mais il n'en est plus de méme pour les fonctions de deux variables.
Les polynomes P, Q, R, S ne peuvent pas en général se décomposer
en facteurs du premier degré.

Le cas exceptionnel oiu cette décomposition est possible conduit
a considerer une classe particuliére de fonctions hypergéomé-
triques génerales.

Ces fonctions définies et étudiées par J. Kampé de Fériet sous le
nom de fonctions hypergéométriques d’ ordre supérieur (46, &7)
jouissentde propriétés remarquables dont on trouveral’exposé succinct
dans les Notes citées et dans 'Ouvrage 16 (p. 149).

Les systémes d’équations aux dérivées partielles des fonctions
hypergéométriques d’ordre supérieur et leurs intégrales ont été
formés par M. Kampé de Fériet : les calculs sont développés dans
I'Ouvrage 16 (p. 155 et suivantes).

VIII. — Foncrions DE FOURIER-BESSEL A PLUSIEURS VARIABLES.

29. Définition. — On peut définir des fonctions de Fourier-Bessel
a plusieurs variables comme je I'ai montré dans une Note aux
Comptes rendus (17). La théorie de ces fonctivns, I'étude des
systémes d’équations différentielles simultanées qu’elles vérifient, ont
été développées par MM. Péres (58), Jekowsky (42), Akimof (1).
La facon la plus simple de définir ces transcendantes parait étre (1)
de partir de la fonction géngratrice

(35) 6.?(,,_‘;)_,_,, ("’_;}a> +. A+ T (u"—.i. R=te

1N ,‘n) = 2 uk-‘k(wh &3y ...y Tn),

k=—w

d’ou l'on tire aisément les principales propriétés des nouvelles
transcendantes J.
Parmi les applications il convient de citer 'inversion d’'une inté-
* P(x)dx
L Vi—a
de mécanique dans lesquels intervient I'équation de Képler géné-
ralisée.

grale de la forme

(11) et la résolution des problémes
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DEUXIEME PARTIE.

IX. -- POLYNOMuS GENERALISANT LES POLYNOMES DE JACOBI.

30. Polynomes hypergéométriques déduits de la fonction F,. — La
fonction de Gauss F (-—n, B, v, ) ou le premier élément est égal
a un entier négatif se réduit & un polynome de degré n; comme on
peut toujours poser B = a -+ 7, I'étude des polynomes hypergéomé-
triques se raméne A celle des polynomes de Jacobi

Fu(a, v, ) =F(—n, a+n, v, 7).

En partant de la fonction hypergéométrique F, jlai défini (6)
une famille de polynomes a deux variables qui généralisent les résul-
tats de Jacobi. La fonction

jm,n(a, Y’ Y'a x, )’)
_ z1-Yy1-Y' ey gmnt+n
= (Y’ ,n)(.{:, n)(l-—.l'-——}’)Y Y d.Z‘”‘dy"
X [xy+m— 1y‘Y’+n—l(| —z -y )a+m+n—-7—Y’)

est un polynome de degré (m + n) en x et y s'exprimant au moyen
de la fonction F,. On a, en effet,

gm,n (Y 2,x)

— (l ) __y)m+u

' ' z 4
F —t— L —n,— m, — Y, .
x 2<'{+~( 4—m—n,—m,—n,Y,Y, x+_y-——1’ ey =1)

Ces polynomes a deux variables constituent & un autre point de
vue une généralisation des polynomes de Jacobi; en effet, d’aprés une
formule de transformation d'Euler, on obtient; pour le polynome de
Jacobi, 'expression équivalente

xr —1

Fla, 1, x)=(x—x)ﬂF<y——a-—n, —n, ¥, _x_>

La. propriété d ‘orthogonalité s’ étend aux polynomes a‘f,,,',, de la
maniére suivanle.
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Considérons l'intégrale
(36) ‘/‘f-Z'Y_‘.}’Y"‘ (I -_x —}’)““Y'YIP(.Z‘, J’) gm,n(a, Y’ Y'1 x, .}’)dz‘d}’

étendue au domaine x20,y20, 1—z —y2o0, P .(a:, y) désignant
un polynome et supposons (pour que l'intégrale ait un sens)

RK(y)>0, RKE)I>0, R(a+1—y—1)>o0.

Si le polynome arbitraire P (z,y) est de degré inféricur a
m + n, U'intégrale (36) est nulle, comme on le voit par'intégration
par parties.

La propriété d’orthogonalité des polynomes Fmn résulte comme
cas particulier de cette proposition. En effet, faisons dans l'inté-

grale (36)
P(x, y)=Fmmw(t, 1, Y, 2, 7).

Lorsque m'—+-n’ est diflérent de m -+ n, on peut supposer, pour
fixer les idées, que c’est m' 4 n’ qui est inférieur & m + n, on adonc

ffx‘!—iy'l"-‘(l — x—y)“—\'-‘(’ﬁ,,,,n§m;,.'dx dy=o0 (m+n#Zm+n'),

om-+n jm'n'

. . — , , . 2
Au contraire, sim+n=m'+n', la dérivée Tz gy

est une
constantc, on a

ffo“iyY'—i (1—z —y)“_Y—Ylgm,u jm’,'n’dﬂ’«' dy
(— [)m+n 0m+n§m,, , , ) }
= (_( Y (Y', ) 0.!""0)/1:‘ ff.z"Hmf-iyY +n—-1(1 —_ x—y)“+m+n—Y-Y dwdy
bl
omtn 3,°m’,n'
oxm d_}'"

- r(y)r{yr(x—+ m—i—n+|—7—y’)(_l)m+n
F(a+2m—+2n-+1)

(m+n=m~+n')

Essayons alors de développer une fonction arbitraire F (z, y)
définie dans le domaine considéré en série de polynomes 5,,,,,,' :
m=ow,n=0w

F(z, )= 2 Am:"jm,"(“) Y, % ¥)

m=0, n=0
En partant des formules précédentes, nous avons
ff Y1y Y -1(1 — 2 — y)o=Y-Y Fj,,,,,. dz dy
= Z A f ' [ YA YY1 (1 — & — )0V F 1 F e wd dy,

m'4+n=m-+n
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résultat beaucoup plus compliqué que dans le cas d’ une variable
puisque le second membre, au lieu de contenir un seul des coeffi-
cients a déterminer, est formé d’une combinaison linéaire des
(m—+ n—-1) coefficients A,, ,, pour lesquels m'—+-n'=m—+-n.

Pour obtenir les coefficients des polynomes d'un degré donné
m+n =k, il faut donc écrire les k + 1 équations analogues a la
précédente en donnant dans le premier membre & m et n toutes les’
valeurs compatibles avec la relation m + n=4k; les deuxiémes
membres de ces équations sont des combinaisons linéaires des k-1
coefficients A . . tels que m'+ n’ = k; on a ainsi un systéme de (k + 1)
équations linéaires entre ces (k—1) inconnues A,, ., (ui permettra
de les déterminer. Il est a peine utile de faire remarquer a quels
calculs pratiquement inextricables on sera ainsi conduit pour déter-
miner effectivement les coefficients A, , du développement d’une
fonction donnée. Nous indiquerons plus loin comment, en adjoignant
aux polynomes &, , une autre famille de polynomes, il est possible, en
appliquant la méthode de Fourier, d’obtenir une formule simple
déterminant un 4 un les coefficients A, .

Le systéme des deux équations de F, donne le systéme des
deux équations aux dérivées partielles vérifiées par la fonction

Hxr,y)=(1—= _.}’)G_Y_Yljm,"(lr Y, 2, ¥)
xz1-Y }A Y’ gmtn
T (v, m) (Y, n) dzmdyn

[w‘{'f'm—iy‘{'-l-n-i ([ — _y)a+m+n—~(—-‘y’]_

31. Propriétés de ’équation aux dérivées partielles obtenue en
faisant 1a somme des deux équations de la fonction. F,. — Faisons
la somme des deux équations de F, et posons

B+f'=3,

nous obtenons I'équation

(37) zO—2)r—2zys+y(—y)t+[y—(@+5+nz]lp
+ |y —(2+3+1z]g—ads=0

dont nous voulons établir quelques propriétés générales (3).
D’abord il est clair que 'on a une infinité de solution de cette



46 PAUL, APPELE,
équation.en prenant

3=Fy(¢, 8+ h,—h, ¥, ¥, 2,¥),

h étanpt une constante arbitraire.
On a une nouvelle solution de (37) en prenant

&= F6<a: LI le g’ %)'

Si I'on cherche une série entiére en z et y vérifiant I'équation

=3 Am,nwm_)’"’
on trouve

m=ow,n=—amwn

~ (2, m +n)(8, m—+n)
0 (Y, m)(Y, n)(1, m)(1, n)

®(a,8, 7, Y, 2,5) = Bm,nzmyn,

m=0,n=

ou B, , vérifie une équation aux différences finies de premier ordre.
On voit, en particulier, que la condition suffisante pour que
®(a, 8, v, Y, 2, y) soit un polynome est que a ou 3 soit égal &
un entier négatif. Si cette condition est remplie, & =— N par
exemple, I'expression ® donne une infinité de polynomes satisfaisant
aI'équation (37). On peut démontrer que cette condition est néces-
saire en remarquant que si I'équation (37) est vérifiée par un
polynome z de degré m + n = k, 'équation que vérifie la fonction

()m+/, 3
&= o gy

doil admettre la solution 5'= const.; par conséquent le coefficient

de 7' doit y éire nul. Or on forme facilement cette éguation : en déri-

vant le premier membre de (37) m fois par rapport a z, n fois par

rapport a y, on obtient

z(1—z)r'—2z2ys+y(1—y)t' +~[y+m—(@+d+2m+an+1)r]p
+[Y+n—(2+08+2m—+an+1)ylg—(a+m—+n)(d+m—+n)s'=o.

On retrouve la condition
(2 4+ k)(8+ k) = o,

Une solution @ (e, 3, y, Y, #, y) de I'équation (29) étant connue,
on peut en déduire de nouvelles solutions grace a la remarque sui-
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vante. Dans cette équation faisons

Z=2yb(1—z~yWs§,

et désignons par p', ¢', 1, 5, t' les dérivées partielles de z'.
Sil’on donne 4 ), y, v des valeurs annulant les trois termes

AMA+y—1)=0,
pr+y—1) =0,
v(ie+8—y+7y+v)=o,

Yéquation prend la forme (37) o I'on aurait remplacé a, 3, v, ' par
a+h+p+v, 8 +A+p—+vy, y+2) y+2p; par suite, elle
admet, pour z', la solution

F=®(a+rA+p+v, 8+ A+ p+v,v+2N Y21, 2,¥7);
d’ou, pour I'équation (37), la solution

3= LA ye(1—w - y)ta'.

. Ces généralités étant posées, parmi les fonctions qui satisfont a
I'équation (37), considérons maintenant celles qui restent finies pour
les valeurs réelles de z et y satisfaisant aux conditions

(38) z2o, y2o, 1—x—y2o.

Ces fonctions possédent des propriéiés intéressantes que 'on trouve
de la fagon suivante :

Soient 5 une fonction satisfaisant a I'équation (37)

Ao(B)=x(1—2)r —20ys+y(1—y)t
+[y—(a+8+1)2]p +[Y~(2 484 1)ylg ~ads=0

et 5, une fonclion satisfaisant a 'équation

Wz =xz(—z)n—2rys;+y(1—y)t
+ [y —(2+3+1)x]ps
+[1—(@+d4+1)y]g1— (e —=N)(3+N) 51 =0,

obtenue en changeant « en « — X et & en &+ A (A désignant une
indéterminée). Entre les deux équations & (z) =o0 et W (3)=o0
existe une relation analogue a celle qui lie deux équations adjointes.
En effet, muliiplions la premi¢re par z,, la deuxiéme par — 3 et
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ajoutons. Nous avons

Z1o(2) — 3 (3) = x(l—w)(fz‘— 3ry) —2xy(s5 — 38,)
+y(—y) (tar—3t) + [y —(a+8 + 1z (ps— 3p))
+[Y—(a+8+1)y](gs1—29)) —ME—a—+a)zz,=0.

Posons

pai—3p=P, gqa—zq1=Q,
on peut écrire

(39) ;d;c [#TyT-1(1— 2 —y J3+3-Y-THP]
[ oH JH
— A yY (| — 2 — ~8-y-Y"+1 ———
—I—dy[.z"{ Y (1 —z — y)*—8-7-Y Q]+d{c PP
= A8 —a+NaY-1 yr-1(1 — 2 — y)*+-1Y-Yzz,,
H = 2YyY (1 — & — y)a+-7-Y(P — Q).
Cela posé, supposons que les fonctions z et z, restent finies pour
les valeurs réelles de z et y du domaine d’intégration, et que les
fonctions Q, P, ' — Q soient, aux limites, finies ou infinies d’ordre

moindre que
z=Y, ¥y, (1— 2 — y)Y+r-a—8-1,

et que, en outre,
K(1)>0, RKY)>0, R(a+3—y—y'+1)>0.
Multiplions les deux membres de 'équation (39) par dz dy, et pre-

nons l'intégrale double étendue aux valeurs 20, y 20, 1—z—32o0.
On trouve

A(B—a+2) ffo—‘yY’—i (1— z — y)*+8—1-Y'zz,dz dy = o.

On conclut de la que, z et 3, désignant respectivement des solu-
tions des équations précédentes vérifiant les conditions voulues
dans le domaine zZo,y20, 1—x—y2o0 et aux limites,
Uintégrale double étendue & ce domaine

40) [= Y A YY1 (1 — 2 — 3 Yo+8=Y—Y'zz,dz d
( Y y

est nulle tant que
(41) M3 —a+1r)2o.

Les conditions d'application du théoréme sont évidemment
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remplies dans le cas particulier oi les deux fonctions z et z, sont
des polynomes. Alors Uéquation (41) exprime que les deux poly-
nomes sont de degrés diflérents; car nous avons vu précédemment
que la condition nécessaire et suffisantc pour que I'équation (37)
admette comme solution un polynome de degré k est

(o +k) (3 + k)=o0;:

et la condition nécessaire et suffisante pour que 'équation qui se
déduit de (39) par le changement de «, 8 en & — %, 8 +A, admette
comme solution un polynome de degré &, est par conséquent

(a—A+A)(8+A+k)=o.
Donc si k = k,, on aura nécessairement
AME—=ov+1)=0o.

1l est & remarquer que I'équation aux dérivées partielles classique
des fonctions Y, (8, o) de Laplace se raméne a la forme (37) par la
substitution sin 8 cos » = /z, sin 8 sin o = /y, (3) et (69).

32. Orthogonalité des deux systémes de polynomes F,, , &t E,, ,. —
La propriété générale exprimée par la formule (40), que nous
venons d’établir pour deux solutions z ct z, des équations & (z)
et W (z,), vanous permettre de démontrer la propriété d’orthogonalité
de deux systémes adjoints remarquables de polynomes (7, p. 208):

Fomn(y, Y,1 z,y)=Fy(—m—n,{+m, Y'+n T, Y z, ¥
Emn (4, Yy @, ¥) = Fa(y +Y+m-+n, —m, —mn,7, Y2, )

dont les premiers sont des cas particuliers des polynomes & (m,n).
En ajoutant les deux équations différentielles de F,,, d’'une part,
celles de E,, , d’autre part, on obtient le méme résultat, cas particd-
liers de I’équation (37).
Considérons donc I'équation vérifiée par ¥, ,
z(1—x)r—ozys+y(a—y)t+[y—(y+y+1z]p
+[Y—(+Y+Dylg+(m+n)(y+Y+m+n)z=o0,
et 'équation vérifiée par £,
z(i—a)r—a2zys +y(1—y)t+[y—(y+Y+nalp
Y=+ 7+ 0lg (M +n) (Y +Y+m+n)z=o0.

MEAVORIAL DES SC. MATH. — N° 3.
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Ces équations s'identifient immédiatement avec (o) et(w) en
y faisant

o=—nm-—n, d=y+Y+m+n, A=m'+n"—m—n.

Par conséquent, si les deux polynomes F,, , et E,, . sont de degrés
différents,

m-4+nZm-+n,
comme on a

AMB—a—A)=(m'+n'—m—n)(Y+ Yy +m+n+m-+n'),
cette quantité est différente de zéro et 'on a
ffo-1le_1 Fon (Y, 1 2, ¥ ) B (1, Y, #, y)dedy =0
(20,y20,1— 2 —y20).

Supposons maintenant les deux polynomes F,,, et E, , de méme
degré : m -+ n = m'~+n'. L’application a4 F,, ,, de la formule démon-
trée pour les polynomes 5, , permet d’écrire

Y YV=AF ) n B do dy

— (_l)m+n — _ Em’n’
(Y,m)(Y,rz)/f armtyvnt— e = )m+n zm gy o dy,

ceci d’ailleurs quel que soitle degré de E,,, .
En particulier, si E,, , est de degré m 4 n, la dérivée quifigure dans
1a seconde intégrale est une constante; comme dans le polynome
Epn=Fy(y+Y+m'+n', —m', —n',y, Y, z,y)
le seul terme de degré m'—-n'est le terme en 2™ y*', cette cons-
tante est nulle si 'on n’a pas m'=m, n'= n. Mais

ominE,n mAny oy m+n) .
dzmdyr (—=rymtn 1 m (Y, n) (1, m) (1, n);
Tintégrale

ffo+m_1yY,+n-1 (1—z —y)ynin W_‘}EI;"_R’} dx d)"

a pour valeur

(rymen B LR 1, m) (1, )

X f/.xy-q-m—iy‘Y’-*-n—i (1 — _yM'HL dx d}’,

(—I)m+nr(Y)r(Y’) (1ym)(h, n) (1, m+n) 1 .
T((=+1) (Y+Y,m-+n)  y+y+2m-+2n
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Nous pouvons donc conclure que U'intégrale

Ko = f f YAy YAFmn (Y, ¥'s 2, ¥) Emw (7, Y, @, ¥) dr dy
(x2o,y2Z0, 1—x —y20)

est nulle tant que U'on n'a pas a la fois m'=m, n’=n. Dans ce
dernier cas, elle a pour valeur

K,,,,,,=F(Y)I'('{') (1, )1, n) (1, m~+n) ! .
TEUTEAY) (hm) (Y a) (Y Y mn) Y+ Y Fam 2

Cette propriété d’orthogonalité des deux systémes adjoints de poly-
nomes I, , et E,, , permet de résoudre le probléme posé plus haut :

Une fonction F (z, y) étant donnée dans le domaine x 2o,y Zo,
t—x —y2o, calculer les coefficients de son développement

F(2,7)=2AmnFmnly, ¥, 2, 7)

par la méthode de Fourier.

Il suffit de multiplier les deux membres par x7-! y¥~' E,, , dx dy et
d’intégrer dans le domaine considéré; on obtient immédiatement

K;ﬁ:ZAm’n=ffo—'yY'—1 Emy"(‘ﬁ Y,7 X, J’)F(x1 y) dx d}’.
La méme méthode permet encore de calculer les coefficients du
développement

F(z,)=2Bu,nEm,n (1, Y,2,5)

par la formule

Km:ﬁ Busn =ff$Y_1y¥' 1F yn (2,5) F(2,)) dx d.}"

X. — PorvyNovEs p'HERMITE Er ANALOGUES. POTENTIELS.

33. Polynomes d’Hermite. — Ch. Hermite (37-38) s’est proposé
d’étendre a des fonctions de deux variables la définition des poly-
sin[(n -+ 1) arc cos ]

Vi—a’

pour deux variables les équations analogues aux équations bien

nomes X, de Legendre et des fonctions » en écrivant
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connues
1 n=wo
(42) (1—2azx+a?) I= Z arXn,
R n=0
(42" (1—2az+a?) 1= 2 an sin[(n +1)arccosz]
n=w ‘/[ — a2

Pour cela, Hermite, se plagant au point de vue purcment algé-
brique, prend deux groupes de formules, le premier analogue a (42)

(1—2ax—2by+ a2+ b2) 1 = 2 ambrV,,, p,
(43) m,n
1
[(1—az —by)i+ (a+ b2) (1 — a2 — y?)| 2=Zambr Uy,
le second analogue a (42)

3
(1—2ax —2by +at+ b2) :2=3ambrQ,,

[(1— a2 — by )i+ (ar+ b7 (1 — ”"””":2\/% ©

(44)

m,n.

L’analogie des polynomes U,,, avec les polynomes de Legendre
éclate quand on a démontré que ces polynomes sont

1 dm+n(xl + y2— l)m+n
- ’

Un,n= omtim! nl ox™ dyn

et qu'ils se présentent comme coefficients de a™b" dans'le déve-
loppement de

1
[(t—az—by)+(at+ b7 (1— 2t —y)] 3,
de méme que les polynomes X, de Legendre s’écrivent

X, = 1 dr(z—1)n

=— ’
arnl dx

et se présentent comme coefficients de @ dans le développement de

[(1—ax)+ a?(1— x")]_;.

Ces polynomes vérifient un systéme de deux équations simultanées
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aux dérivées partielles, donné par Hermite,
U nvu . oU U
—_—2) — — — —_— — —_—
(1 ‘t)dx= rydxdf+(zz 2)% 5= (m+1)y 9y
+(m=+n)(m—+1)U=o,
22U 22U Jau U
—y2) —— — —_— — —_
(1 ’)oyz z) Tz ay +(m—2)y y (n+1)wdx
+(m+n)(n+1)U =o,

analogues & I'équation des polynomes X,. Ce syst¢éme de deux
équations peut se ramener a celui de la fonction F,, de sorte
que les polymones U, , d'Hermite s’expriment a l'aide de F,
comme ceux de Legendre a l'aide de la fonction F de Gauss.

SiTl'on fait 2 =&, y2 =1, on trouve que le polynome U, , vérific
les deux équations F; ou

m+n m1 , R+ ,
2 9 ﬁ: 3 ) p= - > T=Y=

N |-

On voit alors immédiatement, d’aprés Dintégrale générale des
équations I, que ces équations admeltent loujours deux intégrales
qui sont des polynomes en z ct y.

L]
34. Orthogonalité. — Les polynomes d’Hermile possédent la

propriété d’orthogonalité suivante.
Sil’on pose
I‘:J;z",'n =fom,uUp.,v dx dy

Q) z?2+ yt—1Zo,

étendue au cercle

on a

By,=o0  (m--nzp-v),

quand les deux polynomes sont de degrés différents; cette intégrale
a une valeur connue quand les deux polynomes sont de méme degré.
Pour calculer plus facilement, par la méthode de Fourier, les
coefficients du développement d’unc fonction en série de poly-
nomes Uy, ,, Hermite associe & ces polynomes les polynomes V,,, ,
qui possédent, entre autres, Ja propriété suivante : soit

K!;’;x",'n = ff Unt,uvp.,v dx dy

Vintégrale étant étendue au cercle (C).
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Cette intégrale est nulle tant que
(in—p)+(n—v)>q;
elle prend la valeur
mn T (m""n')l
mit " m+n+1  mln!

pour p.=m, v=n.
Hermite, généralisant la méthode de Legendre, rattache le calcul
de I, et Ki-", a celui des deux intégrales

m,n
ffgr dy ‘dx dy
PP’ f/ PVQ

P=1—2ax —2by+ a¥+ b2,
Q=(t—ax—byyl+ (a*+ b2 1 —xr—y3),

oulon a

P’ étant obtenu en remplacant a et & par a’ et ' et l'intégration
étant étemrdue au cercle (C).

Les fonctions Opm,, €t Vm,, ont des propriéiés analogues. On a
notamment la formule

t
+n+
m-+n! (—1)"Hi(m+n—+1) c)"'+”(1—x‘2_-_y‘z)"' 774

Omn=
PR Tmlnl 135 ... (2am 20 +1) oxm Jyn

qui rapproche ces fonctions de la fonction de Jacobi

1
(—)r(n+1) de(a —w")"-._2 .

sin[(n# + D arccosz] = 5. GAED FED

35. Généralisations de Didon. — Ces résultats ont été généralisés
par Didon (24). 11 donne les dévcloppements de U, en somme
de polynomes V et de Vo, n en somme de polynomes U. 1l étend les
recherches d’Hermite au cas de p variables en considérant les poly-
nomes U qui naissent du développement de

1
[(1—azx — by —cz...2—(a%+ b3+c"+...)(x9+y2+z"+...—l)]_;,

suivant les puissances positives de a, b, ¢, ..., et il montre que
ces polynomes sont identiques a

I 1 gm—+m' +m"+ ($'+}/2+ z2.. __I)m+m’+m"+
m'tm'tm" . amtmtmlt i drmdy™ dz™ ... ’

il leur associe les polynomes V coefficients de e™b™'¢™"... dans.
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le développement de

B
(1—2ax —2by —2¢c3—...+ a2+ b2+ c2+...) 2,

il donne les sysiémes d’équations différentielles auxquels satisfont
ces polynomes; en particulier, il donne celui des polynomes Vo, u
qu’il intégre. Il généralise les fonctions cos|[n arc cosz|. I1 montre

que les intégrales
ff XnXn o dy
Vi—zi—y?

étendues au cercle (C) sont nulles quand m 3£ n, X, et X, désignant
des polynomes de Legendre. Cette propriété est étendue par lai
aux polynomes
Po(s) = LI

36. Les polynomes d’Hermite et leurs analogues rattachés aux
potentiels & ¢ -4 1 variables. — De nombreux mathématiciens ont
généralisé les fonctions sphériques en considérant des potentiels ou
des fonctions harmoniques et des formules analogues a la formule
de Green, dans V'espace & ¢ + 1 dimensions. On en trouvera la liste
dans les articles de 'Encyclopédie des Sciences mathématiques
consacrés aux fonctions sphériques. Je me bornerai ici a citer
Green (34), Cayley (22), Heine (33). Nous allons donner une
méthode générale rattachant a ce point de vue les polynomes V,, ,
qu'Hermite a créés comme généralisation des polynomes de Legendre
et associés aux polynomes U, ,, nous verrons ensuite que les poly-
nomes U,,, se rattachent de méme aan potentiel comme les poly-
nomes X, de Legendre et que ce sont de véritables fonctions
sphériques sur hypersphére dans l'espace & ¢ + 1 dimensions.

On sait que la fonction

1—q
Tgrgn=(ri+23+...+25) *,

ol ¢ + 1 désigne le nombre des variables, vérifie 'équation

02T ()‘T + NT
9t ().z" +e ozl

(45) AT = =o.

Pour g =1, 'exposant est nul, et la fonction P correspondante
devient un logarithme :
Ty e = log(z}+ x}).
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Dans cette notation T,,, le premier indice i indique le nombre
des variables, le deuxiéme j le nombre de dimensions de I'espace
considéré.

Chacun de ces potentiels donne naissance a des fonctions sphé-
riques sur 'hypersphére

(46) 2} 23+ H+TF =1

Je me propose d’abord de montrer briévement que les poly-
nomes V,, , ’Hermite peuvent étre considérés comme des fonctions
sphériques déduites du potentiel dans’espace a4 quatre dimensions.
Nous désignerons les quatre coordonnées par x, y, 5, ¢ et nous
écrirons

T _ I
MRy i

On arrive au résultat en suivant une méthode analogue a celle qu'em-
ploie M. V. Giulotto (29) pour déduire son polynome X{ de la déri-

27—3
vafion réitérée de (22 +2A2) * . Pourcela, remarquons que les fonc-
tions

. om+n I
(47) Wi = (— 1)t

[]m“” dz-md}/n .Z'?—l-_}”-i- 24 {2

vérifient évidemment I’équation du potentiel
q p

P2W W 2W | 2W
9t T or T o T

comme la fonction T,, dont elles sont les dérivées partielles. Or ces
fonctions, sur I’hypersphére

T4 Y24 B2 2 =1,

se réduisent aux polynomes V,, , d’Hermite. En effet, en posant
P= VAR,

on voit d’abord que W, , est de la forme

W (520 0),

k désignant un entier et Q,, , un polynome en z, y, p. Mais, d’apres
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la formule de Taylor appliquée 4 la fonction

1
(x—a)y+(y—-0)y+zt+12 ’

ou —a, — b sont les accroissements donnés A z et a y, on a

1
P’—2a.z'— 20}’ T ai b1 = 2“"‘bu\Vm,n-

m,n
Faisant alors p = 1, on voit que W, , devient un polynome

5 Q”l)'& (‘z‘7 .}’7 I)
et que 'on a

(48) [ — Zﬂ"'b"Qm,n-

1—a2ar—2by + a’+ b2

La fonction génératrice des polynomes V,,, d’'Hermite est précisé-
ment cette fonction (48). On a donc

vm,n = Qm,n(xy M) l)'

Ces polynomes apparaissent ainsi comme une généralisation directe
des fonctions sphériques : on pourra leur appliquer les méthodes
classiques pour I'étude de ces fonctions et pour la formation des dé-
veloppements correspondants en séries.

A ce point de vue, les polynomes V,, , sont compris dans d’autres
polynomes V,, , ,, déduits du méme potentiel T, ,, mais contenant trois.
variables et obtenus en faisant

224+ Y212 =1

dans les dérivées partielles de T ; :

m+n+p
( J— )m +nt+p ! 4 !

T, dzmoymosP @2+ yi+ &2+ 1

Ces polynomes ont pour fonction génératrice

1
.
1—2ax —a2by —2¢5 +a’+ b2+ c?

Nous donnerons plus loin lcur propriété fondamentale comme consé-
quence des formules générales que nous allons maintenant établir.

On peut rattacher les formules d’Hermite et les généralisations que
Didon en a données aux considérations générales suivantes.
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Posons, dans I'espace a ¢ + 1 dimensions, en axes rectangulaires,

) p=Vrl+xi+.. . + iy
La fonction
pt-?

étant harmonique, les fonctions

(_. l)m,+m,+...+m,, am.+mt+...+m4
Won,,m my,= Pl' ?
LM w00 Mg n 0T oz . .. dz'{,"q

[ S P
le seront également. Ces fonctions sont de la forme

Zry X x
Pka,,m,,...,m,, (‘_"7 ——y cr '_q)’
N A 3

ot Q,, m,,..,m, €St un polynome en %5, %3, ceey '-'f;i'-'de degré

. M=m+ nmy+...+my,
et ou
k=1 —_q — M.
Les fonctions harmoniques
Wm,, Myy.uytitg = Pk Qm,,m,, ceey iy
sont uniformes et n’ont d’autre point singulier que Porigine

Ty=Ty=...=Tg4| = 0.

P’aprés. la formule de Taylor appliquée & la fonction p'~?7 dams
laquelle on donne a z,, %, ..., 2, les accroissements

—dyy, = Q3 ..., Gq,
on a
=2
(p*—2a1z1 —2a527—...—2a474+al+...+a}) ?
.
= Zaals.. .a:;_'7Wm.,m,,...,m,'
Sur ’hypersphére

p=1

les fonctions W, se réduisent a des polynomes

"y, Mgy, Tty
Vm,,m,,...,m,,(z'h Xy o0y xq)
en Zyy L3, ..., Ty etlon a

t—
(49) (t— 2@ T —. . .— 2@gBg+ @t +. . .+ @V T

Y
=3ZaMmal... a{;,,v,,.,,m,,u,,,.,, “
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La fonction est donc la fonction génératrice des polynomes consi-
dérés V, que I'on pourra désigner par V@+" pour rappeler qu’ils
proviennent de potentiels dans Pespace a ¢ + 1 dimensions. Ces
polynomes contiennent en général les ¢ variables zy, ), ..., z,.
Mais sil’on faita, = o, on obtient une fonction génératrice ou manque
la variable 2, donnant des polynomes V@*!' contenant en général
les variables z,, x1, ..., 2;_,. De méme, sil'on fait

ay= aq_, =Ay92=...= Qg1 = 0,

on obtient une fonction génératrice donnant des polynomes Vig+t)
contenant les variables z,, z,, ..., Z4_s seulcment.
Considérons alors deux fonctions
Wm,,m,, 5 Mg wm'., ma,...,m
telles que
M=m+my+...+my
soit différent de
. M'=m)+ mg+...+ nmj;
et par suite
k=1—qg—M
différent de
K=1—q—M.

Nous désignerons, pour abréger, ces deux fonctions par W et W' et
nous écrirons, comme plus haut,

W=¢kQ, W=;Q,

Q et Q' étant deux polynomes en %, ?, sy %‘l de degrés M et M,
qui se réduisent aux polynomes V et V' en zy, &3, ..., Zg sur
Phypersphére p = 1.

Appliquons la formule de Green généralisée :

f (WAW’—W’AW)dv:f (w‘i‘i —wiW )dc,
dn dn
(g+1) (q)

o la premiére intégrale est étendue & I'espace & g+ 1 dimensions
compris entre deux hypersphéres

p=R, P=R’
(R>R).,

La premiére intégrale étant nulle, la seconde qui Test également et
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qui est étendue aux aires des deux hypersphéres limites se calcule
par une méthode connue. Sur 'hypersphére p =R, on a

W=RkQ<ﬂ,f_‘, ...,ﬁ),
g e P
W = Rk'(g'(‘%, i ...,ﬁz),

£y X

g . . .
AR ?" étant les cosinus directeurs du rayon par rapport aux

axes des z, %3, ..., 4. On a alors

dW dW

—_— = L = k—

dn dR kRELQ,

dW' _dW' o

dn = ar = FRTQ,
dﬂ': R’I-'do'l,

ds, désignant I'élément superficiel de 'hypersphére p = 1:
On obtient des formules analogues sur ’hypersphére o =R, avec
un changement de signe, car

dn=—dR'

On a donc finalement, en posant k + k' +~g —1=h:
A h__RK 2o o (2, =o,
(A'—k) (R R)fle(p, )Q(p )dc, 0

I'indice S, indiquant une intégrale étendue a tous les éléments de o,
de 'hypersphére ¢ = 1. Comme, sur cette surface, Q et Q' se ré-
duisent aux polynomes V et V', avec M différent de M’, on a finale-
ment, pour deux polynomes V et V' de degrés différents :

V(-Z'“ T2y oy xq)V’(.z'l, Ly oo .,.2'q)d0‘1=0.
S,

L’élément do, de la surface

z}+ 2} +.. 2 =1
est
dd’l= d$|d$g...d.2'q .
Vi—zi—ali—.. . —x}

Comme deux éléments do, symétriques par rapport au plan zg,, =0
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sont équivalents, la formule devient

(51) /‘V(w,, T, ooy ZHV' (XY, Zo, ..., Zg)dzydxs ... doy

3 2 2
Vi—al—zi—.. —z}

=0

quand M Z M/, I'intégrale étant étendue au domaine
ri x? +...+w;—|§o.

Telle est la formule générale pour les polynomes V définis par la
fonction génératrice. Quand M =M’ l'intégrale prend une valeur
qu’il est trop long d’écrire ici et qui a été donnée par M. Kampé de
Fériet (43). Voici maintenant les divers cas particuliers qui peuvent.
se présenter et qui mettent bien en évidence la liaison intime des
polynomes d’Hermite et des polynomes plus généraux que nous ve-
nons de définir, avec les fonctions sphériques.

1° Si toutes les variables z,, 2, ..., 2, figurent effectivement dans
I'ensemble des deux polynomes V et V', la formule fondamen-
tale (51) ne peut pas étre simplifiée.

L’exemple le plus simple de ce cas est relatif 4 'espace 4 2 dimen-
sions, ¢ = 1; alors log (1 —2ax + a?) =Za” V) () et les poly-
nomes V7 (z), comme 11 est classique, possédent la propriété

“+1 d{l‘

Vn A% 13

—_— =0,
—1 VI1—x?

quand ~ 2 n'.
Un autre exemple est donné, pour g = 2, par les polynomes V§),
définis a I'aide du développement

1

=S anbrV3d (2 .
Vi—2az— 2by + at+ bt (2 7)
On a
dzd
['fvﬁ,)n - "'—___—_.—;zL—__ﬁzo
quand

m+nzZm'+n,
le champ d’intégration étant
22+ yr—15o0.

Enfin pour ¢ = 3, si I'on fait

1
= SambrnepVV) z I
1—2az—aby —2c¢3+ at+ br1+4c? monp (%2 71 &)
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ff V‘,,:‘,,,,Vﬁ,ﬁ),, ,,,dwdydz
% |_x2_}/!__ 22

(champ 2+ y?+ z2—150)

Pintégrale triple

quand

m-n—+pzm'+n'+p'.

2° Supposons maintenant, en reprenant la formule fondamen-
tale (51), qu’unc des variables x,, x, ..., £, manque dans les deqx
fonctions V et V' De telles fonctions peuvent étre appelées zonales,
d’aprés la dénomination que certains géométres anglais appliquent.a
la fonction X, de Legendre.

Supposons, pour lixer les idées, que z, manque dans V et V'. On
peut alors, dans (51), intégrer d'abord par rapport a z4; ce qui

donne
f dzg
Vi—zj—ai—.. — 2}

*Vi—z}—2i—

entre les limites

— Ty,

f+)\ dr
—— =T,
-2 A2 — 22

La formule devient, aprés cette intégration,

matégrale de la forme

(52) f VV'daydas... dog- =0

quand M2 M/, Pintégrale étant étendue au champ
ri+ai+...+2x)  —130,

‘Cest 1a le cas des polynomes de Legendre (g = 2)

’—‘—!__:__— = za"xn,
Vi—2az+ a?
et celui des polynomes V{¥), d’Hermite (¢ = 3)

1
1—2ax —2by + a*+ b2

= Zan bnvm,n
qui donnent

f Vi (%) ¥)Varw(2, y)dzdy = o
(m <+ r2un'~-n"),
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le champ d’intégration étant
22+ yr—15%o0.
Ce serait encore le cas des polynomes suivants correspondant
4 ¢ =4, et a; = o0 pour que z; manque :

3
(1—2ax —2by—2ci+at+bt+c?) 2=ZambrerVin,(2, y, 3),

pour lesquels
fffvggj,,,,,v;,ggn,,,,,dx dydz=0 (m+n+p2m+na'+p,

le champ d’intégration étant
A i ot R Y

3° On pourrait, de méme, supposer que, dans les polynomes Vet V”
de la formule générale, il manque 2, 3, ... variables. Supposons,
pour prendre le cas général, qu’il en manque s :

gy Tg—1, Tg-2y vy Xgrst1,

s étant un entier inférieur a gq.
Alors, dans la formule (51), on pourra calculer d’abord l'intégrale
multiple, d’ordre s,

f d.z'q__\-H dxq—s+? e d-z'q

3 +
Vi—ai = =i o —...—x}

étendue au domaine
1—x}—...— 2} oy —...—x}20,

c’est-a-dire, en faisant

N=1—zi—2}]—...—2}_
f dz, dz, N dz',
Vii—3t—3i—...— 3}
étendue au domaine
A—3z3— 32 —...— 2} 2o0.
Le changement
B=Ayi, H=Aya .. A=)y

donne immédiatement

)\s_‘f dy;d}’g...d)’;
Vi—yt—yi—...—x
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avec
1=y —y3—..— yi2o.

Cette derniére intégrale a une valeur numérigue connue N. Substi-
tuant dans la formule (51) et divisant par N, on a enfin, d’aprés la
valeur de 2,

s—1

(53) f(.—xg—x;—. c—a3.) T VVidayday. .. dreg=o,

quand MZ M/, le champ d’intégration étant
3+ 23 —. ..+ xF_s—150.

Par exemple, prenons g =3, s =2, alors il ne devra subsister
dans V et V' qu’une variable. La fonction génératrice sera

1

—_— = nV(4)
1—2az + a? = ZanVifi(z)

et 'on aura le résultat classique

+1
f VI— 2V Vi dr = o
—1
14
(n2n').

Prenons encore
q=73, s=3;

il subsistera deux variables; les polynomes seront définis par la
fonction génératrice
(1—2ar—2by + a*+ b?)2=2ambr Vi),
On aura
ff(l —xr—y2) VS, V&) v dedy = o

(m +ns$m'+n'),
le domaine d’intégration étant
x2+ yr*—i1Zo.

Dans les mémoires que nous avons cités, Hermite adjoint aux
polynomes V,, , d’autres polynomes U,,,, qui jouent un rdle impor-
tant dans la détermination des coefficients du développement d’une
fonction donnée f (z, ¥), en série de polynomes V,,, ou U,, .

Il y a lieu, de méme, d’associer aux polynomes V, que nous venons
de définir, d’autres polynomes U qui sont définis comme il suit et
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qui comprennent, comme cas particuliers, ceux d’Hermite et de
Didon. Nous considérerons successivement les cas particuliers 1, 2,3
envisagés au paragraphe 4.

1° Cas général. — Toutes les variables figurent dans les poly~

nomes Y. Posons
Xp=t1—2)—23—.. — 2},

ou n est le nombre des variables. Les polynomes associés sont

gyt mat...+mg my+mat... 4 lr.l,,——%

1
g TR
Y oxnidgma.. . ozl T,

Um,',m,....,m,, =X

2" Supposons quc, dans les polynomes V, il manque une va-
riable 74, de telle fagon qu’ils contiennent seulement .y, 23, ..., T¢_i.
Alors les polynomes associés sont

omi+my.tmy—y

— Xmy+mat+...+mg—y
Um,,m,,...,m,,_, dx'lﬂfdr{{'a . d-z"(;l_’_’q" q—1 7

3° Supposons que, dans les polynomes V, il manque s va-
riables 4, 41, Zg_2y ..., Tq_cp1, de telle facon qu'ils contiennent

seulement les variables
-

Xy, Zay ..., Zp (p=q—s).

Alors les polynomes associés sont

s—1
M+ Myt AMpt —5—

1=5  gmetmyt..+mp *
2

U= Xy gt

On peut poursuivre les résultats précédents et rattacher de méme
les polynomes U,, , a la théorie du potentiel (10). Pour cela imagi-
nons que, dans l'espace & ¢—+1 dimensions, on fasse un change-
ment d’axes de coordonnées en prenant s hyperplans rectangulaires
deux a deux pour plans de coordonnées. Nous aurons alors .de
nouvelles coordonnées 8,, 9, ..., 6, constituant des coordonnées

dans un espace a s dimensions. Soit

Ap1ZT1+ ApaZr—+. . - Apg+1 Tgp1+ bp
Vali+alot...+az.

Bp=

la distance d’un point quelconque de I'espace & g + 1 dimensions a un

MEMORIAL DES SC, MATH. — N° 3, 5
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des hyperplans fixes Pp, 1a fonction des g -1 variables z,, %, . .., Zg4u

2—s
Tq+1,s= (8{ -+ 8; -+.. .+8}) 27

ou &, 8y, ..., 0 sont les distances du méme point aux s byperplans
P, P, ..., P;, deux a deux recLangulaxres, vérifie aussi I'équation
de Laplace

T 02T 0T

m -+ a;—z. ..o dle-_F_l =0
a condition que s soit un entier quelconque infériear a ¢ + 1.
Pour s = 2, la fonction Ty, devient un logarithme

Tyt1,2 = log (87 + 83)-

Avec ces notations les polynomes Un,n d’Hermite sont des fonc-
tions sphériques dérivées de T, 5 ; les polynomes ¥y n €t Om n
sont des fonctions sphériques dedultes de T,y ; T; ;. Par exemple,
dans P'espace & quatre dimensions z, ), 3, ¢, en appelant

ar+ by —1
= p———i
vaz+0’

~

O,

les distances d’un point quelconque aux trois hyperplans rectangu-

laires
ar+by —1=o, 3 =o0, t=o,

la fonction T, , est, & un facteur constant prés,

T, !

,3= .
Viaz 4+ by — 1)+ (a?+ b?) (3> + 1)
Si Pon développe cette fonction suivant les puissances positives
PP p p
de « et b. ces coefficients sont des polynomes harmoniques et homo-
) poly 1
génes dans I'espace & quatre dimensions ; sur hypersphére

2+ yr4 i 412 =1,

ces polynomes deviennent, par I'élimination de 32 4 12, des pol_y—
nomes U, , &’ Hermite, comme on le voit en remarquant qu’on
transforme ainsi la fonction T, 4 en la fonction génératrice des poly-
nomes Uy, n.
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XI. — APPLICATION AU CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES MULTIPLES.

37. Calcul approché des intégrales doubles. — On »sait que
Didon a été conduit a d'importants résultats en considérant des
polynomes U, » en z et y de degré m + n tel que U'on ait

(54) [ [K(.z’, V) UmnUpydz dy =o,

tant que (m — p)*—+(n—v)? n'est pas nul, K(r, y) étant une
fonction donnée gardant un signe constant dans le champ d’intégra-
tion, qui a une forme déterminée, d’ailleurs quelconque. Certains
de ces polynomes peuvent étre rattachés aux fonctions hypergéo-
métriques a deux variables. D’autre part, dans la méthode de Gauss,
les polynomes de Legendre interviennent pour le calcul approché
des intégrales définies simples; on peut faire intervenir les poly-
nomes plus généraux P, (x) caractérisés par les conditions

b
[ K(z)P,(z)Py(z)dz = o,
‘a

quand n —v n'est pas nul, dans le calcul approché des intégrales
simples de la forme

fbK(x)f(w)dx,

si K(z) est une fonction donnée. Les polynomes d’Hermite et plus
généralement ceux de Didon, et ceux qui proviennent des séries
hypergéométriques interviennent dans le calcul approché des inté-
grales doubles de la forme

(55) f Kiz, y)f(z, y)dedy,

K étant une fonction déterminée servant a la définition des polynomes.
Dans un Mémoire inséré an tome IV, en 18go, dans les Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, pages 1-20, je démontre ce qui
suit. Soient K une fonction de z et  gardant un signe constant dans
le champ d’lnteglatlon et /(x,y) une fonction développable dans
ce champ en une série de puissances entiéres et positives de z et )y,
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pour évaluer approximativement l'intégrale

|=ffo(w,y)dwd)¢,

on prend un polynome ¢(z, ) de degré p en z et y contenant

= PHDP+2)
2

coefficients arbitraires que I'on détermine par des équations linéaires
en exprimant que ¢ prend la méme valeur que la fonction f(z, y),
en n points (Zy, 1), (L2, ¥2)s -+, (&n, ¥u) situés dans le champ ct

n’appartenant pas & une courbe d’ordre p; la valeur approchée de
I'intégrale est alors

1=ffx<9(x,y)dxdy.

Comme le fait Gauss dans sa méthode pour les intégrales simples,
il s’'agit de déterminer les points (z;, y;) de maniére a obtenir
la plus grande approximation possible au sens de Gauss. On forme
les équations qui déterminent ces points : des difficultés se pré-
sentent pour déterminer ces points comme intersection de deux
courbes algébriques .

Pour des détails nous ne pouvons que renvoyer au Mémoire, i une
Note de M. Bourget (22) et a la Thése de M. Angelesco (2).
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