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SUR UNE FORME GENERALE

DES

EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE

Par M. Paul APPELL.

——— ) G—

INTRODUCTION.

Il faut tout d’abord prendre ici le mot dynamigue dans son
sens ancien, dans le sens de Galilée, de Newton, de Lagrange, de
d’Alembert, de Carnot, de Lavoisier, de Mayer.

« Peut-étre, dit H. Poincaré dans son livre : La valeur de la
Science (p. 231), devrons-nous construire toute une mécanique
nouvelle que nous ne faisons qu’entrevoir, ot, 'inertie croissant avec
la vitesse, la vitesse de la lumiére deviendrait un obstacle infranchis-
sable. La mécanique vulgaire, plus simple, resterait une premiére
approximation puisiu’elle serait vraie pour les vitesses qui ne seraienl
pas trés grandes, de sorte qu’on retrouverait encore I’ancienne dyna-
mique sous lanouvelle. Nous n’aurions pas-a regretter d’avoir cru aux
principes, et méme, comme les vitesses trop grandes pour les an-
ciennes formules ne seraient jamais qu’exceptionnelles, le plus sir
dans la pratique serait encore de faire comme si I'on continuait a y
croire. Ils sont si utiles qu’il faudrait leur conserver une place. Vou-
loir les exclure tout a fait, ce serait se priver d'une arme précieuse.
Je me hate de dire, pour terminer, que nous n’en sommes pas la, et
que rien ne prouve qu’ils ne sortiront pas de li victorieux et
mntacts. »

Les équations que nous avons en vue se rapportent donc a la
‘meécanique classique d’aujourd’hui; elles s’appliquent, comme on le
verra, quelle que soit la nature des liaisons, pourvu que les liaisons
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2 PAUL APPELL.

soient réalisées de telle fagon que I'équation générale de la dyna-
mique soit exacte.

On verra que, pour obtenir ces équations, nous sommes obligés de
. . s . I ,
calculer I'énergie d’accélérations du systéme S = 2 mJ2, Cclest-a-

dire d’aller au second ordre de dérivation par rapport au temps. Si
I'on veul s'en tenir au premier ordre de dérivation, comme Lagrange,
on est conduit & des équations assez compliquées qui généralisent
celles dec Lagrange (37), qu’on a appelées équations de Lagrange-
Euler : cette méthode a été étudice d’abord par Volterra en 18)8
(33 et 33); on pourra aussi consulter des mémoires de Tzénoft ( 46)
et de Hamel (47). Nous donnerons des applications a des questions
de mécanique rationnelle. Mais nous espérons que ces équalions
pourront aussi étre ulilisées par les physiciens dans des cas ou les
équations de Lagrange et les équations canoniques d'Hamilton qui
s'en déduisent ne sont plus applicables.

« Le mathématicien, d’aprés H. Poincaré, ne doit pas étre pour le
physicien un simple fournisseur de formules: il faut qu’il y ait entre
eux une collaboration plus intime. »

Dans cet ordre d’idées il est important de rappcler que M. Edouard
Guillaume, de Berne, a appliqué les équations générales que nous
allons développer a différentes théories physiques (23 et 24).

Je suis d’accord avec Mach (Paris, librairie [Hermann, 1904, tra-
duction Emile Bertrand, avec une préface d’Emile Picard) quand il
dit (p. 465) qu'il n’existe pas de phénoméne purement mécanique et
que tout phénoméne appartient a toutes les branches de la Physique.
« L'opinion qui fait de la mécanique, ajoute-t-il, la base fondamentale
de toutes les autres branches de la physique, et suivant laquelle tous
les phénoménes physiques doivent recevoir une explication méca-
nigue, est, selon nous, un préjugé. » Mais il faut chercher a expliquer
mécaniquement le plus de phénoménes physiques possible, quitte,
comme on l'a fait jusqu’ici, a faire ensuite rentrer ces phénoménes
dans la mécanique rationnelle et, a cet égard, la forme générale que
nous donnons aux équatiogs embrasse plus de cas que la forme due a
Lagrange qui suppose que les liaisons peuvent s’exprimer en termes
linis, c'est-a-dire, d’apres la terminologie employée par Hertz, que les
systémes considérés sont holonomes. Or nous ne savons rien des liai-
sons réalisées, dans 'univers : « c’est, dit H. Poincaré, une machine
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heaucoup plus compliquée que toutes celles de I'industrie et dont
presque toutes les parties nous sont profondément cachées ». D’aprés
le mathématicien anglais Larmor, c’est le principe de la moindre
action qui parait devoir subsister le plus longtemps. La forme géné-
rale que je vais exposer se rattache au contrairc au principe de la
moindre contrainte de Gauss (1,2, 3, 4, 5, 43), dont Mach parle
~aux pages 343 et suivantes de l’Ouvrage. cité. Il dit notamment :

« Les exemples que nous venons de traiter montrent que ce théoréme
n'apporte pas de conception essentiellement nouvelle..., Les équa-
tions du mouvement seront les mémes (que par 'application directe
de 'équation générale de la dynamique résultant de la combinaison
du principe de d’Alembert et de 'équation du travail virtuel), comme
on le voit d'ailleurs en traitant les mémes problémes par le théoréme
de d'Alembert, puis par celui de Gauss. »

Je pense que la valeur du principe de Gauss se trouve précisément
dans cette identité.

L'opinion de Mach est d’ailleurs celle de Gauss lui-méme, qui dit
en exposant son théoréme dans le Tome 1V du Journal de Crelle :

« Le principe des vitesses virtuelles transforme, comme on sait, tout
probléme de statique en une question de mathématiques pures, et, par
le principe de d’Alembert, la dynamique est, & son tour, ramenée a
la statique. Il résulte de la qu'aucun principe fondamental de I'équi-
libre et du mouvement ne peut étre essentiellement distinct de ceux
que nous venons de citer et que 'on pourra toujours, quel qu’il soit,
le regarder comme leur conséquence plus ou moins immédiate.

» On ne doit pas en conclure que tout théoréme nouveau soit, pour
cela, sans mérite. Il sera, au contraire, toujours intéressant et ins-
tructif d’étudier les lois de la nature sous un nouveau point de vue,
soit que l'on parvienne ainsi a traiter plus simplement telle ou telle
question particuliére ou que I'on obtienne seulement une plus grande
précision dans les énoncés.

» Le grand géométre, qui a si brillamment fait reposer la science
du’mouvement sur le principe des vitesses virtuelles, n’a pas dédaigné
de perfectionner et de généraliser le principe de Maupertuis, relatif
a la moindre action, et I'on sait que ce principe est employé sonvent
par les géométres d’une maniére trés avanlageuse. »

Le grand géométre, dont parle Gauss, est Lagrange. On trouvera
les travaux de Lagrange sur le principe de la moindre action ala
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page 281 du premier volume de la troisiéme édition dela Mécanique
analytique, revue, corrigée et annotée par J. Bertrand (Mallet-
Bachelier, 1853).

Parmi les applications des équations générales, je dois citer celles
que M. Henri Beghin vient d’en faire aux compas gyrostatiques
Anschiitz et Sperry, dans une Thése présentée en novembre 1922 &
la Faculté des Sciences de Paris (29).

I. — NATURE DES LIAISONS.

1. Systémes essentiellement holonomes ou essentiellement non ho-
lonomes; ordre d’un systéme non holonome. — Imaginons un sys-
téme matériel, a k& degrés de liberté, formé de n points de masse my,
(w=r1,2,...,n). ayant pour coordonnées rectangulaires %y, yy, 5y
dans un triédre d’axes orienlés, animés, par rapport aux axes consi-
dérés comme fixes dans la mécanique classique, d’un mouvement de
translation rectiligne et uniforme; les déplacements, les vitesses, les
accélérations que nous considérerons sont des déplacements, des
vitesses, des accélérations par rapport a ce triédre.

Pour obtenir le déplacement virtuel le plus général du systéme
compatible avec les liaisons existant a V'instant ¢, il suffit de faire
varier & parameétres ¢,, ¢, - . ., ¢, convenablement choisis, de quan-
tités arbitraires infiniment petites 8¢, o 5qa + ) ¢g# On a alors pour
le déplacement virtuel du point m,,

o2

Ty = Ay, 0q1+ ap.,q 8q, e e Ctp I Sq[,,
Yy = bp, 1 Oq1 -+ bp 2 qu .o+ bp,,/, 3q/,,
By = Cy,1 8¢ 1+ €p,2 692 +. ..+ Cuk BGr,

S

.

[~4

et pour le déplacement réel du méme point pendant le temps d¢

dzp,z ay.,1 dq[+ ay. 2 dqg—i—. e qH,k [lq];-'i— ap, dt,
(‘2) d}"p,= bp,'l dql—l'-bp,,ndqg-l—-.."l; bp,’[;ko-‘l—by_ dt,
de, = Cu,1 dqi -+ Cu,2 dqg e Cuk dq1‘ -+ cp dt.

Dans ces équations les coefficients Ay vy byvs Cuvy ay, bp,éu
(p=1,2,...,n; v=1,2, ..., k) sont quelconques ; ils dépendent
uniquement de la position du systéme a l'instant ¢ et du temps ¢; la
conslitution de ces coefficients ne joue aucunrole dans le cas général.

D’aprés la terminologie de Hertz, un systéme est dit holonome,
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quand les liaisons qui lui sont imposées s'expriment par des relations
en termes finis entre les coordonnées déterminant les positions des
divers corps dont il est composé; dans ce cas, on peut choisir pour
41y9s, - - -, qx des variables dont les valeurs numériques, a l'instant
¢, déterminent la position du systéme ; les quantités ¢y, g2, ..., qa
sont alors les coordonnées du systéme holonome, dont la position
est déterminée par le point figuratif ayant pour coordonnées rectan-
gulaires ¢y, ¢a, . .., qx dans 'espace a A dimensions; les coordonnées
Ly, ¥p, 5p sont des fonctions de ¢y, 42, ..., s et du temps ¢ expri-
mables en termes finis et les seconds membres des équations (2) sont,
des différentielles totales de fonctions de ¢y, ¢z, ..., qxset {. Les
équations du mouvement prennent alors la forme donnée par
Lagrange. Il peut arriver, au contraire, que les liaisons entre certains
corps du systéme s'expriment par des relations différentielles non
intégrables entre les coordonnées dont dépendent les positions de
ces corps; c'est ce quiarrive, par exemple, si un solide du systéme est
terminé par une surface ou une ligne assujettie a rouler sans glisser
sur une surface fixe ou sur la surface d’un autre solide du systéme;
cette liaison s’exprime en effet, dans le premier cas en écrivant que la
vitesse du point matériel au contact est nulle, et, dans le deuxiéme,
que les vitesses des deux points matériels au contact sont-les mémes.
D’aprés Hertz, on dit que le systéme n’est pas holonome dans.ce cas;
méme si l'on suppose que les ay, v, by, cyy peuvent étre exprimés a
I'aide des seules variables ¢, ¢a, « . ., ¢1, t, les seconds membres des
formules (2) ne sont pas supposés des différentielles exactes.

Dans ce qui précéde, nous avons considéré avec Hertz les systémes
eux-mémes ; pour les distinguer nous dirons qu’ils sont essentielle-
‘ment holonomes ou essentiellement non holonomes. On peut aussi
définir la nature d’un systéme pour un certain choix des paramétres;
a cet égard on peut définir l'ordre d'un sysiéme non holonome,
pour un choix de paramétres. Il y a alors deux éléments a rappro-
cher, le systeme matériel et le choix des paramétres. On dira qu'un
systéme est holonume, pour un certain choix ¢, ¢., ..., ¢4 de para-
métres, si les équations de Lagrange s’appliquent a tous les para-
métres. On appellera ordre, pour un certain choix de paramétres
1y Gz - -y Gk, d'un systéme non holonome, le nombre des para-
‘métres auxquels les équations de Lagrange ne s’appliquent pas (33).
Nous verrons aux n** 15 et 16, comment cet ordre peut se déterminer
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s . . 1 ; .
quand on a formé I'énergie de vitesses T = -2 m V* et I'énergie d’ac-
. . 1 ;
célérations S =~ ¥'m J? pour un systéme.

D’apreés cela, un systéme qui est, pour un certain choix de para-
meétres, non holonome d’ordre zéro est holonome.

L’ordre peut rester le méme ou changer quand on remplace le
systéme des paramétres qiy 425 -+ ¢r par un autre.

Ezemple. — Voict un exemple ou I'ordre passe de o 4 2. Prenons
un systéme formé d’un seul point de coordonnées z, y, o dans le
plan 20y. C’est un systéme a deux degrés de liberté, essentiellement
holonome. Ce systéme est holonome quand on choisit comme para-
métres les coordonnées du point dans un systéme quelconque. Par

exemple, si 'on prend des coordonnées polaires r, § dans le plan,
on a '
x=rcosb, y=rsinb, 3=o0,

T= %—l(x"+ yi+5?) = % (r'2+ r20'2),
En appelant P la composante de la force (X, Y, o) suivant la

perpendiculaire au rayon vecteur et Q sa composante suivant, le pro-
longement du rayon vecteur, on a
8 y )

Xéx + Y8y =Prébd+Qar.

Les équations de Lagrange s’appliquenL aux paramétres r et B;
mais prenons comme paramétre, a la place de 8, I'aire 5 décrite par le
rayon vecteur

So= 7230, do=Lreds;
2 2
T — m< ,,_'_éc_ﬂ)_
re

() 2P
Xdr+Yoy= T8c+Q8r.

Aucune des deux équations de Lagrange ne s’applique, comme on
le vérifie immédiatement.

Pour le nouveau choix de variables r et ¢ le systéme est donc non
holonome d’ordre 2.

On voit que I'ordre d’un systéme non holonome est défini par
rapport & un certain choix des paramétres et qu’en faisant varier ce
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choix on peut faire varier 'ordre; mais il exisie néanmoins un ordre
essentiel attaché a chaque systéme, c’est le minimum w des ordres
obtenus en faisant varier d’une fagon quelconque le choix des para-
métres. Par exemple, un systéme essentiellement holonome est un
systéme non holonome d’ordre essentiel zéro

2. Exemples : Toupie et cerceau. — Les deux jeux préférés des
enfants, la toupie et le cerceau, fournissent des exemples de systémes
essentiellement holonomes ou essentiellement non holonomes. Pour
le montrer, définissons d’abord les six coordonnées d’un corps solide
entiérement libre (systéme essentiellement holonome). Soient trois
axes rectangulaires fixes O&ng; appelons §, %, { les coordonnées du
centre de gravité G du corps solide par rapport a ces axes; 8, ¢, 4 les
angles d’Euler d’un systéme d’axes rectangulaires Gz)z liés au corps
avec des axes de directions fixes Gz, y, 3, paralléles aux axes fixes.
Ces six coordonnées &, 7, {, U, ©, ¢ définissent la position d’un corps
solide libre. Les coordonnées d’un point quelconque du corps sont .
des fonctions de ces six coordonnées. Si 'on impose des liaisons au’
solide, cela revient, suivant les cas, & établir certaines relations en
termes finis entre les six coordonnées ou encore a établir certaines
relations différentielles du premier ordre non intégrables : le nombre
des degrés de liberté est alors diminué.

1° Toupie; systéme essentiellement holonome a cing degrés de
liberté. — La toupie, sans frottement de glissement, est un corps
pesant de révolution dont I'axe se termine par une pointe P glissant
sur un plan fixe II parfaitement poli. Si 'on prend, pour axe Gz,
I'axe de révolution estimé positivement dans le sens qui va de P a G,
on a, en appelant a la distance PG,

¢ = acos?,

équation de liaison en termes finis. La position de la toupie est donc
définie par les cinq coordonnées

£, m, 0, Py .

Les coordonnées d’un point quelconque de la toupie, par rapport
aux axes fixes, s’expriment en fonction de ces cinq coordonnées. La
toupie est donc un systéme essentiellement holonome; ce systéme
est holonome pour le choix des paramétres &, 7, 0, 2, §.
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.2° Cerceau; systéme non holonome a trois degrés de liberté,
d’ordre essentiel deux. — Un cerceau est un corps solide de révo-
lution terminé par une aréte circulaire G assujettie a rouler sans
glisser sur un plan horizontal fixe Il (on néglige le frottement de
roulement).Le centre de gravité G du cerceau est supposé dans le
plan de l'aréte C; les axes Gz s liés au corps seront ici I'axe du cer-
ceau Gz, perpendiculaire au plan de l'aréte, et deux axes rectan
gulaires Gz et Gy situés dans le plan de 'aréte; le rayon de I'aréte G
est a.

Comme on le verra dans le Traité de Mécanique par P. AppELL
(t. 11, n° 462), on a, pour le déplacement réel,

dt — asiny sin® db + a cos{ cosd dy +a cos do = o,
dn+acosysinb db + asiny cosb dY + asiny dp = o,
d{ — acos0db = o,

et pour les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons,

3 — asiny sinh 30 + @ cos¢ cosb Y + acesydp = o,
(8) 8n + a cosy sinb 86 + a sing cosb 8y + asind ¥ = o,
8 — acosh 38 = o.

La derniére des relations précédentes équivaut a la relation en
termes finis

(9) ¢ =asinb

qui est évidente géométriquement; mais ni les deux premiéres rela-
tions (8), ni aucune combinaison linéaire des relations (8), ou
figure au moins une des deux premiéres, ne peut étre intégrée et
écrite sous forme finie. Le systéme considéré n’est pas holonome; il
atrois degres de liberté (k=3), car le déplacement virtuel le plus
général compatible avec les liaisons s’obtient en donnant a 86, 8, 8¢
des valeurs arbitraires; 85, &, 6§ sont ensuite déterminés par les
relations (8). Il reste a voir que le systéme est holonome d’ordre deux.
En effet, la position du cerceau autour de son centre de gravité
étant définie par les angles d’Euler 6, ¢, 4, déja Ferrers a moniré (6)
que l'équation de Lagrange peut s’appliquer a l'inclinaison 6; elle ne
s'applique pas & » et ¢. Alors I'ordre du systéme non holonome
est w = 2.



SUR UNE FORME GENERALE DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 9

II. — REALISATION DES LIAISONS. ASSERVISSEMENT.

3. Réalisation des liaisons. — Dans ce qui précéde, les liaisons
sont considérées & un point dé vue purement analytique, indépendant
de la maniére particuliére dont elles sont réalisées [Beciin (29), Thése;
p- 8] Or, peut-on faire abstraction de la maniére dont une liaison est
réalisée? La question a fait I'objet de nombreuses études. Voici-quel-
ques considérations générales empruntées a Beghin (loc. cit.) et a
Delassus (26 et 27). Une liaison L d’yn systéme X peut étre réalisée
avec ou sans le secours d’un systéme auxiliaire ¥,. Dans le premier
cas, la réalisation de la liaison est dite parfaite; dans le second cas,
la réalisation de la liaison est encore parfaite, si Uintroduction du
systéme auxiliaire I; n’apporte aucune vestriction aux déplacements
virtuels du systéme 2 qui restent alors tous les déplacements compa-
tibles avec la liaison L; mais elle est imparfaite, si I'introduction du
systéme 3, apporte des resirictions aux déplasements virtuels du
systéme I.

Ainsi M. Delassus (27) donne 'exemple suivant de la liaison
imparfaite 3=« imposée a un point matériel de coordonnées z, v, 3.
[maginons un cerceau de rayon a roulant sans glisser sur le
plan 0 y; supposons que le plan du cerceau, ¢’est-a-dire le plan de
Paréte circulaire G, soit maintenu vertical au moyen d’un trépied qui
porte I'axe du cerceau et qui glisse sans frottement sur le plan hori-
zontal xOy. Le point matériel z, y, z est attaché au centre G du
cerceau C; il constitue le systéme X; le cerceau avec-le trépied et les
accessoires conslitue le systéme I, ; le dispositif réalise évidemment
la liaison z=a; il permet au point matériel d’occuper toutes les
positions possibles dans le plan z =a; mais si 'on imprime au
systtme un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, le
déplacement du point matériel est dans le plan de 'aréte du cerceau
et n’a pas une direction arbitraire dans le plan 5 =a. La liaison
est donc réalisée de fagon imparfaite.

Si, au contraire, le point matériel était attaché au centre d’une
sphére de rayon a, assujettie a rouler sans glisser sur le plan 2Oy,
ce point serait assujetti 4 la méme liaison z = @, mais celle-¢i serai
alors réalisée d’une fagon parfaite.
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4. Travail des forces de liaison. — Lorsqu’on démontre le théo-
réme du travail virtuel pour un systéme, on s’appuie sur cette pro-
position que, pour tout déplacement virtuel du systéme, compatible
avec les liaisons, la somme des travaux des forces de liaison est
nulle : nous prendrons ici cetle proposition comme définissant les
liaisons que nous considérons. C’est cette proposition que I'on utilise
ensuite pour l'application du principe de d’Alembert, en écrivant
qu'en vertu des liaisons qui existent a I'instant ¢, il y a équilibre
entre les forces d’inertie et les forces appliquées.

8. Cas de l'asservissement. — Mais il faut faire remarquer que,
méme si l’on se borne aux liaisons parfaites, il existc une catégorie
importante de mécanismes dans lesquels les liaisons se trouvent réali-
sées par des méthodes différentes de celles qui permettent'application
pure et simple de I'équation générale de la dynamique : dans ces
liaisons spéciales, on ne peut faire abstraction du mode de réalisation
et se contenter de leur expression analytique. Ces liaisons sont
celles que l'on obtient par asservissement; nous dirons qu'il y a
asservissement lorsque les liaisons correspondantes, au lieu d’étre
réalisées d’une fagon en quelque sorte passive, par contact de deux
solides qui glissent ou roulent I'un sur P'autre a titre d’exemple, le
sont par 'utilisation appropri¢e de forces quelconques (forces élec-
tromagnétiques, pressions de fluides, forces produites par un étre
animé, etc.). De ces liaisons d’asservissement, il résulte des forces
de liaison que M. Beghin (29) appelle de deuxiéme espéce et dont
le travail virtuel est généralement différent de zéro, méme si le
déplacement est compatible avecla liaison. Il est entendu que nous
laisson ce genre de liaisons de coté, renvoyant pour ce cas a la
thése de M. Beghin qui utilise la forme générale d’¢quations que nous
indiquons. Nous nous bornerons aux liaisons classiques définies plus

haut (n° 4).
1II. — EquATions.

6. Equations générales du mouvement. — Ecrivons I'équation géné-
rale de la dynamique, telle qu’elle résulte du principe de d’Alembert
combiné avec le théoréme du travail virtuel. Nous emploierons, dans
lout ce qui suit, pour désigner les dérivées par rapport au temps, la
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notation des accents de Lagrange. L’équation générale de la dyna-
mique est alors
(10) 2 my (&, dzy—+ y) Syp 24 83p) -—2 (Xpd2p+Yp 8yp+ Zydzp) =0,

P o

ou la premiére somme est étendue a tous les points matériels du sys-
téme, mais ou la seconde comprend seulement les points matériels
auxquels sont appliquées des forces. En substituant pour 82,8y, 62,
les valeurs (1) on a une équation de la forme

(”) P,,Sql‘—i-_P28q,+...+ P, 8qk—— (Q| Sq,—;— Qg 6q,+...+ Qk Sq/,) = 0.

Comme 8¢,, 6¢s,..., 8g4 sont arbitraires, 'équation (11) se réduit
a k équations

(12) Pi=Q;, P:=2Q,, ey Pr=2Qy,

qui définissent en fonctions de ¢, les & paramétres gis G2y v s Gk
Pour écrire ces équations, remarquons que

~
Py =2¢ my (2 apy—+ ¥pbpy~+ 3pCpy)
B
‘Or, d’aprés les relations (2), on a

( Zp=ap1gi+ apagi+.. .+ auugi+.. o+ ap 1k + ap,
(13) Yo=bp1q 1+ bpags+. .+ bpy g by g+ by,
? By = Cpq+ Cuagste o Cua @y Cpk @+ Cp,

d’ou, en dérivant encore une fois par rapport au temps,

xu—z [“P-,qu qf,] + %,
s

%=X [bu,vq'f/ + D qv] %‘* ’
>

" dey, de
A =2 [Cp,,\, qv"' (;; 93] dtp'
v

Oi en conclut que le seul terme du second membre contenant qv
est ay,, g, dans la premiére expression, by, ¢, dans la deuxiéme,
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Cu,v ¢y dans la troisiéme. On a alors

0.1'" l).)’” dzll
A T A

Si I'on pose enfin

|J.=n
l 2 Ul "
S= = ¥ my(a} -y + Z2),
u=1
on a
oS
Py= 2>

qy

D’autre part, lé terme Q, a une valeur connue. Sil’on imprime au
systéme le déplacement virtuel spécial dans lequel tous les 8¢ sont
nuls excepté 8¢, la somme &, des travaux virtuels des forces appli-

quées est précisément
[d ~
ty=Qy oqv,

ce qui donne une signification simple de Q,. On a alors les £ équa-
tions du mouvement
oS 9S aS
H — = Q; — =0, — =0
(ll) dq;{ Qh dq”g \.2 ) dql[:‘ le
qui sont les équations générales cherchées, applicables, sous les
restrictions indiquées relatives & I'asservissement, a tous les systémes,

holonomes ou non, et a tous les choix de paramétres. Pour écrire
ces équations, il faut former la fonction S (19).

7. Energie d’accélérations d’un systéme. — La demi-force vive,
ou énergie cinétique,
Cp=n
_1I re rg 12y . I 2
(15) T—22‘”1@(3&'”+_}’p,—l—zpL —Q'ZmV,
p=

ou V désigne la vitesse du point de masse m, peut étre appelée éner-
gte de vitesses du systéme. La fonction S

(16) S = El_gzu(w';,? TR )i= -;-EmJ?,

1
2
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ot J désigne I'accélération du point de masse m, sera appelée I'éner-
gte d’accélérations du systéme. Cette dénomination a été introduite
par A. de Saint-Germain (20). Pour écrire les équations d’un systéme
quelconque a & degrés de liberté, avec un choix quelconque des k
paramétres ¢, ¢s, ..., ¢x, il suffit donc de former I'énergie d’accé-
lérations S de ce systéme. La quantité S sera, dans chaque cas, une
fonction du second degré de ¢, ¢35, ..., ¢ ; on écrira ensuite les
équations du mouvement par de simples différentiations.

On sait que, si un systéme est essentiellement holonome et si sa
position & I'instant ¢ dépend de k& coordonnées géométriquement indé-
pendantes, les équations du mouvement du systéme peuvent s’écrire
sous la forme donnée par Lagrange :

d (0T oT
(17) m(m)_‘)_q—‘::QV (v=1,2, ..., k).

Mais cette forme n'est pas applicable aux systémes non holonomes;
elle n’est méme pas adaptée a un choix quelconque de parameétres
pour les systémes holonomes. Pour obtenir une forme absolument
générale, il convient de calculer S comme il a été dit, c’est-a-dire
d’aller au second ordre de dérivation par rapport a ¢.

8. Cas ou les équations de Lagrange s’appliquent & certains para-
métres. — Le coefficient P, de 8¢, dans I'équation géné rale de la dy-
namique (10), est

_
Py =z mu(zpapy+ yhbpy+ spcpy)-
n

Dans le cas d'un systéme holonome, seul considéré par Lagrange,
ce coefficient s’écrit
d ( oT ) oT

VS ‘g, o 55.

On peut écrire évidemment, dans tous les cas;

d , o
Py= EE m(‘-(‘”{:“ﬂﬂ""'.”p”%".‘*"‘u"m‘ J

n
\ 4 ’ d(lp,.v " dbl"v" / db!‘-y“
—}_dmp,kxp A Tl A )
[
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. . s 0’y dy'n 03
Or, 35 byy, Cpy €tant, d’aprés (13), égaux a dq_':’ %,:”, "9_":’

d (0T ’ dap.,v , dbp.‘v ’ ll(,‘p,,v
Pv—,m((m) —Zmp,(wp e + Y i + gy — )-
©
SiTon pose

da db de
Rv=2 my, <ariL d‘;‘v + d‘:'v + 3, d‘;"') )
®

d (0T JT JT
P= g (57) — i — (v= )

L’équation de Lagrange sera donc applicable au paramétre ¢, si 'ona

on a

on voit que

Ay=Ry— —3;—[:; =o.

Orona
‘ - JT _ L "’”;’L) , (dbyy 9
68w mv— g =B [ (T - )+ (S - 37)
’ de,_y dzlp
(G- |

Si I'on remplace z}, yy, 2, par leurs expressions en ¢, g;, ..., gk

(éq. 13), on voit que R, — ‘—‘g— est une fonction de second degré de
v

(1 Gas +++» qi ¢ pour que l'équation de Lagrange puisse s’appli-
quer au paramétre ¢y, il faut et il suffit que cette fonction soit nulle,
quelle que soit la position et quelles que soient les vitesses des points
du systéme compatibles avec les liaisons, puisque, a chaque instant,
considéré comme initial, ces quantités peuvent étre prises arbitraire-
ment.

Cas particulier. — Supposons que les coefficients ay, , soient des
fonctions de ¢, ¢., . .., & €t ¢, alors

dapy _dapy ,  dapy , dayy dawy ,  dapy
a 9q 1+ 971 Go+ .o+ 9qy q., .+———0qk 3 Tk
dx}, Jda da Jda day. 1 da
_p- — | L% S v ’ . By . Y] __p:
d(]\, dqv Banl —dQV ga+...+ —dqv gyt _dq qn 09v )
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Le coefficient de #, dans la différence (18) est
dap.’v ()dp, 1> B (t')ap, v ()ap, 2) ’
—_— = = + [ —= — > “+. .
( dql dqv ql qu dq‘; 9:
+ ("“u.v _ dﬂu./.-) ), 9apy  dap
ey dqy A dt dgy

Sice coefficient est nul, quel que soit ., ainsi que les coefficients
analogues de yy, 3, la quantité R, est nulle. L’équation de Lagrange
s'applique donc au paramétre g, si 'on a, quel que soit y,

()(ly,,v — dap.’ dap., [)ap. 2 .
9g1 dgy 9g> gy’ o
()ap,,v _ ()l’lp,‘[, daw, _ dtlp,.
oqr  dgy de ~ dqy’
by _ dby by _ by s

(19) dg — dqv’ dqy ~ dqy v
by v dbp, oby.y dbp .
gk = dqv Jat dqv’
depy _ dep dcpy _ dcp,, .
dgr  dgqy’ d9g.  oqy !
ch-,v 0Cp, k de,.v _ lﬂ‘.
g« = ogy dadt ~ ogy

On peut caractériser ce cas autrement. Les conditions (19g) étant
supposées remplies, déterminons des fonctions Uy, V,, W, de
G1s Gy -+, gk €t ¢ par les formules

9, 9, 1y
Uu=fo ay,y dqy, Vu=fo buydqw,  Wp= [ “cpydygy,
qy ' Iv

ou ¢y désigne une constante. On a immédiatement, d’apres (19),-

dU 7 da, R ddp.,
P- __fo d;lv [l . qe dq dqv—- ap,,‘— ap,,“

ay,, étant ce que devient @y, quand on y remplace ¢, par la constante
qv. De méme

Iy Uy
Ogs  CeT ap s, ceny Tgi = kT ap ks
dUp, _ v dap,'v . v d(l _
ot 7 at 99 _‘/,,‘3 ()q dqv = u al‘"
Ve p
g, — bre— ble 5t = bu—b{;
Wy oW
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Les formules (1) deviennent alors, si 'on y remplace ay,, by.p
Cu.py Ay, by, cy par leurs expressions tirées des formules précédentes,

8zp = Uy + af)  8¢1+ af s ¥g2+.. .+ af x 8qx,
(20) Syp=28Vy -+ by 8q1+ by, 3qs ...+ b« dqu,
8ap = SWy+cf, 3g1 + cfl, 8qs +.. .+ cfl s 3qu,

60 8U,, 8V, §W, sont des différentielles totales prises en regardant
¢t comme constant et ou ay,,, b}, ,, ¢}, qui seraient les coefficients de
8¢, sont nuls.

Les formules (2) deviennent de méme

dxy = dUy, + ap,y dq,+ a"},z dgs—+. ..+ a&’kqu-f- aﬁ dt,
(20) dyp=dVy +bf dg1 + bl ,dg,+...+ b}y dgix + b] dt,
dap. =dWy+cf, 1 dg: + cf ydgs +...+ cf  dgr—+ cf dt,

On voit que l'équation de Lagrange s’applique a gy quand, pour
un point quelconque du systéme, 6z, 0y, 8z, et dzy, dyy, day,
peuvent se mettre sous la forme d’une différentielle totale suivie
d’une expression ne contenant ni q,, ni 8¢y, ni dg,. On peut dire
aussi que l'équation de Lagrange s’appliquerait au paramétre ¢,
lorsque les autres paramétres gy, ¢a, ..y @y_1, Gyp1s .-, ¢ 6tant connus
en fonction de ¢, ¢, deviendrait une véritable coordonnée,. de telle
facon que zy, yy, 3y pourraient étre exprimés sous forme finie én
fonction de ¢, et ¢.

Pour que les équations de Lagrange puissent s’appliquer aux
paramétres gy, gy, ..., g5, il suffit que cette condition ait lieu pour
V=1,2,...,,5, cest-d-dire que les déplacements virtuels 3z,, 8y,
Szu et les déplacements réels dx,, dy,, ds, puissent se metire
sous la forme

Szp=08Up + oy 541 8g5r1 +.. .+ ap i Sqp,

Syu=8Vi + By s+10gs41 +...+ Bk dqs,

85y = AWyt Y541 0G4t oo Y6 8945
drp=dUp + ay sr1 dqepr1+.. .+ ay k dgi+ ay, di,
d‘yu= de, -+ B[A,s+1 dgsey+. ..+ pp,lt dgr—+ pp, dt,
day = dWy+ fu sr1 dgsp +. ..+ Yo,k AGk+ yu dt,

les coefficients ey qy vy 2un, oy, Bustts oo or Buks Bus Yuspts oer
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Yuks Yus D€ contenant plus ¢y, g5, ..., ¢5. Le systéme est alors pour
le choix des paramétres ¢y, ¢, ..., g, non holonome d’ordre & — s.

VI. — ArpLICATIONS.

9. Mouvement d’un point en coordonnées polaires dans le plan. —
Les équations
xz =rcosd, y=rsind, =0
donnent

S = i:-(z'2+y”=+z”s) = ”;‘[w— PO (10" 27 60)2].

En adoptant les notations de ’exemple de la fin du n° 1, on voit
que les équations du mouvement sont
) dS
= Q, 0 = Pr,
ou
m(r'— r6?)=Q, m(re"+a2r'6’)=P;

ces équations sont identiques a celles de Lagrange. Avec ces para-
métres r et § le syst¢éme est holonome. Mais si I'on prend comme
parameétre I'aire ¢ balayée par le rayon vecteur, on a

So= Sr130, ds=~r2do,
2 2

8z = cosB &r — 2sind

3a,

2 cosf

Sy = sinf 8r + 3a;

2sinf

. 2 cosf
o' =cos0r' — o’ Yy =sinbr'+ —-—d';
o

)

2" = cos0 (r’—-;%c”) 2s5inf —y
_y”-—sinﬂ(r”-——r%c”\ +2c059—”; S

m [/ v 4 ’ * 4 SE"V‘CE DE
S=-2—[(\r—’_—sc'2) v+‘-r—’0“].

MATHEMATIQUES

.X8x+Y8‘y=2—rl-)-8c+Q6r.

MEMORIAL DES SC. MATH, — APPELL
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Les équations sont alors
JS S 2P
or Q 9 T’

ou en explicitant
m <r”—’%a'2>=Q, mc"=}--';
si la force est centrale P = o, la seconde équation donne
=0, o=C,

ce qui exprime le théoréme des aires.
Aucune des quantités

A= d (0T JdT] 48
' EZ(T)T’ o] o
Aps d (dT JdT| 48
T dt aa)“?}? da’

n’est nulle. Avec le choix de paramétres rel o le systéme est devenu
non holonome d’ordre 2.

10. Mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe. — Calcu-
lons I'énergie d’accélérations S d’un corps solide mobile autour d'un
point O, en nous plagant dans le cas le plus général. Il suffira ensuite,
pour chaque exemple particulier, d’employer cette fonction S calculée
une fois pour toutes.

Rapportons le mouvement du corps a un triédre trirectangle O zy 3,
d’origine O, animé d’un mouvement connu. Soient Q la rotation
instantanée de ce triédre, €, 2, R les composantes de cette rotation
suivant les arétes Oz, Oy, O z; soient de méme w la rotation instan-
tanée absolue du corps solide, p, ¢, r ses composantes suivant les
ases Ozys. Une molécule m du corps, de coordonnées z, y, z,
posséde une vitesse absolue ¢ de projections

Ya=g2z—1Try,
(21) Vy=rx —ps3,
Vv:=py —9%;

cette molécule posséde une accélération absolue J ayant pour
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projections
dv,
x = L +@05—3{9y,
d
(22) Iy = -Ly—keﬁvx—‘f'vz,

dt

do,
Jz = W -+ Q’vy— Q".x‘;
f l ’ M . 2z 1° 1 ’ 212
ces formules s’écrivent immédiatement, sil’on remarque que I'accélé-
ration J est la vitesse absolue du point géométrique ayant pour coor-
données ¢, ¢y, ¢, par rapport aux axes mobiles O zys.
Cela posé, on a

dv, dz dy , ,

— =g —— —I'— 2q — yr DI

ar ~1ar de 7T ’

'y ¢’y ' désignant les dérivées de r par rapport au temps. Les

P ’ o) ) P PP p

quantités % , 5%, % sont les projections sur Oz, Oy, O z de la vitesse

relative ¢, de la molécule /m par rapport & ces axes : si 'on appelle o,
la vitesse d’entrainement de cette méme molécule, on a

(9r)e=9e— (Ye)u,
c’est-a-dire

dr
7 =151y — (23— Ry).
On a de mé A o1 &, Dapres cela, les ex
n a de meme, en permutant, W‘? T apres cela, les expres-

sions (22) de Jz, J,, J; prennent la forme suivante, oi nous écrivons
seulement J, :

Je=q(p—R)y —(g—z]—r[(r—f)z—(p —4)s]
+ 34 —yr'+9(py — gr) — R(rz — pz),

ou en ordonnant

Je=—z(q*+r")+y[qg(p—%)+p2 —1]
+z[r(p—%)+p&R +4').

On obtient, en permutant, J, et J;. Faisant la somme des carrés,
on a J2, puis la fonction

S=-2m(J2+ J_';'+ ).

1
2
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Dans cette somme figurent comme coefficients les moments d'inertie

A =Zm(y?+ 2?), B = I m(z2+ 2?), C=3Im(z’+ y?),
et les produits d’inertie
D =3Zmyas, E = Zmasx, F = Xmazy,

par rapport aux axes Ozyz. Ces six quantités seront, en général,
variables avec le temps, puisque les axes Ozys se déplacent dans le
corps.

Actuellement les paramétres sonl les angles qui fixent 'orientation
du corps autour du point O : les quantités p, ¢, r contiennent les
dérivées premiéres de ces parameétres par rapport au temps; si le
triedre Ozyz est animé d'un mouvement connu, &, ), & doivent
étre regardés comme des fonctions connues du temps; si le mouve-
ment du triédre est lié de quelque fagon a celui du corps, €, 9, & ne
dépendent que des dérivées premiéres des paramétres; les dérivées
secondes des paramétres ne figurent donc alors que dans p', ¢, 1.
Alors, d’aprés une remarque précédente, il suffit de calculer les
termes de S qui dépendenl des accélérations, c’est-a-dire de p', ¢', 1",
car ces termes seuls dépendent des dérivées secondes des paramétres.

Posons, pour abréger,

(23) gR—rR= €. i r® —p& = 2u pQ—q‘f =R,

et désignons, pour un moment, par a, b, ¢ les sommes Tmz?, Imy?,
Zms3*. On peut écrire

(24) 28= a[{g'—21—pr)*+ (+'— K1+ pq)?]
+ bl (r— Ry—gp)2+ (p'— B +qri2]
+c[(p'— Rri—rg)t+ (¢ — 1+ rp)?]
—2D[(g*—r)p'+ (¢ — i +pr)(F'— R —pg)]
—2E[(rt—p*) g’ + (7 —Ri+qp) (p'— ®1—g1)]
""2F[(P’—‘I’)""“(P'—(«Pr-l-"q)(q'-—@_l—rp)]+....

Développons et ordonnons par rapportap’' — @y, ¢’ — 24,7 — &y,
en remarquant que

b+c=A, ¢c+a=B, a+b=C,
b—-c=C—-B, c—a=A—QC, a—b=B—A;

nous pouvons écrire, én laissant de coté des termes indépendants
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de p', ¢’ 1,
(25) 25='A(p’—‘!?,)’+B(q’—Ql)2+C(l"—5\,)’
—2D(g' =) (r— &) —2E(r'— Ry) (p'— &)

—2F(p'— ®1)(¢'—21)
+2[(C—B)gr—D(g*—r?) — Epg + Fpr] (p'— %)
+2[(A—C)rp —E(r2— p*)—Fqr+Dgp](qg'— )
+2[(B—A)pg —F(p*—q*) —=Drp+Erg](r'— &) +....

Remarque. — Si les axes Ozys sont fizes dans Uespace, €, 3, &
sont nuls et 'on a

(26) =91 =QRi1=0;

le méme fait a lieu si les axes sont fires dans le corps, car dans ce
cas

(27) Q=Pa 5'2,=9, R=r.

En particularisan, on obtient les équations d’Eulec que I'on établit.
facilement.

On obtient de méme, en particularisant convenablement les
formules, les équations du mouvement pour le cas classique ou
Pellipsoide d’inertie relatif au point fixe O est de révolution; on
prendra comme axe O 5 I'axe de révolution et comme axes Oz et Oy
deux axes mobiles a la fois dans le corps et dans I'espace, définis
comme il suit. Soient Oxy, O)y, Oz trois axes fixes : 'axe O) sera
perpendiculaire au plan 0z et l'axe Ox perpendiculaire au
plan yOz. L’angle § est alors 'angle z; O3, ¢ Vangle z; Oy La
rotation instantanée Q du triédre Oz)z est la résullante de deux

. . 0 , . d ,
rotations, 'une 'Z’E = " autour de Oy, Pautre 7‘11 = J autourde O z;;

les composantes de cette rotation, suivant Oz, Oy, Oz, sont donc
(28) ®=—{¢'sinh, 9=0, R =1y cosh

Une fois le triedre Oz placé, il faut définir la position du solide
par rapport a ce triédre; pour cela, il suffit de connaitre 'angle ¢
que fait une droite liée au corps dans le plan 2Oy avec I'axe Oy : la

dérivée %—’:l{:’ de cet angle mesure la rotation propre du corps

autour de Oz. La rotation instantanée o du corps est alors la résul-
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tante de la rotation Q du triédre et de la rotation propre ¢’ autour
de O z. On a donc pour les projections p, ¢, r de w sur les axes O zy 3.

(29) p=& =—{ sind, g=9="0, r=~&+9¢=1{ycosh+q.
On en conclut, en dérivant par rapport a ¢,
p=—V"sin0+,.., ¢'=0, r=4{¢"cosb+9"+.. .,
En outre, D'ellipsoide d’inertie étant de révolution autour de Oz,
B =A.
L’expression générale (25) de S devient actuellement, en rempla-

cant & et ) par p et g et remarquant que D =E = F = o, puisque
les axes mobiles sont des axes principaux d’inertie,

(30) 2S =A(pt+g2)+Cr'24+2(AR —Cr)(pg'—gp’)+....

Pour une variation 380, 89, ¢} des trois angles, la somme des tra-
vaux des forces appliquées prend la forme

030+ 8o+ WY,

comme le déplacement virtuel obtenu en faisant 62 =3¢ = o est une
rotation autour de Oy, © est la somme O, des moments des forces
par rapport a O)-; de méme, ® est la somme I, des moments des
forces par rapport a Oz et ¥ la somme )IL; des moments des forces
par rapport a O 3. Les équations sont alors faciles a écrire.

On les obtiendrait plus rapidement, sous la forme définitive, en

introduisant, ainsi qu’on peut le faire dans le cas général, comme
paramétres les trois quantités %, ., v définies par les relations

(31) k= —sin08¢, dpu=280, 8 =cos0d) - 3p,

d’ou, pour le déplacement réel,

(32) ‘ p=N =—sinb{’, g=p =0, =y = cosby + ¢,
!

P/ — )\"’ qr —_ P.II’ » = vll'

Les quantités ¢\, 3y, 8v sont donc alors les rotations élémentaires
autour de Oz, Oy, 03z, etl'on a

S(X8z+ Y3y + Z8z) =M 3% + My 8+ Mz dv.

La fonction 2S donnée par 'expression (30) s’exprime immédiate-
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ment en fonction de A", 1", v" et les équations du mouvement sont

J8 JS S
o = I, d_p.' =IN,, o I,
ou, comme X' =p', u' =¢',v' =7r,
: S . oS . 9S
(33) o =Mz, 37 =y, 5n =M

Ce sont les trois équations sous la forme la plus simple. Avec les
paramétres A, i, v le systéme est non holonome d’ordre 3 (31-2).

11. Théoréme analogue a celui de Koenig. — En vue des applica-
tions qui suivent, il est utile, pour abréger les calculs, d’établir un
théoréme analogue a celui de Keenig). Soient, par rapport a des
axes fixes, z,¥, z les coordonnées absolues d’un point d’un certain
systéme; m la masse de ce point; &, n, { les coordonnées du centre
de gravité du systéme; M = Zm la masse totale et z,, y., 2, les coor~
données du méme point m par rapport i des axes G .x,y,5, menés
par G parallélement aux axes fixes. Appelons J, I'accélération
absolue du point G :

W=+
J Paccélération absolue du point m :
J2= 2"+ y"2+ 32,

et J, son accélération relative par rapport aux axes G z,y, 3,
Ji=a¢+yy+ 5,
Ona
z=f+x, y=n+y, I=(+3
Alors I’expression-

S =2 Em (a1 £1) = JEm[(F + 1) + (0 Y (T )]

devient en tenant compte de ce que,
Smxy=o0, IZImzi=o0, ...,
I I
= EMJ,’,—P ;2/".];,
ce qu’on peut écrire
1 8
S=1MI3+Sy,
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S, étant I’énergie d’accélération calculée dans le mouvement relatif
autour de G; on a donc le théoréme :

L'énergie d’accélérations S d’un systéme est égale a Uénergie
d’accélérations qu'aurait la masse tolale concentrée en son centre
de gravité,plus Uénergie d'accélérations du systéme calculée dans
le mouvement relatif du systéme autour de son centre de gravité.

12. Corps solide entiérement libre. — Dans un corps solide libre,
on obtient la fonction S en appliquant le théoréme du n° 11 analogue
a celui de Keenig. Le terme S, =X m J} relauif au mouvement du
corps autour de son centre de gravité sera donné par la formule (25)
relative au mouvement d'un solide autour d’un point fixe. On a alors

28 = MIg+ 28,

Cette formule s’applique facilement au mouvement d’un corps homo-
géne pesant de révolution assujetti a glisser sans frottement sur un
plan fixe (22).

Elle permettra de méme d’écrire les équations du mouvement d’un
corps homogeéne pesant de révolution assujetti a rouler sans glisser
sur un plan horizontal fixe.

13. Application 4 un corps solide qui se meut parailélement aun
plan fixe. — Dans I'étude du mouvement d’un solide autour d’un
point fixe, on suppose ‘essentiellement que ce point est a distance
finie. S’il est a I'infini, le solide se meut parallelement a un plan fixe.
Prenons comme plan de la figure le plan de la courbe décrite par le
centre de gravité. Soient, dans ce plan, deux axes fixes Oz et Oy,
Eetn les coordonnées de G. Il suffit évidemment de connaitre le
mouvement de la figure plane (P), section du corps par le plan zOy.
Appelons alors § 'angle que fait avec Oz un rayon G A invariable-
ment lié a cette figure plane (P), et MA? le moment d’inertie du corps
par rapport a axe mené par G perpendiculairement au-plan'zOy.

Le mouvement du corps autour du centre de gravité G est une ro-
tation autour d’un axe fixe dans le corps, la vitesse angulaire de rota-
tion étant §. On a donc, pour la fonction S, calculée dans le mouve-
ment du corps autour de G,

2
S; = M;f‘-(e"ue's).
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Donec

S = %[g"z-m”u- K26 ],

ou il est inutile d’écrire les termes ne contenant pas les dérivées
secondes.

D’autre part, si 'on appelle X,, Y, les projections de la résultante
générale des forces appliquées, et Ny la somme des moments de ces

forces par rapport a 'axe mené par G perpendiculairement au plan
Oy, on a

2 (X3 4+ Y8y 4+ Z33) = X, 05+ Yo 80 + N, ob.

Le corps n’étant supposé soumis & aucune liaison, les paramétres
&, m, 0 sont indépendants et les équations de mouvement sont

0S 0S oS
(‘fn = Xo, T — YO’ W

Mt =X,, Mzg"=Y, MA2 =N,.

= N07

On retrouve ainsi les équations que donnent immédiatement les
théorémes généraux.

Supposons le corps assujetti & une nouvelle liaison, que cette
liatson soit exprimée par une relation en termes finis
f(E, L) 0, t) =0,
ou par une relation différentielle

Adi+Bdn+Cdd+Ddt=o,
ABE+ B3y +C =o,

A, B, G, D étant des fonctions de &, 7, 0, £. On pourra alors exprimer
7’ en fonction de £" et §” par exemple, 87 en fonction de 8% et 80; par
suite calculer S en fonction de §" et §”, rendre (X 8z + Y 8y + Z3z)

linéaire et homogéne en 8§ et 8, puis égalergau coefficient de &€ et

a8, . o
57 & celui de df.

V. — REMARQUES D’ORDRE ANALYTIQUE.

14. Quelques propriétés de la fonction S. — Dans ce numéro nous
supposons que les liaisons ne dépendent pas du temps

ay,=bp,=c,_L=o,
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et que les coefficients ay ., byy, ¢y dépendent uniquement de
G11Gsy -, qx €t non de ¢. Alors il en est de méme des coefficients

de S.
D’aprés 'expression de S donnée plus haut

S = iEm(x"’-l—y”+ 3"),

cette fonction bornée aux termes utiles est alors de la forme suivante :
(32) S=¢(g" g% - 9u) + Vg1 +Yagh+. ..+ Yugh,
ol o est une forme quadratique des ¢
(g, oo qn) =Z25q1qF (=),
’

dont les coefficients 2;; sont supposés dépendre uniquement de g,
Gas oo iy €LOU Gy, by, ooy, by sont des formes quadratiques en ¢,
G2y -+ 1 ¢, dont les coefticients dépendent aussi de g,, ¢, . . ., G-

La demi force vive du systéme

I
T= 55 m(x'2+ y'? + 5'2)

est une forme quadratique de g}, g3, .., ¢; dont les coefficients sont
les mémes que ceux dc la forme 9, de sorte que
(34) T =0(g% 95 -+ o1 9%) = 22 919};

ce fait résulte du calcul méme des deux fonctions S et T. Paur sim-
plifier écriture, nous ferons

(g, g%« oy Th) = P,

?(q,h q’.” ey q?:) = 91,
alors

(35 S=¢s+ g\ +dagar+...+ bk,
T = CP,.
Comme il est facile de le vérifier, on a identiquement

dT oS ,  dS ,

36 7 = o -+ — +eit+ 5 G
( ) dt dq‘ 71 dq, 92 0qkqlr

Voyons ce que donne cetle identité d’aprés les formes (35)de Set T:
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elle devient

a d J ,
(37) 44 ;P:g"'% ;P?‘F +91rd;3+4’191+’~‘.’2q'z+---+q‘/~'9’k
» 99 v 991 v d91 de1 ALY
_Llldq +92d r+ +qkdq/""91dql qi()q +. +qk0q

Icile deuxiéme membre est 'expression développée de %, telle qu’elle

résulte de ce fait que T dépend de ¢ par 'intermédiaire de ¢, ¢, - - -, g5,
g1y ¢sy -5 gk Or la premiére partie du premier membre de (37) est
identique a la premiére partie du second, d’aprés une propriété élé-
mentaire des formes quadratiques. L'identité (37) se réduit donc a

(38)  fgi+hagh+. - dugh= )q' gi+ 3;' gy+.et '—qu

Cette relation doit avoir lieu quels que soient g, ¢s, ..., Gk ¢y
¢ - -1 45 Elle établit donc des relations nécessaires entre les coeffi-
cients des formes ¢, 4., ..., {x et les coefficients a;; de ¢,. Pour abré-
ger I'écriture, nous désignerons par une seule lettre les dcux membres
de l'identité (38), en posant

d¢q J 9
(39) E=3lgl+gltair. ot Shql=tbigh+ gyt g,
cette fonction E est une forme cubique en q',,.q;, ooy e

15. Termes correctifs dans les équations de Lagrange. — L’iden-

tité (38) étant supposée remplie, cherchons une expression de la
différence

d (dT T 95
(f) w= (o) =g~ g
D’aprés les notations du n° 8 on a
JT

A|=Rl-— d—q—]‘

Comme nous avons posé T =¢,, on a

~d (JT 2oy , 2¢; J?9
Ft.ﬁ’f) ozt Ao T og AL

J2 @1 92 1 ’ J? P1 /
™ 34 9q: i+ g 0g, 12 agog. TR
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T . .. .y
car%—ou‘%%dépand de ¢ par l'intermédiaire de gi, @a -+ @hs 915
Gas -+ Gk

En explicitant la premiére ligne et temant compte de I'expression
de E, on peul écrire

d(OTN , s OB der

D’autre part,

IT _ 99

dg, ~ dqi

ds " " "

PP =2(a11 g + %12 gy +. ..+ axgi) + Yu.
1

La différence (40) appelée A, devient donc, aprés réduction,

OB _ o _
dq dql
On a de méme, en posant
_<"T _9r 8 _p T
YT dr dqc) agv  Igy, ' 9y
__dE d9,
(41) Ay= o7, a0y by

Ceci posé, les équations du mouvement peuvent s’écrire

(4 () == n =na k),
ou le terme A, a pour expression la quantité (41). Ces quantités A,
forment ce qu on peut appeler les termes correctifs dans les équa~
tions de Lagrange. On voit que les équations de Lagrange pourront
s'appliquer au systéme, si ces termes A, sont tous identiquement
nuls. Ce fait se produit quand le systéme considéré est holonome
et que les paramétres sont de véritables coordonnées.

Si le systéme n’est pas holonome, le mouvement du systéme est le
méme que celui d’un systéme holonome admettant méme force vive
2T que le premier et sollicité par les « forces généralisées » :

Q|—|-A1, Q»—i— Ay, oey Qk"l—AI;-
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Le fait qu'un systéme non holonome et un systéme holonome
peuvent avoir identiquement le méme T se trouve démontré sur un
exemple simple que nous avons donné dans le Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, Journal de Crelle, 1. 122, p. 205.

L’ordre d’un systéme non holonome, pour le choix des paramétres
g1y G2 - -5 Gk, est le nombre des A, qui sont différents de zéro.

Equation des forces vives : Vérification. — Les liaisons étant
indépendantes du temps, I'équation des forces vives est

dT s
(43) 77 = Ui+ Qg+ Qi g

Pour déduire cette équation des équations (42) il faut multiplier la
premiére de ces équations par ¢, la deuxiéme par g,, etc., la der-
niére par ¢, et ajouter.

On obtient alors I'équation (43), parce qu’on a identiquement

(44) Mg+ Baghy ...+ Argr=0o0,

en d’autres termes les forces apparentes caractérisées par 4, A,, -.., Ax
sont gyroscopiques, d’aprés la terminologie de Sir W. Thomson (44).

En effet, d’aprés les expressions (41) des quantités A, et la défini-
tionde E, on a

JE OE
! ! LA r A —_— .
Mg+ Bagy oot Mg =\ 5o e Tk 5o — 3E;

mais E étant homogéne et du troisiéme degré en ¢, qs, ..., ¢;, le
deuxiéme membre est nul identiquement, d’aprés le théoréme des
fonctions homogeénes.

16. Cas général. — Si les liaisons dépendent du temps on peut

poser encore

L _d (9T oT 95

YT de (dq’v dgy  oq,,
L’ordre du systéme non holonome pour le choix des paramélires g,
qsy -, @k €st encore le nombre des A, (v=1,2, ..., k) qui ne sont

pas nuls (33).
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VI. — LA MISE EN EQUATIONS D'UN PROBLEME DE DYNAMIQUE RAMENEE A LA
RECHERCHE DU MINIMUM D' UNE FONCTION DE SECOND DEGRE. PRINCIPE DE LA
MOINDRE CONTRAINTE DE GAUSS.

17. Probléme de minimum d’une fonction du second degré. — Si
Pon considére la fonction R qu’on peutappeler expression analytique
de la contrainte

R = S —qu"l—ng"z-— e qulk)

R est une fonction du second degré de ¢4, ¢, ..., " - Les équations
du mouvement s’écrivent

JR JR oR"

WO = . 5 =

les valeurs de ¢',, g%, ..., 7, tirées de ces équations, rendent alors R
maximum ou minimum, Comme R est une fonction de second degré
de g1, ¢, . .., ¢i danaquelle les termes du second degré consti-
tuent une forme quadratique définie positive, la fonction R est mini-
mum pour les valeurs de ¢, correspondant au mouvement. Il va de soi
qu’on peut faire jouer le méme role qu’a R, a toute fonction différant
de R par des termes indépendants des ¢,. D’aprés les expressions
de z,, ¥y 3y, 0%y, 8)y, 83y, cette fonction R a, en gy, ¢a -+, Gis
les mémes termes que

S— N [Xah+ Y+ Z5,],
©w
ou que
észz_zFJ cosFJ

ou que
Ro= 2 % [(mz"—X)2+ (my" — Y )2+ (m3"—1)].

On peut donc dire que les accélérations que prend le systéme & chaque
instant, accélérations caractérisées par les valeurs de gf, g3, + -+, Gk,
rendent Ry minimum. Si le systéme était libre, ce minimum serait

évidemment séro. S'il n’y avait pas de forces extérieures, Ry se rédui-
rait a S.

18. Principe de la moindre contrainte de Gauss. — D’aprés la
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traduction du mémoire de Gauss, le principe de la moindre contrainte
s’énonce comme il suit :

« Le nouveau principe est le suivant :

» Le mouvement d’un systéme de points matériels liés entre euz
d’une maniére quelconque ct soumis & des influences quelconques
se fait, a chaque instant, dans le plus parfait accord possible
avec le mouvement qu’ils auraient s'ils devenaient tous libres,
c’est-a-dire avec la plus petite contrainte possible, en prenant,
pour mesure de lu contrainte subie pendant un instant infiniment
petit, la somme des produits de la masse de chaque point par le
carré de la quantité dont il s’écarte de la position qu'il aurait
prise, s'il eat été libre.

» Soient m, m', m" les masses des points; a, a', a’ leurs positions
respectives ; b, b', b" les places qu’ils occuperaient aprés un temps
infiniment petit /¢, en vertu des forces qui les sollicitent et de la vitesse
acquise ab commencement de cet instant. L’époncé précédent revient
a dire que les positions ¢, ¢/, ¢” qu’ils prendront seront, parmi Loutes
celles que permettent les liaisons, celles pour lesquelles la somme

—2 Y — 2
mbe +~m'b'c’ +m'b'c" +...

sera un minimum.
» L’équilibre est un cas particulier de la loi générale, il aura lieu
lorsque, les points étant sans vitesse, la somme

— —2
mab +~m'a'b’ +...

sera un minimum, ou, cn d’autres termes, lorsque la censervation du
systéme de points dans I’état de repos sera plus prés du mouvement
libre que chacun tend a prendre, que tout déplacement possible
qu'on imaginerait. »

Suit la démonstration du principe.

Les équations précédentes démontrent ce principe : elles en sont,
peut-on dire, I'expression analytique. Mach, a la page 343 de son
livre (11), parlant du principe de Gauss, considére I'expression

N [ e
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(E, 7. § désignent les projections de I'accélération du point m) et
cherche les conditions que doivent remplir § 7, § pour que N soit
minimum; il retombe alors sur I'équation générale de la dynamique.

Dans 'édition allemande de 1'Encyclopédie des Sciences mathé-
matiques et a la page 84 de son article : Die Prinzipien der
rationnelle. Mechanik, A. Voss (28) procéde comme il suit pour
établir le principe de Gauss. La position ¢ du point m a pour abscisse
a l'instant ¢+ dt

z' 2

la position b qu'il occuperait au méme instant s'il devenait libre a
p q P
pour abscisse

X
z+a' dt+ = —_de.
m'1.2

La somme considérée par Gauss comme mesure de la contrainte

—a2 —»
mbc +mb'c +...

S n (=3 ==+ - 2]

Or, celte somme est précisément

est alors

I
- dttRo.
i 0

Elle est minimum parmi tous les mouvements possibles, car les accé-
lérations rendent Ry minimum.

VII. — APPLICATIONS A 1.\ PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

19. Electrodynamique. — Dans un volume de la « Collection
Scientia » : L’électricité déduite de Uexpérience et ramenée au
principe des tracauz virtuels, M. Carvallo étudie, d’aprés une théorie
de Maxwell, application des équations de Lagrange aux phénoménes
électrodynamiques. 1l fait remarquer, & propos de la roue de Barlow,
que ces équations ne sont pas toujours applicables aux phénoménes
électrodynamiques, notamment dans le cas des conducteurs a deux
ou a trois dimensions, Il observe que le phénoméne de la roue de
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Barlow dépend de trois paramétres 6, g,, ¢,, dont les variations
arbitraires définissent le déplacement le plus général du systéeme ; il
indigue que ces paramétres ne sont pas de véritables coordonnées et
qu’a leur ¢gard le systéme se comporte comme un cerceau a I'égard
des trois paramétres §, o, et ¢ (n°2). Dans ces conditions, les équa-
tions de Lagrange ne sont pas applicables et si I'on peul espérer rat-
tacher les équations de I'Electrodynamique a celles de la Mécanique
analytique, il faut choisir une forme d’équations applicable a tous les
systémes, qu’ils soient holonomes ou non (19).

Pour la roue de Barlow, en employant la notation de Carvallo
(loc. cit.. p. 56 a 80) les équations du mouvement sont :

1" —Kgigy =Q,
Lig\+ KW gh=E—riq,,
Lagh =E.,—ryq’,

ou les seconds membres sont les forces généralisées que nous avons

désignées précédemment par Q,, Q,, Q;. Or les premiers membres
de ces équations s’écrivent

95 a8 a8

. W’ 9g7 gy
sil’on pose

= S[18"+ Ly g} + Lag?+ 2 Kgh(0'g — g 0) +...],

les termes non écrits ne contenant plus de dérivées secondes des para-
métres. Les équations du mouvement sont donc bien de la forme
générale étudiée dans ce volume ; mais il serait important de savoir
si cette fonction S, ainsi formée analytiquement, peut étre obtenue
directement par des considérations physiques comme étant I'énergie
d’accélérations S = i ZmJ2.

20. Extension a la physique des milieux continus; application a la
théorie des électrons. — Dans ce numéro nous reproduirons presque
textuellement une note de M. Guillaume, de Berne (24).

« On peut remarquer que si un systéme posséde une énergie poten-
tielle W, on a

1=k
N Qugi=— W U,
1=1

MEMORIAL DES SC. MATH., — APPELL
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la somme ¥ étant étendue aux paramétres dont dépend T’énergie
potentielle, U désignant un terme indépendant des ¢; et Q; les
forces dérivant du potentiel. Les forces restantes seront dites forces

extél'ieures au systéme et nous poserons
i=n

la somme étant étendue a ces forces. il y a des équations de liaison
L, = o, on peut introduire, par une généralisation de la méthode des
multiplicateurs de ‘Lagrange, comme le montre Poincaré dans ses
Lecons sur la théorie de 'élasticité, des fonctions %, de telle fagon

que 2)\ ; Lj puisse étre considéré comme une énergie potentielle
/
supplémentaire.
» Dans le cas particulier ou I'énergie cinétique

T= %Em(x'z-}-y”%— 3'?)

est exprimée en coordonnées cartésiennes, on a

T =Sm(z'2"+yy" +3'3"),
Tll= En!(-z‘”’—i—y"_’—l—z”’) + -‘m(xl‘z‘m_‘.‘yl.qu_zlzl")'

d’ou Von déduit
dJsS 1 0T

N

dx" 2 02"

» Alors I'expression

v=—k
R=S—Y Q)
v=1
est remplacée par
I " 4
(45) R= ;T + W +2Xij~E.
7

» Si les coordonnées sont quelconques il faut écrire S a la place
de T" Il est aprés cela aisé d’écrire R pour les milieux continus.
Dans ce cas, au lien du mouvement d’un point »2, on considére celui
d’un élément = d’un certain volume V limité par une surface . Les
fonctions S, T ou W deviennent des intégralcs étendues au volunre V.
Le terme relatif aux équations de liaison s’obtiendra en multipliant
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les premiers membres de ces équations par »; dt, en les ajoutant et en
les intégrant dans le volume V. Le terme E pourra donner a la fois
une intégrale de volume et une intégrale de surface. En définitive R

a la forme
= foief fr

@, €t ¢, pouvant contenir les accélérations et leurs dérivées partielles.
On explicitera ensuite les accélérations de fagon a mettre R sous la

forme
R =‘/ff?1611+f.,[¢ldc’

ol ¢, et ¢, sont des polynomes du second ou du premier degré par
rapport aux accélérations. Cette transformation est possible, si le
systéme est mécanique. En variant les accélérations, on formera la
variation SR qui doit étre nulle quelles que soient les variations des
accélérations. En annulant les coefficients de ces variations, on
obtiendra les équations cherchées.

» Application & la théorie desélectrons. — Maxwell, pour établir
un lien mathématique entre la mécanique et les phénoménes élec-
triques, se servait des équations de Lagrange : il supposait donc les
systémes correspondants holonomes, H. A. Lorentz (40) a repris et
généralisé les idées de Maxwell: il a montré en particulier ce qui suit.
Considérons I'énergie du champ magnétique

(46) 'r=-;fffbwr

comme une énergie cinétique et I'énergie du champ électrique
8 { _ 2

(47) W=%fffn*dr

comme une énergie potentielle, les vecteurs ) et ¥ satisfaisant a deux
.équations de liaison

(48) crot.h —pdiv.s — ¥ =o,
(49) diV.l) =0,

ou b désigne la vitesse de la matiére et c celle de la lumiére ; on peut
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alors, au moyen du principe de d’Alembert, établir I'équation fonda-
mentale

|
(50) rot.b:-—zh‘

» La démonstration exige certaines restrictions dues a I’emploi des
quantités d’électricité comme coordonnées et a lintroduction de
tous les déplacements virtuels. Lorentz est ainsi conduit a définir
une nouvelle classe de liaisons qu’il nomme (]udsi holonomes : il
suppose qu'un systéme d’électrons appartient a cette classe. En partant
de Pexpression (43), on peut alors, étant données les équations (46),
(47), (48), (49), établir I'équation (50), en supposant, d’une fagon
générale, le systéme non holonome

» En effet, conformément aux significations de T et de W, le
champ magnétique l) est 'analogue d’une vitesse, sa dérivée )’ ana-
logue d’une accélération, le champ éléctrique ¥ mesurera la défor-
mation produisant I'énergie potentielle, sa dérivée premiére d sera la
vitesse de variation de cette déformation et d” en sera I'accélération ;
Péquation (48) permet d’exprimer immédiatement »” en fonction de )/,
de sorte que nous n’aurons plus qu'une équation de liaison (495 a
considérer. Appelons ¥ do la force agissant sur 'élément ds, on a

R::fff [;—b’z—l—cbrot.l)’"—zl’div.b’] dr
—‘/../Sfl)'dc»i—...:fb/‘f [ér&)’z—b-cl)’rot.l!—b—zl)’grad.l’]
—/‘f[c(bb/)n—i— Ny +Fy)ds +....

De I'intégrale de volume on tire
(51) b =—crot.b — 2 grad. X

» Pour déterminer %', il suffit de former div. ly’ en tenant compte
de I'équation (49). On trouve alors que %' doit élre constant : son
gradient est donc nul et I'équation (51) se réduit a 'équation cher-
chée (50). L'intégrale de surface permet de déterminer la force ;
pour trouver la signification de celle-ci, il suffit de chercher le
travail par unité de temps. On trouve en prenant la constante )/
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égale a zéro
Fy=—c[oh]n,

c’est-a-dire le flux d’énergie de Poynting.

» Si, restant dans ’éther, on parlait des mémes équations,
I'expression (45) permettrait de déterminer I'équation (48), privée
de terme relatif a la matiére. On met ainsi en évidence, d’une fagon
frappante, le dualisme si souvent constaté en électricité.

» La fécondité de la méthode proposéc ici provient de ce que l'on
substitue aux déplacements virtuels des accélérations virtuelles. Les
quantités d’électricité n’entrent plus en jeu. Il n'est pas besoin de
pénétrer dans le mécanisme du phénoméne. De la possibilité d’établir
pour la théorie des électrons, les expressions o, et ¢y, découle la
possibilité d’une interprétation mécanique de cette théorie. Outre le
principe de d’Alembert, on a essayé, surtout depuis Helmholtz,
d'étendre le principe d'Hamilton a toute la Physique. Or ces prin-
cipes s'appliquent mal a la théorie des électrons ; on est en droit de
penser que le principe de M. Appell ainsi généralisé, pourra, dans
nombre de cas tout au moins, leur étre substitué avantageusement.

» On peut voir que les considérations ci-dessus s’étendent a la
mécanique d’Einstein. Celui-ci a introduit la fonction (41)

T,

H =—muc\//l_c_:

pour former dans sa mécanique les équations de Lagrange et d’Hamil-
ton. 11 est aisé de voir que H est Panalogue de T dans la mécanique

ordinaire. On a, en effet,
UL
2 dv 7

ou ¥ désigne une force, C’est I'équation fondamentale du mouvement
dans la mécanique nouvelle. La fonction R s'obtiendra en remplagant

T” par H’ dans I'expression (45). »

VIII. — LIAISONS NON LINEAIRES PAR RAPPORT AUX VITESSES.

91. Possibilité de liaisons non linéaires. — Hertz a montré dans sa
Mécanique (10) que les liaisons s’expriment par des relations linéaires.
Mais il est possible que certaines masses ou certaines grandeurs géo-
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métriques tendant vers zéro, un ensemble de liaisons linéaires four-
nisse a la limite une liaison non linéaire imposéc a4 un point d'un
systéme. On peut alors appliquer aux mouvements correspondants
les équations générales précédentes. C'est ce que j'ai fail en 1911
dans une Note des Comptes rendus (28), puis dans deux articles des
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (25-2).

M. Delassus, professeura la la Faculté des Sciences de Bordeaux,
a consacré, a une étude générale de la question, d'importantes Notes
insérées en 1911 aux Comptes ren lus de I’ Académie des Sciences
de Paris (26), et plusieurs Mémoires sur les liaisons et les mouve-
ments des systémes matériels, imprimés dans les Annales de
I'Ecole Normale supérieure (21). Dans une letire qu'il m'a adressée
en 1911, M. le professeur Hamel, de Briinn, sans connailre les
recherches de M. Delassus, a signalé également les difficultés qui
peuvent se présenter dans le passage a la limite.

M. Delassus a appelé « mouvements étudiés par M. Appell » ou
« mouvements abstraits » les mouvements obtenus en étendant le
principe du minimum de la fonction

— N 2}_ e II2 II’_ ¢ " N JII
R 2[2(x2+)’ —+ 3"%) ()\x+Yy+7z)J

aux liaisons non linéaires. Dans sa Note des Comptes rendus du
16 octobre 1911 (26), il a donné la réalisation de ces mouvements
comme mouvements limites au moyen des /éalisations a tendance
parfaite. Par exemple, L étant la liaison

(L) T2+ y't=3z",

M. Delassus considére une liaison linéaire L', contenant des con-
stantes arbitraires, donnant, entre x', ', z’, I'unique relation

w’!+}/'2 =3’2,

mais fournissant entre z", ¥, 3" des relations supplémentaires qui
disparaissent a la limite.

Dans ce qui suit, mon point de vue est différent : pour arriver a la
réalisation limite de laliaison L, je considére une liaison linéaire L”,
contenant une conslante arbitraire p, qui ne donne aucune relation
entre x', y', z', mais qui, a la limite p=o, fournit la relation (L).
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Du point de vue mécanique, ces deux conceptions sont bien
distinctes.

(est ce procédé de passage a la limite que je vais exposer sur un
exemple. On trouvera des exemples de I'autre point de vue dans les

publications de M. Delassus (26 et 27).

22. Exemple. — Imaginons une roulette de fauteuil roulant sans
glisser sur le plan horizontal x ‘y. Le pied du fauteuil est en EI;
la roulette tourne autour d’un axe horizontal C porté par une fourche
CD entourant le pied d’un collier D : ce collier peut tourner libre-
ment autour du pied, de telle fagon. que, quand on veut pousser le
fauteuil dans une certaine direction, la roulette tourne autour du pied
et se place dans le plan vertical de cette direction. Le systéme
n’oppose ainsi aucune résistance au déplacement dans une direction
quelconque.

Pour arriver maintenant & notre mécanisme, il faut supposer une
seule roulette et un seul pied El assujetti, par des tiges latérales re-
posant sur le sol sans frottement de glissement, a rester vertical ; une
tige verticale TM glisse sans frottement dans le pied ; elle est action-

1
:
H
H B

née par la roulette, a-l'aide d’une transmission facile a imaginer, de
telle fagon qu’elle s’éléve ou s’abaisse d’une longueur proportionnelle
a I'angle © dont tourne la roulette, dans un sens ou dansl’autre. Cette
tige porte & son extrémité un point M, de masse m, de coordonnées
rectangulaires z, y, 3, sur lequel agit une force quelconque F. Clest
ce systéme qui donne, comme limite, une liaison quadratique de la

forme '
332 = k2(3z2 + 9y2),
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ot A désigne une constante, quand on suppose : 1° que toutes les
masses, sauf celle de M, deviennent d’abord nulles; 2° que la distance
HP du centre C de la roulette a la tige TM tende ensuite vers zéro.
En effet, dans ce cas limite, si la roulette tourne de d¢, son
centre C subit, en projection sur le plan horizontal Oy, un dépla-
cement oz, dy, tel que
\/m =a 8?>

a désignant le rayon de la roulette ; d’autre part, le point M subit un
déplacement vertical proportionnel a 3 ¢.

3z = b 8¢;
on a done
b2

dar= 220+ 3y1),  hr=

Avant de passer a la limite, on a un systéme a liaisons linéaires a
deux palamétres z et y, auquel on peut appliquer les équations
générales qui consistent a écrire que, dans le mouvement, les valeurs
des accélérations sont celles qui rendent minimum la fonction

—Z[ (2" y"2+ 3") — (X4 +Yy"+7z )]

Ecrivant ces équations et passant a la limite susdite dans l'ordre
indiqué, on trouve, pour le mouvement de M, les équations qui
expriment que la fonction

-;-m(w”’—r-_y”?—l— 3"?2) —(X2"+ Yy"+13")

est minimum, quand z”, »”, 2" sont liés par la relation
(z'z"+y'y)— 33 =0
obtenue par dérivation de I’équation de liaison
k(22 + y?) —z2=o0.

Ces équations sont, en employant pour le minimum la méthode des
multiplicateurs de Lagrange,

mz"=X + A2z,
my"=Y + Ak2y/,
m3z"=17—Az.
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La force de liaison, de projections Ak2z', Ak*y',— L3’ est perpen-
diculaire enM, au plan tangent au cone de sommet M défini par
I'ensemble des déplacements virtuels

322 = A2(322 +- dy?),

le plan étant tangent le long du déplacement réel dz, dy, dz.

Le travail de cette force de liaison est nul dans le déplacement
réel : il ne l’est pas pour un déplacement virtuel compatible avec
la liaison.

Faisons le calcul que nous venons d’indiquer. Appelons, dans le
systéme de la figure : z, ), 2 les coordonnées de M; &, 0 celles du
centre C de la roulette, le z de ce point étant constant; p la distance

HP; § I'angle de HP avec Oz. On a alors

z=Et—+pcosh, y=mn-+psinb.

Les déplacemcnts virtuels sont définis par les relations

8t = a cosh Jo, om = asinf dp,
dx = a cos 0,59 — psinb 86,
3y = asinB 8¢ + p cos0 89,
3z = b 89,

Le déplacement réel est assujetti aux conditions suivantes :
¢ = a cosby’, 7' = a sinfy’,

o' = a cosfo’— p sin 60,

¥ = asinf¢’ + p cos 6,

z’ . b?l;
puis
52) E”=acosﬁ«p"—asin0cp’0’,
(52) 1" = asinf ¢'+ acosb o' 0’;

2"=(ay' —p02)cosh — (p8"+a ¢ 0)sinb,
Y= (ag"—p02)sind +(pb" + a9'0’) cosb,
e =be';

d’ou l'on tire

( a¢"— 0= 5"cos0 + " sind
(53) % ¢'—p Y )

p0"+ a¢'t'=— 2" sind + " cosh.

L’énergie d’accélérations S du systéme se compose de Pénergie S,

MEMORTAL DES SC, MATH. — APPELL 3.
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de la roulette et de I'énergie S, du point M, en négligeant de suite la
masse de la tige et celle de la piece CD :

S =8,+8S,.
Or on a, d’aprés ce qui précéde,
28 = p(E"2+n"2)+ A2+ Bg"2 ..,

en appelant p la masse totale de la roulette, A et B ses moments prin-
cipaux d’inertie relatifs a son centre; puis

25, = m(&"2+ y"2+ 3"2);
comme 3" = bo", on a, d’apreés (52),
25 = (pa?+ B+ mb?) "2+ A"+ m(2"2+ y"2) ...,
ou, en remplacant ¢” et §" par leurs expressions tirées de (53),

a?—+ B 4+ mb?
par b+ mo”
a?

(54) 28= (2" cost + y" sin @ + pb'2)2

-+ %(x”sin() —y"cosl + a0 )24+ m(2" 4+ y") +.. .,

les termes non écrits ne contenant plus de dérivées secondes.

Faisons maintenant agir sur le point M une force de projections X,
Y,Z; le travail él¢mentaire de cette force, pour un déplacement
virtael, est

Xdz + Y3y + Z 8z,
ou
3z=100¢ = g(Sx cos® + 8y sinb),
8z = k(8 cos b + 8y sinb); ’
le travail virtuel est donc

(N + AZcos®)dx + (Y + kZ sind) dy.

Les équations du mouvement sont alors

95 X 4 kZcos,
(55) iz

95 — Y 4 kZsino.

dy

Passons maintenant a la limite, en faisant tendre la masse p de-la
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roulette et o vers zéro. Les coefficients B et A tendent aussi vers zéro.
Mais, c’estici que l'indétermination, signalée autrement par M. Delas-
sus dans le cas général, apparait. Si A et e tendent vers zéro, en méme

temps, la valeur limite de S dépend de la fagon dont se comporte ‘:—,

. A ,
Nous faisons en sorte que 5 tende vers zéro. Alors S tend vers la
limite

S = %mk’(z‘" cos 4+ y" sin0)2 im(w”2+y”2)+.

Les équations du mouvement conservent la forme (55) : elles sont
donc

mk?(z"cos8 + y" sind) cos® + mx" =X + kZ cos®,

mk?(x" cosd + " sin8) sin® + my"= Y + kZ sin®.

D’autre part, on a alors
z'=acosly’, ¥ =asinby, ‘= b,

3= k(2" + y'), k=

Ces équations sont identiques aux équations fournies par le principe
du minimum de R, comme on le voit en remarquant que

. 3"
2" cosd + " sinh = a0’ = 7

7 7

cose=kﬁ,, sin0=k1,.
3 a

et en posant
L—mz"

immE o
F1

IX. — REMARQUES SUR LES SYSTEMKS NON HOLONOMES SOUMIS A DES PERCUSSIONS
OU ANIMES DE MOUVEMENTS TRES LENTS.

23. Application des équations de Lagrange dans le cas des per-
cussions. — MM. Beghin et Rousseau montrent dans un Mémoire du
Journal de Mathématiques (30), que la forme des équations de la
théorie des percussions, que j'avais déduite des équations de Lagrange
pour les systémes holonomes, s'applique encore aux systémes non
holonomes, quoique les équations de Lagrange soient alors en défaut.
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On peut établir ce résultat par une voie analogue a celle que j’ai
indiquée au n°15. Prenons les équations du mouvement d’un systéme
quelconque sous la forme du n° 15 :

d [dT aT
(56} m<m>_E=QV+AV (V=l,‘2,.-..k),

Les A, sont des termes correctifs dépendant seulement de ¢, ¢»,...,
Gk @y Qs -+ -5 1 et du temps ; ces lermes correctifs étant nuls sile
systéme est holonome. Mais alors, si des percussions ont lieu pendant
'intervalle trés court ¢, — ¢,, nous multiplierons les deux termes de
I'équation (56) par dt et nous intégrerons de ¢, a ¢,. Les intégrales de
aT . . .
Ed[ et Aydt seront négligeables, car les ¢, et les ¢, restent finis et
les équations donneront

JT oT h
— ) — (=) = dt.
(). = (az0), L

Ce sont précisément, a la différence des notations pres, les équations
dont on peut déduire celles de MM. Beghin et Rousseau (48).

24. Cas des mouvements trés lents. — On peut faire une remarque
du méme genre, pour I'application des équations de Lagrange, aux
mouvements trés lents d’'un systéme non holonome a liaisons indé-
pendantes du temps.

Si le mouvement est trés lent, les vitesses sont trés petites; par
conséquent, les quantités ¢i, ¢, ..., ¢ restent trés petites. Suppo-
sons alors qu'on néglige les carrés et les produits de ces quantités :
les termes A, qui figurent dans les équations (56), étant des formes
quadratiques de ¢\, ¢;, ..., q;, sont négligeables et les équations
approchées prennent la forme
4(my_ g
dt \ ¢, dgv
ouilresteraasupprimer les termes du deuxiéme degré en ¢, ¢, . . . , G-

Dans ce cas, les équations de Lagrange fournissent donc des équa-
tions approchées du mouvement, quoique cette forme d’équations ne
soit pas rigoureusement applicable.
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