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INTRODUCTION

L'origine de ce travail remonte a 1979 : Y. Flicker venait de prouver (par
des moyens globaux) l'existence d'une correspondance biunivoque entre les clas-
ses de représentations admissibles irréductibles spécifiques du groupe métaplec-
tique G d'ordre n sur GLZ(F) (1) et certaines classes de représentations admis-
sibles irréductibles de GLZ(F), lorsque F est de caractéristique 0. P. Gérardin,
qui avait calculé avec P. Kutzko les facteurs locaux des représentations super-
cuspidales irréductibles de GL2(F) en utilisant leur construction explicite par
induction a partir de sous-groupes ouverts et compacts modulo le centre ([k1],
[QK]), fut alors convaincu de la possibilité d'obtenir cette correspondance lo-
cale par des moyens purement locaux, et de fagon treés explicite : le cas des re-
présentations non supercuspidales de E'étant décrit explicitement par Y. Flicker,
il fallait étudier les représentations supercuspidales de E: avec l'espoir que
leur construction par des méthodes analogues a celles de U(ﬂ et [GK] permit d°'
obtenir la correspondance et de la décrire entiérement. Il me demanda de travail-
ler cette question, et les résultats escomptés sont maintenant établis, pour tout

corps F localement compact non archimédien de caractéristique ou caractéristique

résiduelle premiere a n. J'ai montré dans [B] que des constructions voisines de

celles effectuées pour GLZ(F) donnaient naissance a des représentations supercus-
pidales irréductibles spécifiques de ‘(‘3', et que toutes (a isomorphisme pres) etaient
obtenues par ces constructions. L'objet de cet article est d'utiliser ces cons-

tructions (que l'on rappellera) pour prouver le résultat suivant

[ Z XXX R RS XX R RN R RS S R X XS RN R R R R R R R R R R AR R Y]

(1) Soit F un corps local non archimédien, et n un entier strictement positif tel
que le groupe f%(F) des racines n-iemes de l'unité dans F® ait pour cardinal
n. Le groupe métaplectique d'ordre n sur G = GLZ(F) est l'extension centrale
t.opologique’(?de G par /un(r) construite par T. Kubota ([KEJ). Ses represen-
tations spécifiques sont celles dans lesquelles le noyau /%(F) je l'exten-

sion opere par un caractere injectif i donné.
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Théoréme :
Il existe une unique application TP___, T de l'ensemble des classes d'équi-

valence de représentations supercuspidales irréductibles sgécifigues de E'dans
1'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles admissi-

bles de G, vérifiant :

") Agh @T(s“,s(g“)") = Z Aty @ptm) (2)
n n
h =g

pour tout élément régulier g de G tel que gn soit régulier.

Cette application est une injection dont 1'image est constituée des classes

de regrésentations irréductibles supercuspidales de G de caractére central trivial
sur f%(F) et, si n est pair, des classes de représentatioqgrspéciales de G asso-

ciées aux caractéeres de F* non triviaux sur /ﬁ#F) dont le carré est trivial sur

}L(F).
n

Dans le I, on rappellera la construction du groupe métaplectique d'ordre n
sur GLZ(F) (I.1) et ses propriétés essentielles (I.2). On donnera en I.3 la des-
cription de l'action des éléments réguliers de G sur l'arbre de GLZ(F). qui sera
beaucoup utilisée dans la suite. On rappellera en I.4 quelques définitions et ré-
sultats classiques sur les représentations supercuspidales et induites.

Le II est consacré a la construction des représentations supercuspidales ir-
réductibles de G : aprés avoir défini en II.1 les sous-groupes compacts utilisés,
on donnera en II.2 la construction des représentations de la série ramifiée, en
I1.3 celle des représentations de la série non ramifiée, puis on rappellera en
II.4 que ces constructions sont exhaustives.

Le III est consacré a la démonstration du théoreme ci-dessus. On montrera en
III.1 que le caractére c'une représentation admissible spécifique de T est nul en
tout élément régulier qui n'est pas, a une racine n-ieme de l'unité prés, puissan-
cen-ieme d'un élément régulier (les éléments réguliers de T étant ceux dont la

projection sur G est un élément régulier de G), résultat qui explique l'injecti-

(X X R X X Y X X X Y R R X N R Y X R R R N R X N R R Y R X R R RN R X N XX YRR XYYXYZXXYXYYX]
(2) On désigne par (); (resp. C%) le caractére de T (resp. T) ; c'est une fonc-
tion localement intégrable (cf III.2).
La section go—— (a.a(g)") est définie en I.1,
(a-b)z }

On pose A(h) =z | —— si a et b sont les valeurs propres de h dans F ou
ab F

dans une extension de F.
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vité de la relation (*). On expliquera en III.2 comment les argumentS de Jacquet-
Langlands ( [?y] chapitre 7) se généralisent au groupe métaplectique et montrent
que les caractéres des représentations supercuspidales irréductibles spécifiques
de G sont des fonctions localement intégrables, localement constantes sur les élé-
ments réguliers ; puis on énoncera le théoreme ci-dessus, zssorti de quelques re-
marques. Pour démontrer ce théoréme, on choisira dans chaque classe d'équivalence
de représentations supercuspidales irréductibles spécifiques de G une représenta-
tion obtenue par les constructions de II 2t on lui associera une représentation

de G obtenue par les constructions de [?K] , ou bien spéciale, de sorte que la re-
lation (*) soit vérifiée. La démonstration reposera donc essentiellement sur la
comparaison des caractéres de représentations induites T = Indg1T et T= Ind%??
(ou H estun sous-groupe ouvert, compact modulo le centre, de G) ; c'est pourquoi
nous établirons en III.3 des formules donnant de fagon aussi semblable que possi-
ble le caractére de T ou T en fonction de celui de ?Fou T : pour les éléments
elliptiques, ce sont les formules de caractére induit classiques ; pour les élé-
ments hyperboliques, en revanche, on obtiendra des formules compliquées mais se
prétant trés bien a une comparaison terme a terme, le but recherché. Ces formules
redémontrant au passage l'existence d'une fonction localement constante donnant le
caractére de T ou T sur l'ouvert des éléments réguliers, le résultat d'intégrabi-
1ité locale de III.2 ne sera utilisé que pour montrer que l'application'Th_-_» T
obtenue définit une injection par passage aux classes d'équivalence de représenta-
tions. On utilisera les formules obtenues en III.4 pour montrer qu'a toute repré-
sentation irréductible supercuspidale spécifique de lé série ramifiée de-a corres-
pond une représentation irréductible supercuspidale de la série ramifiée de G, puis
en III.5 pour montrer qu'a toute représentation irréductible supercuspidale spéci-
fique de la série non ramifiée de alcorrespond une représentation irréductible su-
percuspidale de la série non ramifiée, ou bien une représentation spéciale, de G.
Les calculs permettant d'aboutir a la formule (*) sont parfois longs ; ils sont
détaillés en III.4, ne le sont plus en III.5. On verra que les représentations spé-
ciales de G obtenues (si n est pair) correspondent a des représentations non rami-
fiées de frconstruitee a partir de caracteres "exceptionnels" d'une extension non
ramifiée E* de F : ce sont des caracteres de conducteur relatif 1 dont la puissan-
ce n-ieme est le composé d'un caractere de F* avec la norme de E* sur F*. Si n:=2,
on obtient ainsi (II1.5) une nouvelle construction des representations de Weil im-

paires.

Les résultats de II et III permettent de préciser le théoreme ci-dessus, d'une
part par les théoremes III.4.1 et III.5.1 qui décrivent explicitement la correspon-

dance, d'autre part par guelques remarques :



C. BLONDEL

P~

~~ —
- si 1'on normalise les mesures de Haar sur G/F*" et G/F* de sorte gque F*K/F*"

et F*K/F* aient méme volume, et si ircorresgond 4 T (par (*) ), alors leurs degrés
formels d(T) et d(T) vérifient d(T) = n a(T).

Cela résulte des théorémes III.4.1 et III.5.1 : les degrés formels des repré-
sentations considérées sont donnés en II (2.4, 2.7, 3.4 et 3.7 ; le desré formel
d'une représentation spéciale de GLZ(F) est 3(q-1) si la mesure de Haar sur G/F*
donne a F*K/F* le volume 1).

-
- le caractére d'une représentation irréductible supercuspidale spécifique T de

-
G est constant au voisinage de 1 sur l'ouvert des éléments elliptiques réguliers
~

de G.

C'est en effet le cas pour le caractére d'une représentation irréductible ad-
missible de carré intégrable de G (cf [H] et [JL] ). or si T correspond a T, la
relation (*) devient, pour g elliptique régulier voisin de 1 et gn régulier :

@,r-(gn) = n @r(g).
- les résultats de P. Kutzko ( [FoZ] ) sur les caractéres des représentations
supercuspidales de GLZ(F) permettront de dresser une table compléte des caractéres

des représentations supercuspidales spécifiques de GLZ(F)'

Je ne puis terminer sans remercier P. Gérardin, qui fut l'instigateur de ce
travail et me conseilla tout au long de sa réalisation, et F. Rodier, dont 1l'aide
patiente et les encouragements me permirent de mener cette étude a son terme. De
nombreuses conversations avec P. Barrat, H. Carayol et tous les participants du
séminaire sur les groupes réductifs et les formes automorphes de 1l'Université
Paris VII, m'ont aussi beaucoup aidée. Je remercie enfin P.J. Sally et P. Kutzko
de 1'intérét bienveillant qu'ils ont manifesté pour mon travail durant 1'été 1983

a 1'Université de Chicago.
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Tr:

Notations:

entier strictement positif.

corps local non archimédien, de caractéristique résiduelle premiére & n.
anneau des entiers de F.

idéal maximal de O

corps résiduel de F, i.e.O/P.

caractéristique de k.

cardinal de k.

une uniformisante de F.

extension quadratique séparable de F, d'anneau des entiers q ayant pour
idéal maximalPE , de corps résiduel kg
la norme de E'dans F'de noyau Ker N.

la trace de E sur F, de noyau Ker Tr.

. o ] .
Les notions de conducteur d'un caractére de F, F, E, E, et de conducteur

relatif ( par rapport @ F ) d'un caractére de E'sont définies en [GK], ainsi

que celle de caractére régulier de E..Ici. caractére signifie homomorphisme

]
continu dans (t



I. LES PROPRIETES FONDAMENTALES.

I.1. LE GROUPE METAPLECTIQUE D'ORDRE n SUR GLZ(F).

a) Les revétements de SLZ(F).
Soit G et C deux groupes topologiques localement compacts séparables, le groupe C
étant commutatif. On appelle extension centrale de G par C la donnée d'une suite exacte

de groupes : 1_.C_LE_p;G-_n, telle que i(C) soit contenu dans le centre de E. L'ex-

tension centrale est dite topologique si i est un homéomorphisme de C sur un sous=-groupe
fermé de E, et si p induit un isomorphisme de groupes topologiques de E/i(C) sur G. Deux
extensions centrales E et E' de G par C et C' respectivement sont isomorphes s'il existe
un isomorphisme de groupes kf : E—E' tel que le diagramme suivant soit commutatif :

1—ciELPyc
1'“1"11‘ -

1—5C' HE' 56—
Dans le cas d'extensions centrales topologiques, on demande que ‘f soit un homéomorphisme.
Une extension centrale topologique E de G par C est un revétement de G si le sous-groupe
des commutateurs de E est dense dans E (C. Moore[Mo J). Un revétement E de G de noyau C
est dit universel si pour toute extension centrale topologique 1_, C'i_'.,E'E.'_,G —1, i1
existe un unique homomorphisme ? : E—4E' rendant le diagramme (*) commutatif. Si le
groupe G posséde un revétement universel (ce qui suppose en particulier que le sous-groupe
des commutateurs de G soit dense dans G), celui-ci est unique a isomorphisme unique pres.

Soit G un groupe simple simplement connexe (comme groupe algébrique) déployé défini

sur un corps topologique infini k. R. Steinberg [sz] , C. Moore [MOJ , puis H. Matsumoto
[Pat.]ont étudié les extensions centrales du groupe G(k) des points de G sur le corps k.
En utilisant la décomposition de Bruhat de G pour définir des sections particulieres de ces
extensions, ils ont ramené leur détermination a celle de certains cocycles sur k*. Nous
voulons rappeler ici ces résultats dans le cas du groupe SLZ(F). ou F est local non ar-

chimédien, sous la forme donnée par H. Matsumoto.

Définition 1.1 :

On _appelle cocycle de Steinberg bilinéaire sur F* 3 valeurs dans C, groupe commutatif

localement compact séparable, toute application A de F*xF* dans C vérifiant les propriétés
guivantes, pour x, y, 2€F*

() Alxy,z) = Ax,z) M y,z)

(HZ) X(x.yz) z A(x.y)A(x.z)

(H3) A(x,l-x) = 1 81 x#1.

Un cocycle de Steinberﬁk sur F® a valeurs dans C est topologique s'il vérifie de plus
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(Hu) L'application (x,yh—s A(X,y) est continue sur F#xF* et, quand on con-
vient que A (1,0)=A(0,1)=1, 1'application (x,y) A (x,1-xy), définie

sur un voisinage de 1l'origine dans FxF, est continue a l'origine.

Proposition 1.2 ( [MatJ corollaire 5.12) :

Le groupe des cocycles de Steinberg bilinéaires sur F* 3 valeurs dans C est isomor-

phe au groupe HZ(SLZ(F),C) des classes d'isomorphismes d'extensions centrales de SLZ(F)

par C, par l'application qui associe au cocycle de Steinberg,\ , la classe d'extensions

correspondant au cocycle suivant sur SLZ(F) :

Acl@, X d (Xeeen, L@ )~ !

o (g,8")
A X

ou X(g) ={c_s_i c#0 pour g =(a b)e SLZ(F).
c d

Une extension centrale de cocycle o(k est topologique si et seulement si le cocycle de
Steinberg X l'est.

Il reste 3 décrire les cocycles de Steinberg bilinéaires sur F*. Certains d'entre
eux jouent un rdle fondamental : les symboles de Hilbert. Soit f‘(l’) le groupe des raci-
nes de l'unité contenues dans F, et m son ordre. Pour tout diviseur n de m, on définit
(voir [MiJ ou [SZ]) le symbole de Hilbert d'ordre n sur F* : c'est un cocycle de

Steinberg bilinéaire topologique sur F* i valeurs dans le groupe}k n(I-‘) des racines

n-iémes de 1'unité de F, noté ( , )n F En plus de (H1)-(Hu). il vérifie les propriétés
suivantes

- *
(HS) (a'b)n.F (b,a)l_l = 1 pour tous a,b€F

,F= 1 si a+b #0

W F
(a.b)n'F (-b/a, a+b)n
- = 1.
(a, a)n,F .
(H6) (a,b)n F° 1 pour tout bEF* si et seulement si a€ F* .
’

Le théoreme suivant, diG a C. Moore ([Moj; voir aussi [Mat ]et[st ]), montre

qu'il suffit de s'intéresser aux extensions centrales topologiques de SL2(F) par les

groupes P'n(F), ol n est comme ci-dessus.

Théoreme 1.3 :

Soit m l'ordre du groupe /u(l") des racines de l'unité dans le corps F, et (,)

m,F
le symbole de Hilbert d'ordre m sur F®*. Alors : :

a) Le groupe SLZ(F) possede un revétement universel, dont le noyau est ,LL(F).

b) Seit C un groupe abélien localement compact séparable. Tout cocycle de

Steinberg bilinéaire topologique sur F* i valeurs dans C se factorise de

maniere unique a travers ( , )

m,F

en un homomorphisme continu de}& (F) dans
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Remargque :
Plus généralement, le groupe G(F) des points sur F d'un groupe G simple, simplement
connexe, déployé sur F, posséde un revétement universel de noyau }L(F). associé au sym-

bole de Hilbert d'ordre m de la maniére indiquée dans [Mo]ou [Mag]

Corollaire 1.4 :

Soit n un entier tel que F contienne n racines n-iémes de l'unité distinctes.

Il y a exactement n classes d'extensions centrales de SLZ(F) par }Ln(F)' le groupe des

racines n-iémes de 1'unité de F. Elles sont associées aux cocycles sur SLZ(F) a valeurs

dans f*h(F) suivants :

di(g,g')

(), Xg'n?t (2 XED Y (g nt
n,F
' X (g)

(—!—55—— —X—&L) , pour g,g'€ SL_(F), 1¢ig&n,
x () X (g") n,F —_— 2 K

X (a b c si c#0
avec =l =
c d d sinon.
Soit n tel que ,-Ln(F) soit d'ordre n ; on pose e(:e(I. Alors

Définition 1.5 :
On appelle revétement metaplectique d'ordre n de SL (F), l'extension centrale de
SL,(F) par L (F) : 1__./1(F)_.5L (F) —SL,(F)— 1, demme par la loi

€. §) (s7, 4" = (gg'.g‘g'e((s.s'n. 5.8 €S, . fre ().

C'est une extension centrale topologique, associée au symbole de Hilbert d'ordre n sur F*.

Remarques :
- Cette extension de SLZ(F) par /*n a été construite directement par T. Kubota [kat}

indépendamment des travaux de C. Moore.

- Le cocycle oK est trivial sur les deux sous-groupes unipotents standard.

b) Passage a CLQ(F).

On ne parlera pas de revétements pour le groupe GL (F), qui n'est pas engendré par
ses commutateurs. Cependant, partant du revétement metaplectzque d'ordre n de SL (F),
on va construire, comme l'a fait Kubota dans [Faé] le groupe métaplectique d' ordre n

sur GLZ(F)

Théoreme 1.6 :

Soit n un entjer tel que }Ln(F) soit d'ordre n. Il y a, a isomorphisme pres, une

unique extension centrale topologique de GL2(F) par /Ln(F) vérifiant les deux conditions
suivantes
9
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a) Au dessus de SLZ(F), 1l'extension est le revétement métaplectique d'ordre
n de SLZ(F).

b) Sur le tore déployé standard, le cocycle est donné par :

a 0 c O
( (0 b) ’ (o a) “—"(a'd)n,l-‘

Preuve :
Le groupe GL (F) est produit semi-direct F’xSL (F) par :
(A,s)eF*xsL (F»—;( )s GGLZ(F).

L'injection /\p_._, (1 i) de F* dans GLZ(F) est une section de l'application déterminant,
0

et l'action de F* sur SLZ(F) correspondante est :

oort ()70 5) (L) (2 e snder

P
Soit 1___,}*n(F)._,E_,GL2(F)_,1 une extension centrale topologique de GLZ(F) par /J-n(F)
vérifiant les propriétés a) et b). Par composition avec le déterminant, on obtient la

suite exacte :

1p” (SL(F)__, & gL OP pe

- 1
Par b) on peut trouver une section ¢ : F*~3E de la forme T(AN) =0 (

0) , qui soit
o A

un homomorphisme, avec dét o p o T ( A) = pour Ae F*. L'extension E est donc produit
semi-direct F’xp-1(SL2(F)), avec la topologie prodmﬁi./?ar a), p-1(SL2(F)):: ﬁ% est
connu. On note aussi ¢ une section de SLZ(F) dans SLZ(F) telle que le cocycle co’r:igon-
dant soit o . L'extension E sera parfaitement déterminée par l'action de F* sur SLZ(F).
c'est-a-dire par 1°' application v : FexSL (F)——p/\(F) derinie par :

s wT (,\) s VAW T wWhy, ders, u €SL,(F).
On voit aisément que ¥ (A ,uu') = o (u n.:"l ) o (u, a3 (A o Y (4 un (n).
Il suffit donc de determiner J (A ,.) sur des générateurs de SL (F). L'hypothese b)

donne : 'IPH ( °) ) = (A, L pour A,teFr.

0t

D'autre part, on a pour u€F, t €F* :

()G a) G )

Par application de la formule (*), J( A. 1wt )) ) se transforme en produit de
0 1

Ao
)(A.(I u) )4(A.(1 -u) ) par des quotients du type-ﬂs-—‘s——) ou g et g’
0 0o d (g.8")

sont toujours des matrices triangulaires supérieures. L'action del\ n'affectant pas

10
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X(s).X(g'). X(sg'), ces quotients sont égaux & 1. Pour la méme raison, on voit en
appliquant (*) que Q(/‘,{‘ u) ) ¢ A,(’ -u))=1, d'ou :
[V 0

1
0(/\,(1 u(l-tz)))= .

0 1

et finalement ;)(A y+) est triviale sur le sous-groupe unipotent supérieur. On montre de
fagon analogue que q (/\ ».) est triviale sur le sous-groupe unipotent inférieur. L'appli-
cation ¥ est ainsi entiérement déterminée, il en est de méme de E, et le théoreme est

démontré.
La décomposition d'un geGLZ(F) sur le produit semi-direct F'xSLz(F) s'écrit

1 0 -
g = (dét g, go) oi\g°= ( . ) g.

0 det g
Gardant les notations de la démonstration précédente, on vérifie facilement que le co-
cycle correspondant i la section O (g) = U (dét g) U’(go) de GLZ(F) est :
dét g'
(8.8") —> .{(goe €
De plus on peut expliciter Jde la maniere suivante :

J().g):{‘ si c#0 .oﬁg:(a b)est(r).Aer-.

( ;\.d)n'F si ¢=0 c d

-39) d(dét g', g,)-

En fait, suivant T. Kubota E(ag , on choisira un cocycle équivalent au précédent. Posons,

pour g = (a b)é GLE(F)
c d
c, —d— ) si cd#0 et si'n ne divise pas la valuation de c
s(g) = det g 'n,F

1 sinon.

Alors :

Définition 1.7 :
Soit n un entier tel que }l»n(F) soit d'ordre n. On appelle groupe métaplectique d'or-

dre n sur GLz(F) 1'extension centrale topologique :

—~ .
1_.,)ln(F)_.)GL2(F)_;GL2(F)__,1, définie par la loi :

(3.‘5) (8', §") = (gg', $ §' ple.&')), s.g'chz(F).’g.g'crn(F).
avec e(g,g') = °((gget € ' gc')) Y (dét g',go) s(g) s(g') s(gg")~".
dét g'

On notera encored le cocycle sur GL, défini par : «{ (g,8') = l((go '8)) Vaét g'.8y)-

1.2. PROPRIETES DU GROUPE METAPLECTIQUE.

L'entier n étant fixé (tel que ,A-Ln(F) soit d'ordre n), on note simplement ( , )F

le symbole de Hilbert ( , )n F" et G le Rroupe métaplectique d'ordre n sur GLZ(F)=G.
’

1
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a) Propriétés élémentaires.

El

les découlent des propriétés du symbole de Hilbert d'ordre n sur F* :

Proposition 2.1 :
Soit 7 et g'e GLZ(F)

a) Le cocycle P est trivial sur les deux sous-groupes unipotents standard
+

vt - “; ’:),ch}s_&U'= (; ‘j,xev}.

b) Si g = (a ° et g' = (a' b') ,» alors P(g.s') = (a,d").
0 d 0 4

~~
c) Soit r(z), r(g') des relévements de g et g' dans GLZ(F). Alors :

~
- le commutateur de r(g) et r(g') dans G,

~
- 1l'automorphisme intérieur de G défini par r(g),

121 n ~
- 1'élément r(g) de G

sont indépendants des relévements choisis.

d) On note 'E = (g,1)€ E, et on identifie /\e F* avec 1'élément A 0) du_centre
0 A

de G. Alors : A "g’]d 7;-1 = (A,dét g)F.
—_~~— n
e) Le centre de GLZ(F) est le produit direct : F* x}).n.
f) Pour a,a'EF'n. on a : F(ag,a'g') = F(g,g').

Preuve :

a)

b)

c)

d)

découle de la propriété analogue du cocycle & sur SLZ(F)' ou d'un calcul direct.
provient de a) et de la détermination de Fsur le tore déployé standard, ou bien
d'un calcul direct facile.
Les deux premiéres propriétés proviennent de ce que ,A,n est central dans ’E, la
troisieme de ce que /Lkn est d'exposant n.
Le commutateur considéré appartient au noyau de l'extension, car F* est central
dans G, d'ou une application : F*xC —— -

( 4\,3)0-—-5 T8 ;-18’1, qui est bimultiplicative

~

puisque ,"n est central dans G.
Pour g fixé, on obtient un homomorphisme de F* dans }A.n, qui est trivial sur F'n
puisque )Ln est d'exposant n. Or Hom (F'/F'n. /Mn) s'identifie a F'/F'n. par
1'isomorphisme inverse de : F'/F'n—y Hom (F’/F'n.ftn)

a — (A (A ,a) ).
On définit donc une application (f: G —> F*/F*" par 'A'g'j\“g“ = (A,(P(g))F_
pour tous de F* et 2€ G ; c'est un homomorphisme par bimultiplicativité du com=-
mutateur. On vérifie aisément que ? (g) = 1 si g est dans 1'un des sous-groupes

unipotents standard ; pour g :(a 0) . ona:
0 b

B St A1 Ao
e(g.h (a, Mg

= (A ,ad)_, d'ou le résultat.

F'

12



PROPRIETES FONDAMENTALES

e) découle de d) et de la propriété (H6) du symbole de Hilbert citée en I.1.
f) Multiplier g et g' par des é€léments de F*" a pour effet de multiplzer{X (g),
‘X(g ) et X(gg') par des puissances n-iémes, ce qui ne change pas les symboles

de Hilbert dans lesquels ils interviennent.

Remarque :
Si ge(ﬂ.(F), on note g le relevement (g,1) de g dans G Par contre, lorsque H est

un sous-groupe de G, on désigne par H son image réciproque dans G, c'est-a-dire le sous-

groupe de G formé des h§ pour h ;H,g € /Ln'

b) Relévement du sous-groupe compact maximal standard.

r
Commengons par des lemmes fort utiles ( cf [Fé]pour le premier, [91]ou] sé]pour le
[

second)

Lemme 2.2 :

Si n est premier a la caractéristique résiduelle de F, alors pour tout iy 1, tout

P i o s . .o . i
element de 1¢;P est puissance n-ieme d'un unique element de I:Fl.

Lemme 2.3 :

Si n est premier a la caractéristique résiduelle de F, on peut calculer le n-iéme

symbole de Hilbert dans le groupe des racines n-iémes de 1'unité du corps résiduel k,

s

canoniquement isomorphe a (F) dans la projection de * sur %/
val a val b a vaY ®

b

si a et beF*, l'element c = (=1)

9-!
et (a,b)_ est 1'image de c " dans (VATARN -
-_ F — _— A

est une unité,
val a —_—

Lemme 2.4 :

Sous les hypotheses du lemme 2.3, le n-iéme symbole de Hilbert est trivial sur

U“x J*, et méme sur F'(n)xF'(n) ,ou F'(n) est formé des élements de valuation multi-

ple de n.

Ces résultats permettent de montrer que l'hypothése (n,p)=1 confere a G des pro-

priétés agréables . En particulier

Proposition 2.5 :

Soit K = GLZ(\’) le sous-groupe compact maximal standard de G. Si n est premier a

la caractéristique résiduelle de F, alors le cocycle @ est trivial sur KxK.

Remarques :

- Ce résultat est obtenu par Kubota dans [Ka]. On peut aussi faire les calculs

13
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directement en utilisant les lemmes 2.2 et 2.4 ci-dessus. L'avantage du cocycle F est
précisément d'étre trivial sur KxK.

- On trouve dans C. Moore [Mc;]p.ss et H. Matsumoto Bagp.SG le résultat suivant :
Lorsque le corps résiduel k posséde au moins 4 éléments, 1l'extension centrale universelle
1.__,}0.(1"') —E(SL,(F)) E.SLZ(F) —,! devient au-dessus de SLZ(OJ) :

1 P —5p ™ (5L, (01)) —5L,(0)) 1,
ou (Iu.(F))p est le p-sous-groupe de Sylow de ,L(F).
On en déduit en particulier qu'une extension de SLZ(F) par ,an(F) ou n est premier a p,
est triviale au-dessus de SLZ(U), lorsque k posséde au moins 4 éléments (cette condition

assure que SLZ((f) est égal a son groupe des commutateurs).

c) Relévement des extensions quadratiques.

Lemme 2.6 (Bass-Tate. cf [Bﬂ)

Soit L un corps commutatif, et E une extension de L de degré premier d, tel que L

n'admette pas d'extension de degré compris strictement entre 1 et d. Alors K (E) est

-engendré par les symboles i-( by ou L €E® et bEL®.

On utilisera ce lemme sous la forme suivante :

Lemme 2.6 bis :
Soit E une extension quadratique de F. Toute application bimultiplicative de E*xE*

dans un groupe sommutatif, triviale sur les couples (x,1-x) avec x €E*,x#1, est entie-

rement déterminée par ses valeurs sur E®xF®.

Proposition 2.7 :

Soit E une extension quadratique de F contenue dans HZ(F)' Alors, pour tous x et y
dans E*cG, on a : Xy 5! 7.1 = (x.;)E. ou ( , e désigne le n-iéme symbole
de Hilbert sur E, et y=y la conjugaison de E sur F si E est séparable, l'identité sinon.

Preuve :

Y ooa) =

L'application (x,y)—eX y x Z est bimultiplicative de E*xE* dans /Ln(l"). car E*
est commutatif et /*n central-dana (L Pour appliquer le lemme ci-dessus, il faut montrer
que le commutateur de x et 1-x dans G est trivial (pour x#1), c'est-a-dire que

Bx,1-x) = p(1-x,x).

Si x € F* , xé1, c' est clair : P(x,l-x) : (x.l-x)l_. = 1= @(\-x,x).
Si x €E*-F*, on peut l'écrire x = a b avec c#0. On constate alors que X (x) =X(l-;)=
= X(x(l-;)) = ¢, et un calcul fac11€ agnne le résultat voulu. Le lemme 2.6 bis assure
que l'application considérée est caractérisée par ses valeurs sur E*xF®. La proposition
2.1 (d) donne, pour x€E® et yg F* :

';}"x'.‘ T‘ z ';-1 77‘;-1 = (y-l.N(x))F B (x.y)E puisque le n-ieme
symbole de Hilbert sur E est relié a celui de F par : (x.y)E = (N(x),y)p 31 x€ E*,

14
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y€F* (ol N(x) = xx). D'ol le résultat.

Remarque :
Cette démonstration m'a été suggérée par P. Barrat :elle remplace avantageu-

sement un calcul direct fastidieux.

Proposition 2.8 :
L'image réciprogue dans T au sous=-groupe E*" formé des puissances n-iemes des

éléments de E*, est le centre de E*. On a, pour tous x et y dans E* :
A~n AN .n . ] :
Xy =X ¥y sin est impair
= ()-(,y)2 E 35" si n est pair, ou ( , )2 £ désigne le symbole de Hilbert
’ ’

~n
xy

d'ordre 2 sur E*%.

Preuve :
Le fait que E;n soit le centre de E* découle de la proposition 2.7 et de la proprié-

té (H6) du symbole de Hilbert. Par la proposition 2.1.c), on a :
- ~n ~ N —~n v ~

xy =(x¥) = XyX§ ...%y.
~

Or (Proposition 2.7) : ¥ X = (y,)-()E“i Y,

d'ol 5" - (y,i)g‘"’”" %" "

Si n est impair, alors #n(n-1) = n.}(n-1), d'ou le résultat.

Si n est pair, on a in(n-1) = 3in.(n-1) congru a -in modulo n. Il reste donc :
3n .n .n
)E Xy .

I1 est facile de voir que ()-(.y)J‘én = (i,y)z gr 3 moins si n est premier & p. C.Q.F.D.

~n -
xy = (x,y

Les propositions 2.7 et 2.8 jouent un rdle fondamental dans toute la suite de ce
travail : on construira les représentations irréductibles supercuspidales de E a partir
des caracteres des groupes l-?;n, d'une fagon analogue a celle dont les représentations
irréductibles supercuspidales de G s'obtiennent a partir des caractéeres des groupes E*
(cf [.GKJ ). L'application X4 —— %" joue également un rdle fondamental, comme dans le
travail de Y. Flicker ([_F ]). d'ol est extrait le :

Lemme 2.9 :
~ o .
L'application de G dans G : x ;-'-—4xn preserve les classes de conjugaison. On a :
-1 . _
7 o= (x", TX s(xM)™"), ol ,7x = o (x,x) dUx,x%) oo dix,x"T).

n . P .
Lorsque x est regulier, l'element 7x ne depend que de la classe de conjugaison

de x.

Dans_toute la suite, on supposera toujours n premier 3 la caractéristique résiduelle
de F.
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I.3. L'ARBRE DE GLZ(F).

a) Définitions et notations.

Ce paragraphe est essentiellement constitué de rappels. Les définitions manquan-
tes et les démonstrations figurent dans le livre de J.P. Serre [S1J, et l'article de
J. mits [T].

- A tout plan vectoriel V sur le corps F, on associe un graphe, dont les sommets sont
les classes modulo F* de U -réseaux de V, deux classes de réseaux étant liées par une
aréte si et seulement si elles possédent des représentants Aet A' vérifiant A'c A
et A/AN'z (”P . Ce graphe est un arbre, l'arbre de V, noté ‘i/v. C'est un arbre homo-
géne, le nombre d'arétes partant d'un sommet donné est q+1.

Le groupe linéaire GL(V) opére i gauche naturellement sur les réseaux de V, et aussi
sur leurs classes modulo F*, en respectant la liaison définie plus haut. Il opére donc
naturellement sur 1l'arbre de V.

- Le groupe GL_(F) opere naturellement sur l'arbre de FxF, appelé aussi arbre de GLZ(F)

2
(arbre standard), et noté T Le centre F* de GLZ(F) agit trivialement sur\f.

- Le choix d'un F-isomorphisme de V sur FxF, c'est-i-dire d'un repére (base ordonnée)
de V, détermine & la fois un isomorphisme de l'arbre de V sur l'arbre de FxF, et un
isomorphisme de groupes de GL(V) sur GLZ(F). Ces isomorphismes sont compatibles avec
les actions des deux groupes. En particulier, si E est une extension quadratique sépa-
rable de F, il sera parfois plus aisé d'étudier l'action de E* sur l'arbre de E, que

de faire agir E* directement sur l'arbre de GLZ(F). via un plongement dans GLZ(F).

- Soit Lo un sommet deY. On note S(Lo,m) la sphere de centre L , rayon m, formée des

points de‘fa distance m de L . Elle s'identifie a l'ensemble des sous- GI/F o-modules

libres de rang ! facteurs directs de J\ol o 'Ao étant un représentant quelconque
o

de Lo' En particulier S(Lo.l) est en bijection avec [P‘I(k)'

On note B(L ,m)la réunion des spheres de centre L » rayon { ¢{m.

Si L et L‘ sont deux sommets voisins de l'arbre, on note S(L L ,m+}) la sphere
de rayon m+} centrée au milieu de l'aréte L WL ‘. i.e.

S(LosLy,med) = {LEYV / d(L L )=m et d(L,L )zme1,
ou d(L.L°)=m01 et d(L.L,):m }
On note B(Lo,Li.md) la boule correspondante, soit

B(LO.L1.md) z B(Lo.m)U 8(L1.m) z B(Lo.md)f\ B(Li.mol).

- L'ensemble des bouts deTv (que 1'on peut définir comme limite projective des sphe-

res de centre donné), est en bijection ave-~ 1'espace project,lrlP (V). Cette bijection
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étant compatible avec l'action de GL(V), les stabilisateurs des bouts de ‘fv sont les
sous=-groupes de Borel de GL(V).

- On appelle ici géodésique de \fv tout chemin doublement infini sans aller-retour de
\fv. Toute géodésique est associée de maniére unique 3 une paire de droites distinc-
tes de V. Rappelons le résultat suivant [ T ]:

Lemme 3.1 :

Un_automorphisme u d'un arbre \fvérit‘ie une et une seule des trois conditions

suivantes :
(i) u fixe un sommet de T
(ii) u échange deux sommets voisins.

(iii) u induit sur une géodésique de‘f une translation non triviale.

- Soit S un sous-ensemble de TV’ et S le sous-arbre qu'il engendre dans \fv. Alors
le fixateur de S et le fixateur de S dans GL(V) coincident, et leur normalisateur dans

GL(V) est le stabilisateur de S. En particulier, si S est fini, on a le lemme suivant

(Cs1])

Lemme 3.2 :

Un_sous-arbre de diametre fini pair (resp. fini impair) posséde un sommet (resp.

une aréte) conservé par tout automorphisme.

- Il y a dans GL(V) deux classes de conjugaison de sous-groupes qui, modulo le centre
F*, sont compacts maximaux ; ce sont d'une part les fixateurs des points de l'arbre,

d'autre part les stabilisateurs des arétes de l'arbre. Ils sont ouverts dans GL(V).

- Soit Lo un sommet de \fv. Le sous-groupe Fix Lo de GL(V) agit transitivement sur les

bouts de l'arbre. D'autre part l'espace homogene GL(V)/Fix Lo s'identifie a l'arbre

¥, sar

t.(Fix Lo) — 0t Lo

- Soit [Lo'l’l‘ une arete de YV'

Le sous-groupe Stab l Lo'Ll} de GL(V) agit aussi
transitivement sur les bouts de l'arbre. L'espace homogene GL(V)/Stab {Lo,Lh s'iden-

tifie a l'ensemble des arétes (non orientées) de YV par
t.Stab {LO.L‘] — Lot LI‘ .

- Dans 1l'arbre de GLZ(F) on privilégiera souvent les éléments suivants :
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s La classe du réseau AV de FxF, notée L . Son fixateur dans GL,(F) est H:F'GLZ(O/).
On notera souvent K le sous-groupe compact maximal GL (Q) de GL (F).

s La géodésique orientée (L ) ez associée aux droites (F 0) et (O F) de FxF, le som-

met Li étant la classe du réseau ( }1 ,0 ). Son stabilisateur est le groupe

* *
(F 0 U(o F ) . Un élément du type (a 0) , a, bEF*, induit sur la géodé-
0 F* F* 0 0 b

P 0
sique la translation d'amplitude (val a - val b), et un élément du type ( b)
a 0

a, b€ F*, induit sur la géodésique la symétrie par rapport a Li(val b - val a) si

val b - val a est pair, la symétrie par rapport au milieu de l'aréte

si 1 b - val a est impair.
{Li(val b - val a -1)'L}(val b - val a H)} va P

-Le fixateur de la géodésique est le groupe( (;,) .
0

. L'aréte {L .L1} g__e_\f, dont le fixateur dans GLZ(F) est le groupe F*K', ou

K' (g g ) (sous-groupe d'Iwahori). Son stabilisateur dans GLZ(F) est le
groupe JK', ou J est engendré par o & .
1 o]
. LR )
« Les spheres S(Lo.i). ie NN, de fixateur F.Ki' avec Ki =z ]” }] , et de

stabilisateur F®K.
N e }i }101
. Les sphéres S(LO.L‘,id). i€ [N, de fixateur F.Ki" avec K| = . , et

de stabilisateur JK'.

o) Classification des éléments de GL (F) par leur actjion sur l'arbre.

L'action de GL (F) sur les bout,s de l'arbre, en bijection avec rP (F), donne une

premiere classification :

Lemme 3.3 :

Un élément de GL_(F) est :
————— e pd —
- Scalaire s'il fixe tous les bouts de l'arbre \f

- régulier hyperbolique s'il fixe exactement deux bouts de l'arbre Y

- unipotent (modulo F*), s'il fixe un bout et un seul QQT.
- régulier elliptique s'il ne fixe aucun bout de‘f, et si ses valeur r
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dans une extension de F sont distinctes.

Il n'y a pas d'autre possibilité en caractéristique nulle ou impaire. Si F est

de caractéristique 2, il y a de plus des éléments radiciels, qui ne fixent aucun bout

SE.EE' mais dont les valeurs caractéristiques sont confondues dans une extension de F.

Les scalaires sont les éléments du centre F* de GLZ(F), l'action du groupe sur
que réduisant a une action de GLZ(F)/F'. Les unipotents ont la propriété suivante

(bien connue par ailleurs)

Lemme 3.4 :

Soit D un bout de EE . Le sous-groupe des éléments unipotents ou scalaires de

GLZ(F) fixant D agit transitivement (et simplement transitivement modulo F*) sur 1l'en-

semble des bouts deEiZdistincts de D.

On utilisera souvent cette propriété sous la forme particuliére suivante

Lemme 3.5 :

m
Le sous-groupe ( ! }‘ > de GLZ(F) (m € Z) agit transitivement sur chacun des
0 1

arcs de sphere de centre Lm suivants :
S(Lm.i) - ( s(L

mepr 3= O SILL1) ), iy 0.
Soit g un élément de G. On note ﬁi{g 1'ensemble des points fixes de g dans
l'arbre‘f , et on pose 3

Alg) =

(a-b)2
ab

ou a et b sont les valeurs caractéristiques de g (i.e. les racines, dans une exten-

sion convenable de F, du polyndme X2 - X Tr g + dét g) et ou lxl = q-val X xg€F,

est la valeur absolue de F. Ainsi g est régulier si et seulement si Z&(g) est non nul.
On s'intéresse a présent a l'action sur l'arbre des €léments réguliers de G.

Le cas le plus facile est celui des éléments hyperboliques :

Lemme 3.6 :

Soit g un__élément hyperbolique régulier, de valeurs propres a et b.

(i) si ZB(g) > 1 (cas ou a et b ont des valuations distinctes), alors g n'a aucun

point fixe dans ]'arbre.

(41) Si ZS(g):q-k pour un entier k )0 (cas ou 1-a/b a pour valuation k), alors

&{G est constitué de la géodésique associée aux deux droites propres de g,

et de tous les points a distance au plus k de cette géodésique.
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Pour traiter le cas des éléments elliptiques, il est commode d'étudier direc~

tement 1l'action de E*, ou E est une extension quadratique séparable de F, sur l'ar-

bre TE'

Proposition 3.1 :

Soit E une extension quadratique séparable non ramifiée de F, e_t_Lo la classe

du réseau {75 de E. Pour tout entier k}'l, 1'application :

S(Lo,k)-——-, Ker N K
(HPE)G Ker N

L +—— u/u mod. (1+]] :),

_o_il_u € (f}‘.:.e_\: (7/u+P: est un représentant de L, est une bijection qui transforme 1'ac-

tion de geE®* sur la sphére en la multiplication par 1'image de E/g dans le groupe fi-

ni Ker N K .
(1+]]E) n Ker N

Le groupe E* agit transitivement sur chacune des sphéres de centre L , et sur
l'ensemble des bouts de \fE

Preuve :

Chaque point L de S(Lo.k) posséde un unique représentant contenu dans U/E et non

i s'é k
dans ]:E' qui s'ecrit U,U*]]E pour un u € UE bien déterminé modulo U/'(hpg

une bijection L b—» u de S(Lo,k) sur d!'_: / (f‘(hP ::). D'autre part, l'application
u —s U/u détermine, par le théoréme 90 de Hilbert (voir [SZJ p.158), un isomorphis-

me de groupes de fE / (f'(hP:) sur Ker N/ K , d'ol la premiére par-
(1.}1 )N Ker N
E

), d'ou

tie de la proposition.

Les bijections ainsi définies pour k 3 1 sont compatibles avec les projections évi-

dentes de S(Lo,kﬂ) sur S(Lo,k). et de Ker N Kol sur Ker N/ K ,
(hPE )N Ker N (hﬁ )A Ker N

d'ou une bijection de l'ensemble des bouts de sur Ker N, transformant l'action de
7€ E* sur les bouts de T (c'est-a-dire la multiplicatxon par g dans [P(E)'VE'/F')
en la multiplication par g/g dans Ker N. Le théoreme 90 de Hilbert affirme que ul— ulu

est un isomorphisme de E*/F® sur Ker N, d'oU le résultat.

Corollaire 3.1 :

Soit g un élément régulier elliptique non ramifié de CLZ(F). Alors \fg est une

boule de rayon k tel que A(g):q-k. De plus le sous-groupe (F [g])* de GLz(F) agit

transitivement sur les bouts de l'arbre Y. et sur chacune des sphéres de méme cen-

tre que \fg.
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Preuve :

-valE( 1-g/g)

I1 suffit de remarquer que A (g)=q , ol EsF [g] est 1'extension qua-

dratique séparable non ramifiée engendrée par g.
On traite de maniére analogue le cas ramifié :

Proposition 3.2 :

Soit E une extension quadratique séparable ramifiée de F, de conducteur d, et Lo

(resp. LI) la classe du réseau O’E (resp. PE) de E. Pour tout entier k) 0, l'applica-
tion :

s(L_,L,,k+}) —> Ker N
o1 (1+}2k*d)f\Ker N

L +———> u/u mod. (l-o-}]gk’d),

gg_ué E® et (Yu*)J gk-rvalEu est un représentant de L, est une bijection qui transforme

l'action de g€ E* sur la sphére en la multiplication par 1'image de é/g dans le groupe

fini Ker N .
/(1 }]ZR‘d)ﬂKer N

Le groupe E* agit transitivement sur chacune des spheéres S(L L Jked), k» 0, et sur
1l'ensemble des bouts deT E

Preuve :

C'est la méme que celle de la proposition 3.1, puisque le théoréme 90 de Hilbert
affirme, la encore, que l'application uj—) u/u est un isomorphisme de E"/F* sur Ker N.
Cet isomorphisme passe aux quotients en un isomorphisme de E'/F'(ITJ]EK’I) sur

Ker N
( lonk*d)f\ Ker N

Remarques : (E extension quadratique séparable ramifiée de F, de conducteur d)

1) On a pour k)1 : @(I*PZK U.(, }12""

et pour k)0 : (1*}1‘;‘2"”):1 Ker N = (1«}1‘;’2"’2)nxer N.

2) Le groupe Ker N est contenu dans 10}12'1, et le quotient

Ker N/ est isomorphe a Z/Z.ﬂ.. la surjection u Hﬁlu de E*
Ker Nf\(h]] )
E
val_u
sur ce quotient pouvant se lire ut— (-1) E”, de noyau F*(1« E)' Pour
ces propriétés, voir[SZJ , chapitre V,6§3.

3) Un point L de S(LO.L’.koi), représenté par le réseau O/u*}Tgk’valEu. est du

coté de L, (i.e. d(L.Lo)=k) si valEu est paire, du coté de L, (t.e. d(L,L,)=k)
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si valEu est impaire. La sphére S(Lo,'!..1,k+§) est ainsi divisée en deux moitiés,

conservées par l'action de F*(1+ N_), échangées par celle des éléments de E*

E
de valuation impaire ; ces deux moitiés correspondent aux deux classes du grou-

d
pe Ker N modulo Ker Nr\(1+} ) .
Ker Nr)(u}lgk*d) E/Ker NO (14-}1:"*")

Corollaire 3.2 :

Soit g un élément régulier elliptique ramifié de GLZ(F). et d le conducteur de

1'extension quadratique séparable ramifiée F [g] qu'il engendre. Le sous-groupe

(F[g])* de GLZ(F) conserve une unique aréte {L,L'} _d_eY, et A(g) ne peut pren-
dre que les valeurs suivantes

- A= alors P& est vide, et g échange L et L'.
-3(d+2k)

- A(g)=q , pour un entier k) 0. Alors Yng(L,L',kd).

De plus le sous-groupe (F [g ])* agit transitivement sur chacune des sphéres
S(L,L',k+}), k30, et sur 1'ensemble des bouts de Y

Preuve :

Ona A (g):q-ivalE( 1-g/g)

, ou E=F [g]

Pour établir en III la formule des traces que l'on a en vue, on aura besoin de com-
parer les ensembles de points fixes \fg et \‘ES , lorsque g est un élément régulier de

GLZ(F) tel que gn soit aussi régulier. Nous allons le faire maintenant

Proposition 3.3 :

(i) Soit g un €lément hyperbolique régulier de GL (F), dont les valeurs propres

sont des puissances n-iemes de F. Il y a exactement n classes modulo /L (F)

d'éléments h de GL (F) vérifiant h" =g. De plus

a) Si \fg est vide, alorsT est vide pour tout h tel que h =g.

b) Si \fs est une géodésique, alors Y est la méme géodésique pour

tout h tel que hn:g.
c) Si YS est constitué d'une géodésique et des points a distance infé-

rieure ou égale a k (k entier) 1), alors il y a une et une seule

telle classe d'éléments h vérifiant YN=YG; pour les autres classes,

1'ensemble des points fixes est réduit a la géodésique.

(ii) Soit g un élement elliptique de GLZ(F), tel que gn soit régulier. Soit E

1'extensjon quadratique séparable engendrée par g dans MZ(F)' Alors

) ‘ n R .
a) Si n est impair, g et g ont memes points fixes dans l'arbre.

b) Si n est pair, deux cas sont possibles :
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-si glg % -1[}3] , alors g et g" ont mémes points fixes dans
1'arbre.

- sig/lgs -1 [}'E] , alors g n'a qu'un point fixe si E est non rami-

fiée,et aucun point fixe si E est ramifiée. L'action de g sur l'en-

semble des points fixes de gn est une involution.

Preuve :

n
(i) On se raméne a 1'étude des points fixes de g = (a 0 , a, b€ F* et de

h = a% 0> 7§€ fL .
I 0 b n

n, n
On a zl(g):q-val(l-a /b ),zﬁ (h ):q‘val('I - a§ /b), et il reste 3 remarquer que si .
val(1 - an/bn)=k »1, il y a un unigue goe /"n tel que a §0/bc1+}lk, et ag /b€ 1¢)J
pour E H ?0. On fait alors usage du lemme 3.6.

(ii) Grace aux corollaires 3.1 et 3.2, il suffit de comparer 43(3) et Z&(sn),
c'est-a-dire valE(l - g/g) et valE(1 -(élg)n).
- Si gn n'a aucun point fixe (cas ramifié) ou un seul point fixe (cas non rami-
fié), il en est également de méme pour g.
- Si valE(1 -(é/g)n)=k, avec k )l dans le cas non ramifié, kz,d dans le cas ra-
mifié, alors(i/g)n appartient a 1+ k. qui est formé de puissances n-iemes.
Il existe donc g dans /Ln. et a loJJE, tels que é/g:S a. Puisque g/g est de
norme 1, on a i =:1.
- si g =1 (seule possibilité si n est impair) alors g et gn ont mémes
points fixes.
- si t =-1 (donc n est pair), alors é/g = -1 [ E].

avec 1‘ ié k, est donc la multi-

)

L'action de §/g sur les groupes Ker N .
/Ker Nf\(lo}

E
plication par -1, d'ou le résultat en utilisant les propositions 3.1 et 3.2.
Remarque :
Si l'extension engendrée par g est ramifiée, on a §/g E -1 [’}EI] si et seule-

ment si valEg est 1mpaire.

Pour terminer, disons quelque: mots des éléments radiciels, gul n'apparaissent
qu'en caractéristique O. Un tei element a pour polynome caracteéristique Xz—a. ou
a€.F'-F’2, et ses valieurs caracteristigues sont confondues dans l'extension F [JE:],
non séEarable.De tels élements ne sont pas reguliers, et n'interviendront pas dans
la suite. Quant a leur comportement sur l'arbre, ils agissent comme une symétrie

par rapport a un sommet ou au milieu d'une arete.
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I.4. LES REPRESENTATIONS SUPERCUSPIDALES DE .&’

a) Définitions.

On s'intéresse ici aux représentations de '5 dans des espaces vectoriels complexes
qui ne proviennent pas d'une représentation de G (via la surjection ‘&/——; G), ni
méme d'une représentation d'une extension intermédiaire deG par un sous-groupe pro-
pre de ).l« (F) : dans une telle représentation, le noyau /U. (F) de la surjection
G——-.G doit opérer de fagon injective. Pour simplifier les notations, on fixe une
fois pour toutes un isomorphisme de )‘* (F) sur /A (€ ), par lequel on identifie les
deux groupes, parfois notés simplement . Une représentation T de G, ou d'un sous-

groupe de T de 1a forme E, sera dite spécifique si T(g,; =}T(g) pour ? € /u.n,g €G.

Précisons maintenant quelques définitions. Soit G un groupe localement compact totale-

ment discontinu. Les notions de représentation lisse, admissible, de G, et de regrésen-

tation contragrédiente sont définies par exemple par P. Cartier dans Cr Si T est
ag

une représentation lisse de G dans un espace vectoriel V, et (T V) la représentation
contragrédiente, les coefficients de T sont les fonctions de G dans a définies par
C‘v’v(g) =z ( ;, T(g)v) , pour ‘7€ \7, veEV et g€G.

Une représentation T de G sera dite supercuspidale si elle est admissible, si le
centre Z de G opére par homothéties, et si les coefficients de T sont a support compact
modulo Z ( [Cr]).

Enfin une représentation de G dans W sera dite irréductible si elle est algébri-

quement irréductible, c'est-a-dire si W n'a aucun sous-espace vectoriel propre invariant

par G.

b) L'induction.
Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, soit H un sous-groupe
ouvert de G, compact modulo le centre de G, et T une représentation lisse de H dans

un espace vectoriel V. On appelle représentation induite (compacte) deqT a G, et on

note 1nd:1'r (notation standard) ou T,,r (notation souvent utilisée ici), la représenta-
tion de G par translations a droite dans l'espace W des fonctions f de G dans V véri-
fiant les deux conditions suivantes

- f est localement constante, a support compact modulo H.

- f(hg) =T (n)f(g) pour tous heH, geG.
On a ainsi (T"(g)f)(x) = f(xg), pour x, g€GC et fEW.,
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La représentation Tq est lisse, et tout coefficient de M, prolongé par 0 sur
G-H, est un coefficient de indg1T (cf H. Carayol,[c1 ) ).
Pour g€G, on définit une représentation mE gy groupe g-ng par :
7 &x) = Tr(sxsd), xég"l-ig.
On a le critere d'irréductibilité suivant (H. Carayol, [ Cl]) :

Proposition 4.1 :
SiTr est une représentation lisse irréductible de H, sous-groupe ouvert et

compact modulo le centre de G, et si pour tout g € G-H, les restrictions de W et

11g a Hg = Hl\g'1Hg sont disjointes (i.e. HomH (11,Tr5) = 0), alors la représentation
indfl M est _irréductible. €

H. Jacquet a montré dans [ J ] que toute représentation lisse irréductible d'un
groupe réductif p-adique était admissible. Au lieu d'essayer d'adapter sa démonstra-

tion au groupe métaplectique, on utilisera le critére d'admissibilité suivant

Proposition 4.2 :
Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, séparable, de centre Z.

Soit T une représentation lisse irréductible de G, de caracteéere central X , telle que

1°) |X ' peut se prolonger en un caractere de G.

2°) Au moins un coefficient non nul de T est 3 support compact modulo Z.

Alors T est admissible supercuspidale.

Preuve :

L'hypothése 1°) permet de se ramener au cas ou X est unitaire, en tordant T
par l'inverse d'un prolongement de |X| a G.

Soit W l'espace de T, et g »— (a, T(g)v°> un coefficient non nul de T a support
compact modulo Z (ou g€G, ae i et voc W). Supposant X unitaire, on définit sur W une
forme hermitienne définie positive et invariante par G en posant (cf [JL] , proposition
2.20 )

{v,wy = {a, T(gv) (a, Tg)w) dy, v,Ww €W

Z/G

Cette intégrale a un sens, car tous les coefficients { a, T(g)v) pour vEW sont a
support compact modulo Z : l'irréductibilité de T entralne que W est engendré par les
T(g)vo. g€G. Le méme argument, 1ié au fait que T est lisse, montre que ( v,vd> > 0
si vé0. La représentation T est donc préunitaire, et en utilisant les résultats de
Harish-Chandra ([HCJ. corollaire du théoreme 2, ou théoreme 3) on voit qu'elle est
admissible. Alors la repreésentation contragreédiente ¥ est, comme T, admissible et irre-
ductible, et son espace 5 est engendré par les ;(g)a, g€ G. On en deéduit que tous les

coefficients de T sont a support compact modulo Z, donc T est supercuspidale.
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Résumons maintenant ces résultats sbus la forme dui nous sera utile pour la suite

Théoréme 4.3 :

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, séparable, unimodu-

laire, et Z son centre. Soit H un sous-groupe ouvert de G, contenant Z, et compact

modulo Z, et T pne représentation lisse irréductible de H vérifiant les propriétés
suivantes :

1) V g€ G-H, les restrictions de et g aHn g_‘Hg sont disjointes.

2) Le module IXI du caractére ) de Z tel que T (z) = X(z).Id pour z€ Z, se
prolonge en un caractére de G.

Alors la représentation indg Tl de G est irréductihle admissible supercuspidale.

Remarque :

—~~
Nous appliquerons ce théoreme aux groupes GLZ(F) et GLZ(F) pour lesquels la

condition 2) est toujours vérifiée:

un prolongement est donné par g (ou (523 ) r—s lX(dét g)li.
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II. CONSTRUCTION DES REPRESENTATIONS SUPERCUSPIDALES DE G

II.1. SOUS-GROUPES REMARQUABLES DU COMPACT MAXIMAL STANDARD (cf [GK])

Soit E une extension quadratique séparable de F, plongée dans MZ(F) de 1'une des
deux fagons suivantes (qui ne différent que d'un automorphisme intérieur de G, par le
théoréme de Skolem-Noether)

a) On choisit une base de E sur F et on écrit la représentation réguliere gauche
de E* dans cette base.
b) On se donne a priori E* comme sous-groupe de GLZ(F).

Le groupe G agit sur E*, dans le cas a) de fagon évidente (E* s'identifiant a
FxF- {0‘ par choix d'une base), dans le cas b) de la maniere suivante : on choisit
un élément T de G vérifiant ¢ x G’_1 = x (conjugué de x) pour x € E*, et ¢2=Id (1'exis-
tence d'un tel T est assurée par le théoréme de Skolem-Noether pour la premiere con-
dition, et par conjugaison du cas a) pour la seconde ; un tel @ est déterminé a Ker NE/F
pres) ; alors MZ(F) apparait comme somme directe E @ ¢ E, les éléments de T E étant de
trace nulle, et G agit sur E* par (u+®v)(x) = ux+vx, x€E*, u,veE, dét(u+ov)40.

Dans 1'une ou l'autre de ces situations, on définit les groupes suivants :

U = {gec / valEg(x) z valEx pour tout x €E*

A*(m) = { geu / valE(g(x)—x) o m+val.x, pour tout x€ E'} , pour m) 1.

E

Proposition 1.1 :
a) Soit E une extension quadratique séparable ramifiée de F. On suppose E* Elongé

dans CLZ(F) de telle sorte que l'aréte de l'arbre de GLZ(F) conservée par E*

soit l'aréte standard { Lo'L1} . Alors :

vek = [O° F . A%(2m) = K! = ("}‘mm J]m’; simy 1,
. +
v 0 ol
et A*(2me+1) = K; = 1“.}};:"1 '}i::: si m)o.
1

-1
(Remarque : K" est le groupe engendré par K et 02 K °o ¥ )
m m+1 1 0 m+) \ 0

b) Soit E une extension quadratique séparable non ramifiée de F. On suppose E®

plongé dans C de telle sorte que le sommet de l'arbre de G fixé par E® soit le

sommet standard Lo. Alors

1+

I

m
= = [ ] - =
U-K-CLZ(U).A(nﬂ-Km- o
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Preuve :

Elle s'appuie sur les résultats du I.3. Remarquons que les hypothéses faites ne
sont pas restrictives : une extension ramifiée (resp. non ramifiée) conserve une uni-
que aréte (resp. sommet) de l'arbre, et on peut se ramener par une conjugaison au cas

ol cette aréte (resp. sommet) est { "'O'L‘l] (resp. Lo).

a) On a K' = ‘ g€ G/gA0= A.o et 3A1= .A1 pour tous réseaux Ao et A, représen-
tants de L0 et L‘\.

{ ge G/ (g-I) AOC}?AO et (5-1)./\1 C} ;:A‘I pour tous représentants
Aget A der et L, \ .
lgeG/ (S'I)'AiCJ?A'J et (g-I).A.J (_’} ;HAY avec {i,J} = {0,1] ,
et L, vérifiant A 1CAJ¢A1 i .

Si m)/'l, KI;l

"

Si m) 0, K"
m
pour tous représentants ./‘-1 et AJ de Li 3

Il est clair que les conditions demandées pour l'appartenance a K', Kn;z ou K"I', sont

vérifiées pour tout choix des représentants/\ et.A 1 si et seulement si elles le

0
sont pour un choix particulier, par exemple (-TE et’PE. Or les définitions de U et

A*(m) peuvent s'écrire :

U= {géc 1 e-D( = UE et (s-l)]lE =J1 E}
A*(m) = {gCG / (g-I)UEcj: et (g-I)‘PEc ';” , my1 c.q.f.d.

b) La démonstration est semblable.

Il faut maintenant préciser la structure de A*(m) (pour ce qui suit, voir [GK ]).
Soit H le fixateur de la trace de E sur F : H= )] g€G / Tr g(x) = Tr x pour tout x€ E* ¢ .
Alors H = 1+(T-1)x / x€EE, Tr x £ 1 ! . Posant pour x€ E, avec Tr x £ 1, h(x)=1+(0"-1)x,
les éléments h(x) vérifient les relations suivantes :

dét h(x) = 1-Tr x

n(x)h(y) = h(xey=-yTr x) = h(y+yx-xy)h(x) = h(yx-Xy)h(y)h(x)

hx)™' = n(_ "X )

1- Tr x
De plus, tout élément de G se décompose de maniere unique en produit t h(x), te€E*,
h(x)€H, et :
t h(x) = h( x(1+3(8)) (1ex3(t)™1) t (1+3(t)x)

x - -1 _ N(x) -
hix) t =t (1 = J(t) ) h(x(1+3(t)) «+ J(t) ),
1-Tr x 1-Tr x
t
ou tCE*, et j(t) = — - 1.
t

Soit d le conducteur de E si E est ramifiée (i.e. d:valE( r- 5) pour toute uniformi-

sante {de E), ou d=1 si{ E est non ramifiée. On pose, pour m3 1
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H(m)

1e(C _1)‘-PlEn-d+1 ,

et H(0) = HNU = {h(x) / x ejgd’1 , 1=Tr x € dl'.' l .
La décomposition avec unicité de 1l'écriture G=E®H induit les décompositions :

A%(m) = (1+F D) Hm), pour m31, et U = 02 HO).

Lemme 1.2 :

a) Pour tout h(x)€H, et tout r € OJ, on a :

£ i-1 A1 1-1
h)" = ntx 3 -0 C (e 7.
i=1 r

b) Pour m )1, tout élément de A*(m) s'écrit sous la forme unh(x)n, avec u € 1+
h(x) € H(m).

m
E’

Preuve :
a) s'obtient facilement par récurrence.

b) L'élévation 3 la puissance n-iéme est un isomorphisme de 1+ sur lui-méme

m
E n
puisque (n,p)=z1 (Lemme I.2.2). Reste a résoudre, pour h(y)€ H(m) : h(y)zh(x) avec
h(x)€ H(m). L'égalité des déterminants donne 1-Tr y = (1=-Tr x)n. ce qui détermine
uniquement 1-Tr x dans l+;P (me1)/2 ou 1~;Fm (selon que E est ramifiée ou non) pour

la méme raison que ci-dessus. Posons )A:Tr x et

n-1 i

\((r) ) ; (-ni? C /.Li" .

n

Puisque "f(f\) est congru a n modulo'P , 11 appartient a 0', et x est déterminé par
x Y(/ﬂ) = y. (On vérifie aisément que Tr x=/L) c.q.f.d.

Proposition 1.3 :
Soit E une extension quadratique séparable de F, et E*C GLZ(F) un_plongement

tel que E® conserve l'aréte standard dans le cas ramifié, le sommet standard dans le

cas non ramifié. Alors :

a) Les sous-groupes U et A®(m) de G sont normalisés par E* et U.

b) Le sous-groupe de U engendré par les puissances n-iemes des éléments de U est
~ ~
normalisé par E® dans G.

~ ~ ~
c) Pour m )1, le normalisateur dans G du sous-groupe A®(m) de G est E®U.

Preuve :
a) est clair.
b) Le cocycle P étant trivial sur U (proposition I1.2.5), on note encore U le

sous-groupe { (u,1), ueu i de G. Le résultat découle de 1'égalité suivante
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* ~""ny-1 “n=1 . ~
pour tous x€E*, ueU, on a :Ju = Xu x , ou l'on note x=(x,1).
N ~n .
Pour 1l'obtenir, on remarque que u =u (car e est trivial sur U), d'ou
~ Na=1 anve=1.n
xuX = (xux ')

D'autre part, on a (prop. I.2.1¢) :
Auu-l)n = -1)n
Xux = (xux . —_~ ——~—

Enfin E* normalise U dans G, donc xux-1 appartient a U et (xux-")n = (xux-l)n. C.Q.F.D.

c) provient de b) et du lemme 1.2.

Proposition 1.4 :
Soit m>/1'

a) Le groupe C(E*H(m)) des commutateurs de E*H(m) est contenu dans A*(m).

“n ~ n
b) Le groupe des commutateurs de E* H(m) dans G est (C(E* H(m),1) contenu dans A*(m).

~

c) Si u€E*, h(x) €H(m), alors G;?;3n est congru a 3H(x)" modulo C(E*H(m)).

Preuve :
’ a) provient immédiatement de la proposition 1.3.a).

b) provient de la proposition 1.3.c) et du fait que E'n est commutatif (proposi-
tion I.2.8) : le commutateur (ﬁnh(x),'vnh(y)), avec u,v€E", h(x),h(y)e€ H(m), se trans-
forme aisément en produit du commutateur (ﬁn,Vn), trivial, et du commutateur
(u"h(x),v"h(y)) dans G.

) on a Gn(0" = (GHG™ = TAROWAX) ... Th(x). or AGOT=TA(x)c, ol
¢ = A0 ROT = (h(o)™!

. . =~ oo e ne2 | e == ne2
A*(m) donc normalisé par E*H(m). On a donc ch(x)(uh(x)) = h(x)(uh(x) c', ou

-1
u h(x)u,1) appartient a C(E*H(m)), qui est contenu dans

c' € C(E*H(m)). En itérant, on obtient le résultat.

Remarque 1.5 :
Lorsque p est impair, on peut choisir tout simplement E = F[ S ] , avec

(- (:’ 0) et

- dans le cas non ramifié, a est une unité de F*, et n'est pas un carré.

- dans le cas ramifié, a est une uniformisante de F.

La classe de a modulo les carrés de F* détermine alors E a F-i1somorphisme pres.

1
Pour @ = ( ! ° , alors H est le groupe ( 0
0 -1 F F*
1
on a h(xey J) = 0 .
=2y 1=2x
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II.2. CONSTRUCTION DE LA SERIE RAMIFIEE.

Soit E une extension quadratique séparable ramifiée de F, telle que E'CGL (F)
conserve l'aréte stindard lL L 5 de l'arbre. On va construire li,s_erxe supercus-
pidale ramifiée de G a partir de certains caractéres des groupes E" H(m), m¥ 1. Pour
cela, on commence par étudier les caracteres spécifiques de 'Eﬁn. On note s une uni-
formisante de E, vérifiant Jzzqﬁ (uniformisante de F) si n est pair. On note EO le
sous-groupe des éléments de E* de valuation paire, i.e. F'(1+]IE).

Proposition 2.1 :
1°) L'a QQllcatzon X —> (x ,s(x )" ) est un homomorphisme, de noyau lu (E),

P
de E* dans E" 8i n est impair, de EO dans E*" si n est pair.

Si n est pair, on a (J".s(I")")z = (_UQ(q-‘I)(JZn'S(JZn)-?)
Dans tous les cas, on a s(xn)=1 si xe E* est de valuation paire.

2°) A tout caracterex de E* trivial sur /A (E), on peut associer un caractere

spécifique XGe g n_posant :
a) n impair .X(x .s(xn)_1) z X(x) pour x &E*
b) n pair : X(x ,s(x™M) 1) z X(x) pour x€E,

Y(d™s(§M™H = e X, avecg(X) (-nila=)

On obtient ainsi, si n est impair, ou si n est pair et si lk——-) 6(1) est

donnée, telle que e(l) ne dépende que de la restriction de Xg EO' une

bijection de 1l'ensemble des caractéres de E* triviaux sur /‘-n(E). sur

1'ensemble des caracteres spécifiques de E*

Preuve :

1°) Remarquons tout d'abord que l'on a montré un résultat voisin dans la pro-
position I1.2.8, et 1l'on aurait pu songer a poser X(x) = X(xn) si x€@E®* et n im-
pair, ou si erO et n pair. Il se trouve qu'une telle définition ne conduit pas

au résultat de correspondance voulu (cf III.4).
Il s'agit de montrer que l'on a
n -1
?(Xn.y ) = s(xMs(yMs(xy") 7, de. o (x", ") = 0,

pour n .lmpa.lr et x,yeE', ou n pair et x,y€ E . Or si x est de valuation paire,

0
alors x eF' (lo} )CF' ,P JI (cf Proposition II.1.1), donc s(xn)=1. Par la

o ")
proposition I.2. 5, le cocycle Pest trivial sur F*"GL (0/). donc

-1
p(x Y ) 1= s(x )s(y )s(x y My=! sf x et y sont de valuation paire.
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Dans le cas impair, il suffit alors (en utilisant la propriété d'associativité des
n
2-cocycles) de montrer que & ( f ,xn) = o ( S“,S“) = 1 si Xest une uniformisante

de E et x€ EO . C'est une vérification facile, en utilisant le fait que -1; )

que x" = )n\'(y g),)eF',PCJJ ,)’50’,4,55 14:]15(,'", et que § " est de la

forme ° m’}(n#‘l) u, avec u € K'.
J}(n-” 0

Dans le cas pair, il reste a montrer que :
n - - - -
NPT SUNE SNSRI Ed R GUPL AL Lt PP
LI ED) = (-nilan),

or 5":(5*" 0 ) , donc :

o FI
n n
@ [ng -
L3P0 = (— ,— ) = (¥ -1 = (enimen/n o ChyieD e k.
Ji‘n w’in

2°) Clair par 1°).

Rappelons maintenant quelques définitions et résultats fondamentaux de [GK]
(chapitre V)

m-d+1
F

Le groupe des commutateurs de H(m) est N(m) = 1 + (o -1) (§ - 6’3]7
H(2m)N N
H(2m+1)NN.

Une représentation de degré 1 de H(m) est triviale sur N(m). On montre qu'elle s'induit

a H en une représentation irréductible ne contenant aucun vecteur fixe par N, si et

seulement si elle n'est pas triviale sur N(m-1).

Définition 2.2 :
Un caractere de H(m) (resp. E*H(m), resp. E*"H(m)) est dit non dégénéré s'il est

non trivial sur N(m-1).

Puisque N(m) = H(2m) NN, tout caractére M) de H(m) est produit d'un caractere ry 0

de H(m) trivial sur H(2m), par un caractere du déterminant. Mais H(m)/H(2m) est

isomorphe a ln.ddl}l 2m-d+1 via l'application h(t) ——t ; ainsi '70 s'identifie a

E E

m=de+ m-d+1

2
E trivial sur ]IE

seulement si ”)O est de conducteur 2m-d+1 exactement.

un caractere de . Le caractere ff] est non dégénéré si et
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Lemme 2.3 :

1°) Soit e un caractére de E*, et mun caractére de H(m) (my 1) :

(n(t)) = M) TO-Tr t), te e,
. N m=d+1 2m=d+1 N
ou ?O est un caractere de E trivial sur E , et T un caractére
de F*. Alors 0. lpest un_caractére de E*H(m) si et seulement si :

0 (To)™! (1*y)70(y) = 1 pour tout ye:}]g

2°) Pour qu'un caractére de E* se prolonge en un caractére non dégénéré de
E*H(m) (m),'l). il faut et il suffit que :

a) si m¢d, ce soit le relévement (via la norme) d'un caractére de F*.

b) si m){d, son conducteur relatif soit 2(m=d+1).

Théoreme 2.4 :

Toute représentation de G induite par un caractére non dégénéré de E*H(m)

(n) 1), est irréductible admissible supercuspidale, et son de_gre formel pour la

mesure de Haar sur G/F* qui donne & E®K'/F* la masse 1 est q (q—l)

s

-~/
On étudie 3 présent les caracteres spécifiques de E*"H(m) (m), 1)

Lemme 2.5 :

3 5 . on
Soit e un_caractere spécifique de E* e_t.'?un caractere de H(m)
7 (h(t)) = M ()T (1-Tr t),
ou T est un caractére de F* et un_caractéere de i ™% trivial sur}gm_d’]. Alors
X (2T 0 S Q" T)7(nx)), uEE, n(x)eHm),

définit un caractere spécifique de E' H(m) si et seulement si sa restriction a

E H(m) est prolongeable en un caractere de E'nH(m). c'est-a-dire si et seulement si

0. (Tt} (uxJ(u"))%(xJ(u")) =

- N
pour h(x)€EH(m), u€ E* (ou J(un) = ot - 1). Tout caractere spécifique de E'nH(m)

est de cette forme.

Preuve :

La spécificité étant assurée. i1 faut avoir :

B minix) }' e(v ) m(n(y)) st T hix) = }W)‘T’".
De l'égalit.é 0l h’(.;) } h(y)v , on tire d'une part. uhix) = n(y)v", d'ou
v? = W"(1e3(u")x), et d'autre part A h(x)u™" = £V, soit (proposition 1.3)

S‘:"G‘“ = (h(y)" "W"hu™, 1) = Qexgu™, ).
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L'égalité a obtenir devient alors :
~ n -1
B(1+xj(u)) = M(h(x)h(y)™ "),
égalité équivalente, comme on le voit facilement, a celle de la proposition, qui est

exactement la relation de compatibilité pour les caractéres de E'nH(m) (cf [GK ]).'

Remarqgue :
Si n est impair, alors 1l'application x ——x" est un isomorphisme de
Ker N sur lui-méme. Les éléments j(un) et j(u), pour ueE®", décrivent donc le méme
sous-ensemble de} g-l, et la condition donnée s'écrit :
B ramT ey =1 siye} L
ce qui signifie que x est obligatoirement trivial sur les commutateurs de E*H(m).
Si n est pair, alors valE j(u )y d pour u€ E*, (cf I.3.3), et la condition
s'écrit
= -1 m 1
B (romT ey mo(y) = 1 st yc}l *
On aura besoin par la suite de supposer de plus X trivial sur les commutateurs de
E*H(m).

Proposition 2.6 :
o~ A’n
A tout caractére spécifigue X de E* H(m) (mj) 1) trivial sur les commutateurs

de E*H(m), on peut associer un caractére X de E*H(m) en posant :
a) n impatr : Y (x) = X(xn,s(xn)-l) pour x € E*H(m).
b) n pair : X(x) = X(xn,s(xn) ) pour xe‘E H(m),

X(;) = E(i)x(rn-S( 'Sn , avec E(X) (-I)Q(q-”.

On obtient ainsi, si n est impair, ou si n est pair et si § (1) ne dépend que

b4 - I3
de la restriction de x éEgH(m), une bijection de 1l'ensemble des caracteres speci-
fiques de EhH(m) triviaux sur les commutateurs de E*H(m), sur l'ensemble des carac-
teres de E*H(m) triviaux sur }L(E).
~eres gae raylaux sur Mo

~

De plus,Xest non dégénéré si et seulement si X l'est.

Preuve :

La restriction de X a E®* est un caractere par la proposition 2.1.

D'autre part, pour m) 1, le groupe H(m) est contenu dans 1’,}7 —}1 (cf II.V.1),
(7 'lo-Jl
donc le cocyclee et la fonction s scnt triviaux sur H(m) d'ou, pour h(x)E H(m)
-~ ~ ~
Xt atna™™ = Xneo™, 1 <[ X oo, 1]",
et la restriction dex a H(m) est un homomorphisme. De plus l'application :
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N(m-1)/N(m) — N(m=1)/N(m)
h(x) —>3 h(x)"
est un isomorphisme car (Lemme II.1.2) h(x)nzh(nx) si Tr x = 0, et val n = 0. Le carac-
tére X de H(m) est donc non dégénéré si et seulement si i l'est.
Il faut maintenant montrer que l'on a bien :
Y. n n-1.v n v n n,-1
X s@hH™H X (e, 1) = X (un(x)?,s0un(x)™ ™,

pour u€E* et h(x)€ H(m) si n est impair, pour ug E et h(x)€ H(m) si n est pair.

0
Or, d'aprés la proposition II.1.4, on a :

X @™ = X @™ Y @™, car
61(\)()" = T'h()"(a,1) avec a€A*(m).
Posant ‘Zn:(zn,r (z)s(zn)-1) (cf Lemme I.2.9), on a donc :
7 whx)sCunxN™ = 7sh™'p ", hx)"a),
soit : ?(uh(x)) z Y(u)d(un,h(x)na) (car (uh(x))n=unh(x)na, et s(h(x)na)=1).
D'autre part : - - -
Yuh(x) X CCun(xn)™,sCun(xN™™) = T X", X", 1.

Il ne reste donc plus qu'a montrer que o((un,k)=1 si k€éA*(m), et u€E"* si n est impair,

1

u€ EO si n est pair, ce que l'on vérifie exactement comme dans la démonstration du
lemme 4.2, en utilisant le fait que A*(m) est contenu dans 1*,}1 et que 1+]]
est formé de puissances n-iémes. O hjz

Enfin, la trivialité de‘Xv sur les commutateurs de E®H(m), contenus dans A%*(m),
assure celle de J . Ainsi X est bien un caractére de E*H(m) : la relation de compa-
tibilité donnée en 2.3.1°) équivaut a la trivialité sur les commutateurs de E*H(m)
puisque si vh(y) = h(x)u, on a vh(y) = ue(h(@ )h(x), ou of h(,P) est le commutateur
u-1h(x)uh(x)-1. I1 faut remarquer que l'hypothése X trivial sur les commutateurs de
E*H(m) (toujours vérifiée si n est impair) sert effectivement & la construction de K

L'application i'——’l est clairement injective (sous les conditions données
pour E(i)). De plus, étant donné un caractere Xde E*H(m) trivial sur }1;1(5).
décomposé en X: 9 comme dans le lemme 2.3, on peut lui associer, par la proposi-
tion 2.1, un caractere spécifique §de E'n, et un caract.'ere'lide H(m)

" - Mo = M.
Ii&sant alors X = (¢] -m. on vérifie aisément que X est un caractere spécifique de
E*"H(m) trivial sur les commutateurs de‘vl-:'H(m) (cf Lemme 2.5). Par les formules de
la proposition 2.6, on associe alors a X un caractere de E*H(m) qui a mémes restric-
tions a E* et a H(m) que x , donc est egal éx , ce qui donne la surjectivité.
C.Q.F.D.
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Théoréme 2.7 :
v . i)
Soit _X un_caractere spécifique de E* H(m) trivial sur les commutateurs de

E*H(m).

1°) La représentation induite a E’H(m) de X est multiple d'une unique représen-
tation spécifique irréductible T (X) de B'H(m) Le degré de 'IT(X) est

n, et sa multiplicite dans 1'induite est n également. Le caractére deTr(l)

est nul en dehors de E' H(m), et vaut :
1w e - nx(g) si g€ E*"H(m).

-~ ~ Y4
2°) Si Y est de plus non dégénéré , 1la représentation T(X ) de G induite par

TV (X ) est_spécifique irréductible admissible supercuspidale. Son degré

~ ~n -
formel pour la mesure de Haar sur G/F* qui donne a E*K'/F* la masse 1

est nqmal(q-I).

Preuve :
1°) Le résultat découle de la construction standard d'Heisenberg ; il suffit d'établir

les points suivants : ’

a) gzhH(m) est distingué d'indice n2 dans Erﬂ(m), le quotient est commutatif,
isomorpheA 3 E*/E*".

En effet, la proposition 1.3.c) assure que l'application :
EH(m) —, E*/E*"
(un(x), ;)»—-b u —

est bien définie, et est un homomorphisme, de noyau E' H(m).

b) L'action de E*H(m) par conjugaison t‘ixex .

En efret. avec les notations de la proposit.ion 2.2, on a, pour u et VEE* :

e(~-n 9((uv)v)-e(v)(Prop I.2.7)
/'\-r
Y G - X (Gh(x)u 'h(x) )X(n(x))

< X tuncou o™ D Y i,

et le résultat découle de 1l'hypothese : X trivial sur les commutateurs de E*H(m).
c) L'application (x,y) t——’i(xyx-‘y-1) sur E*H(m)xfrﬂ(m) passe au quotient en
une application bimultiplicative alt,ernée non dégénérée sur E*/E*".
En effet, pour x,yEE®, on a } (x""“’ = i ((x.;)E) = (x,;')E par la
proposition 1.2.7, d'oU la non-dégeénérescence. Il faut remarquer que la non-dégénérescen-
ce ici décou}_e de la spécificité, et n'a aucun rapport avec une éventuelle non-dégéné-

rescence aex au sens de la définition 2.2.
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2°) La spécificité est claire ; par 1le théoréme I.4. 3, i1 sufrit. de montrer
P

que‘"(l) est disjomte de ses conjuguées par G-E'H(m). Puisque T- E'H on se ra-
méne a conjusuer‘l'f(X) par les éléments de H-H(m). et on va montrer un peu plus :

Pour tout h(x)€ H-H(m), les représentations Tr(X) et W(X)h(” sont disjoin-

P o~ | P
tes sur H(m)Ah(x) H(m)h(x).
v . trnd .

En effet, la restriction de T (X ) a H(m) est n fois le caracterei ; on va

donc comparerx et x h(X). Or pour h(y)e H(m), on a :
-1
h(x)h(y)h(x) } h(yx—Xy)h(y) pour un E‘,‘n
Lorsque cet element appartient a H(m), c'est-a-dire lorsque h(yx-xy)e H(m) AN,
h(x) P — . N

on a X (h(y)) = gl(h(yx-xy))X(h(y)). distinct dex si X(h(yx-xy)) £ 1 (en
effet, la restriction dex a H(m) AN est d'ordre une puissance de p, et ne peut
étre neutralisée par unsc }LnL

Par non-dégénérescence de X (et multiplication éventuelle de y par un €lément
de U'), tout revient a montrer que l'on peut trouver h(y)€ H(m) vérifiant

h(yx-xy)€ H(m) AN
h(§x-§y)¢N(m).

x convient).

ce qui est clair (par exemple, val_y = 2m-2d+1-val

E E
Quant au degré formel pour la mesure de Haar indiquée, il est produit de 1'1n-
dice [E'K : E'H(m)] (q-l) (d'aprés le théoreme 2.4) par le degré de (X)
qui vaut n. C.Q.F.D.
Remarque : ‘_,

On a montré au passage que la représentation IndH( )X est irréductible, et que
Res-’r( X )~ n IndH(m)l

II.3. CONSTRUCTION DE LA SERIE NON RAMIFIEE.

Soit E une extension quadratique séparable non ramifiée de F ; on plonge E* dans

GLZ(F) de sorte que E* fixe le sommet standard L. de l'arbre, i.e. soit contenue dans

0
F*K. On note EO le sous-groupe F'(lo}E) de E* : c'est le sous-groupe des éléments
de E® fixant au moins deux points de l'arbre, noyau de l'homomorphisme de E®* dans
Ker N / Ker Nn (1« ) qui a x associe la classe de x/x (cf I.3).

E o~

Les caracteres spécifiques de E*" sont tres faciles a décrire :
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Proposition 3.1 :

~n g n . 4D
1°) Le centre E* de E* est produit direct E* x/-Ln. La restriction a E*
met en bijection les caractéres gpécifiques de E* avec les caractéres
n
de E* .

2°) A tout caractére © de E* trivial sur n(E:) on associe un caractére O de

-
E*" en posant © (xn) = ©(x), x€E*. On obtient ainsi un isomorphisme

du groupe des caracteres de E* triviaux sur /.L (E) sur le groupe des ca-

ractéres de E' . Cet isomorphisme préserve le conducteur relatif, a une

exception prés : si n est pair, les caractéres de E" de conducteur rela-

tif 1 mais triviaux sur (Ker N)n proviennent, par cet isomorphisme, de

caractéres non réguliers de E*, 3 savoir les caractéres XON oﬁx est un

caractéere de F* non trivial sur /A (F), mais dont le carré est trivial

sur ,L(F)

Remarque :

-
Dans cet énoncé, le conducteur relatif d'un caractére @ de E*” est défini

relativement &3 E* : c'est le conducteur relatif d'un prolongement quelconque de B

=
a E* ; il vaut 0 si O est trivial sur Ker NA E'n, sinon c'est le plus petit entier

i3 tel quee soit trivial sur Ker Nﬂ(h]s . On profite ici du fait que Ker N
est contenu dans UE : en effet '*]E est formé de puissances n-iémes, et par ail-
leurs le noyau de la norme résiduelle de kE sur k* est formé des puissances
(q=-1)-iemes de k:: (Théoreme 90 de Hilbert), qui sont des puissances n-iémes puis-
que n divise q-1. Par contre, on ne définira pas la notion de conducteur pour un

N n ., .
caractere de E®" , pour eviter les ambigultes.

Preuve :
1°) Par les propositions I1.2.1.f et 1.2.5, le cocycle € est trivial sur

E*” - F'nUEn. contenu dans F*"K

2°) L'isomorphisme x s— xn de E'/)Ln(E) sur E'n détermine 1'isomorphisme
annoncé entre les groupes de caracteres. Il se restreint en des isomorphismes
de Ker NN(1+ E) sur lui-méme pour 121, et de Ker N /f&n(i) sur (Ker N)n
On en déduit aisément que les conducteurs relatifs de § et 9 ne peuvent différer
que si eest trivial sur (Ker N) et non sur Ker Nr\l—:"n : le conduct.eur relatif de
evaut alors 1, celui de e vaut 0. Ce cas suppose que (Ker N) soft distinct de
Ker N, donc que n soit pair : le noyau d: la norme résiduelle de kE dans kl'_. est
d'ordre q+! ; si l'homomorphisme x )—9p x n'y est pas surjectif, c'est que n et

q+! ne sont pas premiers entre eux ; puisque n divise q-1, cela implique que n

est pair, et le p.g.c.d. de n et q+1 est alors 2. Dans ce cas (Ker N)" -(Ker N)Z
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est d'indice 2 dans Ker N. Le caractére @ de E* est alors de la forme XON, ou
-~

Xest un caractere de F*. De X(N(x)) = 9 (xn). x € E*, on déduit que x2 est

trivial sur }J.n(E). D'autre part 6 doit étre non trivial sur Ker N ; si a est un

4lément de E* d'ordre q2-1, 1'image de 29!

é(aq-1)£1 s'écrit X oN(a(q.l)/n
a(q#I)(Q-'I)/n

engendre Ker N / Ker NN(1+
)1, soit x(a(q-l)(qd)/n)“. Mais

est précisément un générateur de /Mn(l’), d'ol le résultat.

f_:), et

Di’inition 3.2 :
N : n
Un caractere de E‘n est dit exceptionnel s'il est trivial sur (Ker N) et non

~-~ivial sur Ker N.
Les caractéres exceptionnels n'existent que lorsque n est pair.

Rappelons maintenant comment on obtient la série supercuspidale non ramifiée

de GL, (cr[GK _]et[ B ])

Proposition 3.3 :

Soit O un caractére régulier de E*.

1°) Si eest de conducteur relatif 2m, m3 1, il se prolonge en une unigue

représentation irréductible T

0

2°) S_xe est de conducteur relatif 2m+1, m3y 1, il détermine une unique repré-

de degré 1 de E'Km = E*H(m).

sentation irréductible 11’0 , de degré q, de E'Km, caractérisée par :
0 st geEo(H(m) - H(m+1))
Tr 11’6 (g) = q09(g) g_igeEoH(mol)
-0 (8) 3i g€E*-E,
(ol _1'on note encore © 1'unique prolongement de e a E*H(m+1) ).

De plus, la restriction de 'n’e akE Km est encore irreéductible.

0
3°) Si @ est de conducteur relatif 1, il détermine une unique représentation

irréductible T, de F*K, de degré q-1.

Notant 9 = eo.'l’oll. ou eo est_de conducteur 1 et T un caractere

de F*, on a, pour deFe u€ K, d'image ug dans GLz(k)

et
(=110 (A ) ¥ (dét u) Bo(uo) si ug€ke.
-O(M )T (aér WO (u))+B(5y)) 51 upeky - K

Tr Tre (Au) = -e(X)T(de’t u) ai g est conjugue .'a(I 0) ,a€k*
1

0 3f ug est conjugué 3 ("‘ °) , a,bEk*, aib
0 b
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Théoréme 3.4 :
Soit B un_caractére régulier de E*. Alors la représentation 'l'e induite de '“'e

2 G est irréductible admissible supercuspidale. Son degré formel pour la mesure
de Haar sur G/F* gqui donne a F*K/F* la masse 1 est qzm-1(q-‘l) si O est de conduc-

teur relatif 2m (m)I), qzm(q-l) 31 © est de conducteur relatif 2m+1 (m 1) a1
si © est_de conducteur relatif 1.

-
Soit © un caractére régulier de E'n, c'est-a-dire la restriction a E*" d'un
-

caractére régulier de E*. Si O est de conducteur relatif 2m ou 2m+1 avec m3 1, on

note 'n:e- 1'unique représentation irréductible de E'nH(m) qu'il détermine (en effet,
les restrictions a EOH(m) des représentations T% définies e: 1°) et 2°) de la
proposition 3.3 étant irréductibles, leurs restrictions & E*H(m) le sont également,
et ne dépendent évidemment que de la restriction du caractére @ a E*"). Alors
Tr§ # Id est une représentation spécifique irréductible de E;n\HTm) = E*"H(m) x )“‘n'

et on a :

Proposition 3.5 :

Soit @ un caractére de E"n de conducteur relatif 2m ou 2m+1, avec m 1. Alors

—
la représentation induite & E*H(m) gng. 8 Id est multiple d'une unigue représen-

- L Lod -
tation spécifique irréductible "rvr(e ) de E*H(m). Le degré deIr (@ ) est n fois
-~ -
celui de ‘I’fa , et sa multiplicité dans 1'induite est n. La trace de T (@) est nulle

en dehors de E'nH(m). et vaut :
*¥ (8., §) - n} r 705 (8) s1 g€ E'"mm).‘g € p

Preuve :
La démonstration du théoréme 2.7.1°) 9_‘3,“"" le résultat si O est de conducteur
- ., 2
relatif 2m ; on voit de la méme fagon que E'nH(m) est distingue d'indice n dans
o~
E*H(m), le quotient étant commutatif, isomorphe a E*/E*".
En fait, dans le cas non ramifié, on peut procéder différemment, exploitant
o~
le fait que le sous-groupe E H(m) (ou E_désigne le sous-groupe des éléments de
n n ~/n o~
E® dont la valuation est multiple de n), intermédiaire entre E* H(m) et E®H(m),
- |n L]
est encore prod:it direct EnH(m)x,*n (car En = F UE).
Atnsi, s1 O est de conducteur relatif 2m ou 2me+1, on note ©' un prolongement
quelconque de 6 a En' et 116' la représentation irréductible de EnH(m) qu'il déter-

mine par la proposition 3.3. Alors :

L

o~ E*H(m)

M, = Ind_ TV, @ Id est irréductible, de degré n.d° T, .
EHm) O 0
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En effet, 'E:I/H(m) est distingué d'indice n dans E;;l(m), et’ pour te B'-En, et ue En’
on a @ X
" o1r 11'9,QI(?GE"1) = (l:,ﬁ)E Tr T, QI(Y)  (Proposition I.2.7).
Sit ¢ En est fixé, on peut toujours trouver u c("ﬁ tel que

=@ -val_t . (q-1)/n

(t,E)E EY)

(mod. 1{}! )
soit non trivial ; or-la trace de Tr

E

, est non nulle sur les éléments de E. d'ou

1'irréductibilité par le critére de Mackey.

-
E*H(m)
dans Ind ~ Tl @ Id est la multiplicité deTf'e-— # Id

La multiplicité de v , =
e E* H(m)

P~
dans la restriction de TTO' 3 E*"H(m). or E*"H(m) = E*"A%(m) est normalisé par
Can g -
E*H(m) dans G (Proposition 1.3), et 11"6 est prolongeable a E"H(m) (Proposition 3.3),
donc "‘é' 2 Id est fixée par conjugaison par E*, et sa multiplicité dans la restric-

tion de est n. On en déduit que TV, , est la représentation TT(‘é) cherchée,

o~

T\'e,
de multiplicité n dans 1l'induite de 176 # Id ; en particulier elle est indépgn\d_a{nte
du prolongement @ ' choisi. Le calcul de la trace provient alors de ce que E'nH(m)

est distingué dans E;Ti/(m).

C.Q.F.D.

-~

Si @ est de conducteur relatif 1, on voudrait obtenir une représentation spé-
-~ o~ . n e
cifique de E"K = F*K par induction a partir de E* K = F* K, qui est produit direct
Fe" Kx}ay . Pour cela on choisit un prolongement @ ' de’é'a E’(n) = F* UE et on
note ﬂ'e- la représentation irréductible de degré q-1 de F* ik qu'il détermine
par la proposition 3.3.3°).

Propositior 3.6 :

P4 R n
Soit © un caractere de E* de conducteur relatif 1.

1°) La représentation induite a F*K de TTe ,8 Id est irréductible si et seu-

lement si 9 n'est pas exceptionnel.

2°) gé n'est pas exceptionnel, cette représentation spécifique irréductible

est indépendante du prolongement e d_e‘é utilisé pour la construire : on

la note % (@ ). Elle est de degré n(g-1), et a pour trace :

~ - 031 8¢ F*' ou si gét g,f,r'"
T (8)(g) =

n Tr Tre,(g) si g€ F*"k et dét g€ Fe"

3°) Si O est exceptionnel, alors Tre,ﬂ Ig admet deux prolongements non iso-

morphes a F'! K. Ces prolongements se distinguent par leur trace sur les
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éléments de la forme (D'}n ( !
a 1

) , a (,("' de la fagon suivante :

soit M, et M, les deux racines carrées dans @ de (-n)¥(9" 1)9 @™,
et soit WY un caractére additif non trivial de k fixé ; on appelle

Tl'B, (i=1 ou 2) le prolongement de ‘l‘fe ,8 Id tel que :

'I‘rTl’e':L 'Tn( ))-71 Z \r(xa)- Z ‘f(h))

Ae K2 Aektk*?

pour tout a € (¥.
. .o i . .
Pour i=1 ou 2, la representation induite a F*K de Tfe, est sgecit‘l-

que irréductible, de degré in(q-1), et ne depend pas du prolongement 0

d_ee utilisé pour la construire : on la note‘IT(B) . Elle a pour trace :

- 0 si x€F*K et dét x ¢ F*"
i~ == =
Tr 9 (Q) (x) = in

in Tr Tref(x) si xgF*¥K et dét x €F*".

Preuve :

1°) Elle repose essentiellement sur la propriétéTEi-l'-l = ( A dét g)
si A € F*, g€G (Proposition I.2.1.d). En effet, I:'NK’ est distingué dans F'K et
{mi, 0gi¢ n-'l] est un systéme de représentants du quotient. Par le critére de
Mackey, l'irréductibilité de l'induite sera assurée si et seulement si l'on peut
trouver, pour tout i avec 1¢ 1( n=1, un élément g de K tel que :

Tr (Tfe,a @ ESYH ¢ 1r (M 0 10,

i.e. tel que (&,dét g)' ¢ 1et Tr Wy, (g) £ 0.

Si n est impair, ou si i#in, il suffit de choisir g€ d' tel que SZi(q-l)/n“

modulo lo’}l, ce qui est toujours possible.

in i(q-1)

HMais si n est pair, et i=jn, on a ((0Y,dét g) = (dét g)

or les seuls éléments de GLz(k) dont le déterminant ne soit pas un carré, sont

(dans k*) ;

certains hyperboliques, sur lesquels la trace deTre , est nulle, et certains
éléments t de kE. sur lesquels la trace de 'Tfe, vaut
Tr ‘n’e,(z) = -0'(t) - (D)
- @' (L) (e @i(t/L)).

qol . ™
est un carre dans k* si et seulement

Q-

Or dans le corps résiduel, N(t) =t

-1 - -1 - -
q )Q(q 1) qQ )§(q 1) . ‘:t/t,

s1 (t 1, f.e. (t 1, {.e. si et seulement si t
appartient a (Ker N)z. S{ @ n'est pas trivial sur (Ker N)2, on peut trouver
t tel que N(t) ne soit pas un carré, et @ (t/t) # -1, d'olu 1'irréductibilité.
Mais si O est trivial sur (Ker N)Z. alors e(E/L) = =1 pour tout t tel que

(.M £ 1, dlou la réductibilité.
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P erd
2°) La trace de l'induite est nulle en dehors du sous-groupe distingué F"nl(;

sur un élément g de K, elle vaut :

n=1 — - n=-1
™8 W@EFH =1 LSO Y (46t @)t
i=0 i=0

c'est-a-dire 0 si dét g n'est pas une puissance n-iéme, et n Tr T, ,(g) si dét g
est une puissance n-iéme. Or la trace de Tfe , sur les éléments g dont le détermi-
nant est une puissance n-iéme ne fait intervenir que les valeurs de @' sur E"n,
i.e. celles de 6 , comme on le voit par la proposition 3.3.3°) en remarquant que,

pour tek'é, on a :

Nt e (P ey (T
2
= t(q -1)/n .1
n
& redr

3°) Si @est exceptionnel, alors Tfe'ﬁ Id est isomorphe a sa conjuguée par

M. Soit A un opérateur d'entrelacement de ces deux représentations ; il est

]

caractérisé i un scalaire prés par

-1
AT .8 Id(x).a"" = e .8 Id(ﬁi’ﬂ’m ).

On définit un prolongement de Tfe 8 Ida F';nK en faisant opérer w*n par A,

—

si et seulement si A vérifie

a2 - ‘rfe,a @ g o)

-1)
-y @n e
ou 1V est l'identité sur l'espace V de la représentation 1(0' . D'ou deux prglon-
gements possibles TT. ! et T

2
et ev'
ayant pour carré (-1)’(q-”9(m’n). De plus, de z"g*"g" = (Uin.dét B)Jgn. on

déduit que la trace de ces opérateurs est nulle, donc que leurs deux valeurs

les valeurs propres des opérateurs Tl'ef(m'in)

propres ont méme multiplicité 3(gq-1). On en déduit également que leurs sous-espaces
propres sont conservés par T‘fe,(g) si dét g est un carre, échangés par T\’e ,(g)
. 1
sinon ; ils sont en particulier conserves par les unipotents TTe'( 0) , a(_U".
a 1
0

1
Remarquant que si (
a 1

) opere sur v#0 par le caractere as—» \Y(ab). alors il

X

opere sur Trg,(

0) vV par a b—-)‘r(abx). on voit que si Yeat un caractere ad-
0

ditif non trivial de k fixé (identifié avec le caractéere additif de O qui lui

correspond), les sous-espaces propres de TI f(@ln) sont
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v )zk'z {vev / Tfe, (; ?)v =‘f(a))v, pour tout a dans U}

<
"

" o= Ac:'-k'z g vVev /ﬂe, (; ?) v = ‘f(a\)v, pour tout a dansd}.

Ainsi le choix de Y permet de distinguer v'oet V-, donc les deux représentations
T'f 3 et Tf ‘? : si 71. est la valeur propre de T\'e{'(w n) de sous-espace propre

+
vV, alors :

Tr'n' a;?';( ))‘71 X.ZY(Xa)- Z \f()a))

A eki k|2

pour tout a dans U. comme indiqué (si a c} , alors Y(Aa) = 1 pour tout A € k*
et la somme est nulle). —

Ensuite, l'irreductibilité de 1'1ndu1te'ﬁ (‘6)i provient de ce qu'e_i‘inl( est
distingué dans F'K, et de ce que la restriction T(e,ﬂ Id de T(ej,' F“nK est.
disjointe de ses conjugués parGS pour 14 i ¢ in-1, par 1°). La trace de'ﬂ’ (9 )
est donc nulle en dehors de F* K, et nulle aussi sur les éléments x dont le déter-
minant n'est pas une puissance n-iéme dans F* (conjuguer par un ) de F* tel que

(A,&tx)é1).Six(FJnKetdﬂ,x¢Pn.ona:

in-1
W (@I - Z ™ Tyt (FEFD
§=0
n-1
s WA Z (. dét I
o kP
s T 5.

Pour voir que T (O ) est indépendante de @ ', il suffit de remarquer que

1'on a, par réciprocité de Frobenius :

-
F*K ~ oy o~ o~
Ind AR ~T(O) T (O)°.
F.?K L d
Fe*K
Or on voit par 2°) que la représentation Ind 11'9 , 8 Id ne dépend pas de § ' ;
Feix

ses deux composantes irréductibles n'en dépendent donc pas non plus, C.Q.F.D.
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Théoreme 3.7 :

Soit 'edun caractére régulier de E*".

—~ - o) o -
Alors la représentation T(® ) (resp. T(® )i. i=1 ou 2, si © est exceptionnel)

~ ~ oo -~
induite a G de W (® ) (resp. T ) est spécifique irréductible admissible super-

L et e
cuspidale. Son de_gré formel pour la mesure de Haar sur G/l""'Tll qui donne a l"'K/F"rl

la masse 1 est nqzmd(q-'l) ﬂsest de conducteur relatif 2m (m)lv), nqzm(q-l) si

- -
Qest_de conducteur relatif 2m+1 (m) 1), n(q-1) si © est de conducteur relatif 1

et n'est pas exceptionnel, enfin 3in(q-1) si 0 est exceptionnel.

Preuve :

- Si @ est de conducteur relatif 2m (resp. 2m+1) avec m )1, on procéede exac-
tement comme dans le cas ramifié (théoréme 2.7) : on montre que pour h(x)i H(m),
~ o~ ~ =~ h(x) i O O | A
TO) et M(O) sont disjointes sur H(m)n h(x) H(m)h(x) (resp.

P~ O a] TN O~ e .
H(m+1)Ah(x)” H(m+1)h(x)), en utilisant le fait que la restriction deTV (©) a
H(2m-1) AN (resp. H(2m)A N) (ou N = { h(x) / x€E et Tr x = O}) est une homothé-

tie non triviale.

-Si 9 est de conducteur relatif 1, la remarque essentielle est que la restric-
~ -~ ~ o~ -~
tion de W (@) ou M (O )i au sous-groupe (l d) (c'est-a-dire nTre' si O n'est
0

-
pas exceptionnel, 3in Trﬂ' si e est exceptionnel) est somme de caracteres tous non

1
triviaux, triviaux sur ( 'F) .
0
GCrace a la décomposition d'Iwasawa de G, on peut choisir des représentants

o~ -~ -
de F*K \G dans le groupe (F

F) , sur lequel le cocycle ? est trivial par la
0 1
a x

proposition I.2.1.b). Soit t = (
0 1

) , aCF*, x€&F, et f un opérateur d'entrela-
At ] T o~ -~ ~ t

cement sur F*KAt F*Kt deTT (O ) surTr (@) . Si v#0 est un vecteur de l'espace

deTl (@) tel que

-~

1 (O) (‘ y) V=Y(y) v pour ycd,
0 1

ou Yest un caractere non trivial deUtrivlal sur(}l , On a pour tout y de dtel
que val ayzo :

- -~ -~ bl
.8 (' y) (v) =T (8) (T (' y) 1) f(v), sott
0 0

-~ o~ r";y
‘r(y) fv) =T (8) (( ) (V).
0 1
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Si val a)0, on en déduit que \t'est. trivial sur (f ce qui est exclu, ou que

f(v) = 0 ; donc f = O puisque 1'espace de"ll' (8 ) admet une base de vecteurs propres

pour (; (71') .

Si val a0, on en déduit que pour tout y;a-ld :

~ ~
PO £ =t =T (@ (’ ay)) £(v).
. 0 1

- -~ .
Puisque f(v) est fixé par T (O )(1 U) , il doit étre nul, donc f=0.
0 1
1

Si val a = 0, on peut prendre t = (
0

x) avec val x { 0. Pour tout y de va-
1

14y O

luation -val x, (
0 1

pour tout v :

r.i'r('é)(“y °) v=T(®) ((‘ "‘y) ("y °)) £(v),
0 1

0 1 0 1

) opére par un caractére du déterminant. On doit avoir

donc f(v) est fixé par (1 C{) , donc f(v) = O et f = O.
0 1

Quant aux degrés formels, ils sont égaux au produit de 1l'indice

PR E'H(m)] ¢!

par le degré de‘i(e ), d'ol le résultat.

(q=1) par 3.4 (ou 1 si 9 est de conducteur relatif 1),

C.Q.F.D.

II.4. LES REPRESENTATIONS SUPERCUSPIDALES DU GROUPE METAPLECTIQUE.

Rappelons le résultat suivant ( [ Kol]. [ GK ])

Théoreme 4.1 :

Toute représentation supercuspidale irréductible de G est induite ou bien

d'une représentation de F*K (série non ramifiée) ou bien d'une représentation de

JX' (série ramifiée) ou J est le sous-groupe engendré par (0 Gr) . Dans le
1 0

premier cas, elle est jisomorphe a une des représentations Te définies au théoreme

3.4, et dans le second 3 une des représentations décrites au théoreme 2.4.
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P. Kutzko a méme donné en [K01]des conditions d'isomorphismes entre les repré-
sentations des théorémes 2.4 ou 3.4.

Le méme résultat est valable ici, et a été démontré dans L B _]:

Théoréme 4.2 :
-
Toute représentation supercuspidale irréductible spécifique de G est induite

’ N ’ : 2 . ’
ou bien d'une représentation de F*K (série non ramifiée) ou bien d'une représenta-

s

tion de :JT(" (série ramifiée). Dans le premier cas, elle est isomorphe 3 1'une des

représentations définies dans le théoréme 3.7, et dans le second & 1'une des re-

présentations définies dans le théoreme 2.7.

La publication de plusieurs démonstrations du méme type (cf [ Cl], [ Ko ],
[Man], ...) me paraft justifier 1'omission de la démonstration du théoreme 4.2,

faite en détail dans[B ]
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III. LA CORRESPONDANCE LOCALE.

On rappelle que n est toujours supposé premier a p.

III.1. LES DISTRIBUTIONS SPECIFIQUES SUR LE GROUPE METAPLECTIQUE.

Par distribution sur le groupe EJ. on entend une forme linéaire sur 1l'espace }‘C(E)
des fonctions localement constantes a support compact sur ‘6 On dit qu'une distributior
T est invariante si elle est fixée par les automorphismes intérieurs, c'est-a-dire si
elle vérifie :

VreXi®, Veed, T(0=1(r5), oi t8(x)=r(axg” "), xe .
On dira que T est spécifique (en anglais : genuine) si elle réagit bien aux translatior
par , c'est-a-dire si :

Vre®d, Ve For r(rw:Sr(r), a1 r'(x);r(g"x). x€G.

Proposition 1.1 :
Soit T wune distribution invariante spécifique sur T.

1°) Le support de T est contenu dans |} (g, g )€C/dét ge P } .

~
2°) L'intersection du support de T avec l'ouvert des éléments réguliers de G est

—

contenue dans les puissances n-iémes, c'est-a-dire dans
(gn. {). E C/Ln. g€G, s" régulier{ .
Ces résultats sont en particulier valables si T est ‘le caractere

d'une représentation admissible spécifique de T.

Preuve :

-Le caractere d'une représentation admissible spécifique de T est une distribution
invariante spécifique ( voir III.2.).

- Soit g€ G, X € F’.~0n a par la proposition I.2.1.d :
M a7 2 () Laet g)p &-

Si dét g n'appartient pas a F'n, on peut trouver A € F*® tel que ( \,dét g)F soit
différent de 1 ; posons g = (A ,deét g)F
petit V(g) de g, on a, pour tout x€V(g) : dét x € gét g [1.}1] , d'ou (A,dét x)F=g.

. Pour tout voisinage ouvert compact assez

puisque 1+ { est formé de puissances n-iemes. Soit f la fonction caractéristique de
v(g) ; la conjugaison par )\ transforme V(g) en gv(g). donc T(f)= "g T(f), d'ou
T(f)=0, c.q.f.d.

- La démonstration de 2°) est facile si T est donnée par une fonction localement

_intégradle ®T sur G :

1 = |t O ax, r W,
c

En effet, les propriétés de T entrafnent que e est invariante par conjugaison, et

T
verifie @T(ix) = ‘; @T(x) pour gc/.l.n, g€EG. Or :
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- si g est régulier elliptique, engendrant l'extension quadratique séparable E de F,
on a pour tout a€ E* : 3§§-1 ] (a,E)E'é', par la proposition I.2.7. Si g n'appartient
pas a E'n, on peut trouver a dans E* tel que (a,E)E soit différent de 1, d'ou
@T(g)=0.

- si g est régulier hyperbolique, soit & conjugaison prés g =( a 0) avec a#b,
0 b

onapourz:(

o 0) : 'z'é’z-‘z(-l ,b)(r,a)E par la proposition I.2.1.b. Si g n'est pas
o p

une puissance n-iéme, c'est-a-dire si a ou b n'appartient pas a F'n, on peut trouver «
et F avec (o ,a)(P,b)M, d'ou @T(Eho.
- Le cas général s'inspire directement de la démonstration qui précede.

- Cas elliptique : Soit g un élément régulier elliptique qui n'est pas une puissan-
ce n-iéme. On peut se ramener par conjugaison au cas ol l'extension quadratique E en-
gendrée par g est telle que E* conserve le sommet ou l'aréte standard de l'arbre
(cf Prop. II.1.1.); Alors (g A\"(m))m)1 est un systéme fondamental de voisinages 0\:
verts compacts de g, et la proposition II.1.3. assure que A*{m) est normalisé par E*
dans G. On choisit a€ E* tel que (a,8) soit différent de 1, et on poseg =(a,8)p-

~ ~ ~ .
La conjugaison par a transforme g A*(m) en { g A*(m). Si fm est la fonction caracte-

ristique de E A*(m), on a donc T(t‘m)=0.

- Cas hyperbolique : Soit g = (a 0) , aéb ; par 1°) on peut supposer que ab€ Fef
0 b
si g n'est pas une puissance n-iéme, on a alors afl"n et b# Fe". Si val a ou val b
n'est pas multiple de n, par exemple val a, la démonstration du cas elliptique peut se
recopier : on peut choisir z = « 0 tel que | ¢ (7'", € d' et (F ,a ) 81
. ; F

la conjugaison par z transforme alors EKi en (F.a)FEKi, ou :

K1 = 1}£i ‘?;1 '

S{ val a ou val b sont multiples de n, la méthode précédente (conjuguer un voisinage

1y 1.

en son .transformé par un €lément non trivial de }Ln) ne suffit plus. La conjugaison
par ((B‘ 0) envoie g sur gg, ou g:(ﬂ',b)l, est différent de 1 (b¢ F-"), et envoie
0o

}1 }101 , 1>‘.

. le
K, 8 R,, R, =
g 1 ur is q ou 1 ( }1-1 1’)1

Soit f la fonction caractéristique de 8K1' f' celle de GRI'
II.1.1.). On a T(f') = %T(f). On va montrer que par ailleurs :

T(L)=T(f')=qT(f"), ce qui achevera la démonstration.

" celle de gki (cf Prop.

On remarque pour cela que K! est un sous-groupe distingué de K

i et de Ri' et que le

i
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groupe quotient Ki/Ki (resp. Rilk.{) est isomorphe Ta}:)i//]:lj'*1 ( resp.$1-‘lhi) par
1l'application : ~

a b i+ i a b
p—— b} (resp. ¢ 17), € K, (resp. R,).
(c d) "P (c d) ! P

. . i i+t
Soit (Fk)u ke¢q (resp. (Kr)lt r¢ q) un systeme de représentants de /Jl
ﬁ-esp.}l 1'1/]1). On pose uk:( ! ﬁk) etv=[' ).
r
01 0

q . q
Alors f = Z f» Ou f est la fonction caractéristique de gu. ki, et ' = f', ou

k=1 i — r

f; est la fonction caractéristique de ger‘. Or gu_ et g sont conjugués par

i k
(1 a(a-b)~

1
Pk). qui normalise Ki pourvu que val (a(a-b)-1f k) soit supérieure a 1,
0 1

i.e. iy 1-val a + val (a-b). De méme 8v, et g sont conjugués par ! 0
(a/b-a) ¥ p !

qui normalise K; si i-1 }val (a-b) + val a. Si i est assez grand, on a donc :

q q
T(f) = 2:1 E) = ::1 T(f") = qT(f") = T(f') c.q.f.d.

III.2. QUELQUES REMARQUES SUR LA FORMULE DE CORRESPONDANCE.

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, séparable, et
(1Y ,V) une représentation admissible de G. L'algeébre -R,(G) des fonctions locale-

ment constantes a support compact sur G opere sur V par :

MWL)y j FOOM o ax, re o), vev.

G
L'admissibilité de T implique que W (f) est un opérateur de rang fini, qui
a donc une trace. Le caractere deTl est la distribution sur G :
f—atr W), W),
C'est évidemment une distribution invariante sur G. Une question importante
(a laquelle Harish-Chandra, entre autres, a consacré une partie de ses travaux ;
voir [HCIJ-[HCZJ. ...) est de savoir a quelles conditions sur G et T[ cette dis-
tribution est donnée par une fonction (encore appelée dans ce cas, caractere
de TI). Pour GLZ(F) et son revétement métaplectique, on connait des résultats suf-

fisants pour notre propos :
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' Théoréme 2.1 : (Jacquet-l..anglands.[JLJ?.H)
Soit 7f une représentation spécifique irréductible supercuspidale de G. pa

existe une fonction @ localement intégrable sur G, et localement constante sw

-
l'ouvert dense des éléments réguliers de G, telle que :

Tr W(f) = l f(g) ®1I'(8) dg pour toute !‘c%(a).
G

Preuve :

Ainsi que l'a remarqué Y. Flicker ([:F ], lemme 2.3.1), la démonstration de
la proposition 7.4 de [JL]s'applique intégralement, grice aux remarques suivan-
tes :

- comme on 1'a vu en I.4.2, on peut supposer Tl préunitaire (aprés torsion
par un caractére convenable).

- le lemme 7.4.1 est valable pour un groupe localement compact quelconque.

- le groupe G a la topologie quotient de '(.;', donc les quotients ?4’\‘&' sont
homéomorphes aux quotients H\G ( ou H est un sous-groupe fermé de G). De plus,
l'indic'eJe F'n dans F* est fini si n est premier & p, donc l'application canoni-
que de F'"\E dans F*\ G est propre.

- en particulier, le lemme 7.4.2 s'applique immédiatement 5-5, et la proposi-
tion 7.5, donnant le caractére sur les éléments elliptiques, a une traduction évi-
dente dans G avec la méme démonstration.

- la fonction § utilisée dans [JL:] se reléve en une fonction sur G et reste
évidemment localement constante sur les éléments réguliers, et localement intégra-
ble sur -E, I"‘-'-ﬁ\-c' et F* \E

- 11 reste a étudier la derniere partie de la démonstration : pp. 268-271.
Avec les notations de [JLJ, on doit majorer

\Yr(h) = j ('W(g-‘l'e)u.u) dg.
~n -
PONT

Par la décomposition d'lwasawa, et grace au fait que N et K se relévent tri -

vialement dans G, et queTT est lisse, on se ramene a une somme finie de termes :

i -1 =1
\f’_(h) B J } lf-r(un) (fW(a n hna)uvui) d*a dn.

(R TLAN

o~ o~ -~
La seule différence entre G et C vient a ce point, de ce que F'n\A est
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"plus gros" que F*\ A : ses éléments se représentent de maniére unique sous la

forme (a 0 ) , ol agF*", et ol ¢

OcJ

F'/F'n, soit {cd 163 ‘n2 . Alors (f:(h) se décompose en somme de n2 intégrales :

décrit un systéme de représentants fixé &

J

~ —~
a a a ay

. -1
L3y - 1. [® ) (e N\ n Ju,,u, ) d%a dy.
r T 0 i i
F Jpe T c:J 0 c:j 0 CJ

N
a ay

("’A;y)-‘ h ( ) (pra)(he)) ("( 0) (’ G- frd ’(""Ja-]"’)
0 cy 0 c, 0 P 0 1

J

Mais on voit facilement (cf III.1) que i(h) = 0 pour tout r si o etP ne
sont pas des puissances n-iéemes. Si ol etP sont des puissances n-iémes, il ne res-
te plus qu'a changer a en c-'a pour obtenir exactement la méme expression (7.4.3)
que dans [JL:]. La suite de la démonstration s'applique alors sans changement, en
utilisant la supercuspidalité de 0.

C.Q.F.D.

Grdce au théoréme 2.1, on sait que la classe d'équivalence d'une représenta-
tion irréductible spécifique supercuspidale de ‘E est caractérisée par la valeur
de son caractere sur les éléments réguliers, et méme (Proposition 1.1) sur les
(gn,3 ), }eh. gn régulier. Le théoreme 7.7 de [JLJ assure également que la
classe d'équivalence d'une représentation admissible irréductible de G est carac-
térisée par la valeur de son caractere sur les éléments réguliers de G. Ces remar-
ques donnent tout son sens a la définition suivante, ou 1'on pose, pour g&G de

valeurs propres a et b : 2 3

(a-b)
A (5) s
ab

Définition 2.2 :
Une représentation spécifique irréductible supercuspidale T ge E’corresgond
a une représentation irréductible admissible T de G si leurs caracteres veérifient

la relation suivante :

(*) A(g")@; ", sem™" = Z A(h)er(h),
hn=gn

pour tout g€G tel que gn soit reégulier.
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Remarques :
a) La relation (*) pourrait également s'écrire :

A Oztz,s07h - Z Am @ m,
h":z
pour tout élément régulier z de G. En effet les deux membres sont nuls si z n'est

pas une puissance n-iéme (Proposition 1.1).

b) Le membre de droite de la relation (*) ne dépend que de la classe de con-
jugaison de gn. C'est pourquoi figure, dans le membre de gauche, la valeur de ED‘T
en (gn,s(gn)-1) : cet élément ne dépend que de gn, et non du choix de g, et se

comporte bien par conjugaison en vertu du lemme I.2.9.

c) Soit x-,i. le caractére central de ?, et XT celui de T. La formule (%)
(appliquée a Xg, ou A € F* et ()i(gn,s(gn)-1) £ 0) entraine :
l’r( A - XT(A) si )\ €F*.

En particulier, si T correspond & T, le caractere central de T est trivial sur f%(F).

d) Grace a la remarque c), si g est elliptique et gn régulier, la formule (%)

devient :

Ac™ @fr'(gn,s(gn)°1) = nA(g)@ .r(g).

e) La formule (*) n'est pas exactement celle qu'a donnée Y. Flicker : dans
[_F ], il manque & la formule un facteur n dans le cas elliptique, n2 dans le cas
hyperbolique, ce qui est probablement dd a une mauvaise normalisation des mesures

de Haar.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme essentiel de ce travail, qui sera

démontré dans les paragraphes suivants (Théoremes 4.1 et 5.1, et leurs corollaires)

Théoreme 2.3 :

La relation (*) définit une injection de ]'ensemble des classes d'égquivalence

de représentations irréductibles spécifiques supercuspidales de T dans l'ensemble
des classes d'eéquivalence de représentations irréductibles admissibles de G. L'i-
mage de cette injection est constituée des classes de representations irréductibles

supercuspidales de G de caractere central trivial sur /4h(F). et, si n est pair,

des classes de représentations spéciales de G associées aux caractéeres de F® non

triviaux sur /J»n(F) dont le carré est trivial sur N‘(F).
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Remarque :

Soit 1 un caractére de F*, La représentation spéciale de G associée a X est
T ( XI |§. X l |-i) dans les notations de Jacquet-Langlands ( [JLJ Chapitre 3, pages
99 et 104) ; son caractére vaut - Xo dét sur les éléments elliptiques réguliers.

Remarque 2.4 :
L'injection définie au théoréme 2.3 est entiérement caractérisée par la rela-

tion (*) pour les éléments elliptiques ; précisément, ?'correspond a T si et seu-

lement si A(gn) @;(gn,s(gn)”) = nd(g) @T(g) pour g elliptique et gn régulier.

On a en effet le résultat suivant :

Proposition 2.5 :

Soit T, et T,

gga de méme caractere central supposé unitaire. Alors 1'expression

Y 0z @0r@Aw? g
T Jiet ! 2

(ou la sommation est étendue & un_systéme de représentants des classes de conjugai-
son de tores elliptiques de G, et ou signifie que la mesure choisie est de masse

deux représentations spécifiques irréductibles supercuspidales

totale 1) vaut n2 si T1 est isomorphe a ?'. 0 sinon.
- - - 2

Preuve :
Ladémonstration de Y. Flicker ([ F J Lemme 2.3.2) faite en caractéristique 0
reste entierement valable ici grace au théoreme 2.1. L'absence du facteur n2 (qui
~ n R ~h , X
est le quotient des volumes de T/F* et T /F* ) dans l'énoncé de Y. Flicker provient

d'une erreur de normalisation des mesures dans la démonstration.

La remarque 2.4 s'ensuit : en effet, la relation (*) pour les éléments ellip-
tiques détermine le caractere central de ?’(remarque c) plus haut), et la proposi-
tion 2.5 montre qu'une représentation spécifique irréductible supercuspidale de‘E
decaractere central donné est caractérisée, a isomorphisme pres,par la valeur de
son caractere sur les éléments elliptiques réguliers. Il en est de méme pour les
représentations irréductibles admissibles spéciales ou supercuspidales de G, par

[:JL-J , chapitre 7. D'ou la remarque.
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III.3. CARACTERE DES REPRESENTATIONS SUPERCUSPIDALES DE GLZ(F) ET GLZ(F).

Le théoréme 2.3 reposant sur la relation de correspondance (*), il nous faut
pour 1l'établir comparer les caractéres des représentations supercuspidales de G
etG décrites en II. Le but de ce paragraphe est d'établir pour ces représentations
une formule de caractére induit se prétant bien a des comparaisons terme a terme.
Cela est chose facile pour les éléments elliptiques réguliers, mais demande du
travail pour les éléments hyperboliques réguliers, travail qui nous a paru inté-
ressantmalgré la remarque 2.4 plus haut.
Aprés quelques généralités, on établira la formule cherchée dans chacun des
quatre cas suivants :
b) représentations supercuspidales de G induites de H = F‘GLZ((’3
c) représentations supercuspidales de G induites de H' = JK'
d) représentations supercuspidales de E; induites de ;;
e) représentations supercuspidales de E'induites de ﬁf.
ou lesgpous~-groupes H et H', définis en 1.3, représentent les deux classes de con-
jugaison de sous-groupes ouverts, compacts modulo le centre, et maximaux pour ces

propriétés, de G. L'outil essentiel sera l'arbre de GLZ(F).

a) On commence par étudier le caractére de certaines représentations induites dans
. . G
un contexte plus général : soit G, Z, H, T (d'espace V), T:indH1T (d'espace W),
comme dans le théoreme I.4.1. La représentation T est alors irréductible admissible

supercuspidale, et on cherche a calculer ()T (f) pour f€ )((G). Pour cela on fixe un

systeme fondamental (K1)1>1 de voisinages de 1 dans G, formé de sous-groupes ouverts
compacts, distingués dans H, avec K1’1c Ki pour tout i. On a alors
‘]g{(c) = U K(G,Kx). ou ’K(G'Ki) est le sous-espace deu(G) formé
iy

des fonctions invariantes a droite et a gauche par K, 6. Sur chacun des groupes K

i i’

on normalise la mesure de Haar en donnant a K, la masse 1, ce que l'on rappellera en

écrivant f .
Ki

i

Lemme 3.1 : (P. Cartier [Cr p.120)
Pour tout 191, 1'opérateur P1 de W géfini par :

Pi(q)(x) : fki (f (xk) dk (xcc,({ €W,
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est un projecteur de W sur l'espace de dimension finie wi des vecteurs de W fixeés
par K., et 1'on a, pour toute fonction rej{(c) :

Tr T(f) = j f(g) Tr(PiT(s)Pi) dg, pour tout i assez grand.
G

Précisément, si f € M(G,Kj), 1'égalité ci-dessus est vérifiée pour tout iy j.
L J

Cela conduit a étudier la convergence de la suite Tr(PiT(g)Pi), pour g€G.

Rappelons d'abord la structure de l'espace W de la représentation T.

Proposition 3.2 : (P. Gerardin [G] n°5.1.4)

Pour chaque double classew € H\G/H, soit W, le sous-espace de W formé des fonc-

tions de support contenu dans W .
(Hw=e T W, et T(t) W

est constitué des fonctions de support Ht.

t€H\G H H
(ii) W = ) W, - Chague sous-espace W, est stable par T(H), et la repré-
wE€H\G/H

sentation de H dans W, ,obtenue par restriction de T est isomorphe, apres

_rrw

choix d'un représentant X, deWw dans G, a _la représentation 1nd:’l
w

. - w -1
(_o_Li Heo = Hr\xw’Hx“ , et Tr (h) = 1T(x” hx,,)), par 1l'application qui asso-
cie a une fonction F¢ W, » la fonction f de H dans V définie par f(h) = F(xw h).

En particulier W, est jsomorphe 3 V (gcomme représentation de H) par F+ F(1).
Remarques :
1) Les projecteurs Pi respectent la décomposition W = ] W
we H\G/H

onaw s A wunw, et P (Wy) = H,N wh.
weH\G/H
2) L'admissibilité de T entralne que les W, N hlx sont, a i fixé, presque tous nuls.
3) Puisque T est lisse, on a Hw: U Hw/\ Ui. Mais "u est de dimension finie,
i
donc, pour i assez grand, les vecteurs de HU sont tous fixés par Ki'

Le premier résultat obtenu est le suivant

Lemme 3.3 :

——

Le support de la distribution Tr T sur C est contenu dans U x-le.
x€G
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Preuve : —_—
Par le lemme 3.1, il suffit de voir que pour tout g€ G- (—)x-lﬂx, il existe un
x € H\G
voisinage de g sur lequel 1l'application y+—— Tr(PiT(y)Pi) est nulle pour i assez
grand. Or pour feW, x et y € G, on a :

(P,T(Y)P, ) () (x) = f(xkyh) dk dh.
Ki Ki

Si le support de f est Ht pour un t € G, celui de (PiT(y)Pi)(f) est contenu dans
{ x€G / KiyKin x-lHt £ 0 }. En particulier, si KiyKi ne rencontre pas t-1Ht, alors
1

pour toute fe.T(:)-IwH, son image (PiT(y)Pi)(f) a une composante nulle sur T(t) W

dans la décomposition W = @ T(t)-1w . Choisissant j assez grand pour que Kjgl(J

t & H\G H

H

ne rencontre pas LJ t-1Ht. le voisinage KJgKJ de g vérifie la condition voulue.
. teac

Il s'agit maintenant d'étudier la distribution sur \J x-1Hx. En fait on aura
x€&€G

besoin par la suite de supposer \) x-1Hx fermé dans G (hypotheése vérifiée pour
x€G

—~
GLZ(F) et GLZ(F)). Remarquant qu'une distribution se détermine localement, et que
Tr T est une distribution invariante par conjugaison, i1l suffit maintenant de 1'étu-

dier au voisinage de chaque point de H.

Lemme 3.4 :

Soit g un élément de H. On a, en désignant par X‘A la fonction caractéristique

> Z f XH (tkat™ )Trr “(tkgt™") ak.
K
1

de A :

Tr PiT(g)P1
WEH\G/H te€ Hy\H w

™ P T(g)P, s XH (t"'kgt) Tr (L™ 'kgt) dk ;
K

t€G/H i

en plus, pour i fixé, chacune de ces sommes n'a qu'un nombre fini{ de termes non nuls.

Preuve :
Puisque g € H, 1'opérateur T(g) conserve les espaces W, . Ceci permet d'écrire
r P T(g)P, >, (P T(g)P,| ),
W€ H\G/H v Wuw
somme dans laquelle presque tous les termes sont nuls, a i fixé. Il reste a déterminer
ces termes. On note pour simplifier (U,X) la représentation Ind:.JTTu de H, obtenue

aprés choix d'un x € W . L'isomorphisme rappelé a la proposition 3.2 entre W, et X
w w
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transforme 1'opérateur P, en l'opérateur analogue, noté encore Pi’ de X, soit :

Pi(f)(x) = f(xk) dk, pour f€ X, x€H.
, K
i

Il s'agit de calculer Trx (PiU(s)Pi)' Or on a (formellement) :

PiU(S)P. (f) = } f U(h)U(g)U(k)f dh dk.
1
Ki Ki

Cette intégrale peut se ramener a une somme finie car f est invariante par U(k) si k

i

varie dans un sous-groupe Kj assez petit, et U(g)U(k)f est invariante par U(h) si h

varie dans un sous-groupe K., assez petit. Pour chaque f€ X, l'opérateur PiU(g)Pi

agit donc sur f comme une cimbinaison linéaire finie d'opérateurs du type U(h)U(g)U(k),
h,l<eKi. L'espace X étant de dimension finie, on peut trouver une telle combinaison
linéaire donnant PiU(g)Pi sur X entier. La trace de 1l'opérateur PiU(g)Pi est alors la
méme combinaison linéaire des traces des opérateurs U(h)U(g)U(k) intervenant, et par

1l'opération inverse, on a finalement

Tr P U(g)P, = Tr U(hgk) dh dk.
i i K K
i i
On se débarrasse de l'intégrale double en remarquant que g€ H et que Ki est distingueé
dans H. Il reste
Tr P U(G)P, = } Tr U(hg) dh = Tr U(gk) dk.
i i
Ki Ki

Puisque H et H“,sont ouverts et compacts modulo le centre, on peut calculer Tr U sui-
vant la formule de caractere induit pour les groupes finis :
“ -1
Tr U(kg) = Z Tr T (tkgt ),
te€ H\H
-1
tkgt € Hy

ce qui donne la premiere égalité du lemme.
La seconde s'en déduit en remarquant que lxw t /w € H\G/H, t¢ Hu\H est un sys-

teme de représentants de H\G, et en passant a l'inverse pour sommer sur G/H.

Remarque :

Comme on 1'a vu dans la proposition 3.2, le groupe Hy , la représentation le ,
et 1'isomorphisme de W, sur 1nd:w11" dépendent du choix d'un représentant x, de
chaque double classe w € H\G/H. Il est cependant clair que si l'on change de repreé-
sentant, la repreésentation lnd: s est transformee en une représentation isomorphe,
ayant donc méme trace. L'expres;ion :

- w -
2:: f in (k(tgt ! )) Tr W (k(tgt 1)) dk
te Hy\H K1 v

ne dépend donc pas du choix d'un représentant de w .
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L'expression que l'on vient d'obtenir ne permet pas de conclure dans le cas géné-
ral, la convergence quand i-—) t®n'allant pas de soi. On aboutit toutefois a un résul-

tat dans le cas particulier suivant :

Proposition 3.5 :

Supposons que H soit d'indice fini dans son normalisateur dans G, et que la réu-

nion de tous les conjugués de H sauf un nombre fini d'entre eux soit toujours fermée

dans G. Alors 1l'ensemble f) des éléments de G qui n'appartiennent qu'a un nombre fini

de conjggués de H est un ouvert de G, sur lequel la distribution Tr T est donnée par

la fonction localement intégrable et localement constante suivante :

@T(x) = ) 'I‘r"lf(t-]xt), xe L.
teG/H

t"'xt e H

Preuve :
Soit g e JL. Grace au lemme 3.3, on peut supposer que g appartient a un nombre
fini non nul de conjugués de H, et, en conjuguant éventuellement, que l'un d'entre

eux est H. Soit \tk} un systéme de représentants de { t € G/H /get.l-lt."I } .
O¢kgr

s - -1
Les hypothéses entrainent que ( (r'\ t Htk1) NeG- U otie™)
k=0 K te G/H

t#tk pour Q k¢ r

est un ouvert contenu dans net. contenant g, donc contenant K.g pour j assez grand.

J
Pour h €K, et 1)3, on a par le lemme 3.4 :

J
™ P T(ng)p = £ } Tr 7 (¢ 'khgt ) dk.
i s s
s=0 K1

Or T est une représentation lisse irréductible de H, qui admet des petits sous-groupes ;

son noyau n'est donc pas trivial, et 1'on peut choisir jJ assez grand pour que L:KJLS

soit dedans pour 0 ¢s&r .Il reste alors

Z -
Tr P, T(hg)P, = ¢ Tr (¢ 1gtﬂ) : ) Tr W (7 gt),
4 P s teG/H

geth-‘

pour tout 1),j (déterminé comme ci-dessus) et tout h€K,, d'ou le résultat.

Jv

Remarque :

La proposition 3.5 donne, pour les éléments de fL, une formule de caractere ana-

logue a la formule de caractere induit pour les groupes finis.

Pour terminer, on va montrer que le procédé ci- dessus permet effectivement de
calculer le caractere lorsqu'on sait déja que la distribution Tr T est donnée par

une fonction :
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Proposition 3.6 :

Soit U un ouvert de G sur lequel il existe une fonction localement constante ®T

vérifiant :

Tr T(f) = J fi(x) @T(x) dx pour toute fonction f € R(G) de support con-
v tenu dana U.

Alors pour tout g€ U, la suite Tr PiT(s)Pi est stationnaire, égale a @T(s) pour

i assez grand.

Preuve :
- Pour toute fonction f € l){(G), de support contenu dans U, et invariante a
droite et a gauche par Kj’ on a par le lemme 3.1, pour tout 1),:) :
J rx) (B (0-1r P, T(x)P,) dx = 0.
v T i i

- La fonction X p—— Tr l’j_'l‘(x)Pi est invariante a droite et a gauche par Ki puis-
que P T(k) = T(K)P; = P, Vikek,.

- Soit g €U fixé. Il existe un entier r tel que KrgKr soit contenu dans U et que
@T soit constante sur KrSKr'

- Pour i) r, la fonction caractéristique de K gKi appartient a X(G), son support

i
est contenu dans U, et on a :

(O.(x)-Tr P, T(x)P,) dx = 0, soit
T i i
KisKi

J (@ (g)-Tr P, T(g)P,) dx = O. c.q.f.d.
T i i
Ki8Ky

b) Caractere d'une représentation irréductible de G induite de H.

Soit Lo le sommet de l'arbre fixé par H, c'est-a-dire la classe du réseau ((j.(j)
de FxF. Rappelons (I.3.) que H est son propre normalisateur dans G, que t }—b LLO
est une bijection de G/H sur 1l'ensemble des sommets de\Y , compatible avec l'action
de G, et qu'un élément g de G appartient a t.Ht-‘ si et seulenment si {1 fixe le sommet
tLo. Dans la suite, les notations sont celles de I.3..
Lemme 3.7 :

L'ensemble dés éléments de G dont les points fixes dans 1'arbre figurent dans

une partie finie donnée de\r est ouvert 3jans G.
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Preuve :

Soit A une partie finie de ?; elle est contenue dans une boule B(Lo,m) pour
un m¢ N . Soit g8€G tel que Yg soit non vide et contenu dans A. Alors pour tout
he l"'Ki (fixateur de la boule B(Lo,i)) avec iy)m, on a Yshzfg. D'autre part, l'en-
semble des éléments de G n'ayant aucun point fixe dans l'arbre est ouvert, car :

- Si g €G induit une translation d'amplitude r#0 sur une géodésique, on voit
facilement sur 1'arbre que les éléments de gU, ol U est le fixateur d'une boule cen-
trée sur la géodésique, de rayon strictement supérieur a r, ne fixent aucun point
de l'arbre.

- Si g€G échange deux sommets voisins, par exemple L_ et L1, alors les éléments

0
de gK' ont la méme propriété.

Ceci termine la démonstration (voir I, lemme 3.1).

Soit T une représentation lisse irréductible de H vérifiant 1'hypothése de la
proposition I.4.1, c'est-a-dire disjointe de ses conjuguéespar G-H. Alors la repré-
sentation T:ind:1f est supercuspidale irréductible, et le lemme précédent joint a la

proposition 3.5 permet d'énoncer

Proposition 3.8 :

Avec ces notations, alors :

(1) : Sur l'ouvert de G formé des éléments hyperboliques & valeurs propres de

valuations distinctes, la distribution Tr T est nulle.

(1) : Sur l'ouvert de G formé des éléments elliptiques réguliers, la distribu-

tion Tr T est donnée par la fonction localement constante suivante

() (g) = 2:. Tr11(t-1gt) , OU g est elliptique régulier.
T —_
t€G/H
t'gren

Remarque :
L'expression de ()T(g) donnée en (ii) s'applique aussi aux éléments de (i), la

somme étant vide. La somme est vide également si g est elliptique ramifié de valua-

tion impaire, le caractere CDT est donc nul en ces points.

Pour obtenir le caractere sur tous les éléments réguliers de GLz(F), il reste
a traiter le cas des éléments hyperboliques réguliers fixant une géodésique de 1'ar-

bre. Soit g un tel élément ; alors Z}(g):q-k pour un k) 0. A conjugaison pres et au
centre preés, on peut supposer que g = (a 0 ) , avec a, t)t(j‘ et val(g -1)=zk. La
0 b b

géodésique associée a g est DS(LJ)JGIZ (définie en I.3. ainsi que les groupes Ki)'
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On suppose dans la suite i) k.

Lemme 3.9 :

(i) Pour tout he Ki avec i)k, 1'élément hg est hyperbolique régulier, de mémes

valeurs propres que g modulo }11, et ses points fixes dans l'arbre sont tels
que :
hg g
Y™ Ly, 1) = PEn BlLy 1) - { LeY/ aw,L¢ 1 et a(L,pig k}

(ii1) L'ensemble des points fixes possibles des éléments de Kig est réunion dis-

Jjointe des trois sous-ensembles suivants :
A { Lef/ diw,Lyyi et acw,n) - d(L,L,) avec |3 |>,i-k} .
B = | Le¥/ s-kgaw, L)<t et acw,p) = d(L,L) avee |3] pi-k] .
C= {LCY/ d(L,D)¢ k et d(L,D) = d(L,L.) avec |J|<i-k} .

(i1i) On a les mémes résultats pour les éléments de gK, et K;8K, .

J
i

Preuve :

(i) Puisque h fixe B(Lo.i), il est clair que Thsr\ B(Lo.l) :‘fgn B(Lo,i). Pour
iy k, la forme de Thgn B(Lo,i) prouve queT he ne peut étre une boule de centre un
point ou un milieu d'aréte. D'autre part les coefficients du polyndme caractéristique
de hg sont congrus a ceux du polyndme caractéristique de g modulo Ti. L'élément hg
est donc régulier ; la forme de ?hs montre qu'il n'est pas elliptique (corollaires
I.3.1 et I.3.2), il est donc hyperbolique.

(ii) Soit L un point de Y fixé par hg pour un h€K
d(L,Ly) = d(L,D). si [3l¢i, 1e sommet L,

l'est donc aussi. Le point d'intersection de ce segment avec S(Lo.i) doit étre fixé

e Si d(L,L0)>, i, soit j tel que
est fixé par hg, le segment [LJ, ,L]

par hg, c'est-a-dire étre a distance au plus k de L,, d'ou |j|)1-k. D'autre part

J
la réunion de B et C constitue clairement Y ign B(Lo.i-'l). c.q.f.d.

Av_ec les notations de 3.1, on veut calculer Tr PiT(B)Pi a l'aide de l'expression
du lemme 3.4, Pour cela, on définit une fonction ei(g) deY dans(: en posant
0, .1 - f XH(t"kgn) Tr T (t”'kgt) dk, ol t€ G vérifie tLyeL.
Ki
La fonction 91
de t modulo H. On a :
T P, T(g)P, = L;Z 6 ..

est bien définie, l'intégrale ne dépendant que de la classe a gauche

Puisque Gi(g,mo quand aucun point de Kig ne fixe L, le calcul de Tr l’1'l'(g)Px se

ramene a celui de Z ei(g.L) et des sommes analogues sur B et C.
LE A
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Lemme 3.10 :
(i) Pour tout sommet L de Y. on a :

ei(gvl-) b 61(3'v (O 1)1-)9 °_ﬁg'=(b 0) .
1 0 0 a

(ii) Si L appartient a A ou B, et si L' est le point de la géodésique D détermi-
né par : d(L,L )=d(L',L ) et d(L,L,  )=d(L',L, ), ona:

i-k
0,1 = 0.,

Autrement dit, on passe d'un co6té a l'autre de L en échangeant les valeurs pro-
pres de g, et si L€ AUB, il suffit pour calculer e (g, L) de "rabattre™ L sur la

géodésique en restant "du méme coté" de L , et de calculer e au point correspondant.

Preuve :

(i) La conjugaison par(o 1) conserve K, et transforme g en g' ; on fait le

1 0 i

changement de variable approprié dans 1'intégrale donnant e (g,L) pour obtenir celle

donnant e (g, (0 )L)
1 0

(ii) Supposons que LE AUB et que d(L.D):d(L,LJ) avec j) i-k. Il existe (Lemme I.3.5)
un unipotent u = (’ v) avec val v = j, tel que uL=L'. En écrivant L:tLo avec un t€G,
0
on a L'-ut.L , et la propriété annoncée se raméne aux changements de variable suivants
dans 1'1nt.egrale donnant 9 (g,L") :

- D'abord k p— u” ku, grace au fait que u€ H qui normalise K
1 (1-a/b)v

0 1

.

i
) qui vérifie u gu:ug.

- Ensuite k )—spkw, OU W = (
L'élément w appartient bien a K1 puisque val( (1-a/b)v ) = k+j) i par hypothése.

Lemme 3.11

Soit t€G/H. Alors la fonction définie sur G par :

Tr W (t7'xt) si t™'xt e H,
X p—>
0 sinon,

est une somme finie de coefficients de T.

Preuve :
Cela provient de ce que tout coefficient de T , prolongé par O en dehors de H,
est un coefficient de T (cf I.4.).
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Lemme 3.12 :

Pour tout L€A, on a ei(g.L) = 0.

Preuve :

- Grace au lemme 3.10,0n peut supposer que L:zL_  avec Jyi.

J

- Les éléments h de Ki tels que hg fixe L, sont les éléments du sous-groupe

1}J

Tout élément de B s'écrit de maniére unique sous la forme ux avec uc NJ:
0 1

1+ 0
et x€Mi= ’P

-Ona,siL tL :

91(3.1,3)

. -1 -1
Ki-Bi'J] " Trar(t 'kgt) dk

c/ dx f Tr Tr(tduxgt) du, la constante ¢ dépendant du
N
choix des mesures de Haar.

- Soit N =(1 F) . Puisque T est supercuspidale, on a , d'apres le lemme 3.11
0 1

J XH(t-lnxgt) Tr'!r(t.-‘nxgt) dn = 0, pour tout x fixé dans Hi'
N

Oor XH(t-1nxgt) est non nul si et seulement si nxg fixe LJ' c'est-a-dire si et seu-

“lement si n€ N,. Il reste :

J -
} Tr T (t 1nxgt’.) dn = 0 pour tout x(Hi,
N

J

d'ou le résultat.

Il reste alors, pour tout {)k :

T P, TP, = > 0,60 - )N 6, v,

LeEB LeC

somme finie, mais dont le nombre de termes croft avec {.

Lemme 3.13 :
L'application : 0/——» ¢

Vi—TrT ((1 V)B)
0
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k
est invariante par , et on a :
S ot ((' ") g) = 0.
ve V/}k o 1
En particulier, si k=0, on a Tr T (g) = O.
Preuve :
Pour ve€ U/et uc}k, les éléments (1 v) g et (1 wu) g sont conjugués par
0 1 0 1

-1
(1 ub(b-a) ) €H. On utilise alors le lemme 3.11 et la supercuspidalité de T.
0 1

Lemme 3.14 :
Pour tout entier i) k et assez grand pour gue Msoit triviale sur Ki' la somme
Z ei(g,L) est indépendante de i et vaut
LeB
- si k=0 : 0 (B est vide).
- 81 k)1
k=1
1
o rwc [ “)g)n'r‘n(( °)s)
r=0 uc'P /}] 0 1 u 1
Preuve :
Supposons k) 1. On calcule d'abord la somme Z¢ el(g,L). ou :
LeB
B* - {Le‘f/ i-k {d(L,Lo)(i et d(L,D):d(L.LJ) avec J),i-k} . Ke1
On constate que B est réunion disjointe d'arcs de cercles centrés en Li-k : B*: U B;.
r=0

avec B; = ’ LG,Y/ d(L.Li_k)=r et d(L,Li_k_’)ﬂ‘oli .Le lemme 3.10 affirme que ,ei(s.L)

*
est constante sur chaque Br' Posons :

o o
tJ = ( o I). de sorte que LJ-tJLo.

Remarquant que B: a qr éléments, et que tous les éléments de Kig fixent B*, on obtient

-1
2 (8,L) = lt r : - .
e Gx 8, &~ qQ Ir’ avec Ir fx T (Li_k‘rngti_k‘r) dh
1

o 10}1 }k-l‘

Posant Jr =t Kt =

{-ker { f-ker }Zi-kﬂ' ‘.}1

, On a, puisque g commute a ti-kOl"
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1 :} Tr1 (hg) dh.
r J
r

Yais vu les hypothéses et le lemme 3.13, il reste :

I =q " k§ e TP (‘ “) g,
u(]! /} 0

1'ol le résultat, la partie B~ s'obtenant i l'aide du lemme 3.10 (i).

Lemme 2.9 :
Soit CJ, = LCT/ d(L,D):d(L,Lj)( k} , pour -i+k+1‘j< i-k-1. Pour i) k et tel
jue T[ soit triviale sur Ki' on a :
Z ei(s'L) = 0.
LeC
J
reuve :
- On suppose j )0 (lemme 2.4 (i) ). Soit l..ecJ et r:d(L,LJ). Si r=0, on a
N @l o 1 uGJ N *
.-LJ-tJLO. ou tJ z ( o 1). et si ry1 : L= ( o 1 Lj+r' ou ucd est par-

“aitement déterminé modulo IQPF (cf lemme I.3.5). Alors :

K
> 06w } TrM(tT'hgt ) dh + 3 dZ . Tr'\'l'(t-‘r(‘ '“"d)m(‘ ),
L'ee K 3 r=1 ue '/u}; K o o 1] 3"

J i
i i-m -r
- Posons J_ = t-1K t = 1’} ,}1 , et u_ = (1 (a/b-1)u @
m m im X r
th 1‘]!1 0 1
Il reste :

K

> 61(;;.1.) . Trw(ng) dh « 3 > . Tr M(hu g) dh.
=1 /e

1.e.cJ JJ r ue / }u JJ“_

- Toutes les fois que r\( {-k-3J, on a par le lemme 3.13 :

} TrW(hu g) dh = Tr M (u _g).
J r r
Jeor

- D'autre part on a pour r)/l

uaéy T gy “2;}“"“/3:

kTr'Tf((‘ YV e).
0 1
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- Si J( i-2k, on obtient donc :

k
Z e (g,L) = Tr T (g) + Z Tr T (u_g)
Lec, i r); ue 0* 1" r

Z K Tr T( (1 v)g) = 0 par le lemme 3.13.
vs(j/;F 0 1

- Si 1-2k {J{ i-k=1 (ce qui suppose k> 1), on pose i-k-j=m. On a 14 m{k, et
par le lemme 3.13 :

o 1
ngei(g'“ = TrTl(g) + r; ug:F k"‘/’}) g'}, k-r+1/’]]k Tr TT( (o l:) g) +

k

2 K-r Zk-rn k " k-r; K T (' uw) gl.
remel uc’}l ij -’]J :]; v‘;,}] /’]1 0 1
Or a u fixé dans :}l k.r/r]Jk -}k-r”/’}lk. lorsque v décritJ k-r*m/'}k. 1'élément

u+v décrit la classe de u modulo k-rm/J‘k , et Z— Tr W( ! usv g)
K=r+m k
vep Tk

0 1
est l'intégrale sur uo/]]k_”m/}]k de la fonction Tr T( (1 n)g). Lorsque 1'on somme
0o 1

+

sur u, cette intégrale est comptée autant de fois qu'il y a d'éléments dans la classe
K- -l
u+ r*mll}lk , soit qr n fois, ce qui compense le facteur qm—r figurant plus haut.

Pour m+1\( r(k, le terme correspondant a r dans la sommation ci- dessus est donc :

z 1 u

TrM( ( ) g).
uf.} k-r/.P k - k-ro‘l/} k 0 1

Et finalement, {1 reste :

) Bwu- Z r'ff((“‘ ) = 0.
Lec, 18 qu/J]k ’ ¢

Les lemmes précédents se résument en :

Lemme 3.16 :

Soit g= (a

0) avec val a = val b, et val (1-b/a) = k.
0 b

Alors la suite Tr PiT(g)P1 est stationnaire, et vaut pour i) k et assez grand pour gque

T soit triviale sur Kl
-S§ k0 : 0 |,
_§_1k>/l: Z k_Z « Trﬂ((‘ u)g)o‘l‘r"ﬂ'((1 o\g) .
r=0 0 1 u

uel '”/"f
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On peut maintenant rassembler tous les résultats précédents :

Proposition 3.17 :

Soit T une représentation lisse irréductible de H telle que T:indﬁTf soit une

représentation irréductible supercuspidale de G. Alors la distribution Tr T sur G,

est donnée sur 1l'ouvert des éléments réguliers de G, par la fonction localement

constante ®T suivante :

- Si g est régulier elliptique, alors :

@T(g) = Z Trﬁ(t-15t).

t€G/H
t7'gt e H
- Si g est régulier hyperbolique, conjugué a (a O) , alors :
- 0 b

- si val a # val b, ®T(8)=0'
- si val a = val b et val (1-b/a) =O,@T(s)=0.
- si val a = val b et val (1-b/a) = k)1

k-1
@( ) (1 u)(a 0) (1 0)(a0
g) = J_ 2; ( Trr( )+Tr T (
T . ""/'Pk o 1/\o b u 1)\o b

c) Caractére d'une représentation irréductible de G induite de H'.

Rappelons (voir I.3.) que H' est le stabilisateur de l'aréte Lo'Lli deEI‘L/,
qu'il est donc son propre normalisateur dans G:GLZ(F). et que g )—y ‘gLo.gL’}
réalise une bijection de G/H' sur l'ensemble des arétes (non orientées) de\f, com-
patible avec l'action de G. Un élément g de G appartient a t.H't-‘ si et seulement
si il conserve l'aréte ‘tLo.tL]\ de‘f. On utilisera la suite de sous-groupes dis-

i 4 ' .
tingues de H' suivante : “},1 ]iol

Ki = }11 ‘.‘]‘1

Soit W une représentation lisse irréductible de H' telle que T:indﬁ,'ﬂ' sofit

y 491 (ef 1.3.).

irréductible supercuspidale. On voit facilement que la proposition 3.8 reste vala-
ble en remplagant H par H' (en effet, on obtient un lemme analogue au lemme 3.7 par
les mémes méthodes, en utilisant le lemme I.3.1). Il reste a etudier le cas des élé-
ments hyperboliques réguliers a valeurs propres de méme valuation. Soit donc
gz(a 0) avec val a = val b = 0 et val (1-b/a) = k)/O. et soit {Hk. Alors les

0 b

éléments de Kig fixent Lo et L'. donc, par le lemme I.3.1, conservent une aréte si
et seulement si ils fixent ses deux sommets. A l'aide de cette remarque, on peut re-

faire tous les calculs de a) avec les modifications évidentes (par exemple, dans

69



C. BLONDEL

0 1

le lemme 2.4, on doit remplacer la conjugaison par (
10

(om’
10

) par la conjugaison par

> ; dans le lemme 3.13 on obtient:

Tr‘W((‘» u) g) = 0, etc...).
0 1

Z k+1
uc}/‘}]

Donnons tout de suite le résultat :

Proposition 3.18 :
Soit T une représentation lisse irréductible de H' telle que T:ind:,'l\’ soit

irréductible supercuspidale. Alors la distribution Tr T sur G est donnée sur 1'ou-

vert des éléments réguliers de G, par la fonction localement constante ®T suivante :

- si g est régulier elliptique, alors :

Ow - ) e (¢ 'gt).

- si g est régulier hyperbolique, conjugué i (a 0) , alors :
0 b

val a £ val b.@.r(g) = 0.
val a = val b et val (1-b/a) = 0, alors @T(g) = 0.
k)1, alors :

k=1
1 u a o0 1 ujf/b O

O () = rMg) « )N (rrm( )( )mr'ﬁ( ‘( )))
T rz=‘-1 uc}k’”‘/}k” o 1J\o b (o 1MN\o a

]
2 12 e

val a = val b et val (1-b/a)

Remarque :

La comparaison des propositions 3.17 et 3.18 pour g = (a O)avec val a = val b,
et val (1-b/a) = k >/1, donne : ob

- si T:lndf_lT\' (proposition 3.17)

=1
o B 5 () ) (L (2 9
-“"]‘_/}1 o 1/\o b o 1/\o a
c
- 81 T=ind W (proposition 3.18)
k=1

CRMIRES (P ) ('rrm(' ”)(a O)mrﬂ((' “1° 0))).
T rg‘ ut}k-rollrpkol 0 1 0 b o 1 o a

Le premier terme est 2 Tr W (g) dans un cas, TrW(g) dans l'autre. Cela provient du
fait que la sommation sur les arétes fixes éventuelles des éléments de K;g se ramene

a une sommation sur les points fixes de ces éléments, mais ce faisant on compte deux
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fois 1l'aréte { Lo'Ll‘ . I1 faut donc retrancher le terme correspondant qui vaut pbé-

cisément Triy(g).

On donnera plus de détails dans le cas du groupe métaplectique.

~ ~
d) Caractére d'une représentation irréductible de G induite de H.

Soit T une représentation lisse irréductible spécifique de A disjointe de ses
conjuguées par E-g, et soit T:indg‘ﬂ' , qui est supercuspidale irréductible spécifique
par le théoreme I.4.3. On étudie la distribution Tr T sur 1l'ouvert des éléments régu-
liers de 'E La proposition 1.1 permet de se restreindre aux éléments réguliers qui sont
des puissances n-iémes. Le lemme 3.7 et la proposition 3.5 montrent que Tr T est nulle
au voisinage des éléments hyperboliques dont les valeurs propres sont de valuations
distinctes, et qu'elle est donnée sur l'ouvert des éléments elliptiques réguliers par
la fonction suivante

T(Z):O si g n'est pas une puissance n-ieme,

@ an E NN n .
T(g )= Tr W (t gt ) si g est elliptique et g régulier.
t € H\G

(t"gt)ne H

Il reste i traiter le cas des hyperboliques de la forme suivante (a conjugaison pres)

n

g" = (a On) , a"#b", a,bEF*, et val azval b. Au centre F*" prés, on peut supposer
0 b

val a=val b=0 ; soit k=val (a"/bn -1). On peut alors suivre pas a pas la démonstration

de a), en remplagant g par ?n et en faisant les modifications évidentes : la plupart

des démonstrations sont valables sans changement, car les changements de variable ou

les conjugaisons utilisés ont lieu dans GLZ(O;.). sur lequel le cocycle est trivial.

Seuls les lemmes 3.14 et 3.15 font intervenir des éléments extérieurs 3 K, les

3
tJ H (w 0 ) . 0On a bien?:’ lﬁn{] = ’En, car les valeurs propres de gn sont des
0 1

puissances n-iemes. Mais il faut vérifier (avec les notations du lemme 3.14)que l'on

~ _;-1-1 o~ ' . ~ = _ S hvd
a dans G : J 'Li-xor K1 ti-k*r' c'est-a-dire tJ kt.J = t.J kt.J pour ch‘,

certainement vrai pour i assez grand, par un argument de continuité. En fait c'est

J),O. C'est

vrai pour 1) J par un argument semblable a celui de la proposition II.1.3.b. (pour {3} 1,

le sous-groupe K, est engendré par ses puissances n-iemes, par les résultats de II.1.)

i
Enongons le résultat

Proposition 3.19

-~

~
Soit Tl une représentation lisse irréductible spécifique de H telle que T:ind—gvTr

soit une représentation irréductible speécifique supercuspidale de E' Alors la distribu-

7



C. BLONDEL

~ g ~
tion Tr T sur G est donnée, sur l'ouvert des éléments réguliers de G, par la fonction

localement constante spécifique ®T suivante :

@ (2)=0 si 1'élément régulier g n'est pas puissance n-iéme d'un élément régulier
- Si g est elliptique, et g regy_lier :

@T(E“h Y mwwm

te G/H
t'g"teH

- Si g est régulier hyperboligue, conjugué a (a 0) avec a"#b" :
0 b

- sivalaé#valb: OT(E")=0
- si val a = val b et val(1-b"/a")

B8,@&"-0
- si val a = val b et val(1-b"/a") = ky 1 :

a5 5 [Tm )(:”E)“n.m(ﬁ)(f’:\"ﬂ

k-r
u e

~ o~
e) Caracteére d'une représentation irréductible de G induite de H'.

o~
Soit T une représentation lisse irréductible spécifique de H' disjointe de ses
conjuguées par ‘E-H'. et T':indi,'ﬂ . L3 encore, le cas des elliptiques réguliers et des
hyperboliques dont les valeurs propres sont de valuations distinctes est immédiat.

A conjugaison prés et au centre prés, il ne reste donc qu'd étudier le cas des éléments

n
5" = |2 On , avec a,bE F*, antbn. val a = val b = 0, val (1- bn/an) = k) 0. On
0 b

peut méme supposer (cf Prop. 1.3.3) que a et b vérifient val (1- b/a) = k, c'est-a-dire,
posant g =(a 0}, que Atg) = A" = k. st k)1, cette condition détermine g a
0 b
,& pres. Dans la suite, on suppose 1y k.

Puisque g fixe au moins une géodésique de l'arbre, il ne conserve une aréte que
s'{]l fixe ses extrémités. Trouvant plus commode d'utiliser les sommets plutdt que les
arétes, on utilisera les conventions suivantes : on divise l'arbre\ren deux parties,

Wre L ew L can, ty |

Lf’ 0

"

L /7 d(L, L)(d(L L)
Les deux parties sont échangées par l'elément S (

0 &

de G qui échange L. et L _,
10 0 1

et est réunion disjointe deY‘ et \Y-. On peut alors définir une bijection de

Y O' dans 1'ensemble des arétes de Yprlvé de ‘L L ‘ de la fagon suivante :
silL 5\1/ (resp \}_J ) et LéL, (resp. L!Lo
d(L,L')=z1 et d(L"', L )<{d(L, L ) (resp. d(L',L )(d(L L ). On associe a L l'aréte ‘L L'} .

), 11 existe un unique sommet L' vérifiant

12
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Réciproquement, si {L' L"‘ est une aréte contenue dans lf* (resp. ‘f-), on lui asso-
cie celui de ses sommets qui est le plus éloigné de L (resp. L ). Pour compléter,
1'aréte ‘L L } sera associée indifféremment a L0 ou L’, et sera comptée deux fois,
ce dont il faudra tenir compte a la fin du calcul.

Avec une démonstration analogue a celle du lemme 3.9, on obtient :

Lemme 3.20 :

(i) Pour tout he Ki avec i>» k, 1l'élément hgn est hyperbolique régulier, de mémes

valeurs propres que gn moduloJi, et ses points fixes dans l'arbre sont tels

que :

YA sy, L,.ied) = FEASLy, L, 1eh)
< {Leswgil,ien 7 a, n)u}

(ii) L'ensemble des points fixes possibles des element.s de K'gn est réunion dis-

Jjointe des sous-ensembles suivants :
M- { L € T/ d(L.L.I))i et d(L,D) = d(L,LJ) avec J)id-k}
Ts{Le Y, d(L,Ly) 1 et d(L,D) = d(L,L)) avec j¢ -1+k]

A
A
B = iL eq/ i-kg d(Ll.L)<i et d(L,D) = d(L,LJ) avec i+1-kd( j¢ 1i+1
B
c

= {L e W/ 1kgallg, LIt et d(L,D) = d(L,Ly) avec -1()(-1+k}
{L €@ aw,pI¢ Kk et a(L,D) = a(L,L ) avec 1¢ ¢ 1-k }
[ [L € P/ a(LDIC k et d(L,D) = d(L,Ly) avec -1skel &3¢ oi

J
On notera A=A UA , etc ...

Soit L € \Y, et t €G tel que 1l'aréte t.Lo,tL } soit associée a L par l'applica-

tion décrite plus haut. On pose alors :
ei(g“.x.) : XH, (t kg™ Tr TETRED) .
Kl
i

Par les remarques précédentes, on a en fait :
- ~ o~
ei(gn.L) - f XH (" 'kg"t) e (TTRE™D) ak.

On cherche a calculer E e (g ,L). Pour simplifier les notations, on supprimera
L c\f

-1 ~-
les ~s dans les calculs qui suivent, en convenant que t signifie t 1. et gn signifie

~

gn, kg signifleig. etc ...

Lemme 3.21 :
(1) Pour tout sommet L _d_eT. on a :

n
61 (gan) = ei(gvnr:l-)v O\.-‘ g’n = ( ° on)

0 a

(11) Soit LE AUB, et L' le point de la geéodésique D déterminé par d(L,LO) = d(L',Lo)
g&d(L.Ll) = d(L‘.L,). Alors :
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n n
61 (g ,L) = 61(3 yL").

Preuve :

(i) On fait le changement de variable ky——-)S-’k‘dans 1'intégrale donnant ei(sn.'L).
Le changement de variable n'introduit aucun cocycle non trivial par les propositions
II.1.1 et II.1.3. La nouvelle intégrale fait alors intervenir 1'élément {t de G, et
on vérifie aisément que SL est le sommet de ‘fcorrespondant 3 1'aréte gtLo,StL,l‘
par 1'application ci-dessus. D'autre part, on a n S" = '", griace au fait que les
valeurs propres de g sont des puissances n-iémes. Il ne reste plus qu'a remarquer que
la conjugaison par Jt dans G ne dépend pas du représentant de (St choisi (i.e. 6 t ou
0.

(ii) Grdce a (i), il suffit de le montrer pour LeA*U B'. On a alors d(L,D) = d(L,LJ)
avec J )/1-k-1, et L' = (; :)L avec val u = j. La démonstration du lemme 3.10 donne
le résultat : les manipulations effectuées dans 1'intégrale n'introduisent aucun cocy-

cle non trivial, car tout se passe dans GLZ(U)'

Lemme 3.22 :
n
Pour tout LE A, on a ei(g , L) = 0.

Preuve :

C'est la méme que celle du lemme 3.12.

Lemme 3.23 :
L'application : }—-) ¢
vi——Tr T ( (

ve':P /JJ

En particulier, si k=0 on a Tr T (g) = O.

1

k
v) g), est invariante par,}l ”, et on a :
0o

1 v
Tr’){(( )g) = 0.
k+1 0 1

Preuve :

Pour v C} et u CIPK 1, les éléments (1 v)s et (1 v’”) g sont conjugués dans
0o 0 1

G et dans G (car tout se passe dans GL (U/). sur lequel le cocycle est trivial) par

a
1 u(i—)"!

qui appartient a H' si{ val u - k)/!.
0 1
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Lemme 3.24 :

Pour tout entier i) k et assez grand pour gue T soit triviale sur Ki, la somme
A\

Z ei(sn,l.) est indépendante de i et vaut :

LeB

- 81 k=0 : 0 (B_est vide)
- si kyl:

Pl 1 n 1 ~,n

S 5 [Tr'l((( “)z )+ Tr'ﬂ(( “) g )J

r=0 0 1 0
ue}k-r+1/}k¢1

Preuve :

Elle consiste & recopier celle du lemme 3.8, avec cependant quelques précautions :
+ k-1 + +
- - - - ] -
onaB = ;-L~Jo Br avec Br -\Le T/ d(L'Li-kH) = ret d(L'Li-k) z rd} . L'aréte

associée au sommet Li-kohr de B’ par l'application décrite plus haut est l'aréte

{Li-kw'l'i-k«hr} , obtenue a partir de {LO'L1} par :

i-k+r
t =" @ 0 . On aura donc :
i-ke+r

0 1
E e n = o, 1 n
. i(g ,L) = z q Ir' avec Ir N Tr‘N(ti_k’rhg Li-k*r) dh.
LEB r=0 Ki
n ~ .
Puisque g et ti-k*r commutent dans G, il ne reste plus qu'a montrer que :
i K=r+1
-1 ' 10} ~
tiekerKitioker * llzwur “J]i dans G,
c'est-a-dire’t i =t Kkt si k eK!. Cette dernié riété dé
{kor tekor = Yioker®tikar cK{. Cette derniere prop cou-
le du fait que K; est engendré par les puissances n-iemes de ses éléments, et que son

conjugué par t est contenu dans GLZ(U). par un argument semblable a celui de

{~ker
la Proposition II.1.3.

Lemme 3.25 :
Soit C_): LC\{J/ d(L,D) = d(L.LJ)$k} » pour -ioko1$Jé i-k. Pour 1>k et assez

grand pour que Tl soit triviale sur K;. on‘a :

Z Q(gn,L) = 0.
Le C.,
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Preuve :
I1 suffit d'adapter convenablement la démonstration du lemme 3.15,en tenant comp-

te des remarques faites dans la démonstration du lemme 3,24,

Il ne reste plus qu'a rassembler les résultats, en tenant compte du fait que le

terme ei(gn,Lo) z ei(g“,w s Tr1f(sn) = TrT0( (b 0\n
0 a

) a été compté deux fois.

Proposition 3.26 : ~
~
Soit T une représentation lisse irréductible spécifique de H', telle que T=ind%,'rr

soit admissible supercuspidale spécifique. Alors la distribution Tr T sur T est donnée

sur 1l'ouvert des éléments résuliers de ?fgar la fonction localement constante spécifi-

que ®T suivante :

- si g régulier n'est pas puissance n-iéme d'un élément régulier :

@T(E) = 0.
- si g est elliptique, et g" régulier :

20N\
@T(‘é") - Z rw 27 'gt )
t €G/H'
t”gntcH'

a

s

- si g est _hyperboligue, conjugué a (

O) avec an!bn :
0 b

"

- 8i val a # val b : @T(En) 0
- s{ val a = val b et val (1 - bn/an) =0 : @T(En) =0

- 8if val a = val b et val (1 - bn/an) = k)1

o~ n - ~~ n
O.&m =n~‘n’((‘ °) ). 5 Z [Tr'rr((‘ ”)(‘ 0) ).rrm(‘ “X °))
0 b r=1 kor o Kel 0 1 0 b 0 "N\O a

uc} /'Y

III.4. LA _CORRESPONDANCE : SERIE RAMIFIEE.

4+

Soit E une extension quadratique séparable ramifiée de F, telle que E'C.GLZ(F)
conserve l'aréte standard lLO'Ll de l'arbre de GL_(F). Si n est pair (p est alors
impair) on choisira une uniformisante § de E vérifiant J-z = &, ot & est une uni-
formisante convenable de F. La classe de & dans l"/!"'2 détermine alors E a
F-isomorphisme pres.

Si n est pair, on note L le caractere de ({' ou de k® défini par L(x)=1 si x

R ICEAD

est un carré, L(x)=-1 sinon. Pour x € k* (resp.d‘) ona : L(x) = (resp.

ux)ex“q‘”(u.}n.
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Avec les notations de I1I.2, on peut énoncer le résultat essentiel :

Théoréme 4.1 :

Soit i'un caractere spécifique de‘E:hH(m). (sz), trivial sur les commutateurs
de E*H(m) et non dégénéré, et ?;T(i ) la représentation irréductible spécifique super-
cuspidale de E'qui lui est associée.

1°) Les égalités : -
(a) X(x) = X (xn,s(xn)-1), x € E*H(m), pour n impair
() X0 = L oPs6M™), xe E Hm),
et (8 =& X(§™s(§™™"), pour n pair,
ou € est la racine carrée de (-nfanrse

vérifiant :

Z L(y) Xtht-2 SE3M™yn = ¢ q!,
Y€ k*

définissent un caractere non dégénéré de E*H(m).

. ~ -
2°) Les caractéres des représentations irréductibles supercuspidales T de G et
G . ]
T = Indp,, gk de G, vérifient :

* A(g")®f(g".s(g“)") : A(h)e.r(h).
n n
h =g
pour tout élément régulier g de G tel que g" soit reégulier.

Corollaire 4.2 :
L'application Ty— T détermine une correspondance bijective, caractérisée

par la relation (*), entre les classes d'équivalence de représentations irréducti-

bles spécifiques supercuspidales de la série ramifiée de _5, et les classes d'équi-

valence de représentations irréductibles supercuspidales, triviales sur /Ln(F),
de la série ramifiée de G.

Preuve du corollaire :

L'application ?0——-‘1‘. bien définie dans le théoreme, passe aux classes d'équi-
valence de repreésentations a cause de la formule de caractere (®) (cf III.2.).

La proposition 11.2.6 assure que l'on obtient PafIF—*x tous les caracteres
non dégénérés de E*H(m) triviaux sur /Ln(F). Les théoremes II.4.1 et II.4.2 montrent

alors qu'il s'agit bien d'une correspondance bijective entre les ensembles donnés.
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Preuve du théoreéme :
a) Le point 1) découle de la proposition II.2.6, et la définition de £ est
détaillée dans la définition 4.13.

0
Remarquons au passage que si J: ( J) (cas n pair), alors pour ¢ = (‘l 0)
1 0 0 -1
on a h(-2 r(-W)'"”y) = ! 0 (cf Remarque I.1.5) ; dire quex est non
by (-@H)™ 1

1 0

dégénéré équivaut a dire qu'il est non trivial sur ( Jm'1
1

) (mais bien sir tri-

vial sur (Jl]m 0) ), et la définition de £ peut s'écrire sous la forme :
1

L(y) X = €q°.
L v (y(-m“’” 1) !

y ek*

La démonstration de 2°) repose en premier lieu sur 1'étude du quotient

n N
T r\E'nH(m)/(Tn E'H(m))n, ou T est un tore elliptique de GL_. Cette étude, jointe aux

formules de caractére induit établies en III.3, donne le régultat rapidement si n est
impair, ou si 1'élément g de la formule (*) n'est pas un élément de E* de valuation
impaire. Si n est pair, et si g est un élément de valuation impaire de E*, on est ame-
né a calculer explicitement le caracteére (9?('3'"). ce qui fournit la partie la plus

pénible de la démonstration.

b) Premiers pas vers la formule (%).

Soit Tf(i) la representation irréductible de E*H(m) associée a X (Theoreme

11.2.7), de sorte que T soit l'induite a T de I X). c est-a-dire 1'induite a G de
1'induite 3 H' de T ( X). Le caract.ere de 1'induite a H' deTT(X) se calcule facile-
ment a partir de celui de TY(X) par la formule de caractere induit classique.la Proposi-

tion 3.26 entrafne donc, pour g elliptique régulier tel que gn soit elliptique régulier

~
@;(gn) : X O .

t ¢G/E*H(m)
t-1gnL¢E'H(m)

Or par le theoreme I1.2.7 ,le caractere de T (X) nous est connu : il est nul en
—~ ~

dehors de E*"H(m), et vaut nx sur ce sous-groupe. D'ou :

~ 7N\
@f('é") : Z n Xt 'gt").
t €G/E®H(m)
(t-lgt)nc E*"H(m)

L'usage du lemme I1.2.9 donne immédiatement
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-1 VP -1 -
(m A(g")@;(g",s(g") yenaEh Y X (e lg) s ge)™ ™,
t ¢ G/E*H(m)
(t'gt)"e E*"H(m)
si g est elliptiqué régulier, et gn régulier.

Par ailleurs les he G tels que hnzgn sont les § g, (g(/Ln ; le caractere central
de T est la restriction de x a F*, triviale sur /ln. La formule () devient donc, pour
g elliptique :

A(g")@f(g",s(g“)") - nAe) Be).
La proposition 3.18 implique :

(2) nA(g)@T(g) = nA(g) Z Xt 'gr).
t € G/E*H(m)

t™'gt ¢ E*H(m)

Lemme 4.3 :

Soit g un élément elliptique tel que gn soit reégulier.
on note JL(g) = | teG/E*H(m) / t™'gte E*H(m) } et
&) = | tec/E*m / (t”'gt)"% E'nH(m)} )
Si N(g) =ﬁ(g) ﬂA(g) = A(gn). la formule (*) est vérifiée.

Preuve : )

Le lemme résulte de la comparaison terme i terme des formules (1) et (2) et de la
définition de x , a condition de montrer que si n est pair alors A (g) = A(gn) impli-
que que '—-‘gtc EO H(m) pour tout tefl. Ce dernier point découle de la proposlition

I.3.3:

- si g est ramifié, et n pair, alors A (g) = A (5") implique que g fixe au moins deux
sommets de l'arbre, donc t-1gt aussi.

- si g est non ramifié et n pair, alors t-‘gt fixe un sommet de l'arbre ; si t-‘gt
appartient a E*H(m), i1 fixe obligatoirement L
(cf Lemme I.3.1). C.Q.F.D.

Nous allons maintenant déterminer les cas dans lesquels les hypotheses du Lemme

o et L1. donc appartient a Eo H(m)

4.3 sont vérifiées.

c) Etude de l'intersection TNE*H(m), T tore elliptique de G.

Proposition 4.4 :
Soit T un tore elliptique séparable de GLZ(F).

a) Si n est impair, ou si T n'est pas isomorphe a E*, on a :
1 A E*"H(m) = (TAE*H(a)".
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b) Si n est pair et T isomcrphe 3 E*, alors T"AE*"H(m) = (TAE*H(m))"
si et seulement si T est contenu dans E*H(m).
Si T n'est pas contenu dans E*H(m), alors (TN E"l-l(m))n est d'indice 2

dans an\E'nH(m) ; 1'élément non trivial du quotient est représenté par

’

Sn. ou J’est une uniformisante de E de trace nulle.

Preuve :
L'inclusion (TAE*H(m))"c T"NE*"H(m) est claire (E*"H(m) est engendré par
(E'H(m))n, cf Lemme II.1.2). Il suffit de montrer que ces deux groupes ont méme indice

dans TNE*H(m), sauf dans les cas indiqués en b).

Lemme 4.5 :
a) Soit K ype extension quadratique séparable de F, et U un sous-groupe ouvert de K*
contenant F*. Alors [U:Unl = nz.
b) [TNE*H(m) : (TnE*H(@)"] = nP.

Preuve :
Puisque U contient F*,6 1l contient un élément u, de valuation strictement positi-

ve et minimale dans U. Alors :

z _ nZ n
Usuy wady, v = B noD", et

v Zmnz x uAT wAIH".

Or U est ouvert ; il contient donc 101}1 pour i assez grand. Pour un tel {,
. . N 1} _ i, i n] .
on Yoit que EjndK : (Undx) J = [Undi/h K - (Und"('lh K) ; on se
ramene ainsi a des groupes finis. Puisque U contient F*, il contient le noyau

}Ln(F) de 1'homomorphisme x)-—-oxn, d'ol 1'indice cherché.

Par ailleurs :
[Tnesh@ : T e )] = [ThE*H@) ¢ 17n E*H(a)] [1" EHm) = T s-”u(m)] .

Lemme 4.6 :
L'indice de Tnf\E'H(m) dans TNE*H(m) vaut n2 Si n est impair, ou si n est pair

et T ramifié tel que TNE"H(m) contiesne un élément de valuation impaire. Il vaut jnz

dans les autres cas.

Preuve :
- Si T est non ramifié un élément de T fixe un sommet de l'arbre, et ne peut donc

échanger les deux extrémités d'une aréte (Lemme I.3.1), d'ou :
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TAE*H(m) = TN F'(u_]!E)H(m)
(un simple raisonnement géométrique, utilisant les résultats de I.3, permet méme de
montrer que TNE*H(m) = TAF*A*(m)). Un élément de TNE"H(m) fixe alors au moins deux
sommets de 1l'arbre, et appartient & F'(h],r) (ef I.3.). D'ou :
TAEH(m) = F*[(1+ P 0 E*H(m)],
et T'NE*(m) =PI A0 (O] ) AE*Hm)).

Alors :

TAE*H(m) / T'AEHmI=F* / P2 n ")

¥ ZinZZ x k*/x*n k;".
Enfin : k*nks" = [ yn/yEk;, (}/y)"ﬂ} . Un tel y vérifie j/y= f€ A AKer N, d'ob

i: +1. L'indice cherché est donc n° si n est impair, n2/2 si n est pair.

- Si T est ramifié, 1'inclusion de TNE®H(m) dans T donne une inclusion :
TAE*H(m) / T"AE*H(m) C1e T/T".

Le choix d'une uniformisante XT de T fournit un isomorphisme :

/T — Z/inZx k&/KE"

& —sp (val.rg[n],g x;val.r(g) modg.}n).
et k.‘l'./k!".n est cyclique d'ordre n. Or k.‘l'. = k%, et TNE®H(m) contient d'. L'image de i
contient donc k.'l'./k.‘l'.n. D'autre part TNE*H(m) contient F*, dont les éléments sont de
valuation paire dans T. Si n est impair, alors TNE®H(m) contient un élément de valua-
tion n+1, donc i est surjectif et l'indice cherché est nz. Si n est pair, 1'image de i
contient le sous-groupe ZZ/an k'/k"n de T/’l'n. L'indice cherché vaut donc n2 si et
seulement si TNE®H(m) contient un élément de valuation impaire de T, et an dans le

cas contraire. C.Q.F.D.

Remarque :

Lorsque T est ramifié, on peut parler des éléments de valuation impaire de
TNE*H(m) sans préciser davantage. En effet un élément de valuation impaire de T appar-
tenant & E®*H(m) s'écrit nécessairement uh(x), u€E®, h(x)€ H(m), ou u est également

de valuation impaire.

Lorsque n est impair, les lemmes- 4.5 et 4.6 impliquent la proposition 4.4. Lorsqu:

n est pair, il faut encore étudier 1'indice de N E'nH(m) dans T"n E*H(m).

Lemme 4.7 :
Si n est pair et T non isomorphe a E®, alors :
[™"n e*tm) : TR E*"H(m)] - 2.
Si n est pair et T isomorphe a E*, alors :
10 E*H(m) = TN E*"H(m).
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Preuve :

L'injection de "M E*H(m) dans E*H(m) suivie de la projection sur E* fournit une
injection :

™0 E*H(m) / T EMH(m) €Iy E*/E*" ;

se dernier groupe est isomorphe a Z/ml x k'lk'n apres choix d'une uniformisante J
de E (voir plus haut). L'indice cherché ne peut valoir que 1 ou 2 a cause des lemmes
précédents. I1 suffira donc, pour montrer qu'il vaut 2, de trouver un élément non
trivial dans 1'image de j.

- Si T est non ramifié, il existe un élément de d.‘l'.nn (7‘ qui n'appartient pas
a C"n (voir la démonstration du lemme 4.6). Son image par j est un élément non tri-
vial de k*/k*", donc 1'indice vaut 2.

-~ Si T est ramifié, et si g=uh(x) appartient a Tnf\E‘H(m), on voit en

considérant les déterminants que val_u = vang est multiple de n. L'image de j est donc

contenue dans k*/k*". Puisque n est iair. p est impair, et F n'a, 3 isomorphisme prés,
que deux extensions quadratiques ramifiées. On peut choisir une uniformisante ¢YT de
T vérifiant é.i ) =Jz si T est isomorphe a E*%, Ji =® €, ou £ est une racine pri-
mitive (q-1)-iéme de l'unité, si T n'est pas isomorphe a E®. Alors S; appartient a
F*, donc :
"n et = § 22 (20 ErHGa))
Si T n'est pas isomorphe a E*, alors J(J '.11.) est 1'image de 6-'1()".:. dans

k;/k;n, c'est-a-dire 5,*n. qui est non trivial modulo k;n. L'indice cherché vaut donc 2.

Si T est isomorphe a E*, alors J(5-2)=1. Il reste a voir que :
n . - -
3Gy 37 E*H(m)) = SO N E*H(m)) = 1.
Or on voit géométriquement (i.e. dans l'arbre) que :
(F N @ = QFAE L Ol

En considérant la norme et la trace d'un élément de l'intersection, on obtient facilement:

e JINEHm) = (1R AT ),
d'image triviale par J. C.Q.F.D.

La proposition 4.4 a) est maintenant démontrée. Il ne manque plus qu'un lemme

pour obtenir 4.4 b)

Lemme 4.8 :
On suppose p impair. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) TNE®H(m) contient un élément n'ayant aucun point fixe dans l'arbre.

(14) T est conjugué de E® par un élément de H(m).
(141) T est contenu dans E®H(m).
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Preuve:

Un élément de E*H(m) qui ne fixe aucun point de l'arbre s'écrit uh(x) ol
ue E'-EO et h(x)e H(m). Si h(x) est égal a 1, alors uh(x) appartient a E*. Sinon
h(x) appartient a H(i)-H(i+1) pour un iy m, et la conjugaison par un élément h(y)
deH(m) donne : h(y)uh(x)l'x(y)-1 = vh(z), avec v = u(i-y(1-Tr y)-1j(5)-1e E'-Eo.
et z = y(143(3)) + N I@DO=Tr Y7 + (x(1=Tr y)=y(1-Tr x)IN(=y(1-Tr y)”'3(3)),
en posant j(u)au/u - 1, de valuation 0 si p est impair. Choisissant y de valuation

- . 1
i, on aura donc : z € yj(u)+x+ *1, d'ou z € is si 1'on choisit y tel que

i
- i+ ;FE E
yj(u)+x c;kE . Ainsi uh(x) est conjugué & un élément de (E'-EO)H(1¢1) par un élé-
ment de H(i). En itérant le procédé, on obtiendra un élément de E'-Eo conjugué a
uh(x) par un élément de H(m), d'ou (i) =}(1i). Les autres implications sont

claires. C.Q.F.D.

Proposition 4.9 :
a) Si n est impair, la formule (*) est vérifiée pour tout élément elliptique g

tel que gn soit régulier.

b) Si n est pair, la formule (*) est vérifiée pour tout élément elliptique g (tel

n , P P
que g soit régulier) non conjugué a un élement de E®* de valuation impaire.

Preuve :

Dans les conditions indiquées, on a, grace a la proposition 4.4, Jl(g):fig).
si A (s):A(gn), le lemme 4.3 donne le résultat. Sinon, n est pair, et on est dans
un des cas suivants (proposition I.3.3)

- g est non ramifié et n'a qu'un point fixe dans l'arbre. Alors g ne conserve
aucune aréte de l'arbre, et 11(3) est vide, ainsi que }i(g). Donc C)T(g)=0
et G)?(En)=0. d'ou la formule (%).

- g est ramifié et n'a aucun point fixe dans l'arbre. Alors la valuation de g
dans l'extension ramifiée qu'il engendre est impaire. Le lemme 4.8 montre

encore que JL(g) est vide, C.Q.F.D.

d) La formule (®) pour n pair, et g conjugué a un élément de E® de valuation im-

paire.
On peut évidemment supposer que g appartient a E* : g= Jx. avec J‘z : et

x(.lEo . Alors gn est regulier si et seulement si xn est regulier (x/xz-1 est impossi-

ble si x est de valuation paire), ce que l'on supposera. On a ZS(g)=1 et
D™ A (x"):bix) = g H N
pour un entier k)O vérifiant xeF'(lo’}JZku ), et x€F*( 1+ Zk'z) Posant j=x/x - 1
7" E ' E . »

on a valEJ = 2k+1 (pour tout ceci, voir I.3).



C. BLONDEL

Le lemme 4.8 entraine f1(g)= {1,0" , d'oﬁ par la formule (2) :
na @0 e = n(X@+ X @)
or X(3/§) =) (-1) =1 car 1€ o» d'ob
(2") nA@ O & = nK(FH K0+ X (N

~

D'autre part, on a fL(g) =41 (x) = fl(x), d'ol par la formule (1) :
(11 A P& 5™ = nd ) X e ' xe), st Y x0™h.
t€ G/E*H(m)
-1

t xt € E*H(m)

Le premier travail consiste a déterminer f1(x).

Lemme 4.10 :
Soit r un entier. On note :
H = {h(t) / valE(t-§)=2r} .
Alors, posant 2k+1 = valE(§/x -1y1,ona:
- Si 2k+1<m : £)(x) = H(m=-(2k+1))/H(m) U CH(m-(2k+1)/H(m)
(réunion disjointe)

- 51 kelym : N (x) = v (H(r+[3m]-k) AN) H_/H(m)
m=(2k+1)< 2r€ 2k+1-m

(réunion disjointe)

- En particulier, si 2k+1=m ou m+1 :
fNx) = HO/H(m) = H(0)/H(m).

Preuve :
L'application : G—a H
uh(t)—>h(t), ueE®", h(t)eH,
passe au quotient en une bijection de G/E®*H(m) sur H/H(m), ce qui permet de calculer

fl(x) dans H. Par les formules du II.1, on a (avec J=x/x - 1) :

- t(1-t) ]
(a) h(t) xh(t) = h{ —————— )x(1+t])
(1-Tr t)(1+t))
Cet élément appartient a E®H(m) si et seulement si :
(b) valE(t) . valE(l-t) - valE(l-Tr t) - valE(lotJ)>m - (2k+1).
Or en prenant les déterminants dans (a), on obtient :
Nt € - Tr(’}]:)ci:}.
donc valE(\otJ)zo. et la condition (b) devient :
(¢) valEt - valE(l-t) - valE(l-Tr t))m - (2k+1).
or valE(l-Tr t)}lnf(valgt. valE(1~t)) ; la condition (c) impose donc :
(d) Sup (valEL.vaIE(l-t)))m - (2ke1).
Si 2k+1{m, le lemme en résulte puisque g h(t) = h(i-t) (il suffit de considérer
les déterminants modulo} pour voir que la réunion est disjointe, car détq = -1).
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On suppose a présent 2k+1} m. Alors les conditions valEtJ>m et valE(H-t)j)) m sont
équivalentes, et la condition (d) implique :

(e) inf‘(valEt,valEU-t))),m - (2k+1),
et en particulier :

valE(1-Tr t)ym - (2k+1).

D'autre part, on déduit de la condition (c), en examinant tour a tour les cas val
valEt( 0, valEt = 0, que valE(I—Tr t)¢ 2k+1-m, d'ou :

(f) m = (2k+1)¢ val (1=Tr t)¢ 2k+1 - m.
Posons 2r = valE(1-Tr t), soit r = valF(T-Tr t), et supposons que la condition (f) soit

I_:t’.>0.

vérifiée : m - (2k+1){ 2r  2k+1 - m (si 2k+1=m ou m+1, alors r=0 et on obtient aisément
le résultat).

- si r¢ 0, on déduit de : Trrlié =:1]E(1”-)-] qu'il existe t'€ E, de valuation 2r,
tel que Tr t' = Tr t. Alors uzt-t' est de trace nulle, donc h(u)é N et h(t)=h(u)h(t'),
avec h(t')€H . 51 valpt32r, alors :

valE(t) + valE(l-t) - valE(1-Tr t)y 2rym - (2k+1),
donc h(t)e SL(x). Si valEt(Zr (alors valEt =z valEu est nécessairement impaire) la con-
dition (c) devient :
(g) 2 valEu - 2r>/m - (2k+1),
ce qui équivaut a :
m - (2k+1) + 2r+1

h(u) € H( )nN,
2

d'olu le résultat.

- s1 r)0, alors Tr tcu}]' = Tr (}o’]]gr). Donc il existe t'€ }o(}}]‘;r-}:”‘)
tel que Tr t = Tr t', et on a h(t)=h(u)h(t') avec h(t')€ Hr et h(u)=h(t-t')e N.

Si valEt. )/0, la condition (c) est vérifiée. Si valEL< 0, la condition (c) devient (g),
d'olU le résultat.

- sif r=0, i1 existe t' tel que valE(t'-§)=0 et Tr (3-t') = 1=-Tr t' = 1-Tr t (remar-
quons au passage que HO=H(O)={ h(t)/t.cdE et valF(l-Tr t)=0} ). On termine comme précé-
demment .

Le fait que la réunion soit disjointe découle de ce que :

h(x) € n(y)H(m) == (1-Tr x) € (1-Tr y)n.j[““'*”]),
d'ou en particulier val (1-Tr x) = val (1-Tr y). C.Q.F.D.

Lemme 4.11 :
a) S{ O¢1¢m, l'application h(t)—t fournit une bijection de H(1)/H(m) sur
1 Hym
Jele -
b) L'application h(t), __,t fournit une bijection de H(0)/H(m) sur
G - G- P/ hE-
E EE [taer]
) Soit U un systeme de représentants dans d' de d'/h’\}] . Pour 2k+1y m
et m-(2k+1)¢ 2r ( 2k+1-m, on note :
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£ (x) = (H(rs+[§n] -k) AN) H_/H(m)
et P (x) un systéme de représentants de }lﬁ(’* in 'kJ/ ]I“‘B“’],

Alors | h(J A )h(}(!-(-ﬂ)ru)),) € Pr(x).ueum} est un systéme de représen-
tants de n.r(x).

Preuve :
a) On a : h(x)h(y) = h( x+y(1-Tr x)), d'ou le résultat puisque val (1-Tr x) = O
si xéH(i),i} 0.
b) Idem, en remarquant que H(0) = h(t)/te({ et 1-Tr te d‘}
neyted -3 ) -
c) Soit h(t)e fl(x), avec valF(1-Tr t) = r. Alors 1-Tr t = dét h(t) est déterminé

"

modulo dét H(m) = 1-‘1‘1'/};1 = 1+ }E(mn)‘] , multiplicativement, donc la classe de 1-Tr t
est parfaitement déterminée dans :Fr_’]lr-»'l/:p r+[}(m4~1)_] , dont (- )ru, u eUm est
un systeme de représentants. Pour tout uéUm, 1'élément h(}(l-(-m')ru)) appartient
a Hr et a pour déterminant (-mru. Soit ueum tel que :
-Tr t = (-D)'u[u,]ll}(“"”]].

Alors il existe h(y) EH(m) tel que h(t) et h(i(l-(-w)ru))h(y) aient méme déterminant.
Donc t=z¢§(1-(-W)ru)¢y(-ﬁ)ru, pour un z de trace nulle, et h(t)€EQ(x) implique
n(z)e Hir+[m]-k) AN. on a h(t)=h(z)h(3(1=-(-"u))h(y), donc h(t) est congru a
h(z)h(}(l-(-(ﬂ)ru)) modulo H(m).

De plus, u étant fixé dans Um' la condition :

h(z)h(3(1-(-3) u)) € h(z)h(FO1=(-T) u))H(m),

ou z et z' sont de trace nulle, entraline z=z'¢y(-D’)ru pour un y dans] :, soit
zz Z'LF'EM&].

nfin le noyau de la trace de E sur F est FX, et N est isomorphe a F par l'appli-
cation : 10(0’-1):X0——+ )«, XCF. De plus :

H(2L)AN = H(211A N = N(D=1+(r -1 § FL.

On a donc : H(rO[im]—k)f\N =N§}(ro[§ﬂ-k)])

H(me2r)AN = N(r+[jm]), d'ol le résultat.

Aprés ces préliminaires, passons au calcul proprement dit. Les propriétés indi-
quées dans les propositions I.2.1 et I.2.8 permettent d'obtenir :
-1\n 12n~-
t" gt =¥ Txt
- -l . -~
s (Fx), U ~
_ - ' in . Zn 7=1\n
z (3-”‘)2,5('5 dét t)oF ot xt.

Soit, par le lemme I1.2.9 :
(e g st g™ - T;‘(x TR 8, (a6t 0 (573N,

ST, s (2T kM) M)
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Or la pr'oposition I.2.8 équivaut 3 :
- : n_.n
Ir Tx= (5%, g (77D 7&'1'

Calculons e((b'n,xn) :

]
on a : [nz(a’no),etxnz)n(“a c)avecAel",

o Win b 1ed
val b = k, et a, c, dt}(kﬂ, donc :
in in
J¥ &
d (3™ x" =« , — ) = (b,&f’“)p.
@i b

I1 reste donc :
(g s 'g" ™) = (@I e) @ aee 0 (T s(F DT i s ™.
Remarquant que s(t-lxnt»):I (Proposition II.2.1), la formule (1') devient :

3 A" O™ = n @0 XY " MTHA .

. Z (", qét t)FX(t"x"t,n.

tel (x)

On notera S(x) la somme Z ..... figurant dans l'expression ci-dessus.
t € N(x)

Lemme 4.12 :

Si 2k+1¢m, alors :

- ~ ~-
3(x) = L(b(-d)) Ky e qkqi(](xn,lh X", 0.

Preuve :

Par les lemmes 4.10 et 4.11, on a :

S(x) = Z [(3*".1-" t) X(nn)"x"nm.n’(ﬁ *",dém’h(t))
¢ m- 2k0‘|)/ m F - 1-n F.
3 AR X (o5 ey, 0]

Dans ces conditions, 1-Tr t est une puissance n-ieme, et dét g =-1, d'au :

, -1
AT SIS ) - noen
D'autre part, posant J = x /x - 1 (et non x/x - ! comme plus haut), d'ou j=x /x = 1,

on a (cf (a) dans la demonstration du lemme 4.10) :
t(1-t)}

"ty = p( ————— ) x"(1ety).
(1=Tr t)(1et))

ne)”!

t(1-t))
Mais h( ————————)1+tJ) est de déterminant 1, d'ou, avec les notations
(1=Tr t)(1+t))
~

~
du lemme II.2.5 , et posant 60= 6.(tvon)”!
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~ t(1-t)} ~ t(1-t)J
X (h( )(1+£3)) = eo(htj)?o( _—
(1=Tr t)(1+tJ) (1-Tr t)(1+tJ)
N(t)J
B ( )
70 1-Tr t

aprés simplifications, en tenant compte du fait que 170 est de conducteur 2m, et que
~

éo(h y)= /70(-y) siy cJ'En (car X est trivial sur les commutateurs de E*H(m)).

Il reste donc :

~ N(t)J ~
stx) = X (x", 1) Z 4 » o+ @D XGER
te -(2k+1) ,, m 1-Tr t
SEE .
N(t)J)

. ( ).
-(2k+1) m70
teflp {]E 1-Tr t

Qor 170 est de conducteur 2m, et la condition valE(JN(t)(l-Tr t)-1)) 2m équivaut a

m-(2k+1) m-k .
valEt?m-k. Soit t.(]l E , avec valEt< m-k, et UCJJE . 0Ona:
N(t+u)j N(t)J 3Tr(ut(1-t))
(———) = ( ) ( ) (apreés calcul ).
0 1-Tr(t+u) ’70 1-Tr t 0)0 (1-Tr t)2

Posant xn= )\n(ua*bx’) comme plus haut, on a :
x"-x" -2b8
- 2k+1
j= —— = = -2b 11}15 .
X 1#a¢bb’

uisque est de conducteur 2m, es acile de voir que on peut remplacer par
Pui 0 d 2 i1 t facile d i 1! t 1 J

-2bd =f dans la sommation précédente, d'ou :

§ N(t)J rN(t)
m-(2k+1) m')O( ) = m-{2k+1) m-l:70(
telf s 1}1 B N-Trt tely {]( . 1-Tr t

)

) .

f Tr(ut(1-t))
( ———).

.u( m-k/ m'?o (1-Tr t)2
Pe

Or l'application :r\ — ",0( Xr\ ) est un caractere de F® de conducteur m, d'ou :
[
(3) J%("x):ou 1¢mg .

d c'y‘/ll

D'autre part, a t fixé, l'application :
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,P k¢ :F?[}(m-kwalg(mﬂ

Tr(ut(1-E))

u ., f >
(1-Tr t)
est un homomorphisme surjectif.

On en déduit que si k+[§(m—k-valg(t)+lﬂ(m, alors la somme en u, a t fixé, est nul-

s

le. Or cette condition équivaut a valEt(m-k—l. Il reste donc :

N(t)j N(t)
2 My k Z ).

_ q - M —
te’]JrE(an)/'}‘ -Trt tE’Pmk /’111;::1(0 1-Tr t

. Hm-k-1 m-k _ m-k m-k-1
Ona.’\E -;FE UE J ‘j'(H E)'
d'ol : N(}E’k" -1 “"k) = N(§H™Ke ‘d LIS 11 ),

~

Z N(t) Z
t (r )z 1e2 (=268 (- MKy,
€ ¢ €-h m-k-1 ’}Jm-k ”)0 1-Tr ¢t * ve U.Z 70 v

Définition 4.13 :

Soit h un élément de E de trace nulle, avec val_h = 2m-1. Soit L le caracteére

E
de k* défini par :
L(y) = 1 81 ye k*

2

L(y) = =1 sinon.

On note G(h) la somme de Gauss :

(h) = ( .
G(h ygk.uy) Mo hy)

On a aussi : G(h) = 1 + 2 Z > vo(hy).
yek*
De plus : cm? - L(-1)q = (_‘)i(q-ﬂq‘ et si h et h' vérifient les conditions indiquées :
G(h) = G(n') s1 nn*"'e (92
G(n) = -G(nh*) s1 hn' e (- %0
on pose : G(-ZJ(-J)m-‘) z Lq* .

(Pour ces propriétés des sommes de Gauss, voir [ W ]).

[

On obtient donc :

N(E)
meic Pl T ) = G-269 (D)™ ")
-Tr t

2
te l;-k-‘I{FE
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D'ou :

st) = X, 006(=20 T (-@)™*=) o+ () a=DE K0 1y6iand (- THKR-Ty

QG(=2b T (- @™ (X (x", 1)+ Y&, 1)

L= %) ¥ -2 F-TH™ Y [X(x“,n + X (2“,1)] , C.Q.F.D.

Corollaire 4.14 :

La formule (*) est vérifiée, lorsque n est pair, pour les éléments g€ E%, de valua-

tion impaire, et tels que A(g )>q }m'

Preuve :

La formule (3) et le lemme 4.12 donnent :

A0 (& sy = n@ I pyLev- )™ e X(T ",s(«f"

. A(x)qk’i (X(x ,1) X(x 1)),
r: o A(x) = q-§(2k+l)'
et i (@) = (=¥ L L),

Il reste donc :

AEMO "™ = ne X5 "s(d M X M« X T,

d'olu le résultat, par définition de X , en comparant avec (2').

On_suppose a preésent 2k+1y m. Pour m-(2k+1) ¢ 2r ¢ 2k+1-m, on note Sr(x) la somme :

in . ~v..-1n
S.(x) = 2 (D ?,dét t)p X7 xe,n,

t &nr(x)

de sorte que S(x) est la somme des Sr(x).
Le point (e) de la démonstration du lemme 4.10 montre que, pour h(t)e f2(x), on a

htjelo-'J: (ol j:in/xn - 1). On obtient donc, comme dans le lemme 4.12 :
~

s 0 = X (") 2 (J¥ -1 SEL N SLICIR I
h(t)é& .n.r(x) 1-Tr t
Grace au lemme 4.11, on peut décomposer cette somme de la fagon suivante :

2 2
Z J(l-(-tn)ru) -J2z EY
S (x) X(x 1) (D’gn )Flyo( —

- ) 0( ———r—)'
ueu, 4-W)'u  zeP (x) (=Wu
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Remarquant que (5}n,u) u!(q-” (calculé modulo)] , c'est-a-dire dans k*), on pose

alors : Z J(l-(-J)ru 2

5,(r) L(u) /70( —_—
uey, 4= u

30=(=8)"w)
S (r) =
2 weu, 7° 4=
(r,u) Z M o -JZZJ>
S_(r,u) = - ), pour u€ U .
3 zePr(X) 0 (-D)ru m

Proposition 4.15 :

a) Ss(r,u) = q[*m]q“”k'm’” si m-ke+r est impair.

SB(F.U) = L(u) L(b(-J)_k) qi qu]q“k*r-M) si m-k+r est pair.

b) On a S1(r) = Sl(-r). Sz(r) = SZ(-r').
Supposant r)O, on a :
- Si m-k-r{ 0 et m-ker {0, alors S,(r) = 0, et

Sz(r) = :7 0(-“)(“’1)‘1 E(mo‘l:)] -1

- Si m-k-r{ 0 et m-ker = 1, alors :

Lb(-a)%) ¢ o} qE“’"”}’. et

S,(r) = -q B(m”]-'.

S1(r)

- 81 m-k-rg 0 et m-kery 2, alors S,(r) = Sz(r) = 0.

- S{ m=k-r )0 et r> 0, alors S‘(r) z Sz(r) = 0.

- Si m-k est pair, m-k) O, alors :

$(q-1)

QB(D’”]'*""“’(:.(-U ,70(-_1)), et

51(0) =
R (me1)] <3 (m=k)
52(0) s qB‘ ] (1olyo(-J)).
- Si m-k est impair, m-k ),l. alors :

1)| - kel -
5,(0) = g Bmer)] -d(o-ke ‘b Lv- ™) s,u.n)o(-g)). et
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5,(0) = qB‘"’*'i"*‘"'-k*”qi L(b(-8)7%) e,(u(-n*““”%(-;)) (pour m-k#1)

Preuve :

a) Les inégalités que vérifie r permettent de remplacer j par f = -2b)' dans la
somme ; on calcule alors cette somme par des moyens analogues i ceux employés dans la
démonstration du lemme 11.12,. en utilisant le point (3) et les propriétés indiquées en
4.13.

b) Les techniques sont les mémes ; la encore, on remplace j par f, et on travaille
par réductions successives. Le fait que Sl(r) = 51(-1"). et Sz(r) = SZ(-—r). découle de ce

que :
(1=(=-3) )2

r = (-(D)-ru-1 + (-U)ru - Zv
(-R)'u ‘

et 1'on peut supposer que Um=U;1'
Seul le cas m-k=1, r=0 difféere un peu de la démonstration du lemme 4.12, c'est pour-
quoi Jje le traite ici

On a :

5,000 = ) (-39 ugum Lt a0 4 (2™

Mot-23) Z FLAN [(met) Mo &ru( 1.1))70(“{‘( 142)7 ).
ue !

(7-/1:}1 z ejl/’]l

Mais si m-k=1, on a val 2 ok}m, donc 70(H‘uz) est trivial. Il reste :

- i(mv‘!] -1
5,(0) = t ’70““’ uék,u*‘“"’%(em%(eru“).

En remarquant que uou.1 =z 20u-1(u-1)2 = -2~u-1(ud)2, on s'apergoit que 1l'équation

/\z u¢u-1¢2. uék'.)e k, a une solution en u si et seulement si ,\(X-M) est un

Earré dans k. De méme, 1'équation A:u.u"-z a une solution en u si et seulement si

)(A +4) est un carré dans k. De plus, ces équations admettent deux solutions distinctes
en u si )\ 40 et A ¢4 pour la premiere, /\ #0 et.); #-4 pour la seconde. Enfin, si )\ve'rx-
u (q-1)

fie 1'une des deux équations, on a A“q-” = , d'ou :

2 u“q-l)yo(lf(uou-1) = Mol + (-1)““‘”/70‘-“) . z/\“q-nyo‘““'zn
ugk®

ACA-4)ek®

. i(q-1)
ot gt X a0 20
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Oor :

> 2)*‘““’7[,(“ Me o D x*“‘"’yo(rh

AA B ek® A - ek

W ) )«““"’%UAM ) ()-1)*“‘“’7(,“)))

Aek® Ae k*
A1 A1

3 Z ,\“q'”7o(rb . 70‘” 5 A“q'”%(rk))

Aek* Aek*
A# A #=1

B Qemoeenaee - Mol - (-nila-n,,

On obtient de méme :

2

(q-1) 3(q-1)
A (30 A) = 3 G(O(Tem (=£)) = (=1) (-£) - 1.
M hel) e k® {70 70 70

En regroupant les résultats, on trouve :
S 3(q-1) -1
u (8f(usu ') = G(F) ( (if) «+ (-3if)),
u€k® /? 0 770 c7°

d'ou le résultat puisque /70(!:1') z '?o(ij).

Corollaire 4.16 :
La formule (®) est vérifiée pour les éléments g€ E®, de valuation impaire, et tels

n -im

que Ag™gat"

Preuve :

En regroupant les résultats précédents, on trouve dans tous les cas :

s = L= ™ £ ot KX . XG0,
grace aux faits suivants :
- lorsque m-k est négalLf ou nul, alors 2k01>2m, donc IQO(J)=1, soit :
(1+3) = B - 1.

On a ainsi X(xn,l) . i (;n,i) = 2 X(xn.1). et en calculant

S(x) = E: Sr(x), la somme des puissances entieres de q apparaissant dans chaque Sr(x)
r

vaut qu.
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- lorsque m-k est strictement positif, on fait apparaitre le facteur :
X(x", 1)(1+0(143))
XM 00X E DG 0™
X (x",1) + X ",

C.Q.F.D.

A, 00 +mo(=3))

e) La formule (*) pour les éléments hyperboligues réguliers.

D'aprés la remarque 2.4, la correspondance est déja entiérement caractérisée.
Il n'en est pas moins intéressant d'établir la formule (*) pour les éléments hyperbo-
liques réguliers, d'autant que les propositions 3.18 et 3.26 rendent ce travail fa-
cile.

Soit z un élément hyperbolique régulier, qui est une puissance n-iéme. Les pro-
positions 3.18 et 3.26 montrent que la formule (*) est vérifiée si A(z))l :
onaalors @:f-(z,l)=0, et @T(h)=0 pour tout h vérifiant h"=z carA(h))/l également.
Si A(z):q-k avec k) 1, la proposition I.3.3 affirme qu'il y a modulo /.Ln(F) un seul
élément h_ vérifiant h"=z et A(ho)=q-k ; les autres éléments h tels que n"=z mais
hf /‘hho vérifient A(h):l, d'ou @T(h)=0. La formule (*) devient ainsi, en posant
g:h0 et gn=z, et en rappelant que T est triviale sur ,U-n(l") :

(9 Bz&", 5™ = nBte)

pour gn hyperbolique régulier, et A(sn)= A(g)( 1.
a o0

L'invariance par conjugaison permet de supposer g = (
0 b

) avec a, bEF* et

b 0

val(l-bn/an) = val(1=-b/a) = k) 1. On pose 8, = (
0 a

) . Si R est 1'induite é‘;{"

de ¢ X) et R 1'induite a H' de X , les propositions 3.18 et 3.26 nous donnent,
grace aux faits que s(gn):s(g':):! et que le cocycle P est trivial sur GLZ((f)

k1
(1 Bzte"ste™™") = Tr Reg", 1) . )y S [Tr R (' “) g 1)
kel 0o 1

] u(}k-roll‘}'
-
+ Tr R( (‘l u) gn l)] .

o 1/ !

et :
t k-1

1
(2) @T(g) = Tr R(g) « Z Z_ [Tr R( (l u) g) + Tr R(( U) 31)] .

Kerel ke 0 0 1
r=1 u‘} /J

Les éléments intervenant dans la sommation (1) sont exactement les puissances

n-iemes des éléments de G intervenant dans la sommation (2), puisque :
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OB NP9 Ll B R WA

n-1 1

ouv=a"""" (14072 82/a% 4 ...+ b7 /a" 1) appartient a U'(no}k)u,
donc a méme valuation que u.
I1 suffit alors de montrer que pour z = (1 u)s ou (‘ u) 31, avec u € (f,
0 1 [
ona: Tr i(zn,l) = n Tr R(z), soit, en choisissant un systéme de représentants L
de H'/E*H(m) contenu, comme z, dans K' (sur lequel le cocycle est trivial) et en

utilisant le théoréme II.2.7 :

Z ni((t"zt)“,?) =n Z X (t7'zt).
tedl tefd
t” znt eE‘nH(m) t-‘zt €E"H(m)
Cette égalité est tout-a-fait évidente, par définition de X , a condition de

-1znt € E’nH(m) sont

1

montrer que pour tout t ¢ f), les conditions t-1zt¢ E*H(m) et t
équivalentes, et qu'elles entrainent t-1zt¢EoH(m) ; or cela découle du lemme sui-

vant :

Lemme 4.17 :

a) Si z est hyperbolique, et tgK', alors t.dzt. appartient a E*H(m) si et

seulement si z appartient & F*A®*(m).

b) Pour z = (1 u) (a 0) , alors z appartient a F*A*(m) si et seulement si
0o 1 0 b

A(z)\(q'[}(m‘”] et val "),E"']' 1.

Preuve :

-1 N
a) Si t 'zt appartient a E®H(m), il doit fixer L_ et L] puisqu'il est hyperbo-

lique (Lemme I.3.1). Or 1l'ensemble des points fixes dgns l'arbre d'un élément hyper-
bolique, s'il est non vide, est tel que de tout point fixe est issu un chemin infini
de pointsfixes (cf Lemme I1.3.6). En particulier t-‘zt. doit fixer un rayon de la bou-
le B“‘o'l‘l' [im] +3). Or H(m) fixe cette boule, et E® yagit de telle sorte (Proposi-
tion I.3.2) qu'un élément de E® fixant un rayon de la boule fixe la boule entiere.
Donc t“zt doit fixer B(LO,L]. Bm]oi). c'est-a-dire appartenir a F‘A'(?[}m]) qui
est normalisé par K', d'ou z¢ F'A'(Z[}m]), et le résultat si m est pair. Si m est
impair, on obtient z€ F*A%(m-1)NE®H(m) = F*(1s BT IH(m=1)n E*H(m)

s FPOe T HH(m) (car E*AH(m=1) = 1).
Mais m-1 est pair, donc l+']|:" = (e im-1)
b) Clair par 1'écriture matricielle de A*(m) (cf Proposition II.1.1).

) (e 'é') d'ol le résultat.
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Corollaire 4.18 :
La formule (*) est vérifiée pour les éléments hyperboliques réguliers.

Remarque :
On pourrait utiliser les formules de caractére induit 3.18 et 3.26 pour calcu-

N o~
ler explicitement les caractéres de T et T. Ce travail me parait inutile puisque
P. Kutzkoa calculé les caractéres des représentations supercuspidales de GL2 (E(OZJ)
et que la formule (*) permet d'en déduire immédiatement les caractéres des représen-

tations supercuspidales spécifiques de G.

III.5. LA_CORRESPONDANCE : SERIE NON RAMIFIEE.

Soit E une extension quadratique séparable non ramifiée de F. On plonge E*
dans GLZ(F) de sorte que E* fixe le sommet standard Lo de l'arbre (i.e. E*CF*K).

Avec les notations et définitions de II.3, on peut énoncer le résultat essentiel :

Théoreme 5.1 :

s AU n
Soit ‘é'un caractere régulier de E* .,

-~ -
- Si D n'est pas exceptionnel, on note T la représentation irréductible spéci-

fique supercuspidale ?(6) de E qui lui est associée. On définit par

B(x) = é(xn). x € E®, un caractere régulier de E*, et on note T la représen-

tation irréductible supercuspidale '1‘e de G associée a 6.

- S_iGest exceptionnel, on note Tf 1'une des deux représentations spécifigues

irréductibles de F*K qui lui sont associées, et T la représentation induite

EEQ 1. On définit un caractére ) de F* par :
=~ n
}\(x; Q) st x iN(g). sc15'0
}nq}(-b’):-‘rr‘l’\'((ﬁ!n ( ) ).

1

On note T la représentation speciale 0 ( X I l*. Xl l-i) de G associée au

caractere X (cf Remarque 2.3).

~ -
Alors T correspond a T, i.e. leurs caracteres verifient :

n n n.-1
) A" Oz, 56 nZnA(h) 9T<n)
h =g

pour tout g€G tel que gn soit régulier.
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Corollaire 5.2 :

L'application T +——T définit une injection de 1'ensemble des classes d'équiva-
lence de représentations spécifiques irréductibles supercuspidales de la série non

ramifiée de ?f, dans l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréduc-

tibles admissibles de G. L'image de cette injection est formée des représentations

irréductibles supercuspidales de la série non ramifiée de G de caractére central tri=-

vial sur /L(F), et, si n est pair, des représentations spéciales de G attachées
n
aux caracteres de F* non triviaux sur /ﬁ#?) dont le carré est trivial sur )&n(F).

Pour obtenir le corollaire, il suffit d'appliquer les théoremes III.2.1, II.4.1
et IT.4.2, et la proposition II.3.1.

Preuve du théoréme:

Tout revient a prouver la formule (*), et pour cela on suivra, au moins dans le
cas non exceptionnel, la méme méthode que dans le cas ramifié (§ III.4). Pour plus
de clarté, on prouvera la formule (*) successivement dans chacun des trois cas sui-
vants :

PREMIER CAS : le conducteur relatif de‘é est 2m ou 2m+1 avec m3 1.
DEUXIEME CAS : le conducteur relatif dei; est 1, et 6 n'est pas exceptionnel.
TROISIEME CAS : éeet exceptionnel.

PREMIER CAS :
Il est tres semblable au cas ramifié traité en détail en III.4, on se contente-
ra donc de donner les grandes lignes de la démonstration. On utilisera systématique-

ment les notations de II.3 (Propositions 3.3 et 3.5).

a) Premiére réduction de la formule (*) pour les éléments elliptiques.

Soit g un élément elliptique de G tel que gn soit régulier. Comme on l'a remarque
en II1.2.d), la formule a démontrer devient :
() 8EM0z" 56" = n Ae)Bp®).
L'usage des formules habituelles de caractere induit, puis de la proposition

I1.3.5 donne :

A(s")ef(sn.s(s")") : ndigM Z st g™ e ‘“6 g™,
te G/E*H(m)
t™'g"t ¢ E*"H(m)

tandis que :
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nde)Bye) = n Ace) Y T T,
t € G/E*H(m)
t-jgte E®* H(m)
L'idée est de comparer terme 3 terme ces deux expressions, d'ol 1'intérét du
lemme suivant (ol Eo désigne le sous-groupe F‘(1+]IE) de E®) :

Lemme 5.3 :
n :
a) On a s(x )=1 pour tout x de E®H(m) si n est impair, pour tout x de EOH(m)
8i n est pair.

b) On note encore B (resp.® ) l'unique prolongement de 9 (resg.e ) & E*"H(m)
(resp. E*H(m)) si le conducteur relatif de§ est 2m, a g*" H(mn) (resp.

E®*H(m+1)) si le conducteur relatif de ‘é est 2m+1. Alors 3 (xn): O (x) pour

tout x de E*H(m) ou E*H(m+1) (suivant la parité du conducteur relatif de 9).

c) On a Tr Tf-é (x") = Tr ‘Tfe (x) pour tout x de E*H(m) vérifiant A(x) = Ax™).

Preuve :

a) Voir la preuve de la proposition II.2.1.

b) Clair par unicité du prolongement, car6 est trivial sur les commutateurs
de E*H(m).

c) Si le conducteur relatif de 6 est pair, 1'égalité annoncée n'est autre que
b). Si le conducteur relatif de 6 est impair, on a par la proposition II.3.3 :

0 si xg EO(H(m)-H(mH))
Tr My (x) = a 800 s1 xeEgH(me1)
- B(x) si xe E'oE .

On a les mémes formules pour Tr T_ (x), er'nH(m), en remplagant 8 parg
En particulier, les éléments de H(m+1) agissent sur l'espace de T, (resp. 1T~ )
par le caracteéere © (resp. § ). Grace a b), on en déduit 1'égalité annoncée pour
xe,E H(me1), et méme pour tout xCE’H(m\) vérifiant A(x) = A(x ) (cette condition
assure que x e(E'-E JH(m+1) entralne x ¢(E‘-E JH(m+1) ; cf Proposition I.3.3).

L'égalité est verifiee pour les éléments de E (H(m)-H(m+1)), car leurs puissan-
ces n-iemes appartiennent encore a E (H(m)- H(mn)) (on montre comme dans la proposi-
tion II.1.4, c) que pour ucE et h(x)eH(m) H(m+1), on a (uh(x)) = vh(z) ou vcE

et z ¢nxe ). Il reste a 1a prouver pour les éléments de (E'-E )JH(m) dont la

puissance naieme n'a qu'un point fixe dans l'arbre. Or :

Soit u€E®-Ej, et h(x)H(m). I1 existe h(y)€ H(m) tel gue h(y)un(x)h(y)~
appartienne a E®*H(m+1) (cf Lemme 4.8).

L'application x ._._.xn respectant la conjugaison, on a le résultat voulu.

C.Q.F.D.

98



CORRESPONDANCE LOCALE

Notons : _n,(g',m) te G/E*H(m) / t'1gt¢E'H()"
et N(g,m = {t( G/E*H(m) / t"g"aes-"u(m)} .

Corollaire 5.4 :

Soit g un élément elliptique de G tel que gn soit régulier. Si N(g,m) = Nl (g,m)
et si n est impair, ou bien n pair et A(g) ¢ 1, la formule (*) est vérifiée.

P
I1 s'agit maintenant de comparer Sl(g,m) et fl(g,m).

b) Etude de 1l'intersection TNE®*H(m), T tore elliptique séparable de G.

Lemme 5.5:

Soit T un tore elliptique séparable de G. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes:

(i) TNAE*H(m) contient un élément n'ayant qu'un point fixe dans ]'arbre.

(ii) T est conjugué de E* par un élément de H(m).
(iii) T est contenu dans E*H(m).

Preuve:
Voir le lemme 4.8. On n'a pas besoin ici de supposer p impair, car pour tout

ueE‘-Eo. la valuation de u/u - 1 est nulle.

Proposition 5.6 :
Soit T un tore elliptique séparable de G. Alors :

a) Si n est impair, ou si T n'est pas isomorphe a E*, on a :

(TAE*H(mN)" = Tn E*"H(m).

b) Si n est pair et T isomorphe a E*, alors (Tf\E'H(m))n = T"n E'nH(m) si et

seulement si T est contenu dans E*H(m).

Si T n'est pas contenu dans E*H(m), alors (Tn E’H(m))n est d'indice 2

n n ) . ,
dans T ME® H(m) ; l'element non trivial du quotient est repreésenté par

n . L .
’ , ou J'est un element de (fg fixe de trace nulle.

Preuve :

Les raisonnements sont analogues a ceux du cas ramifié ; voir III.l.c).
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Corollaire 5.7 :

a) Si n est impair, la formule (*) est vérifiée pour tout élément elliptique

g tel que gn soit régulier.

b) Si n est pair, la formule (*) est vérifiée pour tout élément elliptigue g

(tel que gn soit régulier) non conjugué & un élément de JIEO (i.e. n'agissant
pas par une involution non triviale sur une sphere de rayon 1 de 1l'arbre).

Preuve :

La encore, les raisonnements sont analogues a ceux du cas ramifié. Le seul

cas ou la formule (*) ne découle pas directement des résultats 5.3 a 5.6 (joints

a ceux de I.3), est celui ou n est pair et ou g appartient (a conjugaison prés) a
E* et vérifie A(g)=1. Si g n'appartient pas a ‘YEO' alors é/g‘-l-rjs et
A(gn) = A(g) = 1 par la proposition I.3.3. On a alors Q(g,m) = Ji(g,m) = ’ ‘l.f} ,

et i1 faut montrer que :

ste™” ! 1r xﬁ§<g“) + 3@ Tﬁ;(g ) = T Wy () + 77 T (&)-

L'usage du lemme 5.3.c) nous raméne a prouver que s(g )

car g" s'écrit xn (a b)ou/\eF'et. a
. c d c

fixant qu'un point de l'arbre ; donc val ¢ =

c) La formule (*) pour n pair, et g conjugué

b

) est un él
d

0 et s(gn)=1 p
C

a un élément d

[
= s(g ) = 1. C'est clair

ément de GLZ(Cf) ne

ar définition de s.
.Q.F.D.

e g, F).

A conjugaison prés, on peut supposer gs
g régulier). On a alors A(g)=1, et Ag™:

au moins égal a 1.

Lemme 5.8 :

L. -1 n .
Soit t un éleément de G tel que t g t appartienne a E'nH

appartient a E H(m) et on a :

:x avec xch

Ax™)= A(x):q-k

-F* (ce qui équivaut a

ou k est un entier

-1
(m). Alors t 'xt

g st ")™Y = e0® (J7, aét v (N0 e .

Preuve :

, -1 .
Il découle de b) que t xt appartient a EOH(m). L'utilisation des propositions

I.2.1 et 1.2.8 et du lemme 1.2.9 donne :
-1

(2 'g st g")” ’[7;‘(f.753"5'4 (§"aet v (§7s§Mh.

La partie entre crochets vaut & (6 n,xn)
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Sn est scalaire, donc s( S")ﬂ, et le lemme 5.3.a) assure que s(t"xnt) vaut 1
également. C.Q.F.D.

Par la proposition 5.6 on a ﬂ(g m) = { 1,0’} donc :
A(s)@ (g) = Tr"n’ (g) + Tr']f ).
D'autre part IL(g m) = fl(x, m) ; le leme 5.8 montre alors que, si 6 est de conduc-

teur relatif 2m, la formule (*) 3 démontrer équivaut a :

5™ 5l n, 5T - 0w + 0 @
t e N(x,m)
En revanche, si gest de conducteur relatif 2m+1 et si t€JS2(x,m), on voit faci-
lement (par b), le lemme 5.8 et la proposition II.3.3) que t-'xteE'(H(m) H(m+1))

entraine Tr 1T~(t-15nt) = 0, tandis que t-IxteE‘H(mH) entraine TrTV=(t~ - nt:) =

(-

qe(t-1gnt). La formule (*) équivaut alors a :

LRI T Y Z (I 7, g6t 0. 8¢ %" = -0 - B(@).
t eflix,m)
t™'xt e E%H(me1)

Or E H(ml) est distingué dans E’H(m), et comme on l'a remarqué plus haut, la
condltion t 1xt,(-: E*H(m+1) équivaut a t.- xt&E H(m+1) ; cette condition sur t est
donc bien invariante a droite par E*H(m). D'autre part un élément t tel que
t-1xt¢E'H(m+1) a pour image dans G/E®*H(m+1) un élément de N (x,me1). Puisque E®*H(m+1)
est d'indice q2 dans E*H(m), on pourra sommer sur les t de f1(x,m+1), a condition
de diviser ensuite par qz. Finalement les deux formules ci-dessus peuvent se con-

denser en une seule : soit ¢ le conducteur relatif de § , et m' = D(col)] (de

sorte que m'=m si c=2m, et m'=m+1 Si c=2m+1=2m'~1) ; la formule (®) a démontrer
équivaut a :
- Al - ~ ~ -
() (-0 % KB g™ DI ® S TN 1T L) = (=0 (B (r) +0(@).
tefl(x,m')

Pour établir cette formule, il faut tout d'abord déter‘mlnerﬂ (x,m'), ce que

1'on fait de la méme maniere qu'en 4.d)

Lemme 5.9 :
Soit r un entier. On note H = {h(t) / valE(t-i) =ret valp(l-‘rr t) = r} .
et N(r) :[h(xS), xe€ "} .
Si k¢m', a_lgg%_(x,u') est reéeunion disjointe de H(m'-k)/H(m') et de
cH(m'=k)/H(m").
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Si k)/m’, alors fl(x,m') est réunion disjointe des N([;(m'-kﬂwﬂ) Hr / H(m'),
pour m'-k {r{ k-m'.

Remarque :
En comparant les définitions de Hr en 4.10 et 5.8, on constate que dans le cas

non ramifié on doit ajouter la condition valFU—Tr t) = r. Cette condition était
obligatoirement vérifiée dans le cas ramifié (et p impair) car un élément elliptique

ramifié x de valuation paire satisfaisait toujours a valEx =2 valFTr X.

Lemme 5.10 :
a) Pour 0¢( iém' L}'application h(t) }—— t fournit une bijection de H(i)/H(m')

i m'
sur :PE/:FE . o
b) Soit U , un systéme de représentants de U/'/h;j( » &t P_(x) un systéme de
- m'
représentants de :}1 (m'+r k”)-]/:}l . Pour kym' et m'-k¢r{k-m', on
note ﬂr(x,m') = N( B(m -k+r*1)-_|) H /H(m'). Alors

lh( §X) h(3(1- & u)).AePr(x), ueum,l

est un systéeme de représentants de .Qr(x,m').

Avant d'entamer le calcul, on remarque que la formule (*) est compatible avec

la torsion de 9 par un caractere X de F* (le caractére § étant alors tordu par le

caractere x‘-—OI(x ) de F'). Pour plus de clarté, on suggosera désormais 9 trivial

sur 10]5. Le prolongement dee a E*H(m') est alors donné par : O (h(y)) = g(l-y)

si y appartient BJmE .

Lemme 5.11:
a) On pose § = (;n-xn)/xn et fr =2 (;n-xn)/Tr xn. Alors valEJ z valE Sr = Kk,
et 3e 3 +H gk.
b) Pour tout h(t)e fl(x,m'), on a:
Bh(t) s h(1)) = O™ BlLi-N(Y(1-Tr 1) ).
c) S{ k¢m' et h(t)E H(m'~k), ou si k)m et h(t)e fl(x,m"), on a :
Bu-me)y-Tr ©7H = GO-SeNIO- Tr 7).
d) On_pose pour x (jm : tp(x) z 6(1- ;x). Alors 7 est un caractere def}]m.

de conducteur c.
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Preuve : -n n

a) car : }j =

b) On a : . t(1-t)

h(t)” 'x"h(t) = h( ) X0 (1et).

(1=-Tr t)(1+t])
Cet élément appartient & E*H(m') pour h(t)e {l(x,m'). Appliquant ‘é’(h(y)) = 0(1-y)
(y CJ{S'). il vient aprés calculs 1'égalité annoncée.

c) Il suffit de vérifier que dans les cas annoncés, on a :
k +2 valEt - valE(1-Tr t);m'
et 2k + ¢ valEt, - valE(1-Tr t)),c.

1+;

m' ~ =< -
d) On a pour z(:’](E : gt — ) = e(h-z-z).
_ 1+2
142 N '
. m c m c
Oor z — —— definit un homomorphisme de’}l E /J]E sur Ker Nn(lﬂs ) / Ker NN (1+ ),
1+2
- . m' c m' c
et z p—p 2-z définit un homomorphisme de']q E / E sur Ker Tr n}]] E / Ker Tr néls .
L 1
Puisque Ker Tr n}I: H 5}1"’ , le conducteur de 7 et le conducteur relatif de sont
égaux. C.Q.F.D.
: Jn B} X,.-1n
Pour etablir (*), il nous faut calculer S = ( ,dét t)Fe(t x t).
tell(x,m")
Par les lemmes 5.9 et 5.10 on a, pour te¢fl(x,m') :
1 8i k(m'
A" ger thg =

r
(=1) =i k)/m' et t cﬂr(x.m').
En appliquant les lemmes 5.10 et 5.11, on aboutit a :

s = Qux™ E ﬂ)(r NE) (=Tr )71y 0 ™ Z »}(-r N O-TF )7 1)

m'-k 1 m m'-k . m'
t efE i]qg t c;P . 1}15

si k¢m'
6 . K-m' ] (\~Jru)2 ¢ _ )2 J? r
S = (x ) Z (-1) X ( ) Z /7(——-—-) st kym'.
r r J
rzm'-k uCUm,,y g v ,\ePr(x) oo
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Lemme 5.12 :

Soit 19 un _caractére de F de conducteur c}2 et m' = [}(cn) . On note L le

caractére non trivial de ({' ou de k* valant 1 sur les carrés, et si b est un élément.

de F de valuation c-1, on note G(b) la somme de Gauss :

G(b) = Z L o = £ (o) o, ot g2 = L(-n).
u ec"/u_lx
a)Soit b un élément de F de valuation k avec 1¢k¢ m' ; la_somme

b N(t)
S(k) = } ( ) vaut :
m'l7

m'=k
te E '{PE 1-Tr ¢t

stk) = (-n¥ qk 8i c est pair,
S(k) = (-l)k+1 qk*‘I si c est impair,

- '—
soit S(k) = (-1 k qk qzm <.

b)Soit k et r des entiers avec k)/m' et m'-kgrg k-m'. Soit b un élément

de F cde_valuation k-r. Alors la somme :

S(k,r,b) = (bxz) vaut :
x C‘I’ [}(m'ﬂ'-kdﬂ/} m'er

q§(2m'-C) 3 (k+r)

S(k,r,b) 8i ker-c est pair
L. 4 - -l
S(k,r,b) = qf(28'=C) Hiker=1) ¢\ pC=1-KePy o) kar-c est impatr.

c)Soit k et r comme en b), et soit b un élément de F de valuation k. Pour

i=1 ou 2, on définit la somme :

Si(r,b) = Z L(u)17(b|7ru)7(b5-ru-1).
u€ d'/'li’lm'

Alors S (r,b) = Sx(-r,b). et :

-

i ry Sup(0,c-k,k-c+2), on a Si(r,b)=0.

V-
kyc et c-k¢r¢ k-c, on a s1(r,b):0 et s (r‘,b):(q-l)qm "
k)c et rzk-c+1, on a :S,(r,b):qm'dc(bwc-k-‘) et Sz(r.b)=-qm

k {c et 0¢r¢c=-k, on a : Si(r‘,b)zo.

‘-1

e |0 |0 (& 0
[N (S [

c-k > 0 est pair et r=0, on a :
L
Si(O,b) . qi(Zm c) q)k

(m (20) u-n’/? (-2b).
- 81 c-k 23 est impair et r=0, on a :
5,(0,b) = P T TE 1 TTT S PN e
- 81 c-k=1 et r=0, on ne connait que S1 :

$,00,0) = o™ 7' G(b) (Mmi-2v) o m (20)).

)‘7 (-20)6(-b DKy,
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Preuve :

b
a) On a 7( 1-:it: ) =1 si valEt)/rz E(c-k#iﬂ . On découpe alors la somme suivant

les ciasses t +,.P;/,F:" te']I:"k/,]J"E", et on constate que la somme sur une telle
classe est nulle si val_t{ c-k-r, et vaut qZ(m'-r) sinon. i c-k est pair, il reste
S(k) = q2(m'-r) = q2m'- qk. Si c-k est mpair, il faut encore calculer
Z 7(b'N(t)), ol valcb'zc-1, qui vaut 1 + (q=1) Z ly(b'l\) = -q, d'ou
tekE 2m'-c k rex
S(k) = =q q -

b) Le procédé est identique (on découpe la somme suivant les classes de
J(i/‘}m‘”‘, oui = [}(c-k-&rﬂ)-_‘).

c) C'est encore le méme procédé dans la plupart des cas : on découpe la somme
suivant les classes de 1+ :Pc_k‘r"/liilm', ou de 1+ch-k-r-1/1+r31m‘ (selon les cas).

Le cas particulier c-k=1, r=0, a été traité en détail en 4.15.

Il ne reste plus qu'a regrouper tous ces résultats :

- s8i k¢m', ona : S = S(k) (é(xn) + e()-("))

1]

k 2m'- k X =, -
= DS M T B+ BG™),
et la formule (*) s'ensuit immédiatement.
k-m*
. . . = ..n
- si kym', on écrit S = Q(x ) Z S,.» avec :
rz=m'-k

k=c 3(2m'=c) }(ker)
q q

S = (=1) (=3f1) Sz(r.éf) si r+k-c est pair

s = (_‘)k-c-lqi(Zm ~¢.:)q}(kor'-\)G

(-82{' Dc-k-1)lp(-§f) S1(r.£f) si rek-c est
impair.
On fait alors usage du lemme 5.12.c) et on obtient
- si k)c, les Sr sont nulles pour |r|;, k-c+2 et pour ]rlé k-c et r+k-c
impair. Il reste :
k-c
s = 9uxMis .5 - s )
-kec=1 K=C+1 -(k=c)e2i
i:0
On calcule les sommes intervenant en tenant compte de ce que :
cona Mi-in:er By = PGM
e G=r 323 Neir 3"y - L= §L=1)q = -q puisque § °
n'est pas un carré dans k°®,

- 81 k(¢ les Sr sont toutes nulles s1 ré0 et {1 reste S:é(xn)s , que

o]
1'on calcule comme précédemment, en remarquant que :

— -~ -
BaxMOem-rn = O™ - BT,
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Dans tous les cas, on obtient facilement la formule (*). Finalement :

Proposition 5.13 :
La formule (*) est vérifiée pour tout élément elliptique g tel que gn soit
régulier.

d) La formule (*) pour les éléments hyperboliques réguliers.

Si g est un élément hyperbolique tel que A(sn) » 1, la formule (*) est tri-
vialement vérifiée (0=0) par les propositions 3.17 et 3.19. Reste a étudier le cas

oug = (a 0) avec va1(1-ba-1) = val(1-b"a™™) = »1. La formule (*) devient

0 b
alors : err-(gn,n =z n@.r(g) et son établissement se réduit, exactement comme dans
le cas ramifié (IIT.4.e)), aux points suivants :

- un élément hyperbolique appartient 3 E*H(m) si et seulement si il appartient
a F*A*(m),si et seulement si j1 fixe la boule B(Lo.m) (cf Lemme 4.17).

- so0it z un élément hyperbolique de F*K tel que Z}(z) = q-k. et t un élément
deK. Alors t”znt appartient a E*"H(m) si et seulement si t”zt appartient a E*H(m),
si et seulement si t“zt appartient 3 F*A*(m) (en effet z et zn ont mémes points
fixes).

- 8i z est un élément hyperbolique de E*H(m), alors Trﬁ(é)(zn,ﬂ =nTr Tfe (z)
(en effet, cette égalité s'écrit Tr 116(2“) = Tr 116 (z) ; elle découle du lemme 5.3).

Proposition 5.14 :

La formule (*) est vérifiée pour tout élément hyperbolique g tel que gn soft
régulier.

DEUXIEME CAS :
Soit 6 un caractere de E'n non exceptionnel, de conducteur relatif 1. La repré-

- -~ . — -
sentation TT ( @) est alors une représentation de F*K = H.

a) La formule (*) pour les éléments elliptiques réguliers.

Soit g un élément elliptique de G tel que gn soit regulier. La formule (*) s'e-

crit pour g (avec les notations de la proposition I1I1.3.6)

Ai™ Z s(t-‘gnt)-1‘l‘r 7T ,(t-1gnt) : Ag) Z Tr TTe(t-‘gt).
t €G/H o t' €G/H
£l eFek v gL e FoK

106



CORRESPONDANCE LOCALE

La somme de droite est une somme sur les points fixes de g puisque t"gt appar-

tient & F*K si et seulement si g fixe tLO.

Lemme 5.15 :

Siget gn ont mémes points fixes dans 1'arbre, la formule (*) est vérifiée.

Preuve :
n N . . -1 n oy
Si g et g ont memes points fixes, alors les conditions t g teF et
-1 . - s
t gt € F*K sont equivalentes. Il s'agit donc de montrer que si t 1gt appartient a
F*K, alors :

Tr Tye 1 (t7'g", st g

)y = Tr ’Wo(t-1gt).

En se reportant a la proposition II.3.3.3°), on constate que la trace de Tfe'
(ou cde 'Tfe ) en un élément x de F*K est donnée en fonction de é; (ou de © ) par une
expression qui dépend de 1'image de x dans GLz(k) ; les quatre expressions possibles
de cette trace correspondent (dans l'ordre de la proposition II.3.3) aux quatre cas
suivants

1- x fixe S(LO,1)

2- x ne fixe aucun point de S(LO,I)

3- x fixe un et un seul point de S(LO,I)

4- x fixe exactement deux points de S(Lo.l).

Ici, puisque g et gn ont mémes points fixes, les éléments t-lgt et t-1gnt de F*"k
relevent tous deux du meme cas (1, 2, 3 ou U).

Dans le cas 1, t-1gt est conjugué dans H & un élément de F*A*(1). On peut donc
choisir t de sorte que t"gt soit de la forme Au ol A € F* et u est d'image scalaire
dans GLz(k‘. Alors s Xnun)=1 et 1'égalité de traces cherchée est évidemment vérifiée
par définition de O .

Dans le cas 2, on peut choisir t tel que 1'élément t-1gt soit de la forme A u

ou X\ eF* et ue(dé— d‘(h(:lls))l\‘(l). Alors s( )\nun)zl (car u" s'écrit (a b)
c d

avec val ¢ = 0) et 1'égalité est verifiee. ‘031 (’L
-1
Dans le cas 3, on choisit t tel que t gtg¢ ) , avec X € F*

ok

Le cas U est impossible si g est elliptique (voir la forme de 1'ensemble des

-1 n . . . .
alors s(t 'git):z1 et l'égalité est verifiée.

points fixes de g en I.3).
C.Q.F.D.



C. BLONDEL

Il faut maintenant traiter le cas des éléments elliptiques g tels que g et
gn n'aient pas les mémes points fixes dans l'arbre. Alors (voir la proposition
I.3.3) n est pair, et 1'on est, 3 conjugaison prés, dans 1l'un des deux cas sui-
vants :

1- 1l'extension quadratique engendrée par g est ramifiée, conserve 1l'aréte

LO,L g de l'arbre, et g= Sx ou le carré de { est une uniformisante de F et ou
x et g ont mémes points fixes dans 1l'arbre.

Alors la formule (*) est vérifiée. En effet le membre de droite vaut 0

car g ne fixe aucun point de l'arbre, et le membre de gauche vaut 0, car si tL

1 0

est fixé par gn, alors t-]gnt = Jn(t- xnt) appartient a F*K mais n'appartient pas
a Fe'k (valf_,ﬁn = in).

2- 1'élément g appartient a E* et s'écrit g= 5)‘ uoll )eF", 5 est un élé-
ment de d:: de trace nulle, et ué€ 1{}(; vérifie A(u) = A(gn) = q-k avec k1.
La valeur du caractere de T en gn s'exprime comme plus haut sous forme d'une som-
me portant sur les points fixes de gn dans l'arbre, qui sont les points de la boule
de centre LO’ rayon k, c'est-a-dire la réunion des sphéres S(Lo,i) pour 0¢ ié K.
Puisque E* agit transitivement sur chacune de ces sphéres (Proposition I.3.1), tout

point de la sphere 3(L_,i) est 1'image de LO par un élément de G de la forme yti

0

ou y€E* et t,1 =z (ﬁi 0) . Puisque y commute a gn, on obtient :
0 1
k
n n n =1 -k -1 n -1 -1 n
Ag )@ (g',s(g) )=ngq Card S(L.,1) s(t, gt ) T TT JStogt).
T 0 i i e i i
i=0
On calcule facilement s(t}‘gnti) s (-1)kﬁ.

P -1
Four ik, l'element t.1 gnti fixe tous les points de S(LO.1) et 1'on obtient

-1 -~ ~ ,
Tr ‘rfe,(t.i gnti) = (n=1)0( Sn A" Tdét u')
(ol 1'on a posé é: §0 .T o dét comme dans la proposition II.3.3).

L. -1 n
Pour izk l'element tk g t ne fixe qu'un point de S(LO.I) (car les points de

k
S(Lo,k) sont extrémaux, au sens évident, dans l'ensemble des points fixes de gn) et

1'on obtient : Tr ﬁe, (t;1gntk) = =BT A Fraér UM
Finalement
k-1
na X BSM"A M T et WM ((a=1) (-1 (1e(qe1) Z(-n‘q"‘;-
1=

- g+

-1
Me™ B ss ™
-~ ~
= -2n B )nsn)f(dét un).
En revanche, g n'a qu'un point fixe dans l'arbre, donc

A(g)@-.r(g) = -0(\) T(dér SuneO(S) - 90<§)>.
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o T(x) = T(xM, xers, et B x) = G x"), xeEr.
Or 60( f/;’) =z eo(-1) = o(1) = 1 puisque n est pair.
Finalement A(g) ﬂ,l.(g) z =2 9( ),X)T'(dét u), et la formule(®) est vérifiée.

Proposition 5.16 :

La formule (*) est vérifiée pour tout élément elliptique g tel que gn sonit

régulier.

t) La formule (*) pour les éléments hyperboliques réguliers.

Soit g un élément hyperbolique de G tel que gn soit régulier. Le cas A(gn)z 1
étant trivial (car @E(gn) = @T(g) = 0 par les propositions 3.17 et 3.19) on se
raménz (comme dans le cas ramifié 4.e), ou dans le premier cas d) plus haut) a

9,(An xn);TrTre(kx) si /\ € F* et x = ( a u) avec a, b€1:$k,

montrer que Tr TT
0 b
Ax) = q-k(k )/1) et u G’]ﬁ . Les images de x et x" dans GLz(k) sont alors triviales
et les traces ci-dessus valent (q-1)§( An)"—r'(dét. x") = (g=1) O( M) T (dét x) par
définition de § et T (ol T est un caractére de F* tel que la restriction de§ a
1+;FE coIncide avec T o N, et T (x) =7 (x")), d'ol 1a formule (*). De plus, l'ex-
pression ci-dessus étant indépendante de u, il est trés facile de calculer ®?( )nxn, 1
a l1'aide de la proposition 3.19
k-1
@-.I-.( )nxn'” = n (g=-1) 'é’\,)‘n);}( (dét x") Z 2 qr

r=0

2 n é( )\n)'T'(dét. xn)(qk-\).

Proposition 5.17 :

La formule (*) est vérifiée pour tout élément hyperbolique g tel que gn soit

régulier. Pour un tel g, on a de plus :
n n
@z - 01 A 'y

A(gn)®?(sn.s(gn)_1) s 2n@aM To"aM - Ag™n st A" (v,

N n n . - .
ou a et b sont les valeurs propres de gn. et ou T est un caractere de F* te] que

- -
la_restriction de § a 16']1[_: colncide avec To N.
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TROISIEME CAS :

On suppose n pair. Soit 6 un caractére exceptionnel de E*" (Définition II.3.2)
et T 1'une des deux représentations spécifiques irréductibles de F*K associées a
6 par la proposition II.3.6.3°). Rappelons que si l'on fixe un caractére non

—~
trivial Y de k., la représentation™ est caractérisée par la racine carrée !7 de
3g-1% ,
(-1)"’(q )B(ﬁn) vérifiant :

—~ T~
(gt (‘ °) RELEA ST
11
ou G(Y,a) = Z L(\) Y (M\a), pour ae(’l(d'image a dans ‘T/J] ). La définition de
Ae k*
R donnée au théoréme 5.1 est donc convenable, puisque :

X -9 2oy, n?

. q-1 " 2 (_ni(q-l) q
=8
= X @.
Le caractére de la représentation spéciale T = @ (X l H, X | I-i) de G vaut
([JL] chapitre 7, Proposition 7.6 et Théoréme 7.7) :

@T(g) = - X(N(g)) si g est elliptique régulier

6,

A(g)-‘ Y(dét g) ( |a/b|i + |b/a|i - A(g)) si g est hyperbolique
régulier, de valeurs propres a et b.
Pour prouver la formule (*) de correspondance entre T et T, nous allons voir
que le choix de % , i.e. le choix de }(oJ), n'intervient que dans le cac des
éléments elliptiques ramifiés ne fixant aucun point de 1l'arbre, que nous traiterons

en dernier.

a) La formule (*) pour les éléments hyperboliques réguliers.
On obtient exactement comme dans le deuxieme cas (Proposition 5.17), en rem-

plagant n par in, le :

Lemme 5.18 :

Soit g un élément hyperbolique tel gque gn soit régulier. Alors :
@-.f(;”) = 088 A(s"))1
A(g")@f(g".a(g")“) = nBEM TN (1-AE™) st AT,

~ -~ .
ou a" et " sont les valeurs propres de gn et ou T est un caractere de F* tel gque
la restriction de® a 1+$

-
coincide avec T o N.

E
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Examinons maintenant le caractére de T :

- si A(gn) )1, alors A(n) = A(sn) pour tout h tel que hn=sn (Proposition I.3.3)
n n : n
et, si a et b sont les valeurs propres de g :

- 3 3 n
ZA(h)@T(n) cn Z X(ao cfap ol o orsalt - A™.
n_n
h =
g (ep
La somme }i 1( 7) est en facteur dans l'expression ci-dessus ; mais elle
(€ /a
est nulle puisque X est non trivial sur/ph(Proposition II.3.1). La formule (*) est
donc vérifiée.
N n N n n n
- slzﬂ(g ) (1, et si a et b sont les valeurs propres de g , on peut choisir

a et b tels que val(1-b/a) = val(1 - bn/an) ; alors :

Z Am) B () = n Z X (eeT) + n Xcav)(2-Ae™
hn=gn T‘I“n

7 #
n Y (ab)(1- Ag™).

Pour obtenir la formule (*) il ne reste plus qu'a montrer que :
X(ab) = B (aMT (b"7a").

or = X(ab) = X(a) \b/a) = §a™ Kvra).

De plus b/a appartient a 1ﬂ$. donc il existe y¢ E tel que N(1+y) = b/a. Alors

Yibra) = Ben™ = T o NCe™) = T"a™ C.Q.F.D.

Proposition 5.19 :

La formule (*) est vérifiée pour tout élément hyperbolique g tel que gn soit

régulier.

b) La formule (®*) pour les éléments elliptiques non ramifies.

Le caractere de T n'étant plus donné par la proposition 3.17, on ne peut plus
enployer la méthode de comparaison terme a terme pour établir (%), et {1l nous faut
calculer explicitement le caractere de T en tout élément gn elliptique régulier, a

partir de l'expreasi-n :

@™ 0:6" 5™ ") = 4ndig™ 5__ Trawe” g, st "),
t ¢G/FK
t"gnt.gr'x

ou M= 1“6, si 7 z 7 L dans les notations de la proposition II.2.6.

m
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Si g est un élément elliptique non ramifié, on se raméne par conjugaison au cas
ou g appartient a E*, et le raisonnement déja fait dans le deuxiéme cas pour prouver
5.16 donne :

k
A"z 56M™ = in AlgM Z Card S(Lg, 1) Trr(e] g 80t " DT,
i i=0
ou t, = o , et A™ = K.
0 1
- si A(g")=1, on vérifie que s(g")=1 et 1'on obtient Tr W(g",1) = - O(g") - é(g")

= -2 k(dét g), d'ol la formule (*).
- si A(gn)( 1, alors :
(g-1) 0(g™ si i¢k

-1 n
Tr W(t, gt 1) = -
1= {-em") si 1=k,

car tzlgnti est scalaire modulo A*(1) si i { k, unipotent modulo A*(1) si i=sk.
n 181 Ag) = A
D'autre part : s(r,i g ti) = 1ok

(-1 si A(g) = ' (voir le deuxiéme cas).
On trouve donc :

-si A = AiM :

k-1
A(sn)®-.i.(sn.s(gn)-1) - 10 &M BE™ ((g=1)(1e(qen) Z al™ - (qeng®h
- i=1
: -n Ag™ O™
= -n A(g) X(dét 8),
d'ou la formule (*).
-s1 Ag) = 1 :
k-1
A(sn)®?(gn.s(gn)-1) = inAE™ O™ (1K1 (1-(qe) Z =0t - (qend®™h
i=1

H -ne(gn)
= -nA(g) X (dét g),

d'ol la formule (*).

Proposition 5.20 :

La formule (*) est veérifiée pour tout élément elliptique non ramifié g tel

que sn soit régulier.
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c) La formule (*) pour les éléments elliptiques ramifiés.
Soit g un élément elliptique ramifié (régulier) de G ; on peut supposer (i

conjugaison prés) que le tore maximal T qu'il engendre dans G est contenu dans

JK', i.e. conserve l'aréte {LO,L de l'arbre de G. Puisque n est pair, gn a
toujours des points fixes (Proposition I.3.3), et s'il est régulier 1l'ensemble de
ses points fixes dans l'arbre est une boule B(L L. Jk+3), k0, ou A(gn)g 'Q(Zk”)_
Cette boule est la réunion pour 0 i{ k. des spheres S(L ,L ,S-oi), contenant

L i'ti LO' et sur lesquelles T agit transitivement (Propositlon I.3.2). On en déduit
comme précédemment :

k
A(gn)@):f.(gn,s(gn) ! lnA(g ) Z Card S(L ,L ,u}) Tr1W(t, i8 t .s(t n ;1)-1).
i=0
- si A(g) = A(gn) = q-i(Zk”), alors g= Ax avec p € F* et x¢ l:]ﬂ Zk”. On a
donc gn = ann avec xn = (1+a b ) , val b = k+1, val ¢ = k, a, d (,.31 (voir
c 1+d
I.3 et la proposition II.1.1). Puisque tignt;l = Vxn (1+a iba > et que 1+d est
c® 1+d
une puissance n-ieme, on a s(tigntzl) = 1. De plus 1'image de t.ixnt;1 dans GLe(k) est
1 si i¢k, ou un unipotent si i=k. Donc :
k-1
A(g")@;({.s(g")") - nAEHOOAMT @st xM) ((g-1) Z 2q' - 29
i=0

= -n AN O (MM T (aét M.
Mais dét x appartient a 1+ H, et peut donc s'écrire N(y) avec y¢ 1+ £ Alors
Teaér x) = T (™) = By™ = XNy = K(@ét x). Par ailleurs
é( )n) = X(dét)s). On a donc 6( AT (et ") = K (dét g), et la formule (*) est
vérifiée.

- si A(g)=1, alors g=A§ x ol A €F*, x¢ 1+ 2ke1

, et (rest une uniformisante
¥ 2 . . d.?
de T de trace nulle ; on pose : € ol € ¢ *, la classe de £ modulo
déterminant la classe de conjugaison de T. Dans ce cas gn A" w}nein xn appar-
1
s . -1 .

tient a F*2" mais pas a F'nK, et la valeur de e?(gn,s(gn) ) va dependre effecti-

vement du choix de T . Ecrivant matriciellement xn comme ci-dessus, on constate que
-1 -1

pour ik, l'image de t xnt1 dans GLz(k) est 1, donc la trace de T'I"(t1 gnl 1y

i i
proportionnelle a celle de T (@ n). est nulle. Il reste :

n - - - -
INT: )@T(g".s(g“) s e Ag™ 20" e g st g DT

-in n n n -1 n n -1 =1
nqg OO TrIY th t, .s(; X tk) ).

Or 1'image de t xnt.-

1
K K dans CLz(k) est 1'image de l'unlpolent( ! 0) ’

-k
cd 1
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donc :

n _n -1 n, _n-1-1 in _in -1 -1 =1
e W3 X", s(] M x 6, ) ) = e(fs e x(w*“f_*",thntk) . |
inain n =1
LTr W (65D th tk)

= @i, e*")Fm*“g*“,cm'k)F Boelny,

. T (aér XM g Y,cm‘k)

LCed) Les™) 0 ed™) T (ast x ”.

-k
. Llcd ) c(‘~Y,1).
Finalement :

A(gn)@)i‘(gn,s(gn)-‘) < n OCAMLCE™ B g™ T (aet Mmaecy,n ot

Tandis que : nA(g)@T(g) = -n X(dét g).

L'égalité entre ces deux expressions sera donc assurée si on vérifie que :

~ in x - . -
Ycaét @) = 0™ L B e T (et mG(Y, 1 q i
or = X(aét @) = X (A% X-a) Xce) Keaét x), et :
XcA% - 6cA™
Xidét x) = X(N(y)») = By™ =TNGy™) = T (dét x™), si y est un
élément de 1{}( vérifiant N(y) = dét x.
E -3
A=) = -3 "mGly,n.
Pour calculer X( €), on choisit e 6(3’& vérifiant N(e) = £ . Alors :

Y(e) = Xene = Be™ = BcedHI™ - Buner™ Brernr ™.
Puisque Q(N(e) " - e(&sn), il ne reste plus qu'a montrer que :

Blesari™ = Lne)™), eé(j:':.

Or e/e est de norme 1, donc :

1 si (e/E)!n appartient a (Ker N)n

5((e/§)§“) =
-1 sinon.
Mais (e/e)

i"e (Ker N)n implique ein
in 2 n , o -

N(e) = a N(y) est un carré dans (f et L(N(e) = 1. Reciproquement, si N(e)
- in

est un carré dans (J'. alors ezay ou a¢ F* et N(y)=1, donc (e/é)Qn = (yly) = yn

B ayn. avec an/'. Y€ (jé. donc
in
)

appartient a (Ker N)". On a bien 1'égalité annoncée, et la formule (*) est vérifiée.
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CORRESPONDANCE LOCALE

Proposition 5.21 :

La formule (*) est vérifiée pour tout élément elliptique ramifié g tel que
gn soit régulier.

d) Lien avec la représentation de Weil impaire.

¢ . 2
Si nz2 (et p impair) et si @ est un caractére de E* trivial sur (Ker N)z, mais
non trivial sur Ker N, on vient de calculer entiérement le caractére de -’f", ou "i” est
e -~
1'une des deux représentations spécifiques irréductibles de G associées a 0 (cf II.3)

si X est défini comme au théoréme 5.1, on a :

-2 A(g) X(dét g) si g est elliptique, 52 régulier
2 @ 2 2 . 2 2
A" 7(87,s(87)) = ] 0 si g~ est hyperbolique et A@E)
2 X(dét g)(1- A(g)) si g est hyperbolique régulier,
choisi tel que A(g)= A(gz) '@

La comparaison avec les résultats de Y. Flicker ([F]Lemme 2.2, convenablement

rectifié) prouve alors que T est équivalente 3 la représentation de Weil impaire

associée au caractere impair (i.e. X (=1)=-1) X. dont la construction est rappelée
en [F] 2.2.

Si n est pair (et p impair), les représentations supercuspidales de -5 associées

aux caractéres exceptionnels de l'extension quadratique non ramifiée de F (cf II.3)
apparaissent ainsi comme les analogues, pour les revétements métaplectiques d'ordre
pair de GLZ(F), des représentations de Weil impaires du revétement métaplectique
d'ordre ¢ de GLZ(F).
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