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L'EQUATION “3" AVEC DECROISSANCE AU EORD SUR CERTAINS OUVERTS

CONVEXES D'UN ESPACE DE BANACH

par Alain RAPP

Etant donnée une forme différentielle w, continiment différentiable, 9 fermée,
de type (0,q) sur un ouvert convexe a frontiére réguliére d'un espace de Banach
complexe, on montre que 1'&quation 3o = w admet une solution lorsque w satisfait
3 des conditions de décroissance au bord de 1l'ouvert et '"d'uniforme intégrabilité"

au voisinage de 1l'infini.

NOTATIONS.
(q)

Soit E un espace de Banach complexe ; U un ouvert de E ; Qk (U) désignera 1l'es-
pace des formes différentielles k-fois continiiment différentiables sur U et de type
o

(0,q). Etant donnée une fonction V continue sur E & valeurs dans R, on note V

1'ouvert défini par {¢ € E|V(g) < O0}.

o
On dira que la frontidre de V est réguliére par morceaux si V est 1'enveloppe
supérieure d'une famille finie (Vi) de fonctions continlment différentiables tel-

. P ] o~ o
les que chaque V{ soit bornée sur V et non nulle sur la frontiére de V.

OPERATEURS k . — Dans la suite, X est un vecteur non nul de E. A toute forme w

°

dans qu)(U), on associe la forme Wy de Q(q—])(E) définie par

wxo(g ;'X1’°":Xq_1) = N(E H XO: X])"~) Xq_])
lorsque £ € U et

w, (€3 xl,...,xq_]) =0

o

lorsque £ € E \ U.

Lorsque l'application t » w_(E + tX_ ; Xq-l) est intégrable par rapport 4 la me-
q PP % o

sure du plan complexe (dt a dt)/t, quel que soit £ dans U et Xq_‘ dans Eq_], on
pose ‘
‘ - dt A dt
k@ (@ = 7 [ u (e, + p LG
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OPERATEUR 3. - Soit w dans (% (U). On définit duw par

1

(3w) (& 3 xl""’xq+1) =T

k+1 dw . -
(-1) — (£ ; x,,...,xk,...,qu)

k=q+1
k=1 Xy

Lorsque w est seulement dans qu)(U), pour tout sous—espace vectoriel H de dimen-
sion finie dans E, la restriction de w & U N H définit un courant [1] ; on posera

SH(m) = B(wlU r\H) au sens des courants.

Etant donné w dans qu)(U), on dira que w admet globalement un 3 s'il existe
mE ﬂ§q+l)(U) tel que Eﬁ(m) = le, pour tout H sous-espace de dimension finie de E.

(q)

(U), alors w admet globalement un 9 qui coincide
] q

On remarquera que si w €

avec le 9 habituel.

Lorsque w est dans qu)(U), on notera w' l'application dérivée pour la structure

réelle sous-jacente de E.

THEOREME 1. - Soit V un ouvert convexe borné a frontiére réguliére par morceaux de
E. Soit w dans Ql(q) (\.7) tel que
() vx3 € B9, 1im |suplu(z ; xV], -e <v() <o] =0

e >0
(i) Il existe € >0 tel que (3w)(E xq+]), resp. w'(E ; XqH) , sott borné sur
{g]-e <v(E)<ol}, pour tout x3*! € g1*!,
Alors

(a) |kq| (w) admet globalement un 3, resp. kq(w) S Ql(q_l)(,\ol)

(b) 5kq(w) et kq+l(5b) sont dans qu)(V5 et w = kq+1(§b) + 3(kq(m)).

La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant :

o
LEMME. - Soit V un ouvert convexe, borné, de E 4 frontiére réguliére par morceaux
et X, un vecteur non nul de E. Alors :

s QE_%_EE {t € q
unt formément par rapport d E.

Me -e < V(ErtX)) <0} est un O(c) localement

Démonstration. - Posons ¢, @2, x,y) = V. (¢ + (x+iy)X,) + A. En utilisant la con-

)
vexité de V] on constate d'abord que, pour tout L., X,, y, tels que
. . —
T, € V et T, * (x, + iy )X € BVi nv » 1'une des dérivées partielles.

9, 9%,
g;l (T,s 0, %,,¥,) oUu 3;1 (¢., 0, X, y,) est non nulle.
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3%,
Supposons, pour fixer les idées, que s;i- ne s'annule pas en C,s 0, X5, ¥,) et

appliquons le théoréme des fonctions implicites. Il existe un voisinage W de

(¢,» 0, x ), un intervalle JA', B'[ contenant y, et une fonction ¢ de classe C]
définie sur W, 3 valeurs dans JA', B'[, tels que y = ® (z,A,x) soit solution impli-
cite de 1'équation @i(c,A, X, y) = 0 avec (Lo, O, X,, y,) comme conditions initia-
les. Puisque chaque Vi ne s'annule pas au bord, on choisit W de telle sorte que

IVi o P ] soit borné inférieurement par un nombre a > 0 sur W. Il existe ainsi un
voisinage V de ¢_, un intervalle ]A,B[ contenant x, et un nombre a tel que, pour

tout € € ]0, al et z € V, on ait :

f/si, tn{la, B[x ]JA", B'[} = {x+i¢ (£,A,x)|x € ]A,B[, 0 <A <&}

. , L . L P

Puisque |Vi o P l est minoré par a sous les conditions précédentes, l§7—1 est

majoré par % sous les mémes conditions et 1'aire de 1'ensemble :
€
i,z .
de compacité permet maintenant de construire un ouvert A contenant E; et un nou-

o —
v N {]A,B[ x ]A",B'[} est majoré par §;é . e, pour e <a et £ € V. Un argument

o
veau voisinage V de r, tel que 1l'aire de V N A soit majoré par K.e pour tout

1,¢
dans V. De plus, pour € assez petit et ¢ assez voisin de ¢,, les t pour lesquels

o o
¢ + t.X, appartient 2 Vi N V, appartiennent i A.

On en déduit donc que l'aire de {t]; + tX, € G? 8l G} est un ((e) localement uni-
formément par rapport d . On a clairement la méme conclus1on pour l'ensemble
{:[g + tX, € VE} Enfin la distance de l'origine a V . N V; est s.c.1. par rapport
4 ¢ et décroissante par rapport 4 € ; elle est donc localement bornée inférieure-
ment par un nombre strictement positif, indépendant de € ; on obtient ainsi la méme
conclusion en substituant la mesure EETQTEE & celle de Lebesgue.
t

Revenons & la démonstration du théoréme :

Considérons une fonction Y de classe Cl sur RN, ol N est le nombre de fonctions
Vv, dont V est 1'enveloppe supérieure, telle que ¥(x) =1 si x € ]--oo,--I]N et ¥(x)=0
si 1'une des variables X, est dans 1'intervalle ]1,+ o[,

V. +2¢e VN+2€ ' °
La forme |m5[, définie par Y¥(= = s eee s ). w_, appartient 3 Q?(V),

€ €
on peut donc lui appliquer un résultat &tabli par P. BERNER [2], selon lequel

w, = kq+1(§be) + g(kq(we))'

En appliquant le lemme ci-dessus, on constate que kq+l(§we) converge localement

uniformément vers k (aw) ; de plus il est clair que 3(kq(me)) =w, - kq+](5b€)
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converge localement uniformément vers m = “"kq.” (3w) .

Ainsi k_(w) admet globalement un 3 et lim 3k (w_ ) = 3k (w).
q e>0 9 € q

On a donc par passage 3 la limite :
w = kq+l(8w) + B(kq(w)).

+ ~ . i
Lorsque w' (%, x4 1) est borné sur {C| - e <v() <0} pour tout Xq+1 dans Eq+1,
on démontre de méme que [kqﬁne)]' converge localement uniformément par rapport a

r vers :

dt A dt

o

Le "respectivement" s'en déduit alors facilement :

COROLLAIRE 1. - Soit w une forme de Qf°’q)(v) , 3 fermée, telle que

i) vxeE! 1lim (sup Jw @) ()] 0

)=
) -e<V(C)<0
3

Alors kq(“’) admet globalement un et 3 (kq(m)) =w.

Remarque. — Si la norme de E est de classe CI sur E\ {0}, on peut appliquer les
résultats ci-dessus & toute boule ouverte B de E, ce qui permet en particulier

de voir que si w, 9 fermée, appartient 2 qu)(B) et si  lw(@)ll tend vers
zéro quand d(z,9B) tend vers zéro, alors kq(w) admet globalement un 9 et

a(kq(w)) =w.

Le résultat suivant étend, sous certaines conditions, le théoréme 1 a des ouverts
P . 1
non bornés. On supposera dans la suite que la norme de E est de classe C sur

E\ {0}.

THEOREME 2. - Sotit v un ouvert convexe de E, a frontiére réguliére par morceaux.
Soit w dans qu)(%) tel que :
() vx3eEY, 1lim |suplu(z ; XV|, -e <v(z) <o = 0.
€ >0

(i7) Il existe € >0 tel que (w) (T ; Xq+]), resp. w'(g ; Xq+]) sott borné sur
{z]-e <V(z) <0} pour tout X3 g gt
(iii) Pour tout ¢ de V, il existe un voisinage W de t, tel que :

sup ]wx (T + tX, ; Xq)| et sup [3(&, resp. w')x (T + tX, 3 Xq+1)|

TEW T T EW °

sont intégrables par rapport a& la mesure E—ﬁ-{ﬁ, pour tout x3*! dans EX*! ou x4

dans EY.
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Alors :
a) kq(w) admet globalement un 3, resp. kq(w) € Ql(q_])({ll) .

B) T @) etk  (B) sont dane 0P (T ) et w =k, Gu) + Tk @),

Démonstration. — Soit Y une fonction décroissante de classe Cl sur R, nulle sur

I,+o[ et identique & 1 sur }w,-1[.

2
Soit oy défini par an(x) = w(—"x“n—zn). Posons w o= e En appliquant le théoré-

o
me 1 & 1'intersection de V avec la boule centrée & l'origine de rayon v3n, on

obtient :

(1) w (-8-mn) + Ekq(wn) .

n- kq+l

L'hypothése (iii) permet le passage 4 la limite pour obtenir le résultat.

° _—
COROLLAIRE 2. - Soit w une forme dans Q](q) (V) , d-fermée, telle que :

(¢) vx3e Y, 1im (sup. |o@) @], z|-e <v() <0) = 0.
€e~>0

(71) Pour tout t € V, il ewiste un voisinage W de ¢, tel que

dt A dt

sup |mx (X +C 3 [Xq_ll)l est intégrable par rapport d la mesure 5 quel

[ =Y ° t
que soit X371 dans £97L.
Alors kq(w) admet globalement un 3 et S(kq(w)) =w,
Remarque. — Le théoréme 2 et le corollaire 2 s'appliquent d tout 1l'espace ; on

peut en particulier en déduire le résultat suivant :

A
2

Pour tout w dans Q](q) (E), w d-fermée, telle lw()l <
: k+cll

alors kc1 (w) admet

globalement un 3 et -a—(kq(w)) =W,
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