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SLICES ETALES

par Domingo LUNA
[Grenoble ]

RESUME

Cet article étudie l'opération des groupes algébriques réductifs dans les
variétés algébriques affines, le corps de base étant algébriquement clos et de
caractéristique nulle. On démontre l'existence d'un "slice étale" en tout point
d'une orbite fermée ; puis on en tire des conséquences.
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INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie réel compact, qui opére différentiablement dans
une variété différentiable X . La fagon dont on s'y prend pour analyser loca-
lement une telle opération est bien connue : on munit X d'une métrique rie-
mannienne invariante par G ; pour tout point x de X , on peut alors trouver,
grace & l'application exponentielle, un voisinage de la zéro-section du fibré
normal & l'orbite G(x) , et un isomorphisme de ce voisinage sur un voisinage
de G(x) dans X , isomorphisme qui commute & l'action de G ; de 1la, se
déduit l'existence d'un "slice" au point x : c'est une sous-variété V de X,
contenant x , stable par le groupe d'isotropie Gx , et telle que l'opération
de G dans X induit un isomorphisme de GxGxV sur un voisinage de G(x)
dans X , l'isomorphisme qui commute & l'action de G (voir par exemple [8]).

Dans ce travail, nous observerons une analogie entre la situation précé-
dente et 1'opération d'un groupe algébrique réductif G dans une variété algé-
brique affine X , le corps de base étant algébriquement clos et de caractéris-
tique nulle. La "rigidité" d'une telle opération (qui, dans le cas décrit plus
haut, tient & la compacité du groupe) vient alors du fait que G opére de
fagon semi-simple dans 1'algébre des fonctions réguliéres sur X . Guidés par
cette analogie, nous donnerons une place importante aux orbites fermées de
G dans X , pour plusieurs raisons : d'abord, parce que leur isotropie est
réductive ; ensuite, parce que les points du "quotient" X/G (que l'on défi-
nit naturellement comme la variété affine associée a l'algébre des fonctions
régulieéres G-invariantes) correspondent de fagon biunivoque aux orbites fermées;
et surtout, parce que nous obtiendrons l'existence d'un "slice étale" (*) en
tout point x dont l'orbite G(x) est fermée : il s'agit d'une sous-variété V
de X qui a les propriétés suivantes : elle est affine et contient x ; le
groupe d'isotropie Gx laisse V stable ; l'opération de G dans X induit
un G-morphisme étale v GxGxV -+ X ; l'image U de ¢V est un ouvert af-
fine de X ; enfin, propriétés essentielles, le morphisme
VG : (Gxg V)/G =~ V/Gx - U/G est étale, et les morphismes § et

X :
GxGxV - (GxGxV)/G o V/Gx induisent un G-isomorphisme GXGXV 7 U)iJ/GV/GX’

(¥) N.B.: la définition de "slice étale" n'est plus la méme que dans [9].
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I. PRELIMINAIRES

Nous commencerons par introduire, au premier paragraphe, quelques gé-
néralités qui nous serviront ensuite constamment. Puis, dans le reste du cha-
pitre, nous passerons en revue et nous adapterons & nos besoins les trois
outils suivants : le théoréme de Matsushima, les fibrés, et le théoréme prin-

cipal de Zariski.

Le corps de base k est supposé algébriquement clos et de caractéris-

tique nulle.
1. Généralités.

Introduisons donc les notions et notations que nous utiliserons par la
suite (pour plus de détails, voir [2], [5], [11] et [15]).

Soit X une variété algébrique affine. On désigne par k[X] son alge-
bre affine ; c'est une algébre de type fini sur k , non nécessairement intégre,
ni réduite. Les points de X comrespondent soit aux idéaux maximaux de k[X],
soit au homomorphismes d'algebres de k[X] dans k . Les éléments de k[X]
définissent des fonctions de X & valeurs dans k .

Soit G un groupe réductif, c'est-a-dire un groupe algébrique affine, dont
le radical unipotent est réduit a 1'élément neutre. Supposons que G opére
(morphiquement) dans X . Le groupe G opére alors aussi dans k[X] , par
automorphismes d'algébres et de fagon semi-simple (en tant que G-module,
k[X] est la somme de ses sous-G-modules de dimensions finies). On en dé-

duit (voir [12], chapitre 1, §2) que :

1) k[X]G , l'algébre des &léments de k[X] laissés fixes par G , est
de type fini sur k ;

2) pour tout idéal b de k[X]G , on a (k[X]b)G =9 ;

3) si a; et a; sont deux idéaux de k[X] , stables par G et tels
que aj+ey = k[X] , alors a?+ 0(2; = k[x® .

Le premier point permet de définir une variété affine X/G par k[X/Gl=k[X ]G.;
I'inclusion k[X ]G c k[X] donne un morphisme Mgt X = X/G . Du deuxiéme

point résulte alors que nx est surjectif ; le troisiéme signifie que "les in-

variants séparent les fermés G-stables disjoints".
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Soit § € X/G . Puisque la fibre n}zl(é) est non-vide, fermée et stable
par G , toute orbite de dimension minimale dans 1_5-(1@) est fermée dans X
(voir [2], p.98) ; puisque les invariants séparent les fermés G-stables dis-
joints, n;{l(@) ne peut contenir deux orbites fermées ; n)_(l(’é) contient donc
exactement une orbite fermée ; désignons-la par T(E) . On voit aisément que
les points de n;{l(g) sont ceux de X dont l'orbite est adhérente éb T(g)
Ainsi les points du "quotient" X/G paramétrent les orbites fermées de G
dans X . Si G est connexe, comme les invariants sépareht les fermés G-

stables disjoints, les fibres de . sont connexes ; dans le cas général, la

fibre n;{l(é) a autant de composa}ites connexes que T(E) .

Soit Y une deuxiéme variété affine dans laquelle opére G , et soit
@ : X =Y un morphisme qui commute & l'action de G (pour abréger, nous
dirons souvent : une G-variété, un G-morphisme, etc.). Alors, ¢ induit un
morphisme ¢/G : X/G - Y/G tel que TWoP = (cp/G)M'r'x .

Fixons encore quelques notations : si x € X , désignons par G(x) 1l'or-
bite de G passant par x , et par Gx le groupe d'isotropie de G en x .
Si seG et fek[X], notons S l'image de f par l'automorphisme de
k[X] qui est associé a s . Si f ¢ k[X] , désignons par Xf le sous-ensem-~
ble des points de X ou la fonction f n'est pas nulle ; c'est un ouvert af-
fine de X , d'algébre affine k[x]f ; st fe k[X]G ;X = n)'(l((x/c.)f) est

stable par G . Si k[X] est intégre, notons k(X) son corps de fractions.

2. Le théoréme de Matsushima.

Soit G un groupe réductif qui opére dans une variété affine X . Soit x
un point de X .

PROPOSITION (Matsushima,voir.[10]). Si l'orbite G(x) est fermée, le groupe
d'isotropie GX est réductif.

Nous esquisserons deux démonstrations de la proposition. La premiére est
inspirée par celle de [1] ; la deuxidme est due & J.L. Koszul. Les deux dé-

monstrations s'appuient sur le lemme suivant :

LEMME. Soient G un groupe réductif et D un sous-groupe algébrique de G,

isomorphe au groupe additif de k . Il existe alors un sous-groupe algébrique
S de G , simple et de dimension 3, gui contient D .
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Ce lemme est une conséquence facile du résultat analogue pour les algé-

bres de Lie (Jacobson-Morozov, voir [7]).

lil;@_rr_li_é_r_e_g_éln_o_n_s_tsgg_igg : Elle utilise l'existence et les propriétés des

quotients de groupes algébriques (voir par exemple [5], exposé 7). Nous

allons en fait démontrer le résultat suivant :

(#) Soient G un groupe réductif et H un sous-groupe algébrique de G .
Si G/H est affine, H est réductif.

LEMME. Soient G un groupe algébrique affine, H1 o H2 deux sous-groupes
algébriques de G . Si G/H; et HI/HZ sont affines, G/H2 l'est égale-

ment.

1

Preuve : Comme HI/HZ est affine, le morphisme canonique G/H2 - G/H
l'est aussi : en effet, aprés extension par le morphisme fidélement plat
G - G/H1 ,
est affine, il s'ensuit que C-}/H2 l'est également.

il devient isomorphe & la projection G><H1/H2 - G . Comme G/H1

Démontrons maintenant (%) . On raisonne par l'absurde. Supposons le
radical unipotent R de H non trivial. Il existe alors un sous-groupe dis-
tingué D de R , isomorphe au groupe additif de k . Soit S wun sous-
groupe simple de dimension 3 de G qui contient D . On sait que S est
isomorphe soit & SL(2,k) , soit & SL(2,k)/(x1) . Désignons par
@ : S' =8SL(2,k) ~ S un isomorphisme ou un revétement & deux feuilles, et
par D' la composante neutre de cp_l(D)

On sait gque le quotient d'un groupe algébrique affine par un sous-groupe
distingué est encore affine. Par suite, G/H , H/R et R/D étant affines,
G/D 1'est également ; donc aussi S/D ; par suite S'/cp_l(D) ~S/D et
cp_l(D)/D' sont affines ; donc aussi §'/D' = k% - {0} ., ce qui est absurde.

Deuxiéme démonstration : Comme on peut identifier X & un fermé G-
stable d'un espace vectoriel de dimension finie sur k , dans lequel G opére
linéairement, il suffit de démontrer la proposition pour une représentation li-
néaire G - GL(M)

On raisonne par l'absurde. Supposons 'le radical unipotent Rx de Gx
non trivial ; il contient alors un sous-groupe D , isomorphe au groupe additif
de k . Soit S un sous-groupe simple de dimension 3 de G qui contient D.
Désignons par ® : SL(2,k) - S un isomorphisme ou un revétement & deux
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feuilles, teél que cp({(; ?),Bek}) =D .

D'aprés la théorie bien connue des représentations linéaires de SL(2,k) ,
M se décompose en une somme directe @ Mi , ol (g’ gl) opére dans M1 par
1'homothétie de rapport ai . Soit x = in la décomposition de x suivant les
M, ; comme (1 8

i 01 i
ack*}) . On voit facilement que X, € T(x) . Comme G(x) est supposé fermé,

).)x=x,ona x,=0 pour i<0 . Posons T=cp({(gg1),
on a donc X, € G(x)
On a clairement T € G, ; puisque T normalise D et que D c Gy ,
(o)
on a aussi D < Gx ; 11 s'ensuit que S © G, . Par conséquent, l'ensemble
o) (o)
des sx , o)l s € G est tel que dim(SNR__ ) = 0 , est un voisinage de x
o sX : o)
dans l'orbite G(xo) = G(x) . Comme X, € Tixi , il existe alors t € T tel que
dim(SNR, ) = 0 ; mais D = tDt_1 ctR t-1 =R, ce qui est absurde.
tx X tx

3. Fibrés.

Nous rassemblerons dans ce paragraphe, les définitions et les résultats
concernant les fibrés, dont nous aurons besoin par la suite.

Soient E , B et F trois variétés, m: E = B un morphisme de variétés.
On dit que 7 est une fibration (localement triviale au sens étale) d'espace
total E , de fibre type T et de base B , s'il existe une variété B' , un mor-
phisme étale et surjectif B' - B , et un isomorphisme FXxB' 3 XXBB' qui com-
mute aux projections sur B' .

Soit G un groupe réductif qui opére dans deux variétés affines X et F .
Nous dirons que r5( : X » X/G est une fibration de fibre type F , s'il existe
une variété affine Z , un morphisme étale et surjectif Z - X/G et un G-iso-
morphisme FxZ = X)S(/GZ . Dans le cas oo F = G , nous dirons que X est
un fibré principal (voir aussi [15], pp. 360-363) .

Soit G un groupe réductif qui opére (& gauche) dans une variété affine Y.
Soit X un fibré principal de groupe G (le groupe opérant cette fois a droite).
Faisons opérer G dans XXY par s(x,y) = (xs—l,sy) , et notons XXGY le
quotient (au sens du §1) de XXY par cette opération. On vérifie aisément que
XXGY est l'espace total d'une fibration de fibre type Y et de base X/G . On
1'appelle le fibré associé au fibré principal X .

Nous allons maintenant décrire une construction importante de G-variétés.
Soit H un groupe réductif qui opére dans une variété affine Y . Soit G wun

groupe réductif qui contient H comme sous-groupe. Le groupe H opére par
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translations & droite dans G , qui est alors un fibré principal (voir [14],
p.12). On peut donc former le fibré associé GXHY . L'opération de G dans
lui-méme, par translations & gauche, passe au quotient en une opération de G
dans GXHY , de telle sorte que la projection GXHY - G/H commute 3 l'ac-
tion de G . L'opération de G dans X = GXHY est. entiérement déterminée
par celle de H dans Y : ainsi, on voit aisément que X/G s'identifie & Y/H .
qu'on a rs-(l(i) >~ GXHﬂ;l(g) , pour tout § € X/G = Y/H , etc... . A titre
d'exemple, démontrons avec plus de détails le lemme suivant :

LEMME. Soit X' une sous-variété fermée de X = GXHY , Stable par G . Il

existe alors une sous-variété fermée Y' de Y , stable par H et telle que
X' soit G-isomorphe a GXHY' .

Preuve : Désignons par o' 1'idéal de k[Glek[YD® associ¢ a X' , par
a 1'idéal de k[GIek[Y] engendré par o' , et par b  1'idéal des f € k[Y]
tels que 1@f € a . On démontre aisément que b est invariant par H et
qu'on a a = k[G]®b . Définissons alors Y' par k{Y'] = k[Yl/b . La suite

exacte

0 - a=k[Glev - k[Glek[Y] - k[Glek[yY'] - o
donne une autre suite exacte

0 ~ ol =o' ~ klGleklYD® - klGlekly'D® - 0.

Par suite, X' est bien isomorphe & GXHY' .

4. Le théoréme principal de Zariski.

L'énoncé classique du théoréme principal de Zariski est le suivant (voir
par exemple [3],§3, exercice 7) : »

Soient X et Y deux variétés (affines) irréductibles et normales, @ :X - Y
un morphisme birationnel dont les fibres sont finies. Alors ¢ est une immersion

ouverte.
Nous aurons besoin de la variante que voici :

PROPOSITION. Soient X et Y deux variétés affines (non nécessairement irréduc-
tibles ni réduites), G un groupe réductif qui opére dans X et Y , et 9 : X - Y

un G-morphisme. On suppose que ¢ a ses fibres finies. Alors, il existe une

G-variété affine Z , un G-morphisme i : X - Z gqui est une immersion ouverte,
et un G-morphisme fini ¢ : Z - Y , tels que Vol =0 .
Une bonne référence nous manquant, nous allons déduire cette variante de

1'énoncé classique cité plus haut.
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Preuve : Quitte & remplacer k[Y] par son image dans k[X] , on peut

supposer k[Y] c k[X] .

A) Montrons d'abord qu'il existe des G-variétés affines irréductibles et
réduites X' et Y' , et un G-morphisme ¢' : X' - Y' dont les propriétés sont
les suivantes : X' est normale ; X' et Y' contiennent X et Y comme sous-
G-variétés fermées ; le morphisme ¢' : X' - Y' est dominant, ses fibres sont
finies, et il induit ¢ : X - Y .

Soit W un sous-G-module de dimension finie sur k de k[X] qui
engendre k[X] en tant gu'algdbre sur k . Le groupe G opére de fagon na-
turelle dans l'algébre symétrique S(W) , et l'on a un homomorphisme d'algébres
p: S(W) - k[X] qui est surjectif et qui commute & l'action de G . Désignons
par n le noyau de p . Définissons une variété X" par k[X"] = sw) ,
et une variété Y' en choisissant pour k[Y'] une sous-algébre de S(W)
ayant les propriétés suivantes :

1) k[Y'] est de type fini sur k ;

2) k[Y'] est stable par G ;

3) k[Y'] contient un systdme de générateurs de 1'idéal n de S(W) ;

4) l'image de k[Y'] par p est k[Y].

Le groupe G opére dans X" et Y' ; X et Y s'identifient &3 des sous-
G-variétés fermées de X" et de Y' ; l'inclusion k[X"] o k[Y'] donne un
G-morphisme ¢" : X" - Y' qui induit ¢ : X - Y ., Soit 'y € Y 2 Y' ; dési-
gnons par m 1'idéal de y dans k[Y] et par m' 1l'idéal de y dans
k[Y'] . Montrons que k[X"Im' = p—l(k[X]m) : en effet, si f ¢ p_l(k[X]m) ,
il existe g ¢ k[X"Im' tel que f-g ¢ n ; comme k[X"In' contient n (car
k[Y'] - et donc m' - contient un systéme de générateurs de ), il s'ensuit
que f ¢ k[X"In' ; l'autre inclusion est évidente. Comme cp_l(y) est fini,
k[Xl/k[XIn est de dimension finie sur k ; par suite k[X"]/k[X"Im' =~
~k[XVk[XIm 1'est aussi, donc (cp")_l(y) est également fini. L'ensemble V
des x" ¢ X" dont la fibre (cp")-l(cp"(x")) est de dimension nulle en x" ,
contient donc X . On sait qu'il est ouvert ([11], p. 97), et il est stable par
G . Comme les invariants séparent les fermés G-stables disjoints, il existe
fexix"® £ €V . Il est clair que X' =X{, Y' et g'=p"[X'

satisfont aux conditions énoncées au début de A) .

tel que X c X
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B) Démontrons maintenant la proposition. Désignons par k[Z'] 1la
fermeture intégrale de k[Y'] dans k[X'] ; on sait que k[Z'] est une al-
gébre de type fini sur k ([3], §3, th.2). Désignons par k[Z] 1'image de
k[Z'] par p , et par Z et Z' les variétés de k‘[Z] et k[2'] . Le groupe
G opére dans 2Z et Z' , et les inclusions induisent des G-morphismes
i'": X' -2 ,i:X>Z et §:2Z-Y;il est clair que {oi = et que
est fini. On vérifie aisément que 1i' est birationnel et de fibres finies, et
que Z' est normale. D'aprés l'énoncé classique du théoréme principal de
Zariski, 1' est donc une immersion ouverte. On en déduit aussitét qu'il en

est de méme de i .

Remarque. Conservons les notations et hypothéses de la proposition. Soit C
la fermeture intégrale de k[Y] dans k[X] . Si k[X] est réduit, on démon-
tre que C est fini sur k[Y] et que, par suite, C est de type fini sur k
(si k[X] est intdgre, cela résulte de [3], loc. cit. ; le cas général s'y
raméne, en plongeant k[X] dans le produit des k[X]/pi , ol les p; "sont
les idéaux premiers minimaux de k[X]). On déduit alors aisément de la propo-
sition, qu'on peut prendre pour Z la variété définie par k[Z] = C . Toute-
fois, si k[X] n'est pas réduit, C n'est pas nécessairement de type fini

sur k .

Une conséquence importante de la proposition est le lemme suivant :

LEMME. Soit G un groupe réductif qui opére dans deux variétés affines X
et Y , et soit o : X - Y un G-morphisme. On suppose gue ¢ envoie les
orbites fermées dans X sur des fermés dans Y , gque les fibres de ¢ sont

finies, et que «¢/G est fini. Alors ¢ est fini.

Preuve : Conservons les notations de la proposition. Si k[X ]G est
fini sur k[Y]G , on voit aisément qu'on peut demander & k[Z] , dans la
construction de la proposition, de contenir k[X ]G ; /G est alors un isomor-
phisme. Soit T une orbite fermée dans X ; le fermé q;-l(cp(T)) est composé
d'un nombre fini d'orbites de méme dimension dont i(T) ; par suite, i(T) est
fermé dans Z . De ces deux remarques résulte que i(X) contient toutes les
orbites fermées de Z . Comme i(X) -est un ouvert G-stable de Z , i(X) = Z ,

donc ¢ = § est bien fini.
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COROLLAIRE (Mumford, [12], p.55, coroilalre 2.5). Soit G un groupe réduc-

tif qui opére dans une variété affine X . On suppose gue les grdupes d'iso-
tropie de G dans X sont finis. Alors G opére proprement dans X .

Preuve : Il faut montrer que le morphisme ¢ : GXX - XxX défini par
o(s,x) = (sx,x) est propre, c'est-a-dire fini. Faisons opérer G dans GxXX
par t(s,x) = (ts,x) , et dans XXX par t(x,y) = (tx,y) . On vérifie aisément

toutes les hypothéses du lemme.

II. G-MORPHISMES ETALES

Soit G un groupe de Lie réel compact qui opére différentiablement
dans deux variétés différentiables X et Y , et soit ¢ : X = Y une applica-
tion différentiable qui commute & 1'action de G . St ¢ est étale en un point
x de X (c'est-a-dire, siy Txcp est un isdmorphisme de Txx sur Tcp(x)Y) '
et si la restriction de ¢ & l'orbite passant par x est injective, alors il
existe un ouvert U de X qui a les propriétés suivantes : U contient x ,
U est stable par G , et la restriction de ¢ & U est un isomorphisme de

U sur un ouvert de Y .

Dans ce chapitre, nous obtiendrons un résultat (§2, lemme fondamental)
qui, dans le contexte algébrique, est analogue au précédent, et dont le réle

au chapitre III se révélera décisif.

1. Un lemme préliminaire.

Soit G un groupe réductif qui opére dans deux variétés affines X et
Y . Soient ¢ : X - Y un G-morphisme, & un point de X/G , x un point
de T(§) (pour la définition de T(§) , voir I, §1).

LEMME 1. On suppose les variétés X et Y normales, ¢ fini, ¢ étale
en x , et la restriction de ¢ & T(E) finjective. Alors /G est étale en E.

Dans la démonstration du lemme 1, nous utiliserons la caractérisation

suivante des morphismes étales :
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LEMME 2. Soient B une algébre de type fini sur k , intégre et intégrale-
ment close, L son corps des fractions, K' une extension galoisienne finie

de L, G son groupe de Galois, A' la fermeture intégrale de B dans K/,
m' un idéal maximal de A' , n = Bm' . Enfin, soient ¥ un sous-groupe

de G, K le sous-corps de K' des éléments laissés fixes par # , A la
fermeture intég}ale de B dans K, m = Amtm' . Alors, pour que .l\u'l soit
étale sur Bn , 11 faut et il suffit que qm' , le groupe de décomposition de

m' , soit contenu dans ¥ .

Preuve du lemme 2 : On sait que, sous les hypothéses du lemme 2,
"étale" équivaut & "non-ramifié" (voir par exemple [6], exposé I, théoréme
9.5) ; & cela prés, la démonstration du lemme 2 se trouve dans [3], §2,

prop.7.

Afin de faciliter 1'application du lemme 2, traduisons-le en langage
géométrique : désignons par X , Y , Z les variétés affines de A, B, A
(A et A' sont de type fini sur k d'aprés [3], §3, th.2) ; par x , v, z
les points associés aux idéaux m , n , m' ; enfin par ¢ : X = Y le mor-
phisme donné par l'inclusion B c A . Alors G opére dans Z ; on a Z/q:Y
et Z/¥ = X ; pour que ¢ soit étale en x , il faut et il suffit que ‘qzcu .

Preuve du lemme_ 1 : (A) Supposons d'abord les variétés X et Y irré-
ductibles et le groupe G connexe. .

Soit K une extension galoisienne finie de k(Y) contenant k(X) , de
groupe de Galois @ ; notons ¥ le sous-groupe des éléments de G qui
laissent fixe k(X) . Désignons par C la fermeture intégrale de k[Y] déns
K , et par C' celle de k[Y]G dans K . Notons Z et Z' les variétés
associées & C et C' . On vérifie aisément que G opére dans Z et Z' , et
qu'on a 2/G=Y, 2/G=Y/G, Z/4=X et Z'/H=X/G (par exemple,
montrons que 2'/G = Y/G ; k[z']% est entier sur k[¥]® , donc ausst sur
k[Y] ; puisque k[z'1% c k(¥ et que k[Y] est normal, k[z']%c kly];
par allleurs, comme G est supposé connexe, on voit aisément que k[Y]G
est intégralement fermé dans k[Y]; d'od k[Z']% = k[Y]G) .. Choisissons un
point: z de Z au-dessus de x , et désignons par z' le point de 2Z'

en-dessous de z
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Nous pouvons appliquer le lemme 2 au triple (Z,X,Y) : 1l'hypothése
"o étale en x" se traduit donc par G, < ¥ .

Soit o € Qz. . Désignons par o0z l'image de oz dans X . Le
point TZ est au-dessus de £ et de y , donc est situé sur l'orbite T(E) ;
puisque la restriction de ¢ & T(E) est supposée injective, on en déduit
que Oz = x . Par suite, comme ¥ opére transitivement dans l'ensemble des
points de Z au-dessus de x , il existe T € H tel que Tz = oz ; d'ou
T"loeqzcu,donc c€EH.

On vient de montrer que Qz' c ¥ . Gra&ce au lemme 2, il s'ensuit que

¢/G est étale en § .

(B) On suppose maintenant les variétés X et Y irréductibles, et le
groupe G fini.

Soit K une extension galoisienne finie de k(Y/G) contenant k(X) ,
de groupe de Galois @' . Notons ¥' (resp. G.¥) le sous-groupe des éléments
de @' qui laissent fixe k(X/G) (resp. k(Y),k(X)). On a ¥ c ®' . Désignons
par C la fermeture intégrale de k[Y/G] dans K , et par Z la variété
correspondante. Le groupe @' opére dans Z et l'on a Z/q' =Y/G ,

2/ =X/G ,2/G=Y et Z/d =X . Fixons un point z de Z au-dessus
de x .

On peut appliquer le lemme 2 au triple (Z,X,Y) : l'hypothése "¢ étale
en x" se traduit donc par Qz cH.

Soit 0 € Q‘Z . Il résulte de la théorie de Galois que @' (resp.¥")
opére dans Y (resp. dans X), et que ¢' et G ont m&me image dans le
groupe des automorphismes de k[Y] (et qu'il en est de méme pour W' et
G dans celui de k[X]). Par conséquent, il existe s € G et T ¢ ¥ tels
que olk[Y] = s|k[Y] et r|k[X]=slk[X].Ona sy=oy=y . Comme
la restriction de ¢ & l'orbite passant par x est supposée injective, il
s'ensuit que Tx = sx = x . Le groupe ¥ opére transitivement dans l'ensem-
ble des points de Z au-dessus de x : il existe donc p € ¥ tel que
pz = T'lz . L'élément 'r_lo laissant fixe k[Y] , appartient & G . Par sui-
te ol lo e G, c¥.Dod oeuw .

Nous venons de démontrer que Q'z c #' . Comme on peut appliquer le
lemme 2 aussi au triple (Z,X/G,Y/G) , il en résulte que ¢/G est étale en§.
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(C) Traitons enfin le cas général.
On peut toujours supposer X/G et Y/G irréductibles. Soient

..,Xk les composantes irréductibles de X et Yl""’Yl celles de Y

1 ety € Yl) . L'orbite T(§) coupe alors tous les X1 ,

et o(T(E)) tous les Yj . Puisque, par hypothése, la restriction de ¢ &

Xl' .
(o0, disons, x € X

T(E) est injective, il s'ensuit que k =1 , et que le sous-groupe G1 de

1’ est aussi celui qui stabilise Y1 . Comme on a

Xl/Gl , Y/G = Yl/Gl , etc..., on voit qu'on peut supposer les varié-

G qui stabilise X
X/G
tés X et Y irréductibles. Ce cas enfin découle aussitét de (A) +(B) (car
X/G = x/G%)/(G/G°) etc...).

2. Le lemme fondamental.

Soit G un groupe réductif qui opére dans deux variétés affines X et
Y, et soit ¢ : X =Y un G-morphisme. Soient & un point de X/G , x
un point de l'orbite T(§)

LEMME 3. On _suppose le G-morphisme ¢ étale en x , la variété X nor-
male en x (ou, ce qui revient au méme, la variété Y normale en o(x)) ,
l'orbite o(T(E)) fermée, et enfin la restriction de ¢ & T(E) injective.
Alors, il existe un ouvert affine U' de X/G gqui a les propriétés suivantes :
l'ouvert U = ﬂ;(l(U') contient T(E) ; les restrictions de o & U et de

/G & U' sont étales ; les ouverts V = o(U) et V' = (p/G)(U') sont
affines ; ona V = ﬂ\-{l(v') ; enfin, le morphisme ¢ : U - V envoie les or-

bites fermées dans U sur des fermés dans V .

Preuve : Les ensembles des points normaux de X et de Y sont
ouverts, G-stables et contiennent T(§) et o(T(€)) ; comme les invariants
séparent les fermés G-stables disjoints, il existe un f ¢ k[X ]G et un
g € k[Y]G tels que Xf et Yg soient normales et contiennent T(E) et
@(T(8)) . Il est clair qu'il suffit de démontrer le lemme 3 pour
[ Xfﬂcp_l(Yg) - Yg . On peut donc supposer les variétés X et Y normales.
On voit par un raisonnement analogue qu'on peut aussi supposer que les fibres

de ¢ sont finies.

Désignons par k[X] la fermeture intégrale de k[Y] dans k[X] , et
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par X la variété affine correspondante. D'aprés I, §4, X est une G-varlété
normale, et les homomorphismes d'algébres k[X] o k[X] ~ k[Y] donnent une
G-immersion ouverte i : X - X et un G-morphisme fini c}; : X - Y . Identi-
fions X a son image par i ; ¢ devient alors la restriction de 5 a X.
L'orbite T(E) est fermée dans X : en effet, @(T(E)) étant supposé fermé,
Eﬁ_l(cp(T(%))) est fermé et composé d'un nombre fini d'orbites de m&me dimen-
sion dont T(E) . L'ensemble des points ol ¢ est &tale, est ouvert, stable
‘par G et contient T(§) . D'aprés le lemme 1, /G est étale en &= (1/G(D.
Comme les invariants séparent les fermés G-stables disjoints, on peut trouver
un f € k[X ]G c k[X]G qui a les propriétés suivantes : X, =X _c X ;

f f
()'(“/G)f = (X/G)f est irréductible et contient & ; les restrictions de ¢ a X

et de /G & (X/G)f sont étales. De fagon analogue, comme (T (E)) estf
supposé fermé&, on voit qu'il existe un g € k[Y]G tel que (T(8)) < Yg c
c cp(Xf) . Posons U’ = O(/G)fﬂ(cp/G)_l((Y/G)g) . Nous allons voir que U' sa-
tisfait aux exigences du lemme 3.

On vérifie aisément que V' = (Y/G)g ,. que U = Xfﬂcpnl(Yg) et que
V= Yg . Toutes les assertions du lemme 3 sont alors immédiates, sauf peut-
etre la derniére. Voici comment on la démontre : les orbites fermées dans U
sont aussi fermées dans X (car U contient avec tout point x , la fibre
Tl):(-l(ﬂ)'(*(x)) ) ; comme @ : X - Y est fini, ¢ envoie donc bien les orbites

fermées dans U sur des fermés de Y .

LEMME FONDAMENTAL. Soit G un groupe réductif qui opére dans deux va-

riétés affines X etY , et soit 9o : X =Y un G-morphisme. Soit x un point
de X . On suppose ¢ étale en x , la variété X normale en x (ou la varié-
té Y normale en ®(x)) , les orbites G(x) et G(p(x)) fermées, et enfin la
restriction de ¢ & G(x) injective.

Alors, il existe un ouvert affine U de X dont les propriétés sont

les suivantes :

l'ouvert U contient x et est saturé pour la projection ﬂX ; la_res-
triction de ¢ & U est étale ; l'image V de U par o est un ouvert af-

fine de Y , saturé pour la projection LY le morphisme ®/G : TIX(U) >~
u/G - nY(V) >~ V/G est étale ; enfin, les morphismes ¢ : U =V et

My ¢ U~ U/G induisent un G-isomorphisme X : U % Vx, ,U/G .
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Preuve : Prenons pour U le "U" du lemme précédent. Reste a dé-
montrer la derniére assertion du lemme fondamental.

On a (V)\,/GU/G)/G ~U/G .81 & € U/G, la fibre de V)%I/GU/G
au-dessus de & est canoniquement isomorphe & la fibre de V au-dessus

de 1 = (p/G)(8) . Le morphisme X induit l'identité au niveau des quotients

U

gon que ¢ envoie T

et envoie n—1(§) dans TR;)I\’ U/G(g) =~ ﬂ‘;l(n) , exactement de la méme fa-
/G

Ul (§) dans n;,l(n) . Puisque @ envoie les orbites fer-
mées dans U sur des fermés, il s'ensuit que % en fait autant. D'aprés le
lemme de I, §4, il en résulte que X est fini.

Le morphisme X est aussi étale : en effet, 1dVch/G : VXV/GU/G -
- VXV/GV/G =V et @: U=V le sont, et ¢ = (1dVch/G)ox . P-ai suite,
X est un revétement. Comme ¥%/G est un isomorphisme, on a % ~(X(G(x)) =
= G(x) . Par hypothése, la restriction de ¢ & G(x) est injective ; il en
est donc de méme de celle de X . Puisque toute composante connexe de
VX, /GU/G rencontre X(G(x)) (car (V)\, /GU/G)/G est isomorphe & U/G qui,
par construction, est irréductible), X est un revétement & une feuille, donc

un isomorphisme.

COROLLAIRE. Gardons les mémes hypothéses et les mémes notations que dans

le lemme fondamental. Pour tout & € U/G , ¢ induit un G-isomorphisme
-1 ~ -1
Ty (8) = y ((/G)(8)).

Preuve : Cela découle aussitét du lemme fondamental.

Le lemme suivant, technique mais banal, nous sera utile au chapitre

I, §1 .

LEMME. Soient G un groupe réductif qui opére dans deux variétés affines X

et Y , Y une sous-G-variété fermée de Y , et @ : X - Y un G-morphisme.
On pose X' = Y‘XYX , et o' = idY,er : X' = Y'XYX - Y'XYY = Y' . On suppose
que o et /G sont étales et que X - YXY/GX/G est un G-isomorphisme.

Alors o' et ¢'/G sont étales et X' - Y')\{,/GX‘/G est un G-isomorphisme.

o~ Y'XY(Y)\l/GX/G) =~ Y'XY/GX/G . Par suite, X'/G = Y./G)S{/GX/G , et

Preuve : Il est clair que ¢' ‘est étale. On a X' = Y'xYX o=
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©'/G = idy,/Gxap/G:X'/G =~ Y'/G)gI/GX/G - Y'/GXY/GY/G =Y'/G est étale.
Enfin, X' = Y'XY/GX/G =~ Y-Q,/G(Y'/GQ/GX/G) ~ Y, GX'/G .

III. SLICES ETALES

Soit G un groupe réductif qui opére dans une variété affine X . Dans
le premier paragraphe, nous démontrerons qu'il existe un "slice étale" en tout
point d'une orbite fermée de G dans X . Nous nous appuierons essentielle-
ment pour cela sur le lemme fondamental du chapitre précédent. Les trois para-
graphes suivants sont consacrés aux applications : si X est lisse, nous ob-
tiendrons sensiblement les mé&mes résultats que l'on connait pour l'opération
d'un groupe de Lie compact dans une variété différentiable. Toutefois, la si-
tuation est plus riche du fait qu'il existe des orbites non fermées. Voici un
exemple typique de petit phénoméne que nous expliquerons dans un cadre géné-
ral : l'isomorphisme bien connu de l'ensemble des éléments unipotents d'un
groupe réductif et celui des éléments nilpotents de son algébre de Lie. Au der-

nier paragraphe, nous retrouverons un résultat de R.W. Richardson ([13]).

1. Slices étales.

Soit G un groupe réductif qui opére dans une variété affine X . Soit

X un point de X .

LEMME. On suppose la variété X lisse en x et Gx . le groupe d'isotro-

pie de G en x , réductif. Alors, il existe un morphisme de variétés

P X = TXX qui a les propriétés suivantes :

1) ¢ commute & l'action de Gx ,

2) ¢ est étale en x ,
3) olx) =0 .

Preuve : Désignons par m l'idéal maximal de k[X] qui correspond
au point x . L'application canonique d : m — m/n's2 = (TxX)* commute 3 l'ac-
tion de Gx . Comme Gx est supposé réductif, il opére de fagon compléte-
ment réductible dans k[X] . Par suite, il existe un sous-G_-module W de

m tel que d: W - (TXX)* soit un isomorphisme. On prolonge (d |W)"1 de
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fagon canonique en un homomorphisme de 1'algébre symétrique de (TxX)* dans
k[X] . On vérifie facilement que le morphisme ¢ : X - TXX qui lui correspond,

répond aux exigences du lemme.

THEOREME DU SLICE ETALE. Soit G un groupe réductif qui opére dans une va-
riété affine X . Soit x un point de X , dont l'orbite G(x) est fermée.

Il existe alors une sous-variété V de X gqui a les propriétés suivantes:

elle est affine et contient x ; le groupe d'isotropie Gx laisse V sta-

ble ; l'opération de G dans X induit un G-morphisme étale W:GXGV - X ;

l'image U de ¢ est un ouvert affine rs(-saturé de X ; le morphisme

VG : (Gxg V)/G =V/Gy » U/G est étale ; enfin, les morphismes ¥ et
X — -
Gxg V = (Gxg V)/G =~ V/G, induisent un G-isomorphisme
X X
GXGXV = UXU/GV/Gx .
Preuve : A) Supposons d'abord X lisse en x . Comme l'orbite G(x)

est supposée fermée dans X , G, est réductif (1,§2) . i.es conditions du
lemme précédent sont alors remplies ; il existe donc un morphisme ¢ : X = TxX
qui a les trois propriétés de ce lemme. Choisissons un supplémentaire N de
TXG(x) dans TxX , stable par Gx . Posons Y = cp-l(N) ; c'est une sous-
variété fermée de X , contenant x , lisse en x et stable par Gx . Le mor-
phisme GXX - X , qui définit l'opération de G dans X , induit un G-morphis—
me GXGXY - X qui est étale au point (e,x) (nous désignons par e 1'é61é-
ment neutre de G , et par (e,x) 1'image canonique de (e,x) € GXY dans
GXG Y) . On voit aisément que les hypothéses du lemme fondamental (II,§2)

X
sont remplies pour GXG Y -» X ; le théoréme en découle aussitot.
X

B) Dans le cas général, identifions X & une sous-G-variété fermée
d'une G-variété affine lisse. Le théoréme résulte alors de A), du lemme qui

suit le lemme fondamental, et des remarques de I, §3.

Remargues (nous gardons les hypoth&ses du théordme).

1°- Si X est lisse en x , quitte a rétrécir V , on peut s'arranger
pour que, outre les propriétés énumérées dans le théordme, il ait aussi les sui-
vantes (voir le lemme fondamental) : V .est lisse ; le morphisme ®:V->N-=
= TxV est étale ; l'image W de V par ¢ est un ouvert nN-saturé de N ;
le morphisme cp/Gx : V/Gx - W/Gx est étale ; enfin, les morphismes @:V-W

7



98 D. IUNA

et T : vV - V/Gx induisent un Gx-isomorphisme v 3 WXW/G V/Gx . Insis-
tons une fois de plus sur l'analogie avec -le comportement de l'action d'un grou=~
pe de Lie compact dans une variété différentiable, au voisinage d'une orbite
(cf. 1'introduction) : & 1l'isomorphisme que l'on a alors (ibid.) correspondent ici
les deux G-morphismes GxGxV - GXGXW et GXGxV - U (GXGXW est un
ouvert du "fibré normal A 1'orbite").

Nous appellerons slices étales en x , 'les sous-variétés V de X qui
ont les propriétés énumérées dans le théordme (et qui, si x est un point sim-
ple de X , ont aussi les propriétés énoncées au début de la remarque).

2°- 11 résulte du corollaire du lemme fordamental que, pour tout x' € V ,

¥ induit un G-isomorphisme GXq n\;l(nv(x')) 3 n}_(l(nx(x')) (si X est lisse
x

en X , on voit de méme que nxl(rs((x)) = GXg “ﬁl("N(O)) ).
x

3°- Si le corps de base est le corps des complexes, le théoréme montre
l'existence de "vrais slices" analytiques : & savoir, de sous-variétés analyti-
ques V' de X , contenant x , stables par G, , et telles que l'opération
de G dans X induit un isomorphisme analytique de GxGxV' sur un voisi-
nage ouvert (dans la topologie usuelle) de .G(x) dans X . Cela résulte aussi-
tét de la remarque 2° et du fait que /G lV/Gx est alors un isomorphisme lo-

cal analytique.

4°- De l'existence des slices étales en x découle que les groupes d'i-
sotropie des points voisins de x sont conjugués dans G & des sous-groupes
de Gx . Si l'orbite G(x) n'est pas fermée, cela peut &tre faux, méme si Gx
est réductif. Voici un exemple (que m'a donné R.W. Richardson) : on considére
SL(2,k) opérant de fagon naturelle dans les formes cubiques & deux variables.

2

Le groupe d'isotropie de x“y est trivial, mais il existe un ouvert dense com-

posé de formes dont l'isotropie est isomorphe & Z/3Z .

COROLLAIRE 1. Soit G un groupe réductif qui opére dans une variété affine X

(non nécessairement réduite). Pour que X soit un fibré principal (voir I, §3) ,

il faut et il suffit que tous les groupes d'isotropie de G dans X soient ré-
duits & 1!élément neutre.

Cela résulte aussitét du théoréme.

COROLIAIRE 2., Soit G un groupe réductif qui opére dans une variété affine X
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(non_nécessairement réduite). On suppose X/G connexe et de dimension nulle.
Il existe alors un sous-groupe réductif H de G , et une H-variété affine Y ,
tels que

1°~ H a un point fixe y dans Y ;

2°- toutes les orbites de H dans Y sont adhérentes & vy ;-

3°- X est G-isomorphe a GXHY .
Si l'on suppose de plus que X est lisse en un point d'une orbite fermée de
G dans X , la H-variété Y est isomorphe & un espace vectoriel de dimen-
sion finie sur k , dans lequel H opére linéairement.

Preuve : Soit x un point sur l'unique orbite fermée de G dans X,
et soit V un slice étale en x . Puisque l'on suppose X/G connexe et de
dimension nulle et que V/Gx - X/G est étale, quitte & rétrécir V , on peut
supposer que V/Gx - X/G est un isomorphisme. L'ouvert U du théoréme,
qui est stable par G et qui contient l'unique orbite fermée de G dans X ,
est égal & X tout entier. De la derniére assertion du théoréme résulte alors
que GXGXV est G-isomorphe a XXX/GV/Gx ~X .

Supposons maintenant qu'en outre X soit lisse en un point de l'orbite
fermée de G dans X , et revenons aux notations de la premiére remarque qui
suit le théoréme. Puisque V/G, - W/G, est étale, et que W/G, est réduit
et connexe, V/Gx et W/Gx sont alors nécessairement isomorphes a des
points réduits. Il s'ensuit que W = TXV (W est ouvert, stable par Gx et
contient l'unique orbite fermée de Gx dans TxV , l'origine). Par suite, V

est Gx—isomorphe a WXW/GXV/GX =TV .

Remarque. Les hypothéses étant les mémes que dans la derniére assertion du
corollaire 2, supposons de plus que G ait un point fixe dans X . En consé-
quence immédiate, X est alors un espace vectoriel, dans lequel G opére
linéairement. Un cas particulier (bien connu, et que nous ne mentionnons que
pour illustrer la situation) en est le résultat suivant : soit A = & % une
algébre graduée de type fini sur k ; désignons par X la varlétrélzgfﬁne de A .
On suppose que Ao = k et que le point de X , qui correspond & 1'idéal ma-
ximal - & An , soit qn point simple., Alors A est isomorphe & une algébre de

nz1
polyndmes sur k .
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2. Modeles et stratification du quotient.

Soit G un groupe réductif. Considérons les G-variétés GxHN , o0t H
est un sous-groupe réductif de G , et o N est un espace vectoriel de di-
mension finie sur k , dans lequel H opére linéairement. Ces G-variétés af-
fines lisses -qui ne sont rien d'autre que les G-fibrés vectoriels de base af-
fine homogéne- sont particuliérement importantes : nous allons voir qu'elles
servent de modéles, dans un sens qui va &tre précisé, aux actions de G dans
les variétés affines lisses générales. Pour cela, nous allons appeler ces G-
variétés -et parfois leurs classes d'isomorphie- les modéles. Nous noterons M
1'ensemble des modéles.

Soit X une variété affine lisse dans laquelle opére G . Définissons une
application u : X/G - M en posant, pour § dans X/G , wu(§) égal a la

classe d'isomorphie du fibré normal & T(§)

COROLLAIRE 3. L'image de X/G par i est un_sous-ensemble fini de M .

On démontre le m&me résultat pour un groupe de Lie réel compact, qui opé-
re différentiablement dans une variété différentiable compacte (voir [8], §4)
La démonstration du corollaire 3 n'est pas trés différente (le slice étale jouant
le réle du slice différentiable).

1

Pour \ € M, posons (X/G))\ =u ()

COROLLAIRE 4. Pour tout A € M, (X/G))\ est localement fermé dans X/G et,

muni de sa structure de sous-variété réduite, il est lisse.

On obtient donc ainsi une "stratification" finie de X/G en sous-variété
localement fermées lisses.

Preuve : Soient U et V deux G-variétés affines lisses, ¢ : U -V un
G-morphisme surjectif ; on suppose ¢ et /G étales et U - VXV/GU/G un
G-isomorphisme. On le voit alors aisément, pour que (U/G))\ soit fermé dans
U/G et lisse, il faut et il suffit que (V/G))\ soit fermé dans V/G et lisse.

Soit GXHN un "représentant” de A . On peut identifier (GxHN)/G a
NAM (voir I, §3) . Il est clair qu'on a ((GX, N)/G), = NP~ NE

Le corollaire 4 résulte aussitét de ces deux remarques et du slice étale.

Pourr A € M , posons X)\ = rs—(l((X/G))\) ; comme image réciproque par T
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de (X/G), .
sairement réduite. Les fibres de Ty au-dessus de (X/G)X sont toutes G-iso-

X)\ porte une structure de sous-variété fermée de X , non néces-

morphes ; de fagon plus précise :

COROLLAIRE 5. Le morphisme T Xx - (X/G))\ est une G-fibration (voir I,§3).

La démonstration est analogue: & celle du corollaire précédent.

3. Modéles principaux.

On conserve les hypothéses du paragraphe précédent.
Si T1 et T2 sont deux espaces homogénes de G , nous dirons que T1
; on définit ainsi

est plus grand que T s'il existe un G-morphisme T1 - T

une relation d'ordre d:ns l'ensemble des espaces homogénes 2de G . Nous di-

rons que deux orbites de G dans X sont voisines, si elles se projettent par
nX dans la méme composante connexe de X/G . Pour x € X , nous posons

Nx = TxX/TxG(x) . Si M est un G-module (semi-simple), nous notons par MG
le supplémentaire canonique de MG dans M qui est stable par G .

COROLLAIRE 6. Soit & € X/G . Les_conditions suivantes sont équivalentes :
(1) (X/G)p(i) est un voisinage de & dans X/G ;
(2) T(E) est maximal parmi les orbites fermées de G dans X , voisines
de T(§) ;
-1
(3) pour tout x dans T(§) , an(an(O)) = (Nx)Gx;

(4) Ty est lisse aux points de T(E) .

En particulier, 11)_(1(@) = GXg (Nx)G est_alors lisse.
x x

Preuve : Grace au slice étale, on voit aisément qu'il suffit de démontrer
1'équivalence quand T(E) est réduit & un point. De 13, on est aussit8t ramené
au cas ol X est un espace vectoriel M dans lequel G opére linéairement,
et o § = (0) . Réécrivons les conditions :

(1) MG/G (~ M%) est ouvert dans M/ (c'est-a-dire, est égal & M/AG);

(2) 1'origine est une orbite maximale parmi les orbites fermées de M ;

(3) Tl ) = My ;

(4) o est lisse en zéro.

On voit aisément que (1) & (3), que (2) @ (3) , et que (3) = (4). Mon-
trons que (4) = (3) . La fibre n;AI(nM(O)) est un céne de M , qui est lisse

a l'origine et stable par G ; c'est donc forcément un sous-G-module (voir la
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remarque qui suit le corollaire 2). Pour tout G°-module simple non trivial N,
-1 -1 ;

on a mtm (0) # o} . 11 enGorésulte que nM(ﬂM(O)) = Mg, . Le quotient

M/G° s'identifie alors & M , et M- M/G° est lisse. Comme est

M
10 o
supposé lisse, il s'ensuit que M/G° =~ ME° - MG =~ MC /(G/°) l'est aussi.
-]
Mais cela n'est possible que si MG = MG . Par conséquent, MG = MG" =

= 1 (n, 0) .

DEFINITION. Si l'une des conditions du corollaire 6 est remplie, nous dirons
que le modeéle de & est principal ; si X/G est connexe, il n'y a qu'un mo-

deéle principal possible, que nous appellerons alors "le modéle principal de X".

Montrons maintenant comme le slice étale permet de retrouver -et de mieux

comprendre- le résultat principal de [9].

COROLLAIRE 7. Soit G un_groupe réductif qui opére dans une variété affine

lisse X . On suppose que tout point de X posséde sur l'espace tangent une

forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée, et invariante par le groupe d'iso-

tropie. Alors, il existe un ouvert dense de X , composé d'orbites fermées

dans X .

Preuve : Rappelons qu'un G-module M est dit (G-)orthogonalisable, s'il
posséde une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et G-invariante. On
démontre aisément le résultat suivant (voir [9], lemme 5) : soient M un G-
module, N un sous-G—modulle de M . Si M et N sont orthogonalisables,
M/N l'est aussi.

Soit & un point de X/G dont le modeéle est principal, et soit x € T(§).
De ce qui précéde, il résulte que (Nx)Gx est Gx-orthogonalisable (les alge-
bres delie g, g de G, G, le sont, donc aussé; T Gk = g,  donc
aussi N_ = T,g(/TxG(x) , donc aussi (N)JGX = Nx/Nxx , car Nxx 1'est
manifestement). Comme (Nx)GX = n;\llx(an (0)) (corollaire 6), il s'ensuit que
(Nx)Gx est réduit & zéro. Par suite, 11')‘2-1(@) = T(E) . Le corollaire 7 en décou-

le aussitét.

4, L'isotropie générique.

Dans ce paragraphe, toutes les variétés seront supposées irréductibles et
réduites.
Soit G un groupe réductif qui opére dans une variété affine X . On pose
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= dim X - dim X/G et s=ma€Xxd1m G(x) . En général, ona s sr . Si-
X
s =r , on dira que X/G a la bonne dimension.

LEMME. Si k(X/G) = k(X)G , X/G a_la bonne dimension.

en effet, on sait qu'il existe des f # 0 dans k[X] , tels que k[X]f soit
libre sur k[X]? (voir par exemple [15], p.77 lemme 3.6) ; il suffit visiblement
de démontrer le lemme pour Xf .

Désignons par ¢ : GXX - X et par Vi GX - X)S(/GX les morphismes

~

définis par o(s,x) = sx et {(s,x) = (sx,x) , et par § et § les homomor-

phismes d'alg@bres qui leur correspondent. Si s € G ,
kix]1—% 5 klcleklx] =81 kek[x] = k[x]

envoie f sur f° . Pour tout feg € klx]@k[X/G]k[x].= k[X)S(/GX] , on a

V(feg) = &(f)(1gg) .
Montrons que ¥ est injectif. Soit e, une base de k[X] sur k[X]G .

Il suffit de voir que Z@(e )(1®f) = 0 entraine que les f1 sont tous nuls.
Malis Zéb(e)(lef) =0 implique Zesf =0 , quel que soit s € G . Comme
par hypothése k(X/G) k(X) e sont aussi linéairement indépendants
sur k(X)G , et nous pouvons invoquer le théoréme d'Artin ([4], §7,n°1) :
Soient L un corps (commutatif), G un groupe d'automorphismes de L ,
K le corps des éléments de L laissés fixes par G , et el,...,en des

«sS

éléments de L linéairement indépendants sur K . Alors il existe Spre- n

dans G tels que dét’(eisj) #0 .
De 13, par un raisonnement d'algébre linéaire, résulte bien que les f1

sont tous nuls. Par suite, Xxx /G X est irréductible, et le morphisme

V:GX - X GX est dominant. On voit aisément que X)S(/GX est de dimen-

sion dim X+ r . On sait qu'il existe alors une fibre de § dont toutes les

composantes irréductibles ont comme dimension dim GXX - dim XXX/G =

dim G - r (voir [11], p.9). Puisque les fibres de § ont méme dimensions

que les groupes d'isotropie de G dans X , il existe donc x dans X tel

que dim Gx =dim G - r . Il s'ensuit que s z dim G(x) = dim G - dim Gx= r.

LEMME. Soit G un groupe qui opére dans une variété affine X . On suppose

que k[X] est factoriel et que les seuls éléments inversibles de k[X] sont

les constantes non nulles.
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(1) Tout f de k(X)G s'écrit alors f=g/h , od g et h sont des
invariants relatifs de G dans kI[X] .

(2) Il existe un ouvert affine, non vide, G-stable X' dans X , tel que

k(X')G = corps des fractions de kX' ]G .

premiers entre eux. Pour tout s € G on a ghs = gsh . Comme k[X] est
factoriel, on en déduit que g° = X(s)g , o x(s) € k* . On a X(st)g= gSt =
= (%' = (x(s)g)' = X(s)X(t)g , donc X : G » k¥ est un caractére.

(2) Le corps k(X)G est, comme sous-corps de k(X) , de type fini sur k;
soit fl,...,fn un systéme de générateurs de k(X)G sur k ; d'aprés (1) ,

on peut écrire fi = gi/hi , ol les gi et les h, sont des invariants relatifs

i

de G dans k[X] . Posons h = hl-...-hrl et X' = Xh . On vérifie sans

peine que X' satisfait aux conditions du lemme.

COROLLAIRE 8 (R.W. Richardson). Soit G un_groupe réductif qui opére dans

une variété affine lisse X . Il existe alors un sous-groupe H de G , non

nécessairement réductif, tel que l'ensemble des points de X dont le groupe

d'isotropie est conjugué &8 H , soit d'intérieur non vide.

Preuve : On voit facilement, grace aux corollaires 5 et 6, qu'il suffit de
démontrer le corollaire 8 dans le cas ol X est un espace vectoriel. D'aprés
les deux lemmes précédents, il existe alors un ouvert affine, non-vide, G-
stable X' dans X tel que X'/G ait la bonne dimension. Pour tout § ¢ X'/G
dont le modeéle est principal, n;(,l(é) contient alors une orbite qui est ouverte
dans n;(l,(g) . Les fibres de tels & étant G-isomorphes, les corollaires 5 et

6 permettent de conclure.
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