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SCHEMAS EN GROUPES, ESPACES HOMOGENES ET ESPACES ALGEBRIQUES
SUR UNE BASE DE DIMENSION 1

par

Sivaramakrishna ANANTHARAMAN

Résuné, - Soient S un schéma localement noethérien, et X un S-espace algébri-
que en groupes séparé et localement de type fini sur S (resp. le S-faisceau fppf
quotient d'un S-schéma en groupes G , localement de type fini, par un sous-schéma
fermé en groupes H , plat sur S ). Lorsque S est de dimension O , on sait que
X est représentable. Par contre, m&me dans les meilleurs cas, un tel X n'est pas
nécessairement représentable si dim S » 2 . Dans ce travail, on démontre la repré-
sentabilité de tels X 1lorsque dim S 1 5 si S est normal, la démonstration
utilise des techniques (& peu prds connues) spéciales au cas dim S = 1 ; le cas
général se résoud ensuite moyennant un critdre (général) de descente d'espaces al-
gébriques par des morphismes entiers.
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6 S. ANANTHARAMAN

Introduction

Depuis que la notion d'espace algébrique a été introduite en Géométrie algébri-
que par M, Artin, de nombreuses questions de représentabilité ont été traitées sui-
vant deux principes généraux.

(a) Btudier les conditions pour qu'un foncteur soit un espace algébrique.
(b) Etudier les conditions pour qu'un espace algébrique soit un schéma.

Dans le présent travail, on étudie certains cas particuliers de (b). On sait
par exemple que, sur une base de dimension zéro, un espace algébrigque en groupes G
est un schéma ([2], §4). Sur un corps k , ce fait se démontre de la fagon suivante :
i1 existe un ouvert dense X de G qui est un schéma (scaD, Vv, 8.1) ; et sur la
cl8ture algébrique k de k , on dispose de suffisamment de sections de G pour
pouvoir recouvrir G par les translatés de cet ouvert X . La descente de k a k
est possible, comme chaque ensemble fini de points de G est contenu dans un ou-
vert affine.

On peut essayer d'appliquer une telle méthode sur une base S quelconque. Mais,
pour ce faire, on doit a priori disposer d'un ouvert représentable X de G tel
que X soit dense dans chacune des fibres de G sur S . Or, en général, il n'exis-
te pas de tel X : en effet, on a un espace algébrique en groupes G lisse et non
séparé sur un trait, dont le plus grand ouvert représentable est sa fibre générique
(sGap, VIg, page 81). Méme lorsque l'on fait 1'hypothdse de séparation, il existe un
contre-exemple de Raynaud, sur une base locale régulidre de dimension 2 ([18], X 14).

En revanche, on peut montrer, avec l'hypothdse de séparation, que le plus grand
ouvert représentable X d'un espace algébrique G contient ses points de codimen-
sion 1 (ef. (3.3.1)) ; si S est de dimension £ 1, cet ouvert X contient donc
les points maximaux des fibres de G sur S .

Nous étudions par suite les questions "maturelles" suivantes :

1° Scient S wun schéma localement noethérien de dimension g1, G un S-
espace algébrique en groupes, séparé et localement de type fini sur S . Alors G
est-il un schéma ?

2° Soient S comme dans le 1°, G un S-faisceau fppf en groupes, S' un
schéma fpge sur S tel que Gy, soit un S'-schéma (en groupes) séparé et locale-
ment de présentation finie, Alors G est-il un schéma ?

3° Nous étudions également la question d'existence du schéma quotient du type

G/H . On sait que les faisceaux de ce type sont des espaces algébriques sur une base
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S quelconque localement noethérienne (cf. (3.1.1)). Par contre, la question de re-
présentabilité de ces faisceaux admet une réponse négative si 1l'on ne suppose pas

H fﬁfﬂé dans G et plat sur S, ousi dimS > 2 (m8mes contre~exemples que plus
haut), Nous étudions donc le cas ou S est localement noethérien de dimension <1

A ces trois questions, nous répondons affirmativement ; nous montrons aussi
que chaque ensemble fini de points de G (resp. G/H ) qui se projette dans un ou~
vert affine de S est contenu dans un ouvert affine de G (resp. G/H ).

Esquissons bridvement la méthode de démonstration. On note d'abord que les
fibres sont des schémas. Sur une base normale, par exemple sur un trait, la notion
d'adhérence schématique de la fibre générique de G (cf. (1.2.0)) et une technique
du recollement suivant un fermé (cf. (1.1)) nous permettent de supposer que G est
plat sur S (ef. (1.2) et (1.3)). En utilisant 1'appendice II, on se ramdne alors
au cas G 1lisse sur S (chap. IV). On applique ensuite les résultats de la thise
de Raynaud ([18]).

Dans le cas ou S est non normal, on utilise un critdre général de descente
entidre (cf. (3.2.1)) qui ne dépend pas de la structure de groupe sur G ou de la
structure homogdne sur G/H .

Faute de références satisfaisantes, nous avons dfi démontrer en détail certains
résultats "connus", comme le recollement suivant un fermé, ou le passage au quotient
plat (resp. fini).

L'auteur tient & remercier vivement M. RAYNAUD, dont 1'encouragement et les

conseils lui ont été une aide précieuse pour ce travail,

—feelm
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Chapitre I

Recollement suivant un fermé, Applications

1.0, Un trait est par définition un triple (S = Spec A, n ,s) ou A estun
anneau de valuation discrdte et n (resp. s) est le point générique (resp, fermé)
de S =Sped A,

Supposons que X = Spec A est un schéma affine noethérien sur un trait
(Spec A =8 , M ,s). Soient 7 wune uniformisante de A et T 1'idéal de A-torsion
dans A ., Alors on a la notion d'adhérence schématique X de la fibre générique Xﬂ
de X dans X : c'est le sous—schéma fermé V(T) de X . C'est aussi le plus
grand sous-schéma de X plat sur S . D'autre part, on a également les voisinages

infinitésimaux {X(g)} de la fibre spéciale X, ¢ ce sont les sous-schémas fer-

njo

‘ n
més {V(n A)}n}o de X .

I1 y a une fagon naturelle de reconstituer X & partir de la donnée de X et

™))

s tnyo § topologiquement c'est trés clair ; il s'agit d'identifier les points
7

des
commmns de X et XS . Puisque ces points communs forment une partie fermée il)xs
de X, il s'agit de "recoller" X et X, suivant ce fermé commun,

Pour tenir compte du faisceau structural, nous procédons de la maniére suivante,

(n) ,

Pour chaque n ) o , considérons "1'intersection schématique" de X et X

(n)

]

H

c'est le sous-schéma fermé 2)<XX = V(npA-rT) de X, donc c'est un sous-schéma

(n)

fermé & la fois de X et de X . On a ainsi deux plongements

S
v(a+T) 2 )'(nx(:)

Ces deux plongements correspondent aux deux morphismes composés

pr, AT
AJT x A/nA — T A/(7a+T)
Tt

(o4 les fldches sont évidentes).



Chapitre I 9

(n)

est le sous—anneau (de A/T x A/nnA) d'égalité de ces deux fliches,

(n)

si B
est le conoyau de la double fl&che

(n)

il se trouve que Spec B
n -
V(nA+T) 3XUX

dans la catégorie (Sch/s) (voir (1.1.3) ci-dessous). On a alors un morphisme cano-

() 4 (n)

nique est un

?(n) ¢ Spec B

. Je dis que pour tout n assez grand ¢

isomorphisme,

(n)

BEn effet, il est clair que ¢ correspond au morphisme canonique

9( ) (n) .

n
A — A/T X A/nnA qui se factorise par B D'autre part, si a1 ,a, €A

2

sont tels que a1 = a, (ﬂPﬁ-ﬁT) alors a, = a2-+ﬂFa'-+t' avec a' €A, t' €T,

d'oh (a1-nna') = (a2-+t') est un é1ément a de A tel que a = a1 (7a) et

o)

a = a2 (7). Cce qui prouve que e(n)(A) = B(n) , donc est une immersion fer—

(n)

mée pour tout n , Enfin le noyau de 6 est (n“A)n T = nnT et comme T est

engendré par un nombre fini d'éléments (A noethérien), nn.T =0 pour n assez

(n) |

grand, Donc 6 tASB pour n assez grand,

(n)
S

Tout cela prouve que X est le schéma obtenu par "recollement" de X et X

suivant le fermé commun i><xx(2) pour n assez grand,
Il se trouve que plusieurs aspects de ce phénoméne se prétent & des généralisa-
tions, Ainsi, pour un foncteur quelconque G de (Sch/S)' dans Ens, on a la no-

tion d'adhérence schématique G de Gn dans G (S étant toujours un trait ; voir

(1.2.0) ci—dessous), et sous certaines conditions, si G et les G(:) sont des
schémas, on peut représenter G "en recollant G et G(i) suivant un fermé" (voir
(1.2.4) et (1.3.2) ci-dessous). L'avantage de cette méthode est qu'elle raméne la

(qui sont des

question de la représentabilité de G sur S & celle des G(z)

foncteurs sur un schéma artinien) et celle de G , qui est alors un foncteur "plat

sur S" se prétant donc & plus de manipulations que G .
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1.1. Le recollement suivant un fermé

1.1.0. On se pose la question suivante, Etant donnés trois schémas X1 , X2 , Y
0.
et deux immersions fermées Y-—:"»Xi , i=1,2, peut-on construire un schéma X
en recollant X1 , X2 suivant (Y, 61 , 92) ?

Plus précisément, la donnée (Y, O, , 92) définit une relation d'équivalence

1

évidente sur XH.I.X2 :

%

Y 9——2’)(111.)(2 .

Soient X = X1 J-eL X, =X, J"ZL X, (o 6 = (91,92)) 1'espace annelé quotient de
X1J,LX2 pour cette relation et 95 : Xi - X les morphismes canoniques d'espaces an=-
nelés, On a alors la

1.1.1, Proposition : X = X1 Jé‘ X2 est un schéma et les ?5 sont des immersions
fermées dans (Sch), Par suite il existe un sous-schéma fermé Y de X , & espace
sous—jacent cp1 (X1)ﬂcp2(X2) tel que q)i.ei : Yi -3 , 1=1,2, soient des isomor-
phismes,

1.1.2. Remargues :

(a) Supposons que, pour chaque i , X:'.L had Xi soit un ouvert tel que
9_11(X1') = 9-21(}%) =Y'. Alors e:!L = ei|Y' H e —»XJ!- sont des immersions fermées, et
il est clair que X1' Jél' Xé (ot o' = (6;,65)) stidentifie canoniquement & un ouvert
de X1 Jé- X2 o

(b) Supposons démontrée la proposition (1,1.1)., Il est alors immédiat que
le schéma X1 Jé. X2 est le quotient de X1JLX2 pour la relation d'équivalence dé-
finie par (91,62) dans le catégorie (Sch).

(c) Soient S un schéma et Z un schéma sur S, Nous dirons que 2
est de type (7a) sur S si chaque ensemble fini de points de Z qui se projette
dans un ouvert affine de S, est lui-méme contenu dans un ouvert affine de 2 .

Un schéma Z est dit de type (FA) s'il est de type (FA) sur Spec Z . Revenant &
la situation précédente, nous démontrerons que si chaque Xi est de type (Fa), il

en est de méme de X = x1 -g- X2 . En fait nous montrerons un peu plus:
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Si E est un ensemble fini de points de X tel que chaque Ei = (p-l(E) soit
contenu dans un ouvert affine de Xi , alors E est contenu dans un ouvert affine
de X .

1.1.3. Démonstration de 1.1.1 dans le cas affine :

Supposons que X, Spec(A ), i=1,2, Y =Spec(h) et T, = Bi(Y) =V(Ii)

ol Ii est un idéal de Ai , 1 =1,2 ., On a alors un diagramme

A
pry 1\1

2 /'
WAZ

ol les morphismes sont évidents, Posons B = le sous-anneau (de A1 xAz) d'égalité

A1 XA,

des deux fléches composées A1 XA2 3K, Je dis que X = Spec B s'identifie alors
s 13 ¢
a l'espace annelé X1 'IGLX2 .

i) Puisque A est un quotient de Ai » Py = prilB est surjectif ce qui

P.

nous donne des immersions fermées 95 H Xi'-v X . D'autre part, si Ki = ker (B—%Ai),
il est clair que K1 = (O)X12 , K2 = I‘l x(O) , donc K1.K2 =0 dans B ., Ce qui
montre que : X = (p1 (X1)U¢2(X2) ensemblistement,

ii) or, X-q:z(xz) = gLGJK Spec B, ; wn élément g € K, est de la forme

2
(f,0) , £ € I, et réciproquement ; d'autre part, il est clair que 1(Spec B ) est
1 ?
1 i d . - = V)
1'ouvert affine Spec(A1 )y de X, . Comme X -Y rer, sPec(A1 )p = g€K2 (p1(Spec Bg)

et que B, = (A1)f pour £ €I, et g= (£,0) € K,, ona montré que :
q)1](X1—Y1) est un isomorphisme sur 1l'ouvert X—cp2(X2) de X (on a aussi 1'as—
sertion analogue pour cp2|X2-Y2).

iii) Enfin, soit J = ker(B - K) ou la fléche est le morphisme unique pro-
venant de la définition de B ; il est clair que (a1,a2) € J si et seulement si
a; €I, ,1i=1,2, d'oh J =K +K, dans B . Et puisque B/IJ 3K, on en con-
clut que V(J) est égal & ?, (X1)ﬂq;2()(2) , schématiquement,

On déduit de i), ii) et iii) que (X = Spec B, 9, » q,2) est bien 1'espace annelé

quotient de X ML X, pour la relation d'équivalence Spec A2X .IJ.X2 .
1 - CeQ.F.D.
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1.1.4, Démonstration de 1.1.1 dans le cas général :

Le fait que 1'espace annelé X = X1 _I.eL X2 soit un schéma se vérifie localement
sur X ; donc, grfce & 1.1.2 (a) et 1,1.3 il suffit de montrer la chose suivante :
Soit y wun point quelconque de Y , ¥; = Gi(y). Alors il existe un ouvert af-

(resp. U

fi ds
ine U1 e X 5

e contenant y resp, . el que
de X,) tenant ( ,) telg

1
4
61(v,) = 6 (v,).

1

Mais afin de démontrer du méme coup la remarque 1,1.2 (c), nous allons prouver
un peu plus :
(%) Soit E un ensemble fini de points de X tel que Ei = q;:_(E) soit contenu
dans un ouvert affine de Xi , 1 =1,2 . Alors il existe un ouvert affine V, de

1

X (resp. v

A _ A
1 de X2) contenant E1 (resp. E2) tel que 61(V1) -92(V2).

2

Commengons par un lemme facile. }

L@ﬂ(F) : Soit P un ensemble fini de points d'un schéma affine 2 = Spec A .
Si U est un ouvert quelconque de Z contenant F alors il existe un a € A tel
que F C za cU.

En effet, si P, est 1'idéal premier de A défini par un point quelconque x
de Z et si I estun idéal de définition de 2-U dans A, on a px;él pour
x €F , Comme F est fiﬁi, ona I ¢xL€,F pxb et il existe un a € I tel que
a;(px pour tout x €F .

Revenons & la démonstration de (x). Posons T, = ei(x) , i=1,2, Soit U;
un ouvert affine de X1 contenant E1 s alors il existe un ouvert Ué de X2 tel

2

que U1' nY1—'e'-)Ué n Y2 . Ajoutant au besoin un ouvert de X, contenant

E, - (E = (q;1(X1)ﬂ q>2(X2)ﬂ E)) et contenu dans X,-Y, , on peut supposer que

1
U2 =] E2 .
Si U; est un ouvert affine de X2 contenant E2 , alors il existe un ouvert
5 m n m " | 1
affine UY de U} (8onc de x2) tel que B, cUY'cUINTL (lemme(F)). Quitte &

restreindre U; on est ainsi ramené & supposer que :

~

il existe un ouvert affine U' de X1 , un ouvert U1 de U‘1 e'l:u.ﬁ ouvert
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affine U2 de X2 tels que :

a) U 2E , U,OF
b) U1nY1-.e-Uan2

Soit f € A(U1) (notation évidente) un élément tel que E‘I c U' c U1
f

- - 1 -
(lemme(F)) ;s soient f1 son image dans A(U10Y1) et f la 6©-coimage de f

2 1

dans A(U2n Y2). I1 est immédiat que tout revient & trouver un reldvement £, de

car on peut alors prendre V, =TU et

1 1
f1

f2 dans A(Uz) tel que U2f DE2 ,

V2 = U2 . (Notons d'ailleu_%s que dans le cas ou E=E , dl.e, ol
f

2 -
EC(p1(X1)ncp2(X2) , tout reldvement f2 de T dans A(UZ) posseéde cette pro-

2

priété ; la démonstration proprement dite de 1,1.1 s'achéve donc ici).
Pour établir (%), on peut évidemment supposer que :
(#*) aucun des points de E2 n'est une spécialisation stricte d'un autre point de

E2.

Or, soit I wun idéal de définition de U2n Y2 dans A(U2) et fé un reléve—

ment quelconque de f dans A(U2). Posons BE! = (EZ—E)n U2 et

2
fl
E‘2' = (Eg—ﬁ)nv(fé) . Il est clair que I ¢ p, pour x € E'2' ;2 et & cause de (*x)

2

3 ] " t oM v . 3 3
on a Py¢Px si y €EB} et x €EBj . D'ou Iﬂ(yfe\Eé Py)¢x€E£ p, ; il existe

n n " . .
doncun g €1 (YEEé Py) tel que g l px pour X € E2 . Il est alors immédiat

que f2 = fé +g est un relévement de f2 qui répond & la question, C.eQ.FeDo

1.1.5. Remarques 3

i) Plagons-nous désormais sur un schéma de base S, Si

(}(1 y x2 ,Y,0,, 62) est une donnée de recollement du type 1.1.C dans (Sch/s)

y
alors X = X1JéLX2 est évidemment dans (Sch/S) . De plus il est facile & voir que

si chaque X est S-séparé, X 1'est aussi.
Supposons que S' € (Sch/S). Alors, on obtient par le changement de base

S8' -5, une donnée de recollement (X! = X , X! = X , Y'=Y,,0' =96,
17 g, 0 2 Ty, st 01T A,

1 =6, ) dans (Sch/S'). Ce qui nous permet de construire le §'-schéma

st )

Je-l; x; (o o = (6',95)). Dtaprés 1.1,2 (b), il existe un S'-isomorphisme

<)

X

-
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el 1 1
canonique X1 Jé‘? - (X1 %Xz)s' .
La démonstration de 1.1,1 montre que si S8' est plat sur S, alors c'est un

isomorphisme, En d'autres termes, le recollement suivant un fermé commute aux change-—

ments de base plats,
ii) Supposons que S est localement noethérien et que

(X1 , X2 , Y, 61 , 92) est une donnée du type 1.1,0 localement de type fini sur S

N

(i.e., chaque Xi 1'est), Alors une démonstration analogue & celle du théordme 5 de
1'appendice I montre que X1 -%-X2 est aussi localement de type fini sur S .

iii) Soient S localement noethérien, (X1 R X2 ,Y,06,, 92) une donnée du

1
type 1.1.0 localement de type fini sur S et (X; , Xé , Yt , 0!, eé) une deuxidéme

donnée étale sur la premidre (i,e,, on a des S-morphismes &tales tels que tous les
carrés évidents soient cartésiens). Alors le S-morphisme canonique

[ [ 4
X} lflr X} x1J4.x2 (cf. 1.1.2 (b)) est étale,

I1 faut montrer que si x est un point de X = X1 J%-XZ qui est dans

(x1nx2) 2Y etsi x' estun point de X' = X! JY-_I; X} eu-dessus de x , alors

OX' <t est essentiellement étale sur OX . Pour ce faire, remarquons dtabord que
’ ?

] o 8 0
Spec X, x (resp. Spec X',x') est le schéma recollé de Spec X1,x
o o i
(resp. Spec OX;,x') et Spec X2, (resp. Spec Xé,x') suivant le fermé commun
Spec O (resp. Spec OY' x')' Si 1'on note le hensélisé strict d'un anneau local
9’

Y,x
~ I~ L
9 par O, alors il est clair que Spec @x . (resp. Spec OX' x') est le schéma
’ i)
S~ R o~ —~
recollé de Spec O (resp. Spec O N ,) et Spec () (resp. Spec O ' ),..,,
X, ,X X,x X.,,X X!,x!
1 ~ 1 —~ 2 2
suivant le fermé commun Spec OY . (resp. Spec @Y’ x')' L'assertion iii) est alors
’ ’

immédiate,
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1.2, Application aux guestions de descente fpgc sur un schéma de Dedekind

1.2,0, Par définition, un schéma de Dedekind S est un schéma intdgre qui est
localement le spectre d'un anneau de Dedekind ; le schéma S est donc localement
noethérien, inteégre et régulier de dimension 1,

Soient S wun schéma de Dedekind, & point générique =, et G :(Sch/S)o - Ens
un foncteur quelconqgue. On peut définir alors 1'adhérence schématique G de Gn

dans G comme étant le sous-foncteur G de G tel que T 2, ¢ est dans

G(T) &> o admet une factorisation T —>G ou T' est un S-schéma plat,

La motivation de cette définition est assez claire : Pour un schéma quelconque
X sur S, 1l'adhérence schématique X de Xﬂ dans X est le plus grand sous-
schéma de X sans S-torsion, donc est le plus grand sous-schéma plat sur S, ILa
définition fonctorielle dit simplement que G est "le plus grand sous-foncteur de
G plat sur sS",
I1 s'ensuit que si @ est représentable, les deux définitions coIncident., Re-
marquons enfin que si G est représentable, il est nécessairement plat sur S .
Pour que le foncteur G soit représentable sur S , on a ainsi les conditions
nécessaires suivantes :
i) @, 1'adhérence schématique de Gﬂ dans G est représentable ;
+) ii) chaque voisinage infinitésimal de chaque fibre de G sur S est
représentable ;
iii) G est un Vs-féisceau fpge .
On a la réciproque partielle suivante:
1.2.1, Proposition : Soient S un trait (S,n,s) , G : (Sch/s)® - Ens un fonc-
teur qui vérifie les conditions (+) ci-dessus, Supposons qu'il existe un trait
st = (s*,n',s') fiddlement plat sur S tel que Gy, Soit un schéma localement
noethérien, Alors G est représentable et localement noethérien,

Commengons par quelques remarques,
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1.2.2, Remarques préliminaires :
a) Soient S un schéma de Dedekind, G @ (Sch/S)° - Ens un foncteur et

5, un schéma de Dédekind plat sur S . Si G (resp. (E};)) est 1'adhérence sché-
matique de G (resp. (GS ) ) dans @ (resp. Gy ) alors on a un isomorphisme
n 11 1
— 1
G, e

5

Cela découle formellement des définitions, En d'autres termes, la formation de

canonique (E)S ~"-'~(

1tadhérence schématique commute aux changements de base plats.,

b) Soient X un schéma sur le trait S = (S,n,s) et X 1'adhérence sché-

(n)

matique de XT) dans X . Alors pour chaque n » O , X x X est un sous-schéma

b
(a)

fermé & la fois de i et de X s * D'aprés 1.1.1., on peut donc recoller X et

x(rsl) suivant Xxi{ ; soit T[,LLX(n)Y le schéma ainsi obtenu. D'aprés 1.1.2 (b),

on a un morphisme canonique X,I,LX( )—(L—-»X .
¢) on avu (1.0) que si X est un schéma affine noethérien, c'est un iso-
morphisme pour n assez grand, On a vu aussi que le recollement suivant un fermé

"se fait localement" en se ramenant au cas affine (ef, 1.1.4). Il en résulte que si

q,(n)

X est noethérien, est un isomorphisme pour n assez grand ; et par suite,

(n)

si X est localement noethérien, alors localement sur X , ¢ est un isomor-

phisme pour n assez grand .

a) Placons-nous dans le contexte de 1.2.1 et supposons (gréce a4 b) que

S = (S,n,s) , 8! = (S',n',s') sont des traits. Alors, pour chaque n ) 0 , le sous-

(n) (n)

foncteur G X G est représentable et est un sous-schéma fermé de G .

G

s
BEn effet, si 1l'indice de ramification du trait S' sur S est » » 1, il
(S)) G(m,') . Mais puisque @

S' s st
est un schéma, le membre & droite est un sous-schéma fermé de G(;u") = (G(l;))sv

est clair (compte tenu de a)) que (Gx G

d'ol la conclusion par descente fpqc,

e) Ce fait nous permet, sous les hypothéses de 1.2.1., de recoller les

- n . ;=
schémas G , G(s) , suivant le fermé GxGG(r;) , pour chaque n ) 0 . Notons
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toujours E&G(z) le schéma ainsi obtenu. D'aprds 1.1.5 i) (le recollement suivant

un fermé commute aux changements de base pla'ts) il s'ensuit que

(GJLG(n)) ,4£L§S,JLG(nf) (notations de 4)).

. (ar)

Or, on a le morphisme canonique GS,JLG(nr) L, G et il est formel de voir

que les changements de base 8" = S'x St =S‘ donnent le méme morphisme cano-
~ @ue™) 3 >
nique Gla s Jgn ™ S“ . Comme, par hypothése, G est un

(@)

S-faisceau fpqc, on en déduit un morphisme canonique G]LG , pour tout
n » 0, que nous noterons q)(n) s c'est un morphisme relativement représentable

i . . . () (1)
par des immersions fermées ; et l'on a des immersions fermées GLG G],LG

(n)

compatibles avec les ¢ ,n >0,

1.2.3. Démonstration de 1.2.1 :

(n)

Remarquons d'abord que les schémas GJLG s

(0)}

jacent, Soit {Ua

, 030, ont le méme espace sous—

(o)

un recouvrement ouvert affine de G G g 3 soit, pour

(n) (n)

chaque n » o et chaque a«, U « 1'ouvert de G]LG

), o)

qui a le méme espace sous—

est affine (EGA, I, 5.1.9), de sorte que {U(z)}

(n)

est un recouvrement ouvert affine de -(‘;,ILG s *

jacent que U alors

a

X . . (n) .
Or, considérons, pour a fixe, la famille ((U a )s')n>,0 . Puisque GS' ; est

un schéma localement noethérien,(1.2.2 c)) montre que cette famille est stationnaire

et que sa valeur stationnaire est un ouvert du schéma G_, . Par descente fideélement

SI
(n))

plate, la famille (U est elle-méme stationnaire, pour o fixe, Si Ua est
sa valeur stationnaire il est clair que Ua représente un ouvert de G . BEnfin les
{v } recouvrent @ .

a’a

1.2.4. Corollaire : Soient S un schéma de Dedekind et G : (Sch/S)® - Ens wn

foncteur qui vérifie les conditions (+) de 1.2,0 et qui est localement de présenta-
tion finie sur S (cf. EGA, IV, 8.14). Supposons qu'il existe un schéma 8! fpqc
sur S tel que GS' soit représentable (et localement de présentation finie) sur

S'. Alors G est représentable,
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Démonstration : Comme plus haut, on peut supposer que S est un trait

(Spec A,7n,s) et par suite que S' est affine, soit S' = Spec A'. On peut évi-
, demment supposer que A' est un anneau de valuation (non nécessairement discréte)
dominant A . Dans ce cas, l'adhérence schématique (ordinaire) G' de la fibre gé-
sur S', dans G', est plate sur S', donc on a 1'égalité

IO Esz'. Par descente fpge on conclut que, pour chaque n ) o , EXGG(XSI)
G(n) .
s

nérique de G' = G,

est
un sous—schéma fermé de

Ce fait nous permet de construire, suivant le procédé de 1.1.4., des ouverts
{Ua}a du foncteur G tels que :

(2)) soit un ouvert

a) pour tout a et tout’ nyo, Uana (resp. Ua"G

G(’;))

affine de G (resp.

VU =¢.
o ¢ .
Puisqu'il suffit de montrer que chacun des ouverts {Ua} est un schéma, on peut

supposer que G est de présentation finie sur S', dans 1'énoncé 1.2.4 (en effet

St

chaque (Ua)s' est un ouvert quasi-compact et quasi-séparé du schéma GS')' or,

l'anneau A' est limite inductive filtrante de ses sous-A-algdbres {A de

i}iEI
type fini, Puisque GS' est de présentation finie sur S', il s'ensuit que

G®AAi est représentable et de type fini sur Spec Ai pour io € I assez grand

(ef. [8]). °

Comme A' est sans A-torsion, il en est de méme de Ai , donc Spec Ai
o o
est S-plat, Quitte & prendre une S—-quasi-section plate de Spec Ai (cf, EGA, IV,
o
17.16.1) et par la suite normaliser et localiser, on se raméne 3 supposer que S'

est un trait fiddlement plat sur S . On est donc dans un cas particulier de 1,2.1.
CeQ.F.D.
1.2.5. Remarques 3

a) Gardons les notations et les hypothéses générales de 1.2.0. Nous dirons
que G est plat sur S si G=G .

b) Il est formel de voir que si G est un foncteur en groupes sur S ,

alors G 1'est aussi,
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¢) Supposons que la fibre générique Gn de G sur S est représentable,
Si Hn‘+ Gn est un sous-schéma fermé de Gn , alors on a une définition évidente
de 1'adhérence schématique H de Hn dans G, qui coincide avec la définition
habituelle gi G est un schéma,

d) si, dans ¢), G est un foncteur en groupes et Hn est un sous—groupe
invariant fermé de Gn , il est clair que H est un sous-foncteur en groupes inva-

riant de G .

1.3. Application aux espaces algébriques
1.3.0. Définition ¢ Soit S wun schéma, On appelle S-espace algébrique un
S~-faisceau fppf X qui s'insére dans une suite exacte de S~faisceaux

P P
Z 1L, Y—Xx, ob
P

2
i) Y, Z sont des S-schémas,
b
ii) z ::E: Y est une S-relation d'équivalence étale et de présentation
)
finie,
(2,2,)
iii) le monomorphisme canonique % ————— Yx_Y est une immersion,

S
Nos espaces algébriques sont donc les espaces algébriques localement séparés

au sens de [1].

(*1) L'espace algébrique X ci-dessus est dit séparé si le morphisme

(»,,2,)
d : 2 ———— Y'XSY' est une immersion fermée,

(*2) Cet espace algébrique X est dit un S-espace algébrique (loc. PF) si Y est
localement de présentation finie sur S .
1.3.1, Remarques :
a) Avec les notations de 1.3.0., soit {Ya}a un recouvrement ouvert af-
fine de Y . Si Y1 est le S-schéma {% Ya et Y1 -jif Y est le morphisme cano-
nique, soit z, : 7, 1la relation induite sur T, (cf. SGAD, V, 3). On voit que

cette relation est elle aussi étale et de présentation finie (cf. 3.1.2.2). si X1

est le S-faisceau fppf quotient de Z1 > Y, alors il est clair que X %X,
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En particulier, on peut supposer dans la définition plus haut que Y est sépa-

ré (sur s).

b) Un S-espace algébrique (loc, PF) X est localement de présentation
finie sur S (au sens de EGA, IV, 8.14) (cf. [18], VI, 1.2.1).

¢) Supposons maintenant que S est un schéma de Dedekind, Alors on a la
notion d'adhérence schématique X de la fibre générique de X dans X (1.2,0). Si
X est un S-espace algébrique, alors X est un sous-S—-espace algébrique fermé de

p

X ¢ en effet, soit X 1le conoyau 2 ﬁzY -l)X . Alors la projection canonique
Y _l, X est relativement représentable par des morphismes étales et de présentation
finie (cf. 3.1.2.1). On en conclut facilement que s '}-(XXY . Dtautre part, consi-

dérons la relation d'équivalence induite sur Y pour le monomorphisme canonique

Y->Y,., Comme Z 3 YxXY (cf. 3.1.2.1) et P, s P, sont les projections canoniques

YXXY 2Y, il s'ensuit que cette relation sur ¥ n'est rien dlautre que 7 s Y B
interprétés soit comme les projections canoniques Z = ?x_ Y3 Y, soit comme les
X

factorisations des restrictions pi'E « Il est alors clair que 7 27 est une
S-relation d'équivalence étale et de présentation finie, D'autre part, du fait

o

S]]
=i

x_Y , on déduit facilement que X est le S-faisceau fppf quotient de
X

~l
I

Le but de ce numéro est de démontrer la
1.3.2. Proposition : Soient S wun schéma de Dedekind et X un S-espace algé-
brique (1oc, PF). Supposons que
i) X est représentable (notation de 1.3.1 c))

et ii) chaque voisinage infinitésimal de chaque fibre spéciale de X sur S
est représentable,
Alors X est représentable,

P

Démonstration : Soit X 1le conoyau 2 itY —va , comme plus haut, Rame-

P.
2
nons-nous d'abord au cas X "quasi-compact" ; en effet, si U est un ouvert affine

quelconqgu: de Y , son saturé P, p';(U) est un ouvert de Y de présentation finie
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sur S et on peut remplacer Y par cet ouvert et X par 1l'ouvert correspondant,

Ramenons-nous par la suite au cas o S est un trait ; en effet, puisque X
est de présentation finie, il suffit de prouver la représentabilité aprés localisa-
tion en chaque poirit s de 8 (ef, [8]). On peut donc supposer que S = (S,n,s)
est un trait,

Remarquons alors que pour chaque n ) o , f{xf((z) est un sous-schéma fermé de

(n)

X s car X e X est une immersion fermée (relative), Cela nous permet de cons-

(n)

truire les schémas T{JLX , Dpour chaque n ) o (notations de 1,2,2). On sait

8
(m) o

5Y et ZUZ
o L

(m)

S

@ .,

S
- }—(Lx(:)

(drapres 1.2.2 ¢)) qu'il existe m » o tel que .X-'J,LY

D'autre part, d'aprés 1,1,5 iii), le morphisme canonique ?LY est

étale, et est compatible avec Z = (Euz(’:)) = (?g,y(‘;‘)) 2y (cf, 1.1.2 b)), Puisque

(m)

Z a "le bon graphe", on en conclut que XX s

s'identifie au faisceau fppf quo-

)
tient de 2z —=3Y .
v, C.Q.F.D.
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Chapitre II

Schémas en groupes sur un schéma de Dedekind

2.0, Nous appellerons semi-trait un schéma de Dedekind semi-local,

La plupart des résultats de ce chapitre concerne les schémas en groupes plats

3

et séparés sur un semi-trait, Certains d'entre eux sont dus & Raynaud,

2.1, la lissification (N) (N = Néron ; cf. [20])

2.1.1. Théoréme (N) : Soient S wun semi-trait & point générique 7§ et G un
S-schéma en groupes localement de type fini, & fibre générique Gn lisse, Alors il
existe un schéma en groupes G' lisse sur S et un S-homomorphisme wu' : G' -G
avec les propriétés suivantes :

i) u' G% - Gn est un isomorphisme
ii) tout S-morphisme X-—99 G avec X S~lisse admet une factorisation

unique X -fi» G .

95\ /ﬂﬁ
G'
De plus, la "formation" du couple (G',u') commute aux changements de base étales
sur S .

Nous ne donnerons ici que quelques indications de la démonstration de 2,1.1.

2.1.2. L'idée de la construction du couple (G',u')

On peut supposer que S est un trait (Spec A,n, s). L'idée est la suivante :
prendre le plus petit sous—schéma en groupes H de Gs qui contient les points de
Gs par lesquels passent une quasi-section étale de G au-dessus de S, et faire
"grossir" H par certains types "d'éclatements" de @ .

Nous commengons donc par spécifier le type d'éclatement que nous allons considé-—
rer.

Qé) Soit X un schéma localement de type fini sur le trait S et supposons donné

un sous-schéma fermé Y de la fibre spéciale Xs . Soit E(X,Y) le S-schéma
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éclaté de X suivant Y, Comme Y est au-dessus de s , 1'idéal I de Y dans
X T"contient" g (oﬁ 5 est une uniformisante de A) et on peut considérer 1'ou-
vert XY de E(X,Y) ot = engendre 1'idéal inversible image inverse de I dans
E(X,Y).
C'est un schéma XY possédant les propriétés suivantes

1) XY est S-plat, le morphisme canonique XY 2, X est affine et pn
est un isomorphisme,

2) Tout S-morphisme T <5X o T est S—-plat et @, se factorise

par Y , admet une factorisation unique

T-—Ea-x

aY\}Y/E

3) soit (S',n',s') un trait étale sur S, Posons X' =X_, , Y' =Y
Alors on a un isomorphisme canonique
(g, =" .

(B) Revenons & la situation décrite dans 2.1.1. Soient x wune uniformisante de A
et (Spec X = g, ;, ;) le trait hensélisé strict de s (EGA, IV, 18) ; posons
G=a,.

S ~

Considérons 1'ensemble des points {g € Ggl tels qu'il existe une section
§ - 5 passant par g} dans le groupe Eg . Alors on montre que le plus petit sous—
schéma fermé Eo de gg qui majore cet ensemble est un sous—groupe lisse sur k(g)

(SGAD, VIB, 7). Par descente galoisienne on obtient un sous—-groupe Ho de Gs ’

lisse sur k(s).
H
Avec les notations de (A), posons G1 =G ° ; c'est un schéma qui possdéde les

propriétés correspondantes & 1), 2) et 3) plus haut, D'autre part, en utilisant le

fait que G (resp. Ho) est un groupe, on voit formellement (moyennant 2)) que
H
G1 =G ° est aussi un S-schéma en groupes et que le morphisme canonique

u, : G1 -+ G est un S-homomorphisme,
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(i). Reprenons le cas général étudié dans (A), Si x est un point de X(S) (ou s

est comme dans (B)), alors I‘(S y x*(Q )) est un A-module et on note m(x,X) la

X/s
longueur de la partie de A-borsion de ce module., On voit alors (cf, [3]) que si X

est supposé S-lisse au point x(7) , X est S-lisse au point x(8) si et seule-

ment si m(x,X) =0 .

m Revenant au cas de (B), par translation, on prouve que le nombre m(x,G) est
indépendant du choix du point x dans G(g) (ef. [3]) et nous le noterons m(g).
(B) si G, l}(} est comme dans (B), on a 1'inégalité m(G1) & Sup {o,m(G)-1}
(ef. [3]).

(F) On construit un S-schéma en groupes G, & partir de G1 et du sous-groupe

2

fermé lisse H1 de (G1)s obtenu de la méme fagon que Ho dans Gs :
H u

G2 = (}11 « Le morphisme canonique G2 —2> G1 posséde pour sa part les pro-
priétés correspondantes & 1), 2), 3) plus haut et est un S-homomorphisme,

En réitérant le processus on finit par trouver un S-groupe G' et un
S-homomorphisme u' : G' - G tels que m(G') soit zéro (gréce & (E)), et tel que
u;) soit un isomorphisme (en particulier, G;, est lisse), I1 résulte de (C) alors
que @' est S-lisse, Pour "prouver" le théordme (N) il ne reste plus qu'a vérifier
la propriété ii) de 1'énoncé,

Mais si X est S-lisse et X —eb G est un S—-morphisme, alors es se fac-
torise forcément par ]E{0 : en effet, XS est réduit et les points de XS par les—
quels passent S-morphismes g—» X sont denses dans Xs (BeA, 1IV,17). D'apres (A),
2), donc © admet une factorisation unique X -—e—v ¢ . Le m8me raisonnement reldve

N

91 a G2 et par itération on prouve ii).

2.1.3. Remarques :

(a) Gardons les hypothdses générales de 2.1.1 et supposons que Hc') est un
sous—-groupe de GS lisse sur k(s) et tel que 1'ensemble des points de Gs par

lesquels passent des S-morphismes S - G soit dense dans H; (i.e., Hc') est un
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sous~groupe lisse du groupe Ho qui intervient dans la "démonstration"), Alors le
procédé ci-dessus reste entidrement valable et nous fournit une lissification, univer—
selle pour les S-morphismes X —§+ G, oW X est S-lisse et es se factorise
par Hé .

(b) Remarquons enfin que le procédé ainsi que la conclusion du théoréme
restent valables pour un S—espace homogéne X sous G (en effet le point (D) de

2.1.2 n'utilise que 1'homogénéité de G) ; mais ce n'est intéressant que si X(S) #4.

2.2, Une application aux Groupes commutatifs

Rappelons d'abord que tout schéma en groupes lisse, séparé et de type fini sur
un semi-trait est quasi-projectif (cf. [18], VIII.2). L'application que nous avons en
vue est la suivante.

2.2.1. Proposition : Soient S wun semi-trait (& point générique n), G un
S-schéma en groupes commutatifs, plat,séparé et de type fini, Alors G est quasi-
projectif,

Remarquons tout de suite que 1l'on peut supposer que Gn est lisse : en effet,
soit Rn un sous—-groupe radiciel de Gn tel que Gn/Rﬂ soit un groupe lisse
(SGAD, XVII, Append,II.3.1). Si R est 1'adhérence schématique de R dans G ,
alors il est clair que R est fini radiciel et plat sur S ; donc le faisceau fppf
quotient G = G/R est un schéma (SGAD, V) en groupes (R invariant dans @),
plat, séparé et de type fini sur S ; et le morphisme canonique G - G1 est fini
(10c. cit}). I1 suffit donc de prouver 2,2.1 pour G1 ;3 de sorte que 1l'on peut sup-
poser Gn lisse,

Dans ce cas la proposition 2,2,1 sera démontrée de la fagon suivante : on mon—
trera qu'il existe un entier n > o tel que 1l'homomorphisme n, : ¢ -+ G (aréi1éva-

tion & la puissance n°™ dans G) soit quasi-affine et admette une factorisation

n
¢ —rg

a\G'/:x'
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o (@',u') est la lissification (N) de @ sur S ; alors w est quasi-affine et
la proposition résulte du fait rappelé plus haut.

Nous commengons donc par une étude des morphismes n Rappelons d'abord deux

Qe
résultats classiques.

2.2.2, Proposition : Soient G une variété abélienne sur wun corps k, p la
caractéristique de k et n un entier > o . Alors l'homomorgphisme n, ¢ G- G
(d*é1évation & la puissance néme dans @) est un morphisme fini, 8i p=o0, ou
(n,p) =1, alors c'est méme un morphisme étale.

Pour une démonstration,voir lang [14], IV, §3, théordme 6,ou Mumford [15] page 62.

2.2.3. Proposition : Soient G wun schéma en groupes commutatifs, localement de
type fini, sur wn corps k , p 1la caractéristique de k et n en entier > o, Si
p=0, ou (n,p) =1 , alors l'homomorphisme nG : G » G est un morphisme étale.

(Voir sGAD, VII,, 8.4 et XV, lemme 1,3).

Y
2.2.4, Corollaire de 2,2,2 : Soient G wun schéma en groupes commutatifs, de
type fini, sur un corps k et n un entier > o, Alors l'homomorphisme n, est
un morphisme affine,
Démonstration : On peut supposer k algébriquement clos, D'autre part si nG

est le noyau de nG , on a une factorisation canonique @G - G/ G‘» G de n ou

n
la deuxitme fleéche est un k-monomorphisme de k-groupes de type fini, donc est une

G ’

immersion fermée (SGAD, VI, 1.4.2)., Il suffit de montrer donc que G - G/ e est un
n

B

morphisme affine, ou ce qui revient au méme, que nG est un k-groupe affine,
Or, si Go est la composante neutre de G , G/G est un ke-groupe fini ; il
o

suffit donc de prouver que nGo est affine et on peut ainsi supposer G = Go o

Puisque k est parfait, Gred est un sous-groupe de G et G/Gred est radiciel ;

Gred *

un raisonnement analogue nous permet alors de supposer G
Mais alors il existe un sous—groupe linéaire L de G tel que A = G/L soit
une variété abélienne ([23], théordme 16). Puisque A est fini (2.2.2) et que oL

est linéaire, le corollaire est prouvé,
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2.2.5. Remargues :

(a) Soient S wun schéma, G wun S-schéma en groupes commtatifs, plat
et de présentation finie sur S et n un entier > o inversible sur S , Alors il
résulte de 2.2.3 que n, est un morphisme étale et de présentation finie (EGA, IV,
11.3.10); en particulier, nG = ker(nc) est un S-groupe étale et de présentation
finie,

(b) si, de plus, les fibres de G sur S sont supposées connexes (donc

géométriquement irréductibles), il s'ensuit que n., est un morphisme fiddlement plat,

G
2.2.6, Soit k un corps de caractéristique p ) o . (Pour un entier n > o
nous adoptons la convention que (n,p) =1 est une condition yide si p==o). On
vient de voir que si n est un entier > o tel que (n,p) =1, alors nG est un
k-groupe étale. Il en résulte que le plus petit sous-schéma fermé H de G qui ma-

jore la famille est un sous-groupe de G lisse sur k (SGAD, VIB, 7) H

{nc} n>o

(n,p)=1
il est facile de voir que la formation de H commute aux extensions du corps de base
(1oc. cit.).

Soit k une cl8ture algébrique de k , Pour le reste de ce numéro, nous nous
bornons aux points géométriques de G,H... & valeurs dans k ,
i) soit x € a(k). Si, pour un n > o, (n,p) =1, ona xn € 1(k)

alors x € H(k),
Cas a). H connexe, Il résulte de 2.2.5 (b) que n, est surjectif, On a donc
xn = yn , Yy €EH , d'ou x € (k).
Cas b). H non connexe, Le méme raisonnement montre que 1'ordre du groupe fini H/'I-I0

(H0 = composante neutre de H) est un entier m tel que (m,p) =1 . Donc si

xn € H(i) , (xn)m € Ho(i) d'ou, comme avant, x € H(E).

ii) I1 résulte de i) que n(G/h) = (o) , pour tout n > o, (n,p) =1 .
iii) I1 résulte de ii) que si G est une variété abélienne, alors G=H :

en effet, G/H est une variété abélienne et 1'assertion résulte donc de 2.2.2.
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iv) Soient I un k-sous-groupe (invariant) connexe de G et A =G/L . Alors
pour tout n > o, (n,p) =1, 1le morphisme canonique nG - nA est surjectif,

Cela résulte du fait que n. : L - L est surjectif,

L

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la

2.2.7. Proposition : Soient k wun corps de caractéristique p>o, G un
k-schéma en groupes commutatifs de type fini et H 1le sous-groupe (fermé) de G
défini comme dans 2.2.6, Alors il existe un entier n > o tel que G/H soit annulé
par pn (i.e., le morphisme pg se factorise par H).

Démonstration : Bn remplagant G par G/H , on est ramené, grfce & 2.2.6 ii),
4 montrer que si o8 = (o) pour tout n > o, (n,p) =1, alors G est annulé par
une puissance de p . On peut supposer k algébriquement clos,

Si Go est la composante neutre de G , alors (du fait que nG est surjectif
pour n>o , (n,p) =1 et o8 = (o) pour tout n > o, (n,p) =1) oon voit que
G/Go est un p-groupe, donc annulé par une puissance de p.. Puisqu'il en est

ainsi aussi du kegroupe radiciel Go/(GO) on s'est ramené & supposer

red ’

G

]

Gy = (6.)0q «
Mais alors il existe un sous-groupe lindaire et connexe I de G tel que
A= G/L soit une variété abélienne (cf. [23], théordme 16). Il résulte donc de

2.2.6 iii) et iv) que G=L , i.,e., G est linéaire et commutatif, La proposition

résulte alors du théordme de structure de tels groupes (cf. [24], exposé 12),
C.Q.F.D.

2.2.8. Corollaire : Soient (S,n,s) un trait, G wun S-schéma en groupes com-
mutatifs plat et de type fini, & fibré générique lisse,et Ho le sous-groupe (fermé)
de GS défini comme dans 2,1.2 (i.e., l'adhérence schématique des images, dans Gs ,
des quasi-sections étales de G). Si p > o est la caractéristique de k(s), alors
il existe n > o tel que GS/Ho soit annulé par p- .

I1 suffit de prouver que HO est plus grand que le sous—-groupe H de GS dé-
fini comme dans 2.2.6 (grce & 2.2,7). Pour ce faire, il suffit de remarquer que si

(n,p) =1, alors n est inversible sur -8, donc " est un S-groupe étale
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(ef. 2.2.5 (a)).

2.2,9. Corollaire : Avec les hypothéses de 2.2.8,, il existe un entier n > o

tel que pg admette une factorisation (unique)

n

P
¢ —» @

m\G'/E'

ol (G',u') est la lissification (N) de G sur S et @ estun S-homomorphisme,
Cela résulte de 2,2,8 et de la propriété universelle de (G¢',u') (voir la cons-
truction de 2.1.2),
2.2.10, Corollaire : Soient S wun semi-trait, G wun S-schéma en groupes
commitatifs, plat et de type fini, a fibre générique lisse et (G',u') sa lissifi-
cation (N) sur S ., Alors il existe un S-endomorphisme ¢ de G qui admet une

factorisation (unique)

¢ X5 ¢
tp'\w/:l'

o ¢' est un homomorphisme avec ker(wa) affine (n étant le point générique de
s).

En effet, si PyreessPy sont les caractéristiques résiduelles de S , diffé-
rentes de zéro, alors on voit qu'il existe n > o tel que (p1...pr)g satisfasse &
la premiére assertion., La deuxiéme assertion résulte alors de 2.2.4.

Remarquons maintenant que pour prouver 2.2.1 (N.B, on s'est ramené au cas Gn
;iggg) il ne reste plus qu'a montrer,dans 2,2,10., que ¢' est un morphisme quasi-
affine, ¥ G est séparé, Ce sera fait dans la section suivante ; en fait nous mon-

trerons que c'est un morphisme affine (cf, 2.3.2).
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2.3, Schémas en groupes et morphismes affines

Les deux résultats principaux que nous avons en vue sont les suivants,

2,3.1. Proposition : Soient S wun schéma de Dédekind, G wun S-schéma en
groupes plat, séparé et de type fini sur S . Si la fibre générique G’ﬂ de G sur
S est affine, alors G est lui-méme affine sur S .

2.3.,2. Proposition : Soient S wun schéma de Dédekind, G , G, deux S-schémas
en groupes de type fini et u : G - Go un S-homomorphisme, On suppose que

i) u est géparé
ii) ¢ est S-plat
iii) ker(un) est affine (n étant le point générique de S).

Alors u est un morphisme affine,

2.3.3. Démonstration de 2.3.1 : On peut supposer que S est un trait (s,n,s).
Soit X un S-schéma quasi-compact, quasi-séparé et plat ; alors 1l'algdbre T(X)
est sans torsion sur S, donc Spec T(X) est un schéma S-plat, On a un morphisme
canonique X &Spec I‘(X) sur S . Alors

2.3.3.1. Lemme : Avec les notations précédentes, le morphisme XE.n—'ySpec (x)

est schématiquement dominant (EGA, 1v, 11) sur chacune des S-fibres,
Au-dessus de 1 c'est clair ; et au-dessus de s , il s'agit de prouver que,

pour tout f € I(X) , 1le morphisme canonique r(x) ->F((X ) ,0 ), (ou =
m I(X)p f's (xf)s
est une uniformisante sur §S), est injectif. Or, puisque Xf est S-plat, on a la

suite exacte des faisceaux

X X ()

D'olu la suite exacte

0= TO ) ENO) = Oy ) e

X
ce qui montre que 1l'application nr( f) o

X

I‘((Xf)s) est injective ; pour finir, on
£

note que I‘(Xf) = I‘(X)f .
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(b) supposons maintenant que G est un schéma en groupes de type fini et
plat sur le trait (S,n,s). Considérons le S-schéma plat Spec I{G) = G1 et le
morphisme ' canonique G 2, G1 . Puisque G est un S-groupe et que G est plat,
on voit formellement, moyennant la formule de Kunneth, que G1 est un S-groupe et
que ¢ est un S-homomorphisme, On vient de voir que ¢ est universellement sché-
matiquement dominant par rapport & S .

(c) Nous allons montrer que si c-n est affine, alors ce morphisme ¢ est
étale, surjectif, et est un isomorphisme si G est séparé. Pour ce faire nous aurons
besoin du

2.,3.3,2, Lemme : Soient k un corps, G un k-schéma en groupes de type fini,

)

de k-groupes de type fini, et uw : G - G' un k-homomorphisme schématiquement

G' un k-groupe quelconque limite projective d'un systéme filtrant (G;_ , cp:;_j i,je1
?

dominant, Alors wu est fidélement plat et G' est de type fini,
Démonstration : Si K = ker(u) , alors K est un k-groupe de type
fini, Si u, est le k-homomorphisme composé G =, G ———vG& , alors

{Ki = ker(ui)} est un systéme décroissant de k-sous-groupes de G , donc sta-

i€T

tionnaire, On voit donc que K = Ki pour un io assez grand, D'ou une factorisa-
o

tion canonique de u comme suit :
u

u
G—1—>G/K——>G'

(».)\\ /

‘0 ( )
i
ol u1 est fiddlement plat, G/K est un k-groupe de type fini et u, , u 20
i
sont des k—monomorphismes de groupes, Comme Gi est de type fini, u 2° est une
o
immersion fermée ; puisque G' est un k-groupe, @' est séparé (cf. SGAD, VIA)

donc ¢f est séparé et il en résulte que u, est une immersion fermée, Mais u

2
o
est schématiquement dominant, donc u, 1l'est aussi, d'ou le fait que u, est un
isomorphisme,

C.Q.F.D.
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2,3.,3,3, Corollaire : Soient k un corps, G un k-groupe de type fini, G-
un k-groupe affine quelconque et u : G - G' un k-homomorphisme schématiéne—
ment dominant, Alors u est fideélement plat et G' est de type fini,

En effet un k-groupe affine est limite'projective d'un systime filtrant de
k-groupes affines et de type fini (scap, VIB, 11.5) s il suffit alors d'appliquer
2.3.3.2.

Ceci étant, revenons au contexte de 2,3.,1. On a un S-homomorphisme
¢ 2y G1 = Spec T{(G) , universellement schématiquement dominant (relativement & s)
et par hypothése ¢n est un isomorphisme., Gréce & 2,3.3.3., on déduit que P est
fidélement plat et que G1 - est de type fini, Puisque G est S-plat, il s'ensuit

? (@) , () ,(0)

que, pour chaque n » o , le morphisme ¢ PR G s G1
s

est fiddlement plat
(Eca, - 10.1.2) (notations évidentes).
. B s (n) (n)
Si K= ker(¢) , cela signifie que, pour chaque n » o , K s est S s -plat,
Comme K est un S-groupe de type fini, il s'ensuit que K est S-plat (EGA,

OIII' 10.2.2). Par ailleurs, ¢ est séparé, donc K est S-séparé, Puisque

Kn = (o) , on en conclut que K = (o). 1e morphisme de type fini PG~ G1 est

ainsi un monomorphisme, donc quasi-affine (EGA, IV, 18.12). Mais alors, le morphisme
canonique ¢ est une immersion ouverte (BGA, II, 5.1.6). I1 en résulte que ¢ est
un isomorphisme, C.Q.F.D.

2.3.3.4. Une digression : Soient k wun corps, G un k-groupe de type fini,
Alors les méthodes employées dans cette section montrent que G1 = Spec I(G) est
un k-groupe, que le morphisme canonique ¢ : G - G, est un k-homomorphisme

1

schématiquement dominant, donc fideélement plat et que G1 est de type fini, Il en

résulte que G1 est un k-groupe linéaire ; par suite, c'est le plus grand quo-
tient linéaire de G (mieux : tout k-morphisme G- T ou T est affine se facto-
rise par G,). 5i D est le sous-groupe ker(p) de G et D, est la composante

neutre de D, G/Do est linéaire, donc D = Do . Enfin si G est connexe,

G/genti(G) est lindaire ([23], th.13) donc D& Cent](G). On retrouve ainsi le
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théordme classique de Rosenlicht ([23], cor.3, th.12).

2.3.4., Démonstration g_e_‘2.3.2 ¢ On peut supposer toujours que S = (S,n,s) est

un trait, Quitte & remplacer Go par l'adhérence schématique de un(Gn) on peut

\
supposer que un est fid¥lément plat,
H
Considérons le sous-groupe fermé B = uS(Gs) de G et posons G, =G,
s
(notations de 2.1,2 (A)). Alors G1 est un S-schéma en groupes plat et de type

[¢]

fini sur S et affine sur Go . Bt 1'homomorphisme u : G - (}0 se reléve en un

S~homomorphisme u1 2 G~ G',,| de fagon unique.

En itérant ce procédé, on trouve un systéme projectif de S-schémas

{65}15
en groupes plats et de type fini sur S et affines sur G0 , et des reldvements

compatibles u; ¢ G-vGi de u ., Comme les Gi sont Go-affines, on peut cons-
truire le schéma (;o° = lim Gi ; c'est un S-schéma en groupes plat sur S et af-

u
. o . b
fine sur Go 5 et on a un S-homomorphisme G —— Goo qui reléve les u. .

i
(a) Le morphisme u est schématiquement dominant sur chacune des
S-fibres,
Au~dessus de 1n cela résulte du fait que un est fidélement plat. Au~dessus
de s, il s'agit de prouver la chose suivante :

Soient Uo'3 un ouvert affine de Gw et U son image réciproque dans G .

Alors le morphisme canonique composé

I'(UmyGw) v,¢)
"N, G,)  mIU,G)

~x(u,,e.)

est injectif,

En effet, U, provient d'un ouvert affine Uj de Gj pour tout J assez

grand ; soit r € I‘(Uw,cm) un élément dont 1l'image est zéro dans I‘(US,GS). Par
définition, r provient d'un T, € I‘(Ui,Gi) 3 il en résulte que r, est dans

1'idéal de définition de H, =u. (@ ). Donc l'image T, de r., dans
i 1s 8 i+1 i
15 . oM t 7
I(Ui+1’Gi+1) est dans 1'idéal =« T(Ui+1’Gi+1) ;3 d'ou ltassertion,
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(b) I1 résulte de (a) et de 2,%.3.2 que (u”)S est fiddlement plat et que
(Gw)S est de type fini, On en conclut, comme dans la démonstration de 2.3,1 que le
noyau K de u_ est S-plat, Par ailleurs K est géparé et de type fini sur S .
Comme, par hypothése, Kﬁ est affine, il résulte de 2,3.1 que K est affine,

(c) Le s-faisceau gquotient G/K est un S-schéma,

Cela résulte de [17], p. 294-12,

(a) si K, = ker(ui) , onvoit que K=K, pour i assez grand., Puis-
qu'il suffit de montrer que le morphisme induit G/K -G est affine, on peut sup-
poser deés abord [quitte 4 remplacer Go par un Gi (pour i assez grand) et G
par G/K] que u est un monomorphisme, Il s'ensuit que u_ est alors quasi-affine ;

donc, dans la factorisation canonique de u
v W
G —» Spec (uw)*((OG) — G

v est une immersion ouverte (EGA, II, 5.1.6).

D'autre part on a vu que (qm)s est de type fini (cf. (a)), de sorte que le
monomorphisme (um)s est une immersion ferméé ; donc vy est une immersion fermée
(tandis que vn est un isomorphisme).

Enfin le méme raisonnement que dans le lemme 2,3.3,1 montre que vS schémati-
quement dominant, D'oh le fait que v est un isomorphisme, C.Q.F.D.

2.3.5. Remarque (corollaire) : Soient S un semi-trait, n son point géné-
rique, et G un S-schéma en groupes plat, séparé et de type fini, tel que Gﬂ
soit connexe, Alors G est guasi-projectif,

En effet, on se raméne d'abord au cas Gﬂ lisse comme dans le cas G commuta-
tif, Par suite, il existe un sous-groupe linéaire et invariant Lﬂ de Gﬂ tel que
Gn/Lﬂ soit une variété abéliemne, Si L est 1l'adhérence schématique de Lﬂ dans
G , nous montrerons au chapitre IV que G1 = G/L est un schéma (en groupes) (ef.

Théordme (4.c), chap. IV), Il suffit alors d'appliquer 2.21 et 2.3.2.
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Chapitre III

Sur les faisceaux guotients et les espaces algébrigues

3.1. Un théoréme d'Artin

Soient S un schéma, Y , 2 des S-schémas localement de présentation finie
et 2 P=1;Y une S-relation d'équivalence plate et de présentation finie, Notons
X 1le sS-faisceau fppf quotient, Le résultat suivant a été signalé par M, Artin,
cf. [1], 7.1,

3.1.1. Théordme : Avec les notations précédentes, supposons que S est locale-
ment noethérien, Alors X possdde une structure de S-espace algébrique (au sens
de [1]) localement de présentation finie,

Notre premier objectif dans ce chapitre est de démontrer ce théoréme, Grice au

By
corollaire 3 de l'appendice I, on peut supposer que 72 ——37Y est une relation d'é-

2
quivalence plate, guasi-finie et de présentation finie ; et nous la supposerons de ce
type dans ce gqui suit.
3.1.2. Démonstration de 3.1.1 : Nous aurons besoin de quelques préliminaires,

3.1.2.1. Proposition : Avec les hypothéses et les notations ci-dessus, le carré

Py
Z —Y
le lp
Y —E—’X

est cartésien ; et la projection canonique p : Y - X est relativement représentable

par des morphismes guasi-finis et fppf,
Démonstration : La premidre assertion résulte des généralités faisceau-
tiques, Pour la deuxiéme, il s'agit de prouver que, si T € (Sch/s) et si «€x(T) ,
alors le S-faisceau F = TxXY est représentable, quasi-fini et fppf sur T .
L'assertion étant locale sur T , on peut supposer T affine., D'autre part, il

1
existe un S-schéma T!', wun S-morphisme affine et fppf T! L0 , et un dia-

gramme commutatif
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1]
T' P R Ly .
a' la
Y __p_' X .

Considérons alors le S-faisceau F! =Fx T ; ona F' =Yx_ T = (¥Yx_ ¥Y) x T'=
T X X o)
Pra,>«
= z( X )T' , donc c'est un S~schéma tel que la projection canonique P! —» T' soit
Py

quasi-finie et fppf (car P, 1l'est), On est ainsi ramené 3 "descendre" F' relati-
vement au morphisme fppf p!' : T' > T,

Soit U un ouvert affine quelconque de Y ; alors UxxT est un ouvert de
F = YxxT , donc son image inverse UxxT' est un ouvert de F!' = YxXT' stable
pour la donnée de descente canonique sur P! (relativement & p'). Par ailleurs,
c'est un sous-objet de stT', donc il est S-séparé, Enfin puisque p' est af-
fine et fppf, on peut recouvrir 1l'ouvert UxxT' de PF' par des ouverts quasi-
compacts et stables pour la donnée de descente ; ces ouverts seront donc séparés,

quasi-finis et quasi-compacts sur T', donc quasi-affines sur T' (Baa, 1V, 18).

L'effectivité de la donnée de descente sur F' est alors assurée (SGA, 1, VIII).

CeQ.F.D,
3.1.2.2. Corollaire : Soient Y! Zey uwn S-morphisme plat (resp. plat et de

présentation finie,...) et 2Z' 3 Y' 1la relation induite sur Y' par Z3 Y
(ef. SGAD, V, 3). Alors c'est une relation d'équivalence plate (resp, plate et de
présentation finie,...).

En effet, puisque 2 = YxXY , la relation induite sur Y' n'est rien d'autre

1
que Y! xXY' —3Y' ; d'autre part on a les carrés cartésiens

™2
BTy
1 1 1] — 1]
T'x, ¥ PY'X Y Y
[r, [
vy 2, y 2,1

d'oh 1l'assertion,
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3.1.2.3, Corollaire : Soient T wun S-schéma localement de type fini et
a € X(T). Alors l'ensemble Et(a) des points t € T ou a est (formellement in-
finitésimalement) étale (SGAD, XI, 1.8) est ouvert dans T , (N.B. L'hypothdse
"noethérienne" sur S est pour la premidre fois utilisée ici),
En effet, d'ag;“es 3.1.2.1., TxXY est un schéma fppf sur T et la projection
2

xY —— Y est localement de type fini. Il en résulte que 1l'ensemble

Et(prz) des points de TxXY ou r, est (formellement infinitésimalement) étale

canonique T X

est un ouvert de TXXY . Il est alors clair que £t(a) est 1timage de at(prz)

par le morphisme fppf TxxY -+ T, donc est un ouvert de T .

3.1.2.4, Corollaire : On peut généraliser (dans une certaine mesu.re) 3014241

comme suit :

Soient T, , T, € (sch/s) et o € X(Ti) »i=1,2. Alors T,x T, estun

S-schéma,

IL'assertion est locale sur X donc on peut supposer Y affine ; de méme on

peut supposer T1 , T, affines, On a que TZXXY est un schéma quasi-affine sur

2

'I'2 s et Y étant séparé la projection canonique pr, T2xxY -+ Y est alors quasi-

affine, D'autre part on a un T; € (Sch/S) , un S-morphisme affine et fppf

1
T; Lv 'r1 et un diagramme commutatif
v B!
‘I‘,‘ —— T‘I
1
% l 1“1
P

Y —— X .

v ') . A - .
On a alors que (T2><XT1 ),1}:'1'1 = (T2XXT1) = ('1‘2)<XY)><YT1 est un schéma quasi-affine

sur T; . D'ol la conclusion par descente fpqc,
Aprés ces préliminaires, revenons aux détails de la démonstration de 3.1.1.
Soit y un point quelconque de Y , fermé dans sa fibre sur S , Alors chaque

point de son orbite sous (p,,pz) est un point fermé de la méme fibre de Y sur S.

Comme cette orbite p"p;1 (y) est finie par hypothdse, il existe un ouvert affine U

de Y tel que {p1p;1 (3)}nvU = {y} . Pour étudier le faisceau X au voisinage de
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P

1'image de y , on peut remplacer Y par U et Z =—F Y par la relation induite
L)

sur U par 2Z (voir, par exemple, le lemme 1 de 1'appendice I) ; cette relation

induite sur U est, elle-aussi, plate, quasi-finie et de présentation finie (comme
le montre par exemple 3,1,2,2). On peut donc supposer dés le début que y = p1p-2'1(y);
aone 3, (y) = 5, (¥).

Ce dernier ensemble est contenu dans un ouvert affine de 2 (car Z est alors
quasi-affine), On peut donc "semi-localiser" 2 suivant cet ensemble fini ; notons

Zy cet anneau semi-local,

~

Soient (’)1 le hensélisé de 1l'anneau local OY - et @2 le hensélisé de 1l'an-
’

P

neau semi-local Zy . la donnée de la relation 2 =1;Y définit alors une rela—
P

tion d'équivalence finie et plate 2

~ \ ~
o .
Spec (92 T_—‘Spec )
Rappelons que (92 , 01 sont des anneaux henséliens (noethériens). Cette relation

d'équivalence sur Spec (51 admet alors un quotient Spec 6 (sGAD, V, 4.1) et 1'on
sait que (51 est fini et plat sur ("3 (1oc, cit,)., L'anneau (6 est donc un anneau
local noethérien et hensélien,

D'autre part, le morphisme canonique Spec 61 - X est compatible avec la rela-
tion ('f>1,§2) ;5 puisque X est un S~faisceau fpqc on en déduit un S-morphisme
T Spec 6-» X.

Point a). Ce morphisme 7 est formellement infinitésimalement étale au point fermé

de Spec O,

a
z

En effet, considérons le complété (01 (resp. (92) de (Oy (resp. Zy).— Alors

on a une relation d'équivalence finie et plate

Spec 02 —A—: Spec @1 .

b, .

définie par (p1,p2). Le quotient de Spec 01 par (51,'132) est alors de la forme

~ a

Spec @, ot O est un anneau local noethérien complet, Il est alors clair que ©
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~

est le complété de O, D'autre part, il est formel de voir que 6 (avec 1'é1ément
canonique de XQé)) pro-représente X au point l'image de y ., L'assertion est
alors claire,

Point b), L'anneau local hensélien 6 est le hensélisé d'un anneau local essentiel-
lement de type fini sur S .

Admettons ce point pour 1l'instant et complétons la démonstration de 3,1.1., Le
faisceau X est localement de type fini sur S ([18], VI, 1.2.1) donc commute aux
limites inductives filtrantes d'anneau sur S . On peut ainsi supposer qu'il existe
un anneau local O essentiellement de type fini sur S tel que é5 soit le hensé-
lisé de O et tel que Te€ X(("j) provienne d'un <t € x(0). Puisque la projection
canonique Spec (5—» spec O est formellement étale au point fermé de Spec é , on
conclut (du point a)) que T est formellement infinitésimalement étale au point
fermé de Spec O .

Si T est un schéma de type fini sur S tel que O soit le localisé de (DT
en un point t € T, on peut supposer, quitte & restreindre T , que <t provient
d'un S-morrhisme o« : T > X . Donc a est formellement infinitésimalement étale
en t . Grlce & 3.1.2.3.,, on peut alors supposer, quitte & restreindre T , que «a

est étale (SGAD, XI). Ce qui achdve la démonstration de 3.1.1 modulc le poinj b) ;

mais ce dernier est un cas spécial du résultat suivant.

3.1.2.5. Proposition : Soient A un anneau noethérien, A1 , A deux
A-algtbres locales noethériennes et henséliennes, et A —fe-A1 un A-morphisme
local fini, Supposons que A est le hensélisé d'un anneau local essentiellement de
type fini sur A ; alors il en est de méme de A1 . Bt la réciproque est aussi
vraie si ¢ est injectif,

Démonstration : Par passage & la limite, 1l'assertion directe est claire,

Prouvons donc la réciproque., L'anneau A est limite inductive filtrante de ses

()

sous—-A-algébres A de type fini, Pour tout o assez grand, il existe une

(a) (a) (o)
1

A(a)-algébre finie A @, A3 A ., Ces algdtbres A
1 1 5@ 7

tel que A sont donc
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(a)

de type fini sur A et on a 1lim A .= A1 . D'autre part, par hypothése, on a un

R a
systéme filtrant {A(:')}l de MA-algdbres de type fini tel que les morphismes de

@) _, .

transition de ce systéme soient étales de type fini, et que 1lim A 1 1

i
On en conclut que pour un i fixe, on a une factorisation

A(T) - A(:) - A(i) - A1 pour a,j assez grand,

(a)

Soit pour chaque a (resp. i) I (resp. A‘:,A:) le localisé de A
(resp. A(:!),A(i')) 4 1'idéal premier image inverse de 1'idéal maximal de A

(resp. A1). On a alors les anneaux locaux A% . A(: , A: essentiellement de type

fini sur A ; pour chaque a , A, est essentiellement fini sur A® « Et pour un

- R

i fixe, on a une factorisation A:' - A‘: - A‘;] pour «,j assez grand ; on a égale-
ment le fait que A, = lim A% = lim Al et que A, est le hensélisé de Al pour
1 = 1 = 1 1 1

tout i

I1 en résulte que, dans la factorisation ci-dessus, A‘: - A‘;J est essentielle=

ment quasi~-fini, Fixons alors un tel a ; en passant aux hensélisés de A‘: ’ A:' et

A% on obtient donc un diagramme commutatif
@
Ap = A
. I
A% - 2

»

ol Al: - A1 , 2% A‘: sont des morphismes finis. Donc A% A1 est fini ; puisque

~

A l»A1 est injectif, on conclut que A¥ > A est fini, D'ol on termine & 1'aide

du cag direct de la proposition, C.Q.F.D.

3.2, Une "descente" entiére d'espaces algébriques

3,2.0, Dans ce qui suit, nous adoptons la convention suivante : Soient S un
schéma et P wune propriété de S-schémas (resp, de morphismes de S-schémas) qui
est "de nature locale pour la topologie étale" ; alors on peut parler d'un S-espace
algébrique (resp. d'un morphisme de S—espaces algébriques) qui possdde la propris

été P, Citons entre autres, la propriété d'étre réduit, normal,,,, (resp., d'étre ..
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un morphisme affine, entier, fini,,,.), On peut aussi parler d'un faisceau quasi-
-cohérent en modules (resp. algdbres) sur un S-espace algébrique ; en particulier,
a4 toute Algdbre quasi-cohérente & surun S-espace algébrique X , on peut asso-
cier un S-espace algébrique, affine sur X , noté Spec #,
Pour les définitions précises de ces notions et pour les fondations de la théo-
rie des Espaces Algébriques, nous renvoyons le lecteur a [13]. Signalons toutefois

que, pour un morphisme d'un S-schéma X dans un S-espace algébrique X , les

justifications nécessaires résultent directement de 3.1.2.1.
Le but principal de cette section est d'établir le résultat technique suivant,
3.2.1. Théoréme : Soient S un schéma localement noethérien, X wun S-espace
algébrique (loc, PF) et géparé (cf. 1.3.0) et ; un S-schéma, Supposons que 1l'on

a S-morphisme g : X - X entier et surjectif dont chaque fibre est contenue dans

un ouvert affine de X , Alors X est un S-schéma,

Remarquons tout de suite que l'on peut supposer S affine et X réduit ; en-

suite on peut également supposer X noethérien et réduit (cf. [7], III, no2, §7).

3.2.2., Une réduction préliminaire

Avec les notations de 1.3.0., on représente X comme le conoyau
Py
b A— 4 2yx. D'aprés le théordéme 6 de l'appendice I, la question de la repré-

D,
sentabilité de X se ramd®ne & montrer que l'espace annelé quotient de Y par 2

est un S-schéma ; et d'aprés le théoréme 5 de l'appendice I, ce dernier probléme
"se teste" sur les anneaux locaux de Y et les relations induites, Notre méthode de
démonstration suivra cette ligne, surtout dans le cas ou X est non normal, Dans ce
numéro donc notre but sera d'obtenir quelques renseignements "utiles" sur la rela-
Py
tion d'équivalence induite par Z %Y sur les anneaux locaux de Y .
P p P
Notons d'abord que la suite Z _—1:"1' ——» X donne, par le changement de

~

base w ¢ X - X, une situation du type suivant :
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7 —»y L2yx
5,
@ [ |
r, o
z2 =27 S»x
L]

ol tous les carrés sont cartésiens, et ; = Yxr; , 2 = Zx)é(:' sont des S-schémas
(ef. 3.1.2.1) s les morphismes Ty s Ty sont donc des morphismes entiers et surjec-
tifs de S-schémas,

Soit y un point quelcongue de Y . Nous allons déduire une situation, ana-
logue & (*)1 , o4 Y sera remplacé par un schéma semi-local (sous-objet de Y , et)
contenant le point y , et les relations seront remplacées par les relations in-
duites.

Pour réaliser cette réduction nous ferons, dans 3,2.1.,, l'hypothése supplémen-
taire suivante :

(F) : Les fibres de = n'ont qu'un nombre fini de points.

Rappelons que l'on a pu supposer X noethérien. Suivant le procédé de 1.3.1 a),
on peut donc supposer Y affine au sens absolu, Puisque S est supposé affine et X
séparé, Z est aussi affine et par suite ; B g sont affines., D'autre part, ix)é{‘
est lui-aussi un schéma (cf. 3.1.2.4) tel que les projections canoniques
ixf(n :P;1= i soient des morphismes entiers et surjectifs,

pr,
On trouve alors le diagramme suivant & trois étages :

~ ~ 51 ~ ~ B o ~
P
ZXZZ:;:’YXY —vaf(
Py
~ B . 5 .
Z == Y = X
Py
lﬂ:z lTl:Y lﬂ:
, B .o
d Y — X
P>
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ol tous les carrés sont cartésiens, tous les faisceaux sauf X sont des schémas, les
suites horizontales (strictes) exactes et les morphismes verticaux entiers et surjec—
tifs,

Soit x 1'image (ensembliste) dans X du point y € Y choisi plus haut. La
fibre n_1 (x) est un ensemble fini dans }2 (d'apr‘es (F)), contenu dans un ouvert
affine de i par hypothése. Il existe donc un schéma semi-local ﬁ et un monomor—
phisme plat quasi-compact e : ]E‘*g dont 1'image est l'ensemble des générisations
des points de n—1(x). Or, 1l'ensemble 5-1 (f’(x)) est une partie finie du schéma
affine § , donc on trouve un schéma affine semi-local E et un monomorphisme plat
quasi-compact t': H F’:hg dont 1l'image est l'ensemble des générisations des points de
5-1(1;-1(1:)) . Puisque le morphisme ﬁ est fppf on trouve un morphisme fpgc F."—e->§

tel que le diagramme

2
e 2
—_—
I:*:Izmz e

5]
—

soit commutatif, Comme 2 =% YXx_, Y , 1la relation induite par Z 3 Y sur F (pour
X
le morphisme f) n'est rien d'autre que la relation d'équivalence
pry

G=Fx F —3F.

E P2

]

~
~

Donc la suite E =:;£" —gvl; est exacte ; g , P sont des schémas affines semi-
locaux, et (; est affine,

Considérons dans ;XYE les deux sous-objets pr:l‘(f“) et pr;(l';) s Je dis
qu'ils coincident, En effet, p::'i , 1=1,2, est entier, donc fermé, et on en dé-
duit que 1'image du monomorphisme plat quasi-compact pr';' (E) H pr?(Fa") - ;XY; est

1'ensemble des générisations des points de Pr;_1(§-1("‘—1 (x))). Il suffit alors de

remarquer que :

1w G E @) = w67 )

ii) un monomorphisme plat quasi-compact dans un schéma est entidrement
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déterminé par son image dans ce schéma (cf, [21], 1.3).

Il s'ensuit qu'il existe uu schéma affine semi-local F et un monomorphisme
plat quasi-compact f : Fe& Y tel que (;,;) = n? (F,f) (10c, cit,, 3.4). Bt 1'i-
mage de f est l'ensemble des générisations .des points de p-1 (x) = p1 p;' (y).

Soit G 3 F 1la relation induite par Z3Y sur F (pour le morphisme f),.
On a alors un diagramme
-
I

= F

(),

Q & Q2

ou la suite supérieure est exacte, Il est formel de voir que les deux carrés & gauche
sont cartésiens, de sori_:e que T s Ty sont des morphismes entiers et surjectifs,
D'ou on déduit que G est affine,

Rappelons que F est un sous-objet plat semi-local de Y "contenant" y et
que y ‘est un point quelconque de Y . Nous nous servirons de cette "réduction lo-
cale" dans le cas ou n est fini, et ou donc 1'hypoth®se supplémentaire (F) sur les
fibres de n sera vérifiée,

3.2.3. Le cas affine de 3.2.1

3.2.3.1. Proposition : Avec les hypothéses de 3.,2.1., supposons de plus que X

est un schéma affine au sens absolu, Alors X est un schéma affine,

Gréce & [21] 3.1.,, il s'agit simplement de montrer que X est un schéma, On
peut donc supposer S affine, X réduit, et ensuite X noethérien, réduit, Par un
raisonnement du passage & la limite (EGA, IV, 8) on se ramdne ensuite & supposer gque

S (resp. Y) est de type fini sur Spec Z, en utilisant le

3.2.3.2, Lemme : On peut supposer dans 3.,2.3.1 que =« @ ).I'*X est fini, surjec—-
tif,

En effet, le faisceau X commute aux limites inductives filtrantes d'anneau
sur S (cf. [18], VI, 1.2.1). Comme A = A(X) est limite inductive filtrante de

ses sous~anneaux Ai de type fini sur S, =« € x(a) provient d'un LA € X(Ai) ’
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pour i assez grand, On peut donc remplacer X par Spec Ai et n par m, , pour
un i assez grand, CeQ.F.D.

Considérons alors le diagramme suivant (comme dans 3,2,2) :

~51 ~ 5..

72 —3Y —X
2

T‘Z, ‘EY T
Py P

Z=3Y —X
P

on 2,Y,Y,X,Z sont des schémas sur S, affines au sens absolu, et Ty, T,

sont des morphismes finis et surjectifs. En posant done Y = Spec B, Y = Spec B ,

~ ~ ~

Z =8pec C, Z=Spec C et X =Spec A, on trouve le diagramme

. g e By .
A 2 3 =c
4 I ~
. a aw .
(*) ; lBI ]10 6i = Pl ’ 6i =P, , i=1,2,
51 g _ am
A — B =3¢ = Preees
[
2
&
ou A est défini comme le sous~anneau d'égalité de B —3 C , la suite supérieure

&
2 )
est stricte exacte et les deux carrés & droite sont co-cartésiens, D'apreés les théo-

rémes 5, 6 de l'appendice I, pour prouver la représentabilité de X , il suffit de

prouver que A est entier sur A .

Point a), Le normalisé de X est un schéma (affine),

2l
Soient Ynor y znor les normalisés de Y , Z ; alors la donnée 2 T, Y
définit une relation d'équivalence étale, de présentation finie znor 3 Ynor et le

normaiisé xno de X est le faisceau fppf quotient de cette dernidre relation.

r

Par ailleurs, Y , Z étant de type fini sur Spec 2, Yoor ? Znor le sont égale-

or
ment ; donc X .p ©Stun S-espace algébrique (1oc. PF) et séparé, fini sur X .
Quitte & remplacer X,Y,Z,X plus haut par leurs normalisés, on peut les supposer

normaux,
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On doit montrer que X = xnor est un schéma ; on peut donc remplacer Y par
une composante irréductible (Z 3 Y par la relation induite) et X par 1'ouvert
correspondant ; Y est alors inteégre, Dans le diagramme (%) plus haut, g est donc
un B-module sans torsion, Par suite, pour un & € X quelconque, on peut définir
le polyn8me caractéristique P(iB,g(g)) de g(g) €8 sur B.

Puisque les deux carrés & droite (dans (%)) sont cocartésiens et que

323 = g1g , on a 1l'égalité

8,P(1,,5(8)) = B(iy,5,5(8)) = B(iy,5,5(8)) = 6,2(i,5(8)) 5
ce qui veut dire que les coefficients de P(iB,g(ﬁ)) sont des éléments de A , Par
Caylay-Hamilton on a alors P(iB,g(E))(g(g)) =0 ; comme g est injectif, cela
montre que & est entier sur A ,
Point b). X est un schéma

Gréce au point a) et au lemme 3,2,%.2 on peut supposer que le morphisme
m E - X est birationnel, fini, L'hypoth®se supplémentaire (F) de 3.2.2 est donc
vérifiée ; en faisant recours & la "réduction locale" de 3.,2.2,, on peut supposer
que le diagramme (*) plus haut est le diagramme d'anneaux correspondant & la situa-
tion (semi)-locale (*)2 de 3,2,2.

Pour montrer que le plus grand ouvert de Y , au-dessous duquel X est un
schéma, contient les points de F = Spec B, il suffit toujours de montrer que X
est entier sur A (Appendice I, théordmes 5, 6),

Puisque ﬁ est fini, birationnel sur B , 1le conducteur I de g dans B
est # (0) 3 c'est un idéal de B (resp. g) stable par la relation d'équivalence
B3C (resf. E jd 6) de sorte que la réduction mod I nous fournit un second

diagramme

Y

)

=l —> il
al — a2l

12
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oh R est défini comme le sous-anneau d'égalité de B3 C , 1a suite supérieure

est stricte exacte, et les deux carrés & droite sont co-cartésiens,

~

Pour montrer que A est entier sur A , nous raisonnons par récurrence sur
dim B ("relativement & 1l'existence d'un tel diagramme"), Si dim B=0 , il n'y a
rien & démontrer, car Y - Y est birationnel fini,

Soit o € A un élément quelconque, Par 1'hypothdse de récurrence, son image
E dans A est entidre sur A ; soit alors &+ Z 3, @ =o0 une équation de
_ _ ogign—1
dépendence intégrale, & coefficients a; dans A, Pour chaque i, o i § n=-1,

on choisit un relévement ai dans A de l'image de -a'i dans A ., On a alors le
3.2.3.3, Lemme : Pour tout i, o i n1, 1'élément a; de A, considé-
~ i, .
ré comme élément de B , est dans 1'image de B = B.

En effet, on peut trouver un élément bi € B tel que son image 5:'1 dans B

s'envoie sur l'image de a; dans B, Ce qui signifie que, dans B, (ai-bi) est
~ i, o
un élément de I.,B< B ; i,e., (ai-bi) est dans l'image de B —B-oB ,et il en

est donc de méme de a;.
Rappelons que l'on a pu supposer X réduit, donc aussi Y , 2 . D'ou il ré-

sulte que iC : C = C est injectif. Les a; , 0 £ 1§ n-1, proviennent donc-de A,

Considérons alors 1'élément & = & + Z a, a de A ; pour voir que a est
ogign=-1

entier sur A, il suffit de montrer que & est un élément de A . Mais puisque

- ~

son image dans A est zéro, on a 8 €I.BeB 3 donc a €ANB =4, C.Q.F.D.

3.2.4. Le cas général de 3.2.1

a) Réduction au cas = fini

~

Considérons le morphisme affine = ¢ X - X . Puisque X est noethérien, on
}.15§

sait que, d'aprés [18], ,(X,n) est limite projective filtrante d'un systéme
(Xi’"i)iel de S-espaces algébriques de type fini et affines sur X ,
Or, soient x un point quelconque de X et V wun ouvert affine de X conte-

nant la fibre nﬂ (x). Alors, il existe un ouvert quasi-compact Vi dtun Xi tel

que V = v:i.)St X ¢ en effet, considérons les espaces topologiques sous-jacents
i
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v . .
Top(X,) des S-faisceaux X, ( )jalors on a aussi Top(X) = lim Top(X,) et 1l'asser-
+ * Ta +

tion est donc claire,

Si ?; est la projection canonique ; - Xi , ¢i|; H G - Vi est entier, sur-
jectif, Puisque ; est un schéma affine, il résulte du cas affine 3.2.,3 que‘ Vi est
un schéma, affine au sens absolu,

D'autre part, considérons les projections canoniques ;(‘x }é{' %1_; i s alors
(\.I'—pr1 pcr;1 ()?—\'I-)) =W est un ouvert de V tel que pr:1 (1;) = pr?%;) et W con-
tient la fibre n?1(x). I1 s'ensuit que ; = ﬁ-1(U) pour un ouvert U de X con-
tenant x , Si Ui est 1l'ouvert n;’(U) de xi , alors Ui est un ouvert de Vi
donc est un schéma ; d'autre part U e X est quasi-compact et il en est donc de
méme de Ui L»Vi ; d'ou Ui est un schéma quasi-affine, Quitte & remplacer X par
v, i par Ui et n par ni|Ui , on peut alors supposer i ggggi:gﬁiggg.(au
sens absolu) et = £ini,

b) Fin de la démonstration

Puisque 1w est fini, la réduction faite dans 3,2,2 peut-&tre appliquée. Avec
les notations de 3,2,2., pour un point y quelconque de Y , . on trouve ainsi un
diagramme dtanneaux du type (*) de 3,2.3.,, tel que Spec B soit un sous-objet plat
semi-local de Y contenant y ., Avec les notations de ce méme diagramme (*), on

prouve alors que A est entier sur A , suivant le méme argument que dans le cas

3.2.3, On termine (comme avant) par un appel auxthéordmes 5, 6 de l'appendice I,
C.Q.F.D.

3.2.5. Remarque : Nous avons en fait démontré le résultat suivant : Soient S
un schéma localement noethérien, X un S-espace algébrique (loc, PF) séparé, ;
un S-espace algébrique quelconque, T ¢ ; -+ X un morphisme entier et x wun point
de X . Supposons que "i est un schéma affine au voisinage de la fibre nr‘(x)'L

Alors X est un schéma au voisinage du point x ,

(*) Cf, [131' p. 132,
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3.3. Une premidre application : Existence du guotient en codim 1

Soient S un schéma localement noethérien, Z , Y des S-schémas localement
de type fini, Z -p—_L_o'Y une S-relation d'équivalence plate et de type fini, et X
le S-faisceau fpi% quotient, Alors on a vu (cf. 3.1.1) que X est un S-espace
algébrique (1oc. PF) s cela nous permet de parler de la codimension d'un point x
dans X , |

3.3.1. Proposition : Avec les notations ci-dessus, supposons de plus que X
est séparé sur S (i.e., le morphisme canonique 4 : Z -—(-I-’J'.—pz-)-’Yst est une
immersion fermée), Alors le plus grand ouvert U de X qui est un schéma contient
les points de codimension { 1 de X .

Démonstration : On peut supposer ci-dessus que 2 %;Y est une rela~

tion d'équivalence étale, de type fini, Soient y wun point de cﬁdimension 1 de Y
et x son image dans X.. Pour montrer que X est un schéma au voisinage de x ,
on peut supposer X (et donc Y, 2z) réduit (cf. [7], III, N°2, §7), et noethérien,
Soit Y (resp. E) le normalisé de Y (resp, Z). La donnée de la relation

P
Z _4_-; Y définit alors une relation d'équivalence étale et de présentation finie
‘P2

2 =,,£L_;; . Le normalisé ;[' de X est le S-faisceau fppf quotient de cette der—
nidre relation, Si =« : ;-» X est la projection canonique, alors, d'aprés [13],p-155
(;,;) est limite projective d'un systéme filtrant (xi’“i)ieI de S-espaces algé-
briques finis sur X .

Nous allons montrer qu'il existe io € I assez grand tel que Xi soit "un

o
schéma affine au voisinage de la fibre ‘n:;’ (x)". Gréce & 3.2.5., cela prouvera
o
3310
. A P
Considérons 1l'anneau local A =OY v La relation induite par 2 i&Y sur
: P 2
Spec A est alors de la forme Spec B i—;Spec A et c'est une relation d'équiva-

P
lence étale, L'anneau B est alors semi-local, noethérien, réduit, de dimension 1,

Soit A (resp. B) 1le normalisé de A (resp. B) ;s on a alors la relation d'équi-

4
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~ P ~
valence étale "déduite" Spec B ﬁSpec A,
)
Point 12, Cette dernidre relation admet un conoyau dans (Sch/S).

Remarquons que Spec X est un semi-trait, Pour prouver ce point, on peut donc
supposer que Spec; est un trait (lemme 1, appendice I), L'anneau A est alors un
anneau de valuation discréte, Si K est son corps des fractions, la relation in-
duite sur Spec K est finie étale, donc admet un conoyau de la forme Spec I , ol
L est un sous-corps de K tel que K soit une extension finie séparable de L .
Soit A1 1l'anneau de valuation discréete ANL . On a que Spec g est un fermé de

Spec A) qui coincide avec (Spec A X Spec A) sur 1l'ouvert

(spec A Xy spec &

(Spec KX

. i R ~ ~
s Spec K), D'ou on conclut que Spec B est égal & (Spec AXSpec A?pec A).

D'autre part, Spec A est plat sur Spec A, ; il en résulte que Spec A1 est le

~ 1
conoyau (faisceautique) de Spec B :;E:;S}ec A .
~ Py
. ~® - . e o
Point 2), Le conoyau de Spec B —L»sPec A est un schéma affine E .
B
2

Cela résulte du fait que ce conoyau est un schéma noethérien (normal), séparé,

\

de dimension 1 & ensemble sous-jacent fini, et du lemme suivant,

%.3.1.1. Lemme (cf, [18], VIII.1) : Soit T wun schéma localement noethérien,

séparé, Alors chaque ensemble fini de point® de codimension { 1 dans T est contenu
dans un ouvert affine de T .

Point 3), Si le normalisé i de X est un S-espace algébrique (loc, FF) (par
exemple, si S est de type fini sur Spec Z), alors les faits précédents montrent
que i est un schéma (affine) au voisinage de la fibre n71(x) (cf, théordmes 5, 6
de 1'appendice I), Dans ce cas, grlce & 3.2.5., la démonstration de 3,3.1 s'achdvera
ici,

Point 4), Dans le cas ou 2 n'est pas de type fini sur X , nous procédons comme
suit,

Notons Ao , B , Ao ’ Bo les réductions de A ,B,A,B modulo 1'idéal maxi-

o

mal m de A = 1,y ° Donc on a la relation étale finie "déduite"
’
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Spec go 3 Spec Xo sur le schéma artinien Spec AO 3 son conoyau est un schéma ar-
tinien Eo , dont les corps résiduels sont des extensions de type fini sur k(s) ,
ou s est la projection de y dans S (Krull-Akizuki)., Puisque é est affine
(Point 2)), on peut relever des générateurs de ces k(s)-extensions en un nombre
fini d'éléments de P(E) s soient a, » o= 1,00 , les images de ces relévements

dans A .

~ o~
s

Remarquons que l'on peut supposer Y, Z,Y,Z affines ; quitte & restreindre
Y et & modifier les {aa} par des éléments de T(Y) , on peut supposer que ces
a, proviennent de I{Y) et en fait de ker(T(Y) 2 r(z)). Ecrivant
(x,m) = 12? (Xi,ni) » posons par suite Y, =YX, X, , 2, =Zx,X; , 1 €I. Alors

Y, (resp. zi) est un schéma fini sur Y (resp. Z)Gf{ﬁﬂ,ﬁJSB) ; et on a

lim T(Yi) = T(Y) s lim T(Zi) = T(Z). I1 existe donc io € I assez grand tel que

1el i€

les a proviennent de I(Yi ) et en fait de ker(r(Yi )2z ))=c; . Ilest
o o o o

alors immédiat que le morphisme canonique Yi 2, Spec Ci est compatible avec

o] o]
-1
Z; 3 Y, , et que deg.trk(¢(y,))k(y') =0, pour tout y' € (ni )Y (¥).

o o o
D'aprés les théorémes 5, 6 de l'appendice I, Xi est un schéma au voisinage
o
de la fibre n;1(x). On termine par 3.3.1.1 et 3.2.5. C.Q.F.D.
o

3.3.2. Remarque : La proposition 3,3.1 est fausse si 1l'on ne fait pas 1'hypo-
thése de séparation sur X , ou si l'on considére les points de codimension ) 2 de
X . Bn effet on a un contre-exemple d'un espace algébrique G en groupes (10c, PF)

(resp. (loc, PF) et séparé) et lisse sur un trait (resp, sur un anneau local régu-

lier de dimension 2) tel que le plus grand ouvert représentable de G ne rencontre
pas la fibre de G au-dessus du point fermé de la base, cf. SGAD, VIB, page 81

(resp. [18], X.14).
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3.4. Application aux espaces homogénes

3.4.1. Proposition : Soient S un schéma de Dedekind et G wun S-espace algé-
brique en groupes, (loc, PF), séparé, et plat sur S . Alors il existe un schéma S1

fpge sur S tel que GS s0it un schéma, Plus précisément, si K est le corps des
1

fractions de S et K wune cl8ture algébrique de K , le normalisé S1 de S dans

X est tel que GS soit un schéma,
1

Démonstration : On peut supposer que S est un trait (S,n,s). Repré-

p

sentons G comme le conoyau Z d, v -ll» G, comme dans 1.3.0 ; le schéma Y est
)

donc plat et localement de type fini sur S, Si y est un point fermé de Ys ,

alors on voit comme dans EGA, IV, 17.16.1 qu'il existe une S—-quasi-section plate de
Y passant par y . Cette quasi-section devient nécessairement localement triviale
sur S1 .

Par ailleurs, d'apres 3.3.1., le plus grand ouvert U de G qui est un
S-schéma contient (Gﬂ et)les points maximaux de Gy (i.e., images des points maxi—
maux de Ys)' I1 est alors clair que les translatés de cet ouvert U par les dites

quasi-sections recouvrent g C.eQ.F.D.

s ¢
1
3.4.2, Proposition : Soient S wun schéma de Dedekind, G wun S-schéma en

groupes plat et localement de type fini, H wun sous-schéma fermé en groupes de G ,

plat sur S, et G/H le S-faisceau fppf quotient, Alors il existe un schéma S1
fpgec sur S tel que (C-/H)S soit un s1-schéma.

Démonstration : éonsidérons la relation d'équivalence canonique
G)(SH 2 ¢ . Puisque le faisceau fppf quotient se construit en se restreignant & des
ouverts affines, on se raméne au cas d'une relation d'équivalence plate et de type
fini ; et 3.1.1 montre alors que G/H est un S-espace algébrique, (loc, PF) sépa-
ré et plat sur S ., Sachant que G/H est homogéne sous G , on termine comme dans

3.4.1. CeQ.F.D,
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Chapitre IV

Applications aux questions de représentabilité

4,0, Les résultats principaux que nous avons en vue sont les suivants.

4,A, Théordme : Soient S wun schéma localement noethérien de dimension ¢ 1 ,

G un S-faisceau fppf en groupes, et S' un schéma fpgc sur S tel que GS' soit
représentable, séparé et localement de présentation finie sur S'. Alors G est
représentable (séparé, localement de tyﬁe'fini) et de type (FA) sur s (i.e., chaque
ensemble fini de points de G qui se projette dans un ouvert affine de S, est

contenu dans un ouvert affine de G ; cf, 1.1.2 (c».

4,B, Théoreme : Soient S wun schéma localement noethérien de dimension ¢ 1 ,

et G un S-espace algébrique (loc, PF) et séparé en groupes (cf. 1.3.0). Alors G
est un schéma,

4.C, Théordme : Soient S wun schéma localement noethérien de dimension ¢ 1 ,
G un S-schéma en groupes localement de type fini, H wun sous-schéma fermé en
groupes, plat sur S, Alors le S-faisceau fppf quotient G/ est un schéma de
type (FA) sur S.

Avant d'énoncer un résultat concernant les espaces homogines (au sens de [18],
VI.1.1), donnons une définition,

4,0.1, Définition : Soient S wun schéma, G (resp, X) un S-faisceau fppf

en groupes (resp. un S-faisceau fppf) localement de présentation finie sur S .
On suppose que G opdre sur X ., Nous dirons que X est un S-faisceau homogéne
(fppf) sous G si le morphisme (de faisceaux)

GXSX—'XXSX

(g,x) » (&x,x)

est couvrant (fppf). Le faisceau X est dit presque homogine (fppf) sous G si X

est la réunion d'un nombre fini d'ouverts homogénes (fppf) sous G ., On dira que X

est un S-espace (ou schéma) homogine (resp, presque homogéne) sous G , si de
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plus X est représentable,

4,D, Théoreme : Soient S wun schéma localement noethérien de dimension 1 ,

G un S-schéma en groupes de type fini, X un S-faisceau (fppf) qui est un

S-faisceau presque homogéne sous G , et S' un schéma fpgc sur S tel que X

soit représentable, séparé, de présentation finie sur S' et couvre S', Alors X

est un schéma de type (FA) sur S .

4.1. Quelques remargues préliminaires

Nous allons nous ramener d'abord au cas S semi-local, dans les énoncés 4,A -
4.D. En effet, il est clair que, si la représentabilité est déja établie, 1l'assertion
"du type (FA) sur S" se démontre en se ramenant au cas § semi-local, D'autre
part, pour établir la représentabilité on peut supposer S local : car, dans 4,A et
4,D il est question de descente fpqc, et c'est 14 un résultat standard ([17], appen—
dix, lemma 2) ; pour 4,C on a vu que, dans les conditions de 1'énoncé, G/H est un
S-espace algébrique (loc. PF), cf, 3,1.1 ; donc dans les deux cas 4.B et 4.C, il est
question de représenter un S-espace algébrique (loc, PF) ; par passage & la limite
on peut donc supposer S 1local,

On peut supposer désormais donc que S est semi-local noethérien de dimen—
sion § 1 . Rappelons d'abord quelques résultats connus que nous utiliserons dans ce
qui suit,

4.,1.1, Proposition : Soient S wun schéma, S' —» S un morphisme fpge, X un

S-faisceau fpgc tel que X s0it représentable et localement de présentation finie

Sl
sur S', On suppose qu'il existe un morphisme entier et surjectif T - S tel que

Xp soit un schéma, Alors, X est représentable sur S si et seulement si chaque

fibre de la projection canonique XT - X est contenue dans un ouvert affine de XT o
Voir [21], théoreme 4.1,
4.1.2. Proposition : Soient S 1le spectre d'un corps k, G un S-schéma en

groupes localement de type fini et H un sous-schéma (fermé) en groupes de G .

Alors le S-faisceau fppf quotient G/H est un schéma de type (Fa).
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Voir, par exemple, la démonstration de SGAD, VIA, 3.2

4.1.3. Proposition : Soient T wun schéma localement noethérien, u : T' > T
un morphisme de schémas entier et surjectif, dont les fibres sont ensemblistement
finies, et E un ensemble fini de points de T . Alors pour que E soit contenu
dans un ouvert affine de T il faut et il suffit que u-1(E) =RB' 1le soit dans T!',

Voir [21], corollaire 3.8,

Reprenons la situation de 4.A = 4.D et considérons d'abord le cas dim S=0 ,
i,e., S semi-local artinien, On peut en fait supposer que S est le spectre d'un
corps k (appliquer, par exemple, 4.1.1 & 4.A et 4.D, et [7], 111, no2, §7 & 4.B
et 4.C) ; soit k une cl8ture algébrique de k , Les théortmes 4,A, 4.B résultent
alors du fait que G12 est un schéma de type (Fa) (ef;, e.g., [16] I1.8.6., et [1]
3.5) 3 4.C n'est rien d'autre que 4.1.2 ; et pour prouver 4.,D sur k , on note que,
si Go est la composante neutre de G , alors les composantes connexes (ou irréduc-

H
tibles) de XE sont de la forme G;/ﬁ pour un sous~groupe (ferméiya; G% s et on
termine, grlce & 4.1.2, suivant le raisonnement classique de [16] I.8.7.

On supposera désormais donc que S est semi-local, noethérien, de dimension 1.

D'aprés ce que l'on vient de voir, dans 4,A - 4,D, les fibres ainsi que leurs voisi-

nages infinitésimaux sont représentables (et de type (FA)).

4,2, le cas S normal
Etape 1) L'énoncé du lemme-clé.

4.2.1. Lemme : Soient S wun schéma de Dédekind, X wun S-faisceau fppf et

S' un schéma fpge sur S tel que X soit représentable et de présentation finie

sl
sur S'., Alors il existe une extension finie K1 du corps des fractions K de S
telle que, si S1 est le normalisé de S dans K1 y XS soit un schéma (de type
fini sur S, ).

Démonstration : On peut supposer que S est un trait Spec A et que

3' est affine d'anneau A', L'anneau A' est limite inductive filtrante de ses
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sous-A-algebres de type fini, Puisque XS' est de présentation finie sur

Alier
Ss', on trouve, par passage & la limite (EGA, v, 8), un indice iO € I assez grand

tel que XS' (resp, 1la donnée de descente sur XS,) provienne d'un schéma Xi
(de type fini) sur Spec A (resp. d'une donnée de descente sur X, ). D'autze
part, 1l'anneau A' étant s:ns A-torsion, Ai 1l'est également, don: Si =Spec Ai
est (fiddlement) plat sur S . On en conclut :ue X, %X, i, XS: est un0
schéma (de type fini) sur Si . ° K °

Soit T wune quasi—sectizn plate de Si = Spec Ai sur S (EGA, Iv, 17.16.1).
Notons K, 1la plus petite extension quasi—g:loisienne ge K engendrée par un corps

1

des fractions de Tre Alors ce K1 répond & la question, En effet, si S1 est

qa°
le normalisé de S dans K1 , 1l existe des points de S1 au~-dessus des points de

T donc il existe un sous-trait ouvert 2z de S, tel que XZ soit un schéma,

red ’ 1

D'autre part, le groupe de galois q de K1 sur K agit comme un groupe de

S—-automorphismes sur S1 s et si 2' est un sous-trait ouvert quelconque de S1 ,
il existe o € Q tel que 2! = (Z)G- (notation évidente). Puisque Qr laisse inva-

riant "tout ce qui provient de S", on en conclut que X est un schéma,

S1
CeQ.F.De

Etape 2) Réduction au cas des faisceaux plats sur S .

BEn utilisant la notion d'adhérence schématique de la fibre générique d'un
S-faisceau X (cf. 1.2.0), la technique du recollement suivant un fermé (cf. 1.2.4
et 1.3.2) et la remarque 1.1.,2 (c) sur la propriété (FA), on se ram®ne au cas G
plat sur S, dans 4,A - 4.C. Pour se ramener au cas G , X plats sur S dans 4.D,
il suffit de noter que(sur s normal), si G (resp. i) est 1'adhérence schéma-
tique de la fibre générique de G (resp. X), alors X est presque homogéne sous G.

Etape 3) 4.A =>4.B,

En effet, il suffit de rappeler qu'un espace algébrique en groupes (loc, PF),
plat et séparé sur un schéma de Dédekind S , est représentable aprés un changement

de base fpqgec S' =-S5, cf, 3.4.1.
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Etape 4) Démonstration de 4.A - 4.D dans le cas "de présentation finie"(s ,\_,,24]

Remarquons d'abord que dans 4.C, G étant (désormais) plat sur 'S , il existe
un schéma S' fpqc sur S tel que (G/H)s, est un schéma, cf, 3,4.2. Il s'agit
donc, dans les trois cas 4.A, 4.C, 4.D, d'établir une descente fpqc et de prouver la
propriété (FA).

On peut supposer que S est un semi-trait., Avec 1'hypothése "de présentation
finie", on trouve, d'apres 4.2.1., un semi-trait S1 entier (plat) et surjectif sur
S tel que (}s1 , (G/H)S1 y xs1 soient des schémas de type fini sur 5, . Gréce au
critére 4,1.1 de descente fpgc, et & la proposition 4.1.3 concernant la propriété
(FA), tout revient & prouver le résultat suivant,

4.2,2, Proposition : Soient S wun semi~-trait, G un S-schéma en groupes plat
et de type fini et X wun S-espace (ou schéma) presque homogine sous G. Si X
est géparé, alors X est de type (FA).

Démonstration : Traitons d'abord le cas ou G (et donc X) est lisse
sur S . Dans ce cas, X est S-presque homogeéne également sous la composante
neutre Go de G . D'autre part, considérons les points maximaux des fibres de X
sur S ; en utilisant [18], VIII.1, ou 3.3.1.1., on trouve un ouvert affine U de
X contenant ces points (rappeler que X est séparé) ; on a donc GO.U =X. Le
résultat suivant montre alors que X est quasi-projectif,

Proposition ([18], V.3.10) : Soient S un schéma localement noethérien

normal, G un S-schéma en groupes lisse et & fibres connexes, qui opére sur un

S-schéma lisse X . Soient U un ouvert de X gquasi-affine sur S, X' 1'ouvert

G.U , et Fi , 1 €I, les composantes irréductibles de X'-U qui sont de codi-

mension {1, Alors tout cycle D = Z: n, Fi , ou tous les ni >0, définit un divi-
i€l

seur sur X' = G,U tel que £=0x|(D) soit S-ample,

Dans le cas ou G , X dans 4.,2.2 ne sont pas lisses sur S, il suffit

(d'aprés le cas lisse,et 4,1.,3) de démontrer le résultat suivant,
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4.2,3, Proposition : Soient S , G , X comme dans 4,2.2 (X non nécessairement
séparé), Alors il existe une extension finie K1 du corps des fractions K de S

telle que, si S1 est le normalisé de S dans K on ait les propriétés sui-

1 ’

vantes :
i) Le normalisé G1 de (GS ) est un S1-schéma en groupes lisse
1 red
et de type fini,
ii) Le normalisé X1 de (XS ) est un S1-espace presque homogéne
~ ~ 1 red -
sous la composante neutre G? de G1 ;s en particulier X1 est lisse (et de type

fini) sur S, -

Démongtration : Il existe une extension finie radicielle K' de K

telle que, (GK') soit un K'-groupe 1lisse (SGAD, VIA)' Si S' est le normali-

red

sé de S dans K', alors (GS') est 1l'adhérence schématique de (GK,) dans

red red

N

GS' , donc est un S'-schéma en groupes plat, de type fini et & fibre générique
lisse, De méme (XS')red est un S'-schéma plat, de type fini et & fibre générique
lisse: Puisque (GK')red En(xK')red est alors réduit et que (GS')red g!(xs')red

est S'-plat, on voit que (GS') opére sur (XS,) Quitte & remplacer S

red red °

par S', G par (GS,) et X par (XS') on peut supposer donc que l'on a

red red ’

une situation du type suivant sur S :
G (resp. X) est un S-schéma en groupes (resp., un S-schéma) plat, de type

fini et & fibre générique lisse ; G opére sur X et chaque fibre X de X sur

S est ensemblistement presque homogéne sous Gs (ou, ce qui revient au méme, sous
la composante neutre G: de Gs).

Appliquons dans ces conditions les corollaires 2, 3 de l'appendice II., Il existe
donc une extension finie K1 de K telle que, si s1 est le normalisé de S dans

K1 , on ait des propriétés suivantes :

~

1) Le normalisé G1 de GS est un S1-schéma en groupes lisse, de type
~ 1
fini et la projection canonique G1 - GS est un S1-homomorphisme fini,
1
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2) Le normalisé X1 de XS est un S1—schéma plat, séparable et de

-

type fini.

Puisque, dans ces conditions, G, Xg X, est normal ([18], IV.2.4), on voit formel-
~ ~ 1

lement que G1 opére sur X1 de fagon compatible avec 1l'action de GS sur XS .

~ 1 1
Par ailleurs, les fibres de X1 sur S1 sont équidimensionnelles. Soient k

un corps résiduel de S, et k sa cl8ture algébrique ; il est clair que les or-

1

bites de G?_ dans X,_ sont les composantes connexes (ou irréductibles) de X,_ .
k k k

Quitte & remplacer K1 par une extension finie (et séparable) de K1 , on vue
1'on peut supposer l'assertion ii) de 1'énoncé également vérifide, C.Q.F.D.
Etape 5) Réduction au cas "de présentation finie"( S MML’ .
Notons d'abord que (pour S normal) il ne reste plus qu'a établir 4.A et 4.C
dans le cas ou G est plat et localement de présentation finie sur un semi-trait S.
Nous commengons par établir un lemme,

4.2.4., Lemme : Avec les hypothéses de 4,A supposons de plus que S est un gemi-

trait et que G est plat sur S, Soient s1,...,sn les points fermés de S , et

zi , 1 £ ig¢n, une composante connexe de Gs . Alors, il existe un plus petit
i
seee ,Zn) , de G possédant les propriétés

sous-foncteur ouvert G(Z) , (2) = (21

suivantes :

m

i) (G(Z))Si =2Z; ,1€ign

ii) la fibre générique G(Z) de G(Z) est réunion d'un nombre fini de
composantes de Gn . "
Et par suite @

iii) (G(Z))S' est de présentation finie sur S'.

Démonstration : Soient Si , 11ig¢n, 1les sous-traits ouverts de S
correspondant aux points fermés 8; . Supposons que l'on a construit un ouvert
G(Zi) de @ = GISi possédant les propriétés correspondantes & i), ii), iii)

(par rapport & Si et Zi) pour tout i =1,,..,n . On peut alors poser

S2) = Yo, -
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On suppose donc que S = (S,n,s) est un trait et que 2 est une composante
connexe de GS . On peut aussi supposer que S' est le spectre d'un anneau de va-
luation dominant S ; soit n' (resp. s') son point générique (resp. fermé). No-
tons 2z le point générique de Z et z;_ , 1§ igr, 1les points maximaux de Zs"

Et posons G' =Gg, , S" =S'-{s'}.

Sl
Considérons le sous-foncteur ouvert U de G & ensemble sous-jacent

(G——(GS-Z)). Le sous-foncteur G(Z) de 1l'énoncé sera obtenu en éliminant de U les
composantes de UT) = Gn qui ne "générise" pas Z . Pour ce faire, remarquons
d'abord que, pour tout i, 1 ¢igr, Spec(OG"Z!)ﬂGT'], est affine, donc ne con-
tient qu'un nombre fini de points maximaux de G;],l; soit done Y 1'ouvert quasi-
compact de GT] , réunion des composantes de G’f] dont 1'image inverse dans G;],
rencontre un des Spec(®

pour le voir il faut démontrer 1l'assertion suivante : Si x' est

), 1¢igr. Jedis que Ugu =Yg, = Ugy =Yg, est

G',z! s 3 g
1

fermé dans Uy 5

un point maximal de U,,-Y alors {x'}N (U

S SII’ =Zsl)=¢‘

S'
Mais US' ¢ G' est plat sur S' et ses fibres n'ont pas de composantes immer—

gées ; donc, si {F} I\Z,, # ¢ , chacune des composantes de cette intersection sera

de dimension dim(Z)Y; chaque point maximal de {x'}n Z_, sera alors un des 1z} ,

. s i

1 igr. Ce qui contredira le choix de Y ,

I1 en résulte Ug - (u

S"_YS") =Y,02 est un ouvert de US' donc de G,

st g st
Il est alors immédiat que le sous-foncteur G(Z) de G, & ensemble sous-jacent
YVUZ , est un ouvert de G satisfaisant aux assertions du lemme, C.Q.F.D.
Nous conservons les hypothéses et les notations de 4.2.4. le sous-foncteur ou-
vert de G qui correspond au choix (Z) = (GZ ,...,G: ) (oh GZ. est la composante
neutre de Gs, , 11 ¢ n) sera noté G(‘O) . Il estnformel de ;oir que c'est un
sous—faisceaulen groupes de ¢ (c'est le plus petit sous-groupe ouvert de G).
Pour un choix de (Z) quelconque, il est formel aussi de voir que le morphisme ca-

nonique G(O)XSG(Z) - G de faisceaux, se factorise par G(z) s autrement dit, 1le

S-faisceau en groupes G(o) oi.\ére sur G(Z) . Puisque, pour tout s € S, GS/Gg
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est un groupe étale sur k(s) (cf. SGAD, vI,, 5.5), on peut trouver un semi-trait

S, fini et étale sur S, tel que G(Z)S1 soit un S1

(au sens de 4.0.1) sous G(O)S (bien entendu S1 dépend du choix de (Z)).
1

~faisceau presque homogéne

Considérons maintenant le cas 4.,C oh G est plat et localement de présentation
finie sur S un semi-trait, Considérons le morphisme canonique G 2, G/H de fais~
ceaux, Si G(Z) est un ouvert de G du type construit plus haut, il est formel de
voir que ¢(G(Z)) est un sous-faisceau ouvert de G/H , car ¢ est couvrant fppf,
(Noter aussi que G étant ici un schéma, la construction des G(Z) est facile).
D'autre part, pour les actions canoniques de G , ¢ est une G-application, Donc
si 5, (= S1((Z))) est tel que G(Z)S1 soit un §,-espace presque homogdne sous

~faisceau presque homogéne

G(O)S1 , alors il est clair que ¢(G(Z))S1 est un S1

sous G(O)S1 | Fon oo la démenstration dans le cas S‘nﬂm&(-‘
Etape 6).//Nous sommes maintenant en mesure de démontrer 4.A et 4.C (cas général)

sur S normal ; comme nous l'avons vu, on peut supposer que S est un semi-trait et
que G est S-plat., Gréce & 3.4.2., il s'agit, dans les deux cas, de faire une des—
cente fpqc et d'établir la propriété (FA). Nous conservons les notations ci-dessus.
D'aprés 1'étape 4), (oh nous avons établi 4,A ~ 4,D avec 1l'hypothése de présen—
tation finie, sur S normal), G(O) est représentable, Pour un (Z) quelconque
(comme plus haut), il existe un semi-trait S1 fini et étale sur S tel que G(Z)S1
(resp. @(G(Z))s1) soit un S1-faisceau presque homogéne sous G(O)S ;5 & ltaide de
1'étape 4) et la descente finie et plate (classique) d'un schéma de type (FA), on
conclut que G(z) (resp. ¢(G(Z))) est représentable..Comme les G(Z) (resp.
¢(G(Z))) recouvrent toutes les fibres spéciales de G (resp. G/H) , on a ainsi
prouvé la représentabilité de G (resp. G/H). Reste & tablir la propriété (ra).
Soit E un ensemble fini de points de G/H ; il suffit d'étudier le cas ol chaque
point de E est dans une des parties ¢(G(z)) de G/H ; ‘on trouve donc un nombre

fini de (2) tel que E soit contenu dans la réunion X de ces ¢(G(z)). Il

existe donc S, fini et étale sur S tel que Xy  soit presque homogene sous
2
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nk sowe
G(O)S . On termine, grlce & 1'étape 4)>Y§divant un raisonnement classiquefy’—/sui-
2

vant 4,1.3, C.Q.F.D.

4.3, Le cas S non-normal ; fin de la démonstration .
Comme nous 1'avons vu (cf, 4.1) on peut supposer que S est semi-local de di-

mension 1, Alors, le normalisé de Sre est somme disjointe de semi-traits et de

d
corps (Krull-Akizuki), Si S est ce normalisé, nous avons établi 4,A - 4.,D sur S

~
N

dans 4,2, Il reste donc & faire la descente entidre de S & S . Pour 4.A et 4,D
cela est assurde gréice au critdre de descente 4.1.1 et la propriété (FA) sur g .
sachant que dans les deux cas 4,B et 4,C on a affaire & un S—espace algébrique
(1oc., PF) et séparé (cf. 3.1.1) on termine & l'aide du critére de descente 3.2.1 et

la propriété (FA) sur S .

Enfin, la propriété (FA) sur S est assurée par celle sur S et 4.1.3.
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Appendice I

Passage au gquotient par un groupoide plat

Soient S un schéma quelconque, R , X des S-schémas localement de type

fini et R _P—i;x un S-groupoide (cf. SGAD, V, 1) plat et de présentation finie,
D,
2
Nous appellerons graphe de ce groupoide l'image ensembliste du morphisme
(P1’Pz) ~ ‘
d : R ————Sr XxX . Nous noterons X/R (resp. X/R) 1'espace annelé (resp, le

S-faisceau fppf) quotient de X par R ., Pour un morphisme Y —» X dans (Sch/S),
nous noterons Ry 3 Y 1le groupoide induit par R sur Y (cf. SGAD, V, 3). Si x
est un point de X , R_ ~ Spec Ox,x sera le groupoide induit par R sur Spec OX,x’
pour le monomorphisme canonique Spec OX,X - X.

Dans cet appendice il est question d'étudier (suivant [19]) des conditions pour
que X/R (resp. }{7{{) soit un S-schéma, Le cas qui nous intéresse surtout est ce—
lui ol le morphisme 4 : RMXXSX est quasi-fini (e.g., R est une rela—
tion d'équivalence sur X). (Cette hypoth®se restrictive ne sera toutefois faite
qu'a partir du corollaire 3),

A - Réduction au cas d'un groupoide guasi—fini

Lemme 1 : Soient R %X un groupolde, Y '—1-> X un monomorphisme de schémas,
R.Y 3 Y 1le groupoide induit2pa1' R sur Y . On suppose que la restriction de p2 a
p? (Y) (considéré comme sous-objet de R) est un morphisme ouvert couvrant son
image pour la topologie fpgc., Alors le morphisme canonique Y/RY -ib X/R est une
immersion ouverte d'espaces annelés,

Preuve : Vu la définition du groupoide induit, j est évidemment injectif,
L'hypotheése faite entrafne que le R-saturé d'un ouvert de Y est un ouvert de X,
donc j est une immersion ouverte topologique. Il suffit donc de montrer que si
satR(Y) =X, alors on a ker(r(x) 3 r(R)) = ker(r(y) = I‘(RY)). Or, par hypothdse
le R-saturé de Y pour la topologie fpqc est X ; on en déduit que le faisceau

fpge X quotient de X par R est égal au faisceau fpge Y quotient de Y par
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R.Y « Il suffit alors de remarquer que
ker(r(x) = r(r)) = Hon(X,spec z[1]) = Eon(T,spec 2[1]) = ker(r(x) 3 r(k,)).
Proposition 2 : Reprenons les hypoth®ses et les notations du début, Soient s
un point quelconque de S et x un poirft fermé de xs . Alors il existe un ouvert
V de X saturé sous R et contenant x , et un sous-schéma Z de V tel que

l'on ait :

(1) R, 2 Z est plat et de présentation finie
7 7~
(ii) 1le morphisme canonique Z/Rz - V/Rv (resp. Z/Rz - V/Rv) est un
isomorphisme
< (idi) an1p;1 (x) (qui est non vide d'aprés (ii)) ést un ensemble fini de
Ens(X).
Si de plus X est localement de présentation finie sur S, on peut supposer
7 de présentation finie sur S .

Démonstration : Utilisant le lemme 1, on peut supposer X affine (remplacer X

par un ouvert affine contenant x)., Le lemme 7.2 de SGAD, V (oh des hypotheses
"noethériennes" sur les fibres suffisent) montre qu'il existe un sous-schéma fermé
F de X, défini par un nombre fini d'équations (donc de présentation finie sur 8,

si X 1'est), tel que, si ]3‘1 = p?' (P) et si 51 . '13'2 désignent les restrictions

de P, s P, a F1 , on ait :
1) '1'51 'p‘-; (x) est fini non vide dans Ens(F)
2) 52 est plat aux points de §-2'1 (x).

Explicitons alors le groupoide R suivant SGAD, V, page 4. On a ainsi le diagramme
]
(%) P 1 lpz

ou R' R, 1la premi®re suite est exacte et les deux carrés sont cartésiens,

=R, X
(p,s2,)
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Posons F, = (p1p; Y (®) = (1)1pé)"1 (F) ; c'est un sous-schéma de R' ; notons
avec des lettres soulignées les restrictions aux Fi des morphismes de (*). On ob-

tient ainsi le diagramme

(%) ‘ﬁél

ol la premidre suite est exacte et les deux carrés sont cartésiens, Soit U1 le plus

grand ouvert de r, au-dessus duquel P, est plat ; on a donc U1 nf); (x)#£4d.
D'autre part, comme p1 » P, (donc aussi i; , ié) sont fppf , on a nécessairement
('131’ )_1 (U1) = (i)'é)_1 (U1) %lus grand ouvert ou ﬁ% est plat. Puisque la premidre
suite est exacte et que '131 est ouvert, on voit que U, = (51 )_1 (u) pour un ouvert
U de F; on a évidemment Unp1p;1 (x) £¢ . or, 1'ouvert 7U de F est la trace
sur F d'un ouvert W de X ; quitte & remplacer X par W, on peut donc sup-
poser que U=F , donc U1 =F1 , de sorte que 52 est plat.

I1 est alors clair que dans ces conditions RF 3 F est plat et de présentation

finie : en effet, on a les carrés cartésiens suivants

r or,

R—dexsx—i-»x F1——>Fxsx——2-»x
f ! pr P et I ! e, I
F,—»Fxsx—-—vF RF-—-DFxsF-—bF.

L'ensemble an1p.2.1 (x) est fini non vide, D'aprés le lemme t, le morphisme ca-
nonique F/RF - X/R est une immersion ouverte. Pour établir la ﬁoposition 2 il suf-
fit alors dé prendre pour V l'ouvert de X égal au R-saturé de F dans X .

La dernidre assertion résulte de la démonstration, C.Q.F.D,

Corollaire 3 : Soient S wun schéma quelconque, R , X des S-schémas locale-

D
ment de type fini et R=1-g X un S-groupoide plat et de présentation finie tel

. P2 (P1 Pg) . NP R .
que le morphisme 4 : R —————i-i——p XXSX soit quasi-fini, Soient s wun point
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de S et =x un point fermé de X . Alors il existe un ouvert V de X , saturé
sous R et contenant x , et un sous-schéma Z de V tel que l'on ait :

i) R, 3 7 est plat, guasi-fini et de présentation finie

ii) le morphisme canonique Z/RZ - V/RV (resp. Z’/\f’tz - V%v) est un iso-
morphisme,

En effet considérons un V et un Z donnés par la proposition 2, Si z est
un point de an1p;1 (x) , alors l'hypothdse faite sur d et la définition du grou-
poide induit entrafnent que RZ 3 72 est quasi-fini en z ., En>utilisant le "Main
Theorem" et en se restreignant & un ouvert convenable de Z on peut supposer que
RZ 2 7 est un groupoide plat, quasi-fini et de présentation finie, I1 suffit alors
de remplacer V par le R-saturé dans X de cet ouvert de Z .

Remarque 4 : Gardons les hypoth®ses du corollaire 3, Alors on voit que la ques-
tion de représentabilité de X/R ou de )57{{ se raméne au cas ou R zi;x est un
groupoide quasi-fini, plat et de présentation finie, C'est & ce cas que nous allons
nous borner ci-dessous,

B - Un critére de passage au quotient

Théoréme 5 : Soient S un schéma quelconque, R , X des schémas localement de

type fini, R pi;x un S-groupoide plat, gquasi-fini et de présentation finie, x
un point de X ? s son image dans S ., Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1) I1 existe un ouvert R-saturé U de X contenant x tel que U/RU
soit un schéma,

2) i) I1 existe un ouvert V de X contenant x tel que le ‘graphe
Ty de R, soit fermé,

ii) I1 existe un morthisme V 2,7 dans (Sch/s) compatible avec

R, et tel que deg trk(q)(x))k(x) =0.

2bis) i) Le graphe r du groupoide R 2T = Spec (Dx,x est fermé,

ii) I1 existe un morphisme T = Spec OX x -2y 7 dans (Sch/s)
’
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compatible avec R_ et tel que deg tr k(x) =0,
pa X q g k(q:(x)) ( )

BEnfin, si X/R est un schéma, le morphisme canonique X - X/R est universelle-
ment ouvert,

La démonstration que nous allons donner prouvera en méme temps (vu le corollaire

3) le
Théoréme 6 : Avec les hypoth®ses générales du corollaire 3, supposons de plus
(py,25) ) . A .
que d : R ————> XXSX est une immersion, Alors, si X/R est un schéma, le mor—

~
phisme canonique X/R - X/R est un isomorphisme ; en particulier, le morphisme cano-—
nique X - X/R est fppf.

Démonstration : I1 est évident que 1) ==2) =>2bls). Nous allons montrer que

2bls) ==>1) et en méme temps démontrer la derni®re assertion du théortme 5 et le
théoréme 6, Commengons par faire quelques réductions,
a) Réduction au cas ob X est affine et R est de graphe fermé,
Considérons T = Spec OX g comme limite projective filtrante des voisinages
’
ouverts affines Xi de x dans X . Soient Ri = in , di : Ri - Xixsxi le mor-

phisme canonique et 1":.L = di(Ri) = le graphe de di . On a donc 1'égalité

Tx . T = 1lim X.xsx. et les diagrammes cartésiens suivants :
S QT i i

R =&, g
X i

ld ld.
X i
TXST — Xixsxi o

Puisque di est de présentation finie, I‘i = im(di) est une partie constructible
de XXX, (BeA, IV). D'autre part, r = im(dx) est fermé par hypothdse dans
TxST . Il résulte de EGA, IV.8, que I‘:.L est fermé dans Xixsxi pour i assez
grand,

b) Réduction au cas Z de présentation finie,
On peut supposer 2 affine, Considérons Z comme limite projective filtrante

(a)

de S-schémas affines de présentation finie {Za} et soit ¢ :T-2Z2-2 le
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morphisme composé,

(a)

Puisque Xs est de type fini sur k(s) ’y @ a la méme fibre que ¢ en x

pour a assez grand., Quitte & remplacer Z par Za et ¢ par (p(a) pour a
assez grand on peut supposer Z de présentation finie sur S .,
c) Réduction au cas oh ¢ provienf d'un morphisme de X dans Z .
Puisque Z est de présentation finie sur S, le morphisme ¢ : T - 2 pro-

vient d'un morphisme 9; ¢ Xi -7 pour i assez grand (notations de a)). Puisque

Rx = lim (Ri = in) et que ¢ est compatible avec Rx ’ 95 est compatible avec Ri

pour i assez grand, I1 suffit alors de remplacer X par un tel Xi . Gréce au
"Main Theorem" on peut aussi supposer ¢ gquasi-fini,
Ceci étant, quitte & changer de notations, on peut prendre S=2Z . On est ainsi
ramené & démontrer le
Théortme 7 : Soient S wun schéma quelconque, X un S-schéma localement quasi-
fini sur S et R zi,x un S-groupofde quasi-fini plat et de présentation finie,
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1) X/R est un schéma,
2) Pour tout x € X, il existe un ouvert U de X contenant x tel
que le graphe de RU soit fermé, De plus, si X/R est un schéma, le morphisme cano-
nique X - X/R est universellement ouvert ; enfin si X/R est un schéma et si

4:R (py,p0)

XxsX est une immersion alors le morphisme canonique Xf7f’( - X/R est
un isomorphisme,

Démonstration : Il s'agit de prouver que 2) == 1) et établir les dernidres as-
sertions, On peut donc supposer, comme plus haut, que X est affine, quasi-fini sur
S et que R est de graphe fermé,

Soit U 1le plus grand ouvert de S tel que, si V = 1l'image inverse de U
dans X , on ait 3

i) V/l-'tV est un schéma quasi-affine sur U et le morphisme canonique

V- V/RV est universellement ouvert,



Appendice I 69

ii) si d est une immersion, alors le morphisme canonique V‘7’RV - V/RV
est un isomorphisme,

On doit prouver que U=S , sous l'hypothdse 2). Supposons donc que U#S et
s0it s un point maximal de S-U . Alors il existe un voisinage étale S' de s
sur S tel que 1l'on ait :

iii) il existe un point unique s' € S' au-dessus de s

iv) X' = X,, est somme disjointe XX} de deux schémas

Sl
v) X) X' - 8! est fini

d (cf. EGA, IV 18.12).

vi) X, NX!,

L'image S" de S' dans S est un ouvert contenant s et il nous suffit de
montrer que U > S" ; on peut donc supposer que S' couvre S .

Notons R! —ﬁ_—;x‘ le 8'-groupofde déduit de R Pﬁx par le changement de

v
base S' -+ S . .Sllz.)%posons démontré que X'/R' = Y' est uzI:Z S'-schéma quasi-affine
vérifiant i) et ii) ci-dessus sur S'. Notons d'abord le lemme facile suivant

Lemme 8 : Soient X' .un schéma, R' 3 X' un groupoide quasi-compact et quasi-
séparé tel que Y' = X'/R' soit un schéma et tel que le morphisme canonigque
X' - X!'/R' soit quasi-compact, quasi-séparé et universellement ouvert, et enfin soit
Y" - Y' un morphisme plat dans (Sch). Si R" 23 X" est le groupoide déduit de
R' 3 X' par le changement de base Y" - Y', alors on a Y" = X"/R",

I1 en résulte dans notre cas que Y' = X'/R' est muni d'une donnée de descente
canonique par rapport au morphisme étale S' - S . Puisque Y' est quasi-affine,
cette donnée est effective (SGA, 1, VIII) et si Y est le schéma quasi-affine sur §
ainsi obtenu, il est immédiat que Y est égal & X/R et possdde les propriétés i),
ii) au~-desgsus de S .

On peut donc supposer que S' =5 , et par suite supprimer les "primes" des
notations,

Considérons 1'ouvert X1 de X et le groupoide induit par R 3 X sur X1 ,

soit R‘I 2 X, . Comme R est de graphe fermé, il en est de méme R1 . Dans le cas

1



T0 Se ANANTHARAMAN

o R —d> XxSX est une immersion, cela entraine que R1 —°i"i‘—»x1xsx1 est une im-

mersion fermée, de sorte que R1 3 X, est une relation d'équivalence finie et plate

1
(car X, » S est fini ). Donc si )(1/R1 est un schéma, alors X:7§H 3 }(1/R1
(SGAD, V, 4.1). Dans le cas général, 1'image schématique de R, dens X xX = par

le morphisme canonique est un sous-schéma fermé lT‘1 de X1 ><SX1 ;5 et les projections

canoniques I‘1 =2 X1 définissent sur Ens(X1) la méme relation d'équivalence que

R1 . On a alors le

Lemme 9 : Soient X,R deux S~schémas entiers et supposons que les fibres de
X/S ont un nombre fini de points. Alors pour toute S-double fleéche R 3 X qui
définit sur Ens(X) wune relation d'équivalence, le conoyau dans la catégorie des
espaces annelés est un schéma Y , entier sur S . Et le morphisme canonique X-Y
est entier,

Preuve : On peut supposer S donc R,X affines, Si Y = Spec (ker(I‘(X) hud I‘(R)))
il est évident que Y est entier sur S, et que le morphisme canonique X - Y est
entier, dominant, donc surjectif, I1 faut voir que Y a le bon espace sous-jacent,
Quitte & remplacer S par Y , on peut supposer que r(s) = ker(r(x) = I‘(R)) N
hypothése qui se conserve par extension plate, Soit s € S et montrons que Xs est
une seule classe d'équivalence, Remplagons S par le hensélisé de Os,s 3 X est

alors somme d'un nombre fini de composantes locales, Si Xs contient plus d'une or-

bite, la double fldche R 2 X se décomposera en somme de deux double fléches

R1 3 X’
1 1

- .
R2 3 X

il existera donc dans TI(S) = ker(r(x) 2 r(R)) wun idempotent non-trivial, ce qui
contredit la connexité de S , Z.Q.F.D.
I1 résulte de ce lemme que le conoyau de la double fliche 1"1 3 X1 est un sché-

ma Y1 . Dans le cas ou d est une immersion, on a vu que c'est aussi le quotient

faisceautique X1 71‘1 = X1 7R1 . Dans le cas général on a
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Lemme 10 : Le morphisme canonique X1/R1 -io Y1 est un isomorrphisme ; et le

morphisme canonique X1 - Y1 est universellement ouvert,

Preuve : On a vu plus haut que I‘1 et R1 définissent la méme relation d'é-

quivalence sur Ens(x1) ;3 donc i est un homéomorphisme topologique, Pour voir que
i est un isomorphisme d'espaces annelés, il suffit de voir (quitte 4 remplacer X1
par 1'image inverse d'un ouvert affine quelconque de Y1) que ker(r(x1) 3 P(R1)) =

= ker(r(x1) e F(F1)) s mais puisque F1 est 1'image schématique de R1 , 1llappli-

cation canonique F(P1) - F(R1) est injective, d'ol 1'assertion,
Soit alors r : X1 - Y1 le morphisme canonique ; d'aprés le lemme 9, r est

entier, surjectif., Nous allons montrer que r est universellement ouvert, Soit donc
r
T € (Sch/s) et R, X = T, le résultat du changement de base T - § ,

'n 7 p T

Puisque le morphisme canonique R1 - X1XY X1 est surjectif, il en est de méme de
1

R X XT X s 1l s'ensuit que si M est un ouvert de X , N = (r )—1(r (M))
1T 1T 3 1T 1T T T
est aussi ouvert, puisque c'est le saturé de M sous R1 et que R X (étant

fppf) est universellement ouvert, Mais alors rT(M) = rT(N) est ouvert dans Y1
T

puisque To est fermé surjectif, CeQ.F.Ds

On est maintenant en mesure de prouver que Y = X/R est un schéma vérifiant
i), ii) plus haut, Soit W le schéma V/RV , Qquasi-affine sur U , Notons Y

1
(resp. W) 1l'image de X1n vV = i; dans Y1 (resp. W). D'aprés le lemme 1, Y; et

W sont des ouverts, s'identifiant canoniquement au quotient de i; par le grou-
poide induit de R ; et dans le cas ou d est une immersion, ce sera aussi le quo-
tient faisceautique. Par recollement on obtient donc un schéma Y qui est un quo-
tient X/R qui satisfait aux assertions du théortme 7, Reste & voir que Y est
quasi-affine ; comme W est quasi-affine sur U , donc séparé et que Xif\V = i:

est fini sur U, 1l'image W de 2: dans W est fermée et ouverte de sorte que

Y est somme disjointe de Y' et un ouvert Y2 (1e complémentaire de W dans W).

Puisque W est U-quasi-affine, Y2 est quasi-affine (sur s) s enfin Y1 est en-

tier donc affine sur S (lemme 9) ; d'oh le fait que Y est quasi-affine, .
C.Q.F.D.
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Remargue 11 : Supposons que X/R est un schéma, Alors la méme démonstration
prouve que le morphisme canonique X - X/R est de type fini et que si S est loca-

lement noethérien, alors X/R est aussi localement de type fini sur S .
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Appendice II
Normalisé d'un schéma sur un schéma de Dedekind

On se propose dans cet appendice de démontrer le résultat suivant de Raymaud,

Théordme 1 : Soient S wun schéma de Dedekind (cf, 1.2.0), K son corps des
fractions, X une cléture algébrique de K , et S 1le normalisé de S dans K.
supposons que X est un S-schéma plat et localement de type fini tel que XK soit
géométriquement normal, Alors le normalisé ig de X§ est un schéma plat, sépa-
rable, localement de présentation finie sur 5, et fini sur XS B

Avant de procéder & la démonstration, donnons quelques corollaires,

Corollaire 2 : Soient S, K, X,S, X comme ci-dessus et supposons de plus
que X est de type fini sur S ., Alors il existe une extension finie K, de X

1

telle que, si S1 est le normalisé de S dans K1 , alors le normalisé XS de
1

XS1 soit plat, séparable, de type fini sur S1 et fini sur XS1 .

En effet, puisque la propriété pour une fibre d'&tre séparable est construc-
tible, le corollaire résulte du théortme 1 par passage & la limite (EGA, IV, 8) et
le critdre de normalité de Serre ([18], IV, 2.4).

Corollaire 3 : Avec les hypothe¢ses du corollaire 2, supposons de plus que X

est un S-schéma en groupes, Si K

. S1 sont comme dans le corollaire 2, alors le

~ 1 s1

nique XS - XS est un S1-homomorphisme.
1 1 ~ ~
BEn effet, sous les hypothéses du corollaire 2, XS xs XS est normal ([18], Iv,
1711
2.4), et le corollaire 3 résulte donc formellement du corollaire 2,

normalisé X de X est un S1—schéma en groupes lisse et la projection cano-

Démonstration du théordme 1 : Modulo passage & la limite, il est clair que le
théoréme 1 résulte du théordme plus général suivant,

Théoréme 1' : Soient A un anneau de valuation de hauteur 1, dont le corps des
fractions K est algébriquement clos, S =Spec A, t 1le point générique de S,

s son point fermé, X wun S-schéma plat, localement de type fini et & fibre géné-
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rique normale, Alors, le normalisé X de X est plat, séparable, localement de pré-
sentation finie sur S, et fini sur X .

Démonstration : On peut supposer X affine intégre, d'anneau A . Si

dim XK =n , alors Xs a toutes ses composantes irréductibles de dimension n ,
D'aprés le lemme de normalisation de Noether, il existe un S-morphisme
9 : X~ S[T1,...,Tn] tel que ¢  soit fini (et surjectif si X # ¢). On en con-

clut qu'il existe un diagramme commutatif

;i —LSI[T1,...,Tn]

u v

X'—(B-lv Y

o u,v sont étales affines, ¢' est fini, u(x')> X, et v oY S S[T1""’Tn]s’
(ef, [22], ch.XI, page 119). Il suffit de prouver le théordme pour X', On suppose
donc que X est fini sur Y.

Soient A 1l'anneau de Y et B (resp, C) celui X (resp. du normalisé )2)
Montrons d'abord que C est fini sur A . Soient A' 1le complété de A, et A',
B! les complétés de A,B pour la topologie définie par élément A de A de va-
luation > 0 . Alors B' est fini sur A'., Soient 7 un point maximal de Ys et
n' 1le point correspondant de Spec A'., Puisque A' est isomorphe & l'anneau de
séries formelles restreintes en les n~variables T1""’Tn sur A, il est clair
que A;], est un anneau de valuation dominant 1l'anneau de valuation A'f] (et An
est dense dans A;],).

Par ailleurs, comme XK est normal et K algébriquement clos, si K' est le

corps des fractions de A', BK' est normal ; par les propriétés d'excellence de la
géométrie rigide sur K' (cf. [12]) on conclut que Byy ©st normal, Enfin, soit
D' la clSture intégrale de A' dans By, ; d'aprds Grauert-Remmert (ef. [9]), D

est fini sur A",
Or, pour montrer que C est fini sur A , il suffit de montrer que le mor-

phisme canonique C®AA' - D' est un isomorphisme : en effet, le probleime se situe
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aux points de (Spec A)S et il suffit alors de remarquer que Spec A' - Spec A est
plat et son image est 1'ensemble des générisations des points de (Spec A)S . Par
ailleurs, si Z est la partie de Ys complémentaire des points maximaux, il résulte
des propriétés de profondeur que C et D' sont Z-clos (cf, BGA, IV, 5,10), Il
suffit donc de prouver que C®AA' - D' est un isomorphisme aprés localisation en
chaque point maximal de A'/M.'. Ce dernier point est une conséquence du

Lemme 2' : Soient A un anneau de valuation, K son corps des fractions, L
une extension finie de K , A le normalisé de A dans L , A' un anneau de valu~
ation dominant A tel que A soit dense dans A', K' son corps des fractions,

L' = K'®KL , et A' la cl8ture intégrale de A' dans Lz"e Alors le morphisme

qa°
canonique KQAA' - X' est surjectif et son noyau est le nil-radical de K@AA' .
Par éonséquent, si L' est réduit on a X®AA' 33 ; side plus A' est fini sur
A', alors A est fini sur A .,

Preuve : Notons que Lz"e est un produit fini de corps Lg , extensions fi-

d
nies de K'. Par suite, A' est le produit des normalisés A_;_ de A' dans L;i'. .
On conclut donc (suivant Bourbaki [4], ch.VI, §8, no1, et remarque au théordme 1)
que A (resp. A7) est un anneau semi~-local, dont les composants locaux sont des an-
neaux de valuation, de groupe de valuation contenant celui de A (resp. A') comme
un sous~-groupe d'indice fini, Notons T 1le groupe associé & A ; puisque A est
dense dans A', T est aussi le groupe associé & A', Soient Ki , 1=1,2,4..,8
les composants locaux de A et Ty le groupe associé & Ei ,1igs.

Soit b' un élément de A' ; alors b' est 1'image d'un £' € L' de la
forme Zn: a&@ la , a‘; €K', la €L . Puisque TI' est d'indice fini dans T

i
a=1
1 {ig¢s, on peut trouver, pour chaque a = 1,2,,..,0 , U T, €T tel que

’

T+ vi(la) >0 (o v, est la valuation correspondante & I:;), pour 1 L igs.

Mais A est dense dans A', donc K 1'est dans XK', et pour tout « , il existe

un a € K tel que, si a" =a'-a , alors v(a") 3y r (oi v est la valuation
« « a a o /1

correspondante & A'), Onadonc Za'®f =2a ®£ +2a"®@£L . Soit b wmn
_ a a o o o « a
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élément de K ayant la méme valuation que a; , 1 {agn, Alors ba® la = ba' ‘a
a une valuation positive dans chacun des I‘i , 1§ 1¢s, donc est dans 1; par
suite, a"® 2 = (a;/ba)(ba® za) est dans A ®A'. On en déduit que 1'image dans
L;'ed de I a ® la €L est dans X', donc I &, ® za est un é1lément de L' en-
tier sur A'., Par descente plate, I aa ® la €l ; d'ol le fait que D' est dans
1'image de K ®A'. C.Q.F.D.

L'assertion du théoréme concernant la présentation finie résulte du

Lemme 3' : Soient S wun schéma intdgre, X wun S-schéma de type fini et x
un point de X ou X est plat sur S . Alors il existe un voisinage ouvert de =x,
plat et de présentation finie sur S .

Voir [11], covollaive 3.4.9.

Reste & prouver que is est séparable, i.e,, que ;s est réduit, puisque
k(s) est algébriquement clos, Or, avec les notations introduites plus haut,

)'E = Spec C est 2Z-clos, et pour voir que J‘ES est réduit, il suffit donc de voir
qu'il en est ainsi aux points maximaux,

Soit n un point maximal de Ys = (spec A)s s alors An est un anneau de
valuation ; et l'anneau semi-local C'ﬂ est le normalisé de An dans le corps des
fractions F(C) de C , extension finie du corps des fractions F(A) de A, On
en conclut gue les composants locaux Ci , 1Ligr, de CTI sont des anneaux de
valuation, dominant A'rj et & groupes I‘i ,1€igr, ayant T', celui de An ’
comme sous-groupe d'indice fini, Mais K étant algébriquement clos, le groupe de
valuation I' de A est divisible, donc T = I‘i ,1<1i<r, Remarquons par ail-
leurs que, par un choix convenable (et nouveau) de Y , on peut supposer aussi que
les extensions résiduelles de Cn sur An sont triviales, On a donc que An est
dense dans Ci , pour tout i ,

D'autre part, soient F'(\A) (resp. F?C)i) le complété de F(a) (resf. r(c))
pour la valuation associé & A’ﬂ (resp. Ci , 1 £ 1g r). Puisque K est algébrique-

ment clos, F(A) et F(C) sont des extensions séparables de K, et on a donc
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A r A

F(A)@F(A)F(C) % 1 F(c); (Bourbad, [4], ch.VI, §8, n°2). I1 est alors facile de
Ad=t,

voir que, si An ’ Ci sont les complétés des anneaux de valuation An , C

i
1 ¢igr, onal'égalité C®A Xn LS i§1 ai (raisonnons, par exemple, comme dans
le lemme 2!'), " -

Puisque, sous les hypotheses faites, on a Aﬂ . Ei pour tout i , cela en-
trafne que C est étale sur A aux points maximaux, On termine par remarquer que
Y est réduit, C.Q.F.D,

emarque : Soient S wun semi-trait et X wun schéma plat et localement de type

fini sur S et & fibre générique lisge, Si le normalisé X de X est lisse, alors

il est immédiat que X est la lissification (N) de X sur s (voir ch,II),
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