
MÉMOIRES DE LA S. M. F.

SIVARAMAKRISHNA ANANTHARAMAN
Schémas en groupes, espaces homogènes et espaces
algébriques sur une base de dimension 1
Mémoires de la S. M. F., tome 33 (1973), p. 5-79
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1973__33__5_0>

© Mémoires de la S. M. F., 1973, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1973__33__5_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Bullo Soo« matho France,
Mémoire 33» 1973^ p. 5-79.

SCHÉMAS EN GROUPES. ESPACES HOMOGÈNES ET ESPACES ALGÉBRIQUES
SUR UNE BASE DE DIMENSION 1

par
Sivaramakrishna ANANTHARAMAN

Résumé• - Soient S un schéma localement noethérien, et X un S-espace algébri-
que en groupes séparé et localement de type fini sur S (resp. le S-faisceau fppf
quotient d'un S-schéma en groupes G , localement de type fini, par un sous-schéma
fermé en groupes H , plat sur S ) • Lorsque S est de dimension 0 , on sait que
X est représentable. Par contre, même dans les meilleurs cas, un tel X n'est pas
nécessairement représentable si dim S > 2 . Dans ce travail, on démontre la repré-
sentabilité de tels X lorsque dim S < 1 ; si S est normal, la démonstration
utilise des techniques (à peu près connues) spéciales au cas dim S = 1 ; le cas
général se résoud ensuite moyennant un critère (général) de descente d'espaces al-
gébriques par des morphismes entiers»
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Introduction

Depuis que la notion d'espace algébrique a été introduite en Géométrie algébri-
que par M» Artin, de nombreuses questions de représentabilité ont été traitées sui-
vant deux principes généraux.

(a) Etudier les conditions pour qu'un fondeur soit un espace algébrique.
(b) Etudier les conditions pour qu'un espace algébrique soit un schéma.

Dans le présent travail, on étudie certains cas particuliers de ( b ) . On sait
par exemple que, sur une base de dimension zéro, un espace algébrique en groupes G
est un schéma ( [ 2 ] , §4). Sur un corps k , ce fait se démontre de la façon suivante :
il existe un ouvert dense X de G qui est un schéma (SGAD, V, 8»l) ; et sur la
clôture algébrique î de k , on dispose de suffisamment de sections de G pour
pouvoir recouvrir G par les translatés de cet ouvert X • La descente de î à k
est possible, comme chaque ensemble fini de points de G est contenu dans un ou-
vert affine. 1?

On peut essayer d'appliquer une telle méthode sur une base S quelconque. Mais,
pour ce faire, on doit a priori disposer d'un ouvert représentable X de G tel
que X soit dense dans chacune des fibres de G sur S , Or, en général, il n'exis-
te pas de tel X : en effet, on a un espace algébrique en groupes G lisse et non
séparé sur un trait, dont le plus grand ouvert représentable est sa fibre générique
(SGAD, VI^, page 8 l ) . Même lorsque l'on fait l'hypothèse de séparation, il existe un
contre-exemple de Raynaud, sur une base locale régulière de dimension 2 ( [ l 8 ] , . JC 14).

En revanche, on peut montrer, avec l'hypothèse de séparation, que le plus grand
ouvert représentable X d'un espace algébrique G contient ses points de codimen-
sion 1 (cf. ( 3 . 3 . l ) ) ; si S est de dimension ̂  1 , cet ouvert X contient donc
les points maximaux des fibres de G sur S .

Nous étudions par suite les questions "maturelles"suivantes :
1° Soient S un schéma localement noethérien de dimension <: 1 , G un S-

espace algébrique en groupes, séparé et localement de type fini sur S . Alors G
est-il un schéma ?

2° Soient S comme dans le 1 ° , G un S-faisceau fppf en groupes, S' un
schéma fpqc sur S tel que Gg, soit un S'-schéma (en groupes) séparé et locale-
ment de présentation finie. Alors G est-il un schéma ?

3° Nous étudions également la question d'existence du schéma quotient du type
G/H . On sait que les faisceaux de ce type sont des espaces algébriques sur une base
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S quelconque localement noethérienne (cf. (3»l«l)L Par contre, la question de re-
présentabilité de ces faisceaux admet une réponse négative si l'on ne suppose pas
H fermé dans G et plat sur S , ou si dim S ̂  2 (mêmes contre-exemples que plus
haut). Nous étudions donc le cas où S est localement noethérien de dimension ^ 1 .

A ces trois questions, nous répondons affirmativement ; nous montrons aussi
que chaque ensemble fini de points de G (resp. G/H ) qui se projette dans un ou-
vert affine de S est contenu dans un ouvert affine de G (resp. G/H ) .

Esquissons brièvement la méthode de démonstration. On note d'abord que les
fibres sont des schémas. Sur une base normale, par exemple sur un trait, la notion
d'adhérence schématique de la fibre générique de G (cf. ( l . 2 . 0 ) ) et une technique
du recollement suivant un fermé (cf. ( l . l ) ) nous permettent de supposer que G est
plat sur S (cf. ( l . 2 ) et ( l . 3 ) ) « En utilisant l'appendice II, on se ramène alors
au cas G lisse sur S (chap. IV). On applique ensuite les résultats de la thèse
de Raynaud ( [ l 8 ] ) .

Dans le cas où S est non normal, on utilise un critère général de descente
entière (cf. ( 3 . 2 . l ) ) qui ne dépend pas de la structure de groupe sur G ou de la
structure homogène sur G/H •

Faute de références satisfaisantes, nous avons dû démontrer en détail certains
résultats "connus", comme le recollement suivant un fermé, ou le passage au quotient
plat (resp. fini).

L'auteur tient à remercier vivement M. RAYNAUD, dont l'encouragement et les
conseils lui ont été une aide précieuse pour ce travail.



8 S« ANANTSARAMAN

Chapitre 1

Recollement suivant un fermé. Applications

1 . 0 . Un trait est par définition un triple (s = Spec A , T} , s) où A est un

anneau de valuation discrète et T) (resp. s) est le point générique (resp. fermé)

de S = Sped A .
Supposons que X = Spec A est un schéma affine noethérien sur un trait

(Spec A = S , •n , s ) . Soient n une uniformisante de A et T l'idéal de A-torsion

dans A . Alors on a la notion d'adhérence schématique X de la fibre générique X

de X dans X : c'est le sous-schéma fermé v( ï ) de X . C'est aussi le plus

grand sous-schéma de X plat sur S . D'autre part, on a également les voisinages

infinitésimaux ÎX } de la fibre spéciale X : ce sont les sous-schémas fer-' s 'n>o s
mes iv(A)i^ de X .

Il y a une façon naturelle de reconstituer X à partir de la donnée de X et

des [X' } ; topologiquement c'est très clair ; il s'agit d'identifier les points

communs de î et X . Puisque ces points communs forment une partie fermée X H Xg

de X , il s'agit de "recoller" X et X suivant ce fermé commun.
Pour tenir compte du faisceau structural, nous procédons de la manière suivante.

Pour chaque n ̂  o , considérons "l'intersection schématique" de X et X :

c'est le sous-schéma fermé Xx X^ ̂ (A+T) de X , donc c'est un sous-schéma

fermé à la fois de X et de X . On a ainsi deux plongementss

vd^A+T^XJl.X^ .

Ces deux plongements correspondent aux deux morphismes composés

Pr A/T̂ ^̂
A/TxA/A ̂ ^^ ^̂ ;̂ A/(A+T)

-pr^-^A/A

(où les flèches sont évidentes).



Chapitre 1 9

Si B est le sous-anneau (de A/T x A/A) d'égalité de ces deux flèches,

il se trouve que Spec B est le conoyau de la double flèche

V^A+T^XILXŝ

dans la catégorie (sch/s) (voir ( 1 . 1 . 5 ) ci-dessous). On a alors un morphisme cano-

nique y : Spec B -* X . Je dis que pour tout n assez grand y est un

isomorphisme.

En effet, il est clair que <p correspond au morphisme canonique

A ————¥ A/T x A/îi A qui se factorise par B . D'autre part, si a , a € A

sont tels que a = a (71 A + ï ) alors a = a + TT a' +t ' avec a' ç A , t' 6 T ,

d'où (a --n; a') = (a +t ' ) est un élément a de A tel que a = a (-n^A) et

a = a^ (ï). Ce qui prouve que 6 (A) == B^ , donc y— 7 est une immersion fer-

mée pour tout n . Enfin le noyau de 6 est (•jp'A)t\ T = ^T et comme T est

engendré par un nombre fini d'éléments (A noethérien), •n^'.T = 0 pour n assez

grand. Donc 6 : A ^ B pour n assez grand,

Tout cela prouve que X est le schéma obtenu par "recollement" de X et X

suivant le fermé commun X x X pour n assez grand.
X s

II se trouve que plusieurs aspects de ce phénomène se prêtent à des généralisa-

tions. Ainsi, pour un fondeur quelconque G de (Sch/s)' dans Ens, on a la no-

tion d'adhérence schématique 5 de G dans G (s étant toujours un trait ; voir

(l.2.o) ci-dessous), et sous certaines conditions, si 5 et les G sont des
s

schémas, on peut représenter (}" "en recollant S et G ' 1 ' suivant un fermé" (voir
s

(1.2.4) d d.5.2) ci-dessous). L'avantage de cette méthode est qu'elle ramène la

question de la représentabilité de G sur S à celle des G (qui sont des
s

fondeurs sur un schéma artinien) et celle de 5 , qui est alors un fondeur "plat

sur S " se prêtant donc à plus de manipulations que G •
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1 . 1 . Le recollement suivant un fermé

1 . 1 . 0 » On se pose la question suivante. Etant donnés trois schémas X , X- , Y
9.

et deux immersions fermées Y——»-X. , i = 1 , 2 , peut-on construire un schéma X

en recollant X , X suivant (Y , 6 , 6 ) ?

Plus précisément, la donnée (Y , 6 , Q ) définit une relation d'équivalence

évidente sur X JLX :

^
Y=?X^X, .

Soient X = X -U- X - X -LL X (où 6 = (e ,6 )) l'espace annelé quotient de

X -ILX pour cette relation et cp. : X. -> X les morphismes. canoniques d'espaces an-

nelé s. On a alors la

1 . 1 . 1 . Proposition : X = X -il- X- est un schéma et les (p. sont des immersions

fermées dans (sch). Par suite il existe un sous-schéma fermé Y de X , à espace

sous-jacent 9 (x )n<p^(x ) tel que y..6. : Y. -» î , i = 1 , 2 , soient des isomor-

phismes,

1 . 1 . 2 . Remarques :

(a) Supposons que, pour chaque i , Xî <-*- X. soit un ouvert tel que

é^X') = e^X') = Y* . Alors 9! = 6.|Y' : Y' -» Xî sont des immersions fermées, et

il est clair que X* -Lly X' (où 6' = (e* ,^ ' ) ) s* identifie canoniquement à un ouvert

de X^ ̂ .

(b) Supposons démontrée la proposition (l,1,l). II est alors immédiat que

le schéma X -U- X est le quotient de X ILX pour la relation d'équivalence dé-

finie par (ô ,9-) dans le catégorie (sch).

(c) Soient S un schéma et Z un schéma sur S • Nous dirons que Z

est de type (?A) sur S si chaque ensemble fini de points de Z qui se projette

dans un ouvert affine de S , est lui-même contenu dans un ouvert affine de Z .

TJn schéma Z est dit de type (FA) s'il est de type (FA) sur Spec Z • Revenant à

la situation précédente, nous démontrerons que si chaque X. est de type (FA), il

en est de même de X = X - U - ^ o " ^n ^o-1"^ "-û^s montrerons un peu plus:
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Si E est un ensemble fini de points de X tel que chaque E. = y'. (E) soit

contenu dans un ouvert affine de X. , alors E est contenu dans un ouvert affine

de X ,

1.1,5. Démonstration de 1 . 1 . 1 dans le cas affine :

Supposons que X. = Spec(A.) , i = 1 , 2 , Y = Spec(5) et Y. = 9.(ï) ==v(l.)

où I. est un idéal de A. , i == 1 , 2 < On a alors un diagramme

^ A1 ——^ -A, XA^ ̂  .; A

^T^ ^

où les morphismes sont évidents. Posons B == le sous—anneau (de A xA ) d'égalité

des deux flèches composées A xA- ^A , Je dis que X = Spec B s'identifie alors

à l'espace annelé X -y-X •

i) Puisque A est un quotient de A. , p. = pr.JB est surjectif ce qui
Pj_

nous donne des immersions fermées y. : X. <B» X . D'autre part, si K. = ker (B—^A.),

il est clair que K ^ (o) xi , IL sl I X (o) , donc K .IL = 0 dans B . Ce qui

montre que : X = y (x ) U y (x,,) ensemblistement,

ii) Or, X -y (x ) = (J Spec B ; un élément g C IL est de la forme
2 2 gCK^ ë d

(f,o) , f C I et réciproquement ; d'autre part, il est clair que cp' (Spec B ) est

l'ouvert affine Spec(A )^ de X . Comme X -Y = ^ Spec(A )^ = U y. (Spec BJ

et que B ^ (A L pour f € I, et g = (f,o) C IL , on a montré que :

y [ (x-Y ) est un isomorphisme sur l'ouvert X-<p ( x ) de X (on a aussi l'as-

sertion analogue pour y [ X- - Y ) •

iii) Enfin, soit J = ker(B -* ï) où la flèche est le morphisme unique pro-

venant de la définition de B ; il est clair que (a ,a ) € J si et seulement si

a . e i . , i = 1 , 2 , d t o ù J = K + ï L dans B . Et puisque B/J ̂  A , on en con-

clut que v(j) est égal à y (x ) H y (x-) , schématiquement.

On déduit de i), ii) et iii) que (x = Spec B , y , y ) est bien l'espace annelé

quotient de XJLX pour la relation d'équivalence Spec ï ^ X.iLx^ ,
1 2 1 " C.Q.F.D.
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1.1,4. Démonstration de 1 . 1 . 1 dans le cas général :

Le fait que l*espace annelé X = X. IL X- soit un schéma se vérifie localement
' 9 2

sur X ; donc, grâce à 1 , 1 . 2 (a) et 1 . 1 , 5 il suffit de montrer la chose suivante :

Soit y un point quelconque de Y , y. = 9.(y). Alors il existe un ouvert af-

fine TJ de X (resp. TJ de X^) contenant y (resp. y ) tel que

9;(^)=9^).

Mais afin de démontrer du même coup la remarque 1 ,1 .2 (c), nous allons prouver

un peu plus :

(-x-) Soit E un ensemble fini de points de X tel que E. = <p.(E) soit contenu

dans un ouvert affine de X. , i = 1 , 2 . Alors il existe un ouvert affine V de

X (resp. V de X ) contenant E (resp. E ) tel que 91 (v ) = ^(v ).

Commençons.par un lemme facile.

Lemme (F ) : Soit F un ensemble fini de points d*un schéma affine Z = Spec A •

Si TJ est un ouvert quelconque de Z contenant F alors il existe un a C A tel

que F <= Z c: U .a

En effet, si p est l*idéal premier de A défini par un point quelconque x

de Z et si I est un idéal de définition de Z—TJ dans A , on a p ^6 I pour

x € F . Comme F est fini, on a 1 d. U P et il existe un a ç I tel que
xCF x

a / p pour tout x € F ,

Revenons à la démonstration de (-x-). Posons Y. = 9.(ï) , i = 1 ,2 . Soit TJ*

un ouvert affine de X contenant E ; alors il existe un ouvert TJ* de ï. tel

que IP n Y -^TJ'nY- . Ajoutant au besoin un ouvert de X- contenant1 1 Q 2 d 2
E - (E = (y (x )n (p?(x )fl E)) et contenu dans X -Y , on peut supposer que

U^E^.

Si TJ" est un ouvert affine de X- contenant E , alors il existe un ouvert

affine U"' de U" (donc de X ) tel que E <= TJ"' c U" H U* ( lemme (F)). Quitte à

restreindre U* on est ainsi ramené à supposer que :

il existe un ouvert affine TJ de X , un ouvert TJ de TJ, et un ouvert
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affine û de X tels que :

a) V^E, , V^^

b) ^^1^

Soit f € A(lT ) (notation évidente) un élément tel que E c TÏ c U
1 If 1

(lennne(F)) ; soient ^ son image dans A(lL 0 Y ) et ? la 9-coimage de ?

dans A(TT^nY^). Il est immédiat que tout revient à trouver un relèvement f de

f^ dans A(lJ^) tel que TJ^ =3 E , car on peut alors prendre V = Ï et
f 1 1f

^ = ^2 • (NO'boIls d'ailleurs que dans le cas où E = È , i.e. où 1

^2
E <= ^ ( x ^ ) n y ^ ( x ^ ) , ^ouî. relèvement f^ de ï^ dans A(TT^) possède cette pro-

priété ; la démonstration proprement dite de 1.1.1 s'achève donc ici).

Pour établir (-x-), on peut évidemment supposer que :

(**) aucun des points de E^ n'est une spécialisation stricte d'un autre point de

^

Or, soit I un idéal de définition de Upï ïY dans A(u ) et f un relève-

ment quelconque de ?^ dans A(n). Posons E' = (E -È)nu et

E '̂ == (E^-È)nv(fp . Il est clair que I ^ p^ pour x ç E^ ;2 et à cause de (^)

on a pyÇ^ si y C E ^ et x C E^ . D'où 1 0 (^ p^) ^ ̂  ̂  ,. il existe

donc un g ç I H (^, p^) tel que g / p^ pour x ç E '̂ . Il est alors immédiat

que f^ = f^+g est un relèvement de ? qui répond à la question. C.Q.F.D.

1.1.5. Remarques ;

i) Plaçons-nous désormais sur un schéma de base S , Si

(X^ , X^ , Y , 9^ , 6^) est une donnée de recollement du type 1 ,1 .0 dans (sch/s)

alors X = X^X^ est évidemment dans (sch/s) . De plus il est facile à voir que

si chaque X. est S-séparé, X l'est aussi,

Supposons que S' C (sch/s). Alors, on obtient par le changement de base

S' - S , une donnée de recollement (x' = X , X' = X. , Y» = Y , G' = e
S' S' S 1 1g,

^2 = °2 dans (sch/S*)« Ce qui nous permet de construire le S'-schéma
S

^ ̂  x^ ^où et = ^i'»9?)- D'après 1 . 1 . 2 (b), il existe un S'-isomorphisme
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canonique X '̂ IL X^ -» (x^ -l̂ )g, .

La démonstration de 1 . 1 . 1 montre que si S' est plat sur S , alors c*est un

isomorphisme. En. d'autres termes, le recollement suivant un fermé commute aux change"-

ment s de base plats.

ii) Supposons que S est localement noethérien et que

(X , X , Y , 6 , 6 ) est une donnée du type 1 . 1 . 0 localement de type fini sur S

(i.e,, chaque X. l*est). Alors une démonstration analogue à celle du théorème 5 de

l'appendice 1 montre que X IL X est aussi localement de type fini sur S •
1 0 ^

iii) Soient S localement noethérien, (x , X , Y , 6 , 9 ) une donnée du

type 1 ,1 .0 localement de type fini sur S et (x* , X» , Y* , 6' , G? une deuxième

donnée étale sur la première (i.e,, on a des S-morphismes étales tels que tous les

carrés évidents soient cartésiens). Alors le S-morphisme canonique

X^ ̂  X^ -X^X^ (cf. 1 . 1 . 2 (b)) est étale.

Il faut montrer que si x est un point de X = X -U-X qui est dans

(X û X ) ^ Y et si x* est un point de X* = X* -^ X' au-dessus de x , alors

Ô ^ est essentiellement étale sur ^ . Pour ce faire, remarquons d^bord que
X ,x A,X

Spec 0 (resp, Spec 0 ) est le schéma recollé de Spee 0X,x X , x A >x

(resp. Spec 0 . ,) et Spec ^ (resp. Spec 0.-, ,) suivant le fermé commun
X , X X? y X A- , X

Spec 0 (resp. Spec 0 , ,)« Si l̂ n note le hensélisé strict d'un anneau local
Y,x Y ,x

6 par 0, alors il est clair que Spec 0 (resp. Spec 0 ,) est le schémaX,x A ,x

recollé de Spec 0 (resp. Spec (D"̂  i ) et 3?®° v̂ ^ (resp. Spec 0 _,)..^
X.,X A , X A- , X A- , A

suivant le fermé commun Spec 0 (resp. Spec <û ,). I^assertion iii) est alorsï,x i ,x

immédiate,
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1.2. Application aux questions de descente fpqc sur un schéma de Dedekind

1.2,0, Par définition, un schéma de Dedekind S est un schéma intègre qui est

localement le spectre d'un anneau de Dedekind ; le schéma S est donc localement

noethérien, intègre et régulier de dimension 1,

Soient S un schéma de Dedekind, à point générique r\ , et G : (sch/s) -*• Eus

un fondeur quelconque. On peut définir alors l'adhérence schématique G de G
TI

dans G comme étant le sous—fondeur G de G tel que T —> G est dans

G (ï) <====> a admet une factorisation T —^ G où T' est un S-schéma plat.

\/a.
rp»

La motivation de cette définition est assez claire : Pour un schéma quelconque

X sur S , l'adhérence schématique X de X dans X est le plus grand sous—
'H

schéma de X sans £r-torsion, donc est le plus grand sous—schéma plat sur S , La

définition fonctorielle dit simplement que G est "le plus grand sous-fondeur de

G plat sur S " ,

Il s'ensuit que si G est représentable, les deux définitions coïncident. Re-

marquons enfin que si G est représentable, il est nécessairement plat sur S •

Pour que le fondeur G soit re présentable sur S , on a ainsi les conditions

nécessaires suivantes :

i) G , l'adhérence schématique de G dans G est représentable ;
T1

/ \ ii) chaque voisinage infinitésimal de chaque fibre de G sur S est

représentable ;

iii) G est un S-faisceau fpqc ,

On a la réciproque partielle suivante:

1 ,2 ,1 . Proposition : Soient S un trait (s,-n,s) , G : (Sch/s) -» Ens un fonc-

teur qui vérifie les conditions (+) ci-dessus. Supposons qu'il existe un trait

S» = (s ' , -n ' ,s ' ) fidèlement plat sur S tel que G soit un schéma localement
S

noethérien. Alors G est représentable et localement noethérien.

Commençons par quelques remarques»
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1.2,2. Remarques préliminaires :

a) Soient S un schéma de Ded.eld.nd, G ; (Sch/s)° -» Eus un fondeur et

S un schéma de Dedekind plat sur S . Si 5 (resp. (5"""")) est l'adhérence sché-
1 ^

matique de G (resp. ((ï ) ) dans G (resp, G ) alors on a un isomorphisme
r} ^ ^ ^

canonique ("5) s* (S~"),S^ S^
Cela découle formellement des définitions. En d'autres termes, la formation de

l*-adhérence schématique commute aux changements de base plats.

b) Soient X un schéma sur le trait S = (s,r),s) et X l* adhérence sché-

matique de X dans X . Alors pour chaque n > 0 , A X X est un sous-schéma
T) A S

fermé à la fois de A et de X • D'après 1 , 1 . 1 , , on peut donc recoller X et

X^ suivant AX^C" ; soit A^LX^ le schéma ainsi obtenu. D*après 1 . 1 . 2 (b),
8 - (n) œ^

on a un morphisme canonique XJ^X • > X •s

c) On a vu (l.o) que si X est un schéma affine noethérien, c'est un iso—

morphisme pour n assez grand. On a vu aussi que le recollement suivant un fermé

"se fait localement" en se ramenant au cas affine (cf. 1 .1 .4) . Il en résulte que si

X est noethérien, <p est un isomorphisme pour n assez grand ; et par suite,

si X est localement noethérien, alors localement sur X , y est un isomor-

phisme pour n assez grand .

d) Plaçons-nous dans le contexte de 1.2.1 et supposons (grâce à b) que

S = (s,Ti,s) , S* = (S 1 , ^ *^ 1 ) sont des traits. Alors, pour chaque n ^ 0 , le sous-

foncteur H x G est représentable et est un sous-schéma fermé de G .G s s

En effet, si l'indice de ramification du trait S' sur S est r >/ 1 , il

est clair (compte- tenu de a)) que ( G x _ G ) . ^ G , x G . , Mais puisque G ,
G s S S G-, . s o

est un schéma, le membre à droite est un sous-schéma fermé de G , = (G )-, ;s s o

d'où la conclusion par descente fpqc,

e) Ce fait nous permet, sous les hypothèses de 1.2.1. , de recoller les

schémas 5 , G^ , suivant le fermé Ç x ^ G ^ 1 ' , pour chaque n \ 0 . Notons
S (j S
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toujours ÎE^G n/ le schéma ainsi obtenu. D'après 1 .1 .5 i) (le recollement suivant

un fermé commute aux changements de base plats) il s*ensuit que

^^A.^S^y (notations de d)).

Or, on a le morphisme canonique 5g, Ic^7 -^———> G et il est formel de voir
P .̂

que les changements de base S" = S 'x .S* ——-^S' donnent le même morphisme cano-

(n) ^n±(iue (^IG g )g,. -» Gg., . Comme, par hypothèse, G est un

S-faisceau fpqc, on en déduit un morphisme canonique 5jLG -* G , pour tout

n ^ 0 , que nous noterons y n ; c'est un morphisme relativement re présentable

par des immersions fermées ; et l*on a des immersions fermées 5jLG^ ^SiLG^1^
, — s * s '

compatibles avec les y'117 , n ^ 0 .

1.2.5, Démonstration de 1.2.1 :

Remarquons d'abord que les schémas îîJLG" , n ^ 0 , ont le même espace sous-

jacent. Soit {iï^ } un recouvrement ouvert affine de 5 G" ; soit, pour

chaque n > o et chaque a , TJ^ l'ouvert de G^G^ qui a le même espace sous-

jacent que ^0} ? alors T/10 est affine (EGA, I, 5.1.9), de sorte que jl/11^
tt a { a 'a.

est un recouvrement ouvert affine de 5j^G
s

Or, considérons, pour a fixe, la famille ((T/11^) ) . Puisque G . est

un schéma localement noethérien,(1.2.2 c)) montre que cette famille est stationnaire

et que sa valeur stationnaire est un ouvert du schéma G_, . Par descente fidèlement
( }

plate, la famille (n ^ )^ est elle-même stationnaire, pour a fixe. Si U est

sa valeur stationnaire il est clair que U représente un ouvert de G . Enfin les

{U { recouvrent G •

1.2.4. Corollaire : Soient S un schéma de Dedekind et G : (Sch/s)° -» Eus un

fondeur qui vérifie les conditions (+) de 1.2.0 et qui est localement de présenta^

tion finie sur S (cf. EGA, IV, 8.14). Supposons qu'il existe un schéma S» fpqc

sur S tel que Gg, soit représentable (et localement de présentation finie) sur

S'. Alors G est représentable,
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Démonstration : Comme plus haut, on peut supposer que S est un trait

(Spec A , -n , s) et par suite que S* est affine, soit S* = Spec A* . On peut évi-

demment supposer que A* est un anneau de valuation (non nécessairement discrète)

dominant A • Dans ce cas, l'adhérence schématique (ordinaire) ^T de la fibre gé-

nérique de G* = G^, sur S', dans G*, est plate sur S', donc on a l'égalité

G' ^ Gx S*. Par descente fpqc on conclut que, pour chaque n ^ o , G x G est
S G s

un sous-schéma fermé de G .——— g

Ce fait nous permet de construire, suivant le procédé de 1 ,1 ,4 , , des ouverts

ÎU i du fondeur G tels que :
' a'a

a) pour tout a et tout n > o , U ne (resp, TJ (IG ) soit un ouvert
(X OC S

affine de 5 (resp. G )_—_—_ g

b) U U = G .
a a

Puisqu'il suffit de montrer que chacun des ouverts JU } est un schéma, on peut

supposer que G , est de -présentation finie sur S 1 , dans l'énoncé 1.2,4 (en effet
0 ——— —«———

chaque (u ) est un ouvert quasi-compact et quasi-séparé du schéma G ,)• Or,

l'anneau A' est limite inductive filtrante de ses sous-A-algèbres J A . j . - de

type fini» Puisque G , est de présentation finie sur S', il s'ensuit que

G^>.A. est représentable et de type fini sur Spec A. pour i C I assez grand
A i 1 0

(cf. [8]).

Comme A' est sans A—torsion, il en est de même de A. , donc Spec A.
o o

est S-plat. Quitte à prendre une S-quasi-section plate de Spec A. (cf. EGA, IV,
o

1 7 , 1 6 . 1 ) et par la suite normaliser et localiser, on se ramène à supposer que S'

est un trait fidèlement plat sur S , On est donc dans un. cas particulier de 1 .2 .1 ,

C.Q.F.D.

1.2.5. Remarques :

a) Gardons les notations et les hypothèses générales de 1,2.0. Nous dirons

que G est plat sur S si G=S .

b) II est formel de voir que si G est un fondeur en groupes sur S ,

alors 'Q l*est aussi,
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c) Supposons que la fibre générique G de G sur S est représentable,
il

Si H c-» G est un sous-schéma fermé de G , alors on a une définition évidente
•H il ———— r}

de l'adhérence schématique H de H dans G , qui coïncide avec la définition
il

habituelle si G est un schéma,

d) Si, dans c), G est un fondeur en groupes et H est un sous—groupe
il

invariant fermé de G , il est clair que H est un sous-foncteur en groupes inva—
il

riant de G »

1,5. Application aux espaces algébriques

1,5,0, Définition ; Soit S un schéma» On appelle S-espace algébrique un

S—faisceau tppt X qui s'insère dans une suite exacte de S—fax&ceaux
P p

Z —L-f Y ——^ X , où
^

i) Y , Z sont des S-schémas,
P^

ii) Z ! Y est une S-relation d^quivalence étale et de présentation
^

finie,
(p.»Pp)

iii) le monomorphisme canonique Z ——————>• Y x Y est une immersion.
b

Nos espaces algébriques sont donc les espaces algébriques localement séparés

au sens de [1].

(* ) L*espace algébrique X ci-dessus est dit séparé si le morphisme

(P.,??)
d : Z ——•———>• Y x Y est une immersion fermée.g ,^__^__———_ ——«»•«

(* ) Cet espace algébrique X est dit un S-espace algébrique (loc. P?) si Y est

localement de présentation finie sur S .

1,5.1 <» Remarques :

a) Avec les notations de 1,5,0., soit JY } un recouvrement ouvert af-
(X CC

r\
fine de Y , Si Y est le S-schéma -IL Y et Y ——>• Y est le morphisme cano-1 a a 1

nique, soit Z ^ Y la relation induite sur Y (cf, SGAD, V, 5). On voit que

cette relation est elle aussi étale et de présentation finie (cf. 5.1.2.2), Si X

est le S-faisceau fppf quotient de Z^ ^ Y^ , alors il est clair que X- ^ X ,
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En particulier, on peut supposer dans la définition plus haut que Y est sépa-

ré (sur s).

b) Un S-espace algébrique (loc. PF) X est localement de présentation

finie sur S (au sens de EGA, IV, 8.14) (et. [l8], VI, 1.2.1) .

c) Supposons maintenant que S est un schéma de Dedekind, Alors on a la

notion d'adhérence schématique X de la fibre générique de X dans X (l.2.o). Si

X est un S-espaee algébrique, alors X est un sous-S-espace algébrique fermé de
p

X : en effet, soit X le conoyau Z ==f Y -^ X . Alors la projection canonique
?2

Y —^ X est relativement représentable par des morphismes étales et de présentation

finie (cf. 5.1.2.1). On en conclut facilement que î -^ 5 x Y , D'autre part, consi-

dérons la relation d'équivalence induite sur Y pour le monomorphisme canonique

î-» Y . Comme Z ^ Y x Y (cf. 5 .1 .2 .1) et p , p sont les projections canoniques
A 1 -̂

Y x Y :t Y , il s1 ensuit que cette relation sur "Y n'est rien d'autre que Z ^ Y ,
X

interprétés soit comme les projections canoniques Z s' Y x ^ Y ^ Y , soit comme les
X

factorisations des restrictions p.\î . Il est alors clair que Z Z ^ Y est une

S-relation d'équivalence étale et de présentation finie. D'autre part, du fait

Z ^ îx« î , on déduit facilement que X est le S-faisceau fppf quotient de
j\.

Z ^ "Y .

Le but de ce numéro est de démontrer la

1.5.2. Proposition : Soient S un schéma de Dedekind et X un S-espace algé-

brique (loc. FF). Supposons que

i) X est représentable (notation de 1 . 5 . 1 c))

et ii) chaque voisinage infinitésimal de chaque fibre spéciale de X sur S

est représentable.

Alors X est représentable.
p

Démonstration ; Soit X le conoyau Z =3^ Y -^ X , comme plus haut. Rame-

—————————— p2

nons—nous d'abord au cas X "quasi—compact" ; en effet, si TJ est un ouvert affine

quelconqu? de Y , son saturé p p^dl) est un ouvert de Y de présentation finie
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sur S et on peut remplacer Y par cet ouvert et X par rouvert correspondant.

Ramenons-nous par la suite au cas où S est un trait ; en effet, puisque X

est de présentation finie, il suffit de prouver la représentabilité après localisa-

tion en chaque point s de S (cf. [s]). On peut donc supposer que S = (s,Ti,s)

est un trait,

Remarquons alors que pour chaque n ^ o , XxX^ est un sous-schéma fermé de
(n) -

X ^ , car X<-»X est une immersion fermée (relative). Cela nous permet de cons-

truire les schémas XJLX ^ , pour chaque n ^ o (notations de 1.2.2). On sait

(d'après 1.2.2 c)) qu'il existe m ^ o tel que ÎHY^ ^ Y et ZJLZ^ ^ Z
s — s "

D'autre part, d'après 1 . 1 . 5 iii), le morphisme canonique ÎUY^ -^ XJLX^ est
s — s

étale, et est compatible avec Z ^ (z^Z^) ^ (^^w) ^ Y (cf. 1 . 1 . 2 b)). puisque

Z a "le bon graphe", on en conclut que XJLX^ s'identifie au faisceau fppf auo-
p s

tient de Z —-^ Y ,
p2 C.Q.F.D.
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Chapitre II

Schémas en groupes siir un schéma de Ded.eld.nd

2,0. Nous appellerons semi-trait un schéma de DedekLnd semi-local,

La plupart des résultats de ce chapitre concerne les schémas en groupes -plats

et séparés sur un semi-trait. Certains d* entre eux sont dus à Raynaud.

2 . 1 . La lissification (îî) (N = Néron ; cf. [20])

2 . 1 . 1 . Théorème (N ) : Soient S un semi-trait à point générique ^ et G un

S-schéma en groupes localement de type fini, à fibre générique G lisse. Alors il

existe un schéma en groupes G* lisse sur S et un S-homomorphisme u' : G* -»• G

avec les propriétés suivantes :

i) u' : G' -*• G est un isomorphismeil TI •U
ii) tout S-morphisme X ——-^ G avec X S-lisse admet une factorisation

r\
unique X ——»• G •

9\ /u*
G»

De plus, la "formation" du couple ( G * , u * ) commute aux changements de base étales

sur S .
Nous ne donnerons ici que quelques indications de la démonstration de 2 . 1 . 1 .

2 . 1 . 2 . L'idée de la construction du couple ( G * , u * )

On peut supposer que S est un trait (spec A , T) , s ) . I/idée est la suivante ;

prendre le plus petit sous-schéma en groupes H de G qui contient les points de

G par lesquels passent une quasi-section étale de G au-dessus de S , et faires
"grossir" H par certains types "d'éclatements" de G .

Nous commençons donc par spécifier le type d*éclatement que nous allons considé-

rer.
(A) Soit X un schéma localement de type fini sur le trait S et supposons donné

un sous-schéma fermé Y de la fibre spéciale X . Soit E ( x , Y ) le S-schémas
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éclaté de X suivant Y . Comme Y est au-dessus de s , l'idéal I de Y dans

X "contient" n (où TC est une uniformisante de A) et on peut considérer l* ou-

vert X de E(X,Y) où n engendre l'idéal inversible image inverse de I dans
E ( X , Y ) .

yC'est un schéma X possédant les propriétés suivantes :

1 ) X est S-plat, le morphisme canonique X1 -̂  X est affine et p
il

est un isomorphisme.

2) Tout S-morphisme T —4 X où T est S-plat et a se factorises
par Y , admet une factorisation unique

(A/P
X

5) Soit (s ' ,Ti ' ,s ' ) un trait étale sur S . Posons X' = X , , Y' = Y
S S*

Alors on a un. isomorphisme canonique

(X^g. ^ X'^ .

(s) Revenons à la situation décrite dans 2.1.1. Soient 71 une uniformisante de A

et (Spec A = S , s , r}) le trait hensélisé strict de S (EGA, IV, 18) ; posons

G = GL, .
S

Considérons l'ensemble des points {g ç &„[ tels qu'il existe une section

S -» G- passant par g} dans le groupe G^ . Alors on montre que le plus jpetit sous-
«» «y

schéma fermé H^ de G^ qui majore cet ensemble est un sous-groupe lisse sur k(s')

(SGAI), VI , 7). Par descente galoisienne on obtient un sous-groupe H de G

lisse sur k(s),
H

Avec les notations de (A), posons G - G ° ; cWt un schéma qui possède les

propriétés correspondantes à 1 ) , 2) et 5) plus haut. D'autre part, en utilisant le

fait que G (resp. H ) est un groupe, on voit formellement (moyennant 2)) que
H

G - G est aussi un S-schéma en groupes et que le morphisme canonique

u^ : G -» G est un S-homomorphisme.
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<«• —
(c) Reprenons le cas général étudié dans (A), Si x est un point de x(s) (où S

'" -x- '"
est comme dans (B)), alors P'(s , x (û / )) est un A-module et on note m(x,x) la

longueur de la partie de A-torsion de ce module. On voit alors (cf. [5]) que si X

est supposé S-lisse au point x(Ç)) , X est S-lisse au point x(s') si et seule-

ment si m(x,x) = 0 .

(p) Revenant au cas de (a),- par translation, on prouve que le nombre m(x,G) est

indépendant du choix du point x dans (î(s) (cf. [5]) et nous le noterons m(&),
u

(E) Si G ——^G est comme dans (B), on a l'inégalité m(G ) < Sup jo,m(G)-1 }

(cf. [5]).

(p) On construit un S-schéma en groupes G à partir de G et du sous-groupe

fermé lisse H de (G ) obtenu de la même façon que H dans G :
H / 1 s ^ o s

G = G . L e morphisme canonique G ——> G possède pour sa part les pro-

priétés correspondantes à l ) , 2) , 5) plus haut et est un S-homomorphisme.

En réitérant le processus on finit par trouver un S-groupe G' et un

S-homomorphisme u1 : G* -»• G tels que n^G*) soit zéro (grâce à (E)), et tel que

u* soit un isomorphisme (en particulier. G* est lisse). Il résulte de (c) alorsr\ T)
que G* est S-lisse, Pour "prouver" le théorème (N) il ne reste plus qu'à vérifier

la propriété ii) de l'énoncé.
û

Mais si X est S-lisse et X —> G est un S-morphisme, alors 9 se fac-s

torise forcément par H : en effet, X est réduit et les points de X par les-
0 S S

quels passent S-morphismes S -*• X sont denses dans X (EGA, IV, 17). D'après (A),s

2 ), donc 9 admet une factorisation unique X ——> G . Le même raisonnement relèveV--
9 à G et par itération on prouve ii).

2.1.5. Remarques :

(a) Gardons les hypothèses générales de 2 .1 .1 et supposons que H1 est un.

sous-groupe de G lisse sur k(s) et tel que l* ensemble des points de G pars s

lesquels passent des S-morphismes S -» G soit dense dans H' (i.e,. H' est un
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sous-groupe lisse du groupe H qui intervient dans la "démonstration"). Alors le

procédé ci-dessus reste entièrement valable et nous fournit une lissification, uni ver-
û

selle pour les S-morphismes X —^ G , où X est S-lisse et 6 se factorises
par H ^ .

( b ) Remarquons enfin que le procédé ainsi que la conclusion du théorème

restent valables pour un. S-espace homogène X sous G (en effet le point (a) de

2 . 1 . 2 n'utilise que l'homogénéité de G) ; mais ce n'est intéressant que si x(s) ̂ .

2,2. Une application aux groupes commutatifs

Rappelons d'abord que tout schéma en groupes lisse, séparé et de type fini sur

un semi-trait est quasi—projectif (cf, [ l 8 ] , VIII»2), Inapplication que nous avons en

vue est la suivante•

2 . 2 , 1 , Proposition : Soient S un semi-trait (à point générique T}) , G un

S-schéma en groupes commutatifs, plat^séparé et de type fini. Alors G est quasi-

projectif,
Remarquons tout de suite que l'on peut supposer que G est lisse ; en effet,

soit R un sous-groupe radiciel de G tel que G /R soit un groupe lisseT) T) T) T)

(SGAD, XVII, Append.II.5.1). Si R est l'adhérence schématique de R dans G ,TI
alors il est clair que R est fini radiciel et plat sur S ; donc le faisceau fppf

quotient G = G/R est un schéma (SGAD, v) en groupes (R invariant dans c ) ,

plat, séparé et de type fini sur S ; et le morphisme canonique G -*• G est fini

(loc. Cit.), Il suffit donc de prouver 2,2, 1 pour G ; de sorte que l'on peut sup-

poser G lisse,
T1

Dans ce cas la proposition 2,2.1 sera démontrée de la façon suivante : on mon-

trera qu'il existe un entier n > o tel que l'homomorphisme n : G -* G (d^léva-G
tion à la puissance n dans G) soit quasi—affine et admette une factorisation

~̂\ /.o> \ /u'
G'
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où ( G ' , u 1 ) est la lissification (î0 de G sur S ; alors û) est quasi-affine et

la proposition résulte du fait rappelé plus haut.

Nous commençons donc par une étude des morphismes n , Rappelons d* abord deux

résultats classiques,
2.2.2. Proposition : Soient G une variété abélienne sur un corps k , p la

caractéristique de k et n un entier > o . Alors l'homomorphisme n : G -»• G-

(d'élévation à la puissance n me dans G) est un morphisme fini. Si p=o , ou

( n , p ) = 1 , alors c'est même un morphisme étale.

Pour une démonstration, voir Lang [14], IV, §5, théorème 6,ou Mumford [15] page 62.

2.2 . 5 . Proposition : Soient G un schéma en groupes commutatifs, localement de

type fini, sur un corps k , p la caractéristique de k et n en entier > o . Si

p==o , ou ( n , p ) = 1 , alors l'homomorphisme n : G -> G est un morphisme étale.

(Voir SGAD, VII , 8.4 et XV, lemme 1 . 5 ) .
2.2o4« Corollaire de 2.2.2 : Soient G un schéma en groupes commutatifs, de

type fini, sur un corps k et n un entier > o . Alors l'homomorphisme n est

un morphisme affine.
Démonstration : On peut supposer k algébriquement clos. D'autre part si G

est le noyau de n , on a une factorisation canonique G -» G/ <-» G de n , où

la deuxième flèche est un k-monomorphisme de k-groupes de type fini, donc est une

immersion fermée (SGAD, VI-, 1 . 4 . 2 ) . Il suffit de montrer donc que G -> G/ est unB /^
morphisme affine, ou ce qui revient au même, que G est un k-groupe affine.

Or, si G est la composante neutre de G , G/_ est un k-groupe fini ; ilo /GO
suffit donc de prouver que G est affine et on peut ainsi supposer G = G •

Puisque k est parfait, G , est un sous-groupe de G et G/G . est radiciel ;

un raisonnement analogue nous permet alors de supposer G == G , , •
Mais alors il existe un sous-groupe linéaire L de G tel que A = G/L soit

une variété abélienne ( [ 2 3 ] , théorème 1 6 ) . Puisque A est fini ( 2 . 2 . 2 ) et que L

est linéaire, le corollaire est prouvé.
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2 . 2 . 5 . Remarques :

( a ) Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes commutatifs, plat

et de présentation finie sur S et n un entier > o inversible sur S . Alors il

résulte de 2.2.5 que n est un morphisme étale et de présentation finie (EGA, IV,G
1 1 . 5 . 1 0 ) ; en particulier, G = ker(n ) est un S-groupe étale et de présentationn Lr
finie.

( b ) Si, de plus, les fibres de G sur S sont supposées connexes (donc

géométriquement irréductibles), il s'ensuit que n est un morphisme fidèlement plat.G
2 . 2 . 6 . Soit k un corps de caractéristique p ̂  o . (Pour un entier n > o

nous adoptons la convention que ( n , p ) = 1 est une condition vide si p = o ) . On

vient de voir que si n est un entier > o tel que ( n , p ) = 1 , alors G est unn
k-groupe étale. Il en résulte que le plus petit sous—schéma fermé H de G qui ma-

jore la famille ( G} est un sous-groupe de G lisse sur k (SGAD, VI , 7 ) ;
(n,p)=1

il est facile de voir que la formation de H commute aux extensions du corps de base
(loc. c i t . ) ,

Soit k une clôture algébrique de k , Pour le reste de ce numéro, nous nous

bornons aux points géométriques de G , H . . . à valeurs dans k ,

i) Soit x Ê G(k). Si, pour un n > o , ( n , p ) = 1 , on a x11 ç. H(k)
alors x C H ( k ) .

Cas a ) . H connexe. II résulte de 2.2.5 ( b ) que n est surjeetif. On a donc

x11 = y11 , y € H , d'où x ç. Iî(k).

Cas b ) . H non connexe. Le même raisonnement montre que l'ordre du groupe fini H/H
(H = composante neutre de H) est un entier m tel que ( m , p ) = 1 . Donc si
x11 e H(k) , (x11)"1 C H (k) d'où, comme avant, x G H ( k ) .

ii) II résulte de i) que (G/H) = ( o ) , pour tout n > o , ( n , p ) = 1 .
iii) II résulte de ii) que si G est une variété abélienne, alors G=H î

en effet, G/H est une variété abélienne et l'assertion résulte donc de 2.2.2 .
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iv) Soient L un k-sous-groupe (invariant) connexe de G et A = G/L . Alors

pour tout n > o , ( n , p ) = 1 , le morphisme canonique G -*• A est surnectif.

Cela résulte du fait que n : L -*• L est surjectif.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la

2. 2 , 7 , Proposition : Soient k un corps de caractéristique p > o , G un

k-schéma en groupes commutatifs de type fini et H le sous-groupe (fermé) de G

défini comme dans 2 . 2 . 6 . Alors il existe un entier n > o tel que G/Q soit annulé

par p ( i . e . , le morphisme p se factorise par II).

Démonstration : En remplaçant G par G/B. , on est ramené, grâce à 2 . 2 . 6 ii ) ,

à montrer que si G = ( o ) pour tout n > o , ( n , p ) = 1 , alors G est annulé par

une puissance de p . On peut supposer k algébriquement clos.

Si G est la composante neutre de G , alors (du fait que n est surjectif
0 G )

pour n > o , ( n , p ) = 1 et G = ( o ) pour tout n > o , ( n , p ) = l ) on voit que

G/G est un p-groupe, donc annulé par une puissance de p , Puisqu'il en est

ainsi aussi du. k—groupe radiciel G /(G ) , , on s'est ramené à supposer

G = Go= ̂ red •
Mais alors il existe un sous-groupe linéaire et connexe L de G tel que

A = G/- soit une variété abélienne (cf. [23], théorème 1 6 ) . Il résulte donc de/L
2 . 2 . 6 iii) et iv) que G=L , i . e , , G est linéaire et commutatif. La proposition

résulte alors du théorème de structure de tels groupes (cf. [24]» exposé 12 ) .
C.Q.F.D.

2.2.8. Corollaire : Soient ( s , r ] , s ) un trait, G un S-schéma en groupes com-

mutatifs -plat et de type fini, à fibre générique lisse,et H le sous-groupe (fermé)

de G défini comme dans 2 . 1 . 2 ( i . e , , l'adhérence schématique des images, dans G ,s s
des quasi-sections étales de G ) . Si p > o est la caractéristique de k ( s ) , alors

il existe n > o tel que G /B. soit annulé par p ,s o
II suffit de prouver que H est plus grand que le sous-groupe H de G dé-

fini comme dans 2 . 2 . 6 (grâce à 2 . 2 , 7 ) . Pour ce faire, il suffit de remarquer que si

( n , p ) = 1 , alors n est inversible sur S , donc G est un S-groupe étale
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(cf. 2.2.5 ( a ) ) .

2 . 2 , 9 . Corollaire : Avec les hypothèses de 2 . 2 . 8 . , il existe un entier n > o

tel que p admette une factorisation (unique)
G nPp

G -̂  G
S\ /u1

G*

où ( G ' , u ' ) est la lissification ( N ) de G sur S et S) est un S-homomorphisme.

Cela résulte de 2.2.8 et de la propriété universelle de ( c ' , u ' ) (voir la cons-

truction de 2 . 1 . 2 ) .

2.2.10. Corollaire : Soient S un semi-trait, G un S-schéma en groupes

commutatifs, plat et de type fini, à fibre générique lisse et ( G ' , u ' ) sa lissifi-

cation ( N ) sur S • Alors il existe un S-endomorphisme y de G qui admet une

factorisation (unique)

G -̂  G
V'\ /^

où y* est un homomorphisme avec ker((p* ) affine (r\ étant le point générique de

s).

En effet, si p ,...,? sont les caractéristiques résiduelles de S , diffé-

rentes de zéro, alors on voit qu'il existe n > o tel que (p....p )- satisfasse à
l r Lr

la première assertion. La deuxième assertion résulte alors de 2.2.4,

Remarquons maintenant que pour prouver 2.2.1 (N.B. on s'est ramené au cas G

lisse) il ne reste plus qu'à montrer,dans 2.2.10., que <p' est un morphisme quasi-
v^y^

af f ine ,^vG est séparé. Ce sera fait dans la section suivante ; en fait nous mon-

trerons que c'est un morphisme affine (cf. 2.5.2).
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2.5, Schémas en groupes et morphismes affines

Les deux résultats principaux que nous avons en vue sont les suivants.

2.5.1. Proposition : Soient S un schéma de Dedekind, G un S-schéma en

groupes plat, séparé et de type fini sur S . Si la fibre générique G de G sur

S est affine, alors G est lui-même affine sur S .

2.5.2. Proposition : Soient S un schéma de Dedekind, G , G deux S-schémas

en groupes de type fini et u : G -* G un S-homomorphisme. On suppose que :

i) u est séparé

ii) G est S-plat

iii) ker(u ) est affine (-n étant le point générique de s).
T)

Alors u est un morphisme affine.

2.5.5, Démonstration de 2.5.1 î On peut supposer que S est un trait (s,ri,s).

Soit X un S-schéma quasi-compact, quasi-séparé et plat ; alors l'algèbre r(x)

est sans torsion sur S , donc Spec r(x) est un schéma S-plat. On a un morphisme

canonique X cal1' > Spec r(x) sur S . Alors

2.5.5.1. Leïnmfi : Avec les notations précédentes, le morphisme X——^Spec r(x)

est schématiquement dominant (EGA, IV, 1 l ) sur chacune des S-fibres.

Au-dessus de r\ c'est clair ; et au-dessus de s , il s»agit de prouver que,

pour tout f d r(x) , le morphisme canonique — , î •^^^^c. * °(Y } ^ f (où TC
11 ±\A/.r> -1. û l* S

est une uniformisante sur s), est in.iectif. Or, puisque X.. est S-plat, on a la

suite exacte des faisceaux

o.e Jl© -.0 ) - > o .
Xp ^ ^g

I^où la suite exacte

o-r(^ )^r(C, )-iW. ^ )- • • - • •
^f ^f ^f's

ce qui montre que l'application — / f ^:r((Xp) ) est injective ; pour finir, on
Tt J. \J\.r« / I S

I

note que I<X .̂) = r(x)^ .
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(b) Supposons maintenant que G est un schéma en groupes de type fini et

plat sur le trait (s,ri,s). Considérons le S-schéma plat Spec r(G) = G et le

morphisme'canonique G -2^ G . Puisque G est un S-groupe et que G est plat,

on voit formellement, moyennant la formule de Kunneth, que G est un S-groupe et

que y est un S-homomorphisme. On vient de voir que <p est universellement sché-

ma! iquement dominant par rapport à S •

(c) Nous allons montrer que si G est affine, alors ce morphisme œ est

étale, surjeetif, et est un isomorphisme si G est se paré. Pour ce faire nous aurons

besoin du

2,5.5.2, Lemme : Soient k un corps, G un k-schéma en groupes de type fini,

G' un k-groupe quelconque limite pro.iective d'un système filtrant (G! , < p î . ) .
1 ^-J ^-Tcl^I

de k-groupes de type fini. et u : G -» G* un k-homomorphisme schématiquement

dominant. Alors u est fidèlement plat et G' est de type fini.

Démonstration : Si K = ker(u) , alors K est un k-groupe de type

fini. Si u. est le k-homomorphisme composé G-u-»-G' ——>• G' , alors

{K^ = k e ^(u^)l j rT est un ^s'̂ e décroissant de k-sous-groupe s de G , donc sta-

tionnaire. On voit donc que K = K. pour un i assez grand. D*où une factorisa-
o

tion canonique de u comme suit :

( i )
où u est fidèlement plat, G/K est un k-groupe de type fini et u , u

sont des k-monomorphismes de groupes. Comme G', est de type fini, u ° est une
o

immersion fermée ; puisque G' est un k-groupe, G' est séparé (cf. SGAD, VI )

donc (pî est séparé et il en résulte que u est une immersion fermée. Mais u
o

est schématiquement dominant, donc u l'est aussi, d'où le fait que u est un

isomorphisme,

C.Q.F.D.



32 â̂  ÀNAUTHAAAMAN

2.5.5.5. Corollaire : Soient k un corps, G un k-groupe de type fini, G

un k-groupe affine quelconque et u : G -»• G' un k-homomorphisme schématique-

ment dominant. Alors u est fidèlement plat et G' est de type fini.

En effet un k-groupe affine est limite projective d*un système filtrant de

k-groupes affines et de type fini (SGAD, VI-, 1 1 . 5 ) î il suffit alors d*appliquer
D

2 . 5 . 5 . 2 .
Ceci étant, revenons au contexte de 2 . 5 . 1 . On a un. S-homomorphisme

G —2-̂  G = Spec r(c) , universellement schématiquement dominant (relativement à s)

et par hypothèse œ est un isomorphisme. Grâce à 2 . 5 . 5 . 5 . , on déduit que <p estT} s
fidèlement plat et que G est de type fini. Puisque G est S-plat, il s*ensuit

que, pour chaque n ̂  o , le morphisme œ : G -*• G est fidèlement plats s î s
(EGA, 0 , 1 0 . 1 . 2 ) (notations évidentes).

Si K = ker(œ) , cela signifie que, pour chaque n > o , K est S -plat.s s
Comme K est un S-groupe de type fini, il s* ensuit que K est S-plat (EGA,

0 , 1 0 . 2 . 2 ) . Par ailleurs, 9 est séparé, donc K est S-séparé. Puisque

K = ( o ) , on en conclut que K = ( o ) . Le morphisme de type fini <p : G -» G est-H 1
ainsi un monomorphisme, donc quasi-affine (EGA, IV, 18.12). Mais alors, le morphisme

canonique y est une immersion ouverte (EGA, II, 5 . 1 . 6 ) . Il en résulte que q> est

un isomorphisme. C.Q.F.D.

2.5.5.4. Une digression : Soient k un corps, G un k-groupe de type fini.

Alors les méthodes employées dans cette section montrent que G = Spec r(c) est

un k-groupe, que le morphisme canonique <p : G -» G est un k-homomorphisme

schématiquement dominant, donc fidèlement plat et que G est de type fini. Il en

résulte que G est un k-groupe linéaire ; par suite, c'est le plus grand quo-

tient linéaire de G (mieux : tout k-morphisme G -» T où T est affine se facto-

rise par G ) . Si D est le sous—groupe ker((p) de G et D est la composante

neutre de D , G/D est linéaire, donc D = D , Enfin si G est connexe,

G/Cent (c) est linéaire ( [ 2 3 ] , th.15) donc D <-» Cent ( ç ) . On retrouve ainsi le
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théorème classique de Rosenlicht ([23], cor,5, th.12).

2,5.4, Démonstration de 2.'5.2 : On peut supposer toujours que S = (s,T),s) est

un trait. Quitte à remplacer G par l'adhérence schématique de u (G ) on peuto T) T)
supposer que u est fidèlement plat.

T1 ^Considérons le sous-groupe fermé H = u (G ) de G et posons G = G
0 S S 0 1 0s

(notations de 2.1,2 (^)« Alors G est un S-schéma en groupes plat et de type

fini sur S et affine sur G • Et l'homomorphisme u : G -*• G se relève en uno o

S-homomorphisme u : G -»• G de façon unique,

En itérant ce procédé, on trouve un système projectif i ^ - L ^ - ^e S-schémas

en groupes plats et de type fini sur S et affines sur G , et des relèvements

compatibles u. : G -*• G. de u . Comme les G. sont G -affines, on peut cons-

truire le schéma G = Jlim G. ; c'est un S-schéma en groupes plat sur S et af-
00 ^T 1 u^

fine sur G ; et on a un S-homomorphisme G ——>• G qui relève les u. .

(a) Le morphisme u est s chômât iquement dominant sur chacune des

S-fibres.

Au-dessus de T) cela résulte du fait que u est fidèlement plat. Au-dessus

de s , il s'agit de prouver la chose suivante :

Soient TT un ouvert affine de G et U son image réciproque dans G .

Alors le morphisme canonique composé

-̂̂ ér̂ .»
est in.tectif.

En effet, U provient d'un ouvert affine U. de G. pour tout j assez00 0 0
grand ; soit r C r(TJ ,G ) un élément dont l'image est zéro dans r(u ,G ). Par

définition, r provient d'un r. ç r(u.,G.) ; il en résulte que r. est dans

l'idéal de définition de H. = u. (G ). Donc l'image r. de r. dans
s

r(n. < » G . J est dans l'idéal it r(u. ,G. ) ; d'où l'assertion.
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( b ) II résulte de ( a ) et de 2.5.5.2 que (uj^ est fidèlement plat et que

(G ) est de type fini. On en conclut, comme dans la démonstration de 2.5.1 que le
oo s

noyau K de u est S-plat. Par ailleurs K est séparé et de type fini sur S .

Comme, par hypothèse, K est affine, il résulte de 2 . 5 . 1 que K est affine.

( c ) J;e. S-faisceau quotient G/K est un S-schéma.

Cela résulte de [ 1 7 ] , P. 294-12.
( d ) Si K. = ker(u.) , on voit que K = K̂  pour i assez grand. Puis-

qu'il suffit de montrer que le morphisme induit G/K-» Ĝ  est affine, on peut sup-

poser dès abord [quitte à remplacer G par un G^ (pour i assez grand) et G

par G/KJ que u est un monomorphisme. Il s ensuit que u est alors quasi-affine ;

donc, dans la factorisation canonique de û

G -l̂  spec (uj*(0ç) -̂  G^

v est une immersion ouverte (EGA, II, 5 . 1 . 6 ) •
D'autre part on a vu que (G^) est de type fini (cf. ( a ) ) , de sorte que le

monomorphisme (u ) est une immersion fermée ; donc v est une immersion ferméeoo s S

(tandis que v est un isomorphisme ) ."H
Enfin le même raisonnement que dans le lemme 2. 5 . 5 . 1 montre que v schémati-

quement dominant. D'où le fait que v est un isomorphisme. C.Q.F.D,
2 . 5 . 5 . Remarque (corollaire) : Soient S un semi-trait, r\ son point géné-

rique, et G un S-schéma en groupes plat, séparé et de type fini, tel que G

soit connexe. Alors G est quasi-pro.tectif.
En effet, on se ramène d'abord au cas G lisse comme dans le cas G commuta-

tif. Par suite, il existe un sous-groupe linéaire et invariant L de G tel que

G /L soit une variété abélienne. Si L est l'adhérence schématique de L dansT/ n ^
G , nous montrerons au chapitre IV que G = G/L est un schéma (en groupes) (cf.
Théorème (4.0), ohap. IV). Il suffit alors (Rappliquer 2.21 et 2.3.2.
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Chapitre III

Sur les faisceaux Quotients et les espaces algébriques

5 . 1 , Un théorème d'Artin

Soient S un schéma, Y , Z des S-schémas localement de présentation finie
PIet Z ^Y une S-relation d'équivalence plate et de présentation finie. Notons^X le S-faisceau fppf quotient. Le résultat suivant a été signalé par M. Artin,

cf. [ l ] , 7 . 1 .

5 . 1 . 1 . Théorème : Avec les notations précédentes, supposons que S est locale-

ment noethérien. Alors X possède une structure de S-espace algébrique (au sens

de [ l ] ) localement de présentation finie,

Notre premier objectif dans ce chapitre est de démontrer ce théorème. Grâce au
^corollaire 5 de l'appendice I, on peut supposer que Z ^Y est une relation d'é-^quivalence plate, quasi—finie et de présentation finie ; et nous la supposerons de ce

type dans ce qui suit.

5 . 1 . 2 . Démonstration de ' 5 . 1 . 1 : Nous aurons besoin de quelques préliminaires.

5 . 1 , 2 , 1 . Proposition ; Avec les hypothèses et les notations ci-dessus, le carré

z A,,
'.1 , 1'
Y —2-yX

est cartésien ; et la projection canonique p : Y -*• X est relativement représentable

par des morphismes quasi—finis et fppf.

Démonstration : La première assertion résulte des généralités faisceau-

tiques. Pour la deuxième, il s'agit de prouver que, si T € (sch/s) et si a çx(ï) ,

alors le S-faisceau F = Tx Y est re présentable, quasi-fini et fppf sur T .X
L'assertion étant locale sur T , on peut supposer T affine. D*autre part, il

P'existe un S-schéma T 1 , un S-morphisme affine et fppf T' • > T , et un dia-

gramme commutât if
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T* JL^ T

!.. i.
y ——^ x .

Considérons alors le S-faisceau F' = F x T' ; on a F' = Y x T1 = (ï x ï) X T' =
i A A ^P^,^)

= Z x T' , donc c'est un S-sehéma -bel que la projection canonique F' -» T* soit
(P '̂)

quasi-finie et fppf (car p l'est). On est ainsi ramené à "descendre" F* relati-

vement au morphisme fppf p* : T' -» T •

Soit TJ un ouvert affine quelconque de Y ; alors Ux T est un ouvert de
X

F = Y x T , donc son image inverse Ux T' est un ouvert de F* = Y x T* stable
X X X

pour la donnée de descente canonique sur F* (relativement à p'). Par ailleurs,

c'est un sous-objet de Ux T* , donc il est S-séparé. Enfin puisque p* est af-
S

fine et fppf, on peut recouvrir rouvert TJ x T* de F' par des ouverts quasi-x
compacts et stables pour la donnée de descente ; ces ouverts seront donc séparés,

quasi-finis et quasi-compacts sur T 1 , donc quasi-af fines sur T' (EGA, TV, 18).

L'effeetivité de la donnée de descente sur F* est alors assurée (SGA, 1 , VIIl),

C.Q.F.D.

5.1.2.2. Corollaire : Soient Y' ——»-Y un S-morphisme plat (resp. plat et de

présentation finie,...) et Z* ^ Y* la relation induite sur Y* par Z :$ Y

(cf. SGAD, V, 5). Alors c'est une relation d*équivalence plate (resp, plate et de

présentation finie,.,.).

En effet, puisque Z 2: Y x Y , la relation induite sur Y' n'est rien d*autre
P-l x

que Y* x Y* {v ; d'autre part on a les carrés cartésiens
x ^2

Pr
Y'x-Y ' ———^Y'X-Y——-»Y*

X X

[^2 [^2 [î^

d'où l'assertion,
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5.1.2.5. Corollaire : Soient T un S-schéma localement de type fini et

a C X(T). Alors l'ensemble 6t(a) des points t C T où a est (formellement in-

finitésimalement) étale (SGAD, XI, 1.8) est ouvert dans T . (N.B. L'hypothèse

"noethérienne" sur S est pour la première fois utilisée ici).

En effet, d'après 5.1.2.1., T x Y est un schéma fppf sur T et la projection
Pr^

canonique Tx^Y———> Y est localement de type fini. Il en résulte que l'ensemble

ft(pr^) des points de Tx^Y où pr est (formellement infinité simalement) étale

est un ouvert de T x Y . Il est alors clair que £t(a) est l'image de £t(pr )

par le morphisme fppf T x Y ^ T , donc est un ouvert de T .
A

5.1.2.4» Corollaire : On peut généraliser (dans une certaine mesure) 5.1,2.1

comme suit :

Soient T^ , T^ € (Sch/s) et o^ € x(T^) , i= 1 ,2 . Alors T x T est un

S-schéma.

L'assertion est locale sur X donc on peut supposer Y affine ; de même on

peut supposer T^ , T^ affines. On a que T x y est un schéma quasi-affine sur

T^ ; et Y étant séparé la projection canonique pr : T x Y -» Y est alors quasi-
<— c. jh.

affine. D'autre part on a un T' ç (Sch/s) , un S-morphisme affine et fppf
p*

T' ——t T et un diagramme commutatif

m» JL̂ . rp

^ \ [^
Y -£-r X-I. r A •

On a alors que (^x^)^ = (T^ x^) = (T^x^Y)XyT ' est un schéma quasi-affine

sur T' . D'où la conclusion par descente fpqc.

Après ces préliminaires, revenons aux détails de la démonstration de 5 .1 .1 .

Soit y un point quelconque de Y , fermé dans sa fibre sur S . Alors chaque

point de son orbite sous (p ,p^) est un point fermé de la même fibre de Y sur S.

Comme cette orbite p^1 (y) est finie par hypothèse, il existe un ouvert affine U

de Y tel que {p^1 (y)} n U = {yf . Pour étudier le faisceau X au voisinage de
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PIlimage de y , on peut remplacer Y par TJ et Z j~ Y par la relation induite
^sur U par Z (voir, par exemple, le lemme 1 de l'appendice l) ; cette relation

induite sur U est, elle-aussi, plate, quasi-finie et de présentation finie (comme

le montre par exemple 5 . 1 . 2 . 2 ) . On peut donc supposer dès le début que y = P.P'^y);

donc p~ (y ) = p̂  ( y ) .

Ce dernier ensemble est contenu dans un ouvert affine de Z (car Z est alors

quasi-affine). On peut donc "semi-localiser" Z suivant cet ensemble fini ; notons

Z cet anneau semi-local,

Soient 0 le hensélisé de l'anneau local 0 et 0 le hensélisé de l'an-i ï,y ^•p
neau semi-local Z • La donnée de la relation Z ^ » Y définit alors une rela-

y ^tion d'équivalence finie et plate

~ RSpec 0 • ' ^Syec 0 .
^

M M

Rappelons que 0 , 0 sont des anneaux henséliens (noethériens). Cette relation
A* M

d'équivalence sur Spec 0 admet alors un quotient Spec 0 (SGAD, V , 4 , 1 ) et l'on
sait que 0 est fini et plat sur 0 (loc. c i t . ) . L'anneau 0 est donc un anneau

local noethérien et hensélien,

D'autre part, le morphisme canonique Spec <D -» X est compatible avec la rela-

tion ( p , » î ^ ) î puisque X est un S—faisceau fpqc on en déduit un S-morphisme

î : Spec (0 -» X .

Point a ) . Ce morphisme T est formellement infinitésimalement étale au point fermé

de Spec 0 a
A A

En effet, considérons le complété (0 (resp, (9 ) de 0 (resp, Z ) , Alors
on a une relation d'équivalence finie et plate

A

A P-( A
Spec 0 {Spec 0 ,

^ .
définie par (p , p - ) . Le quotient de Spec 0 par ( p , p ) est alors de la forme

A A ^

Spec 0 , où 0 est un anneau local noethérien complet. Il est alors clair que 0
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<W A

est le complété de 0 . D'autre part, il est formel de voir que 0 (avec l'élément

canonique de x(0)) pro-représente X au point l'image de y . L'assertion est

alors claire,

Point b). L'anneau local hensélien 0 est le hensélisé d'un anneau local essentiel-

lement de type fini sur S •

Admettons ce point pour l'instant et complétons la démonstration de 5 ,1 ,1 , Le

faisceau X est localement de type fini sur S ([l8]» VI» 1,2.l) donc commute aux

limites inductives filtrantes d'anneau sur S . On peut ainsi supposer qu'il existe
M

un anneau local 0 essentiellement de type fini sur S tel que 0 soit le hensé—

lise de 0 et tel que ï ç. x((0) provienne d'un T C x(©). Puisque la projection
A» «•>

canonique Spec (0 -* Spec 0 est formellement étale au point fermé de Spec 0 , on

conclut (du point a)) que T est formellement infinitésimalement étale au point

fermé de Spec 0 .

Si T est un schéma de type fini sur S tel que 0 soit le localisé de 0

en un point t C T , on peut supposer, quitte à restreindre T , que T provient

d'un S-morphisme a : T -*• X . Donc a est formellement infini té simalement étale

en t , Grâce à 5,1,2.5., on peut alors supposer, quitte à restreindre T , que a

est étale (SGAD, Xi), Ce qui achève la démonstration de 5 .1 ,1 module le poinj; b) ;

mais ce dernier est un cas spécial du résultat suivant.

5.1•2.5« Proposition : Soient A un anneau noethérien, A , A deux

A-algèbres locales noethériennes et henséliennes, et A —^ A un A-morphisme

local fini. Supposons que A est le hensélisé d'un. anneau local essentiellement de

type fini sur A ; alors il en est de même de A . Et la réciproque est aussi

vraie si y est in.iectif.

Démonstration : Par passage à la limite, l'assertion directe est claire»

Prouvons donc la réciproque. L'anneau A est limite inductive filtrante de ses

sous—A-algèbres A de type fini. Pour tout a assez grand, il existe une

A ̂ -algèbre finie A^ tel que A^O / xA ^ A . Ces algèbres A^ sont donc
A
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de type fini sur A et on a lim A = A . D'autre part, par hypothèse, on a un

(i) "̂système filtrant JA }. de A-algèbres de type fini tel que les morphismes de

transition de ce système soient étales de type fini, et que lim A = A ,
i

On en conclut que pour un i fixe, on a une factorisation

A" -* A^ -*• A^ -* A pour a,j assez grand.

Soit pour chaque a (resp, i) A" (resp, A ,A ) le localisé de A

(resp. A ,A ) à l'idéal premier image inverse de l'idéal maximal de A

(resp, A ), On a alors les anneaux locaux A" , A" , A essentiellement de type

fini sur A ; pour chaque a , A" est essentiellement fini sur A . Et pour un

i fixe, on a une factorisation A -» A" -* A" pour a,j assez grand ; on a égale-

ment le fait que A = lim A" = lim A et que A est le hensélisé de A pour
1 > 1 . ̂  i l ia i

tout i •

II en résulte que, dans la factorisation ci-dessus, A -» A" est essentielle-

ment quasi-fini. Fixons alors un tel a ; en passant aux hensélisés de A , A et

A" on obtient donc un diagramme commutatif

^ - A!
l ^
A" - A

M M M ~

où A" -» A , A" -» A" sont des morphismes finis. Donc A" -*• A est fini ; puisque
M

A —^ A est injectif, on conclut que A" — A est fini. D'où on termine à l'aide

du cas direct de la proposition. C.Q.F.D.

5.2. Une "descente" entière d'espaces algébriques

5.2.0. Dans ce qui suit, nous adoptons la convention suivante : Soient S un

schéma et P une propriété de S-schémas (resp, de morphismes de S-schémas) qui

est "de nature locale pour la topologie étale" ; alors on peut parler d'un S-espace

algébrique (resp. d'un morphisme de S-espaces algébriques) qui possède la propri-»

été P , Citons entre autres, la propriété d'être réduit, normal,,.. (resp, d'être
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un morphisme affine, entier, f i n i , . , , ) . On peut aussi parler d'un faisceau quasi-

cohérent en modules (resp, algèbres) sur un S-espace algébrique ; en particulier,

à toute Algèbre quasi-cohérente 4" sur un S-espace algébrique X , on peut asso-

cier un S-espace algébrique, affine sur X , noté Spec ̂ ,

Pour les définitions précises de ces notions et pour les fondations de la théo-

rie des Espaces Algébriques, nous renvoyons le lecteur à [ 1 3 ] . Signalons toutefois

que, pour un morphisme d'un S-schéma X dans un S-espace algébrique X , les

-justifications nécessaires résultent directement de 5 , 1 , 2 , 1 ,

Le but principal de cette section est d'établir le résultat technique suivant,

5 . 2 . 1 . Théorème : Soient S un schéma localement noethérien, X un S-espaee

algébrique (loc, PF) et séparé (cf. 1 . 5 , 0 ) et X un S-schéma. Supposons que l'on

a S-morphisme u : X -*• X entier et sur .1e et if dont chaque fibre est contenue dans
•*•

un ouvert affine de X • Alors X est un S-schéma.

Remarquons tout de suite que l'on peut supposer S affine et X réduit ; en-

suite on peut également supposer X noethérien et réduit (cf. [ ? ] , III, n°2, § 7 ) .

5.2.2. Une réduction -préliminaire

Avec les notations de 1 . 5 . 0 . , on représente X comme le conoyau
p-

Z r Y > X • D'après le théorème 6 de l'appendice I, la question de la repré-
\sentabilité de X se ramène à montrer que l'espace annelé quotient de Y par Z

est un S-schéma ; et d'après le théorème 5 de l'appendice I, ce dernier problème

"se teste" sur les anneaux locaux de Y et les relations induites. Notre méthode de

démonstration suivra cette ligne, surtout dans le cas où X est non normal. Dans ce

numéro donc notre but sera d'obtenir quelques renseignements "utiles" sur la rela-
^tion d'équivalence induite par Z \Y sur les anneaux locaux de Y ,
p2 FI PNotons d'abord que la suite Z ' »Y —t-X donne, par le changement de

P2
base 7i : X -»• X , une situation du type suivant :
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«w

~ PI ~ ï ~

\~^\ ̂ \(̂  rz "r r* * 4
z=?yJ4x

^2
M <w <w A*

où tous les carrés sont cartésiens, et Y = Y x , J C , Z = Z X y X sont des S-schémas

(cf. 5 .1 .2 .1 ) ; les morphismes n-, , 71 sont donc des morphismes entiers et surjec-

tifs de S-schémas,

Soit y un point quelconque de Y . Nous allons déduire une situation, ana-

logue à (*) , où Y sera remplacé par un schéma semi-local (sous—objet de Y , et)

contenant le point y , et les relations seront remplacées par les relations in-

duites.

Pour réaliser cette réduction nous ferons, dans 5.2.1., l'hypothèse supplémen-

taire suivante :

(?) : Les fibres de TC n'ont qu'un nombre fini de -points.

Rappelons que l'on a pu supposer X noethérien. Suivant le procédé de 1.5.1 a),

on peut donc supposer Y affine au sens absolu. Puisque S est supposé affine et X

séparé, Z est aussi affine et par suite Y , Z sont affines. D'autre part, X X y X

est lui-aussi un schéma (cf. 5,1.2,4) tel que les projections canoniques
~ ^ PT1 „
X X y X f X soient des morphismes entiers et surjectifs.

A Pr̂
On trouve alors le diagramme suivant à trois étages :

«w. . PI . . " . .
Z x _ Z ——T Yx^Y —^ X X . - XZ fi 1 À"p

^Jh^ îlK ^Jf^
V» - »t TV

~ ^ . " S "
Z ^ Y —^ X

1 ?2 1 11 "z Pr
*1 Pp!
^

Z ———'-, Y -E-+ X
P->
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où tous les carrés sont cartésiens, tous les faisceaux sauf X sont des schémas, les

suites horizontales (strictes) exactes et les morphismes verticaux entiers et surjec-

tifs.

Soit x l*image (ensembliste) dans X du point y C Y choisi plus haut. La

fibre n (x) est un ensemble fini dans X (d'après ( F ) ) , contenu dans un ouvert

affine de X par hypothèse. Il existe donc un schéma semi-local E et un monomor-

phisme plat quasi-compact S : E <- X dont l'image est l'ensemble des générisations

des points de •n; ( x ) . Or, l'ensemble 5" ('n; ( x ) ) est une partie finie du schéma

affine Y , donc on trouve un schéma affine semi-local F et un monomorphisme plat

quasi-compact f : F «-» Y dont l'image est l'ensemble des générisations des points de
4 4 A> Q <w

5 (ic ( x ) ) . Puisque le morphisme 5 est fppf on trouve un morphisme fpqc F —^ E

tel que le diagramme

soit commutatif. Comme Z •s» Y x ^Y , la relation induite par Z ^ Y sur F (pour
X

le morphisme f) n'est rien d'autre que la relation d'équivalence

^ . . pri .
G = F x F ^ F .

E P^
M M p. M « V A *

Donc la suite G ==^F —> E est exacte ; E , F sont des schémas affines semi-

locaux, et G est affine.

Considérons dans Y x Y les deux sous-objets pr (r) et pr (F) ; je dis

qu'ils coïncident. En effet, pr. , i = 1 , 2 , est entier, donc fermé, et on en dé-

duit que l'image du monomorphisme plat quasi-compact pr. (f) : pr. (r) -» Y x Y est

l'ensemble des générisations des points de pr" (5~ (•n;~ (x))). Il suffit alors de

remarquer que :

i) pr^(p-1 (^(x))) = Fr^dr1 (iT1^)))

ii) un monomorphisme plat quasi-compact dans un schéma est entièrement
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déterminé par son image dans ce schéma (cf. [ 2 l ] , 1 . 5 ) .

II s'ensuit qu'il existe un schéma affine semi-local F et un monomorphisme

plat quasi-compact f : F «̂  Y tel que ( F , f ) = iÇ^F.f) (loe. cit., 5.4). Et l'i-

mage de f est l'ensemble des générisations des points de p~ (x) = p p~ ( y ) .

Soit G ̂  F la relation induite par Z ̂  Y sur F (pour le mor]=hisme f ) .

On a alors un diagramme
«W H Q M

G =̂  F -Ŝ  E

^2 i H
G =iF

où la suite supérieure est exacte. Il est formel de voir que les deux carrés à gauche

sont cartésiens, de sorte que TL, , il sont des morphismes entiers et surjectifs.

D'où on déduit que G est affine.
Rappelons que F est un sous-objet plat semi-local de Y "contenant" y et

que y est un. point quelconque de Y • Nous nous servirons de cette "réduction lo-

cale" dans le cas où it est fini. et où donc l'hypothèse supplémentaire (F) sur les

fibres de -re sera vérifiée.

5.2.5. Le cas affine de ^.2.1

5 . 2 . 5 . 1 . Proposition : Avec les hypothèses de 5 . 2 . 1 . , supposons de plus que X

est un schéma affine au sens absolu. Alors X est un schéma affine.

Grâce à [21] 5 . 1 . , il s'agit simplement de montrer que X est un schéma. On

peut donc supposer S affine, X réduit, et ensuite X noethérien, réduit. Par un

raisonnement du passage à la limite (EGA, IV, 8) on se ramène ensuite à supposer gué

S (resp. Y) est de type fini sur Spec 7, en utilisant le

5 . 2 . 5 . 2 . Lemme : On peut supposer dans 5 . 2 . 5 . 1 que TC : X-» X est fini. surjec-

tif.
En effet, le faisceau X commute aux limites inductives filtrantes d'anneau

sur S (cf. [ 1 8 ] , VI, 1 . 2 . 1 ) . Comme A = A(x) est limite inductive filtrante de
M

ses sous-anneaux A . de type fini sur S , TC C x(A) provient d'un 71. C X ( A . ) ,
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pour i assez grand. On peut donc remplacer X par Spec A. et 71 par TC. , pour

un i assez grand, C.Q.F.D.

Considérons alors le diagramme suivant (comme dans 5.2,2) :

~ ?1 - 5 -
Z =î Y -^X

I p2 I IM- p r
Z ——; Y -^Xr̂

où Z , Y , Y , X , Z sont des schémas sur S , affines au sens absolu, et TC» , TC

sont des morphismes finis et surjectifs. En posant donc Y = Spec B , Y = Spec B ,

Z = Spec C , Z = Spec C et X = Spec A , on trouve le diagramme

- g " ^1 "A -—» B ==$ C

A î 2̂ î
(.) ij i, ô^\, 0,=^ , i=1 ,2 ,

ôi ' - a - .
A —^ B —^C ô = p > • • - >

62 ô̂
où A est défini comme le sous-anneau d'égalité de B \ C , la suite supérieure

63
est stricte exacte et les deux carrés à droite sont co-carte siens. D*après les théo-

rèmes 5, 6 de l'appendice I, pour prouver la représentabilité de X , il suffit de

prouver que A est entier sur A .

Point a). Le normalisé de X est un schéma (affine).
^

Soient Y , Z les normalisés de Y , Z ; alors la donnée Z t Ynor nor -n '
*2

définit une relation d'équivalence étale, de présentation finie Z ^ Y et le- ' " nor nor

normalisé X de X est le faisceau fppf quotient de cette dernière relation.

Par ailleurs, Y , Z étant de type fini sur Spec J , Y , Z le sont égale-

ment ; donc X est un S-espace algébrique (loc, PF) et séparé, fini sur X •

Quitte à remplacer X , Y , Z , X plus haut par leurs normalisés, on peut les supposer

normaux.
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On doit montrer que X = X est un schéma ; on peut donc remplacer Y par

une composante irréductible (z ^ Y par la relation induite) et X par l'ouvert

correspondant ; Y est alors intègre. Dans le diagramme (*) plus haut, B est donc

un B-module sans torsion. Par suite, pour un S ç A quelconque, on peut définir

le polynôme caractéristique ?(i ,6(a)) de ô(a) ç. B sur B .

Puisque les deux carrés à droite (dans (*)) sont cocartésiens et que

ô ô = ô ô , on a l'égalité

o^P(:lg,S(a)) = P(i^o(a)) = P(i^o(a)) = Ô^P(i^,o(a)) ;

ce qui veut dire que les coefficients de P(i ,ô(â)) sont des éléments de A . Par

Caylay-Hamilton on a alors P(i ,ô(â))(ô(â)) = 0 ; comme ô est injeetif, cela

montre que à est entier sur A .

Point b). X est un schéma .

Grâce au point a) et au lemme 5.2.5.2 on peut supposer que le morphisme
•«•

n : X -» X est birationnel. fini. L'hypothèse supplémentaire (?) de 5.2.2 est donc

vérifiée ; en faisant recours à la "réduction locale" de '$•2.2., on peut supposer

que le diagramme (-x-) plus haut est le diagramme d'anneaux correspondant à la situa-

tion (semi)-locale (*) de 5.2.2 .

Pour montrer que le plus grand ouvert de Y , au-dessous duquel X est un

schéma, contient les points de F = Spec B , il suffit toujours de montrer que A

est entier sur A (Appendice I, théorèmes 5, 6).

Puisque B est fini, birationnel sur B , le conducteur 1 de B dans B
<w

est ^ (o) ; c'est un idéal de B (resp. B) stable par la relation d'équivalence
A* M

B 1t C (resp. B ̂  c) de sorte que la réduction mod I nous fournit un second

diagramme

A -» B ^. C

0 î î î
A—-»-5 ^ H
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où A est défini comme le sous-anneau d'égalité de B :$ î , la suite supérieure

est stricte exacte, et les deux carrés à droite sont co-carte siens,

Pour montrer que A est entier sur A , nous raisonnons par récurrence sur

dim B ("relativement à l'existence d'un tel diagramme"). Si dim B=0 , il n'y a

rien à démontrer, car Y -» Y est birationnel fini,
^ «

Soit a C A un élément quelconque» Par l'hypothèse de récurrence, son image

S dans A est entière sur A ; soit alors a •+• ) .' a. a1 = o une équation de
o<i<n-1 1

dépendence intégrale, à coefficients a. dans A • Pour chaque i , o ^ i ^ n—1 ,
A» "̂

on choisit un relèvement a. dans A de l'image de a. dans A . On a alors le
M

5.2.5.5. Lemme : Pour tout i , o ^ i ^ n-1 , l'élément a. de A , considé-
ig ~ 1

ré comme élément de B , est dans l'image de B ——> B .

En effet, on peut trouver un élément b! C B tel que son image ^*. dans 5

s'envoie sur l'image de a. dans B . Ce qui signifie que, dans B , (a. - b î ) est

un élément de I.B*-* B ; i.e., (a. -b') est dans l'image de B ——>• B , et il en

est donc de même de a..

Rappelons que l'on a pu supposer X réduit, donc aussi Y , Z • D'où il ré-

sulte que i : C -» C est injectif. Les a. , o ^ i ^ n-1 , proviennent donc de A»
L> 1

Considérons alors l'élément S = o? + Y ,' a. S de A ; pour voir que S est
o<:i<:n-1 1

entier sur A , il suffit de montrer que à* est un élément de A • Mais puisque
•s ^ ^

son image dans A est zéro, on a a ç I.B €p» B ; donc a € A H B = A • C.Q.F.D.

5.2.4. Le cas général de '5.2.1

a) Réduction au cas TC fini
A*

Considérons le morphisme affine TC : X -*• X . Puisque X est noethérien, on
LĴ .

sait que, d'après [13], ,(x,-n;) est limite projective filtrante d'un système

(x.,îc.).p de S-espaces algébriques de type fini et affines sur X .
«V A*

Or, soient x un point quelconque de X et V un ouvert affine de X conte-

nant la fibre -nT (x). Alors, il existe un ouvert quasi-compact V. d'un X. tel

que V 2Î ^-^ X : en effet, considérons les espaces topologiques sous-jacents
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ic M

Top(x.) des S-faisceaux X. ( )^alors on a aussi Top(x) = lim Top(x. ) et l'asser-
1 1 Ï5 1

tion est donc claire.

Si y. est la projection canonique X-* X. , <p. JV : V -» V. est entier, sur-

jeetif. Puisque V est un schéma affine, il résulte du cas affine 5 «2,5 que V. est

un schéma, affine au sens absolu.
„ pri „

D'autre part, considérons les projections canoniques X x _ X \ X ; alors
A pr^

«w « m t» n M s M m n

(V-pr pr-(x-v)) = W est un ouvert de V tel que pr (w) = pr'Kw) et W con-

tient la fibre -nT (x). Il s'ensuit que W = -nT (ïï) pour un ouvert TJ de X con-

tenant x . Si TT. est l'ouvert n~ (u) de X. , alors U. est un ouvert de V.

donc est un schéma ; d'autre part U «-» X est quasi-compact et il en est donc de

même de U. ^V. ; d'où U. est un schéma quasi-affine» Quitte à remplacer X par

U , X par U. et -re par TI.ITJ. , on peut alors supposer X Quasi-affine (au

sens absolu) et ic fini.

b) Fin de la démonstration

Puisque TC est fini, la réduction faite dans 5.2.2 peut-être appliquée. Avec

les notations de 5.2,2., pour un point y quelconque de Y , . on trouve ainsi un

diagramme d'anneaux du type (^.) de 5,2.5., tel que Spec B soit un sous-objet plat

semi-local de Y contenant y . Avec les notations de ce même diagramme (-X-), on

prouve alors que A est entier sur A , suivant le même argument que dans le cas

5.2.5. On termine (comme avant) par un appel auxthéorèmes 5, 6 de l'appendice I.

C.Q.F.D.

5.2.5. Remarclue : Nous avons en fait démontré le résultat suivant : Soient S

un schéma localement noethérien, X un S-espace algébrique (loc. PF) séparé. X
M

un. S-espace algébrique quelconque, n : X -> X un morphisme entier et x un point

de X . Supposons que "X est un schéma affine au voisinage de la fibre n (x) ",

Alors X est un schéma au voisinage du point x .

(*) Cf, [13^ p, 132.
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5.5. Une première application : Existence ju. Quotient en. codim 1

Soient S un schéma localement noethérien, Z , Y des S-schémas localement
de type fini, Z —l^Y une S-relation d'équivalence plate et de type fini, et X

P2
le S-faisceau fppf quotient. Alors on a vu (cf. 5 . 1 . 1 ) que X est un ^-espace
algébrique (loc. PF) ; cela nous permet de parler de la codimension d'un point x
dans X .

5 . 5 . 1 . Proposition ; Avec les notations ci-dessus, supposons de plus que X
est séparé sur S ( i . e . , le morphisme canonique d : Z ——1y 2 > Yx Y est uneS
immersion fermée). Alors le plus grand ouvert TJ de X qui est un schéma contient
les points de codimension ̂  1 de X .

Démonstration : On peut supposer ci-dessus que Z 1 » Y est une rela-
~^>

tion d'équivalence étale, de type fini. Soient y un point de codimension 1 de Y
et x son image dans X . Pour montrer que X est un schéma au voisinage de x ,
on peut supposer X (et donc Y , z) réduit (cf. [ 7 ] , III, ?2, §7) , et noethérien.
Soit Y (resp. z) le normalisé de Y (resp. z). La donnée de la relation

p-Z —-̂  Y définit alors une relation d'équivalence étale et de présentation finie
P2

- p -
Z ̂ 5±̂ Y . Le normalisé X de X est j.e S-faisceau fppf quotient de cette der-
^ . -nière relation. Si ï : X-* X est la projection canonique, alors, d'après [iS],^ 5 5;

(X,-re) est limite projective d'un système filtrant ( x . , - n . ) . de S-espaces algé-
briques finis sur X •

Nous allons montrer qu'il existe i c i assez grand tel que X. soit "un
1 °schéma affine au voisinage de la fibre TC. (x) " . Grâce à 5 . 2 . 5 . , cela prouvera
o

5 . 5 . 1 .
Considérons l'anneau local A =0 . L a relation induite par Z —^ Y surï»y -QPI "2Spec A est alors de la forme Spec B • ^ Fîpec A et c*est une relation d'équiva-

^lence étale. L'anneau B est alors semi-local, noethérien, réduit, de dimension 1,
M* • <*»

Soit ^A (resp. B) le normalisé de A (resp. B) ; on a alors la relation d'équi-
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«W ? M

valence étale "déduite" Spec B ^ n Spec A •
?2

Point 1 ) . Cette dernière relation admet un conoyau dans (sch/s).

Remarquons que Spec A est un semi-trait. Pour prouver ce point, on peut donc
M <s»

supposer que Spec A est un trait (lemme 1 , appendice l ) . L*anneau A est alors un.

anneau de valuation discrète. Si K est son corps des fractions, la relation in-

duite sur Spec K est finie étale, donc admet un conoyau de la forme Spec L , où

L est un sous-corps de K tel que K soit une extension finie séparable de L •
m

Soit A l'anneau de valuation discrète A O L . On a que Spec B est un fermé de

(Spec Ax_,Spec A ) qui coïncide avec (Spec Ax Spec A) sur l'ouvertS bpec A
(Spec Kx Spec K ) , D'où on conclut que Spec B est égal à (Spec Ax Spec A ) .S ùpec A
D'autre part, Spec A est plat sur Spec A ; il en résulte que Spec A est le

<t* T) <v

conoyau (faisceautique) de Spec B —^-tSpec A o1 m f
^ Pp

M ? <- M M

Point 2 ) . Le conoyau de Spec B ' > Spec A est un schéma affine E .
?2

Cela résulte du fait que ce conoyau est un schéma noethérien (normal), séparé,

de dimension 1 à ensemble sous-jacent fini, et du lemme suivant,

5 . 5 . 1 . 1 . Lemme (cf. [ 1 8 ] , VIII.l) : Soit T un schéma localement noethérien,

séparé. Alors chaque ensemble fini de pointa de codimension ̂  1 dans T est contenu

dans un ouvert affine de T .
<w

Point ' 5 ) . Si le normalisé X de X est un S-espace algébrique (loc. F?) (par

exemple, si S est de type fini sur Spec 7) , alors les faits précédents montrent
<W J

que X est un schéma (affine) au voisinage de la fibre -re ( x ) (cf. théorèmes 5» 6

de l'appendice l ) . Dans ce cas, grâce à 5. 2 . 5 « > lo- démonstration de 5.5.1 s'achèvera
ici.

Point 4). Dans le cas où X n'est pas de type fini sur X , nous procédons comme

suit •

Notons A , B , A , B les réductions de A , B , A , B module l'idéal maxi-

mal m de A = • Donc on a la relation étale finie "déduite"ï»y
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Spec B Z^ Spec A sur le schéma artinien Spec A ; son conoyau est un schéma ar-

tinien E y dont les corps résiduels sont des extensions de type fini sur k(s) ,

où s est la projection de y dans S (Krull-Akizuki), Puisque E est affine

(Point 2) ) , on peut relever des générateurs de ces k(s)-extensions en un nombre

fini d'éléments de r(E) ; soient a , a = 1,...r , les images de ces relèvementsoc.

dans A .

Remarquons que l'on peut supposer Y , Z , Y , Z affines ; quitte à restreindre

Y et à modifier les ja ) par des éléments de r(y) , on peut supposer que ces

a proviennent de r(v) et en fait de ker(r(v) Z* r(z))« Ecrivanta

(X,7i) = lim (X.,ii.) , posons par suite Y. = Y x _ X . , Z. = Z x _ X . , i C I . Alors^ 1 1 1 X 1 1 X 1
Y. (resp, Z.) est un schéma fini sur Y (resp. z)(<\f'[^5j,^38) ; et on a

lim T(Y.) = r(Y) ; lim r(z.) = r(z). Il existe donc i c i assez grand tel que
T?î 1 ÎÏÎ 1 0

les a proviennent de r(Y. ) et en fait de ker(r(Y. ) ^ r(z. )) = C. • II esta i i i io o o o
alors immédiat que le morphisme canonique Y. —JL-» Spec C. est compatible avec

10 10 -1Z^ ^ Y^ , et que deg.tr^/ (y»))^1) == 0 » P01111 tout Y' € (^ )" (y).

D'après les théorèmes 5, 6 de l'appendice I, X. est un schéma au voisinage
, o

de la fibre TC" (x). On termine par 5.5.1.1 et 5.2.5. C.Q.F.D.
o

5.5.2. Remarque : La proposition 5.5.1 est fausse si l'on ne fait pas l'hypo-

thèse de séparation sur X , ou si l'on considère les points de codimension ^ 2 de

X • En effet on a un contre-exemple d'un espace algébrique G en groupes (loc. FF)

(resp, (loc. PF) et séparé) et lisse sur un trait (resp. sur un anneau local régu-

lier de dimension 2) tel que le plus grand ouvert représentable de G ne rencontre

pas la fibre de G au-dessus du point fermé de la base, cf. SGAD, VI-, page 81B

(resp. [l8], X.14).
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5.4. Application aux espaces homogènes

5.4.1. Proposition : Soient S un schéma de Dedekind et G un S-espace algé-

brique en groupes, (loc, PF), séparé, et plat sur S • Alors il existe un schéma S

fpqc sur S tel que G soit un schéma. Plus précisément, si K est le corps des
_ ^

fractions de S et K une clôture algébrique de K , le normalisé S de S dans

K est tel que G soit un schéma,
^

Démonstration : On peut supposer que S est un trait (s,'p,s). Repré-

sentons G comme le conoyau Z ^ » Y —~-» G , comme dans 1,5.0 ; le schéma Y est
V

donc plat et localement de type fini sur S . Si y est un point fermé de Y ,s

alors on voit comme dans EGA, IV, 1 7 . 1 6 . 1 qu'il existe une S-quasi-se et ion plate de

Y passant par y , Cette quasi—section devient nécessairement localement triviale

sur S .

Par ailleurs, d'après 5.5.1., le plus grand ouvert U de G qui est un

S-schéma contient (G et)les points maximaux de G (i.e., images des points maxi-

maux de Y ). Il est alors clair que les translatés de cet ouvert TJ par les ditess

quasi-sections recouvrent G- • C.Q.F.D.
"1

5.4.2. Proposition : Soient S un schéma de Dedekind, G un S-schéma en

groupes plat et localement de type fini, H un sous-schéma fermé en groupes de G ,

plat sur S , et G/S. le S-faiseeau fppf quotient. Alors il existe un schéma S

fpqc sur S tel que (G/^l)- soit un S-schéma.
^ 1

Démonstration : Considérons la relation d'équivalence canonique

G x H =î G • Puisque le faisceau fppf quotient se construit en se restreignant à des

ouverts affines, on se ramène au cas d*une relation d1équivalence plate et de type

fini ; et 5 .1 .1 montre alors que G/5 est un S-espace algébrique, (loc. PF) sépa-

ré et plat sur S • Sachant que G/Q est homogène sous G , on termine comme dans

5.4.1. C.Q.F.D.



Chapitre IV 53

Chapitre IV
Applications aux Questions de représentabilité

4.0. Les résultats principaux que nous avons en vue sont les suivants.

4.A. Théorème : Soient s un schéma localement noethérien de dimension ̂  1

G un S-faisceau fppf en groupes, et S* un schéma fpqc sur S tel que G soit

représentable, séparé et localement de présentation finie sur S * . Alors G est

représentable (séparé, localement de type fini) et de type (PA) sur S ( i . e . , chaque
ensemble fini de points de G qui se projette dans un ouvert affine de S , est
contenu dans un ouvert affine de G ; cf. 1 . 1 . 2 (c)Y

4.B. Théorème : Soient S un schéma localement noethérien de dimension ̂  1

et G un S-espace algébrique (loc. pp) et séparé en groupes (cf. 1 . 5 . 0 ) . Alors G
est un schéma.

4.C. Théorème : Soient S un schéma localement noethérien de dimension ̂  1
G un S-schéma en groupes localement de type fini, H un sous-schéma fermé en

groupes, plat sur S . Alors le S-faisceau fppf quotient Q/R est un schéma de
type (FA) sur S .

Avant d*énoncer un résultat concernant les espaces homogènes (au sens de [ 1 8 ] ,
V I . 1 . 1 ) , donnons une définition.

4. 0 . 1 . Définition : Soient S un schéma, G (resp. x) un S-faisceau fppf
en groupes (resp. un S-faisceau fppf) localement de présentation finie sur S
On suppose que G opère sur X . Nous dirons que X est un S-faisceau homogène
(fppf) sous G si le morphisme (de faisceaux)

GXgX-XXgX

(g,ï) H- (gX,x)

est couvrant (fppf). Le faisceau X est dit presque homogène (fppf) sous G si X

est la réunion d'un nombre fini d'ouverts homogènes (fppf) sous G . On dira que X

est un S-espace (ou schéma) homogène (resp. presque homogène) sous G , si de
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plus X est représentable.

4.D. Théorème : Soient S 101 schéma localement noethérien de dimension ̂  1 ,

G un S-schéma en groupes de type fini, X un S-faisceau (fppf) qui est un

S-faisceau pré s Que homogène sous G- , et S' un schéma fpqc sur S tel que X ,

soit représentable, séparé, de présentation finie sur S* et couvre S * . Alors X

est un schéma de type (FA) sur S •

4 . 1 . Quelques remarques préliminaires

Nous allons nous ramener d'abord au cas S semi-local, dans les énoncés 4,A —

4.D. En effet, il est clair que, si la représentabilité est déjà établie, l'assertion

"du type (FA) sur S " se démontre en se ramenant au cas S semi-local. D'autre

part, pour établir la représentabilité on peut supposer S local : car, dans 4.A et

4,D il est question de descente fpqc, et c'est là un résultat standard ( [ l ï ] , appen-

dix, lemma 2) ; pour 4,C on a vu que, dans les conditions de l'énoncé, G/H est un

S-espace algébrique (loc. PF), cf. 5 , 1 . 1 ; donc dans les deux cas 4.B et 4 , C , il est

question de représenter un S-espace algébrique (loc. P?) ; par passage à la limite

on peut donc supposer S local.

On peut supposer désormais donc que S est semi-local noethérien de dimen-

sion ̂  1 . Rappelons d'abord quelques résultats connus que nous utiliserons dans ce
qui suit,

4 . 1 . 1 . Proposition : Soient S un schéma, S* -> S un morphisme fpqc, X un

S-faisceau fpqc tel que Xç,, soit re présentable et localement de présentation finie

sur S*. On suppose qu'il existe un morphisme entier et surjectif T -» S tel que

X soit un schéma. Alors, X est représentable sur S si et seulement si chaque

fibre de la projection canonique X- -» X est contenue dans un ouvert affine de X- ,
Voir [ 2 l ] , théorème 4 . 1 ,

4 . 1 . 2 . Proposition : Soient S le spectre d'un corps k , G un S-schéma en

groupes localement de type fini et H un sous-schéma (fermé) en groupes de G .
Alors le S-faisceau fppf quotient G/H est un schéma de type (FA).
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Voir, par exemple, la démonstration de SGAD, VI , 5.2 .

4 . 1 . 5 . Proposition : Soient T un schéma localement noethérien, u : T' -» T
un morphisme de schémas entier et surjectif, dont les fibres sont ensemblistement

finies, et E un ensemble fini de points de T . Alors pour que E soit contenu

dans un ouvert affine de T il faut et il suffit que u~1(e) = E* le soit dans T ' .
Voir [ 2 l ] , corollaire 5 . 8 ,

Reprenons la situation de 4.A - 4.D et considérons d'abord le cas dim S=0 ,

i . e . , S semi-local artinien. On peut en fait supposer que S est le spectre d'un

corps k (appliquer, par exemple, 4 . 1 . 1 à 4.A et 4.D, et [ 7 ] , III, n02, §7 à 4.B
et 4«C) ; soit k une clôture algébrique de k . Les théorèmes 4.A, 4.B résultent

alors du fait que G. est un schéma de type (FA) ( c f . , e . g . , [ 1 6 ] 1 . 8 . 6 . , et [ 1 ]

5 . 5 ) î 4.C n'est rien d'autre que 4.1. 2 ; et pour prouver 4.D sur k , on note que,
si G est la composante neutre de G , alors les composantes connexes (ou irréduc-

tibles) de X- sont de la forme Ĝ /H pour un sous-groupe (ferméJYde Ĝ  ; et on
K.

termine, grâce à 4 . 1 , 2 , suivant le raisonnement classique de [ 1 6 ] 1.8.7.

On supposera désormais donc que S est semi-local, noethérien, de dimension 1 .

D'après ce que l'on vient de voir, dans 4.A - 4.D, les fibres ainsi que leurs voisi-

nages infinitésimaux sont représentables (et de type ( P A ) ) .

4.2. Le cas S normal

Etape 1 ) L'énoncé du lemme-clé.

4 . 2 . 1 . Lemme : Soient S un schéma de Dédekind, X un S-faisceau fppf et
S' un schéma fpqc sur S tel que X , soit représentable et de présentation finie

0

sur S*. Alors il existe une extension finie K du corps des fractions K de S

telle que, si S^ est le normalisé de S dans K , X soit un schéma (de type
fini sur S ) .

Démonstration : On peut supposer que S est un trait Spec A et que

S' est affine d'anneau A ' . L'anneau A ' est limite inductive filtrante de ses
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sous-A-algèbres J A . } . — de type fini. Puisque X_, est de présentation finie sur
3. l£I o

S 1 , on trouve, par passage à la limite (EGA, IV, 8), un indice i € 1 assez grand

tel que X , (resp. la donnée de descente sur X ,) provienne d'un. schéma X.

(de type fini) sur Spec A. (resp, d'une donnée de descente sur X. )• D'autre
^o ^o

part, l'anneau A* étant sans A-torsion, A. l'est également, donc S. =Spec A.
o o o

est (fidèlement) plat sur S o On en conclut que X. ^ X , i.e,, X- est un
^•o s! "i

schéma (de type fini) sur S. .
o

Soit T une quasi-section plate de S. = Spec A. sur S (EGA, IV, 17 .16 .1 ) .
o o

Notons K la plus petite extension quasi-galoisienne de K engendrée par un. corps

des fractions de T , . Alors ce K, répond à la question. En effet, si S, estred 1 1

le normalisé de S dans K , il existe des points de S au-dessus des points de

T , , donc il existe un sous-trait ouvert Z de S. tel que X_ soit un schéma,red 1 Z

D'autre part, le groupe de galois (% de K sur K agit comme un groupe de

S-automorphismes sur S ; et si Z' est un sous-trait ouvert quelconque de S ,

il existe o- € A tel que Z' = (z)0' (notation évidente). Puisque (^ laisse inva-

riant "tout ce qui provient de S " , on en conclut que X est un. schéma,
1 C.Q.F.D.

Etape 2) Réduction au cas des faisceaux plats sur S .

En utilisant la notion d'adhérence schématique de la fibre générique d'un

S-faisceau X (cf. 1.2.0), la technique du recollement suivant un fermé (cf. 1.2.4

et 1.3.2) et la remarque 1 . 1 . 2 (c) sur la propriété (FA), on se ramène au cas G

plat sur S , dans 4,A - 4.C. Pour se ramener au cas G , X plats sur S dans 4.D»

il suffit de noter que(sur S normal), si G (resp. x) est l'adhérence schéma-

tique de la fibre générique de G (resp. x), alors X est presque homogène sous 5.

Etaipe -5) 4.A ===>4.B.

En effet, il suffit de rappeler qu'un espace algébrique en groupes (loe, Ff),

plat et séparé sur un schéma de DédekLnd S , est représentable après un changement

de base fpqc S' -» S , cf. 5.4.1.
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Etape 4) Démonstration de 4.A - 4.D dans le cas "de présentation finie"^^^^),
Remarquons d* abord que dans 4.0, G étant (désormais) plat sur S , il existe

un schéma S* fpqc sur S tel que (G/H)-, est un schéma, cf. 5.4.2. Il s •agit
b

donc, dans les trois cas 4.A, 4.C, 4.D, d'établir une descente fpqc et de prouver la
propriété (FA).

On peut supposer que S est un semi-trait. Avec l*hypothèse "de présentation
finie", on trouve, d*après 4 , 2 , 1 . , un semi-trait S entier (plat) et surjeetif sur
S tel que G- , (G/H). , X-, soient des schémas de type fini sur S, . Grâce au

^ ^ ^ 1

critère 4 , 1 . 1 de descente fpqe, et à la proposition 4.1.5 concernant la propriété
(F A ) , tout revient à prouver le résultat suivant.

4.2.2, Proposition : Soient S un semi-trait, G un S-schéma en groupes plat
et de type fini et X un S-espace (ou schéma) presque homogène sous G . Si X
est séparé, alors X est de type (FA).

Démonstration : Traitons d'abord le cas où G (et donc x) est lisse
sur S . Dans ce cas, X est S-presque homogène également sous la composante
neutre G de G , D'autre part, considérons les points maximaux des fibres de X
sur S ; en utilisant [ 1 8 ] , VIII,1, ou 5 . 5 , 1 . 1 , , on trouve un ouvert affine U de
X contenant ces points (rappeler que X est séparé) ; on a donc G ,U = X . Le
résultat suivant montre alors que X est quasi-projectif.

Proposition ( [ l 8 ] , V . 5 , 1 0 ) : Soient S un schéma localement noethérien
normal. G un -̂schéma en groupes lisse et ̂  fibres connexes, qui opère sur un.
S-schéma lisse X . Soient U un ouvert de X Quasi-affine sur S , X* l'ouvert
G.IT , et F. , i C 1 , les composantes irréductibles de X'-U qui sont de codi-
mension 1 , Alors tout cycle D = ) \ n. P. , où tous les n. > 0 , définit un divi-

i€I 1 1 1

seur sur X' = G.U tel que j8=0 , ( D ) soit S-ample.
A.

Dans le cas où G , X dans 4.2.2 ne sont pas lisses sur S , il suffit
(d'après le cas lisse,et 4 , 1 , 5 ) de démontrer le résultat suivant,
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4,2,5. Proposition : Soient S , G , X comme dans 4,2.2 (x non nécessairement

séparé). Alors il existe une extension finie K du corps des fractions K de S

telle que, si S est le normalisé de S dans K , on ait les propriétés sui-

vantes :

i) Le normalisé G de (G ) est un S -schéma en groupes lisse
1 "1 red 1

et de type fini.

ii) Le normalisé X de (x ) est un S -espace presque homogène
. 1 . ^ red 1 ,

sous la composante neutre G de G ; en particulier X est lisse (et de type

fini) sur S •

Démonstration : II existe une extension finie radicielle K* de K

telle que, (G , ) , soit un K'-groupe lisse (SGAD, VI ) . Si S' est le. normali-K red A
se de S dans K ' , alors ( G - , ) , est l'adhérence schématique de (G , ) , dansS red. K red.
G , donc est un S'-schéma en groupes plat, de type fini et à fibre génériqueS
lisse. De même (x , ) , est un S'-schéma plat, de type fini et à fibre génériqueS red.
lisse: Puisque (c^. )^ ̂  (x^. )^ est alors réduit et que (Gg. )^ g, (Xg. )^

est S'-plat, on voit que (G , ) , opère sur (x , ) , . Quitte à remplacer S

par S ' , G par (G , ) , et X par (x , ) , , on peut supposer donc que l'on aS red. S red
une situation du type suivant sur S :

G (resp. x) est un S-schéma en groupes (resp. un S-schéma) plat, de type

.fini et à fibre générique lisse ; G opère sur X et chaque fibre X de X sur

S est ensemblistement presque homogène sous G (ou, ce qui revient au même, sous———__—•————>— g
la composante neutre G de G ) .s s

Appliquons dans ces conditions les corollaires 2, 5 de l'appendice II. Il existe

donc une extension finie K de K telle que, si S est le normalisé de S dans

K , on ait des propriétés suivantes :

1 ) Le normalisé G de G est un S -schéma en groupes lisse, de type
1 . '1 1

fini et la projection canonique G -»• G est un S -homomorphisme fini.1 S^ 1
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2) Le normalisé X de X est un S -schéma plat, séparable et de

type fini.

Puisque, dans ces conditions, G x X est normal ([18], IV.2.4), on voit formel-

lement que G opère sur X de façon compatible avec l'action de G sur X
~ 1 1

Par ailleurs, les fibres de X sur S sont équidimensionnelles. Soient k

un corps résiduel de S et k sa clôture algébrique ; il est clair que les or-

bites de G dans X sont les composantes connexes (ou irréductibles) de X
•k ^ 1k •

Quitte à remplacer K par une extension finie (et séparable) de K , on voitAque
1 <^W)

l'on peut supposer l'assertion ii) de l'énoncé également vérifiée. C.Q.F.D.

Etape 5) Réduction au cas "de présentation finie"/ S yyo^^l)

Notons d'abord que (pour S normal) il ne reste plus qu'à établir 4.A et 4.C

dans le cas où G est plat et localement de présentation finie sur un semi-trait S.

Nous commençons par établir un lemme,

4.2.4. Lemme : Avec les hypothèses de 4.A supposons de plus que S est un semi-

trait ^ que G est plat sur S . Soient s ,...,s les points fermés -de S , et

Z^ , 1- <: i ^ n , une composante connexe de G . Alors, il existe un plus petit
i

sous-foncteur ouvert G/^ , (z) = (z^,...,Z^) , de G possédant les propriétés

suivantes :

i) ^(Z^^i ̂  ^ ± ^ T L

ii) la fibre générique G/^ de G/ \ est réunion d'un nombre fini de

composantes de G .
T)

Et par suite :

iii) (û(7)L, est de présentation finie sur S'.

Démonstration : Soient S^ , 1 ^ i ^ n , les sous-traits ouverts de S

correspondant aux points fermés s. . Supposons que l'on a construit un ouvert

^(Z ) de î = ^l3! P083^^ les propriétés correspondantes à i), ii), iii)

(par rapport à S^ et Z.) pour tout i = 1,...,n . On peut alors poser

^= i1! G^) '
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On suppose donc que S = (s,-n,s) est un trait et que Z est une composante

connexe de G o On peut aussi supposer que S' est le spectre d'un anneau de va-s

luation dominant S ; soit T)* (resp, s') son point générique (resp. fermé). No-

tons z le point générique de Z et z! , 1 ^ i ^ r , les points maximaux de Z ,.
i s

Et posons G* = G , S" = S* - }s*}.

Considérons le sous-foncteur ouvert U de G à ensemble sous-jacent

(G-(G -z)). Le sous-foncteur G/ \ de l'énoncé sera obtenu en éliminant de U les

composantes de U = G qui ne "générise" pas Z . Pour ce faire, remarquonsT) TI
d'abord que, pour tout i , 1 ^ i ^ r , Spec(0 , , ) 0 G* est affine, donc ne con-G , z^ n

tient qu'un nombre fini de points maximaux de G ' , ; soit donc Y l'ouvert quasi-

compact de G , réunion des composantes de G dont l'image inverse dans G ' .
T) T) TT

rencontre un des Spee(ê? , .) , 1 ^ i ^ r . Je dis que U-,,-Y_. = TL,,,-Y_,, est
v-r , Z, b 0 O ù

fermé dans U . ; pour le voir il faut démontrer l'assertion suivante : Si x' est
b

un point maximal de TL,,,-Y-,,, , alors }xT }0 (u == Z ,) = ^ .
b u S S

Mais U . c-* G' est plat sur S' et ses fibres n'ont pas de composantes immer-S

gées ; donc, si {x ' jnZg , ^ ^ , chacune des composantes de cette intersection sera
(^gA,3g, 14.3 .lo^i _

de dimension din^z)^;chaque point maximal de j x ' J O Z , sera alors un des zî ,

I <: i ̂  r , Ce qui contredira le choix de Y •

II en résulte U - (TJç,,,-Y „) = Y ,U Z , est un ouvert de U-,. donc de G,,,.
ù b ù ù b 0 0

II est alors immédiat que le sous-foncteur G/ \ de G , à ensemble sous-jacent

Y U Z , est un ouvert de G satisfaisant aux assertions du lemme. C.Q.F.D.

Nous conservons les hypothèses et les notations de 4.2.4, Le sous-foncteur ou-

vert de G qui correspond au choix (z) = (G° ,...,G° ) (où G° est la composantes s s.
1 n i

neutre de G , 1 ^ i < n) sera noté G/ \ . Il est formel de voir que c'est un

sous-faisceau en groupes de G (c'est le plus petit sous-groupe ouvert de G).

Pour un choix de (z) quelconque, il est formel aussi de voir que le morphisme ca-

nonique G/Q\ XgG^) -t> G de faisceaux, se factorise par G/-\ ; autrement dit, le

S-faisceau en groupes G/ \ opère sur G/ \ . Puisque, pour tout s C S , G /G°
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est un groupe étale sur k(s) (cf. SGAD, VI , 5.5), on peut trouver un semi-trait

S^ fini et étale sur S , tel que G/ \ soit un S -faisceau presque homogène

(au sens de 4.0.1) sous G/^\c, (bien entendu S dépend du choix de (z)).

Considérons maintenant le cas 4.C où G est plat et localement de présentation

finie sur S un semi-trait. Considérons le morphisme canonique G -^ Q/Q. de fais-

ceaux. Si G/^\ est un ouvert de G du type construit plus haut, il est formel de

voir que 9(^(7)) est ui1 sous-faisceau ouvert de G/H , car y est couvrant fppf.

(Noter aussi que G étant ici un schéma, la construction des G/ \ est facile).

D'autre part, pour les actions canoniques de G , y est une G-application, Donc

si S^ (= S ((z))) est tel que G/^\g soit un S -espace presque homogène sous

^cOs ' alors il est clair que <p(^))g est un S -faisceau presque homogène

(û)S * I F^ fU (x diir^^s^b:^ <(w ;c e^ S'^moX.^

Etape 6).|/Nous sommes maintenant en megurft ^ ^Tnrm-hT^T* 4.A et 4.C (cas général)

sur S normal ; comme nous l'avons vu, on peut supposer que S est un semi-trait et

que G est S-plat. Grâce à 5.4.2., il s'agit, dans les deux cas, de faire une des-

cente fpqc et d'établir la propriété (FA). Nous conservons les notations ci-dessus.

D'après l'étape 4), (où nous avons établi 4.A - 4.D avec l'hypothèse de présen-

tation finie, sur S normal). G/ \ est re présentable. Pour un (z) quelconque

(comme plus haut), il existe un semi-trait S fini et étale sur S tel que G/ \
1 - (Z)S^

(resp. ^(s^^))^ ) soit un S -faisceau presque homogène sous G/ \ ; à l'aide de

l'étape 4) et la descente finie et plate (classique) d'un schéma de type (FA), on

conclut que G/^x (-resp. ^G^\)) est re présentable. Comme les G/ N (resp.

<p((î/^)) recouvrent toutes les fibres spéciales de G (resp. G/s) , on a ainsi

prouvé la représentabilité de G (resp. G/te). Reste à établir la propriété (FA).

Soit E un ensemble fini de points de G/S. ; il suffit d'étudier le cas où chaque

point de E est dans une des parties <p(G/ \) de G/H ; on trouve donc un nombre

fini de (z) tel que E soit contenu dans la réunion X de ces <p(G/ \). Il

existe donc S^ fini et étale sur S tel que X soit presque homogène sous
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G/ \ . O n termine, grâce à l'étape 4),/suivant un raisonnement c la s si que ̂ T sui-

vant 4.1.5o C.Q.F.D.

4.5o Le cas S non-normal ; fin de la démonstration .

Comme nous l*avons vu (cf. 4 . 1 ) on peut supposer que S est semi-local de di-

mension 1 , Alors, le normalisé de S , est somme disjointe de semi-traits et de

corps (Krull-Akizuki), Si S est ce normalisé, nous avons établi 4. A - 4.D sur S

dans 4.2. Il reste donc à faire la descente entière de S à S . Pour 4,A et 4.D

cela est assurée grâce au critère de descente 4 , 1 . 1 et la propriété (FA) sur S •

Sachant que dans les deux cas 4.B et 4.C on a affaire à un S-espace algébrique

(loc. FF) et séparé (cf. 5 . 1 . 1 ) on termine à l'aide du critère de descente 5.2.1 et

la propriété (FA) sur S •

Enfin, la propriété (FA) sur S est assurée par celle sur S et 4 . 1 . 5 .
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Appendice 1

Passage an quotient par un groupoîde plat

Soient S un schéma quelconque, R , X des S-schémas localement de type

fini et R —L^X un S-groupoîde (cf. SGAD, V, 1 ) plat et de présentation finie
^

Nous appellerons graphe de ce groupoîde l'image ensembliste du morphisme
(P<»PJ ^

d : R — — — — — — » - X X g X . Nous noterons X/R (resp. X/R) l'espace annelé (resp. le

S-faisceau fppf) quotient de X par R . Pour un morphisme Y —^ X dans (Sch/s),

nous noterons R^ ^ Y le groupoîde induit par R sur Y (cf. SQAD, V, 5). Si x

est un point de X , R ^ Spec © sera le groupoîde induit par R sur Spec 0
x ^f^ X,X

pour le monomorphisme canonique Spec 0 -> X .X,x

Dans cet appendice il est question d'étudier (suivant [19]) des conditions pour

que X/R (resp. X/R) soit un S-schéma. Le cas qui nous intéresse surtout est ce-

lui où le morphisme d : R——1 >^ > X x X est quasi-fini (e.g., R est une rela-

tion d'équivalence sur x). (Cette hypothèse restrictive ne sera toutefois faite

qu'à partir du corollaire 5).

A - Réduction au cas d'un groupoîde quasi-fini

Lemme 1 : Soient R 1 ^ X un groupoîde. Y*—> X un monomorphisme de schémas,
^

R- ^ Y le groupoîde induit par R sur Y . On suppose que la restriction de p à

P- (v) (considéré comme sous-objet de R) est un morphisme ouvert couvrant son

image pour la topologie fpqc. Alors le morphisme canonique Y/R^ —U X/R est une

immersion ouverte d'espaces annelés.

Preuve : Vu la définition du groupoîde induit, j est évidemment injectif.

L'hypothèse faite entraîne que le R-saturé d'un ouvert de Y est un ouvert de X

donc j est une immersion ouverte topologique. Il suffit donc de montrer que si

sat^(Y) = X , alors on a ker(r(x) ^ r(R)) = ker(r(v) ^ r(Ry)). Or, par hypothèse

le R-saturé de Y pour la topologie fpqc est X ; on en déduit que le faisceau

fpqc X quotient de X par R est égal au faisceau fpqc Y quotient de Y par



ô4 3* ANAUTHAIIÂHAN

R^ , II suffit alors de remarquer que

ker(r(x) ^ r(R)) = Hom(x,Spec z[T]) = Hom(î,Spec z[T]) = ker(r(Y) =: r(l^.)).

Proposition 2 : Reprenons les hypothèses et les notations du début. Soient s

un point quelconque de S et x un point fermé de X . Alors il existe un ouverts
V de X saturé sous R et contenant x , et un sous-schéma Z de V tel que

l'on ait :

(i) R-^ Z est plat et de présentation finie

(ii) le morphisme canonique Z/R -* V/R^ (resp. Z/R -» V/R^) est un

isomorphisme

(iii) Z 0 p p~ (x) (qui est non vide d'après (ii)) est un ensemble fini de

Ens(x).

Si de plus X est localement de présentation finie sur S , on peut supposer

Z de présentation finie sur S .

Démonstration : Utilisant le lemme 1, on peut supposer X affine (remplacer X

par un ouvert affine contenant x). Le lemme 7.2 de SGAD, V (où des hypothèses

"noethériennes" sur les fibres suffisent) montre qu*il existe un sous-schéma fermé

F de X , défini par un nombre fini d'équations (donc de présentation finie sur S,

si X l'est), tel que, si F = p~ (?) et si f , P désignent les restrictions

Ae P^ » P^ à F. > on ait :

1) P- P-> (x) es^ fi111 no'D• vide dans Ens(F)

2) p est plat aux points de p~ (x).

Explicitons alors le groupoîde R suivant SGAD, V, page 4. On a ainsi le diagramme

R'A>2l-x-i.
(») p' IP.••n P

R =^X
^

où R' = R x .R , la première suite est exacte et les deux carrés sont cartésiens.
(P,,P;,)
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Posons F = (p p* )~ (F) = (p p* )"" (?) î c'est un sous-schéma de R' ; notons

avec des lettres soulignées les restrictions aux F. des morphismes de (•)<•). On ob-

tient ainsi le diagramme

^l^i-^
(î) p,| 2 |p,

P<
R —1-» X

?2

où la première suite est exacte et les deux carrés sont cartésiens. Soit U le plus

grand ouvert de F au-dessus duquel p est plat ; on a donc U H P? (x) ^ ^ ,

D'autre part, comme p , p (donc aussi p' , ?') sont fppf , on a nécessairement

(p»)"1^ ) = (p1)^1^ ) =Yplus grand ouvert où p* est plat. Puisque la première

suite est exacte et que p est ouvert, on voit que U = CP, )~ (n) pour u11 ouvert

TJ de F ; on a évidemment U O p p" (x) ^ (jf . Or, l'ouvert U de F est la trace

sur F d'un ouvert W de X ; quitte à remplacer X par W , on peut donc sup-

poser que U = F , donc TJ = F , de sorte que p est plat.

Il est alors clair que dans ces conditions IL, ^ F est plat et de présentation

finie ; en effet, on a les carrés cartésiens suivants

R - i ^ X x X — — Î ^ X F — — x F x ^ C — — ^ X

T î î et î î î1 1 pr 1 1 1 pr 1
F ——» F x X ——2-^ F IL, ——» F x gF ———> F .

L'ensemble F H P P"" (x) est fini non vide. D'après le lemme T, le morphisme ca-

nonique F/R- -» X/R est une immersion ouverte. Pour établir la proposition 2 il suf-

fit alors de prendre pour V l'ouvert de X égal au R-saturé de F dans X .

La dernière assertion résulte de la démonstration. C.Q»F.D.

Corollaire 5 : Soient S un schéma quelconque, R , X des S-schémas locale-

dé type fini et R 1^ X un S-groupoîde plat et de présentation finie tel

le morphisme d : R ————1>p2—> X x X soit quasi-fini. Soient s un point

ment de type fini et R 1^ X un S-groupoîde plat et de présentation finie tel
P-

que
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de S et x un. point fermé de X • Alors il existe un ouvert V de X , saturé
s

sous R et contenant x , et un. sous-schéma Z de V tel que l*on ait :

i) R ^ Z est plat. quasi-fini et de présentation finie
rv/ r^

ii) le morphisme canonique Z/R -» V/R^ (resp. Z/R -» V/R^) est un j.so-

morphismea

En effet considérons un V et un Z donnés par la proposition 2. Si z est

un point de Z H p p~1(x) , alors l'hypothèse faite sur d et la définition du grou-

poîde induit entraînent que R ^ Z est quasi-fini en z . En utilisant le "Main

Theorem" et en se restreignant à un. ouvert convenable de Z on peut supposer que

R ^ Z est un groupoîde plat, quasi-fini et de présentation finie. Il suffit alors

de remplacer V par le R-saturé dans X de cet ouvert de Z •

Remarque 4 : Gardons les hypothèses du corollaire 5. Alors on voit que la ques-
^. p

tion de représentabilité de X/R ou de X/R se ramène au cas où R 1 ^ X est un.
p2

groupoîde quasi-fini, plat et de présentation finie. C*est à ce cas que nous allons

nous borner ci-dessous,

B - Un critère de passage au quotient

Théorème 5 : Soient S un schéma quelconque, R , X des schémas localement de

type fini, R -p1-̂  X un S-groupoîde plat, quasi-fini et de présentation finie, x
PS

un point de X , s son image dans S . Alors les conditions suivantes sont équi-

valentes :

1 ) II existe un ouvert R-saturé U de X contenant x tel que U/R^

soit un. schéma.

2) i) II existe un ouvert V de X contenant x tel que le graphe

I-, de îL, soit fermé.

ii) II existe un morphisme V -^7, dans (sch/s) compatible avec

R^ et tel que deg t r / /^k(x) = 0 .

21318) i) Le graphe F du groupoîde R ^ T = Spec 0 est fermé.
X X A,X

ii) II existe un morphisme T = Spec 0 —^ Z dans (Sch/s)
A,X
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compatible avec R et tel que deg tr / / \\k(x) = 0 •x k\yw;

Enfin, si X/R est un schéma, le morphisme canonique X -* X/R est universelle-

ment ouvert,

La démonstration que nous allons donner prouvera en même temps (vu le corollaire

5) le

Théorème 6 : Avec les hypothèses générales du corollaire 5, supposons de plus

que d : R ——'———> X X X est une immersion. Alors, si X/R est un schéma, le mor-
o

phisme canonique X/R -*• X/R est un isomorphisme ; en particulier, le morphisme cano-

nique X -> X/R est fppf.

Démonstration : II est évident que l) =====> 2) =====> 2 ). Nous allons montrer que

2 ) ====» 1 ) et en même temps démontrer la dernière assertion du théorème 5 et le

théorème 6. Commençons par faire quelques réductions.

a) Réduction au cas où X est affine et R est de gra-phe fermé.

Considérons T = Spee 0 comme limite projective filtrante des voisinagesX,x

ouverts affines X. de x dans X • Soient R. = 'R , d. : R. -*• X.x X. le mor-

phisme canonique et r. = d.(R.) = le graphe de d. , On a donc l'égalité

T x T = l±m X.x X. et les diagrammes cartésiens suivants :S "̂"—"' x o 3.

\ -^\
h [^

TXgT————^X^.

Puisque d. est de présentation finie, r. == im(d.) est une partie constructible

de X.x X. (EGA, TV). D'autre part, r = im(d ) est fermé par hypothèse dans
lui X X

T x T . Il résulte de EGA, IV. 8, que r. est fermé dans X.x X. pour i assez

grand.

b) Réduction au cas Z de présentation finie..

On peut supposer Z affine. Considérons Z comme limite projective filtrante

de S-schémas affines de présentation finie fz { et soit œ : T -*• Z -* Z le
a' ' a
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morphisme composé.
Puisque X est de type fini sur k(s) , y^' a la même fibre que y en x

pour a assez grand. Quitte à remplacer Z par Z et (p par 9 a pour a

assez grand on peut supposer Z de présentation finie sur S •

c) Réduction au cas ou y provient d'un morphisme de X dans Z •

Puisque Z est de présentation finie sur S , le morphisme y : T -» Z pro-

vient d*un morphisme y. : X. -»• Z pour i assez grand (notations de a ) ) . Puisque

R = lim ( R . = R ) et que y est compatible avec R , y. est compatible avec R.x —̂ i X^ x i
pour i assez grand. Il suffit alors de remplacer X par un. tel X. • Grâce au

"Main Theorem" on peut aussi supposer y quasi-fini.
Ceci étant, quitte à changer de notations, on peut prendre S=Z . On est ainsi

ramené à démontrer le
Théorème 7 : Soient S un schéma quelconque, X un S-schéma localement quasi-

fini sur S et R 1 • X un S-groupoîde quasi-fini plat et de présentation finie.
^Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1 ) X/R est un schéma.
2) Pour tout x C X , il existe un ouvert U de X contenant x tel

que le graphe de îL soit fermé. De plus, si X/R est un schéma, le morphisme cano-

nique X -» X/R est universellement ouvert ; enfin si X/R est un schéma et si
d ; R ——1 >P2 ^ xx X est une immersion alors le morphisme canonique X/R -*• X/R est

un isomorphisme.
Démonstration : II s*agit de prouver que 2) ===» 1 ) et établir les dernières as-

sertions. On peut donc supposer, comme plus haut, que X est affine, quasi-fini sur

S et que R est de graphe fermé.
Soit U le plus grand ouvert de S tel que, si V = l'image inverse de U

dans X , on ait :
i) V/R est un schéma quasi-affine sur U et le morphisme canonique

V -» V/R̂  est universellement ouvert.
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ii) si d est une immersion, alors le morphisme canonique V/R -» V/IL

est un isomorphisme.

On doit prouver que TT=S , sous l'hypothèse 2). Supposons donc que TJ^S et

soit s un point maximal de S-TT . Alors il existe un voisinage étale S' de s

sur S tel que l'on ait :

iii) il existe un point unique s* ç. S* au-dessus de s

iv) X* = X-, est somme disjointe X'iLX' de deux schémas
û 1 d.

v) X' ̂  X' -» S* est fini

vi) X^HX ' , = ^ (cf. EGA, IV 18.12) .
c. 8

L'image S" de S* dans S est un ouvert contenant s et il nous suffit de

montrer que U > S" ; on peut donc supposer que S* couvre S •
p* p

Notons R* 1 » X ' le S'-groupoîde déduit de R —L^ X par le changement de
P^> P^

base S' -*• S • Supposons démontré que X'/R' = Y' est un S'-schéma quasi-affine

vérifiant i) et ii) ci-dessus sur S * . Notons d'abord le lemme facile suivant

Lemme 8 : Soient X' -un schéma, R* If X' un groupoîde quasi-compact et quasi-

séparé tel que Y* = X'/R' soit un schéma et tel que le morphisme canonique

X* -*• X'/R* soit quasi-compact, quasi—séparé et universellement ouvert, et enfin soit

Y" -» Y* un morphisme plat dans (sch). Si R" ^ X" est le groupoîde déduit de

R* ^ X» par le changement de base Y" - Y', alors on a Y" ^ X"/R".

Il en résulte dans notre cas que Y* = X*/R' est muni d*une donnée de descente

canonique par rapport au morphisme étale S* -*• S . Puisque Y* est quasi-affine,

cette donnée est effective (SGA, 1 , VIIl) et si Y est le schéma quasi-affine sur S

ainsi obtenu, il est immédiat que Y est égal à X/R et possède les propriétés i),

ii) au-dessus de S •

On peut donc supposer que S* = S , et par suite supprimer les "primes" des

notations,

Considérons l* ouvert X de X et le groupoîde induit par R If X sur X ,

soit R ^ X . Comme R est de graphe fermé, il en est de même R . Dans le cas
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où R —> Xx X est une immersion, cela entraîne que R -2S2.S-+. x x X est une im-

mersion fermée, de sorte que R ^ X est une relation d'équivalence finie et plate

(car X -*• S est fini). Donc si X /R est un schéma, alors X /R ^ ̂/̂

(SGAD, V , 4 . 1 ) . Dans le cas général, l'image schématique de R dans X xX par

le morphisme canonique est un sous-schéma fermé r de X x X ; et les projections

canoniques r =? X définissent sur Ens(x ) la même relation d'équivalence que

R . On a alors le
Lemme 9 : Soient X,R deux S-schémas entiers et supposons que les fibres de

X/S ont un nombre fini de points. Alors pour toute S-double flèche R ̂  X qui

définit sur Ens(x) une relation d'équivalence, le conoyau dans la catégorie des

espaces annelés est un schéma Y , entier sur S . Et le morphisme canonique X-*Y

est entier.

Preuve : On peut supposer S donc R,X affines. Si Y = Spec (ker(r(x) ̂  r(R)))

il est évident que Y est entier sur S , et que le morphisme canonique X -» Y est

entier, dominant, donc surjectif. Il faut voir que Y a le bon espace sous-jacent,

Quitte à remplacer S par Y , on peut supposer que r(s) = ker(r(x) ̂  r ( R ) ) ,

hypothèse qui se conserve par extension plate. Soit s ç S et montrons que X est

une seule classe d'équivalence. Remplaçons S par le hensélisé de 0 î X est
————— b, S

alors somme d'un nombre fini de composantes locales. Si X contient plus d'une or-s
bite, la double flèche R ̂  X se décomposera en somme de deux double flèches

a, =; x,
-IL JL
^ s ̂  i

il existera donc dans r(s) = ker(r(x) Zf r ( R ) ) un idempotent non-trivial, ce qui

contredit la connexité de S , C . Q . F . D ,

II résulte de ce lemme que le conoyau de la double flèche r -? X est un sché-

ma Y . Dans le cas où d est une immersion, on a vu que c'est aussi le quotient

faisceautique X./r = X./% • Dans le cas général on a
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Lemme 10 : Le morphisme canonique X /R —!->• Y est un isomorphisme ; et le
morphisme canonique X -* Y est universellement ouvert.

Preuve : On a vu plus haut que r et R définissent la même relation d'é-

quivalence sur Ens(x ) ; donc i est un homéomorphisme topo logique. Pour voir que

i est un isomorphisme d'espaces annelés, il suffit de voir (quitte à remplacer X

par l* image inverse d'un ouvert affine quelconque de Y ) que ker(r(x ) ̂  r(R ) ) =
= ker(r(x ) ̂  r(r ) ) ; mais puisque r est l'image schématique de R , l'appli-
cation canonique r(r ) -> r(R ) est injective, d'où l'assertion.

Soit alors r : X -* Y le morphisme canonique ; d'après le lemme 9 , r est
entier, surjectif. Nous allons montrer que r est universellement ouvert. Soit donc

T € (Sch/s) et R ^ X —r-̂  Y le résultat du changement de base T -> S .
T T T

Puisque le morphisme canonique R -^ X >c. X est surjectif, il en est de même de

R^ -> X x_ X ; il s'ensuit que si M est un ouvert de X , N = (r )~1 (r ( M ) )
T T 1 T ^ T T

est aussi ouvert, puisque c'est le saturé de M sous R et que R ̂  X (étant
1T "fppfj est universellement ouvert. Mais alors r ( M ) = r (N) est ouvert dans Y

^puisque r est fermé surjectif„ C.Q.F.D

On est maintenant en mesure de prouver que Y = X/R est un schéma vérifiant

i ) , ii) plus haut. Soit W le schéma V/R̂  , quasi-affine sur U . Notons T"

(resp. w) l'image de X^ H V = ]Ç dans Y^ (resp. w ) . D'après le lemme 1 , T et
W sont des ouverts, s'identifiant canoniquement au quotient de T" par le grou-
poîde induit de R ; et dans le cas où d est une immersion, ce sera aussi le quo-

tient faisceautique. Par recollement on obtient donc un schéma Y qui est un quo-
tient X/R qui satisfait aux assertions du théorème 7. Reste à voir que Y est

quasi-affine ; comme W est quasi-affine sur U , donc séparé et que X (\ V = X""
est fini sur U , l'image W de î~ dans W est fermée et ouverte de sorte que

Y est somme disjointe de Y et un ouvert Y (le complémentaire de W dans w ) .

Puisque W est U-quasi-affine, Y est quasi-affine (sur s) ; enfin Y est en-
tier donc affine sur S (lemme 9 ) ; d'où le fait que Y est quasi-affine.

C.Q.F.D.
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Remaraiie 11 : Supposons que X/R est un schéma. Alors la même démonstration

prouve que le morphisme canonique X -*• X/R est de type fini et que si S est loca-

lement noethérien, alors X/R est aussi localement de type fini sur S .
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Appendice II
Normalisé d'un schéma sur un schéma de DedekLnd

•
On se propose dans cet appendice de démontrer le résultat suivant de Raynaud.
Théorème 1 : Soient S un schéma de Dêdekind (cf. 1 . 2 . 0 ) , K son corps des

fractions, K une clôture algébrique de K , et S le normalisé de S dans K •
Supposons que X est un S-schéma plat et localement de type fini tel que X soit
géométriquement normal. Alors le normalisé X« de X- est un schéma plat, sépa-
rable. localement de présentation finie sur S , et fini sur X« .

Avant de procéder à la démonstration, donnons quelques corollaires,
Corollaire 2 : Soient S , K , K , S , X comme ci-dessus et supposons de plus

que X est de type fini sur S , Alors il existe une extension finie K de K
telle que, si S est le normalisé de S dans K , alors le normalisé X de

' 1 ^
X soit plat, séparable, de type fini sur S et fini sur X •
s! 1 ^

En effet, puisque la propriété pour une fibre d*être séparable est construc-
tible, le corollaire résulte du théorème 1 par passage à la limite (EGA, IV, 8) et
le critère de normalité de Serre ( [ 1 8 ] , IV, 2 . 4 ) ,

Corollaire 5 : Avec les hypothèses du corollaire 2, supposons de plus que X
est un S-schéma en groupes. Si K , S sont comme dans le corollaire 2, alors le

M
normalisé X de X est un S -schéma en groupes lisse et la projection cano-

"1 "1 1

nique X -»• X- est un S —homomorphisme,
1 1 1

En effet, sous les hypothèses du corollaire 2, X x X est normal ( [ l 8 ] , IV,
"1 s! s!

2 , 4 ) » et le corollaire 5 résulte donc formellement du corollaire 2,
Démonstration du théorème 1 : Module passage à la limite, il est clair que le

théorème 1 résulte du théorème plus général suivant.
Théorème 1 ' ; Soient A un anneau de valuation de hauteur 1 , dont le corps des

fractions K est algébriquement clos, S = Spec A , t le point générique de S ,
s son point fermé, X un S-schéma plat, localement de type fini et à fibre géné-
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rique normale. Alors, le normalisé X de X est plat, séparable. localement de pré-

sentation finie sur S , et fini sur X .

Démonstration ; On peut supposer X affine intègre, d*anneau A . Si

dim X = n , alors X a toutes ses composantes irréductibles de dimension n ,

D'après le lemme de normalisation de Noether, il existe un S-morphisme

<p : X -* S[T , . . , , T ] tel que (p soit fini (et surjeetif si X ^ ̂ ). On en con-

clut qu'il existe un diagramme commutatif

X- J ^ s [ ^ , . . . , T ju! h
X*X Y

où u,v sont étales affines, y* est fini, u(x* ) => X et v : Y ̂  S[T , . . . , T ] ,s s s i n s
(cfe [ 2 2 ] , ch.XI, page 1 1 9 ) . Il suffit de prouver le théorème pour X ' . On suppose

donc que X est fini sur Y .

Soient A l'anneau de Y et B (resp. c) celui X (resp. du normalisé x ) .

Montrons d'abord que C est fini sur A . Soient A' le complété de A , et A ' ,
B* les complétés de A,B pour la topologie définie par élément X de A de va-

luation > 0 . Alors B* est fini sur A * . Soient -p un point maximal de Y ets
T)* le point correspondant de Spec A ' . Puisque A* est isomorphe à l* anneau de

séries formelles restreintes en les n-variables T , . . . , T sur A , il est clair

que A* est un anneau de valuation dominant l'anneau de valuation A (et A
T1 T] T}

est dense dans A * , ) »iT
Par ailleurs, comme X est normal et K algébriquement clos, si K* est 'le

corps des fractions de A ' , B , est normal ; par les propriétés d'excellence de la

géométrie rigide sur K* (cf. [u]-) on conclut que B ' . est normal. Enfin, soitK
D* la clôture intégrale de A* dans B1-, ; d*après Grauert-Remmer-t ( et. [ 9 ] ) , D'
est fini sur A * ,

Or, pour montrer que C est fini sur A , il suffit de montrer que le mor-

phisme canonique C ® . A ' -» D' est un isomorphisme : en effet, le problème se situe
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aux points de (spec A ) et il suffit alors de remarquer que Spec A* -* Spec A ests
plat et son image est l*ensemble des générisations des points de (spec A ) . Pars
ailleurs, si Z est la partie de Y complémentaire des points maximaux, il résultes
des propriétés de profondeur que C et D' sont Z-clos (cf. EGA, IV, 5 . 1 0 ) . Il

suffit donc de prouver que C® A* -*• D' est un isomorphisme après localisation en

chaque point maximal de A'/ÀA'. Ce dernier point est une conséquence du

Lemme 2' : Soient A un anneau de valuation, K son corps des fractions, L

une extension finie de K , A le normalisé de A dans L , A* un anneau de valu-

ation dominant A tel que A soit dense dans A ' , K' son corps des fractions,

L' = K'(SLL , et A* la clôture intégrale de A* dans L* , • Alors le morphisme

canonique A®.A* -» A* est surjectif et son noyau est le nil-radical de A ® . A ' •A A
Par conséquent, si L1 est réduit on a A® . A ' ̂  A* ; si de plus A* est fini surA
A ' , alors A est fini sur A •

Preuve : Notons que L' , est un produit fini de corps L" , extensions fi-

nies de K*. Par suite. A* est le produit des normalisés A* de A* dans L" •
On conclut donc (suivant Bourbaki [4]» ch,VI, §8, n°1 , et remarque au théorème 1 )

que A (resp. ÏT) est un anneau semi-local, dont les composants locaux sont des an-

neaux de valuation, de groupe de valuation contenant celui de A (resp. A * ) comme

un sous-groupe d*indice fini. Notons r le groupe associé à A ; puisque A est

dense dans A * , r est aussi le groupe associé à A*. Soient A. , i = 1 , 2 , . . . , s

les composants locaux de A et r. le groupe associé à A. , 1 ̂  i ̂  s .

Soit b' un élément de AÏ ; alors b* est l'image d'un ^' ç. L' de la
n

forme 5 * a' 0 Z , a' € K' , ^ € L . Puisque r est d'indice fini dans r. ,—— a a a a la=1
1 < i <: s , on peut trouver, pour chaque a = 1 , 2 , , . . , n , un r C r tel que

Cf.

r + v . ( ^ ) > o (où v. est la valuation correspondante à A . ) , pour 1 ̂  i ̂  s ,a i a i i
Mais A est dense dans A ' , donc K l'est dans K ' , et pour tout a , il existe

un a C K tel que, si a" = a' -a , alors v ( a " ) ^ r (où v est la valuationa a a a a a
correspondante à A ' ) . On a donc Z a' ® ̂  = Z a ® £ + Z a" ® ̂  • Soit b unex ce a ci a a ce
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élément de K ayant la même valuation que a" , 1 ^ a <: n . Alors b ® ^ = b .^
(X (X (X (X (X

a une valuation positive dans chacun, des r. , 1 < i ^ s , donc est dans A ; par

suite, a" ® £ = (a"/b )(b ® ^ ) est dans A ®.A*. On en déduit que l'image dansa a a a a a A

L' de Z a <8 ^ C L est dans P" , donc Z a 0 S, est un. élément de L* en-red a a a a

fier sur A*. Par descente plate, Z a ® £ 6 A ; d*où le fait que b' est dans
(X (X

l'image de A<8),A'. C.Q.F.D.A
L'assertion du théorème concernant la présentation finie résulte du

Lemme 5' : Soient S un schéma intègre, X un S-schéma de type fini et x

un point de X où X est plat sur S . Alors il existe un voisinage ouvert de x ,

plat et de présentation finie sur S •

Voir [n], coYoljctiYc (3.4.7J.
<W A»

Reste à prouver que X est séparable, i.e,, que X est réduit, puisques s

k(s) est algébriquement clos. Or, avec les notations introduites plus haut,
M ***
X = Spec C est Z-clos, et pour voir que X est réduit, il suffit donc de voirs

qu'il en est ainsi aux points maximaux,

Soit T) un point maximal de Y = (Spec A) ; alors A est un anneau de
S S T)

valuation ; et l'anneau semi-local C est le normalisé de A dans le corps des

fractions F(c) de C , extension finie du corps des fractions ?(A) de A • On

en conclut que les composants locaux C. , 1 ^ i ^ r , de C sont des anneaux de

valuation, dominant A et à groupes r. , 1 ^ i <: r , ayant F , celui de A ,
T) •L ')

comme sous-groupe d'indice fini. Mais K étant algébriquement clos, le groupe de

valuation r de A est divisible, donc r = F. , 1 < i < r . Remarquons par ail-

leurs que, par un choix convenable (et nouveau) de Y , on peut supposer aussi que

les extensions résiduelles de C sur A sont triviales. On a donc que A est
• H T ] TI

dense dans C. , pour tout i .

D'autre part, soient F(A) (resp. F(c) . ) le complété de F(A) (resp. F(c))

pour la valuation associé à A (resp. C. , 1 ^ i <: r). Puisque K est algébrique-
T) 1

ment clos, F(A) et F(c) sont des extensions séparables de K , et on a donc
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^ r ^
F(A>^,/^F(c) ^ n F(c)^ (Bourbaki, [4], ch.VI, §8, no2). Il est alors facile de

A 1==1 A

voir que, si A , C_ son-b les complétés des anneaux de valuation A , C. ,
A T A

1 ^ i ^ r , on a l'égalité C^ A ^ n C. (raisonnons, par exemple, comme dans
T) rl i==1 1

le lemme 2* } ,
A A

Puisque, sous les hypothèses faites, on a A ^ C. pour tout i cela en-
T] i

traîne que C est étale sur A aux points maximaux. On termine par remarquer que

Y^ est réduit. C.Q.F.D.

Remarque ; Soient S un semi-trait et X un schéma plat et localement de type
M

fini sur S et à fibre générique lisse. Si le normalisé X de X est lisse, alors
M

il est immédiat que X est la lissification (N) de X sur S (voir ch.Il).
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