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INTRODUCTION

Soient G un groupe de Lie réel simplement connexe, 01 son algèbre de
Lie, U l'algèbre enveloppante de (jf. , K le corps des fractions de U ,
U le centre de U , Z le centre de K , K le corps des fractions
de U . On a les inclusions ( R C U CK C Z • " , R désignant le corps
des réels.

Si Gr est niipotent, on sait l T j que K est une extension pure

de 1R , et que les représentations unitaires irréductibles de G se classi-

fient en général à l'aide de caractères de U .Si Gr est résoluble, on

a souvent U = 1R et Z est en .général plus grand que K : la question

se pose de savoir s*il est possible de classifier-les représentations irré-

ductibles de G par des caractères de Z .

L'exemple suivant dont l'idée revient à J. DIXMCER est significatif

à cet égard. Gardons les notations précédentes. Soit ûf. l'algèbre de Lie

de base (x, y, z) définie par les crochets non nuls [x, y] = p y ,

[x, z j = q z , p, q étant des entiers rationnels non nuls. Alors G est

un groupe exponentiel [3] et Z = H(y z -) : si p q > 0 , alors U == 1R •

Les représentations irréductibles U de G qui ne sont triviales sur

aucun des sous-groupes exp ÏR y , exp 1R z définissent des caractères non

nuls Xrr ^-e ^ aul ^-es déterminent à une équivalence près. Si U est

une représentation de cette sorte construite à partir d'une forme linéaire

f sur <y [33 , on a Xy (y01 z"^) = U _ = i fCy)01 fCz)"^ , .le géné-
y z""

râleur y z de Z sur 1R apparaît comme un élément classifiant au sens

de [7] .

Il semble donc que, dans le cas résoluble, Z puisse jouer le r6le

tenu dans le cas niipotent par U , D'où l'intérêt qu'il y aurait a connaitre

la structure de Z , Son étude fait l'objet du présent travail.



6 INTRODUCTION

Plus précisément, étant donné un corps commutatif quelconque L ,
soit (P-) l'assertion suivante : (P-) pour tout entier n > 0 , leJ-i u
centre du corps enveloppant d'une algèbre de Lie sur L» , résoluble et de
dimension n , est une extension pure de L , de degré ^ n •

Nous montrons ( P . ) dans un certain nombre de cas. Notre exposé s'or-L
donne comme suit. Au chapitre 1 , on établit, pour une classe de corps
gauches, des propriétés qui les apparentent aux corps de fractions ration-
nelles sur un corps commutatif. Le chapitre II établit (P, ) pour L
algébriquement clos de caractéristique 0 . Le chapitre III groupe quelques
lemmes techniques. La démonstration de (Pô) fait l'objet du chapitre IV.si
Quelques résultats subsidiaires sont groupés au chapitre V.

Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans C1Ï et
12]

Nous tenons à remercier Monsieur J. DIXMŒER qui a bien voulu s'imposer
la lecture de cette étude, et nous signaler un certain nombre d'imprécisions
ou d'inexactitudes •

Notations. Elles sont fixées au début de chaque chapitre. Un symbole tel
que (II 1-3) renvoie au § 1-3 du chapitre II. Les indications de chapitre,
toutefois, sont généralement omises à l'intérieur d'un même chapitre.

Par ailleurs, un index ( p . 173) donne les références des principaux
symboles et termes utilisés*

*
* *



CHAPITRE 1

Propriétéa du corps des (luotienta d^un anneau

1 • Notations et terminologie,

1-1 On note N l'ensemble des entiers naturels ; les lettres n, m,
éventuellement affectées d'indices, désigneront des entiers >s- 0 , fixés
dans le contexte, les lettres i , k des entiers variables.

1-2 Soient A un anneau, u, v ç A, B C A . On posera

[u, vj = uv - vu

On vérifie aussitût les égalités

( Cu, vj == - [v, u] , et, pour n > 1

[U, V11] = [U, V] V11"1 + V [ U , V11-1] . [u, V11-1] V 4- ̂  [u, V]

On notera [u, BJ l'ensemble des éléments [u, v] , pour v 6 B ,
et on dira que u est symétrique par rapport à B si [u , B] c B . Les
résultats du § 2 justifient cette terminologie.

1-"3 Soient A un anneau, B un sous-anneau de A • Pour tout x ç. A ,
nous noterons

- M(x) le monoïde multiplicatif engendré par x

- B< {x} (respo B {x^ ) le B - pseudo module a gauche (resp. à
droite) engendré par B U M(x)

- Pp(B, x) (resp. P (B, x ) ) l'ensemble des expressions formelles
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(2) (E) b x11 +...+ b b. ç Bn 0 1

(resp.

(3) (E) x11 b +...+ b b. C B )n 0 1

Les éléments de Pp (B, x) (resp. P (B, x) ) sont les polynômes
(en x) à gauche (resp. à droite) sur B . Pour tout P € P (B, x)

(resp. P (B, x)) , on définit de manière naturelle le degré deg (P) et

le coefficient dominant p(P) =s "le coefficient du terme de plus haut degré*
de P . (On posera deg (0) = 0)

L'ensemble P. (B, x) (resp. P (B, x)) s'identifie de manière natu-
r ftN)relie au B - module à gauche (resp. à droite) B- , et il existe une

surjection évidente îf^ (x) : P^ (B, x) —» B? { x } (resp. y (x) :
P^(B, x) —^B^ {x}) . Pour u é B^{x} (resp. u C B {x}) , on posera
K^(u) = (^(x)r1 ({u}) (resp.j^(u) = (^(x))-1 (fu}) ? les éléments
de Rp(u) (resp. ll^(u)) sont les représentants de u dans Pp (B, x)
(resp. P^(B, x)) .

Si y^ (x) (resp. y (x)) est une bijection, nous dirons que x

est transcendant à gauche (resp. à droite) par rapport à B . On peut alors
identifier B^{x} à P^ (B, x) (resp. B^ (x} à P^(B, x)) , et définir,
pour v eB^{x} (resp, u € B jx}) le degré de u , noté deg^(u) ,
(resp. deg^u)) , et le terme dominant de u , noté p^(u) (resp. p^u)) .

Nous dirons que x est transcendant par rapport à B , s'il est trans-
cendant à gauche et à droite par rapport à B . Plus généralement, nous

omettrons les indices î » r lorsque les objets "à gauche" et "à droite

correspondant sont identiques. On omettra de même l'indice B lorsque le
contexte ne prêtera pas à confusion. Ces principes sont valables pour tout
ce chapitre.
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2< Propriétés des éléments symétriques.

2-1 Lemme 1 Soient

- A un anneau
- B un sous-anneau de A
- x un élément de A symétrique par rapport à B

Alors

(i) Pour tout Pé P.(B, x) , il existe P» 6 P (B, x) tel que

y^(x)(P) = y^(x)(P») ^ deg (P) = deg (?') ^ p(P) s= p(P')

(ii) Pour tout P € P^(B, x), il existe P» ç P^ (B, x) tel que

y^.(x)(P) = l̂  (xXP*) ^ deg (P) = deg (P*) ^ p(P) = p(P»)

(iii) B^ { x} = B .̂ {x} = B {x} , et B { x{ est un anneau.

Démonstration. Soient n ê N , (i)^ l* assertion que pour P € P^ (B, x)

et deg (P) < -n , il existe P* 6 P (B, x) vérifiant (i) . Il est clair

que (i). est vraie. Supposons

n > 1 , (i)^ vérifiée , P é P. (B, x) et deg P = n

et posons

u = ^ (x) (P) , b = p(P) , b^ = f b , x]

Par hypothèse b ê B . Par ailleurs il existe P e Pp (B, x) tel

que
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u = b x11 + y^ (p^ ) et deg (P^ ) < n

Or (1-2 formules (1 ) ) :

b x11 = x11 b + [b, x11] = x11 b + b^ x11-1 + x fb, x11"1]

Appliquant d'abord (i) à l'élément b x11'" de Py (B, x) on en déduit
que

[b,x11'"1] =^(x)(P^), avec P^ é P^(B, x) et deg P^ < n-1

Appliquant ensuite (i) aux éléments b x11"" et P de Pn(B, x) ,
on en déduit l1 existence de P* 6 P (B, x) vérifiant les conditions de (i) .
Donc (i)^==»(i)^ ==»(i) .

L'assertion (ii) se démontre de manière analogue, en utilisant cette

fois le troisième membre de l'identité (1) de 1-2 .

Par ailleurs, l^a (x) et y (x) étant surjectifs, on a :

(i) ——>(B» [x} C B {x}) et (ii) ====» (B { x } c B. {x}) , ce qui établit

la première assertion de (iii)« Pour vérifier la seconde, on se ramène, par

linéarité et compte tenu de la première, à vérifier que tout élément de A

de la forme

b x c x , avec b, c € B , n, m > 0

appartient à B» {xl (par exemple). Mais cela résulte d'applications répé-

tées de (ii)«

2-2 Proposition 1 Soient

- A un anneau
- B un sous-anneau de A
- x un élément de A symétrique par rapport à B
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Dans ces conditions

(i ) si x est transcendant à droite ou à gauche par rapport à B ,
alors x est transcendant par rapport à B •

(ii) si x est transcendant par rapport à B , alors, pour tout
u £ B ^x^ , on a

degj(u) = deg^(u) = degg(u) et p^(u) = p^(u) = pg(u)

(iii) si x est transcendant par rapport à B , et si B est sans
diviseur de zéro, alors, pour tout couple (ù, v) d'éléments non nuls de
B { x \ , on a : -

degg(u v) = degg(u) + degg(v) et pg(u v) ==• po(u) Pg(v)

Démonstration. Compte tenu du leimne 1 , on a :
(x non transcendant à gauche par rapport à B) <?===>
(3 P) (P € P^(B, x) et p(P) ̂  0 et ŷ  ( x ) ( P ) = 0) te»
(3 P'XP'ê P^(B, x) et p(P 1) ^ 0 et t(^(x)(P 1) = 0) ^^>
(x non transcendant a droite par rapport à B) ce qui établit (i) •
L'assertion (ii) résulte aussitôt du lemme 1 ; compte tenu des hypothèses
et de ce qui précède, il suffit, pour montrer (iii) , de vérifier que
pour tout couple (b, c) d'éléments non nuls de B , on a, quels que soient
les entiers ^0 n, m :

, /, n m , û4"m\deg ( b x e x - b c x ) < n + m .

Mais cela résulte encore du lenme 1 .

3. Les anneaux réguliers*

3-1 Soit A un anneau sans diviseur de zéro. On dit que A admet
un corps des fractions à gauche s'il existe un corps K et un sous anneau
A' de K tels que A' soit isomorphe à A et que tout élément de K
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soit de la forme x ' " " y* .avec x' é A' , y' e A' . Pour qu'il en soit
ainsi, il faut et il suffit que, quels que soient x e A , y é A , y ^ O ,

roi
il existe u, v € A, u ̂  0 tels que u x = v y . L e corps K est
alors déterminé à un isomorphisme près. On écrira, par abus de langage,
K == IL (A) • On définit pareillement la nation de corps des fractions à
droite. Pour que A possède un corps des fractions à gauche Ki(A) et un
corps des fractions à droite K (A) , il faut et il suffit que

(P) quels que soient x e A , y ç A - { 0 } , i l existe u, u'
v, v* e A tels que

u u' 3̂  0 , et u x = v y et x u' = y v' .

S'il en est ainsi, nous dirons que A est un anneau régulier. Nous
dirons de même qu'une algèbre A. est régulière si l'anneau A. est régu-
lier. Si A est un anneau régulier, et si l'on identifie A à son image
dans Ky(A) et à son image dans K (A) , l'application identique de A se
prolonge d'une manière unique en un isomorphisme de Kp (A) sur K (A) C8J •
Nous identifierons Kt(A) à K (A) et noterons K(A) l'objet obtenu de la
sorte, que nous appelerons le oorps des fractions de A • L'anneau A
s'identifie alors à un sous-anneau de K(A) • Ces identifications sont
canoniques en ce sens qu'elles dépendent seulement du choix préalable des
isomorphismes A —^ K» (A) , A —^ K (A) .

Si A est un anneau régulier, pour toute famille finie oCi»***» ai
d'éléments de K(A) , il existe des éléments y . . , • • • , y , v . , . . . , v de A ,
et deux éléments non nuls x, u de A tels que o( . = x y. = v. u""^

roi 1 1 1

pour i = 1 , . . . , n .

3—2 Proposition 2 Soient

— A un anneau régulier de caractéristique ^ 2
— D une dérivation de A
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Alors

(i) D se prolonge d*une manière unique en une dérivation 5 de
K(A)

(ii) l* ensemble des éle'ments de K(A) annulés par B est un sous-
corps de K(A)

Démonstration.

1 . Posons A^ = A - {0} , E = A* X A . Soient (u, v), (x, y) € E,

o< € K(A) tels que <x = x""1 y = v u~1 . S* il existe une dérivation D pro-

longeant D , alors

0 = D 1 = 5(x x"1) = D x . x'"1 + x . B(x"1)

Donc D(x"1) = - x""1 . (D x) . x""1 , et de même B(u""1) = - u~1 (D u) u"1

et par suite

(1) 5(<x) = x~1 . D y + D(x-1) . y = x-1 . D y - x'1 . D x . x~1 y

(2) D(<x) = D v . u~1 + v . D(u-1) = D v . iT1 - v u"1 . D u . u"1

2. Pour que les égalités (1) , (2) définissent une même application

D de K(A) dans K(A) , il suffit évidemment que l'égalité oc = x'^y = v u"1

soit

(3) y v = x v

implique

(4) x~ . D y - x"1 . D x . x"1 y = D v . u""1 -vu"1 . D u . u""1

ce qui est le cas : en effet (3) entraîne que
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(5) y . D U + D y . u = X • D v + D N . V

et Von en déduit (4) par multiplication des deux membres de (5) , à

gauche par x"" , à droite par u"~ .

3. Pour établir (i) il reste donc à vérifier que l'application 5

définie par les formules (1) ou (2) est une dérivation, l'unicité résultant

évidemment de ces mêmes formules. Soient 6, 3" € K(A) . Il s'agit de

vérifier les égalités

(6) S(p+Ï)=:B(/â) + 5 ( y )

et

(7) 5(pï) =5(p) . î + ^ . 5(Ï)

Or il existe v, z € A* et b, c , t ç A tels que

(8) fi s v""1 b et Ï = v"1 c = t z~1

II est clair que (1) et (8) impliquent (6) . Montrons (7) . Il

existe, d'après (?) , (d, e) e ïî tel que

(9) d~1 e == b t z~1

et par suite

d^.De - d^.Dd.d"'1 e = S(à^e) = B(b t z"1) = D(b tï.z^-bt z"\Dz.z~1

soit

(10) d^.De - d^.Dd.d^e = Db.tz""1 + b.Dt.z""1 - bt z^.Dz.z""1

Compte tenu de (1), (8), (9) et (10) on obtient alors
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D ( 3 Ï ) = DOr1 b t z-1) = D((dw)"1 e) = (dw)-1 De - (dw)-1 D(dv).(dw)"1.e

= v""1 -d"1 .De - v~1 .d"1. [ Dd.v + d.Dw] v~1 .d"1.e

= v'̂ d"1 .De - d""1 .Dd.d""1 .ej - v"1 .Dw.v"1 .d"1 .e

= v~ [Db.tz""1 4- b.Dt.z""1 - bt z^.Dz.z"1] - v"1 .Dw.v"1 .bt z""1

== ly^.Db - v^.Dw.v"1 b] t z~1 4- v"'1 b [Dt.z~1 - t z""1 .Dz.z~1]

=5((3) . y + jâ . D(îr) .

4. L'assertion (ii) résulte de ;e que B est une dérivation d'un
corps, (cf. par exemple [5])

Corollaire 1. Notations et hypothèses de la proposition. Si D est

la dérivation intérieure de A définie par un élément de A , alors D est

la dérivation intérieure de K(A) définie par ce même élément.

Corollaire 2. Soient K un corps ;ommutatif, A une algèbre sur K ,
régulière. Alors toute K - dérivation de A se prolonge d'une manière
unique en une K - dérivation de K(A) .

Démonstration. Les objets D "et D étant définis comme dans la

proposition, on a D(K) = D(K) = {0} , donc D est K - linéaire.

3-3 Extension du corpus des scalaires.

Proposition 3. Soient

- ^2 un corps commutatif

- E un sous-corps de A

- U une algèbre sur E , régulière

- K le corps des fractions de U

Dans ces conditions
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(i) Si l'algèbre U fî  H. est régulière, alors K et H sont

linéairement disjoints sur E dans le corps des fractions àe U ES- A

(ii) Si en outre H est une extension quadratique de .0. , alors

K (SL il est un corps canoniquement isomorphe au corps des fractions de

ua- n .
El

Démonstration. Posons U^ = U fc û , K^=K8-^ l et, supposant

U^ régulière, notons K(U^ ) le corps des fractions de Uĵ  . Par défi-

nition du produit tensoriel, U et H sont des sous-algèbres commutantes

de U^ , et par suite K et Cl sont des sous-algèbres commutantes de

K(Un ) ; on peut donc définir une application canonique tf de KQ dans

K(UQ ) : si o<^ € K , (̂  6 H , Cf / C °<i ̂  °°i ) = C ̂ i ̂ i -
\ i / i

Montrer (i) revient à montrer que t^ est injectif, i.e. que si, pour

i = 1 , . •., n et co ̂  • • • 9 (o linéairement indépendants sur E , on a

E o<, (JD, = 0 , alors c < = o < ^ = . « . = c ? < = O . E n effet, il existe^ JL i i c, n

toujours des éléments a, a. ç. U tels que o<. = a~ a. , pour i == 1,..., n ;

donc C oc, ^, = ° équivaut à 0 = a""1 ^ a. (A). = ]̂  a. oî. = ̂  a- ® ^-
i ^ i i ^ i i ^ i i

et par conséquent a . = . . . = a = o C . = . . . = = < x = = 0 .i n i n

Cela étant, supposons qu*il existe x ^ CL , o<, 6 € E tels que

(1) Q = E fx] = E(x) , x2 = <x x + ? , (S i 0 et x ^ E

Nous allons montrer que dans ces conditions tout élément non nul de UQ

est inversibles dans Kp • Tout élément non nul de K/) étant le produit

d*un élément non nul de K et d'un élément non nul de U/y , sera par suite

inversible dans Kç\ et KQ sera un corps. Comme (f est injectif comme

on vient de le voir, et que par ailleurs K A contient U/) qui engendre

K(U^ ) , il s'ensuivra que ff est bijectif : ce sera l'isomorphisme cano-

nique cherché de K^ sur K(Ufl ) .
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Soient donc a, b € U , non tous deux nuls. Montrons que a x + b est
inversible à droite dans KQ . Il suffit pour cela de trouver c, d € U ,
non tous deux nuls tels que (a x + b) (c x + d) € U : en effet , comme U^
n'a pas de diviseur de zéro et que a x + b ^ O et c x + d ̂  0 , il
s'ensuivra que (a x + b) . (c x + d) = e e U - { 0 } , donc
(c x + d) e = (c e ) x + (d e"" ) ç K^ sera un inverse à droite
de a x + b .

Pour tout couple ( c , d) d* éléments de U , on a, compte tenu de ( 1 )

(ax + b)(cx 4- d) = ac («x + (3) + (bc + ad) x + bd
== [(a<x+ b) c + a d j x + [ a ( à c + b d j

II suffit donc de trouver, pour a, b 6 U non tous deux nuls, des
éléments c, d 6 U tels que

( c , d) 4- (0, 0) et (a<x + b) c + ad = 0 ,

ce. qui est toujours possible puisque U est régulière.

Inversant les rôles des couples (a, b ) , ( c , d) , on voit de même que
l'existence d'un inverse à gauche de ax + b équivaut à celle d'un couple
( c ' , d ' ) e U XU tel que

( c ' , d ' ) ̂  (0, 0) et c ' ( < x a + b) + d ' a = 0

ce qui est encore assuré, pour la même raison.

4. L'algorithme de divisibilité et quelques conséquences.

4-1 Proposition 4. Soient

- A un anneau régulier
- B un sous-anneau régulier de A
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- K (resp. L) le corps des fractions de A (resp. B)
— x un élément de A transcendant et symétrique par rapport à B ,

engendrant A sur B •

Dans ces conditions

(i) L est le sous-corps de K engendré par B 5 l'élément x est
transcendant et symétrique par rapport à L 5 l'anneau L {x ] est régulier
et K est son corps des fractions. En outre, pour tout T é B [x\ , on a ;
<iegg(T) = deg^(T) .

(ii) pour tout o< é K , il existe des éléments a, b, c, d de L [xV
tels que « ss a" b == dc~ . On a alors

^deg- b - deg a == deg- d - deg- c
( 1 ) Jet

(p^ a)-1 . (p^ b) = (p^ d) . (p^ c)-1

En outre <x a un degré par rapport à L bien déterminé, noté
deg- <x : c'est l'entier deg- b — deg- a 9 et un coefficient domi-
nant bien déterminé, noté p, <x : c'est l'élément (p a)~ . (p- -b) de L

(iii) pour tout couple (P, Q) d'éléments ^ 0 de L ̂ xl , il existe
deux couples (R, S ) , ( R ' , S ' ) d'éléments de L Jxl déterminés de manière
unique par les conditions

(2) P = RQ + S et (deg S < deg^ Q ou S == 0)

( 3 ) P = QR' + S' et (deg^ S' < deg^ Q ou S' == 0)

Démonstration^ Montrons ( i ) . Comme B est régulier, tout élément du
sous-corps L' de K engendré par B est le quotient de deux éléments
de B , et par suite L' s'identifie à L • Soient <^ € L et a, b é B
tels que <x. = b a • Alors
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[x, <x] = [x, b ] a""1 + b a"1 [x a] a"1 ê L

donc x est symétrique par rapport à L . Si U € L { x } , il existe
n .

o<o» o(^--» o<^€ L et a ^ , . . . , a ^ , b 6 B tels que U = ̂  ex. x1

et o^ = b" a^ , donc U = b"1 Ç a^ x1 , et par suite (prop. 1)

x est transcendant par rapport à L . Cela montre également la dernière

assertion de (i) . Par hypothèse, A = B {x} C L {x} et tout élément de

K peut s'écrire sous la forme U V""1 et sous la forme (V )"1 U'

avec U, V, V , V é A . En particulier, si X ç L {x ( - (0; et Y € L [ x } ,

il existe U, U' 6 L (x} - {0} et V, V» ç L |x} tels que V Y = U X et

Y V == X U» , donc L {x} est régulier.

Montrons (ii). La première assertion résulte de ce qu'on vient de dire ;

la seconde de l'égalité b c = a d et de la prop. 1 $ les autres assertions

sont des conséquences triviales de (1 ) .

Montrons (iii). (iii) est trivial si Q ç L ou que deg- Q > deg P .
Supposons donc deg^ P > deg^ Q > 0 et Cherchons R, S vérifiant (2) .

Procédons par récurrence sur deg- P . Soient n = deg P , m = deg Q ,

o< = (PL p) (PL Q)""1 • Alors (P^P- 1 ) » deg^ (P - ^x11-"1 Q) < n . Si

deg^ Q > deg^ (P - <x x11'""1 Q) , on prend R == <x x11""1 , S = P - RQ .

Sinon, il existe, par l'hypothèse de récurrence R , S € L [x\ tels que

P - « x11""1 Q = R^ Q 4- S^ , et deg^ S < deg Q , et il suffit alors de

prendre R = o< x11"'"1 + R^ , S = S . Si un autre couple (R^, S*) d'élé-

ments de L \x\ vérifie (2) , alors (R* - R) Q = S* - S , donc (prop. 1 )

deg^ Q ^ deg^ (R* - R) + deg^ Q = deg (S* - S)

ce qui est absurde.

On montre pareillement l'existence et l'unicité d'un couple (R', S' )

vérifiant (3) .
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Corollaire 1. Les notations et les hypothèses étant celles de la propo-

sition, pour tout couple (P, Q) d'éléments ^ 0 de L { x } , il existe

des éléments U, U' , V, V de B { x ^ tels que PQ~1 = VU"1 = (U')~1 V

Corollaire 2. Les notations et les hypothèses étant celles de la propo-
sition, pour tout élément <x ^ 0 de K , on a :

ou bien deg^ .(<x - p^(a ) . x^L"- ) < deg <x

ou bien o< = p, o( . x ^L <^L

Démonstration. Posons n = deg- <\ , u = p- <K . Il résulte des formulesij J-i
(l) de l'énoncé de la proposition que

(1 ) deg^ (oc "1) = - n et p^(«'"1) = u~1

Par ailleurs

n , -1 -1 -ux nx u ( < x - u x ) o c = x u - o c(2)

et (prop• 1)

(3) si n > 0 , deg (x11 u - u x11) < n .

Cela étant, supposons d'abord le résultat établi pour les éléments de K
de degré ^ 0 . Si n est < 0 , il résulte alors de (1 ) , (2) et (3)
que, si <x ^ 0 ,

deg^(o<- ux11) = 2n + deg(o(""1 - u~1 x~11) < 2n + (-n) = n .

On peut donc se limiter au cas où n est > 0 . Il existe alors des élé-

ments P, Q de L [x\ tels que ^< = PQ""1 et de& (P) > deg (Q) , et

par conséquent (prop. 6 (iii)) , il existe des éléments R, S de L {x \ tels

que P == RQ + S et (deg-(S) < deg (g) ou S = 0) . Il s'ensuit que
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ex = R + SQ et R ^ O . Par ailleurs, il résulte de la démonstration de
la prop. 4 que

u = p^(P).(p^(Q))~1 = p^(R) et n = deg^(R)

Le résultat du corollaire est alors trivial si S = 0 , et dans le Cas Con-
traire, on a deg (SQ~ ) < 0 et par conséquent

deg^( o< - u x11) = deg (R - u x11) < n .

4-2 Proposition 5 Soient

- A un anneau régulier
- B un sous-anneau régulier de A •
- K (resp. L) le corps des fractions de A (resp. B)
- x un élément de A , symétrique et transcendant par rapport à B

et engendrant A sur B
- ï un ensemble de dérivations de A laissant stable B
- $ l'ensemble des dérivations de K prolongeant les dérivations

de S (cf. prop. 2)
- N le sous-corps de K formé des éléments de K annulés par tous

les éléments de §
— M = N 0 L { x }
- N* == N n L
- G l'ensemble des éléments a de N , transcendants sur N* et

tels que N = N» { a l

Dans ces conditions, notant deg le degré par rapport à B et le degi
par rapport à L

(i) L et L jx^ sont stables par î

(ii) si, pour tout (u, D) é' A X ̂  , on a deg Du <deg u , alors
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(I) Si a, b, c, d sont des éléments de L { x ( - { 0 } tels que

(a = cb + d ou a = bc + d) et deg d < deg b et a é M et b ^ M ,
alors û ç M et d C M

(II) N est le corps engendré par M dans K

(III) si N ^ L , alors M ^ L , G ^ fi , et G 0 M est l»ensemble

des éléments de M-N' de degré minimum ; si d est ce degré minimum,

les degrés de tous les éléments de M sont des multiples entiers de d

Démonstration. Soient D € ^ et B € ç le prolongement de D a K ,

Par hypothèse D(B est une dérivation de B , donc se prolonge en une déri-

vation de L , laquelle coïncide avec 5|L , en vertu de l* unicité de 5

(prop. 2) . Donc L est stable par D et par suite yar ^ . Si

Ç ̂  x1 6 L {x} , o<^ 6 L , alors D^ ̂  X1) = ^ (Do^) x1 4- ^^ DÎx1)

appartient à L {x ; puisque D o<. 6 L et D(x1) ê A = B {x} , ce qui montre
(i) .

Montrons (ii). Soient a, b, c, d des éléments ^ 0 de L [xV tels
que

(1 ) a = Cb + d et deg d < deg b e t a é M e t b e M

alors ab~ = c + db"" e N et donc De + B (db~1 ) = De + Dd . b""1 = 0

Si D(db~ ) ^ 0 , alors deg De = deg(B(db~ )) < 0 , ce qui est absurde. Par

conséquent De == Dd = 0 . Raisonnement analogue si a = bc + d . Comme D

est un élément quelconque de S ? l*assertion (l) en résulte.

Pozir vérifier (il) , pour tout T ê N , notons S( <r ) l'ensemble
^ 1

des couples (a, b) € L { x } tels que ^ = ab , et posons

d ( î r ) == inf (sup. (deg a, deg b)) .
(a^éS^îT)
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II est clair que, si A ^t l'application canonique (u, y) » (y, u)
^

de L î x ^ sur lui-même, l'on a, pour ^r ^ 0 :

S(îr^1) = A o S ( f f ) et d(w) s= d(ir~1) .

Il s'agit de vérifier que ( ff 6 N - {Oj ) ===>S(<?r) n M2 ^ ^ . On peut

sans diminuer la généralité se limiter aux ff" ç N de degré ^ 0 . Or il

existe dans ces conditions un élément (a, b) de S(ir) tel que

deg b s= d( <ÎT ) ^ deg a •

Si d(W ) s= 0 , alors ^^M • Sinon il existe (prop. 4)

un élément <s e L {x] est un élément <|T e K tels que

^r = c + ^ , deg <r^ o et d ( < r r ^ ) < d( ^r) .

Un raisonnement déjà fait montre alors que c ê M et ^ . ^ N } l'as-

sertion (II) en résulte aussitùt par récurrence sur d(^r) •

La première assertion de (III) résulte aussitôt de (II) • Posons
A A

N s= M - L n M : l'ensemble N n'est pas vide. Soit d == inf̂  deg a , et
^ a € N

soit G' l'ensemble des éléments de N de degré d . Comme d est > 0 ,

que x est transcendant sur B , donc sur L (prop. 6) , et à fortiori

sur N' , les éléments de G' sont transcendants sur N' . Il suffit donc

de vérifier que si a e G' , alors M = N^ (al = N^ {o.} . Mais cela s'établit

aussitôt -oar rec-nrrencft sur le dea-ré des éléraents de H . en utilisant II)
et l'algorithme de divisibilité dans L {x} (prop. 4 (iii)).

Corollaire. Les notations et les hypothèses étant celles de la'prop. 5,

supposons en outre que A soit de caractéristique 0 et que, pour tout

(u, D ) ç A X & , D u > 0 implique deg Du < deg u , et que N (f. L • Alors

les éléments de G 0 M sont de la forme ax + b , avec a € N' , a 3^ 0 ,

b €. L , et il existe parmi eux des éléments de la forme x 4- c , avec

c e L .

Démonstrati on. Soient D un élément de ^ , 5 son prolongement à K ,

p un entier > 0 . Alors Dx e B , et Dtx^1) = D^ . x^ Dx^ + x.Dtx^ .
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On en déduit aussi-têt, par récurrence sur p , en utilisant la prop. 1 (iii)
que l'on a , pour tout entier k >0

S^) = k Dx . x11"1 + o<.
K.

avec <x^ e A , deg (o<^) < k-2 . Si donc ex = a^ x11 +...+ a e G n M ,

avec a^,..., a^e L , et a^ ^ 0 , alors

0 = D(oc) = D a^ . x11 + (a^ n Dx + D(a^)) x11"1 + ?

avec ? € L {x( , deg p ^ n-2 . Donc, x étant transcendant sur L ,
D % = V • n Dx + D ^n-l) = 0 » et par suite D(n a x + a ) = 0 .
Donc n = 1 , o< = a^ x + a^ et a^ç N' , et par conséquent

a ~ < x = x + a ~ a e G U M .

«
« *

CHAPITRE II

Le centre du corps enveloppant
d'une algèbre> de Lie çomplètemeat .résoluble

1 • Soient Ot une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps com—
mutatif XI , U l'algèbre enveloppante de w. . On sait [ 9 ] que U
est régulière. Nous appellerons corps enveloppant de Ci. le corps des frac-
tions de U . Soient en outre ôt* un idéal de codimension 1 de ÛL , U1
son algèbre enveloppante, K (resp. K*) le corps enveloppant de m. (resp.
te.*) . Si x est un élément ûe M - a' , x est symétrique et transcendant
par rapport à U' (cf. chap. I) , comme il résulte du théorème de Birkoff-
wifct. On a U = U' \ x ̂  et K est le corps des fractions de U* Jxl et
de K* { x^ ; tout élément de U a un degré par rapport à U* bien déterminé
(I 2-3) et il en est de même pour tout élément de K' ! x ï ou de K (I 4-1 )
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Ce àegré est d'ailleurs indépendant du choix de x dans m - qf/ , comme on

le voit en considérant d'abord les éléments de U y et en remarquant que

tout élément de ql - QL* est de la forme ODX 4- y , avec a; 6 II - - 1 0 }

et y 6 M* •

2. Le résultat suivant joue un r6le essentiel dans tout ce qui suit.

Lemme L. Soient

- QL une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif Ci

- ÔC un idéal de m,

- P un idéal de (H. de codimension 1 dans <X

- K(<X) (resp. K(&) le corps enveloppant de OC (resp. &)•

- a un élément de ^ -.?

- Z(o0 le centre du corps enveloppant de ^

- G l'ensemble des éléments g de K(^) { a j tels que

Zfert) H K(0t) = (Z(^) n K(fâ) (g)

Si Z(ôl) H K(<%) est distinct de Z(m) H K(&) , alors

(i) Z(a) 0 (K(J^) {a} - K(&)) ^ ^ et Z((^) H K((X) est une extension

pure de degré 1 de Z(w) n K(&).

(ii) G n'est pas vide : c'est l'ensemble des éléments de

Z(ol) ^ (K(&) la^ - K(&)) de degré minimum par rapport à K(^) . Si d est ce

degré minimum, les degrés des éléments de Z((jp (K(&) [a}) sont des multi-

ples entiers de d •

(iii) Si en outre fqt, Cf] c ^ et si 0. est de caractéristique 0

les éléments de G sont de la forme ba + b' , avec b ê (Z(ç) H K(&) ) - [0 \

et b' 6 K(è) , et il existe des éléments de G de la forme g = a + u ,

avec u é- K(B) ,
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Démons trati on. Compte tenu des remarques du § 1 , le lemme résulte aussi-

têt de la prop. 5 de 1 4-2 et de son corollaire, si l'on prend A (resp. B)

égal à l'algèbre enveloppante de X (resp. ^) , K = K(^,) , L == K(^) ,

x = a , et si l'on définit S comme l'ensemble des dérivations de l'algèbre

enveloppante de OC prolongeant les dérivations de OC induites par les

dérivations intérieures de Qf .

3. Notant m. une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commu-

tatif, nous dirons que m. est complètement résoluble si QÏ- possède, pour

sa structure de QL"- module une suite de composition à quotients de dimension

1 •• Cela étant, on a le théorème suivant :

Théorème 1 . Le centre du corps enveloppant d'une algèbre de Lie complè-

tement résoluble de dimension finie n sur un corps commutatif il est une

extension pure de degré d ^ n de -Q, • En outre^ lorsque ^l est de carac-

téristique 0 , d == n si et seulement w est une algèbre de Lie commutative.

4. Cela résulte aussitôt du théorème plus précis Suivant

Théorème 2. Soient

- ri un corps commutatif

- Qr une algèbre de Lie sur û complètement résoluble et de dimension n

- U l'algèbre enveloppante de ûf
a

- K le corps enveloppant de Qf.

- 21 le centre de K

~ ^ = % 3 92 3 • • - J %i 3 %^1 = ioi une suite <itidëaux de ^
tels que dim ((tt-/Q(-.i) == 1 pour i = 1, . .« , n

- U. (resp. K.) l'algèbre enveloppante (resp. le corps enveloppant
de ^ (Li = v^- n )

- (x ,..., x ) une base de m- telle que x. ç qL "~ ^4.1 ^our 1 = l » - - - » 1 !

- Z. = Z 0 K. (i = 1,..., n-H)

- 0. l'ensemble des éléments a. de K. $x.l tels que Z. == Z. ,(a.)

pour i = 1,..., n
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- P == ji , i ^ , • • . , i l , i < i < , . , < i , l* ensemble des indices
i pour lesquels Z. ̂  Z. . •

Dans ces conditions

(i) si i € P , alors

1) Z. 0 (K. . 5xJ - K - , - . ) ^ ^ 9 ®"fc Z. est une extension pure
de degré 1 de Z

2) G. ^ f et 0. est la partie de Z n (K. [x.^ - K. )
formée des éléments de degré minimum (en x. ) par rapport à K. ,

3) si en outre [Qf, CK.] C M. - » et si jQ est de caractéristique

0 , alors les éléments de G. sont de degré 1 par rapport à K. . , et

il existe parmi eux des éléments de la forme x. + o< . , avec o< . é K. ,

(ii) Z est une extension pure de degré m de J l̂ $ pour tout élément
m

(a ,..., a ) de T l G, , on a Z = ̂  (a ,..., a^) et (a^,. •., a^)
1&=1 K.

est une famille algébriquement libre sur jQ.

(iii) si H est de caractéristique 0 , alors n == m si et seulement

si QL est une algèbre de Lie commutative»
o

Démonstration. L*assertion (i) résulte aussitôt du Lemme (L), et il

est clair que (i) ====> (ii) . Montrons (iii) . Il suffit évidemment de vérifier

que, si n = m , alors qL est commutative. C^est clair si n = 1 .

Supposons le résultat établi pour les algèbres de Lie complètement résolubles

de dimension <n , n étant > 1 , et supposons que P = = ^ 1 , . « ^ n l . 1 1 résulte

alors de (i) que Z^ = Z n K^ est une extension pure de degré n-1 de Q •

Or Qi^ est une algèbre de Lie complètement résoluble de dimension n-1 ,

et le centre de son corps enveloppant K contient Z^ : par ^hypothèse

de récurrence, il s ensuit que M- est commutative et K^ est donc un corps
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commatatif. Comme par ailleurs ̂  ĵ <. ̂  , il s'ensuit, d'après (i )
3) qu'il existe un élément ^ de ̂  de la forme a^ = x^+ ̂  , avec
o< ̂  ̂  . On a alors, pour tout y e ̂  : [y, a^J = [y, x^ -l-o^j = fy, xi = 0.
Donc x^ commute à ̂  , et par suite à g , ^ est commutative:.

5. Théorème 3,

(i) Le centre du corps enveloppant d'une algèbre de Lie résoluble M
de dimension finie sur un corps ^1 algébriquement clos et de caractéris-
tique 0 est une extension pure de û ; son degré de transcendance est
strictement inférieur à la dimension de ̂  si ̂  n'est pas commutative.

(ii) Le centre du corps enveloppant d'une algèbre de Lie m niipotente
de dimension finie sur un corps commatatif H est une extension pure de ^ <
son degré de transcendance est strictement inférieur à la dimension de (v
si (^ n'est pas commatative ; il est en outre engendré par le cente de
l'algèbre enveloppante de QI .

0

Démonstration. Les assertions de (i) (resp. les deux premières asser-
tions de (i i ) ) résultent du Théorème de Lie (resp. du Théorème d'Engels)
et du théorème 1 . Supposons (g. niipotente et définissons n, U, K, (K. , U . ,
\f \» Z, Ẑ  comme dans le théorème 2. Tout élément a de U a une expres-
sion unique de la forme

a- C ̂ w x̂  aa- ̂  x^ . . . x̂  B^)

avec (i) = ( i ( l ) , . . . , i ( n ) ) é IN31 , les a,^ étant des éléments de 0
nuls sauf un nombre fini d'entre eux. Munissons iN11 de l'ordre lexicogra-
phique : ( p ^ , . . . , p^) < ( q ^ , . . . , q^) s'il existe un indice j tel que
Pj < ĵ et PI = ̂  P0111" i < J 5 et définissons le multidegré de a ,
noté deg a , comme le plus grand des (i) ç |N11 tels que a , . . ^ 0 . Soit
deg a= ( p ^ , . . . , p^) . Posons
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f n + 1 si a € Q
h'(a)= J

( le plus petit entier j tel que p. > 0 sinon
j

h(a) = n + 1 - h* (a) .

Par récurrence sur h(a) , on vérifie alors sans peine, utilisant la

prop.-fdu chap. 1 et le fait que fw, w^] C OL^ pour i = 1,..., n , que

- si a, b 6 U , alors deg ab = deg a + deg b (on pose deg 0 = 0 )

- si D est une dérivation de U prolongeant une dérivation intérieure

de Qt , et si Da ^ 0 , alors deg Da < deg a
Q

Soit alors z = ab 6 Z - [0} , a, b étant des éléments de U choisis

de sorte que deg a soit mininnam. Si D est une dérivation de U prolon-

geant ad , x e w , et si D est son prolongement à K , alors
— ^ 1 1 1 1

0 = Dz = Da . b - ab" . Db . b , d'où , si Db est ^ 0 : Da = ab" Db ,
Da • (Db)" = ab = z , et donc Da est ^ 0 . Par suite deg Da < deg a ,

ce qui contredit la minimalité de a . Donc Da = Db == 0 et, comme x ç. M

est arbitraire, a et b appartiennent au centre de U . (-X-)

En particulier, si pour un indice i e [ 1 , n j , o n a z ê- Z. , alors

a et b € U. • On en déduit aussitôt le corollaire suivant :

Corollaire 1 . Notations et hypothèses du Théorème 2. Pour i =s 1,».., n+1.

soit U? l'intersection de U. avec le centre de U . Si m est niipotente,

alors, pour i 6 [1, îij

Z. i Z.,, ===> U° i U°i • i+1 i i4-1

Corollaire 2, Soient

- m une algèbre de Lie niipotente de dimension finie sur un corps

commutatif,

(x) Je dois à J. DIXMIER l'idée de cette démonstration.
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- Oi un idéal de QL

- 1^ un idéal de (H de codimension 1 dans OC

- U (resp. U(OC), UftO) l'algèbre enveloppante de (H. (resp. Of, ^)

- K (resp. K(ôQ, K(fc)) le corps enveloppant le ÛL (resp. Ot , h)

- Z (resp. U ) le centre de K (resp. U)

- a un élément de OC — &

Dans ces conditions, si Z H K(0t) ^ Z C\ K(B) » il existe un élément

u ^ 0 de U° 0 U(^) et un élément v de U(ft) tels que

Z 0 K(0f.) = (Z UK(ft))(ua + v)

Démonstrati on. Il existe une suite de Jordan—Holder de QL — module (Y

dont OC et fc sont deux termes consécutifs. Le cor. 1 montre alors que

U°0 U(ût) est distinct de U° H U(&) . Par suite (lemme 3 du chap. II

de [7]) , il existe u ê U° 0 U(6) - {0} , et v € U(fc) tels que

U a + v € U° n U(OC), et par conséquent (Lemme (L) ) Z 0 K(0c) == (Z 0 K(&) ) (ua+v),

«
« «

CHAPITRE III

Quelques lemmes

1 • Notations. Rappels.

1-1 On désigne par

- fNf l'ensemble des entiers naturels

- Z l'ensemble des entiers rationnels

- ÏR le corps des nombres réels

- ç le corps des nombres complexes.

Le p.g.c.d. positif de deux entiers rationnels non tous deux nuls a, b,

sera noté < a, b > . Si a et b sont -> 0 , ['a/b] désignera la partie

entière de a/b . Lorsque le contexte ne prêtera pas à confusion, on notera
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i une racine carrée de - 1 dans C •

1-2 Si U est un anneau (non nécessairement commutatif) , si U'
est un sous-anneau de U , et si x est un élément de U - U' symétrique
par rapport à U' (cf. I 2 ) , nous noterons U' { x } l'anneau engendré
dans U par U' U { x} , et utiliserons sans autre référence les résultats
et les notations de I 2 •

1-3 Soient £î un corps comrautatif y A un espace vectoriel sur .0,
Nous noterons A* l'espace vectoriel dual de A ; si H == R , nous noterons
A l'espace vectoriel A 6L Œ sur d ; si en outre A est une algèbre surtt
ÎR , nous considérons toujours A comme muni de sa structure d'algèbre sur
<5 •

1-4 Soient

- Sî un corps commutatif
- E un sous-corps de .0
- A un sous-anneau factoriel de A
- x, a, b, a , , . . . , a des éléments de ^>

â  Si ab ̂  0 , on note M, (a, b) le monoïde multiplicatif engendré
dans n par E U {a, b, a" 1, b~11

b^ Si x est transcendant sur E , et si a , , . . . , a ç E Cx] , on dira
que a. y • • • y a sont premiers entre eux sur E pour exprimer que a . , • • • ̂  a
sont premiers entre eux dans leur ensemble en tant qu'éléments de E fx] .

^ Si x est transcendant sur E , si a . , . . . , a çE et que
n

a = } \ a. x1 , on dira que a est x - unitaire si a = 1 • Cela étant,
iss1 1 n

si b € E(x) y il existe un couple ( b . , b/.) d'éléments de E [x] uniquement
déterminé par la condition que 1 ) b , b- sont premiers entre eux sur
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E [x] 2) b^ est x - unitaire, 3) b = b b~1 . On dira alors que

(b^» b^) est le couple d'éléments de E fxl associé à b .

^ Si x est transcendant sur le corps des fractions de A , si

^•-•y a^ G A , a^ ̂  0 , et si a = 2 , a. x1 , nous dirons que a est pri-

niitif si a, a.,..., a sont premiers entre eux dans leur ensemble.

1-5 Pour toute algèbre de Lie (w de dimension finie sur un corps

commutatif SI , nous noterons U(QL) l'algèbre enveloppante de Qn , K(y)

le corps enveloppant de (H (cf. II 1) , et Zfoi) le centre de K(fti) .

On sait (II 1) que les résultats du chapitre 1 sont applicables à U((jt) ,

K(ûi) , et plus généralement, pour toute sous-algèbre ^ de M , à U(^) ,

K(^) . En particulier, si OC , 6 sont deux idéaux de QL , et si a est

un élément de OC - d tel que OC = & ̂  û a , alors

- a est symétrique et transcendant par rapport à K(ï^)

- tout élément ç de K(û(.) a des expressions de la forme <x (3"1 ,

et des expressions de la forme Ï" &, avec <x , (3, 2f , & ê K(B) {al ,

et ç a un degré bien déterminé par rapport à K(^) (I 4-1 )

- on a, dans K(ft) (a} , deux algorithmes de divisibilité.

Pour tout x é ût » nous noterons D la dérivation de K(ftL) prolon-

geant ad ( 1 3 prop. 2). Nous dirons qu'une partie M de K(qE.)

est stable par ûf. si M est stable par D pour tout x e oc. » En parti-

culier, si p est un idéal de (H , K(P) est stable par Qt .

Pour tout \ C Of* 9 nous noterons S( \ ) l'ensemble des éléments non
nuls oc de K(Qi) tels que D oc ss '\(x)c< pour tout x € Qt • (La nota^
'''''"'''̂ —'"' 0 X o
tion S(\") est utilisée au lemme 3-2 dans une situation plus générale),

1*6 La notation (L) fera référence au lemme (L) du chap. II.
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2» Lemmes "polynomiaux".

Lemme 2-1 Soient

- .n un corps conmnitatif

- E un sous-corps de H

- a, b deux éléments de XI algébriquement indépendants sur E

- JL> t^f m., m^ des entiers rationnels

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) |ti m^- (^| « 1

jL m (2 m?
(ii) Mg(a, b) = Mg(a 1 b 1, a 2 b 2)

Démonstration « Comme a et b sont algébriquement indépendants sur E ,

on a les équivalences

(ii) <^> ( 3 (p^, p^, q^, q^)) ((p^, p^, q^, q^) ^ 2 et

11 ^ P1 4 ^ PS d "l ^1 l? m'? ^a == (a 1 b 1) 1 . (a 2 b 2) 2 et b = (a 1 b 1) 1 . (a 2 b 2) 2)

^=» (3 (p^, p^, q^, q^)) ((p^, P^, q^, q^) € 'S et ^ p^ + ̂  p^ = 1

et m^ p^ + m^ p^ = 0 et ^ q^ + ̂  q^ == 0 et m^ q^ + m^ q^ = 0)

<$====> ({ 1 2) est inversible dans M.(Zr)) =̂==> (i) .
v ^ m2/ » /

Lemme 2-2 Soient

- Q. un corps commutatif

- E un sous-corps de Cl

- x, y (resp. a, b) deux éléments de rt algébriquement indépendants

sur E •
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Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) {a, b} C Mg (x, y)

(ii) Mg(x, y) 0 E(a, b) = Mg(a, b)

Démonstration.

1. Il est clair que (ii) ==^ (i) . Supposons (i) vérifié. Alors on

a manifestement : Mg (a, b) c ^(x, y) n E(a, b) . Il suffit donc de

montrer que si a 6 Mg(x, y) , b 6 Mg(x, y) et c 6 Mg(x, y) n E(a, b) ,

alors c 6 ^(^ b) • Qn P®^ sans diminuer la généralité supposer

; ^1 ^ ^ ^ s! ^
a = x ' y " b = x ' y " c = x ' y 2

( 1 ) 2 2
avec q^, r^, s^ é î (i = 1, 2) , et s^ + s^ 0

2. Supposons d'abord que les entiers q _ y r., s. vérifient les condi-

tions supplémentaires

(2) q^ > 0, q^ ^ 0, r^ =0, r^ > 0, s^ > 0, s^ .̂ 0

et supposons toujours que c 6 E(a, b) . Il existe alors deux éléments P, Q

de E [a, b] c E [x, y] , premiers entre eux sur E(b) [aj , tels que

c == P/Q . Posons

(3) P = Y] a \ (! = C a \ » avec \' \ ̂  E M

Notons Lj> l'homomorphisme de E(y) fx] sur E(y) qui annule x

et conserve les éléments de E(y) ; il se prolonge en une place de E(y, x)

à valeur dans E(y) u {oo^. que nous noterons encore Cp . On a alors :

0 = ^ (c ) = l^(c) 4*(Q) == t^(P) . Donc u = 0 , et il existe un entier k > 0

et un élément P* de E }'&, b] tels que

k
(4) P = a P' et Cf (P«) ^ 0 .
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II s* ensuit, P et Q étant premiers entre eux sur E(b) [a] , que

v ^ 0 et donc ^ prend une valeur finie ^ 0 en P'/Q = c S L ° =

x31^ l̂ y^o ^2 ^ et par conséquent k^ q^ = s^ et y^o <l2 ^
-k

ç a ° € E(a, b) • Comme q est ^.0 , les éléments a et y sont algébri-

quement indépendants sur E ; comme r, s= 0 , on a E(b) c E(y) 9 et donc
«k s -k q.

E(y) 0 E(a, b) = E(b) , Par suite ç a ° = y 6 E(b) . Comme y

est entier sur E [b] et que E [b] est intégralement clos dans E(b) ,

il s'ensuit que y^82 ° 2 1 ^ E [b] . Il existe donc T € î tel que
s -k q k

y = b^ , et par suite c = a b^ e H-(a., b)

3. Supposant désormais que x, y, a, b, q _ , r . , s. sont seulement liés
par les égalités ( 1 ) de 1 , on va se ramener à la situation de 2 •

4. Appelons systèmes (S) les familles P = (x*, y*, a*, b 1 , c* ) € n

telles que

^ Mg(x», y » ) =Mg(x, y) et Mg(a', b » ) = Mg(a, b)

£ c1 € {c , c~1}

J il existe des entiers q. (F) = q.I»«»» S2(F) == S2 tels <îue

q2 q* r* r* s* s'
a» = (x*) ' (y1) 2 , b* = (x<) ' (y1) , c* = (x* ) • (y1) 2

ce qui implique que

o x*, y' (resp. a*, b ' ) sont algébriquement indépendants sur E

^ c' € E (a*, b » ) OMgîx 1 , y ' )
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II est clair quç P̂  = (x, y, a, b, c) est un système (S) . On va en
déduire des systèmes (S) , notés F. (i = 1 , . . . , 6 ) , les éléments de F.
seront notés x ( i ) , , . . , c ( i ) , et on posera

q^(i) = q ^ ) , . . . , s^(i) == s^(F^) ;

on effectuera la construction de telle sorte qu'on ait ;

( 5 ) q ^ ( 6 ) > 0, q^(6) ̂  0, r ^ ( 6 ) = 0, r^(6) > 0, s^(6 ) > 0, s^(6) >. 0
Dans ces conditions, il résultera de Ï), S) 6 ) et (5 ) que les conditions
de 2 seront réalisées par les éléments de F, , donc c ( 6 ) € M - , ( a ( 6 ) , b ( 6 ) ) ,
et, compte tenu de o< ) et ^) , c € M(a, b) .

5. On définit F comme suit :

a ( l ) = a, b ( l ) = b, c ( l ) = c

Si s ^ 0, x ( l ) = x, y ( l ) = y (et donc F, = F )• 1 o
Si s^ = 0 , x(l) = y, y ( l ) = x

Comme ŝ  + ŝ  est 4. 0 (formules ( 1 ) ) , il s'ensuit que s ( 1 ) est ^ 0 .

6. Construction de F : x(2) = x(l ) , . . . , b (2) == b ( l )

f c ( l ) si s , ( î ) est >0
c(2) = ^ 1

( c ( l ) sinon.
Donc s. ( 2 ) est > 0 .

7. Construction de F̂  : x(3) = x ( 2 ) , a(3) = a ( 2 ) , . . . , c(3) = c(2)
fy(2) si s.(2) est ^0

y(3) = 2

ly(2) sinon.

Donc s ( 3 ) > 0 et s.(3) > 0 .

8. Les F , i = 4, 5, 6 se déduiront de F par modification des
^ j ) ? Mj) seulement : donc, pour i = 4, 5, 6 , nous aurons
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x(i) = x(3) y(i) = y(3) c ( i ) = c ( 3 ) s^(i) = s^(3) > 0 ei s^(i) = s^(3) ̂  0

Posons q. = q_(3) , r. = r.(3) , j = 1 , 2 .
J J j J

Pour définir F, , distinguons "trois cas :

Q_ r. = 0 . On prend alors a(4) = a(3), b(4) = b(3)

Jb^ r ^ 0 et q = 0 . On prend alors a(4) == b(3) et b(4) == a(3)

.c. ?i S- 3^ 0 «, Soient alors

? = <^, ^ > , ^i^/f m^-q/p .

^
On a donc < <(, , m > = = 1 , et il existe par suite deux entiers ^^, m-

tels que { m - ! m = 1 .

î-> ""o £1 l̂
On prend alors a(4) = a(3) . b(3) , b(4) = a(3) ' . b(3) '

II est clair que F est un système (S) dans les cas a_ et ^b ; dans

le cas ^ cela résulte du lemme 2-1 . Montrons que r, (4) = 0 . C*est

clair dans les cas a et b ; dans le cas c , cela résulte de ce que

JEi "S / <li(3) ^Hi / ^ ^^ "i
b(4) = a(3) ̂ .bO) 1 = (x(3) 1 .y(3) 2 / 1 . (xO) 1 .y(3) 2 / 1

(q (r/û)-r (q/û)) (^ti+ l̂) ^^
= x(3) 1 1 r 1 1 ' . y(3) 2 • 2 ' = y(3) 2

Dans ces conditions r (4).q (4) est ^ 0 : cela résulte de {^

On a donc : q^(4) ^ 0 r^(4) = 0, r^(4) ^ 0 , s^(4) > 0 , s^(4) >0

9o Construction de F- :

(a(4) si q . (4)>0 fb(4) si r ( 4 ) > 0
a ( 5 ) = ^ , 1 b (5 )=^ 2

(a(4) sinon (b(4) sinon

Donc : q^(5) > 0, r^(5) = 0, r^(5) > 0, s^(5) > 0 , s^(5) > 0
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10. Constmction de F̂  . Comme r^(5) est >0 , il existe un entier
t > 0 tel que q^(5) + t r^(5) ^0 . On prend a( 6 ) = a ( 5 ) . b ( 5 ) 8 ,
et b ( 6 ) = b(5) ; alors F̂  est un système (S) (Lemme 2-1), et les
entiers q ^ ( 6 ) , , . . , s^(6) vérifient bien ( 5 ) , ce qui termine la démonstra-
tion.

Lemme 2-3 Soient

- jQL un corps commutatif
- E un sous-corps de û.

- x, y deux éléments de H algébriquement indépendants sur E
- P, Q, R des éléments de E [x, y]
- S un élément de E fy]

Si PQ == RS et si S et les coefficients des puissances de x dans
P sont premiers entre eux sur E Cy3 , alors S divise Q dans E [x, y]

Démonstration. Soit n le degré par rapport à y de S = S(y) . Le
lemme est trivial si n = 0 , Sinon on procède par récurrence sur n . Si
n > 0 , il existe dans un surcorps de E un élément eu tel que S(o>) = 0
Donc P(x, oj) . Q(x, eu) = 0 , et comme l'hypothèse implique que P(x, u^)
est ^ 0 , il s'ensuit que Q(x, <u) == 0 : l'homomorphisme canonique
E [ x , y] —^ E [x, ou] ammie S et les coefficients des puissances de x
dans Q . Donc il existe S^ € E [y] - E qui divise dans E [y] , S et
tous les coefficients des puissances de x dans Q . Posant S' = S/S
Q* = Q/Ŝ  , on a S' € E [y] , Q1 e E [x, y] , et PQ' = RS' ; donc, par
l'hypothèse de récurrence, il existe T € E [x, y] tel que Q' = TS' , et
par suite Q == TS .

Lemme 2-4 Soient

- û un corps commutatif
- E un sous-corps de jQ contenant Œ
- 0- un automorphisme involutif de û tel que o-»(E) = E , qui
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prolonge l'automorphisme non identique de C

- S un élément de H , ^ 1' élément <r ^ , tels que S et o
soient algébriquement indépendants sur E

- P un élément ^ 0 de E [ §» X]
- (A)p , (B)p , (C) les assertions suivantes :

(A)p P et crP n'ont, en tant qu'éléments de E [^, ^}, aucun diviseur
commun n'appartenant pas à E .

(B)p P et crP sont premiers entre eux sur E(ç) CS]
(C) P et <rP sont premiers entre eux sur E(&) [^3

Dans .es conditions

(i) les assertions (A)?, (B) , (C)p sont équivalentes

(ii) il existe un élément P ^ 0 de E [^, o] tel que P/<rP = P</0'P.

et vérifiant (A)? (et donc (B) et (C) )
1 1 1

Démonstrati on.

1 • Nous utiliserons le résultat suivant

(R) Soient A un anneau factoriel, K le corps des quotients de A , x
un élément d'un surcor^s commutatif de K , transcendant sur K . Tout élé-
ment q de K [x] est le produit d'un élément de K et d'un élément pri-
mitif q' de A CxJ . Si q divise dans K [x] un élément p de A [x3 ,
alors q' divise p dans A [x] .

Montrons (i) . Il est clair que ((B) et (C) ) ====> (A)? . Par ailleurs^
les propriétés de cr impliquent (B)p^==>(C) . Appliquant enfin (R)
avec A = E [ ̂ 3 , x = 8 , on obtient (Ap) ====» (Bp) .

2. Montrons (ii) . Soit Q e E [^, S] de degré maximum en ^ parmi

les éléments de E [ |, ^] qui divisent P et crP dans E [^ S] • Appli-

quant (R) avec A = E [Ç] , x = ^ , on obtient que Q est un p.g.c.d.

ae P et 0-P dans E(Ç) [^] .Si Q € E [Ç] , alors (B) est vérifiée,
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4onc, compte tenu de (i) , on a Q 6 E et il suffit de prendre P, s= P .

Supposons désormais Q ^ E [\] . Comme Q est un p.g.c.d. de P
et <rP dans E(^) [§3 , que <rQ divise P et crp dans E["S, y
(puisque Et? , ^] est stable par <r) et à fortiori dans E(S) (y ,
il s ensuit que Q/<rQ e E(^) [ ̂ ]

Si Q/crQ fe E(^), alors, & et S étant algébriquement indépendants
sur E , on a <rQ/Q = (Q/o-y)""1 == cr (Q/o-Q) € E( S ) n E(f ) = E 5 les
deux éléments Q + o~Q , /̂"::T (Q - <rQ) de E l^ , ^] sont invariants par <r ,
et l'un au moins, soit Q , est ^ 0 et divise P et o-P dans E f^ , ^J .
Il suffit alors de prendre P. = P/(L : d'une part l'on a

(P/Q,) /q-(r/Qi) = (P/Q,) / (o-P/Q,) = P/O-P

et par ailleurs Q/SL » qui appartient à E , est un p.g.c.d. de P/(L et
<rP/Q^ = o-(P/Q,) dans E(^) [SJ , ce qui implique (B)p/^ ./w^

Supposons désormais Q/o-Q ^E(^ )> II existe alors
R = B ( L S) € E f i ,^] - E [ S ] et S = S ( ? € E [ ^ J tels que

(1) Q/<rQ = R/S

et que S et les coefficients des puissances de ^ dans R soient premiers
entre eux dans leur ensemble, en tant qu'éléments de E [^] • On déduit
alors de (1) que

(R/S) . (<rR/<rS) = (Q/<rQ) . <r(Q/o-Q) == 1 , soit

(2) R ( & , ï ) . (<rR) ( ^ , i ) = S(i) . (o-S) ( ^ ) .

Par suite (Lemme 2-3) , S( ^ ) divise (orR) ( ^ , S ) dans E fS , SJ »
et donc (<rS) ( ^ ) divise R( ^ , S) àons E [ç, ^] . Il résulte dans
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ces conditions de (2) qu'il existe oc € E - {0\ tel que R = <^(<rS) .

L'égalité (1 ) devient alors Q = erg . o^(o"S)/S , soit

(3) S Q == oc<r(S Q) .

Par suite (cela résulte par exemple du lemme 2—3) 9 S (resp. o"S)

divise o-Q (resp. Q) , dans E [^ S] - soit donc T e E ti» î1 tel q^®

(4) Q = T . orS

On en déduit, compte tenu de (3)

(5) T = oc . (o-T) .

Les deux éléments T + <rT , \/-1 (T - cri) sont invariants par <r y

et l'un d'entre eux au moins, soit T. , est ^ 0 et divise Q et o-Q

(et donc P et o-P) , dans E [L ^3 • Posons P' = P/T. . L'élément crS

de E C ^ ] est alors un p.g.c.d. de P' et o-P' = <rP/T dans E("i ) [ ̂ 1,

et divise P' et <rP' dans E[^, ^] : en effet P'/O-S = P/Q . T/T ,

<rP'/<rS = o-P/Q . T/T et T/T e E . Par suite S divise P' et <rP»

dans E [?, ^] > et, par une nouvelle application du lemme 2-3 , on obtient

que S.<rS divise P' et o-P' dans E [^ >^ ] •

II suffit alors de prendre P, = P'/S. orS . D'une part en effet on a t

P /orp^ s (P'/S. <rS) / o- (P'/S. <rS) = P»/<rP' = (P/T^) / or (P/T^) = P/<rP

En outre Q/(r .S. o-S) = (T/T ) . (1/S) € E( S) est un p.g.c.d. de

P =P/(T .S.o-S) et crP = o-P/T .S.crS dans E( t ) [^ ] , donc (B)P^

est vérifiée.

Lemme 2-5 Soient

- £L un corps commutatif
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- X une indéterminée

- P, Q, R, S des éléments de û [X]

Si - PQ ^ 0 et P et Q sont premiers entre eux sur n[X]

- R/P - S/Q e U

- le degré de R (resp. S) par rapport à X est ^ à celui de

P (resp. Q)

alors R/P <= CL et S/Q e Q

Démonstration. Soit u € 0 tel que R/P - S/Q = u . Alors

QR = P(S + uQ) , donc Q divise S + uQ dans XI C XJ ; Soit Q € jQ [X]

tel que S + uQ = Q. . Q • Comme le degré de S + uQ est inférieur ou égal

à celui de Q , on a Q. € FI , donc. S/Q = Q - u € -Q et

E/P == u + (Q - u) € fi .

Lemme 2-*6 Soient

- û. un corps commutatif

- X, Y deux éléments à-'vai sur-corps commatatif de H algébriquement

indépendants sur St

- m, n deux entiers non nuls

Alors (Xî)"1 et (Y/X)11 sont algébriquement indépendants sur ^2 t

(nx + û ) n fi ((xi)"1 , (YA)11) = n

Démonstration « II suffit évidemment de démontrer le lemme pour m ==-pn = 1 ,

Posons Y = XU et ClT = fi (U) . On a alors û (X, Y) = fl (X, U) donc

X et par suite X2 et 'X~ U s= XT sont transcendants sur jQ l = n.(Y/ift ,

ce qui établit la première assertion. Par ailleurs^ <l(XÏ, Î/X.) = û V U, ff) =

Xl t (X2) , et donc (ûX + û ) (\ H (Xî, Ï/X) c (n ' X + Xî' ) n ^2 * (X2) o H (X).

Si P» Q sont des éléments de X3 ' fXj de degré respectif p, q par

rapport à X , et s'il existe tu* € Sl1 "fcel que X + ^ = P/Q / i&l̂ .rs



QUELQUES LEMMES 45

Q(X + (u ' ) = P et 2q + 1 = 2p , ce qui est absurde. Par conséquent
(xi* x+ n') n n'(x2) = n', et
(n x + n ) n n (XY, ï/x) c n( n il (x) = .n (u) n n (x) = n .

Lemme 2-7 Soient

- ^î un corps commutatif

- fï un sous-corps de ïl

- X, Y deux indéterminés

- m un entier positif

- R., R des éléments non nuls de SI (î)

Alors /l^ (R^, R^ X"1) n û [X] = n^(R^) [R^ XmJ

Démonstration. Posons Cl * = 0. (R-) • Soient

(AJÎ » CLJ !,* € A' » t^, € ^2 , i = 0, 1,..., p, j = 0, 1,..., q, k = 0, 1,..., s
/tels que euT ou " ou 3e 0 et quep q s

(Ç ̂  (R, X"1)1) . (E^= C^^s^3

Par identification des termes de plus haut degré en X dans les deux

membres, on en déduit que p m + 5 = q m et u/ . (R^) . u = tu"(R/>) •

Par conséquent

^ X8 = ̂  . (c^)-1 (R -̂5 X8 ̂ .(^r1.^ X»)^ Û-[B, X"-].

Par récurrence sur s , on en déduit aussitôt que

jO (R., R^ X"1) n Q [X] C 11^ (R^) [R^ X"1] , d'où le lemme, l'inclusion inverse

étant triviale.

Lemme 2-8 Soient

- ^î, E, E trois corps commutatif s tels que E C E C ï2
- X un élément de Jl transcendant sur E
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- u, u des éléments non nuls de E
- K , r des entiers rationnels non nuls

Si u X € E (u X ; , alors il existe un entier rationnel non nul
k et un élément u de E tels queo o "

l = k r et u. X = u (u X ^1 o
, & . T "Démonstration o Remplaçant éventuellement u. X ou u X̂  par son inverse,

on se ramène au cas où Ji et r sont > 0 . Par application du lemme 2-7
(où l'on prend -Q = E, 0. = E , R, == 1 , R,, == u, m = r) , on obtient
alors que u. X 6 E [ u X J . Ecrivant u. X comme polynôme en u X à
coefficients dans E , on en déduit le lemme par identification des puissances
de X .

Lemme 2-9 Soient

- -H un corps commutatif
- E un sous-corps de .0.
- E un sous-corps de E
- X un élément de -0. transcendant sur E
- u, u des éléments non nuls de E
- r, d deux entiers > 0, r n'étant pas un multiple de la caractéris-

tique de -û.
- R un élément non nul de E(X)

Si u, R 6 E (u X1") , alors il existe un entier rationnel m , un
élément u^ de E , et un élément S de E (u X3") tels que

R = u S X"1 et | mj < r .

Démonstration « Dans ce qui suit, jusqu'à la formule (8) du § 4 , pour
tout couple (F, x) formé d'un corps commutatif F et d'un élément x
d'un surcorps de F transcendant sur F , le symbole F [x] dénote
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panneau F [x3 muni de la structure supplémentaire définie par la donnée

des éléments x - unitaires de F [x^ (cf. 1-4) . Si donc y est un élé-
taent de F distinct de 0 et de 1 , les objets F [x3 , F [yxj sont
distincts,

1. Nous utiliserons le résultat (bien connu) suivant.

Soient K un corps commutatif, K un sous-corps de K , K' une

clôture algébrique de K , Y une indéterminée. On sait que tout élément
T de K [Y] s* écrit de manière unique sous la forme

(1 ) T = o<T^ (T^)2 ... (T^

oc étant un él'ément de K, T,,..., T. étant des éléments Y - unitaires

de K [Y] , n'ayant que des racines simples dans K' : si D est la dériva-

tion usuelle de K [Y3 (Dfe = 0 , DY = 1 ) , alors le polynôme (T.)1 ... (T )]s'

se définit comme le générateur unitaire de l'idéal de K [Y] engendré par

T, DT,... D1"1 T ? si (T^)1 ... (T^ ^ 1 , alors (T^)1 ... (T^ est

le polynôme Y - unitaire de plus haut degré parmi ceux qui divisent T

dans K (Y 3 9 et dont toutes les racines ont une multiplicité ^ i $ en outre

[3/i](2) T, . = 1 T (T,) [j/i
vl/ i.<j.<k 3

est le polynôme Y — unitaire de plus haut degré parmi ceux dont la puissance

i-ième divise T dans K [Y] . Si en outre T € K [ï] , alors T , T^*- .
et T, € K [Y] : la décomposition (1) n'est pas modifiée si l'on consi-
dère T comme un élément de K [Y]o

2. Les notations étant -elles du § précédent, posons T. = 1 pour i > k .

On peut alors, pour tout entier i > 0 , définir T / - \ par l'égalité (2) ,

et définir deux applications l(K, Y, i) , j(K, Y, i) de K [Y] dans

lui-même en posant

I (K, Y, i) T = T^) , J (K, Y, i) T = T/(T^)1 .
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Pour tout T é K [Y] , J (K, Y, i) T est donc un élément de K [Y] dont

toutes les racines ont une multiplicité strictement inférieure à i .

Notons alors, pour tout ô € K - {0}

- î( &) l'application identique de K [Y] sur K [^Y]

- M(6) la bijection de K [Y] définie, pour tout T ç K [Y] , par

(M(^3) T) (Y) = T(j3Y)

- N(&) la bijection de K [Y] définie, pour T ç K fYl , par :

N((5) T = pT

- I(K, PY, i) (resp. l(K^, |SY, i),... etc) l'analogue de

I(K, Y, i) ... est défini dans K [?y] (resp. K^ C R Y ] ) .

Cela posé, on vérifie aisément les formules suivantes

K, pY, i) o ^(p) o M((â) = J(p) o M(p) o l(K, Y, i)-KK, pY,

(3)Jl(K, Y, i) o N(p) = I(K, Y, i)

£, Y, i) o M(8)) T = [Ntp-^^ I(K^i)T) o M(p) o l(K,Y,i)]T(I(K,

et, compte tenu de 1

(4) I(K, pY, i) | K^[pYJ = I(K^, ^Y, i)

formules valables quel que soit (6 , T) ç (K - {0} ) X K [Y]

3. Cela étant, nous pouvons sans diminuer la généralité supposer Jl

algébriquement clos, ce que nous ferons. Soient tu, tu* € Q. 9 £1 un

sous-corps de .Q , p<(ou) un élément de ^} foj] • Si eu est transcendant

sur jî , on traite eu comme une indéterminée sur û • En particulier
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- on note P ' to / ) l'élément de Jl [uJ1] déduit de P ' (o>) par

substitution de eu * a eu dans l'expression de P' en fonction de iu

On dira que tu' est racine de P*(cu) si P'(tu') s= 0 .

La multiplicité des racines de P'(uj) se définit alors sans

ambiguïté.

— on pourra utiliser résultats et notations du § 2 • Si par exemple

tu' € FI - (0{ , et si Q(cu' eu) € û ^ [a/ w] > on a Q(tu ' Lu) =

(M(cu') Q) (t^) .

4. Dans ces conditions, montrons d'abord que si U(X) est un élément

d^ E [X] , v un élément de E ^ U (u X1') un élément de E [ ù X^

tels que

(5) Wxn^v . U^uX^

alors il existe w ê E , U^ 6 E [u X^ et un entier s ^ 0 tels que

U(X) = v . U^ . X®

Nous poserons

(6) U^X") = v . U ^ ( u X ^ )

et (cf. 2)

(7)

1 = I(E, X1', d) I1 = I(E, uX^ d), 1^ = I(E ,̂ u X^ d), J = jtE^d)

d. == degré par rapport à X3' de (JLU^) (X;

U^X1') = u^1 d . (J U^) (^)

Nous noterons ù̂  l'application identique de E [X^] sur E fu X̂ J
( y == J"(u) avec les notations de 2) . L'égalité ( 6 ) s'écrit alors-avec
les notations de 2 :
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U^X1") = [M(u) oN(v) U^J (X1')

et par suite, compte tenu de (3) et (7) :

(I V^{^) = [(I o M(u) o N(v)) UJ (X1')

= [(Ndi- l̂) o M(u) o 1 o N(v))Uj (X1") = ̂ [(M^) o I) uj (X1")

= u^1 [(y~1 o r o y o M(u)) u ](x1'}

Or [( y o M(u))U ] (X1') = U (u X1') ç E [u X1'] , et donc (formule 4)

[(!• o y o M(u))Uj (X1') = [(1^ o îj; o M(u)) Uj (X1') ç E^ [u X1']

Soit, posant

u^ = [(y~1 o i o y o M(u)) uj (x1')

et identifiant l'anneau M(u) (E (X )) à son image par îjf , qui est

E^uX1') :

(8) (I U^KX1") = u^l . U^ et U^ é E^ fu X3"]

Donc, compte tenu d.e (5), (6), (7) et (8) :

[vWl^ = v^) = [d u^Xx1")]*1 (j u^) (x3")
= u-̂ l . U^ . (J U^) (X3') = U^ . V^)

et il s'ensuit que l'on a, l'anneau E [X] étant intégralement clos dans

E(X) :

U(X)/^ € E [X]

posant alors

(9) U^X) = U(X)/U^
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on a :

(10) [u^wf = u )̂

et les racines de U^X1') = iT^1 (JU) (X11) ont une multiplicité < d .

Posons U^(X) = U^X1') . A toute racine ç € 0 de U,(X) correspond une

racine ^ € XI de U^X1') telle que Ç r = ^ • Comme la maltiplicité

de ^ , comme racine de U (X3") est strictement inférieure à d , et que

celle de ç , en tant que racine de U, (X) = (lUX^ , est ^ d , il

s'ensuit que l'équation Y1' == ty , y étant une indéterminée, a des racines

multiples : donc »} = ç = 0 , et par conséquent U,(X), U (X1') et U (X)

sont des monômes en X à coefficients dans E , ce qui établit notre

assertion.

5. Cela étant, passons à la démonstration. Soit (P(X)> Q(X)) (resp.

P (u X1'), Q (u X1')) le couple d'éléments de E [X] (resp. E fu X^)
• ,1 o

associé à R (resp. u R ) . On a donc :

,p,yvxd P.tuX1')
(H) u V^ =-J————

1 tôtX^ ^(uX37)

II résulte de l'identité de Bezout que P (u X1'), Q (u X17) , premiers

entre eux sur E [u ̂ r] y le sont aussi sur E (X] . Il existe par suite

un élément u-, € E tel que

(Wf = u^ P^(u X") et QtX)'1 = u^ u^ Q^(u X^

Appliquant alors le résultat de 4 , on voit qu'il existe u' é E ,
S' € E (u X^ et un entier m' tels que

R = u' S' . X111*

Si m' = 0 , le lemme est vérifié pour u- = u', S = S', m s= m* ; sinon,
r t m'n in' , , .
r j • 7^1 9 on peut ecrlreposant n ==^-— j . -—- , on peut écrire
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R = (u'.u^MS'.tuX1')11) . X1"1^11

et il est clair que |m'-rn[ est < r : le lerome est vérifié pour

u^ = u' .u" , S = S' .(ùîr) 9 m = m* - rn •

3. Lemmes divers

Lemme 3-1 Soient

- d un entier >• 1
- p un entier ^ 0
- E (d, p) l* ensemble des quadruplets (k , k , f , ̂  ) <F ?

tels que

(1 ) .

•\\^-^t,
•P k^ + d ̂

pk^ + d(^

= 1

=k^

=k,

(1-1)

(1-2)

(1-3)

- E (d, p) l'ensemble des quadruplets (k,, k^ { ' , ( ï ) €. î

tels que

(2-1)

(2-2)

(^ ^-^ll-1

(2) J p k^ + d ^ = k^

p k^ + d ^ = - 4 ^"^

- E ( d , p) = E^(d, p) y E^(d, p)

Alors ( i ) E(d, p) / ̂  «====» d divise p^ - 1
(ii) l'un au moins des deux ensembles E (d , p ) , E ( d , p)

est vide.

Démonstration. Etant donnés deux entiers rationnels a, b, a ̂  0 ,
nous écrivons a( b pour b/a € 2 •
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1. Nous construirons d'abord, pour i = 1, 2 , une partie F. (d, p)

de E(d, p) telle que (F. (d, p) ^ ^) <====^ (E. (d, p) ^ 0) , et nous montre-

rons alors que

1) ((F^(d, p) u F^(d, p)) i f) ^(djp2-!)

2) (dl?2-!) =^((F^(d, p) ^ jZf)^=^(F^(d, ? ) = ( < ) )

ce qui impliquera (i) et (ii) .

2. Nous noterons

- E* (d, p) la partie de E (d, p) formée des quadruplets
1 A 1

(k , k , t , t ) ê '3 vérifiant ( 1 ) et la condition

(3) \^\>-\^\

- E^(d, p) la partie de E (d, p) formée des quadruplets
A

(k', k', ( * , j ? * ) € T vérifiant (2) et la condition

(4) k^ k^ > 0

- F. (d, p) l'ensemble des quadruplets (k,, k^, ( ,» (3)^ ^

tels que

p - 1 = (k^ - k ^ ) ( ^ + - f ^ ) (5-1)

(5) ^ p + 1 = ( ^ + k ^ ) ( ^ ^ -^) (5-2)

d == (k^ + k^) (k^ - k^) (5-3)

4
F (d, p) l'ensemble des quadruplets ( k , , k^, ( ' , ( ? € î

tels que

/ P - 1 = - 2 ^4

(6) ^ p + 1 = - 2 ^ k.;

= 2 k, ̂

(6-1)

(6-2)

(6-3)
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3. Il est clair que fe , k , (,, ^) é E (d, p) implique
(k^, k^, t^, ^) € E^(d, p) , donc . (E^ (d, p) = JÏ) <(==> (E^(d, p) = ^)

De même (k , k^, t , (^) ç E (d, p) implique

(- k^, k^, - (^ , ^) ç E^(d, p) et k^ k^ 5^ 0 : si k^ = 0 (i = 1 ou 2) ,
alors (2-3) et (2-4) impliquent g . = 0 , ce qui contredit (2-1 ) ;
donc (E^(d, p) = fi) <=» (Ej(d, p) == f0.

4. Montrons que E^(d, p) = F^ (d, p) . Soit (k^, k^, (^ , (^) € 2T4

vérifiant (1) et (3) . Multipliant les deux membres de (1-2) (1-3)
par k-, — k^ 9 respectivement, et additionnant y on obtient, compte tenu
de (1-1) et (3) , l'égalité (5-3) , soit d = k^ - k^ , et (1-2) ,

(1—3) s*écrivent alors

^ (^-^^^-^ (!
( k , - p k 3 = ( k f - k ^ ) ^

L*on en déduit par combinaison linéaire

f(k, + kj (1 - p) = (k2 - k2) ((, + (J ( 8 - 1 )
(8) j 1 2 1 5

[ (k^ - k^) (1 + p) = (k^ - k? ((^ - ^) ( S - 2)

Or (5-3) implique k + k ^ 0 et k - k ^ 0 ; et dans ces conditions
(8-1) ==^(5-1), (8-2) ==> (5-2) , et donc E*(d, p) c F^ (d, p) . Inversement

(5-3) ====^>(3) , ((5-1) et (5-2)) ===>(8) ===^(7), ((7) et (5-3)) ===>
((1-2) et (1-3)), ((5-1) et (5-2)) ===>(1-1), donc F^ (d, p) = E^(d, p) .

5. Montrons que E^(d, p) == F^(d, p).

Soit (k^, k^, ^, t^) € Z^ vérifiant (2) et (4) . Multipliant
les deux membres de (2-2), (2-3) par k^ , - k, respectivement, et
additionnant, on obtient, compte tenu de (4) et de (2—1) l'égalité
(6-3) , soit d = 2 k. k^ et (2-2), (2-3) s*écrivent alors
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fk ' ( l -p) == 2 k* k* (l (9-1)
(9) J 1 1 2 ^

|k^(l+p) = - 2 k.; k^ ^ (9-2)

Or (6-3) implique k, ^ 0 et k ' ^ 0 et dans ces conditions (9-1) ——^ (6-1),

(9-2) ===^ (6-2) , et par suite EÇ (d, p) c F (d, p) . Inversement

(6-3) ==^(4) , ((6-1) ^ (6-2)) =^((9) et (2-1)), ((9) et (6-3)) =^

((2-2) et (2-3)) , et donc F^(d, p) = Ej(d, p)

6. Il résulte alors de 3, 4 et 5 que, pour i = 1, 2 on a

(F.(d, p) ^ 0) <—r» (E. (d, p) ^ jî) . Il résulte par ailleurs des formules (5)

et (6) que

î'.(d, p) ^t^(<i» p) ^ 0 implique d^p2-! .

-5
Supposant désormais que d/p -1 , il nous suffit dès lors de montrer que

(F^(d, p) ^ 0) équivaut à F^(d, p) = jZt .

Dans ce qui suit, nous noterons s l'égalité module 2o

7. Montrons d* abord que (F (d, p) ^ ^) ====> (F (d, p) = 0) .

Supposons en effet qu^il existe (k , k , f » .L) € F (d, p) et

(k,, k^, 1,, (? ^F^td, p) . Alors (1-1) implique que

\(t, + ^) k^ - (k^ + k,) (J = |(^ - ̂ ) k^ - (k^ - k^[= f k ^ ^ - k, ^/=1

donc < i + (^ , k^ + k^ > = <: (^ - {^ k^ - k^^ = 1 .11 s î ensuit,

compte tenu de (5) que

(10) <d, p-1 > » |̂ -̂ | ^ < d, pH > = )k^ + k^(

De même, (2-1) implique < J i * , k1 > s= < t ', k* > = 1 , et donc, compte

tenu de (6) :

(11) <d, p-1 > = 2 ( k ^ ( et ^d, pH > == 2 | kj; [
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Combinant alors ( 1 1 ) , (10), (5-3) et (4) , on obtient

d ss 4 |k^ k^ [ = 4 k^ k^ , ce qui contredit (6-3)

Pour montrer que (F^(d, p) = ff) implique (F^ (d, p) ^ f) , soit encore

que F^(d, p) u î^(d, p) est non vide, nous distinguerons deux cas :

8, (p | ss 1 . O n vérifie aussitôt que

- si d S 0 , soit d = 2 k , alors (1, k, 0, -1 ) € F^(2 k, 1) et
(k, 1, 1, 0) 6 F^(2 k, -1)

- si d 5 1 , soit d = 2 k + 1 , alors (-(k+1), k, 1, -1) e F (2k+1, l)
et (k+1, k, 1, 1) e F^(2k+1, -1)

9- (P| > 1 . Nous poserons;

^ = <P-1, d > ^ = (p-D/d^

^ = <IH-1, d > ^^ = (p+l)/d^

u = < d^ , d^ >

On a donc, puisque d est > 0 et que d t p -1

(12) {^ss^ &! ' ^"^ Sa . ^«ii ^u-1

l et u s= 1 ou 2

^
^ Si u == 2 , alors 0 = d^ = d^ s d = p -1 £ p-1 s p+1 . Posant alors

d = 2 e , d =s 2 e , on déduit aussitôt de (12) que

(e^ e^ - L» - \^ 6 F^(d, p)

^ Supposons désormais u s= 1 . Si d = d et L = So Q'103^ le
système ;



QUELQUES LEMMES 55

M,»k,-k, ^= t^l

td,=k,+k, &,= (,-^

a une solution entière (k., k^, ^, (^) dont on vérifie aussitôt compte

tenu de (12) y qu'elle appartient à F..(d, p) • Dans le cas contraire, d.

et d^ sont de parité différente : comme u as 1 » il est exclu que

d. 5 d^ = 0 , et par ailleurs d. s d^ £ 1 impliquerait que ^ 5 Ç

puisque p-1 5 p+.l • II en résulte en particulier que

(13) 0 = d 5 p-1 a in-1

Deux cas se présentent alors

^ d< 5 0 et d^ 5 1 • II résulte dans ces conditions de (12)

ei (13) que ^ 5 0 , Posant d, s 2 k , ^ = 2 t , on déduit alors

de (12) que (d^, k, - ̂ , - () 6 P^(d, p)

^ d. s 1 et d^ S 0 , II résulte dans ces conditions de (12)

et (13) que ^ 5 0 . Posant d^ = 2 k , ^, a 2 l , on déduit alors

de (12) que (̂  , d^, - ( , - î ) € F^(d, p) .

Lemme 3-2 Soient

- K un corps non nécessairement commutatif de caractéristique -fs. 2

- o" un automorphisme involutif de K

- Z le centre de K

- n un sous-corps de Z stable par <r"

- XI le corps des invariants de <r dans ^1

- U un sous-anneau régulier de K contenant Çt

- A un sous—espace vectoriel (sur D. ) de U y stable par cr y

engendrant K (pour sa structure de corps), et de dimension finie sur ^

- <r^ l'application n - linéaire de A* dans A* définie par

l'égalité
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(1) (o-^ \.)(x) =: <r.^(<rx) pour tout (\, x) £ A* X A

- A^ (resp. U^) l'ensemble des éléments de A (resp. U, K)
invariants par y

- A^ l'ensemble des éléments de A* invariants par cr*

- pour tout x € A , D^ la dérivation intérieure de K définie par x
^ y ^ ^ - y x pour y e A .

- pour tout \ €A^ , S(\ ) l'ensemble des éléments oc de K - {0 }
tels que D^ c< = \ (x) « pour tout x ç A

" fc un sous-espace vectoriel (sur a ) de A* stable par ^

- fe^ l'espace vectoriel (sur n^) formé des \ ç fc tels que
X + (T* \ = 0

- L un sous-corps commutatif de K contenant Z et stable par <r

- ^ (&, L) (resp. y (^, L)) l'ensemble L n(U S(X) )

(resp. L n( U S(\))) X€R

XC&.

- IL (te, L) l'ensemble des éléments oc de y (&, L) tels que
ex • <ro< == 1 .

On suppose que

(A) A ^ A <S ^ et U 2- U 0 Jl et K 2- K » H
•"o ^o ° x2»

Dans ces conditions

(i) Pour tout \ ç A* , S(\) est l'ensemble des c( ç K - [0}

tels que D <x == \ (x) « pour tout x ç A .
A 0
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(ii) Quels que soient X ,u ç A* , on a, si S( \) et S(u.)

ne sont pas vides

(2) s( \ ) S(^UL) c s( \+ p.) , sO^r^st-X)

(3) S(<r^ X) = <^(S(\))

(iii) qr (R, L) , If (&., L) et iKR, L) sont des sous-groupes,

stables par or y du groupe commutatif des éléments inversibles de L ,

et on a les inclusions

(4) L - (0{ 3 y(&, L) 3 y (^, L) 3 H»l, L)

(5) ^ (^, L) D (L - f0}) r\ S(0) a Z - 10}

(i v) A* - (A^) 8)̂  û

Démonstration *

entrons (?' ) » Soit (eu.) une base de û sur .û (card 1 ^ 2 !)
1 i € I

et soient \ ^ A^ , oc. € K - ^0} , tels que D o< == X (x) oc pour tout

x ç A .Si y ç A , il existe d'après (A) une famille (y.) d'élé-
0 1 i ê I

ments de A tels que y = S eu. y. • Comme H C Z , on a

^ = E ̂ i ̂  » et P^ suite J^Q(sa C ̂ i ̂  0<S3 E ̂ i x^i^ = ^ty)^
i -i i "i i

donc <K € S( \) .

Montrons (ii)> Soient \ , u e A * , o ^ S ( \ ) , ^ 6 S ( u ) , X € A .

Alors, comme £L c Z , on a

D^oc(à =^o< . ( & + « . D ^ j 3 = \ ( x ) o < . p + o < . ^ (x)p = (\ +u ) (x)^p

et de même
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D o^1 = -oc^.D oc. o<~1 = -oT1. \(x) ^. a" = (- \)(x).o<"' .x x

Donc S( \ ) S(u) c S(\+^) et S ( ̂ F1 c S(- \) . Remplaçant \ par ' \ ,

on en déduit que S( •K)"'1 = S(-\) . Pour vérifier (3) , notons d'abord. que

l'on a, pour tout x € A :

(6) <r.D^D^.<r

Si en effet oc ç K , x é A, alors

<r(D <x) =<r(x<x-o<x) = <rx.<r<x-o^.<rx=sD^<ro<,

Si donc \ € A* et oc € S( o-, \) , alors

D cr<x = D / \cnx==o-(D o<) = cr(\ (orx). <K = (or* ^)(x) . crax <r\o'x; ax

et par suite <ro< <? S(<r* \) ? donc cr(S(\)) c S(<r*">.) . Remplaçant

X par <r* \ , on en déduit o-(S( <r̂  \)) <: S( \) , d*où S( <r* V ) C <r (S( \)

ce qui montre (3) •

Montrons (iii). Comme fc et fe. sont des groupes additifs, il résulte

de (2) que y (ft, L) et !f . (R, L) sont des groupes, et &^ C Si im-

plique ^(R., L) c y (ft, L) . Comme L= <r L , la stabilité de ^ (ft, L)

et y(ft., L) par <r résulte de (3) . Comme U (fe, L) C y (ft, L) ,

il s* ensuit d'une part que mfc, L) est un groupe stable par <r , et d'autre

part que pour tout oc ^HdR» L) , il existe \ € & tel que o< € S( )^) .

Alors, compte tenu de [ 1 1 )

1 =o«r(o<) 6 S(\) . o-(S(\)) <: S( \+cr*\)

et donc, pour tout x ^ A . o n a 0 = D 1 = ( X + <r*\)(x) , donc \ € ÎR^ ,

^l(ft? L) C y (te., L) . Les inclusions (5) sont triviales.

Montrons (iv) * Comme A est de dimension finie sur /2 » il résulte

de (A) que A est de dimension finie sur fi ̂  , et donc [4] on a

A* sr (A )* ® Q T2 . Il suffit donc de montrer que (À^)* et A^ sont
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isomorphes en tant qu'espaces vectoriels sur fî • C'est clair si^ <r est

l'automorphisme identique : alors . Jî = .0 9 A = A . Sinon fï est une

extension quadratique de XI o Soit alors X' € -0 tel que jfl == fl. (<' ) .

On a o-X* + X' ç ^1 , donc, posant x = X* - 1/2 (<r (X* ) + X')

(7) û = -^o^ et x + cra = ° et x2 = <^-(^2) e: ^ o

Posons alors, pour tout x e A

(8) r(x) = 1/2 (x 4- o-x) j(x) = 1/2X (x - <r x)

II s ensuit que

(9) x = r(x) + X j(x)

(10) r(<rx) = r(x) et j(ax) = - j(x)

et que r : x —^- r(x) et j : x —^- j(x) sont des applications ^, -linéaires

de A dans A . En outre on vérifie aussitôt que

( 1 1 ) r(A) = r(A^) = j (A) = j (x A^) = A^

Posons alors, pour \ ç ( A ) * et x ç A

(12) ( t f ( \ ) ) ( x ) = \(r(x))+X.\( j(x))

II est clair que <P : \—^ ^(^ î est une application n. -linéaire

de (A )* dans A* , car

(lp ( \ ) ) ( x x ) =\(r(-xx)) +^\(j(xx)) =\(x2 j(x)) +X\(r(x))

= X . ( ^ ( X ) ) (x) .
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II résulte par ailleurs de ( 1 1 ) que (» est injectif. Il suffit donc

de montrer que <A ((A )*) = A^ •

Soit ĴL 6 A* • Alors, pour x ç A , OH a

u(x) « (<r*^)(x) =<r(^i(x))éA^

donc ulA ^ (A )* . Dans ces conditions, posant \^ = u (A , on a pour

x e A

(q»(\^))(x) =À^(r(x)) + x .\«(j(x)) =^(r(x) +%j(x)) S ^(x)

donc ip((A )*) 3 A^
' 0 0

Si maintenant X € (A )* , on a, pour x ç A , compte tenu de (10) :

[^W))](z) =^.[(y(^))(^)] =^(/\(r(^)) -. x.A(,î(<rx))]

=^V(r(z)) +<rx.<rG\(-j(x))) = /\(r(z)) + xA(j(z)) = (<f(A))(x)

Donc (D ((A )*) c A^" y ce qui termine la démonstration.

Remarque • Si l'on supprime l'hypothèse (A) toutes les assertions du

lemme ne faisant par intervenir <r* et te. restent valables : il suffit

pour le voir de prendre cr égal à l'automorphisme identique.

4. Lemmes relatifs aux algèbres de Lie.

Lemme 4-1 Soient

- ôt. une algèbre de Lie réelle de dimension finie

- ^ une sous-algèbre de Lie de O-L

- o<, fi deux éléments de K(OL )
^ 9

- S un élément de K(wJ

- \, LU des éléments de ((H )*

- i une racine carrée de - 1 dans (C
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Alors

(i) Les homomorphismes canoniques

K(^)~ ———»• K(&j.)

z<^r —» z(w)

sont des C — isomorphismes surjectifs.

(ii) Z(<x) = Z(ôi) n K(<H.) .Si « + i (î € Z(op , alors <^ e Z(ûf)

et ô 6 Z((H.)

(iii) L'automorphisme non identique de C se prolonge canoniquement en

un automorphisme involutif o" ^e K(^ ) qui laisse fixes les éléments

de K((H) et laisse stables Z( Si ) , U(^) , Ot » Ç et K(Ç) .

(iv) II existe des éléments \., \^ de (^)* » prolongeant des

éléments de OL* tels que \= \< + i \^ , et l* on a, notant <r* l'invo-

lution de (q )* associée à <r (cf. lenme 3-2) :

^\ =\^ - i\^ , S(o-^ X) = <rS(\) ,

S(\)S(yLi) cS(\+^) , S(\ )"1=S(- \ )

et, pour tout x ç o<

D ( < r S ) = < r ( D ^ et (o-* X)(x) .<rX=<r( \(o-x) S )x o"x

(v) S( \ ) est l* ensemble des éléments non nuls 3T de K(M ) tels

que D y = X (x) V pour tout x ^ M. •

Démonstration. L'homomorphisme canonique K(<H.r' —^K(ôl) est un

C-isomorphisme surjectif en vertu de la prop, 3 de I 3-4 • L'assertion (i)

résulte alors de [6] . Par suite Z ( ^ ) ~ Z( w) ^ d; , d'où (ii) . Soit y^
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l'automorphisme de K(^) défini, pour îf € K(^) , z € C , par l'égalité

<r^( y 8) z) = y 6)z ,

z désignant le conjugué de z . Si l'on identifie K(o<r à K(^) ,

alors <r̂  s'identifie à un automorphisme <r de K((h) dont on voit

aussitôt qu'il vérifie (iii) . On peut alors appliquer le lemme 3-2 .

L'assertion (v) (resp. la première assertion de (iv)) résulte de l'asser-

tion (i) (resp. (v)) de ce lemme, l'égalité D (<rS) = o-(D S ) de

la formule (6) de la démonstration de ce lerome. Soient x € ^ x

x^ ç ^ tels que x = x^ + i x^ . Alors ( (T* \)(x) .<r^= cr(\(<rx)).o-S=

o"(\ (o-x) ^) et d'autre part, comme o-x = x — i x

(<y*\)(x) »<y\(<rit) »o-(^(x^ix^) + iX^(x^-ix^))

=<r((\^(^) +\^)) + i(^(x^) -^(x^)))

= \(^) +\^x^) - i(\^) -\^(x^)

= \^ (x^ix^) - i \^(x^+ix^) = (\ ̂ -i \^) (x)

Donc «r* X = \^ - i \^ . Les autres assertions du Lemme résultent du
lemme 3-2 (ii) .

Notations et terminologie. Désormais, pour toute algèbre de Lie réelle

de dimension finie o^. , nous identifierons K( ̂  F à K( op , et plus

généralement toute sous-algèbre de K(ûl )̂  à son image canonique dans

K(^) :U((^r à U(ûp , Z(op" à Z(op ... etc. Nous appellerons

automorphisme canonique de K(^ ) l'automorphisme o- du lemme précédent.

Pour tout oc 6 K(^) (resp. \ ç (^ )^) on notera o? (resp.):) l'élément

<ro( (resp. <r* \) , et dira que ^ (resp. X) est réel si ex =s o?
(resp. \ = \ ) .

Lemme 4-2 Soient

- ôi une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif A
- OC un idéal de ûi
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- o< un élément de K ( m )

Alors

(i) les dérivations de K((M.) prolongeant les dérivations intérieures
de (H laissent stable Z(<^)

(ii) si Xî est de caractéristique 0 , si o< ç. Z(oe) et
o(°1 e Z(0f) .avec m e ST - {0} , alors o ^ ^ Z ( ^ )

Démonstration, Pour tout x € o± , OC est stable par ad , donc U(OC)

et par suite K(0t) sont stables par D • Or toute dérivation d'une al-
gèbre laisse stable son centre, d'où (i) . En particulier, si oc € 'L(ûC) ,
alors <^(D <<) = (D oQ. y. , et par suite D (ex"1) s m ot10" (D oc) pour

X X X

tout m € Ï , d'où (ii) .

Lemme 4-3 Soient

- ù\ une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps çommutatif H

- ^t un idéal de û\
- ^ un idéal de ôf contenu dans </i
- a un élément de A - & , \ un élément de ^* tels que l'on

ait, pour tout x € o±.

[x, a] - \ (x) a €. &

- $ un élément de Z(t/î) tel que \ - a ^ K ( ^ )
- (H une algèbre de Lie réelle, ^ et &^ des idéaux de ^

Dans ces conditions

(i) pour tout x e <h. , on a

D S - \W o ê Z ( ^ ) n K ( ^ )
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(ii) s i ^ = 0 t f Jl s Jî , 6s & , o n a , pour tout x e ^L

(1) D^I-)<(x) i=D^ S- \(x)S

En particulier, pour tout y ç Oi

(2) Dy S - X(y) l = Dy ^ - \ (y) ^

Démonstration. Ecrivant, pour x 6Ot

D ^ - X(x) ^ = D ( ̂ - a) + (D a - \(x) a) + \(x) (a - \)
X X. •A.

et appliuuant le lemme 4-2 y on en déduit (i) . La formule (1) résulte

du Lemne 4-1 (iv) ; comme y € Ot implique y = y , on en déduit (2)

et le lemme.

Lemme 4-4 Soient

- (h une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif A

- ÛC un idéal de w

- à un idéal de oi de codimension 1 dans OC

- a un élément de a - 6

- N un sous—corps commutatif de K( Qi ) contenant ,Q

- & un élément de N n (K( &) {SL\) tel que

N n K(oc) = (N n K(I^)) ( ^ ) et ^ - a € &

Dans ces conditions

N n(K((^) [ap = (No K (^ ) ) [S ]

Démonstration. Comme \ - a €. fe y ^ est transcendant et symétri-

que par rapport à K(^) et K(fc) f a } = K ( & ) {^\ ; il s'ensuit, d'une
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part que N r\ K( ût ) est extension pure de degré 1 de N n K( & ) ,

et d'autre part que tout élément de K( (^) {a i s'écrit de manière unique

sous la forme d'un polynôme a gauche en S à coefficients dans K( |̂ ) .

Soit P un élément non nul de N n (K(&) [&\ ) . 1 1 existe alors des

éléments u de K( (^) , des éléments v. , v de N r\ K(fe) , et des
1 J K.

entiers ^ 0 , soient p, q, r , tels que

^iuiSi-tE-.j^-tE^^-^avec u^v^O

et donc (I 4-1) , u » v (v^)~1 ç N o K( f^) et

^ v^ S1 « P - u ^p ^ N n (K( &) [a^ ) . On en déduit aussitôt par

récurrence sur p que P ^ (N n K( &))[^] , et donc

N r^ (K(&) ^a^) c (N n K ( ^ ) ) [ & ] c N n (K( 1^) {^ ) = N n (K( l^) [&} )

Levage 4-5 Soient

- C± une algèbre de Lie sur un corps comnnitatif de caractéristique 0

- <?( , Ht , P des idéaux de Ot tels que P 3 Ût 3 ^

- a un élément de ^î - ÎS , \ un élément de a* tels que l'on
<T

ait, pour tout x 6 Ct

(x, a] - ^(x) a e fe

- S un élément de Z(p) , transcendant sur Z(P) o K((^) , et tel que

z(p)n K(a ) = (z(p) n K ( & ) ) ( S )
- P un élément de (Z(P) n K ( & ) ) C&l , de degré s > 0 par

rapport à ^ , u, u' des éléments de Z(P) 0 K( 6 ) , u ^ 0 , tels que

P = u ( S 3 + u» S8"1 +... )
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Si P 6 Z(^) , et si l'une des deux conditions suivantes (A)
(B) est remplie

(A) S - a € K ( ( ^ )

(B) pour tout x e ̂  , D̂  - \ (x) ̂  e K( ̂ )

alors

u €? S(- s \) et ^+u» /seS(^ ) et u( ^ + u'/s)8 e Z(op

Démonstration. On a : (A) ===e> (B) (lemme 4-3) ; et (B) et le lemme
4-2 impliquent que

(1 ) ^ S = "X (x) î» + v^ ,, avec v^ € Z(P) n K(P) , pour tout x €. ̂

Si donc P € Z(<^) , l'on obtient, pour tout x e <2L, égalant à zéro les

coefficients de S6 ^ S81""1 dans l'expression de D P , et tenant
compte de (1) :

(2)
D^ u + s \ (x) u ss 0

(D u) u' + u(D u' + s v + (s-l)\(x) u') s 0
-»• X X

La première égalité (2) montre que u e S(- s \ ) . La seconde s'écrit

encore, compte tenu de la première et de (1) :

u .[- s \(x) u' + D^ u' + s (D^ ^- \(x) ^) + (s-l)\(x) u'] «= 0

soit, puisque u est ^ 0

D^ (s S +u') = \(x) (s S + u » ) .

Donc S S + 1 1 ' et S4- ul /s appartiennent à S( \) et par suite

(lemme 3-2) : u( ^ 4- u'/s)8 € 3(- s \+ s \) = S(0) c Z( ^.) .
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Lemme 4-6 Soient

- (M une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif A

- ^ un idéal de (h

- a. , a, des éléments de (H, , fe tels que les sous-espaces jŒ a, ® ^

et û Q.^ ̂  B? soient deux idéaux de <x , distincts.

Alors K( jl a^ 1^ ) n K( XI a^ 8) î^) = K( P)

Démonstrati on. Posons

OC ^ = n a^ 0 ^ (i = 1, 2) , ^ =: na^ ^a^ <& ?

Alors 0^, <X^ sont des idéaux de ralgèbre de Lie ^ = W^ ® -^a^ =0^0 -ûa^

Soit « un élément ^ 0 de K(^(.) . Montrons si o< € K(<y^) alors

o< e K(l^) . Soient en effet ^,... A^» ÎTi»--» î n <c ̂ ï3) » Pm ^n ̂  °

tels que oc = ( E & (a J1) . (E y.^i)3)""1 » soit :

^i=1 I:L • / lj=1 M ' /

g^^a,)1^?^)1.

Si o< € K(0(^) , alors les o< Ï , (3^ € K(o<^) , et donc (I prop. 1 ) , l'on

a m s= n , et o( Y. =s (3. pour i s= 1,..., n ; en particulier

o< = ô ( Ï )"1 € K(&) .Fn n

Lemme 4-7 Soient

- <{L une algèbre de Lie réelle de dimension finie

- <?t et (̂  deux idéaux de Oi , a un élément de a tels que

- a 3 l̂  et dim (<%/^) == dim (a/j>) == 2

- OC a f ^ - l - C a ^ C a
o, •\/ — ~

- ( ^ ^ C a et I ^ ^ < C a sont des idéaux de (M.

- l̂ un idéal de a contenant <^

- (<") et (?) les assertions suivantes
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(c) Z(/Z) n K( [îe <T a) i Z(^) n K( ê)

(?) Z(Jî) n K(P(b (S a) ^ Z(^) ^ K(^)

Dans ces conditions

(i) les assertions (c) et (S) sont équivalentes

(ii) si (c) est vraie, alors

^ Z(^) A K( SI) ^ Z(Jl) n K( 0e Œ a)
et

Z(^) n K(^) ^ Z(^?) n K( f? ̂  C a)

^ si un élément & de K( M ) engendre Z(./? ) n K( /? « C a)
sur Z(y?) n K( êf) , alors ^ engendre Z(<^ ) n K( $ ̂  <D a) sur
Z(J?) n K(^)

(iii) si lîune des conditions suivantes est réalisée

(A) (c) est vraie et Jî est niipotent

(B) Z(J?) o K(P) j a ^ contient des éléments de degré 1
par rapport à a

et si ^ es^ un élément de Z(^?) r\ K( |3) ( a^ engendrant Z(^?) Q K( fe e (C a)
sur 2(^) n K( ^) , alors S engendre Z(^) n K(^ ) sur
Z ( ^ ? ) n K ( & ^ ( S a ) ^ et Ç sont algébriquement indépendants sur

Z(JÏ) n K( fe) , et ron a
Z(^) ^ K(^) = (Z(^) n K( pe (F a ) ) ( ^ ) == (Z(^) o K(& e fl; a)) (5 )

= (Z(c^) ^ K ( ^ ) ) ( S , S) -

(iv) les assertions déduites de (ii) et (iii) en remplaçant (c)

par (c) et en échangeant les r^les de a et a sont également vraies-

Démonstration. Posons pour simplifier
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^ = & ^ Œ a , Ç = È^ (C a , H = K(^) H = K(Ç)

A s K ( a ) B = K ( ê ) N == Z(t>?)

et notons <r 1 * automorphisme canonique de K((;h.) (cf. ce qui suit le
lemme 4-1) . Alors o-^ s= fy , et, compte tenu du lemme 4-1 , on a

(1) CTN = N c r A a A , o-B = B , CT-H ;= H .

On en déduit aussitût (i) , l'assertion ^ de (ii) et l 1 équivalence
de (iv) et de ((ii) et (iii)) • Par ailleurs il résulte du lemme 4—6 que
l'on a

(2) A - H 3 H - B et A - H D H - B

ce qui, compte tenu de (i) » implique (ii) a •

Montrons (iii) « S i ^î est niipotent, il en est de m^me de ^t ,

donc, compte tenu de (L) , on a : (A) ->—> (B) • Supposons (B) vérifiée

et notons S un élément de N n B [aj tel que N n H = (N n B) ( S ) ?

il résulte alors de (L) que S » étant de degré 1 par rapport à a
et appartenant à A - H , engendre N 0 A sur N n H ; donc, compte

tenu de (1) , ^ engendre N n A sur N n H , ce qui implique que ^

et ^ sont algébriquement indépendants sur N n B et termine la démonstra-

tion,

Lemme 4-8 Soient

- <H , Qt, l̂  , a définis comme au lemme précédent
- Jl un idéal niipotent de oi contenant OC.
- X l'élément de (ot )* tel que [x, a] - 'X (x) a ê ï^ pour

tout x € Cf.

- (R l* ensemble des éléments LL de (ci)* ayant la propriété

suivante :
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(P) il existe un idéal J5(u) de <M et un élément a ( u ) de

Of - (?(u) ^eis que [x, a (u ) ] - u (x) a ( u ) € ^ ( u ) pour tout x ^ W

- te le sous-espace vectoriel de (ftr )* engendré par ft

- y l'ensemble 0 S ( X )
/A6R

- G (a , f3 , a) l'ensemble des éléments %€ K( Ot) tels que

a, ^ ^ a € : K ( ^ )

^ Z(^) n K(à) = (Z(^) n K($)) ( S, S)

Dans ces conditions

(i) pour tout x €. OL , et pour tout u € tt 9 on a

[x, a(u)J -Ji(x) a ( a ) € f ? ( M ) ; e n particulier [x, al - \(x) î € /? .

(ii) y est stable par l̂ automorphisme canonique de K(^) .

(iii) les assertions suivantes sont équivalentes

(A) G(<K, 3, a) n S(\) ^ ^

(B) y n z(*^) ^ K ( ^ ^ ® a ) ^ y n z(J? ) n K( p)

(c) y n zGÂ ) n K( ̂  e c a) i y n z(^) r» K( ê)

Démons trati on.

1. Compte tenu de (P) et du lemme 4-1 (iv) , on a, pour x e en
et u 6 ÏtF o

[x, a(n)J -^I(x) a (u )= ([x, a.(jjt)] - ^L (x) a(^i)) , ce qui

établit (i) . Soient alors or , ,̂ Ç, H, H, A, B, N définis comme dans

la démonstration du lemme 4-7 • On a toujours
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(1) < r N = N ' < r A = A , <rB = B , o-H = H

La stabilité par y des idéaux de <K qui sont les complexifiés

d'idéaux de of implique alors que fc , et donc fc , et par suite

(lemme 4-1 (iv)) y sont stables par <r , et que les assertions (B)

et (C) de (iii) sont équivalentes. Par ailleurs (A) •—^ (B) , puisque

Gr (OC, ^ , a) c N n (H-B) et que X e ft . 1 1 suffit donc de montrer que

(B) ==> (A) .

2. Supposons donc (B) vérifiée. Par suite N n H ^ N n B , et par

conséquent (lemme 4-7 et (L)) G (OC y !Ï , a) ^ f . Notons ^ un élément

de Cr(ôc, ^ , a) fixé une fois pour toutes, et posons, pour tout x €. S{ ,

y (x) =; D^ Ç - \(x) ^ . Donc (lenroe 4-3) .T?(x) € N nB . Soit

(2) D^ Ç - \(x) S = r(x) c N HB pour tout x ç ̂  .

Par ailleurs ( (L) et lemme 4—7) y

- S (resp. ^) engendre N f\ H (resp. N r^ H) sur N n B

- ^ (resp. ^) engendre N A A sur N n H (resp. N r\ H)

- S et ^ sont algébriquement indépendants sur N n B et

N n A = = (N^ B) ( S , S).

3. Montrons d'abord : (B) ===»< V n (N n B) [&1 ^ V P> N n B).

Supposons en effet qu'il existe un élément R d e y r » N n H = t ^ n ( N n B ) ( ^ )

non contenu dans y f\ N n B ; soit ĴL € R tel que R € S( ̂  ) , et sôiz

(P, Q) le couple d'élément» de f^B)l il associé à R (cf. 1-4) . Il suffit

de vérifier que P ou Q appartient à y r» N n (B[^3 - B) . C'est clair

si Q == 1 • Supposons donc Q de degré strictement > 0 pariapport a ^

^oit m ce degré. Pour tout x é Ht , l'on a alors, compte tenu de W

(3) D ^ Q = = m \(x) ^m+... ^m"1 -r...
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Donc \(x) i 0 implique D^ fi ̂  0 . Comme par ailleurs B É-S(^) , l'on
a, pour tout x e Ot

(D P).Q - P.(D Q)
^ (x) P/Q = D^ (P/Q) = —S————^——S——

soit P.(D^ Q) = Q(D^ P - .̂(x) P) . (Conme D^ P et D Q appartiennent à

N n A (lenne 4-2) , on travaille ici dans un corps commutatif, ce qui

justifie ces écritures et ces calculs : remarque valable jusqu'à la fin du

chapitre). Si donc D Q ^ 0 , on a

, (D, P) - h,(x) P
(4) P/Q = ———T-S—————

X x

Comme par hypothèse la fraction P/Q est irréductible, il résulte alors
de (3) et (4) que

\ Q » 0 si \(x) = 0 , D^ Q = m \ (x) Q sinon.

Donc Q € S(m \ ) ^ N n (B [^] - B) C y o N n (B [ÇJ - B) , ce qui établit
' notre assertion.

4. Soit donc T € V f\ N f\ (B[^] - B) . Notons \? l'élément de R ,

u, v les éléments de N r ^ B , u ^ O , j( l'entier > 0 tels que

(5) T € SM T » u(^ + v ^~1 +... )

Ecrivant que T é S(^) , on obtient, pour tout x 6 w

1^(x) T»^(x) u (^+v^-1 +... )

» D ^ T = (D^u).(^+vS1-1 +..J +U.D^(S t+vS t"1 +...)

Or, compte tenu de (2) , on a, pour tout entier n ^ 0

\ ^n ' ̂ x î) S11"1 » n \ (x) ^n + n r(x) ̂
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II vient alors

^(x) u ̂  + ^(x) uv ^"1 +... =

(D^ u + Jt\(x) u)^+ ((D^ u).v + Iirr(x) + C(-l)\(x)uv + u D v^1"^.

Donc

(6) ^>(x) u = D^ u+(X(x) u

(7) ^(x) uv = (D u).v+-îur(x) + «-l)\(x) uv + u D vx x

Portant dans (7) l*expression de D u tiré de (6) , on obtient, divisant

par u :

^(x) v = Wx) -(X(x)) v + ^r(x) + (^-D\(x) v + D^ v

soit

\(x) v - D ^ v = (r(x) = t(D^S - X(x) î )

D^tS+v) = \(x) ( (S +v)

Donc S + v/( € S( \) Q G(OC, f? , a)

ce qui termine la démonstration,

Lemme 4-9 Soient

- OL une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

- \ un élément de of *
(T

- E un sous-corps commutatif de K( <K ) stable par Ot

- k un entier ^ 0

- S.,..., £, des éléments de Z(or) algébriquement indépendants

sur E

- v un élément de E (g .,..., E ̂ ) ^ S( %)
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Alors il existe un élément v de Z(o[ ) f\ E( &,... , ^ ) et un

élément v de E n S( X ) tels que v = v v

Démonstration. Par récurrence sur k , on se ramène aussitôt au cas où

k = 1 ; soient alors 6 == C^ , v € E( S ) r» S(x) , (P, Q) le couple

d* éléments de E [£] associé à v • On a donc, pour tout x € OL

(D P) Q - P(D Q)
X(x) P/Q = ——^————.——————

Q

soit : P(D Q) = Q(D P) - X(x) P) .x x

D P - -><(x) P
S*il existe x 6 M tel que D Q ^ 0 , alors P/Q = x — — — — — , et

x y

D Q est un polynôme en ç de degré strictement inférieur à celui de Q ,

ce qui est exclu. Donc Q e Z ( g ) n E [ C J , e t par conséquent (lemme 3-2),
P -

P é E [€ ] n S(\) . Soit P = C u- ê" 5 u. e E , u -f- 0 . Alors on a,
0==o 3 3 P

pour tout x € a

È

tD u ) f3 =D P= \(x) P= È ().(x) u.) f 3

3 j=o 3

Donc u ç S( \) et par suite (lemme 3-2) , P/u ç S(0) c Z( w) .

Par conséquent v s= (P/u Q) u = v , v. , avec

VQ =s P/u Q 6 Z((^) 0 E( g) et v^ = u 6 E n S( >») ,

Lemme 4-10 Soient

— 0( une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif
— \ , u deux éléments de OL^

— E un sous-corps commutatif de K(0[ ) 9 stable par Q\

— b un élément de S( \)
— E(S ) le corps engendré dans K( 0[ ) par E U S^\

Q l •»
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Si E( Ç ) est un corps commutatif, et si E( ̂  ) r\ Z(or ) c E , alors
tout élément de E( ^ ) n S ( u ) est le produit d'un élément de E par une
puissance entière ^ , t e î , de ^ . S i Ç est algébrique de
degré r par rapport à E , alors on peut choisir ( tel que 0 ̂  ( < r .

Démonstration. Supposons d'abord que ^ soit transcendant sur E •

Soient v € E( ^) n S(^) et (P, Q) le couple d'éléments de El^l

associés à v • Cn a

P = v Sp +... , Q = ^q ̂ ... , v € E - {0^ , p, q>0 .

Par suite, pour tout x 6 Qi

( 1 ) D P = (D v + p X(x) v) ^p+... , D Q = q - \ ( x ) ^o.
X* X •<»

(D P) Q - P(D Q)
D v = ——^———-———^—— = a(x) P/Q

Q

et par conséquent

(2) (D^P) Q -P(D^Q) = jm(x) PQ .

Par identification dans (2) des termes de plus haut degré en ^ , on

obtient, compte tenu de (1 )

(D v + p \ (x) v) - q \ (x) v = ^ (x) v

Donc v € S(u. + (q - p) \ ) , et par suite (lemme 3-2) :

v/v ^"^ 6 S(^i - ^L- (q-p)\ - (p-q)^) ^ E( ^) = S(0) ^ E( ^ ) C Z(^ ) n E C E

d'où notre assertion.

Si S est algébrique de degré r sur E , on peut écrire v == P ,

P étant un élément de E [^] de degré p , 0 ^< p < r ; comme

1, ^ » . . - » ^ r""1 sont linéairement indépendants sur E , le raisonnement
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précédent — où l'on fait Q = 1 y reste valable, et montre que v/ Ç ç E ,

d'où le leimne.

Lemme 4-11 Soient

- Ot, une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

- \, tt des éléments de M *
' . v

- L un sous-Corps commutatif de K(oc)

- E un sous-corps de L , <x , ^ , y des éléments de K(^.) tels

que

^ E c E ( p c ) c E ( ^ ' ) c E( &, S ' ) c L

b^ e< 6 Z ( ( K ) , ^ t e S(\) , et E ( ^ ) est stable par M

j^ ^' est algébrique sur E( oc) et S e^ V sont

algébriquement indépendants sur E

d. E(S , S* ) H Z(^) c:E(o<)

^ pour toute combinaison linéaire u,' de \ et ^ y on

a : E ( ^ ) n S(^') ==E nSt^*)

Alors tout élément de E( \y $ ') A S(jji) est le produit d'un élément

de E(o0 par une puissance entière ^ 0 de ^* strictement inférieure

au degré de ^' sur E(o<) .

Démonstration^ Soit r le degré de ^* sur E( {A ) . Alors

^ & » S*^^^» & ) ( ^ ) est une extension algébrique de degré r* .̂ r

de E(o< , ^ ) . Si donc v est un élément de E(^ , ^) f\ S ( a ) , alors

v s'écrit de manière unique sous la forme

k
v = C u- &'3 » avec u- e E(o< » ^ ' \^ ° et ° ̂  k < rl

j=o ° 3

Posons
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(D \-^\ ^

II résulte de ^ que E( c<, S ) est stable par M . Comme vç S(^)
et que Ç * é S( '\) , on a pour tout x ç «

k . k
/Jl(x) v = E u(x) u ( S * ) 3 =[^ ( ^ u + j \(x) u) ( ^< ) 3

J=o / J j==o "

et par suite

(2) u^€ S(^JL -k^)

ce qui implique, compte tenu de d et du lemme 3-2

(3) v^€ E(<x) .

Par ailleurs, ^ entraîne que Ç et o( sont algébriquement indépen-

dants sur E , II résulte alors de (2) et du lemme 4-9 que

(4) u^ ±: v v' avec v € E( S, o^ ) ^ Z( g.) et v* « E( % ) ^ S(yA - k-X)

or compte tenu de ^ et ^

(5) v € E(ot) et v* 6 E

Le lemme résulte alors de ( 1 ) ( 3 ) , (4) et ( 5 ) .

Lemme 4—12 Soient

- Ot une algèbre de Lie résoluble réelle de dimension finie n ̂  1
- SO l'idéal dérivé de Or

On identifie of (resp< Of^) a son image canonique dans Ot (resp«
(Of )*) • Dans ces conditions il existe ;
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- deux entiers m, p, 1 ̂  p ̂  m ^ n

- une suite de Jordan—Holder du ^4 - module (X

( S ) = ( ( ^ = ̂ ^ •••^.n-l^m-^P

- une suite de Jordan-Holder du w - module o/

(?)= (ojf=^ ^ . ... ^^=W)

- une partie 1 de [0, m-1]

- une application injective croissante îjT : [0, m—1^ —^ [0, n-1]

- une famille (a.) , j ç [0, m-1 J d'éléments de M
J v

- une famille (a*., a") , j 6 [0, m-1] d'éléments de Of X 9^

- une famille (\.) , j € [0, m-1 ] d'éléments de (op*

-une famille (\!, •)<"), j € C°» "^-l] d'éléments de ( H ^ X OL*

tels que ;

(i) les ensembles y ([0, m-1]) et ^(CO, m-1] - l)f1 forment

un recouvrement disjoint de [0, n-1]

(ii) pour tout k 6 [0, m-1] y on a

^«k^^ ^k^k-1 -1^

^= ̂ 9ifi&k+slak)

fk = ̂ (k) ei ^(k) = ̂ y(k)+i + * ̂

(iii) si k é- I alors

^ àim (^k/û(k+1) = 1 et V^^ = V^ + 1

^ a^ = 0 et X^ = 0

^ pour tout x Ê Ot (resp. pour tout S. €. W ) on a

[x, a^] - \^(x) a^ ^ (^ ̂  (resp. [x, a^] - \^(x) a^ ç ̂ y(k)^ = ^y(k+1))
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(iv) si k € [0, m-1] - 1 , alors

QL dim (<Ïk^k+1) = 2 et ^(^1) = V(k) + 2

^ ^(h)-H '^(k+D^^-^k+l®^

^ on a pour tout x € OL

[x, a^] = ^(x) a^ - ^(x) a^ mou (̂

[x, a^] = X^(x) a^ + ^(x) a^ mod <^^^

^ on a pour tout ^ 6 W

[S, a ]̂ = \^(î) a^ mod ^^

^ ^]== \W\ mod ̂

(v) ?our tout k € [0, m-1 ] , on a ((^, ̂ ] c (^^

(vi) a - Q , [0, p-1] c I et pour tout k € CO, p-l] ,

on a \^ = 0 .

Démonstration.

1 . Soit (S) = ( o f : > <g^ > ... 3 (g^ = (0}) une suite de Jordan-Holder

dft (K - module 0( , Convenons de dire que (S) possède la propriété (P)

s'il existe pour tout ke [0, m-1] des éléments a,, a" e 0± , ̂ ,, ̂ î € ot*

vérifiant les conditions (iii) et (iv) du lemme. Cela étant, faisons

d'abord quelques remarques

^ Si (S) a la propriété (P) , alors il existe un entier

n ^ m (n = dim Ot ) , une suite de Jordan-Holder (S) du OC - module M ,

une application croissante \J1 de [0, m-1] dans [0, n-1] , et, pour

k e [0, m-1] , des éléments a, 6 w , ^T,.^^)* vérifiant les assertions

(i) à (iv) du lemme : on définit a. et \ suivant (ii) , y suivant

(iii) ^ et (iv) o_ , le reste est vérification trivialeo



80 CHAPITRE III

^ Si (S) a la propriété (P) , alors [o ,̂ ^J C ̂ ^
pour tout k € [0, m-1] . C'est clair si dim («,/oi, . , ) = = 1 .Si

<» JK. G K+i

dim (^ i-/<j(i-.i) SB 2 » alors a. et a" sont linéairement indépendants
modulo ût^.. 4 ®"fc l'on déduit alors de (iv) ^ que
0 - K* "kl - ̂ W ^ - K^ •k • donc ^k^ - K '̂̂  par suite

k* «"kl3 ̂ ^ ̂  ̂ ^ "k aoï .<ïk+i
» 0 mod ̂  ,

ce qui établit notre assertion»

^ S'il existe une suite de Jordan-Holder du (tt- module <K

qui possède la propriété (P) 9 alors toutes les suites de Jordan-Holder du

Oi - module OÏL ont la propriété (P) , et il existe parmi elles des suites

où figure 2) .

Cela résulte des théorèmes classiques relatifs aux groupes à opérateur :

isomorphie des quotients successifs à l'ordre près, possibilité de "plonger"

la suite de composition ( (X 3 ^3(0^) dans une suite de Jordan-Holder.

d Si (S) a la propriété (P) et si M as <0 9 alors le— ^p
lemme est vrai. Compte tenu de ce qu'on vient de voir, il suffit de vérifier

(vi) , ce qui est trivial.

2. Compte tenu des remarques précédentes, il nous suffit, pour établir
le lerome, d'établir l'existence de suites de Jordan-Holder du (X- module
Oi ayant la propriété (P) • Par récurrence sur la dimension de Ot , on
se ramène à la considération des idéaux minimaux (non nuls) de QL : il
s'agit de vérifier que si OC est un tel idéal, il existe \', \" ç Q<*
et a*, a" € OC tels que 91 =s R a' + B a" et que l'on ait, pour tout
x € ^

[x, a'] = \'(x) a» - V'(x) a" et [x, a"] == \"(x) a1 + \ î (x) a".
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C'est clair'si M possède des idéaux de dimension 1 . Supposons le

contraire» Soit donc (K, un idéal minimal de dimension > 1 • Alors OC

est un idéal de Ot qui contient un idéal àe ût , soit ft de dimension 1

(Théorèmes de Lie et de Jordan-Holder). Soient b € f9 y \ ^(fi)*, b', b" € OÏL

V, \" 6 Ot* tels que

p = Oî b , b s b' + i b" , \ = \ ' + i V

w» ''- ^ • •
et qu'on ait, pour tout x € 01

[x, b] = \(S) b

L'on en déduit, séparant parties réelles et parties imaginaires, que

l'on a, pour tout x < <H. :

[x, b'] = \'(x) b' - Y'tx) b"

[x, b"] = \"(x) b' + y(x) b"

Donc (X = K b ® R b' et le lemme est établi :

5. Lemmes de décomposition*

Lemne 5-1 Soient

- 01 une aiffèbre de Lie de dimension finie sur un corps conmutatif
0 °

de caractéristique 0
- ft: un idéal de 0i
- If un idéal de <& de codimension 1 dans ÔC

- a un élément de <X - P
- \ l'élément de <g* tel que [x, a] - \(x) a € t» pour tout x é<^

Si Z(« )^ K(0t) ^ Z(Ç) A K(P) , alors il existe un entier s > 0

et deux éléments u, v de K( f9) tels que
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a, Z(^)r» K(OC) = (Z(<g)^ K(^)) (u(a^r)8)

.b a4-v 6.Z(Ker \) ^S(^) et u 6 S(-s 'k) ^ Z(Ker -\)

^ si [<^ , <X] C /? ^ alors s = u = 1 .

Démonstration, Soit w s Ker \ le transporteur de (K dans /? 5

c'est un idéal contenant OC • Posons

^ f K = K ( ^ ) , Z = Z ( y ) , K^K(^) Z^Z(^,)

IA=: K(0<) , B = K(^)

On a donc

(2) Z ^ K ^ C Z^ et [<h^ aj C P

ce qui implique, compte tenu des hypothèses

(3) Z^ n A ^ Z^ B .

Le lenme (L) appliqué à OL montre alors qu'il existe un élément v.

tel que

(4) v^ € B et Z^ r> A a (Z^ ̂  B) (a + v^)

ce qui établit notre assertion si Çdt , 0(] C /? , puisqu* alors ^ a 0

et ^ == ^i • Supposons désormais \ ^ 0 , et posons
0 0 '

(5) ^ = a + ̂  .

Le lemme (L) appliqué à ÙH , montre alors qu'il existe «- tel que

(6) <^ « Z O (B (a) - B) et Z n A = (Z r» B) ( o<^)

Par ailleurs, appliquant le lemme 4-4 (où l'on prend ^ ss 0£ ) , on obtient
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(7) Z^ nB [a^== (Z^ nB) [^]

Or

(8) Z r ^ B ( a ^ = (Z r» B ̂  ) /^ = (Z ^ K^ ) ^ B ^a j

L'on déduit alors de (2), (6) et (8) que

o^ € ( Z A K ^ ) n B (a^ c Z ^ n B (a) = (Z^ ^ B) [^] .

Soit alors s le degré de o<. par rapport à ^ , et soient

u, u*. u 5^ 0 , les éléments de Z. C\ B tels que o < . = u ( ^ 4 - u ' ^ +...)

Il résulte de (5) que s est aussi le degré de o( par rapport à a ,

et donc s ^ 1 . Par ailleurs, le lemme 4-5 (où l*on prend f == wf )

implique que l*on a

u(S., + ̂ /s)^ Z(<^) , u e S(-s \) , ^ + u'/s ^S(\) .

Par suite o(. et u( ^. + u'/s)8 sont des éléments de Z Q (B fai - B)

de degré minimum, d* après (L) , et (L) implique donc que Z QÂ =

(Z n B) (u ( ^ + u'/s)8 . Le lemme est donc vérifié, si l'on prend

v =s v.. 4- v'/s •

Lemme 5-2 Soient

- (H une algèbre de Lie réelle de dimension finie

- û(. , fr deux idéaux de (H , a un élément de W. tels que

- Ot. :> & et dim (W. /f^} == dira (Si/fï) = 2

- ûi = [3 Q (I; &€ ® a

- p ® ( t a et f 3 ® ( C a sont des idéaux de Of

- \ l'élément de (!n )^ tel que [x, a] - \(x) a € P pour tout

OC6 ^
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- ^î un idéal niipotent de <H contenant (K

Si Z(^) n K(5t) ^ Z(^) n K(fî) , alors une et une seulement des deux

éventualités suivantes est toujours réalisée

(I) 1 Les corps Z(JÎ) n K( S) , Z(c^) n K( f? © <C a) , Z(^ ) ^ K(f?^ C a)

et Z(^ ) ^ K(<x) sont deux à deux distincts

^ II existe un élément S de Z ( c ^ ) A K ( X ) tel que

a, Z.(3l) nK( H?® Ç a ) = (Z(^) n K(^)) ( Ç )

^ Z(<%) n K ( j ? ® 0 a) = (Z(^)r\ K(f?)) ("̂  )

^ Z(^) ^ K(«) = (Z(<%) nK(Be(T a)) ( ^ ) = (Z(^ )n K(^® €a))(^)

= (Z(JÏ)^ K(P)) ( J , j^)

^ S et S sont algebriquement indépendants sur Z(i? ) r\ K(p)

^ ï - a C K ( p )

(II)1 Z(^) n K(/3 ed a) = Z(^) ^K(p ® (t a) = Z(w% ) n K(f5)

^ II existe

- un élément y de Z(c^) n K( %)

- un élément u» de Z(Ji)nK(f?)

- un élément v1 de K(^)

tels que

^ ^ f est transcendant sur Z(Ji) r\ K(/î)

^ Z(^) r, K(oL) = (Z(<^) n K(^)) ( ^)

^ ^ t = a + u* a + v*

d u' iï7' = 1

^ pour tout x € 0^ ^ S* - \(x) ^ » € Z( ̂  ) n K(^)
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Démonstration.

1 Comme lors du lemme 4—7 y nous poserons pour simplifier

^ a p ® C a , Ç =: î? ® (I; a , H = K(^) , H = K(Ç)

A = K ( & ) , B = K ( g ) , N = 2 ( ^ ) .

Nous distinguerons deux cas •

2 Supposons d'abord N n H ^ N F^B • Comme Jt est niipotent, il en
est de même de ^l , et il résulte alors du lemme 4-7 que N n 5 3^ N n B ,
N n A ^ N r k H et N n A ^ N r » 5 , e t qu'il existe ^ € N n H vérifiant
(I) 2_ f^ b^, j^, ^ . On peut en outre, d'après (L) , choisir ^ de manière
à vérifier (l) 2 ^ . Comme par ailleurs H C\ H = B (lemme 4-6) ,
N n H ^ N n B implique N r» H ^ N n H* , donc (I) est réalisé.

^ Supposons maintenant N n H sa N n B . Alors le lemme 4-7 implique

(II) J_ et l'on a donc

(1) N r k A / N n H e t N ^ A ^ N n I Î

Appliquant alors à Jh. le corollaire 2 du Théorème 3 de II , on obtient
— — ' ^

qu'il existe des éléments \ 9 P(a), Q(a) de K(Jt) tels que

^ = a + P ( a ) . (Q(a))'1

P ( a ) € U ( & ) { a ^ , Q ( a ) 6 N ^ U ( Ç )

et

(2) N n A = ( N n H ) ( ^) = (N n B) ( ^)

et par suite, notant o~ l'automorphisme canonique de K(^) :

(3) N n A = < y ( N n A) = ( N n B ) (^)
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Or (II) J_ implique que Q(a) € N r\ U(Ç) c N n H = N n B , donc

(4) X = a 4- P^(a) , avec P^ (a) e B { a } .

4_ Dans ce qui suit, nous notons u. , i s= 1 , 2,... , des éléments

de N Fk B . De (2) et (3) on déduit que S et € » <1U:]L sont transcen-

dants sur N n B , sont liés par une relation homographique de la forme

(5) ^ S S + ̂  ^ + u^ ^ + u^ = o

u ,•.., u, étant non tous nuls, et déterminés à un facteur près de N n B •
Si u< -fs. 0 , on peut prendre u. = 1 , et alors

0 = î&+ u^+ u^ + û  = < r ( ^ S + u^+ u^+ u )̂ = iS+ \ & + u^%+ ^

donc u^ = u , u , = u et (5) devient

(6) ( ^ + u^) (^ + u^) = u^ u^ - u^ € N n B

Or (4) implique que (^ + u^) ( ̂  + u ) € (a + B { a p . ( a + B { a p
est un élément de H {a} de degré .̂ 1 par rapport à a , ce qui contredit
(6) . Donc u == 0 , et par suite u^ u ^ 0 , puisque ^ et ^ sont
transcendants sur N r\ B . On peut donc écrire (5) sous la forme

(7) S = u^ ç + u^ .

Posant alors (r0^..(a)) = P. (a) , on a, combinant (4) et (7)

(8) a + P^(a) = u^(a + P^(a)) + u^

ce qui implique que P (a) est un polynôme de degré 1 en a a coefficients

dans B • Soit

( 9 ) P^(a) = v^ a + v^ , v^, v^ e B .
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Combinant (8) et ( 9 ) » on obtient

a + v a + v = u (a + v a + v ) + û  .

Comme a (resp. a) est transcendant et symétrique par rapport à B
(resp. B) , il s'ensuit que

(10) u^ = ̂ ^ ̂  = ̂  u^ = ̂  ̂  = 1

Prenant alors v* = v^ , u* =s v. , V sa Ç , il est clair, compte
tenu de (2) , (4) ( 9 ) et (10) que les assertions (II) ̂  ̂ » à» £» à
sont vérifiées ; or elles impliquent, compte tenu de (II) J_ et du lemme
4-2 , l'assertion (II) 2 e : si x e. Oj. , l'on a

D y - \(x) ̂  =s (D a - \(x) a) + D (u* a + v' )- \(x) (u* a + v' )x * x x
^ N n (B + H) a N n H a N n B .

Lemme 5-3 Les notations et les lypothèses étant celles du lenme 5-2 ,

on suppose en outre que

1) Z(^)n K(X) + Z(^)n K( ?)

2) l'éventualité (l) du lemne 5-2 est réalisée.

Soit alors G (^, ^t , ̂ , a) l'ensemble des éléments ^ de K(^)

vérifiant l'assertion (l) ^ du lemme 5-2 .

Alors une et une seulement des deux éventualités suivantes (l)^ et

(I).. est toujours réalisée

(D,

1 SOO ^ GA-^l, Oi, R, a) î^
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et

^ il existe un entier s > 0 et deux éléments u , S ^e

^/ '
Z(*^l) tels que

.a \ € S(\) ^ G ,̂ W , »î, a)

.b u^ € Z(^ ) n K( R 9 (t a) n S(- s \)

^ Z(M.) n K((X) est extension pure de degré 1 de

Z(ot) n K( ë® fl; a) et de Z(w ) n K( H 0 Œ a) et

Z(op nK(%) = (Z(cg.)^ K ( P O Œ a))(u^ f) = (Z(^) n K( p ̂  (B a))(S^ ^ar )

(I),

1 S(\) n G^(<^, ûl, f î , a) = ((

et

2 il existe un entier s > 0 et des éléments S> u, v', v1

de Z(*^l ) tels que

à ^ 6 ^^^ » !î » a)

b^ u, v', v1 é Z(^) n K(B) et u ̂  0

^ v*, ^' = 1 et v1 6 S(\ - \ )

à S + v' & + v* é s(\)
^ u ê S(- s \)

^ Z(^ ) ° K(of) est une extension pure de degré 1 de

Z ( 0 f ) < ^ K(R) et Z(o()n K(<î) = (Z(^) n K(P)) (u(^+ v1 ? + v 1 ) ® )

Démonstrati on «

j_ Définissons ^, Ç, H, H, A, B, N comme dans la démonstration du

lemme 5-2 . Posons en outre
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Z = Z(op G^ == G ,̂ û[ , 8, a) .

et notons <r- l'automorphisme canonique de K(o[) ,

Notons que G coïncide avec l'ensemble G(OL, R » a) du lenroe 4-8 ,
et que l'on a

(1) Z o A ^ Z ^ H et Z n A / Z n H

En effet, compte tenu du lemme 4-6 ,

(Z n A = Z ^ H) ====» Z r » A = < r ( Z n A ) s = Z n H ==>Z n A = Z n H r » B = Z n B

ce qui contredit l'hypothèse.

Cela étant, on va montrer que (l) 1 s=as^ (l) 2 et (l) 1 ——^ (l) 2 ,

ce qui impliquera évidemment le lemme •

^ Supposons S( \) r\ G ^ ^ . Soit ^ e S( \) n G . Alors (lemme 4-4

et (L)) , il existe

oc € Z n (B [a.} - B) c N n (H (a) - H) a (N n H)ty - Nn H

tel que Z n A s s ( Z n B ) (o<) • Notons s le degré de oc par rapport à

î (et donc aussi par rapport à a) • Alors on a s > 0 et (lemme 4—5)

il existe u € (N r» B) Q S(- s \) , donc (lemme 3-2) , u ^ s^ S(0) c Z ,

et par suite ((L)) , l'on a :

Z n A = (Z n5) (u^ ^s) =: (T (Z ^ A) == (Z n H)(3^ ^s) ,

donc (1)^ 1 ===^(1)^ 2 .

^ Supposons désormais S( \ ) nGr. sa^ •

Montrons d'abord que dans ces conditions Z ^ H ss Z o B (et donc

Z ^ H = s < r ( Z n H ) = Z n B ) .) Soit en effet ^ ç G , et supposons

Z r\ H j4 Z n B . Alors N n H == (N n B) ( ̂  ) et il existe ((L) et lemme

4-4) , un élément o< de Z n H tel que
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o^ 6 Z 0 (B {a} - B) C N A (B {a} - B) = (N n B) [^ ] - N n B ,

donc (lemme 4-5) , il existe v ç N n B tel que ^ + v ç S(\) ,

et donc ^ + v 6 S(\ ) n G , ce qui est absurde.

^ Supposons désormais S(\ ) n G = ̂  et Z n H = = Z n H = Z n B .

Soit ^ € (̂  . Compte tenu de (1) , de (L) et du lemme 4-4 , il existe

o(. ç Z tel que

o( ^ € Z n (H {a^ - H) c N n (H {a} - B) = (N n B) f^] - N f\ H , et que

Z nA == (Z n H)(o< .) = (Z <^B)(o< ) . Donc (lemme 4-5) , il existe un entier

s > 0 , et des éléments u, v de A tels que

(2) - ^ + v €S(\)

- u ^ S ( - s ' K ) r » N n H et v é N ^ B

- ù( S- + v)® est un élément de Z n (B !&} - B) de même
degré que o<. .

Par suite, compte tenu de (L) , du lemme 4-8 (iii) , et de la défini-

tion de G. 9 on a

(3) Z ^ A = (Z ^H)(u(^ ^v)3) = (ZoB) (u ( ^^ + v)8)

(4) u ç S(- s \) r\ Nn B

(5) vé N n (H - B)

Posant, pour tout x € or , D Ç . - \ ( x ) ^ = = v , o n a par ailleurs
y X i I X

(lemne 4-3)

(6) D^ ^^ - \(x) ^ ^ = v^ç Nn B

e^? pour tout x ç Ot

(7) D, ̂  - W S, = ̂
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Comme v ^ N ^.îî = <r (N n H) = (N n B) (^ ) , notant (P, Q) le couple

d'éléments de (N nB) [^] associé à v , on obtient alors, compte tenu

de (6) et de (2) , pour tout x € CH :

(DP).Q-P.(DQ)
v = D ^ - \<x) ^ = \(x) v - D v = \ (x) P/Q - —x———.———^——
X X I 1 X <-»—

soit

(\(x) P - D P) Q + P . ( D Q)
(8) ^=———————————^——————————

Q
donc

D P - ' \ ( x ) P + v Q
(9) P/Q = ^———^-5—————^- si D^ Q ^ 0 .

x ~

Soient alors m (resp. n) le degré de P (resp. Q) par rapport à

ç ; u.,, u,. les éléments de N n B tels que

(10) P = u ^ (S7+U2 ̂ "1 •'••^ f ^ ^° •

On déduit de (7) que, pour tout x ç o\ et pour tout entier p ^0

on a

(n) \(\ ?) = p (\ s,) "̂  r1 =s p ̂ (x) ^ ? + v ̂  i r1

Donc, pour tout x ç. (H :

(12) D^ Q = n \ (x) & ^ + - . - &^1 +•• • •

La fraction rationnelle P/Q étant irréductible, on déduit de (9) et de

(12) que D Q = n \ (x) Q pour tout x ê <^- .donc (lemme 4-1 (v))

Q é S(n \) , et par suite (lemme 4-8 (iii)) n == 0 , Q = 1 , et l'égalité

(8) devient :

(13) D P - \ (x) P = - v pour tout x ç M .x x o
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Or, compte tenu de (10) et ( 1 1 ) , on a, pour tout x € en ,

V^x ^(î^^^l+-•-)+ul(Bl ̂  ̂  ̂  ̂ r1^^) S^1

^m-D^x)^^...^... ,
soit

(14) D^P ̂ S^u^m^x)^)^^^^)^^ u, ï^u,(D^)

+(m-l)À(x)u^) + ...

Comme m est > 0 d*après (5) , on déduit de (14) égalant à zéro le coeffi-

cient de ^ ^ dans le premier membre de (13) , qu*on a, pour tout x e <7f

(15) D^ u^ + (m \- ^)(x).u^ = 0 .

Si m est ^ 2 , on obtient de même, égalant à 0 le coefficient de

^ ^ dans le premier membre de (13)^ qu'on a, pour tout x e » ;

(16) (D^ u^) u^ + u^ (m v^ + D̂  u^ + (i»rl) \ (x) u^ - ->.(x) u )̂ = 0

soit, compte tenu de (15) et de (7)

0 == (\ - m \)(x).u^ + m v^ + D^ u^ + (m-1) \ (x) u^ - -\ (x) u^

= D^ u^ - >. (x) u^ + m (D^ ̂  - ̂  (x) ^)

ce qui peut s'écrire

"x (m ^1 + U2) aB ^ (x) (m ^1 + U2)

Donc (lemme 4-1 (v)) , ^ + u^ € S(^) , ce qui est exclu (lemme 4-8 (iii) .

Par conséquent m. =s 1 et l'égalité (10) devient

p = ̂  (Si + -^) .
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Posant alors u, u = u- ,, on a, d'après (2) et (3) (puisque v =s P)

(17) Si + ̂  Ii + ̂  € s^) et Z n A = (Z n H)(u(^ + ̂  ̂  + u^)8)

Par ailleurs, comme m s; 1 et que l'égalité (15) est valable pour tout
x 6 Ctf. , on a (lemme 4-1 (v)) : u e S(X - >) et par suite, compte tenu
de (17) et du lemme 4-1 (iv) :

^1 + (^ ^1 + (U1)"1 ^3 ss ̂ l̂ l + ^1 ^1 + ̂ }<ss(^' (^^M

Donc ^ + u^ ^ + u^ et ^ + (u^)~1 ^ + (3 J"1 u appartiennent à

l'espace vectoriel S( ")<) U (0^ , et par suite

(u^ - (u^)-1) ̂  + (u^ - (u^r1 3^) € S(\) u [0}

Si donc u. u ^ 1 , alors ce dernier élément est ^ 0 et appartient par

suite à S(» ^ ((N n B) [ ̂  ] - (N A B)) , ce qui est exclu (lemme 4-8 (iii).

Donc

(18) u^ u^ s 1 .

Comme ^ 6 Gr ? que u, u , u^ appartiennent à N n B , il résulte
alors de (4) (17) et (18) , et de ce que, comme on l'a vu, u, e S(\ - \) ,
que (l)^ 2^ est vérifiée : il suffit de prendre ^ s= ^ , v' =s u. ,
v' = u^ et de définir u comme ci-dessus.

Lemme 5-4 Notations et hypothèses du lemme 5-2 • Comme au lemme 5-3 ,
on note G (i^î, OC , f3 , a) l'ensemble des éléments de Z(^( ) r\ K ( o ? )
vérifiant les conditions (l) 2 du lemme 5-2 •

On suppose en outre que

1 ) Z(^) n K(<Ï) ̂  Z(qp r̂  K( &)

2) les éventualités (l) du lemme 5-2 et (l) du lemme
5-3 sont réalisées»
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Dans ces conditions, l'une et l'une seulement des quatre éventualités

suivantes est toujours réalisée.

(1)^ ^ J^ Le corps Z ( ^ ) n K(OC) est une extension pure de degré 2

de Z ( o p n K(§)

et ^ il existe des entiers rationnels t , t et des éléments

non nuls ^, u, « de Z(^) n K(<%) tels que

.a î: € S(X) ^ G^(^, ^ , 13, a)

^ u éZ(^) n K(13)

^ t^ > 0 et |t̂  ^ t^

à oc =: u ^ & ̂
^ Z ( g ) ^ K(^) == (z(<^)n K( (3 ) ) (o< , <;)

(l)^ ^ J. Le corps Z ( 0 f ) n K(oc) est une extension pure de degré 2

de Z(opn K( i^ )

et 2^ il existe des entiers t, t* , et des éléments non nuls

^ , u, u', 0(9 oc* de Z,(Jl) r\ K(a) tels que

.a. ^ 6 S(\) n G^(^, 0 , & , a)

^ u € Z(^) A K ( P ) et u ' é Z ( ^ ) ^ K ( p )

^ t >0 et t* > 0

d. cC=u(^ ^t et o,' =u t (^ /^ ) t t

^ Z(g;)^ K('a) = (Z(a) ^ K(R)) (o^, o < 1 )

(^^1 ^ J_ Le corps Z(q ) r^K(ûL) est une extension pure de degré 1
de Z(tt) ^ K(J3)

ît ^ il existe un entier t , et des éléments non nuls § , u, o<

le Z(JZ) o K(OC) tels que
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^ S € S( \ ) ̂ (^, O C , &, a)

;b u € Z(^) 0 K(I3)

^ t > 0

d. o< =u (^ ^t

^ Z(op ^ K ( A ) = ( Z ( ^ ) ^ K(fi)) ( e x )

(l).. . J. Le corps Z(Si)n K(5î) est une extension pure de degré

1 de Z(S() r\ K( S)

et ^ il existe un entier t et des éléments non nuls ^, u, <x

de Z(jc)r\K(0?) tels que

^ ^ € S(\) n G ,̂ <X, R, a)

b^ u é Z((^) n K(P)

^ t > 0

à « = ^ ( ^ /S^

^ Z ( M ) ^ K(ÔC) = (Z(^) A K(J3)) (o^)

En outre l'élément î figurant dans les assertions (l). . est déter-1 >1

miné de manière unique (i.e par les données de ^i , Ot, R , a) si

i = 2. 3. 4.

Démonstration,
^ définissons fe, Ç, H, B, A, B, N comme dans la démonstration du

lemme 5-2 , et posons, comme au lemme 5-3 :

Z = Z( (h ) ^ = ̂  (^» <% , R , a) .

Nous procéderons alors comme suit. Au § 2 y on étudie le cas où
S ( \ ) ̂  Cr contient plus d'un élément, cas pour lequel on montre que la seule
éventualité (IL . est réalisée, et on en déduit au § 3 l'incompatibilité1 » 1



96 CHAPITRE III

mutuelle des éventualités (l)^ et (l)^ ̂  . Dans les § suivants, on
suppose que S( \) n G est réduit à un seul élément.

Aux § 4 à 6 , on montre que

( < x ) (Z oH ^ Z nB) -((1)^ <=^o,»(l)^ ^) .

Au § 4 , on construit un premier couple Ç = (o< , p ) d'éléments de
Z n A engendrant Z A A sur Z n B , ce qui permet de conclure dans un cas
particulière Au § 5 , on déduit de Q un second couple & s (04 , Q ) •
de générateurs de Z n A sur Z A B . On montre enfin, au § 6 , qu'on peut
construire à partir de 6 3 un troisième couple ^ de générateurs qui
permet de vérifier (oc ) •

On montre enfin, aux § 7 à 9 que (Z n H s Z n B) ==>((!) ou (l) ) ,
Les autres assertions du lemme, savoir l'incompatibilité de (l)9

(resp. (1)^) avec (l)^ ^ ou (l)^ ̂  , sont triviales.

^ Supposons que S( \ ) r» G contienne deux éléments distincts ^\ ^" .
Comme S( \) U { 0 } est un espace vectoriel, et que, par définition de G ,
S ' - a et ^" - a ç N (\ B (cf. lemme 5-2 (l) J_ e) , il s'ensuit que
S ' - S " € S( \ ) n N n B . Posant u^ = ( ^ ' - Ç")-1 , on a donc

(lemme 4-1 (iv)) : u^ 6 S(- \) ^ N ^ B et u . g ' e Z n H . Par suite,
comme Ç * est de degré 1 en a, appliquant le lemme 4-7 (iii) (où
l'on prend ^l = Oj. ) , on obtient que Z p » A = (Z r^B) (u ^', u Ç' ) . Les
conditions (l), , sont bien vérifiées si on prend

ï ss S ' » ^ as 1 » ^ = °» u = u^ o< = u^ Ç' .

Il est clair par ailleurs que les éventualités (l) ^ , (l) sont exclues»1 ,J i,4
Montrons qu'il en est de même pour (l) . Supposons en effet qu'il existe
t, t', S f u, u » , o<, <x' vérifiant (l) ^^ . Alors (lemme 4-1 (iv))
u^ S € (Z ^B) (o< , o^') , donc
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u^ SetZ^BKut^, u^S/f^c (NnB) ((î^ (S/ t^ * ) •

Comme & et S I sont algébriquement indépendants sur N f\ B (lemme 5-2 ,

(I) ^ 4 ) » cecjL est impossible (lemme 2-6) .

^ Montrons maintenant que si S(\) o Gr, est réduit à un seul élément,

alors (I). ^ ===^non (l) ^ . Soit S(\ ) r\ G^ ss { ̂ } . S'il existait

des éléments je 0 u, u' de N n B et des entiers > 0, t, t1 tels

que (Z nBKu^S)^ » (2 n B) (u« (Ç / ̂ tt ) , alors (^ S^ et (^/^ t l

seraient algébriquement liés, ce qui est exclu (lemme 2-6 et lemme 5-2 ,

(I) à à).

Nous supposerons désormais que S( \) f\ G. = {^^

^ Supposons que l'on ait Z A H ̂  Z ^ B, Par application du lemme 4-7

(où l'on fait * t̂ sa or ) , on en déduit que

Z n H ̂  Z r» B et Z n A ^ Z ^ H et Z <-» A 3^ Z n B

et par suite ((L)) » Z r» A est une extension pure de degré 2 de Z n B.

Soit alors (lemme 4-4 et (L)) <x un générateur de Z n H sur Z n 8

appartenant à Z n B {a} C Nn B (a^ = (N n B) fÇ ] , et soit r le degré

> 0 de « par rapport à a (et donc aussi par rapport à ^ ) .

On sait alors (lenroe 4-5) y qu*!! existe un élément v <E S(- r \) n N nB

et par conséquent (lerome 4-1 (iv) et (L)) on peut supposer que

o< s v ^r . Par ailleurs (lemme 5-3 (IL) , il existe un élément 0

de Z r\ A , engendrant Z n A sur Z n H , de la forme ^ ss u ^ ,

avec s > 0 et u ç N n H n S(- s *K) • II s* ensuit que

Z n A = (Zp.B)(o^, ̂ ) = (Zp»B)(^^ ^) = (ZnB)(v ^r, u^ S8)

et par conséquent, compte tenu du lemme 2-7

^ = y S1' ê (Z ^B)(v ^r, u^ S^r^NnB)^!

= (z^B)(vr)T^ ̂  (z^Xai)!^]
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On a donc

d
(1 ) (X. = v ^r == E \^> , avec d > 0 et A^ € (Z nB)(<^)

IfeO

pour k == 0, 1,. • • d, et A^ ^ 0

Par identification des puissances de ^ dans les deux; membres de (1) ,

on eix déduit que r = s d et que \ == ° si k < d . Soit finalement,

posant A = A, :

^ = v ^r = A(p ^d ^ » u^ g s r =: s d

(2) ^1 € ( Z n B ) ( o ( ^ ) u ^ € ( N n B ) ( ^ ) v = î u^é N n B

Z (\ H == (Zn B)(oc ) Z r» A = (Z <-» H)(^) s= (Z n B)(o<^ (^)

Si d == 1 f alors o< et fl. sont des éléments de Z n (H { a { - H) de
même degré s par rapport à ç (et donc aussi par rapport à S J. On en conclut

((L)) que Z n A == (Z n H^Sc^) = (Z n B ) ( o < ^ , « ^ ) , et ( l ) ^ ^ est
vérifiée, si l^n prend u = s v . t a s r s a s , et t = = 0 .

5 Supposons désormais d > I* Par application du lemme 2—9 (où

l*on prend E s N n B , E = Z n B , X = ? , R = u , u s v ^ u X ^ o c ^ ,
u, = v , u, R =1"" , ce qui est possible d'après (2)) , on obtient qu'il
existe un élément S de (Z n B)(^< ,) , un élément u^ de N n B , et un

entier ^ tels que

(3) u^ = u^ S S^

et donc ^ = iï^ S ^ S s , avec S € (Z r» B)(o< ^ ) . Comme (3^ et ^ ^/S
sont des éléments de Z n (H (H\ - H) de môme degré s en a , il résulte
de (L) que Z n A = (Z n H) ( ^ / S) . Posant alors

(4) ^= ( Î /S^ Ï Ï ^ f S 8 , A^ ^A^
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ce qui implique, compte tenu de (2) et (3)

(5) A., = (vu^) S'^C (ZnB)(^)

Cou'me 0(1 est un monôme en ^ , cela implique que l'on a

(6) A = u (o< )"^ , avec u ç Z n B , et p Ê Z .

Par suite, compte tenu de (2) et (5) , on a - ̂  d = = p r = p s d ,

soib

(7) T = p s

Finalement, par comparaison des formules (2) a (7) , on obtient, posant

z = g3 :

.c^vz^A/p^ z = S\ ( Î 2 = Ï 2 Z P S

(8) ^A^ =u^(a^)~ ± > , u^, v 6 NnB , u^é Z nB , Z n H = (Z r» B) (ex ^ )

^ Z n A = (Z ^ H ) ( p ^ ) = (Z n B ) ( o < ^ , ^) = (Z ^ B) (oc^, ^3^)

2
On en déduit que ( (S^0 . (? ̂ )' = ((u^ . ( u ^ ) - ) . z1' • é Z nB ̂

et par suite ( (L) ) , d divisé p - 1 .

6-1 Posons, pour tout couple (k, t ) €. T

(9) ^(k, t ) = r^ (<; ,)1 = (̂ k v1 ) . -.(pk+d£ ) z11

et faisons au préalable deux remarques

(R ) Pour qu'un couple (^, y.) d'éléments de Z r\ A de la forme

(10) Ï^ = v^ 4>(k^, l^) , v ^ Z P » B , i = 1 , 2

engendre Z n A sur Z ^ B , il faut et il suffit, Compte tenu de (8)
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et <iu lenirne 2-1 , que 1*011 ait

( 1 1 ) |k, î ^ - ^(=1

Nous appellerons couples (C) les couples ( ̂ , y ) àe la forme (10)
tels que ( 1 1 ) soit vérifié.

(R^) Tout élément de Z o A ^ M^g (^ , ^ ) est de la forme (10) .

Il est clair en effet d'une part que tout élément de- (Z n A) n M^ (o< ,. 7}^)

est de la forme (10) , et par ailleurs il résulte du lemme 2-2 et de (8)
que

(ZnA)^^, S)c(N^3)(^,^M^^,s)=M^(^,^) .

6-2 Comme S est le seul élément de S( \ ) n G. , il résulte de (R )

que, si (l), .. est vérifiée, alors il existe un couple ( f e ) tel que

( 1 2 ) !T2 = Y 1 -

Inversement, s'il existe un couple (g) vérifiant (12 ) , alors il

existe un élément u / 0 de N n B et des entiers t' , t^ tels que
4. ( -{- t 1 <-

y = u S t ï ^ - Toutes les conditions de (l) sont alors vérifiées,i 1 , 1
sauf peut être la condition (IL - 2 j^ . Il est exclu toutefois que

It^l = |t^| , car t^= f t^ , ç =± 1 , implique Ï^^F^ ç Z rs B ,

or }f , y sont algébriquement indépendants sur Z n B . Si I^Q alors

t^ est 3^ 0 ; on peut donc, échangeant au besoin les rôles de y , y/, ,

supposer t* ^ 0 . Si t' > 0 (resp. t* < 0) la condition (l). . 2 c
—1 1 » 1 ~~ "~

est vérifiée si l'on prend c< = 1f (resp. o< sÏ" )

6-3 Comme S( \) r\ G = [^} , pour que (l) soit vérifiée il faut,i l ,^
compte tenu de (R ) qu'il existe un couple ( (? ) tel que

(13) ii^A^ZnB et ï ^ " y ^ € Z n B .

Inversement, s'il existe un couple (i? ) == (Y. , 2^) vérifiant (13) ,
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alors l'un au moins des deux éléments Ï. 4- î. , i( ï- - ?^) y soit Ï ,

n'est pas nul, et donc ( y , ç ) est un couple de générateurs de Z n A

sur Z r» B , qui sont des monômes en & » S » a coefficients dans Z n B ,
de la forme.

l î = w ( ^ Ç)^ , Ï^^/î^2

avec v = = ^ € N n B ^ K ( O j ) = Z(&f ) r\ K( R)

et qui sont algébriquement indépendants sur Z r» B y ce qui entraîne que

t. !„ est ^ 0 » Remplaçant éventuellement y par Ï y ou y/, par
——1 N( Ïo) y on se ramène au cas où t et t sont > 0 , et toutes les

conditions de (l)- /) sont alors satisfaites, avec o< =s Ï , oc* = Ï^i • J &

6-^4 Compte tenu de (9), (11), (12), (13) et de ce qu'on vient de voir,

(I) (resp. (I). -J équivaut à l'existence de- solutions entières du
1,1 1,2

système

1^1 -^ll^

p k^ + d f i^ = k^ res^o

p k^ + d ̂  == k^

^2 ^1 - ^^ l =s 1

p k^ + d ; ^ = k^

P k^ + d ^ = -k^

II résulte alors du lemme 3-1 que l'une et l'une seulement des éventualités

(I). . et (I). /. est réalisée.1 , 1 1 f^-

J Soit toujours S( \) ^ Gr^ = [^} . Supposons désormais que l'on ait

Z r » H = Z n B , et donc Z r » H = Z n B . On sait (lemme 5-3) qu'il existe

un entier s > 0 et un élément u 4- ° de N n H ^ S(- s .̂ ) =

( ( N n B) ( S )) ^ S(- s >.) tel que Z o A = (Z n H)(u^ ^s) = (Zn B)^^ 8)

Par suite, posant o< = u ^ , on a

Z ^ A = (Zn B) (<x^) = (Zn B)( ï<^) .
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Donc o(,, o( 1 sont liés par une relation homographique à coefficients
dans Z n B , et, raisonnant comme au lemme 5-2 (§ 4 de la démonstration),
on obtient que o< , «, sont liés par une relation de V\m des types suivants

(A) 5 ^ = ^ o^+ ï^

(B) (o<^ + Ï^)(^ + 1-3) = ̂  , î^ê Z n B , i= 1,...,4, ^ g^O .

Dans ce qui suit, nous noterons (P(^ ) , Q("Ç )) le couple d'éléments

de (N n B) [^] associés à u . Comme l'automorphisme canonique (T de

K(q.) induit un isomorphisme de l'anneau (N n B) [ Ç] sur l'anneau

(N nB) [$] , il s'ensuit que, si l'on pose P( S ) == < r (P (^ ) ) et

Q( ^ ) = ^ (Q(-^ ) ) , alors (P( S ) » Q( & )) est le couple d'éléments de

(N n B) [^] associé à iï ; en particulier, ?( S ) et Q( S ) sont
premiers entre eux sur (N n B) [^] . Nous pouvons traiter ^ et ç

comme des indéterminées sur N n B , définir sans ambiguïté les symboles

P(0), P(0) ••„ etc,., , et parler de racine de P( Ï ) ... etc,

8 Supposons d'abord qu'on ait une relation du type (A)

On peut alors écrire

^-,,-,r-,^-|^--»,^-
soit

(14) F(S)Q("S) i 8 -^ Q(^ )Q( i )+^ P^)Q(^) ^

Donc, substituant 0 à ^ dans les deux membres de (14)

0 = ̂  Q(0) Q( \) + ̂  P(0) ^s Q ( ^ ) = ̂  Q(o) + ^1 p(o) <bs

et par conséquent Ï^ Q(0) = îf^ p{o) = 0 .

Comme y est 3 ^ 0 et que PC^ ) et Q^Ï ) sont premiers entre
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eux, il s* ensuit que P(0) = Ï^ = 0 , et l'égalité (14) devient

P ( S ) Q ( S ) ï 3 = YI PCS ) Q ( Î ) ^

et par suite

££i—— = Y. -XLL € ( ( N ^ B ) ( ^ ) ) ^ ( ( N ^ B ) ( ^ ) ) = N ^ B .
Q ( ^ ) f ^(DS3

Comme P(Ç ) et QC^ ) (resp. P( & ) et Q( ^ ) ) sont premiers entre
eux (et que PQ ) (É N n B puisque P(0) sa 0 et que P("^ ) ^ 0) , il
s'ensuit que fiCÇ ) et §( ^ ) € N ("t B , et il existe donc un élément u* ^ 0
de N r> B tel que u, = p^ f = u* ^ s , et donc

1 Qd)

oC^u ' t ^S) 8 .

Alors l'un au moins des deux éléments oc + <x , , i ( o < - - o c , ) , soit o< ,

est 4- 0 y engendre Z r» A sur Z n B , et est de la forme

o^ = u(S P8 , avec u =s u ç N n B

Par conséquent u € N n Br^ K(<h) = Z(^) n K( /î) , et l'éventualité

(l) ^ est réalisée.1 y^

à Supposons enfin qu'on ait une relation du type (B)

On peut alors écrire

î^' ̂ i -^X^i + ? 3 ) = (u, ^+y3)(^ s 8 + 3 - 3 )
-(p^s'+^Qdn.d^s'+^Q^mQCpQts))-1

soit

05) » 4 ^ ( ' S ) ^ ( S ) = ( P ( s ) S S + ^ ^ 3 ^ ( s ) ) . ( P ( s ) S ' + y ^ Q ^ ) )
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Comme s est > 0 , que P(^ ) P( S ) est ^ 0 , il résulte de cette

dernière égalité que ni QC| ) ni Q( ^ ) n'appartiennent à N ^B . Soient

alors <u une racine de Q("g ) dans une clôture algébrique n. de N n B ,

et ^ l'homomorphisme de (N n B) ( {J [ ç ] dans ( N n B ) ( $ ) [<a] qui con-

serve les éléments de (N ^ B)( ^) et envoie Ç en a; . Appliquant if

aux deux membres de (15) , on obtient :

O = P ( ^ ) ^ (m)^8-^ Q ( & ) )
Comme P(^ ) et Q(1 ) sont premiers entre eux, on a P(tu) ^ 0

et par suite

P( S ) ^s + ?3 Q( S ) == 0

Si ^ est ^ 0 , on a donc, <^ étant transcendant sur (N n B)(uj) :

(^)-l ̂ fiLll̂ Jï. 6 ( (NnB) (^ ) ) ^ ((NnB)(^)) » N r ^ B
P ( & ) y 3

et par suite u^ ç N n B , o<^ == u ^s c Z rk H , ce qui est exclu.

Donc ? ^ = Y^ s 0 et P( ^ ) ^s = 0 . Comme u est ^ 0 , on a

P( S ) = (T (P("S )) 3^ ° 9 ^ donc ou =s 0 . Par conséquent, il existe un

entier s1 > 0 tel que Q("S ) == "ç s , et l'égalité (15) devient :

Ï 4 ( S S ) = (SD^S) P ( î )

ce qui implique, P(s ) et Q(Ç ) (resp. P(^ ) et Q( Ç )) étant premiers

entre eux, que P(s ) et P( ^ ) appartiennent à N r» B , et donc s' = s .

Posant PCÇ ) = u , on obtient

^^(V^)8

ôt l*éventualité (l) . est donc réalisée, ce qui termine la démonstration.
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Lemme 5-5 Notations et hypothèses du lemme 5-2 ; soient en outre

- G, (Jt, 0L, |3 , a) l'ensemble des éléments ^ de Z(u^) ^ K( Si)

vérifiant la condition (l) 2^ du lemme 5—2

- G^ (^1,01 , f5 , a) l'ensemble des éléments y de Z(^ ) f\ K(^e)

vérifiant la condition (II) 2^ du lemme 5-2 .

On suppose que

1) Z(0?^ K(ï) ^ Z(ôp^ K(J3)

2) l'éventualité (l). du lemme 5-3 n'est pas réalisée.

Dans ces conditions, l'une et l'une seulement des deux éventualités

suivantes (l)- . et (II), est toujours réalisée.^,1 1

( I ) - . 1 L'éventualité (!•) du lemme 5-2 est réalisée.
£,y \ '~"

Le corps Z(»^t) r\ K(0l) (resp. Z(0f) /\ K(^t)) est une extension pure de

âegré 2 (resp. de degré 1 ) de Z(^L)n K(d) (resp. Z (^ )n K(p)) .

^ II existe un entier s > 0 et des éléments ^, u, v', v', a , o<'
•\^

de Z(^l) tels que

^ u € S(- s^) n Z(3l)^ K(S) , v 'é Z(^)n K(^)

v' ê S(\ - \) r\ 2,(}î ) n K( ̂  ) et v' v' = 1

à S € G/*^, ̂  , fe, a) et S + V Ç + v ' 6 S(\)

^ o< = u( S + v* Ç + v')s , ex =<;* € (Z(JÎ)^K(&)) [S-4-v'^Ç+w'1

et o<' est de degré s en S + V ^ 4- v'

d, Z(^.)o K(ôt) = (Z(^)p. K(R)) (o<) = (Z(q.)n K(RE) ) ( ^ ' )

^ si s > 1 , alors c< = «• et }?^^ j ̂ ï} € Z (^ )AK(&)
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(11)^ ^ L'éventualité (il) du lemme 5-2 est réalisée. Le corps

Z(^) r\ K(o0 (resp. Z( ûp A K(<%)) est une extension pure de degré 1

de Z (J Ï )nK(&) (resp. de Z(oh ̂  K( f?)) .

^ II existe un entier s > 0 et des éléments §*, u, o<, « *

de Z(i^) tels que

^ u € S(- s \) p, Z(^) n K( &)

^ y € S(\) ^ G^(^, <X, 6 , a)

^^u^')55, <<• =o< < € (Z(JiE))n K(è)) [^'J et ^

est de degré s par rapport à ^'

d. Z(opn K(0) = (Z((^)^K( &))(«) = (Z(Ç) ^ K( f t ) ) (oC* )

^ si s > 1 , alors <x = o^* et ^7 g' € Z(^l)r\ K(P) .

Démonstration.

J_ On définit A, B, N, H, H comme précédemment (cf. démonstration

du lemme 4-7) et on pose

Z = Z(op , Gr^ = G ,̂ <X, (3, a) , G^ = G^(^, OC, &, a) .

Nous utiliserons la remarque suivante :

S'il existe des éléments o< , ^ , y de Z tels que

o< ^ = Y o<^ + y , y , y ç Z r \ B , o^ Y ^ 0 et Z n A = (Z^B)(pcp

alors il existe c<" ç Z ^ A tel que

1 ) oc"='^"" ^ Z <^A= (Zr»B)(o<")

et 2) si y' = 0 , alors o<"/o^ é Z r^B .
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II suffit en effet de prendre o^" égal à o < . + < ? < . si c K . + o t . ^ O ,

à i ( ç ^ . - c < . ) sinon. Nous noterons T ' (oC,) (= o<") cet élément.

2_ Cela étant, supposons d'abord qu'on soit dans la situation (l)

du lemme 5-2 • Nos hypothèses impliquent alors qu'on est aussi dans la

situation (l)/. du lemme 5—3 , et donc (l)^ ., 1 est vérifiée» Soient2. ^,1 —

- à, u', v', v' des éléments de N r\ A , et s un entier > 0 vérifiant

les conditions (I),, du lemme 5-3

- c< = u' ( ^ +v ' S + v ' ) 8 .

Nous poserons

( 1 ) ^ == S + V ^ + v' , v = ^ ' - v' v

On a alors (lemme 5-3), notant cr l'automorphisme canonique de K(0l )

(Z f\ B) (o< ^ ) = Z ^ A = <r (Z ^ A) = (Z ̂  B) (oc ^ )

Donc oc i e^ o<^ 1 sont liés par une relation homographique de la

forme

^ o < ^ o < ^ + f ̂  < ^ ^ + Y ^ o < ^ + Ï ^ = 0 ,

îf i » • • • » y A étant des éléments de Z .̂  B non. tous nuls.

Comme ^ e^ Ï sont algébriquement indépendants sur N r^ B

(lemme 5-2) , que o<. et w , sont des polynômes de degré s ^ 1 . par

rapport à ^ et § , a coefficients dans N n B , une telle relation

n'est possible que si y == 0 , soit, changeant les notations

(2) <; ^ = Ï <x^ + y ' , avec Ï , y ' € Z n B , y ^ O
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On a par ailleurs, puisque v' v' == 1 (lemme 5-3)

(3) ( J J = v ' $ +v^

Si s = 1 , il résulte alors de (3) , du lerame 5-3 , et de la remarque du

§ 1 , que les conditions (l)^ ^ sont vérifiées si l'on définit v', v'
^-9 '

comme ci-dessus et si l'on prend

o < s = o < o < ' = r ' ( o t . ) u = = u 1 .

Si s > 1 , comme o<. = u1 Ç , on obtient alors, combinant (2) et (3)

u* (v* ( - t -v^ ) 8 == yu' f 4. îf* .

Comme { est transcendant sur N n B , il s* ensuit que

r' = w^ = o

Donc ( § 1 ) r»^^ € Z O B .

Compte tenu du lemme 5-3 , les conditions (l) , 2 sont alors vérifiéesz,l
si l'on définit v' , v' oomme ci-dessus, et si l'on prend o < = o c ' s s r ^ )

u = ù' r(<x .)/o( . , puisque (lerome 4-1) u ê (Z n B - (Op.S(- s\) C S(- s \).

^ Supposons maintenant que l'on soit dans la situation (II) du lemme

5-2 . Alors

Z n H = Z n ( N ^ H ) = Z n ( N ^ B ) = Z n B

ce qui implique, d'après (L) , que Z r\ A est une extension pure de degré

1 de Z n B et (lemme 4-7) , que Z r » B = = Z n H , et montre (II) 1 .

Soient alors

^ " un élément de G
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- o(. un générateur de Z ^ A sur Z ^ B = Z ^ \ H , générateur
contenu dans Z n (H (a^ - B) .

Un tel générateur existe d*après (L) , et on a par ailleurs (lemme 4-4)

Z ^ ( H { a ^ - H ) c N ^ ( H ( a i - H ) = [ ( N n H ) ( ^ " ) ] n (H (a^ - H)

C (Nn H) [y1] - (NAH) = (NnB) [^'3 - (NnB)

Donc o<. € (N r» B) [^"] - (N n B) . Par suite, si l'on note s le degré de

o<. par rapport à ^" (et donc par rapport à a ), il existe (lemme 4-5

et lemme 5-2 (II) ^ ̂ ) des éléments u. et v de N n B tels que

(4) ç " 4 - v ^ ê S ( \ ) et u ^ ç S ( - s \ ) .

Posant alors

(5) y = S" +v-! et 0(2=VL^( ^ ' ) s

il est clair que ^ € s^^ ^^ et il résulte de (L) et du lelDme 4~1

que

(6) (Z 0 B)(o€^) = Z n A = (Zn B)(o< ^)

On a par ailleurs (lemme 5-2 (il) ^) :

(7) Ç* = a + u* a + v' avec u* € N n B , u* u* = 1 , v* e B

Donc "S * - u' ̂  = (a + u' a + v* ) - u1 (a + u' a + v* ) = v* - u' v* € N n B

Soit

(8) ç ' s u ^ S ' + v , v ç N n B
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Or il résulte de ( 6 ) que Q( et oi sont liés par une relation
homographique de la forme

^1 ^2 ^2 + ^2 ^2 + ^3 ^2 + ̂ 4 = °

ï . ! » • • • » y 4 étant des éléments de Z (\ B non tous nuls*

Compte tenu de (5) et de (8) , U ^ oc ^ est un polynôme en S1 ^e
fa &

degré 2 s , à coefficients dans N r\ B , et Ï^^4 ' ^3 o l2'4 ' ^4 est un

polynûme en ^ de degré ^ s , à coefficients dans N r» B . Comme s

est > 0 , il s'ensuit que ^ * = 0 , soit, changeant nos notations

(9) o< ^ = Yo^ + y* , y , y* € z nB , y ^ o

Si s = 1 , il résulte alors de (8) et de la remarque du § 1 que

(il) ^ est vérifiée si l'on prend

u = = u o < = = < x ^ o c ' s r ' t o t )

^ ' étant défini comme ci-dessus»

Si s > 1 , on a, combinant (5), (8) et (9)

5^ (51 y + ̂  =y u^( <b t ) s + y1

donc, ^* étant transcendant sur Nn B

v= Y » = 0 , V / ï 1 = u* € N nB

et par suite, compte tenu du § 1 , (II). 2_ est vérifiée si l*on prend

^ = o ( ' = r ( o < ^ ) , u =(r(oc^)/ot^ ) u^,

ç * étant choisi comme ci-dessus.

•»•
-̂  î<
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Le centre du corps enveloppant

d'une algèbre .de Me réaolubie réelle

1 • Notations - Rappels»

1-1 On garde les notations introduites aux § 1 - 1 , 1 - 3 et 1-5 du

<hapitre III• En outre on note • '

- Of une algèbre de Lie résoluble réelle de dimension finie n ,

fixée une fois pour toute

- S) l'idéal dérivé de (M

Pour toute sous-algèbre fy de Of , on identifie ^.(h)^ à K(6)

(cf. III 4-1) , et on effectue les identifications qui donnent un sens aux

inclusions

2n
^ CU(^) CK(^) C K(^)

n ^ n n
^ cu(^) c K(îj) cK(op

et y c (y)" = (op* •

On note cr l'automorphisme canonique de K(ot) (III 4—1) ; il

laisse stable h , U (ç) y K(n) , et il lui correspond (ibid.) une involu-

tion cr* de (Of)* • Pour tout o< € K ( w ) , et pour tout V. ç (ûf)*

on posera

o< = (TOC r(o<) =(l/2J-(<?t+o;) j (oc) =(l/2i;-(o<-ot)

\ = (rn r(\) =(1/2J,(\+^) jOJ =(l/2i).(^-<)
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Donc <x = r(o<) + i.j(o<) , \ = r(\) + i.tfCïJ ; r(o<), j ( <x )€ K(^),

r( \ )» j(\) £ (H. * • On dira que o< (resp. \} est réel si o<, = o<

(resp. si \ ss \) .

Pour toute partie E de K(o[) , on posera R(E) s= E n K( a) , et on
notera E la partie de K(« ) égale à E - { 0 } si 0 ç E , et égale à E
sinon»

Soit F= ^o( y...f o( l une partie ordonnée finie de K(^[) . Posons

F1 =^r (o(^) , j(o(^), r(o(^),..., r(o(^), j(<K^) = {(^,..., Psn} '

avec (3 . a r(û( .) , ^2-4.1 = J^ • ) - on notera D(F) la partie de K(tt)

déduite de F' par suppression des termes répétés, et des termes fl.

tels que - S. figure parmi les fl • 9 pour j < i •

Si B = (^,..., (3^) ç K(<^)11 , nous poserons : (B) = ,̂..., p^l

Enfin, pour toute extension comnnitative X2 d'un corps Q , nous noterons

d(xi, Q) la dimension algébrique de jTX sur Q •

1«-2 Structure de 01 •

Nous ferons choix, une fois pour toutes, d'une suite de Jordan-Holder

( C ) = ( ^ = ^ 3 . . . 3 < Ç ^ = { 0 } )

du M - module ot , ayant les propriétés du lemme 4-12 , dont nous gar-
derons les notations : à tout indice k ç CO, m-1] est associé un objet

^\9 ̂  ̂  x^ ^k» ^k^ s ^^3 x ((C5^)3 » fixé une fois 9^ toutes 5
on note I l'ensemble des indices k tels que dim (<Ïi-/<>L. ) s=, 1 ; il

existe p € 1 1 , m] tel que Of ss D , On posera en outre pour Simplifier

^m ss ̂  = R 9 et 9 pour k < m

^k-^k^ ^-^k^ ^ - Z î ^ ) ^ ^ . Z = = Z ^ Z ( g )
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et L = Z(;0) = Z(o< ) , et, pour k ê [0, m] , 1̂  == L r\ K^ .

Donc k ^ p implique L ^ Z, •

II résulte de III 4-1 que, pour tout k € CO, m ] ,

K(^) = ̂  = cr(^) , Z (^ ) ^ K(^) = ̂  = . (Z^)

et pour k ^ p , Z(J)) n K(^) = î^ = o- (1 )̂ .

Par ailleurs (III 4-12) , si dim (^^/^.^ ) = 2 > alors ^ ̂ +1 ^ Œ \

et y 5k 1 e <l! ^ =s ^^k+l ® (t ^^ sont de!s idéallx de ^ » distincts
et contenus dans (h , •

1-3 Le groupe V «

Nous noterons

- te le sous-espace vectoriel de (et)* engendré par les \, y

k = 0, 1 ? • • •» m-1

- b. le sous-espace vectoriel réel de te formé des \ € K tels

que \ + \ = 0

- Zif l'ensemble t n i { J S(\) j
V \ € f c ^

- y. l'ensemble L n f U S( \ ))
^ î /

- l̂ 1 l'ensemble des éléments u* de K(op tels que u' u1 = 1

- U l'ensemble U' n ^f

Nous poserons pour k ̂  p

y ( k ) = V r i K ^ = V ^ î ^ » ^^(^ ï:= Vi ^ î ^^ ¥i ̂ ^

<^(k) = ^ n ^ ^ ^^^



114 CHAPITRE IV

Pour tout v é y^ , nous appellerons hauteur de v , et noterons h(v)

l* entier k tel que v € ^(k) - y^(k+l) , si v ^ (ï , et poserons

h(v) = m sinon ; h : v —»- h(v) applique donc îrf . dans [p, m]

1-4 Propriétés des ensembles y , y., U, S( X) .

On note \ , ^ des éléments de (o f )* » o^ un élément de K ( û j l ) - (0 (

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de nos définitions
et de III 3-2 et III 4-1 :

1 Si d /<^ ç y , alors o? /o< 6 U

-2. V » Vi» <^ » sont des sous-groupes, stables par G- , du groupe
multiplicatif L - [0^ . On a les inclusions

V 3 Yi :> s(o) = z ~ f°î
u
U

2 s(\ +^ ) c s(x)s(^) , s(-\) = s(^)-1 , s(x) = o-s(\)

s(\).s(\)^c ?

^ S(\) \J (O} est un espace vectoriel sur Z . Par suite

Z . S(\) C S(\) L» (0^ , S ( X ) + S(\) c S( \ ) ^ ^01

et Z . U/' C ^ U {0\

Dans ce qui suit, et singulièrement dans les démonstrations des propo-
sitions J_ et J2 ces propriétés seront considérées comme connues.

1-5 Nous nous dirigeons maintenant vers le théorème 4 o Une première
étape consistera à établir l* existence dîune famille ( f " ) de générateurs
de Z sur (R d^n certain type : ce sera l* objet de la prop. 1 , au § 2 .
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Au § 3 , sera établie une propriété de décomposition des éléments de y.

(prop, 2) • La démonstration du théorème 4 consistera alors essentiellement à

construire, à partir d'une famille (JT) , fournie par la prop. 1 , une

famille ( F ' ) , algébriquement libre sur ÎR , de générateurs de Z sur ÏR ,

et ceci en utilisant l'outil que fournit la prop. 2 •

2. Structure de Z(oi) . Première appro-ximation.

Proposition 1 . Les notations étant celles du § 1 , soit J la partie

de [0, m-1 ] formée des indices k tels que Z, ^ Z, .

Alors il existe un recouvrement (J. ) , 0 ^ i ^ 7 , de J par des

parties disjointes, et, pour tout k ç. J ,

.1 ) un élément

\= ̂  Y ^ 5 ^k 5 ^k ? ^k ; ̂ k ; Y Y ^k' 'îk 5 \' ^ ̂

(ie {\^)i><\x\x(\)2x(\)4xz^

2) une partie G, de Z.

3) une partie G. de 7^

tels que

(i) pour tout k ç J

s. \=^^' ^-^k^ ^k^W' ^k^/^
b deux quelconques des 3 éléments o< , A , ^f sont toujours,
"~" K K K

ou distincts, ou tous deux nuls ; G-, = { o < , ? ft^f Ï T. [^ ? GT<- es^ algébri-

quement libre sur ^ et Zs = ^ . (G,) .

^ "k = D^^ = {0( k' Y Y ?k' ̂ r et "k = '«-1 ((îk)



116 CHAPITRE IV

("^O ^ ^ = J n [°» P-1-]

b. si k € J ^ , alors ^r^^k-^k} et 0< k ' ̂  é ^+1 a

(ii)^ ^ J^ est l'ensemble des indices K ^ J <"\ [p, m] tels que

^^k^k+i^1

^ Si k ë J. , alors

-^-{Y^^r^

-S^S(\^)<M^, S f c -a^e^ , I^=^(^)

- r ^ > 0 , ^<S(-r^Xk)n^ , 0^=^^

- ^-"k- ^kÏ

(ii)^ ^ J est l'ensemble des indices k € J ^ [p, m] tels que

dim(^^^)=2 et que il n K(^ 0 î; a^) = Ï n K(^ ^ (P a^) == ̂

b^ si k ç J^ , alors

-î^}' - {YS^Yr^
^^

- ^ é s ^ k ) n L k ^ ^k est ĝ®131'1^11®111®11'1 indépendant
sur ^+1 ' ^ ^=^1 (^)

- r ^ > 0 , ^eS(-r^X^)<M^^

- o<^ est un élément de Z^ p> Ï^^ [ ^^1 de degré r en ^

- ^= G k={ o < ky
- si r ^ > 1 , alors o< ^ = ̂ (^^k et ^k € ^+1

(ii)^ ^ J- est l'ensemble des indices kç J ̂  ( P ? m] tels que

dim ^ k^k^ = 2 ' î " ̂ ^k ® ( c ̂  ^ ^+1
et q.ue S(\ ^) ^ L ̂  K(^ © Œ a^) = S(-)<^) n ̂
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b^ si k ç J^ , alors

-(V ={VS^o<k, r^

- &, e^ ^ , sont algébriquement indépendants sur L
et ^-^i (^ ^)

- il existe des éléments v.* € S(\ - \ ) r\ L , et

^ e \+1 tels ̂  ^ ^k = 1 et i"6 ^k + ̂  ^k + ̂  e ̂ ^^

- \ > °' "k é s(- ̂ ^^ ^ ^+1 '
- <x^ est un élément de Z^n ̂  [^ + ̂  ̂  + wj

de degré r^ en ^+v^ ^ + w^ ,

- ̂ ^^

- si r ^ > 1 , alors o<^ = <^( ̂  ̂  + ̂  ̂  + w^) k et

^k + ̂  S'k + ̂ /^k + ̂  &'k + ̂  € ^+1

(ii)^, j^ J ^ u J c ^ J ^ ^ J ^ est l* ensemble des indices k e Jn [p, mj

tels que dim (o^^/^^) = 2 , L^ K(^ 0 Q a^) é\^

et que S(\^) n î: n K(^ 0 C a^) 3^ S(\^) ^ ̂

^ si k € J. u Je uJ.. u J- , alors ^, et ^ , sont algé-

briquement indépendants sur L, . et ^, € S(*\,) •
JiS"T"l JK. K.

(ii), si k 6 J. y alors

-{"k^ -[\'^^k'\\
- r ^ > o , Uk^-'-k^k-^k^1^

-^k^^k^k^

- ^ - ^ - ^ k ^

(ii)_ si k ç J- , alors

-{^^ tY^k'Çk^k' ^^
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- sk> ° ' ^^^k-^^'îwi

-Pk——k^k/S^

- ^={^' ^t^k' »)k!

- ̂  ̂ ^k^-H

(iiL si k e J^ , alors

- {\\^= {v ^k' "k» y^ '•k' "'-k}
- ^ > ° ' \^ ̂  ' e t "k6 s(- '•k^k -\\^ \^
- Ïk =-k ( S^ (S/k

- ^= ̂ k ' Ïk} ' ^(Y^k}

(ii)- si k ç J- , alors

- W = {Y Y °<k» Pk» ?k' '?k' ̂  ^î
- T k > o ' s k > o ' "k^^-^^k-^^^ ^+1 'v^ ^^k-^k^^+l
-^ - "k^k&k^ ' ^k—k^l/^
- ^K'Pk} ' (^={^k'?k'>^k}
- ̂ ^k^k^^i

(iii) si k ^J - (J u J ) , alors Z^ est ime extension pure de

Z^ et G, est algébriquement libre sur Z^ .

Démons tration «

J_ Pour toute assertion (P) de l'énoncé, notons (P) l'assertion

que (?) est vraie pour l* indice k , supposé fixé (ce qui implique que

k €J) ,
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Supposons définis, un recouvrement ( < T . ) > 0 $ i ^ 7 de J par des

parties disjointes, et, pour tout k € J , une partie

^s= {y v Y s^ ̂  ̂  ̂  ̂ j^ ^v d e ^^P tels ^ue»si lton
pose S = {o<,, A , , Ï ^ V » alors G, et les éléments de M, vérifient

celles des assertions de l'énoncé qui les concernent. Montrons que, dans

ces conditions, la proposition est vraie.

En effet, on peut d'abord, pour tout k é J , définir ç , Y), , 3L , y
v \> K K K k

de manière à vérifier (i) a^ , et poser G. ss D(G.) . Il résulte alors

de III 4-1 et de (i) b^ que ^ = ZL (G.) , et donc (i) est vrai,

Les assertions (iiL » i; s= 0, 1, 2, 3, 3', 4 sont alors trivialement

vérifiées. Si k é- «L, , alors x. et y, sont linéairement indépendants

sur 05 : sinon 'Jf et Y, ne seraient pas algébriquement indépendants
^ K. K.

sur Z.. . . Par suite Œ =s .[x., y,l , et (ii)r est vérifiée. Si

k € J- U J , alors "ç , et V), sont linéairement indépendants sur C :
:> ( K • K ^

sinon fi, serait algébrique sur Z. . . Si donc k € J- , alors

& == Iç , YJ l î et (ii)- est vérifiée. Pour vérifier (ii)- il suffit dans

ces conditions de montrer que, si k é J- , alors o<, ^ { Ç T - > ~ ?ic» ^iç» ~ ̂ ir}

Dans le cas contraire, en effet, comme ^ç - ss 1/2 (fi + J3 ,) € L (^ / Ç)

et que ^ = ̂ - (/3^ - ^^) ç î^^ (Ç / $) » î Ç serait algébrique sur

L. (^ / ç") ce qui est exclu (III 2-6 et (iiL , b^ ) .

Dans ces conditions, on a, pour tout k € J - (Je ^ J-) s

^ -^ ^
d(^, Zs ) ss d(^, Z^ ) = card G. == card G- , ce qui, compte-tenu de (i) ^
implique (ii) , et la proposition.

J^ Nous allons maintenant utiliser les lemmes 5-1 à 5—5 du chapitre

III . Ces lemmes mettent en évidence 8 types d'éventualité pouvant se pré-

senter pour un couple (^C, f^) d* idéaux de (H , éventualités qu'on peut

représenter ainsi *,
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(0) Cas du lemme 5""1 , si [ ^ » a ] c 0

(1) Cas général du Lemme 5-̂ 1

(I) éventualité (IL . du lemme 5-4
* > ' ' » '

(I) " (I) . du lemme 5^
1 9^ '»JL

/T \ tt (T) " " "
^l^ v 'l^

(1)^ " (1)^ " u "
(^2,1 " ^^^ " " ^

(II)̂  " (11)^ "

Nous dirons que k çJ est du type (0) (resp. (1 ),...) si l* éventualité

(0) (resp. (1 ),...) est réalisée par le couple (o ,̂ <^^ ) .

JL Construction des ensembles J. , i =; 0, 1y.» 7 .

Définissons l'ensemble J (resp. J , J , J ) par la condition de

vérifier (ii) ^ (resp. (iiL ̂  t11)^ •a-» ("•^ S) • II est c1^ alors
que l* ensemble J - (J u J. f J^ G' J-,) vérifie la condition (iiL* , ̂  ,

laquelle implique, compte tenu du lemme 4-8 y que, pour les indices k de

cet ensemble, le couple (oi,. ttiç^i) réalise 1 * éventualité (I) du

lemme 5-3 • Nous définirons alors les ensembles J. , J- 9 J, y J- comme

suit :

J. est l'ensemble des k é J - (J uJ-^J^ ^J- ) de type (I)~v o i < & 3 '»•'

j, » " " (D^
^ " " " ^1,1
^ " " " ^i^'
II résulte alors de notre construction, et du lemme 5-4 , que (J.)

est un recouvrement de J par des parties disjointes. 9
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4^ Soit alors, pour tout r € £ 0, 7] , l'assertion suivante

(ii)^ Pour tout k € J ,̂ , il existe une partie G. de Z. et une partie

^"•(Y V V ^? ^k» Y^ r^ Y \} de ^^P telles ^ue ^
et les éléments de M, vérifient, en ce qui les concernent, les assertions

(i)1' , ((ii)^ ^ , et, si f € [4, 7] , ((ii)̂  .

Compte tenu des § J. et ^ , il nous suffit de vérifier les assertions

(ii)̂  . Or (ii)̂  » (ii)c » ^^A 9 ^^y résultent du lemme 5-4 , compte

tenu de la définition donnée au § ̂  des ensembles J, , J- , J.. , J- . Par

ailleurs k € J^ (resp. k € J^) implique, compte tenu de II 4-8 , que- k

est de type (II) (resp. de type (I: :)^ ) ; les assertions (ii)- et

(ii)1 résultent alors du lemme 5-5 •

Pour vérifier (ii)* et (ii)' , notons d'abord que si k ç J et

Gr c ZL , alors dire que G engendre Z. sur Z. , (resp. est algébriquement

libre sur Z. . - ) revient à dire que Cr engendre Z. sur Z^ (resp,

est algébriquement libre sur Z. . ) • Cela étant, nous appliquerons le lemme
i^ » K+l

5-1 .'Si k é J , alors \, est réel et k est de type (1) . 1 1 existe
q K

donc un entier r, > 0 et

^ € S(\^) ^ Z(Ker^^) n K^ , u^ € S(- r^ \^) f\ Z(Ker X^) n ̂

tels que ^ - \ € ̂  et que Z^ = Z^^ (^(Z^^)

Or, comme Ker \, est un idéal contenant 3) , et que K.C K(^)) = K ^

on a Z(Ker \^) ̂  K^ C 1^ , Z(Ker \ ^) n 1^^ C 1^ . Comme

S ̂  - \ € 1 ,̂̂  , il résulte alors de (L) que 1^ = l̂  ( ̂  ^) , ce qui

montre (ii)^ y et termine la démonstration»

Remarque. Supposons définis un recouvrement (J. ) de J et, pour tout

k € «T 9 un triple! (?, = (M_, G,, G.) , de manière à vérifier la prop. 1 •

Envisageons les transformations de l'un des types suivants 0 , 0 . On se

donne un indice k e J y et deux éléments

^ ^+1 ' ^2^+1 ' €^2^0 '

(*J Si ké Tç i alort^s0,<lonc k es (• <)e^(>e (o^ 4'o'u (i'f^.
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(0 ) On conserve les triplets % , pour k ̂  k .On substitue dans

^ ? 6! ^k à ^k et ^1 "k à ^k ? les autres éléments de TM l

étant conservés. On note M. l'élément, déduit de M , obtenu de la sorte,
0 ° 1 1 ^i i

et on définit alors de manière évidente un triple! Ç, a (M, , G , G1 ) .
0 0 0 0

(0^) On conserve les triplets V. pour k ^ k . O n substitue dans~ & o

^' ^k à ^k • ^"k à ^ ' ̂ ^ ^Pk^^k '
0 0 0 0 0 0 0 0

et j ( ê ^ p^ ) à j(p^ ) = ^fc » les autres éléments de JM l étant
0 ^ 0 0 l 0

conservés» On note M. l'élément, déduit de M , obtenu de la sorte, et
0 ° -) 9 <"9 9

on définit alors de manière évidente un triple! t?, == (M. , G- , G- ) .
o o o o

Je dis que la proposition reste vérifiée si l'on remplace <ç par
1 2 o

Ç, ou par Ç, , les autres Ç, étant conservés (ou, en d'autres termes,
o o

si l'on effectue l'une des opérations (0 ), (0 )) .

Soit en effet ^T l'indice tel que k € J • Adoptons les notations
o

des § 1 et 4 de la démonstration de la prop. 1 . L'ensemble M1 est remplacé

1 2 °
par un ensemble (M. ) , ou (W ) . Il suffit, compte tenu du § 1 de la

o ^ o -
démonstration, de montrer que G? (resp. Œ ) et les éléments de (M' )

2 ° k ° °
(resp. M' ) , vérifient ((ii)' ) ° , ce qui est-trivial.

k) ^o

3. Proposition 2.

(1) Les notations étant celles de la prop. 1 ; on suppose choisis un

recouvrement (J^) de J , et, pour tout k € J , une partie (M y de K(o<)

de manière à vérifier la dite proposition. Dans ces conditions, tout élément

v de h; . possède la propriété suivante

(P) II existe des éléments z(v), u(v), p (v) de Ï ̂  tels que

W les symboles z( )^ u( ), p( ) ne sont pas fonctionnels ; il en est de

m^me des symboles ^( ),... introduits dans la démonstration.
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Q_ V = z(v) . u(v) • p (v)

^ z(v) € Z^ , u(v) e^KMv)) , p(v)ê ^(h(v)) .

^ ou bien p (v) = 1 , ou bien il existe un entier t ^h(v)

de J. \j J^ u J- <^ J. u J- et un élément /ç (v) de Z . tels que

p(v) p (v) == o^-c(v) et p (v )6 y ^ ( ^ )

(ii) Pour tout couple dentiers (k , k ) tels que p < k. ^ k^ ,

si v est un élément de y. (k. ) tel que v v é Z. , alors il existe un

élément v, de U (k ) et un élément v de r^. (k ) tels que v = v v .

Démonstration.

1 Disons qu'un élément v e y- a la propriété (P*) si il

existe des éléments z*(v) , u'(v), p* (v) de L tels que

a^ v = z* (v) • u* (v) • p* (v)

_b' z*(v) ç Z ^ , ^ , u'(v) e ^(Mv)) , p'(v) é y^(h(v))

^ ou bien û^v)^ y . (n(v) + 1 ) ^ ou bien P'(v) vérifie

la condition c de l* énoncé.

Nous montrons au § ^ que si tout élément de y. vérifie (P*) ,

alors tout élément de If . vérifie (?) . Aux § 3, 4 et aux § 6 à 12 ,

on se donne un élément v de y. , et on montre que v vérifie (P*) • On

note ^ réiément de R. tel que v ê S(^i) . Alors v v € S(^i+ ^)c S(0)c Z,

On note k1 l'entier ^ h(v) tel que v v € Z^ - Z^, (on pose k1 = m

si v € Œ) • Le cas : h(v) < k* est étudié aux § 3 et 4 • On en déduit

(ii) au § 5 • Les § 6 à 12 étudient le cas : h(v) = k* . L'assertion (i)

résulte alors du § 2 » Notons que (P) et (P*) sont trivialement vérifiées

pour les éléments v € ZiT. de hauteur m : ils appartiennent à C .
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Nous userons dans ce qui suit des notations suivantes. La lettre o-

désignera l*automorphisme canonique de K($i) • Si L est un sous—anneau

âe L , si ê , ^ ,•.. sont des éléments de L , et si P (é , h ,...)

'est un élément de L [^ » h ? - • • ] 9 on écrit F (? , n > • • • ) pour,

<r (P( Ê , ^ ,...)) . Si donc ^ = 8 , on a F (? , € , . . . ) = = o- (P( ^ » € » • • • )

2 Soient les assertions suivantes

(P») : v e y. ====>v vérifie (?')o 'i

(P ) : v € (̂k^==>v vérifie (?) .

On sait que (P ) est vraie. Montrons q^on a, pour tout ke [p, m-1 ] :

((P^) et (P^))^(P^) .

Soit en effet v ^ ^ . (k) vérifiant (P*), et soient z'(v), u'(v), p1 (v)

les éléments d'une décomposition de v vérifiant a', b», c/ .'Si p^v)

vérifie c. , alors v vérifie (P) ; sinon p * (v) 6 y . (k+1 ) , et donc

p'(v) vérifie (P) 5 On peut alors écrire, notant z(p *(v) ),..., p (p '(v))

les éléments d*!,»^ décomposition de P'(v) vérifiant a, b, c ;

v= z'(v) . u'tv) . (ztp^v)) • u(p *(v)) . p (^(v))

et par suite v vérifie (P) 5 il suffit de prendre

z(v) = z'M.ztp'M) . u(v) = u^vLutp^v)),^) =p(^(v)) .

Il s* ensuit que (P*) implique que tous les éléments de ^f _ vérifient (P)

il suffit donc de vérifier (P*) .

^ Soient v, u , k* définis comme au § 1 , Posons

k = h(v) v. = v v
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Supposons d'abord :

k < k ' et dim 0^0^) « 1 .

•w «w ^ ^
Comme L. - L est ^ fi , puisque v 6 L - L , il en est de même

de L - L . 5 donc ((L)) , il existe un générateur Ç de L sur

L tel que S - \ é K^ • par suit® (I3: 4-3).

(1) D^ S - ̂ (x)) s é ^+1 pour tout x € ^ •

Soit alors (P(^), Q( S)) l® couple d'éléments de Ï^ CÇÎ associés

à v . On a donc P( ^ ) . P( ^ ) = v^ Q( S ) . 5( S ) » avec v, ̂  ^+1 c \^ •

II existe par suite v^ <c L^^ tel que P( S) = 5(^ ) ̂  » et P^ conséquent

v = v (Q(S)/Q(& )) • On a alors, pour tout x é <n.

(2) ^(x) . 1 =^ v^v =(D^ v^ + (D^ Q( ^ ))/Q( ç ) - (D^ Q( S ))/Q( Ç )

Par suite (II 2-5) , (D Q( ^ )/Q( ^ )) et (D Q( S )/Q( S ) appartien-x x
nent à L . Or on a, notant r le degré de Q( ^) (et de 5(S )) P^

rapport à ^ :

Q ( ^ ) = ^+... S^1+... Q ( S ) = ^ r + • • o ^^+...

et donc, compte tenu de (1) :

D Q ( ^ ) = r X , (x ) S r+.- D,,(Q(S)) =3 r \ (x) .̂.e
X •K — —•

ce qui implique que Q( ^ ) et Q( ^ ) ç S(r \ ^) . Par suite

Q( & )/Q( S ) e \ A <l<lt c ^(k) et» compte tenu de (2) ,
v é S(u) r\ L C y .(k + 1 ) . Partant, v vérifie (?') : il suffit

de prendre

z ' ( v ) = = 1 , u^v) = Q ( & ) / Q ( S ) , p ( v ) = ^
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4 Supposons maintenant

k < k * et dim (^i/^k+1 ^ = 2

-v < -̂ ^ . ̂
Comme v e L. - L , on a L ^ L et on peut appliquer III 5-2 ,

Distinguons deux cas

^ L'éventualité (II) du lemme 3-2 est réalisée. On sait alors
-S» < r̂f

qu'il existe ^' € L et u* é L r\ ̂  tels que

< L =s L . . - ( ^ * ) f ^ * est algébriquement indépendant sur L

et D^ ^ - X(x) ^ ' € L^ pour tout x e ^

et

(4) ^ -u-S 6 1^

(cette dernière relation résultant de III 5-2 (il) 2 ^ et à) . Notons

OP(S * ) » Q( & ' ) ) le couple d* éléments de L. . [ Ç *] associé à v . On

a donc P( S1 ) F(1 * ) = ̂  Q( S ) Q(Ç * ) , avec v^ ç ̂  , et il résulte
de (4) que P(^ ' ) (resp. Q(^ * ) est un polynôme en Ç de même degré

que P( ^ ' ) (resp. Q( ^ ' ) ) • II existe donc v^ e L. . tel que

P( S ' ) = Qd t ) ^2 y et par suite v = ^2 ^Q ^ ^^^ ï^ ^ • On a alors,
pour tout x € 01

(5) /x(x).1 =(D^v^v=(D^v^+ (D^Q(-S O V O C s * ) - (D^ Q( ^ t ))/Q( S t )

Or il résulte de (3) que D Q( ^ ' ) (resp. D Q(^ ' ) ) est un polynôme en

§ * de degré ^ à celui de Q( ^ ' ) (resp. 5(1 ' )) î comme çK"| ' ) et
f^» _ _^

Q(^ * ) sont premiers entre eux sur IL [^ î] , puisque P ( & l ) = Q(^ ! ) v^ ,

il s'ensuit (III 2-5) que (D^ Q( S ) )/Q( S ! ) et (D^ Q^ f ) )/Q(^ • ) € ̂  ;
On déduit alors de (3) , de la même manière qu'au § 3 , que Q( ^ ' ) C S(r X ̂

et donc QC§ ' ) € S(r X , ) ? ce qui implique (cf. (5) :
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Q(1 ')M S 1 ) ^ S(r(^- ̂ ^)^\ ^ W ^ ^(k)

et, compte tenu de (5) , v^ 6 S(^A+ r(\^ -^)) ^ Ï^ c V ^(k + 1 ) •

L'égalité v == 1 . Q(I ' )/Q( & * ) - ̂  montre alors que v vérifie

(P1) : il suffit de prendre

z ' ( v ) = i , u'(v)^ îKs^/Q^1) » p 1 ^ " ^ -

.b L'éventualité (l) du lemme 5-2 est réalisée. Soit alors S ^ Iv
Orf ^^ "̂

tel que ^ - a . e K . . et L s = L , ( ^ , Ç ) . I l existe alors deux éléments

P = P(& 9 S ) , Q = Q(l » î ) de î^ Cç , 13 , premiers entre eux sur

H- i (^ ) C VI e'fc tels que v = P/Q • On a donc

(6) P(^ , Î).P(S , S) = ̂  Q(Ï , S).Q(^ , î) , avec v^ = v v 6 ̂  .

Il existe donc un élément P = P (^ , S) de L [^, ^j et un élément

P2=P2(?) de ̂  [^1 tels que

P.(& , S)
(7) Q ( S , ? =P(^ , S) • p^——

et que P^ et les coefficients (dans L. . C ̂  3 ) des puissances de Ç

dans P. soient premiers entre eux sur 1^.4 [^1 • Comparant (6) et

(7) y on obtient

(8) P^(î , X ) , P^S , S) . ̂  = =I>2 ^S ) • P 2 ( ^ ) -

Donc (III 2-3) P^ divise ^ dans L^ [ ̂  S 1 , et par suite P^

divise P^ dans î^ [[, ^] . Par conséquent, P/P^ et ^1^2 é ^+1 •
Notant alors v un élément de L tel que P = v P , il vient :

v = P/8 = (P/P) . (P )̂ • ̂  = (p V^ ?2)) y!
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Compte tenu de III 2-4 , on peut alors écrire v sous la forme

^« ( P 3 ^ , S ) / ? 3 ( S , S ) ^ ,

^ " ^ ( S ^ S ) étant un élément de î^ [ s ,S ] tel que P et P

n'aient aucun diviseur commun non trivial dans L [ ç , Ç]

On peut en outre, modifiant au besoin v , supposer que P a été choisi
tel que

(9) P^» S^S0^... S ̂  +.. .)+ S7-1 (...)+...

tr, T étant des entiers ^ 0 .

On a alors, pour tout x €, oi

(10) ^ui(x).1 s D^ v/v s D v^v

+ (D^ P^CÎ , ï)}/P^ , ̂ ) - (D^ P^S, S)y P^^ , î)

Comme P^ et JP sont premiers entre eux sur (L (^ )) f Ç ] e'fc sur

(î^( ^)) [?! > i1 résulte alors de III 2-5 (appliqué 2 fois) que

( ^P3 (? ;X ) ) /P3 (S ,8 ) et (D^ ( S , I))/P^, ?)

l̂ (S^Vl ̂ ^^l -

et ceci pour tout x 6 'Si . Or il résulte de (9) et de III 4-3 que, pour
tout x 6 m.

"x^X ' ̂  = ^((t^x) +<r^(x)) Ç<^+... s^"1 +...) +ît-1(...)

et donc P^ , S ) 6 S(tX^ +<r ̂ ) , et par suite F (^ , ç-) e S(< ̂  +<rX.) ,

P3< î 'S ) /P3 (S ,S )eS( ( , - ^ ( x^ - ^ ) ) , ^ ^ zv c Zî(k) . QadéduiÏ
alors de (10) aue v^ 6 S(^ + (^ -^(^ -^)) . ̂  c: V. (k+l) .

Dans ces conditions, l'égalité v » 1 . (p^ , ç )/ ̂ (s , ç)) . v, ^ntre
que v vérifie (P«) : il suffit de prendre
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^-'•^'-^-s • r t ^-T-
^ L'assertion suivante résulte aussitôt des § 3 et 4 .

(A) Si v € y ^ , et si v 7 € \f^\^ 9 alors il existe u"(v) € ZlO^v))

et û"(v) € y^(h(v) + 1) tels que v=u"(v). p"(v) .

Soient

(ii), , l'assertion déduite de (ii) en y fixant k,, k-^, ̂  1 » 2

(ii)n , la conjonction des assertions (ii),, ,, 9 pour
-h» "2

p ^ k^ < k^ ^ m et k^- k^ = ^ > 0 ,

II est clair que (ii) est la conjonction des assertions (ii) , (ii).,

... (ii) et que (ii) est trivialement vraieo II suffit donc, pour

établir (ii) de vérifier que, pour A € C 0, m-p-1] , ((A) et (iiL ) ==>(iiï

Supposons donc (ii)jp vérifiée, et soit v € ^. tel que

v ^ € ^(vkj? +1 c ^(wkl - Alors P"^ P^^ ss v ^ ̂  ^(v^ £+1
et p"(v) 6 2(r- (h(v) + 1) . Donc (iiL implique que p"(v) == v1 . v^ ,

avec v^ €ll (h( p"(v))) et v^ ç y^ (h(v) + ^ + 1 ) , Donc

v/v^ = u"(v) o v* é t'l(h(v)) ce qui termine la démonstration o

Revenant maintenant à l'étude entreprise aux § 3 et 4 , supposons
désormais que k = h(v) = k' . Alors k e \^ J. , ce qui nous amène
à distinguer sept cas» 9

^ k ç J

r,
On a alors, avec les notations de la prop. 1 (ii). , o<, = ^(^T,-) »

donc Si- » q.1-̂  appartient à S(\ ) , est algébrique de degré r sur/s» -K ^, ^ K k
^+1 ^k^ 9 et ^ ;s! ^+1 ^k^ ^k^ • par conséq.uent (II:E 4-10)-

(10) v = v ^ (^)^ , 0 .< t <r^ , v^ €S(^i -^xk ) ' ' ïk+1 ( (<k )

<»
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II s'ensuit (III 4-9) que

( 1 1 ) v i - v^^ ' ^V/ ̂ ^i^-^
soit

(12) v « v ^ . 1 . (^(S^) , ^k^ € S(^)r^\ C Y^(k) .

Si X » 0 y alors v € y.(k+l) et donc v vérifie (P') : il

suffit de prendre

z'(v) = v , u^v) = 1 , p'tv) = v-, •

Si ( ^ 0 , on déduit de ( 1 1 ) et (12) , puisque v v € Z^ :

^^^2Î -^^^-^l (uk^k)rk)

Comme 0 < i < r, , il en résulte (III 2-8) que 2 t a r, et

(13) ^(S^t LGr^)' ) =V4 ̂  , avec v^ ̂  .

Les relations ( 1 1 ) (12), (13) montrent alors que v vérifie (P1) (et

mtme (P)) : il suffit de prendre

a1 (v) = v^ , u« (v) » 1 , p' (v) » v^( Ç ̂ )1

1 k € ̂

Soient o< , ^,» r-, u. des éléments de K(^) vérifiant la prop.

1 (iiL • Alors ^ C ̂ î,) ei Si- est algébrique de degré ^ r

sur L. (°<k) •Conme L = (^..lî^iJH^k) f on a P^ conséquent (III 4-10

(10)' v=v^ (^ ) ^ , avec 0 ^ t < r^ et v^ ç S( î - (-\^) n î^./o< ̂

et il résulte alors de III 4—9 que
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(11 ) j v^ = v^ v^ , avec v^ ç Z^ et v^ ^ S(a - ( X k) n Ï^

Par conséquent

(12) ' v = v ^ . 1 . (v^S^ ) et ^(Sfe)^ S (^ )n Ï ^< y^(k)

Si t = 0 , alors v e S(iA) ^ îx C V .(k+1) , et donc v vérifie (P1) ;

il suffit de prendre

z'tv) =s v , u*(v) == 1 P'(v) = v

Si t >0 , alors r^ > 1 , donc (prop. l(-ii)^) , c<^»u^(S^)^

et il existe x, € L - {0} tel que S , = % , ^ , ? o n déduit dans

ces conditions de ( 1 1 ) ' et (12) ' , puisque v v 6 Z. :

^3 ̂ ^ (S k)21 = ̂  ̂ '^(î ̂  ̂  ̂ 2 ̂ e ̂ l̂̂ ^ •

Conme 0 < î < r , il en résulte (III 2-8) , que 2 S. s» r, et
•K. JnL

(13) ' (^(S^^ ) (^(Sk^ =^4^ » avec ̂  ̂ 1 -

Les relations ( 1 1 ) ' , (12)', (13)' montrent alors que v vérifie (P1) (et

m6me (P)) : il suffit de prendre

z1 (v) =: v^ , u' (v) = 1 , p' (v) = v^( ^ ̂

à k € ̂

Notations de la prop. 1 (ii)^ : Si-» ul,.» ^T1» ^i1» Ï'T-» 0< ir • ^n P0^

Sk= ^k4-^ ^-^^ •

Dans ces conditions, î, est algébrique de degré ^ r sur L -(•o^,) ?

Sk ç s^^ ei ^k =^+1 ^k» ̂  ? ce qui ^P11^® ^ue

^k4-1^k» Sk^ rl ^ = \. ̂  ^+1^k^ c ^k+l^k^ • par ailleurs comme (^o îùurs
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en vertu de la prop. 1 (ii)-) v' est ^ 0 et que ^, et ^, sont algé-
J • K. A. K-

briquement indépendants sur Ï ̂  ^ î et S,* sont également algébriquement
<%»•

indépendants sur L. , • Montrons que dans ces conditions, les hypothèses

du lemme 4-11 de III sont remplies, si l'onp:end, avec les notations de ce

lemme :

S - S k , Y = S k ' V^k» ^^i • ^^k

et si l'on choisit u. égal à la forme linéaire que nous avons ici pareille-

ment désignée o Compte tenu de ce que nous venons de voir, il suffit de véri-

fier la condition ^ de ce lemme. Mais elle résulte de la prop. (ii),, f^ et

du lerome 4-8 (iii) de III , car l'espace vectoriel SI (cf. § 1»"3 du

présent chapitre) ququel appartiennent \ et LL , possède les propriétés

de l* espace vectoriel, pareillement noté fi , de l'énoncé du lemme 4—8 •

II s'ensuit que

(10)" v^v^S^ , avec 0 ^ <? < r^ et v^ ç S(^ - (\^) A ̂  (oc ^)

et il résulte alors de III 4-9 que

( 1 1 ) " v^ = v^ v^ , avec v^ e ̂  et v^ ^ S( .̂ - <X^)n ̂

et donc

(12 )" v = = v ^ . 1 . (^(Ç^ ) et ^^k^ ç S ( ^ L ) ^ Î ^ C V^(k)

Si 1 = 0 , alors v ç S(u ) A L C l^T. (k+1) > et donc v vérifie

(P') 5 il suffit de prendre

z^v) = v^ , v'(v) = 1 , p'tv)^ .

^
Si ^ 0 , alors r, > 1 , et donc (prop. 1 (ii).,) , o<, = ̂ (S^ ^ et

^ ' = X ^ 1 , avec 5< ç. L. , ; on déduit dans ces conditions de ( 1 1 ) "

et (12)" , puisque v v ç Z^ :
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^^ ^k)21- ^W^ )•^(S:)^)=vç^26zk=2k.1(uk^)rk),
K.

Comme 0 < l < T il en résulte (III 2-8) que 2 i == r et

(13)" ^(S^ ) . (v^ ) =v^ , avec v^ Z^ .

Les relations (11) " , (12)", (13)" montrent alors que v vérifie (P')

(et même (P)) : il suffit de prendre

z ' (v )=v^ , u'(v) = 1 , p'tv)^^^

1 ke j^

On a, avec les notations de la prop, 1 (ii).. y et (ii)^ 2

^€S(^) et "^^(SiJ/1^ "k^^

Par suite ^, est algébrique de degré ^ r, sur le corps L (^ „ <\ ) ,

lequel est stable par <K » Par ailleurs

î <s k' ̂ ))(^ rt z sa ̂  ̂ z = \c \^^ c \^^^
fîîous pouvons donc appliquer III 4—10 a Par conséquent

(14) v =: v.; (^)î , avec 0 ̂  { < r^ et v^ ^ ̂  (i ̂  ̂ ) n S(^-(X^).

Comme L (^ ) est stable par CK (puisque S , é SCx^)) , et que oc ^
$t ^ sont algébriquement indépendants sur L , (puisque L et ^ ,
le sont) , on a alors, d*une part (III 4-9)

(15) v^ = v^ v^ , avec v^6 Z^ et v^ê S(^ - iX^) ^ ^^ (^ ^)

Et d'autre part
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^+1 ^ ̂  n ? ̂ +1 ^ i,) ^ ^1 (« fc) = ̂ 1

Par conséquent (III 4-10)

(16) v^ = v^ (^ ̂  , avec ^ e 2 , et v^ e S(^L - U^ ->? \ ^) A L^^

soit, en combinant (14), (15) et (16) ,

(17) v»v^ . v^ (S^ (^^t , et ^(ti/ (^ ̂  € S(^)rtÏ^c^(k),

Coinne v v € Z, , on déduit alors de (15) et ( 17) que

^4 (SkSk^'1 '1- ^Sk^ ^k^^^S^'^k^ =

»vv /V3^6Z^=^ (^k^J

et par conséquent (III 2-8) :

( 1 + ̂  = q . r , avec q é 2?K

(18) ____________

(v^ik)' ^k)' ) • ^Sk^ ^k)1 ) -^k)' • ̂ e ̂

Posant alors

- q = 2 t + £ , t € 2 , é = 0 ou 1

(19) î

, -6 = ̂ S k^ ^ k)8 (« k^ - (\^^ ̂  . (\ ̂

on déduit de (17) et (18) que

(20) v, 6 y.(k) y v v. = ̂ (^iJ^ et v =: v . (oc ) . v^

Si £ s 1 , il résulte alors de (15), (18), et (20) que v vérifie

(P*) (et même (P)) : il suffit de prendre
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z'(v) = v^-^k^ 9 ul(v) = 1 9 P4^ a3 ̂

Si € s 0 , alors v, v, = v- € Z. . » donc, compte tenu de (ii) ,

(21) v^ = v . Vg , avec v^ € 1*1 (k) et Vg Ê y ^(k+1) .

L'égalité v = v . («^ v^ • ̂  et les relations (15), (21)

montrent alors que v vérifie (P') : il suffit de prendre

z» (v) = v^(o< ̂ t, u« (v) = v^ , p1 (v) = Vg

10 k éJ-

Qn a alors, les notations étant celles de la prop. 1 (iiL

Pk^k^k/sV^ avec ^^ et ^k 6 ^^^
s. s.

Donc v^(^ Pk ^ îs) f ce qui montre ^ue ^k est ^^brique
de degré ^ s^ sur le corps î^ (^ ̂  fi^ ! lequel est stable par ^ .

Par ailleurs

^k+î  k'/^ A ^ c^ c ̂ i^^ c ^1^ k*' <3 ̂
et par conséquent (III 4-10)

(22) v = v ^ (^)1, avec v^ € S(^t - t ̂ k^^+1^ k» ̂  et °^ ? < ̂

Conœe î^^ ($ ^) est stable par ^ (puisque ^ ̂  é S(^ ̂ ) , on a

(III 4-9) :

(23) v^=v^, v ^ € ^ , v^S(^ - tX^A^(^)

^»
Conine ^, et ^, sont algébriquement indépendants sur 1^ .

(prop; 1 (iiL,) , il en est de même de ^ et ft^ , et donc
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^Sk^^Wik^ ^ c'îk+1^k) r%<ïfa.1(^k) -^l

et par conséquent (III 4-10)

(24) v^ = v^ ̂  , avec ^ € » , et v^ 6 S(^ - (\^ -^ ̂ ) Q ̂ .

Soit en combinant (22), (23) et (24) :

(25) v = v^ . v^ ̂  (^ ^)< , et v^(i ̂  (^ ^)^ e S^nî^C ̂ (k)

Comme v v € Z. , on déduit alors de (23) et (25)

"4 ^4 dk ^k)^1» ̂ ik^^k^ X^Xk^V^

=v^^^«^ (^V^k»^

et par conséquent (III 2-6) , ^ ss - ( et

(26) ^=^'\(^Ï^t '

Conne v^ C Z^ (cf. (23)) et que ( Sj/ f^) -6 sy^k~xk))nIkn U' C ll̂ )-

on a donc v^ € S(^ - t(\^ - X^))^ .̂̂  C V^k+l) . L'égalité (26)

montre alors que v vérifie (P') : il suffit de prendre

z ' ( v )=v^ , u'(v)=(^^)t , ^ ' (v )=V4.

11 kÊJ^

On a alors, les notations étant celles de la prop. 1 (ii)^ s

ïk^k^k^-(Sk^' ̂ ^k^

avec ^ > 0 , r^ ^ lt̂ | , ̂  ̂ ^ ' 1ttk6 ^+1 '
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ce qui implique que les corps 1^ ( ̂ , ̂ ) et I^(y^ y^ S ̂ )

sont stables par (M • Par ailleurs, les inclusions

^•A ï'k̂ k S"̂  rt ? = \ ° z = \ c îk+1(Y^ ̂

montrent que III 4-10 est applicable à ces deux corps. Une première applica-

tion donne

(27) v=v,(^)< , ^»^éS^-U^Ï^(y^,^).

Une seconde application donne

(28) ^=v^-^ , ̂ ^^-^k-^^l^k'yk^

Appliquant ensuite III 4-9 (ce qui est possible, car r ^ tt.( implique

(III 2-6) que y î et Jf^ f sont algébriquement indépendants sur

L : il en est donc de même de Y et y ) , on obtient

(29) v^^-^, ^^\, V4^-^-^)n ̂

Soit en combinant (27) î (28) et (29) :

(30) v = v ^ .^ (Sk^^k^

Comme v ? 6 2 .̂ » on obtient alors de (29) et (30) :

"4 \ (i k s k^ = (̂"s k^ ̂ sl x^^)'^^)
=v^^ ^^=^1^A)rk(^)fck»

^/^k^
Par suite (III 2-2) , il existe un élément v de L , et deux entiers

k. y k^ tels que
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^k^/'1'1^^ ̂ k^

^ ^ (r1,-•k1+tl,-k^) (t, .k,+r, k-J=w.(w^) ^(^ ^(^ k 1 ^ 2 ̂  ̂  1 k 2/

et par conséquent, ^ et ^ étant algébriquement indépendants sur

^1

( + v . = ^ . ^ + ^ . ^ = ^ . ^ + ^ . ^

donc (r^ - ̂ ) k^ = (r^ - t^) k^ .

Conne r^ - t^ est ^ 0 , il s'ensuit que

(31) k^ = k^ et î +v> = (r^ + t^) k^ .

Posant alors

k<
^ q = { - r ^ . k ^ , V5=V3(y^)

^ 1 /•? ^
(32)

-k.
^^^ '^ik^^^^ ' ^-^^ 1

il vient, compte tenu de (31) :

q = ^ - \ • k! = \ • ^ - ^

et

-k.. ^-VS t-1'!,-^
(33) ve^V^ )'(Sk) ^k) —r^^s^-

Par suite, combinant (30), (32) et (33) et compte tenu de (29) , on
obtient

(34) v = V 5 . (Si /XV 1 -^ '^ 2^
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Par suite v« € S(a- 9-(^k^i-)) r» 1^ -. C y.(k+1) . Comme par ailleurs

( ̂ / ̂ ^ € S(q.(>^- ^)) A î^ n U' C n (k) , il résulte alors de l'égalité

(34) que v vérifie (P*) : il suffit de prendre

z'(v) = v^ , u'(v) = (^/ ̂  , p'Cv) = v^ .

J^ k € J^ .

On a alors, les notations étant celles de la prop. 1 (ii)- ,

^= ̂ W^ ^k-^Vs"^ \-\^^^
avec r^ > 0 , s^ > 0 et ^ é S(\^) »

ce qui implique que les corps

^+1(<x k» (5 ̂  et ^+1( ̂ k» ^k» ̂

sont stables par w . Par ailleurs, les inclusions

l̂̂  k' ̂ ))( ̂  ̂  ^ z = ̂ +1 " z = ̂  c Vl^ k» P^

montrent que III 4—10 est applicable à ces deux corps. De la même manière qu'au

§ 1 1 , une double application de III 4-10 donne alors

(35) v=v- , (Sk^ (Sh^, <^<^ ̂ ^-^k-^k^+l^ k'P^

Comme ^, et ç , sont algébriquement indépendants sur L (prop, 1

(ii)-,) , il en est de m^me de o<, et ( ,̂ (III 2-6) et par conséquent

(III 4-9)

(36) v^v^, v^^ , v ^ 6 S ( ^ -^ ^'^k^^l-

Soit en combinant (35) et (36)
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(37) v^-^V^ et ^W ̂  C S^}^\c ^(k).

Comme v ^ € 'L , on déduit alors de (36) et (37)

"3 ^S kXk^ = ̂ S k^ (Si/M^Sk^k^

= v ̂  ̂  € Z^ C ^(o< ̂ (â^) c Ï^fa ̂  p^),

II existe donc (III 2-2) des entiers k., k 6 2^ , et un élément v

de L . tels que

k k k k (r .k.-sk) (r .k+s , .k )
^SkSk^-^k)-1^ -^k)1^2^ -^

et par conséquent V +^ == r^ . k, + s, . k^ ss r, . k - s . k^ . Il s'ensuit
que

r k g = o ^=^.k, , we^
(38) ^ ___________ „

^(î^ -(^k^^^-^k^ -^k^ ) '^^ 1

Posant alors

<k = 2 t +ç , ç = 0 ou 1

(39)
\-2^^ ^-^k^S^k^( '4 " '2'^k

on a, compte tenu de (3 6 ) ^ ( 3 8 ) , (37)

(40) v^ç ^ , v^ . ̂  = v(o<^)6 , v^ ç t^(k)

(41 ) v == v^ . v-

Si g = 0 , il résulte alors de (40)^(38) et de (ii) que v- = ̂ ^7 »

avec v, € tl(k) et v- 6 Î!T.(k+l) . Donc, compte tenu de (41) ,b ( ' l
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v = v , • v, • v- y égalité qui montre que v vérifie ( P ' ) : il suffit de
prendre

z' (v) = v , u* (v) = v, , p* (v) = v .

Si ç = 1 , l'égalité (41 ) montre, compte tenu de (38) et (40) que v
vérifie ( P ' ) (et même ( P ) ) : il suffit de prendre

z'(v) = v ^ , u'(v) = 1 , p'(v) =V5 ,

ce qui termine la démonstration.

4. Théorème 4
Le centre du corps enveloppant d'une algèbre de lae résoluble réelle o^

de dimension finie est une extension pure de (R ; son degré de transcendance
est majoré par la dimension de w et lui est strictement inférieur si ̂
n'est pas commutative.

Démonstration.
1. Les notations sont celles du § 1 et de la prop. 1 . Les références

aux § 1 à 3 du présent chapitre sont notées IV § 1 , . . . etc, ceci pour les
distinguer des références aux § de la présente démonstration, lesquelles
ne comportent pas le symbole IV .

Nous allons montrer que Z ( û ( ) est une extension pure de R . Comme
d ( Z ( O t ) , (R) = d ( Z ( w ) , <C) - c'est une conséquence immédiate de III 4-1 -,
les autres assertions du théorème résulteront alors trivialement de II
th. 2.

Pour ce faire, nous supposerons les ensembles J, J^, 0^ i ̂  7 , définis
et fixés une fois pour toutes conformément à la prop. 1 (*) et nous intro-

(*) On vérifierait sans peine, mais c'est inutile pour notre propos, que la
donnée de (H et (0 , (C ) étant la suite de Jordan-Holder du o^ - module
M introduite plus haut (IV § 1-2) détermine complètement les ensembles Jet Ĵ
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duirons les objets suivants.

^ On notera F l'ensemble des familles F = ( ( M l ) -r de

parties {\\ ̂  {\f \f^ \} de ^^R vérifiant les assertions de
la prop. 1. Nous dirons que u—..., t. (k e J) sont les éléments de P
Si F , F' sont deux éléments de f et qu'on note, pour k ç J ,

\9 vky" t• (resp. u^, ^y--) les éléments de F (resp. F') , on dira que
u^ (resp. ^•••) est l'homologue (dans F') de IL (resp. v ,» . - ) • A
tout F € f correspond une partie finie c Z(M.)° , qu'on notera Q ,
telle que Z ( o < ) == R(G ) , ainsi qu'il résulte de la prop. 1 , savoir

^-^{^Y^^k}"

On notera F = ( {^t0)})]- ^ j un élément de f fixé une fois pour
toutes. Les éléments de F seront notés IL(O), . . . etc.

l^ Soient ( € J , z, € Z. , , z € Z ^ . Nous noterons
0.(( , z.) , 0 ( { , z^) les opérations définies comme suit.

Soit F €. V . Alors 0 (^ , z ) F (resp. 0 (t , z^)p est la famille

de parties de K(ûl) déduite de F par substitution de

z. o<n à o<« et z. u« à u«

(resp. z^ ^ à ^ , z^ Vj^ à v^ , r(z^ p^ ) à Çp , et j(z^ p^ ) à ^>

les autres éléments de F étant conservés.

On notera ô l'ensemble des 0. (-2 , z) (i = 1, 2) . Il résulte

de la remarque suivant le prop. 1 que les éléments de Q sont des bijections
de p sur lui-même. On désignera par G le sous-groupe du groupe symé-

trique de jp engendré par 0 , et on posera :

F = G . F .» o ^ o
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2. Les ensembles y., tf^

Etant donné un élément F € F , la prop. 2 (i) assure l'existence,
pour tout v € îf . , d'une factorisation

( 1 ) v= z(v) . u(v) . û(v)

jouissant d'une certaine propriété (P) , laquelle dépend à priori du choix
de F : convenons de dire que ( 1 ) est une factorisation f- , et que f?
jouit de la propriété (P)p . On s'assure aussitôt, sur l'énoncé de (p)
(cf. prop. 2) et la définition de ÛL » que, pour tout F' 6 .̂ . F , f
jouit de la propriété (P)p» « O n peut donc dire, en un sens évident, que
f dépend seulement de ù . F . Cela étant, nous dirons qu'une factorisa-
tion

fp: v = z ( v ) . u ( v ) . p ( v )
o

d'un élément v € îf . est une factorisation if. (resp. (p^) si
p(v) = 1 (resp. p(v) ^ 1 ) . Nous noterons

- M la partie de y . formée des v € IjT . qui admettent une
factorisation ^ .

A

- V le complémentaire de y^ dans y ̂  : les v €. zy ̂  admettent
donc une factorisation ^ g •

II résulte de ce qu'on vient de voir de îy , î[fg ne sont pas modifiée
si l'on remplace F par un élément quelconque de F Q 9

2* La propriété ( Q ) .

Soit F un élément de f dont les éléments sont notés u , , . . . etc.
Nous dirons que F a la propriété (Q) s'il existe ^
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- une partie J^ de J- u J-

et

- une application injective ^ : J* —^ J. ^ J^ U J-, v J. u J-

telles que

^ si k ê (J U J-) - J* , alors p . A = 1

b, si k ê J ^ , alors 4» (k) > k et Pk Pk = 0< (fl (k) •

.̂ Cela étant, la démonstration s effectuera en deux étapes. La première

consistera à construire un élément de f ayant la propriété (Q) • Pour

ce faire, on déduira de F , par des opérations 0 ç C , des éléments

F. € IF f i = 1, 2, 3 , et de sorte que F vérifie (Q) . Ce sera l^bjet

des § 5 à 12 . Les éléments de F. seront notés u, (i),... cx,(i)»...
X K. K.

(k C J , i s= 1 , 2, 3) , et nous poserons ( c f . § ^ ) : G. == G- .La seconde
i

étape consistera à déduire de Cr- une famille algébriquement libre de géné-

rateurs de Z sur (R • Ce sera l'objet du § 13.

J .̂ Il résulte de la prop. 1 (ii)c et (ii)- que, si k é J u J ,

alors v, (0) é î^ .(k+1) • Nous noterons Jc(A) (resp. J-(B)) la partie de
K. X J J

J- formée des indices k tels que v,(0) € Y A (resp. v,(0) é Vn) •

Définition analogue de J^(A) et J^(B) . Cela étant, il résulte de la

prop. 2 (i) et de la définition de hf , \j( „ qu'il existe, pour tout

k 6 J- U <!„ , des éléments

(2) v^ € y^(k+l) , w^ (SE 11 (k+1) , v^ € Z^

tels que

(3) v (̂o; = ̂  w^ w^

et qu'en outre

- si k 6 <UA) U <UA) , alors v^ = 1
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- si k f Jç(B) \J J-(B) , alors il existe un entier .t(k) et un
élément w. S Z tels que

(4)
^é^(((k)) , ̂ l̂

\ \ = c< l (k) ^

et

(5) -? (k) > ,k et ( (k) € J u J t» J c/ J u3

On définit alors F. par l'égalité

1 1 0 (k, (w.)-1))^
kéJ-^J- '" K / c

F, = 1 ' 0 (k, (w^) ')LP
1 \kéJ^J^ '" K / °

En d'autres termes, si k € J- u J- , on a

v^l) = v^O).^)-1^ w^ , ^^(1) = ^(O).^)-1 ,

^k^ = r(Pk (1 ) ) ' ^^^ ^(Pk0^ '

les autres éléments de P.. étant égaux à leurs homologues dans F . On a
par suite pour tout k € J- u J_ , puisque v, 6 11 .

(Çkd))2 + (^(D)2 =p^(D.-^oT= ̂ oT.^(i) = ̂ .̂

Donc f compte tenu de (4) :

(6) ^ ( Ç k O ) ) 2 ^ ^k0^2

n si k ê ^(A) u J^(A)

^(k) \ si k e J5(B) u J7(B)

6 , Supposons d'abord ; J-(B) u J-(B) = ̂

Alors F^ vérifie la propriété (Q) du § 3 : il suffit de prendre,
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avec les notations de ce § , J* = fi , et de définir LP comme l'application

vide ^ —^ <T U J u iL u J ^ J- . On prendra alors F^ ss F = F .
• < - . ^ T | J fa I

J. Nous supposerons désormais jusqu'à la fin du § 12 , que

J-(B) U J_(B) ^ fS • Pour ce faire, nous construisons d1 abord, à partir

de F , une famille F ç P ayant la propriété suivante (Q ) :

(Q ) II existe un recouvrement (J*, J") de J-(B) u J^(B) , J'y J"

étant disjoints, et si J" 4- î f une application injective

y ; J" —^ J u J u J uJ. uJ^ tels que

^ si k ç J" , alors yt1^) > k

^b si k é J" » alors il existe un élément z. de 2 / . v . tel que

^(2).p72T=^j.^

^ si k ç J' , alors (^(2) . p^(2) = 1

^ les éléments de F^ n'appartenant pas à l'ensemble

^ {VL.(2)» ^ir(2)» Çic^^ ^ic^^ sont égaux a leurs homologues
kéJ^BÏUJ^B) l k ' k k 'k J

dans F •

La construction de F € F vérifiant (Q ) fera l'objet des § 8

à 11 .

.8« Les systèmes (S) *

Nous poserons

J^(B) ^ J^(B) == ̂ ,..., k ^ , avec k^ < k^ <... < k^

(*) Cette éventualité se rencontre effectivement pour des algèbres de Lie

résolubles de petite dimension. Elle correspond au fait que, pour k ç J

donné, Z,. peut fort bien ne pas ûtre extension pure de 2 .̂ ,4



ALGEBRE DE LIE RÉSOLUBLE REELLE 147

et, pour j 6 Cl» <ll

(7) ^-(Y^ ^-Y • ^- ̂ ' ——k.
3 3 3

On a donc, pour j g [1, q^ , compte tenu des formules du § 5 :

/ C ° & ° i,° 1,0 (1) 0c . . c . = b . . b . = = o r / . x c .
3 J J 0 ^o(j ) 3

(8) ^ T

lb; e ^(1 (k,)) = y,(^(3)) , et c^ Z^^ . Z^o^^

Dans ces conditions, nous dirons qu'une partie ordonnée E= J^,.»«, ^ L

de Z(ôl ) est un système (S) si
o

( S ) pour tout j 6 [ 1 , q 3 , £_/ C° € (Z. ,J^
1 J j K.+1

J

(S-) il existe

- un recouvrement (I* , I" ) de Cl» q.] 9 Ip et I" étant

disjoints

une application gg : Ig —^ J u <T^ u J- u J. u J^

tels que

a si j ê Ig , alors gg(j) > k.

b^ si j é ITÎ » alors il existe un élément b. de lLf.(gp(j)) et un

élément c. de Z / • \ . < tels que

c. . e - = b . b. = 0((1) . c.
^ '3 3 J gg(j) 3

c^ si J € Ig , alors E. 6- = 1

II est clair que la donnée d'un système (S) détermine complètement les
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objets IE , Ig , gg et c^ ,

Nous attacherons à tout système (S) , soit E , deux entiers >^ 0 .

Le premier, que nous appellerons le poids de E , et noterons p(E) , sera

défini par l'égalité

(9) p(E) = C gE(j)

^

Le second, que nous appellerons le degré de E , et noterons d(E) sera

défini par l'égalité

(10) d(E) = card (Ig) - card (gg(lg))

à* Quelques propriétés des systèmes (S) •

R II existe des systèmes (S) : l'ensemble E ss ^ f ,..., é l en est

un, et I" = E , I' = fS , g = U° . Cela résulte aussitôt des formules
Ju 0 IL Jli
0 0 0

(8) et de ce que, compte tenu de la formule (5) du § 5 , on a, pour tout

J € [1, qî :

g.. ( j ) = ^°(j) = -E(k - ) > k,
"o t] 3

R A tout système (S) , soit E = f E . , . . . , ê l » correspond canoni-

quement une famille F^ é <F , savoir

Fl,=f 1 ^ 0 ( k , 6/ f°)) .F
E \ je[i, <n 2 3 3 3 1

Pour J ç [ 1 » q ] ? * ^ • = 0 , est l'homologue dans Fp de l'élément

^ (1) de ^ . •' ••
J

2 2R Soit E un système (S) . Alors 0 ̂  p(E) ^ (dim (h) = n , et

0 ^ d(E) ^ n $ en outre g,-, est injectif si et seulement si d(E) = 0 .ÇA
Cela résulte aussitôt des formules (9) et (10) ci-dessus.
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R. Soit E= {c.,..., Ï \ un système (S) . Si d(E) = 0 ,
—4 ^ 1 <lJ

alors F^ vérifie la propriété (CL) du § 7 (et on peut donc prendre
E •

v-^)-
Soit en effet X : [1, q] —^J^B) u J^(B) la bijection définie par

les égalités

y(j) == k_ , j = 1 ? . . « » q •
J

Posons

j' = xd^) » J" = ̂ (^ » V = % ° / -1

et, pour k 6 J^(B) u J^(B) ,

^'VV)

Par conséquent, pour tout j ^ [ 1 » q ] , o n a p ^ ' 3 P-y.(j) = ^ J '

et donc (cf. R^) , ^ se déduit de F. par substitution, pour tout
—2. rj l

kCJ^B) uJ^(B) , de ^ à ^(1) , v^ . Pk/^d) à ^(D»--- etc-

Par ailleurs, d^e part, comme X est bijectif et que, d* après (S^) ,

1^ n IW> = 0 et IÀ u I&= [1, q] , les ensembles J», J" sont disjoints

et recouvrent J (B) u J^(B) ; d* autre part, comme gg est injectif puisque

d(È) = 0 (cf. R-J , ^ est une application injective de J^(B) \J J^(B)

dans J U J u J.. ^ J. u <!„ . Il reste donc à vérifier les conditions ^

à d de (Q ) • Pour la condition ^ , cela résulte aussitôt de la construc-

tion de Eg (cf. Rg) .

Si k <r J' , alors %~1 (k) é 1^ , et par conséquent (cf. (S^) c^)

^•'^^(k)'^)"1

ce qui montre ^

Si k € J" , alors 7C"1 (k) <5 1^ , et par conséquent (cf. (S^) b^)

il existe un élément z^ = ̂  6 ^(^-l (k))+1 = z^ (k)+1 tel que
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^'^^(k) 'Ç^'^X-^k))^0^) ' \

ce qui montre b .

Par ailleurs, la condition (S^) ^ s'écrit avec nos notations

gg(j) > X (j) , pour J € Ifr

donc, pour k é J"

¥(k) ̂ Ê^1^^ ^(X"'(k)) = k

ce qui montre a et établit R .— ^4

J .̂ Avec la présente formulation, la clé de la démonstration est alors

la propriété suivante des systèmes (S)

Rç Soit E un système (S) . Alors il existe un système (S) , soit

E» , tel que l'une au moins des deux éventualités suivantes soit réalisée,

ai d(E) > 0 .

(A) d(E') < d(E)

(B) d(E') = d(E) et p(E') > p(E)

Démonstration. Soit en effet E= {^,..., ^ ^ un système (S)

tel que d(E) > 0 . Posons g = ̂  et, pour j € IJ , notons c b. des objets

Vérifiant (S^) (cf. f 8). Comme g n'est pas in jectif (cf. R §° 9) ,

il existe deux entiers j^, ^ ç 1^ tels que ^ < ̂  et g(jj= g(jj .
On a alors d'après (S ) a et b :
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( 1 1 ) < é-
^

l ̂  ?\ 3l

/•«(),>
,̂

v

= g(J2

•^-

•"^r
v
v

)

^^î+i

»k ^
"2

= b. .
•'1

= b. .
32

V^(g(j

¥ 1 >

'b~==
^

r7"=
^2

,))

ht. + 1•'i

^(j^

^g^)

c .
•'1

c .
•'2

(11-1)

(11-2)

(11-3)

(11^0

(11-5)

Posant alors b = b. /b. , on déduit de (11-2), (11-3) et (11^)
•'1 •'2

(12)
É-L . É.1-

f - . é,
•'2 •'2

' b . ^ b. c

è]\è]-^—^^^ 3^1 y 3^1 3^ 2

et de (11-5) (puisque îf^(g(j^)) t̂ un groupe)

(13) b € ^(gU^))

Ces deux dernières formules, et la prop. 2 (ii) impliquent alors

(14) b = b° . î , avec b° € 11 , b C îf ̂ (j^) + 1)

Combinant (12) et (14) , on obtient

^1 • ^ b b = b . (S)(15)
6 , - £ .^2 " 2

Nous distinguerons alors deux cas :

a. b e VA

Comme Ï € 4T. ( g ( j ^ ) + D ,d'après ( 1 4 ) , il existe alors, en vertu
de la prop. 2 ( i ) et de la définition de y^ (§ 2) , deux éléments
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(16) ^"g^kl et ^ 6U

tels que

*^ ^ 'v
(17) b = b' . b" .

On a alors, compte tenu de (11 -1 ) et (16), puisque j^ j et f. € Z,

(18) " • V2^^-^. < V .1
"2 •'2 •'1

Soit alors E' = {^,..., ̂  la famille ordonnée définie par les égalités

f ^ = ^ si j ^ ^
(19 J

e . = 6. . (b- . ? )-1

•'1 ''1 •'2

II résulte alors de (15), (16), (17) et (l9^que l'on a

^ j • "^T3 ^1 • TT • (^ • ( '̂))~1 . (e . . 7~)~1
"1 •'l ''1 ''1 J2 •'2

^1*^1
= ————==- • (b'' . ( '̂))~1 = à——ill = b" . (b") = 1

£ , . ( . . b'.(b')
"2 •'2

Soit

(20) e '. . TT = 1
"1 ^l

II résulte alors des formules (18), (19) et (20) que E« est un système

(S) , et que l'on a, puisque g(j^) = g(j )

IE• :=][EU '{^\ ' ^'-^-{S,}

et gE• ( IE•>=e( IE-{• ' lP=8( IE)
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Par suite, compte tenu de la définition du degré (§ 8 formule (10))

d(E') == card(l^) - card(g^ (l̂  )) == [card(l^) - 1J - card(g(lg))

= d(E) - 1 .

L* éventualité (A) est donc réalisée.

b. 'b <- Va
v»

Comme b € Y.(g(j.) + 1 ) (formule (14)) , il existe alors, en vertu

de la prop. 2(i) et de la définition de y ( § 2 ) , u n entier (. et

4 éléments b , b , b , b de K(^f) tels que

b = b . b, . b.
o 1 2 (21-1)

N! , = J^ J^ 0 J3 ^ J4U JT, et ^ >, g(j^) + 1 (21-2)

(21 )^ \ € Z^ ̂  , ̂  6 n(g(j,)+D, b^e 2|f^(^) (21-3)

^^.l

, b^ . (^)=°<^ ^

(21-*)

(21-5)

On a alors, compte tenu de (11-1) et de (21-3) , puisque j < j et

? - € ^
J2 .'2

(22) "o - ^e ^(o,^ • V c Y c Y -. 1 •
"9 2 -1

Soit dans ces conditions E" = Jç" ,..., ^" t la famille ordonnée définie

par les égalités

^= ^ si J ^ J ,

(23)

^ " = £ . ( b . C . )
3 3^ o 3^

-1
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II résulte alors de (23), (15), (21-1) (23-1) et (21-5) que l'on a

^ •^T-^ • ^ • ^o - ^ " 1 - ^ •f~)"1
-, - C-j - <-_ • C_^ ^1 ^ ^ 0 0

^2 J2

c 1 i — ^ -^-1 "1 A" ^ i "̂  /i»\1 __ . (b . (b))-1 ^]——4^-o o
VÇt. ' £,

•'2 •'2

(b, . (b^)) (^ . (b^)) =^ . (^) =^ b^

Soit

(24) v ̂ ^«^-^
Or, compte tenu de (21-2) et (11-1)

(25) (, ̂ g(;jj + 1 > k. + 2 .
•'1

II résulte alors de (23), (24) et (25) que E" est un système (S) , les

objets gg,, , Ig,, , Ig,, étant définis par les égalités

(26)

IE IE,, = IE (26-1)^E"

-/gE..(j) = g(j) si J € Ig - {j^ (26-2)

l S^,(3^ = t ^ (26-3)

II vient dans ces conditions, compte tenu de la définition du poids d'un
système (S) (§ 8 formule (9)) et de (26-2), (26-3) et (25) :

P(E") = C gE,,(j) = ( E gg,,(j)) + g-,,(jj
-i^E" Uei^-fj^ E / E 1

l F- 1= Z—i g(j)/ + g(jj - g ( j ) + L
V^-N /

= P ( E ) +^ - g ( j ^ ) =p(E) +^ -g( j^)>, p(E) + 1
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Soit

(27) p(E") > p(E) .

Il résulte par ailleurs de la définition du degré d'un système (S)
(§ 8 formule (10)) et de (26-1) que l'on a

d(E"M(E) = [card(l^) - card(g^(l^))] - [card(lg) - card(g(lg))j

(28) d(E") - d(E) = card (g(lg)) - card (g^(^))

Or, on a compte tenu de (26-1), (26-2) et de ce que g(j.) = g(j^) :

gdjR = gdg - {^}) = gE^E" - Pi? c ^-W 9

ce qui implique, d'après (28) ,

(29) d(E") ^ d(E) .

Il résulte alors de (27) et (29) que l'une au moins des éventualités (A),
(B) est réalisée, ce qui achève la démonstration de (R-) .

11. On va construire un entier n' À 0 et une suite finie
^ = (E , E ,..., E ,) de systèmes (S) tels que d(E , ) s= 0 : compte tenu
de R. , la famille F possédera la propriété (Q ) du § 7 . Partons

de E^ = (î^,... ^ ° l défini au § 8^ : c'est un système (S) (cf. R § 3) .
Si d(F^) = 0 , on prend n' = 0 . Sinon d(E ) est > 0 (cf. R § 9) ,
et on construit par récurrence C comme suit.

Supposons^ E. déjà construit, i -̂  0 . Si d(E. ) == 0 , on prend n' = i
Sinon d ( E . ) est > 0 , et on construit E. de sorte qu'on ait

ou bien d(E. ) < d(E. ) , ou bien d(E. ) = d(E. ) et p(E. ) > p ( E . ) ,
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ce qui est possible câpres R^ . Tout revient à montrer que la construction

s'arrête au bout d'un nombre fini d'étapes. Supposons le contraire. Comme

0 ^d(E^) ^ n(cf. R^ § ̂  ) , il existerait, pour tout entier N > 0 , deux

entiers > 0 , î . , î  tels que

^-^-^ et d(E ) = d ( E ) =.. .=d(E .)N y ^
et par conséquent p(E ) ^ p(E. ) + 1 pour tout i ç [i_, i" - 1 ]

Donc p(E^,) >^ p(E ) 4- N > N . Or p(E.,,) < (dim ^ )2 (R § 3 ) :

notre hypothèse était absurde.

12. On déduit alors d'une famille F € F ayant la propriété (Q )

une famille F^ € f ^ ayant la propriété1 (Q) du § ^ en posant, les

notations étant celles du § 7

3 - f 1 T O(^j^) . F
J \ k é ^(J") ' ' & / 2^ k é ^(J") ' / "/ "

II résulte en effet aussitôt de (Q ) que la famille F ainsi définie

vérifie (g) si l'on prend, avec les notations des § 3 et 7

J^ = J" et tf = y

Jj,. Soit donc F^ 6 F^ vérifiant (Q) , et soient J ,̂ cy les

objets définis au § ^ . Nous poserons

J" == J_ n J* J" = J n J^

^^ô-^ ^^-^

et, pour k ç J^ == J" U J"

^= SkO) . î J k = ^(3) •

Si k ç J" u J" , on a donc



ALCEBKE BB LIE RÉSOLUBLE EEELUB H57

(30) (€ i /+( î ;k)=(V3) . ̂ (3)=«^(k)(3)
^2 . /- ,2

Si k 6 J- u J_ = (J- L' J^) - J* , on a

(ÇkO))2-^^))2^^ •p73 y=1

II existe donc dans ces conditions un élément ^ é Z. tel que.

(31) ^+1 (?k^' ^k^^^/T^

Cela étant, nous définirons par récurrence descendante sur k les objets

B. comme suit :

m r

-^=^+1 si ^=^+1

-^=^+1^ ^k0^ si kéJ^J^ uJ^oJ^ uJ^

-^^k+l^ W si k e J 5

-"k-^k-H -{^(k)^}^ {^ ̂  si k6^

-Bk=Bk+1 t / i^^M si k é J6

-\-\^^ ^k^'ïk} si ^T

-°k= ^1 -{^(k)0^ ^ ^k0^ Çk» ^kl si k ^Ï

Montrons d'abord par récurrence descendante sur k que Z^ = ^^k^

pour tout k é (0, m j •

Cela résulte, de la prop. 1 si k ^ Je ^ Jy ; de la prop. 1 et de (31)

si k é J- u J» ; de (30) et de la prop. 1 si k € J" u J" .

Il suffit dès lors, pour terminer la démonstration, de vérifier que

pour tout k € [0 , -m] , Von a

(32) card (B^) = d <2^, K) .
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II s'ensuivra en effet que, pour tout k e CO, m ] , R est algébri-
quement libre sur R •

La uÀt^tfation de (32) s* effectue encore par récurrence descendante

sur k • II s'agit de montrer que, pour tout k 6 [0, m-13 ,

card \ -card ^+1 = d (^ ^+1) •
Si k ^ J* , cela résulte clairement de la prop. 1 et de la définition

de B^ , puisque d (Z^, ^^) = d(^, ̂ )

Si k € J^ , cela résulte encore de la prop. 1 , puisque, iç étant

injectif, ^^(k)^3) € \^ » et P^ suite

card(B^-^^^(3)p = (card B^) -1 .

*
* *

CHAPITRE V

(̂ omplémenta^divera

1 . Nous avons obtenu des conditions suffisantes pour que le centre Z du
corps enveloppant d'une algèbre de Lie résoluble de dimension finie sur un
corps commutatif soit une extension pure de ce corps. En fait, le lerome (L)
de II peut ûtre considéré comme un algorithme assez commode (du moins en
petite dimension) pour la détermination effective de Z . Nous nous proposons
de donner des précisions supplémentaires sur Z , précisions qui dans
bien des cas, simplifient sensiblement la mise en oeuvre de cet algorithme.

2. Notations et terminologie.

Nous gardons celles du chap. II et du § 1 du chap. III, et nous
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introduisons par ailleurs les notations suivantes,

a^ Soit (M une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

SI • Nous noterons

- <î> (op l'idéal dérivé de Oj.

- D(ûnL) l'ensemble des idéaux minimaux ( ^ (0\) de <H

- DL(û><) l'ensemble des idéaux de o\ àe dimension 1 •

- H (Of ) (resp. ^ R(°p) l'idéal de cg. égala

C ^ (resp. E P ) .
PfcD(op ^Y^R

Nous appellerons socle de o\ (resp. socle réduit de w ) 9 l'idéal

^(o t ) (resp. /> ^(°^)) •

Pour tout idéal P de (H , nous noterons z(P) le centralisateur

de P , i.e. l'idéal de W formé des x ^ <X tels que [x, Pj = {0^ .

On a manifestement D (CM ) C D(<^) , ^R(<9.) ^ (? (^ » et

z(^(ô()) 3 z(^ ((g.)) . Par ailleurs Ré D^(a ) ==>z(^) 3 2) (^) ?

donc z(^R(^ ) ̂  S (q.) •

b L'algèbre ô( étant choisie comme ci-dessus, on notera

E ( ^ ) = (^ = ̂  3 g 2 3..^ < 5 ^ 3 ̂ i = [op

une suite de Jordan-Holder du 0( - module ôi telle que les idéauxCT <r
z( A (ç[)) et © ( o r ) figurent parmi les a . - On notera p l'indice

tel yie .0«3)=<^i •

Si Of est complètement résoluble, alors n = m , les quatients

( % / ( ï , k é [1, m] sont de dimension 1 . On notera alors *\^ un

; élément de M ̂  et a. un élément de °lk "" %k+1 tels que

[x, aj - \(x) a^ é Cg ̂  , pour (x, k) € ^ X [1, m] . 1 1 résulte

alors du théorème de Jordan-Holder, d'une part que l'ensemble des éléments
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^k de °( * est Cependant au choix de E (^) , et d'autre part que

ÎR^ = ^ ( ^ ) » (lonc z ( ^ ( ^ ) ) = z(^(û\)) . Nous dirons que les \
sont les racines de 01 •

Si (̂  est une algèbre de Lie réelle, nous identifierons 01 (resp. oi*)

à son image canonique dans ^ (resp. (op*) . Si (^ est résoluble réelle,

il résulte du Théorème de Jordan-Holder qu*on peut attacher à chaque k é [1, m]

un élément A^ de OJ x o^2 x (ûp^ x [(^)*]2 , élément qu'on notera

^\9 ̂  ̂  \9 ̂  ̂  9 et ce de telle sorte <lBe

1 ) les A^ vérifient le lemme 4-12 du chap. III

2) lorsque <x est complètement résoluble, les objets a. , \ coïnci-

dent avec les objets pareillement désignés, déjà définis.

Nous appellerons alors racines de Of les racines de 01 : ce sont les

formes linéaires \^, \^ . Lorsque M est complètement résoluble, les

deux concepts de racine ainsi définis coïncident bien, moyennant nos identi-
fications.

3. Cela étant, nous nous proposons l'étude des extensions

Z(0 j ) n K(,D(g)) de n , Z(<g ) ^ K(z(^ ^( M)) de Z ( w ) n K ( ^ ) ( a ) )

et Z(op de Z((^)^ K(z(^(û<)) .

Au § 4 , on donne, dans le cas où Ot est complètement résoluble, des

conditions nécessaires, portant sur les racines, pour que Z(Ch ) n K(2)(QL))

soit -f. £i . Au § 5 , on montre l'inclusion Z(ô< ) c ^(^^(oi.)) • Au § 6 ,

on montre que Z ( o f ) est une extension pure de Z(û( ) n K(j) (01 )) , et qu'il

existe lorsque j^i est de caractéristique 0 , une famille de générateurs

de Z(ûp sur Z(op^ K(^)(<^)) d'une forme particulièrement simple 5

enfin, un § 7 , les résultats précédents sont appliqués aux algèbres de Lie

résolubles réelles.
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4. Etude de Z(o() n K(Z)(o| )) lorsque M est complètement résoluble.

4-1 Lename 1. Soient

- Ol une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif.

- ^f un idéal de w

- ^ un idéal de Ot de codimension 1 dans ^C

- a un élément de OL - /^

- \ l* élément de d^ tel que [x, a] - \(x) a ç 13 pour tout
x é <^ .

- u. un élément de w *

- o( un élément de K(ûC ) r\ S(u )

On sait (I 4) que K(oc) est le corps des quotients de K((^) Ja l •
On note

- p le degré de o< sur K( K) (cf. 1 4-1)

- u le coefficient dominant de o( (cf. 1 4-1)

Alors u <5 S(^ - p X ) ̂  K( fe)

Démonstration « Notons deg le degré par rapport à K( |̂ ) des éléments

de K(^() (cf. 1 4-1) . Soit (x, ô) é Ot X (K(a) - {0)) . Des relations

[x, a] - \(x) a 6 fe , D^(K(&))c K( |̂ ) , et D^p"1) = - (5"\\ ^ ) ^\

on déduit aussitôt, par récurrence et compte tenu de 1 prop» 1 , qu'on a y

pour tout (x, p, î ) 6 Oi X 2' X K(^t)

(1) ou bien D^a3'1) = p ' ( \ (x) a^ ou bien degtD^a^) - p ^(xîa1'')^ p-
et

(2) ou bien D jf = 0 , ou bien deg D Ï ^ deg Y .

Par ailleurs (I 4 , car. 2 de la prop. 4) :
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(3) ou bien « = u a , ou bien ( o< - u a ) < p .

Par ailleurs, comme oc é s( H.) , on a, pour tout x 6 Ot

[(D^u)-(^-p»(x).uj ap=

= [D^ u.aï+u.D^aP^-u.D^aPM^xhi a^^x) «< )-^(x)o<+p\(x) .u a?

= D (u aP) - u(D a? - p X(x) aP) +u.(x)(«-u aP) - D <<
X X / X

= D^(u a1' - o, ) - u(D^ a1' - p \(x) a^ + ^(x)(o< - u ap)

Le dernier membre de ces égalités est nul : sinon/compte tenu de (1),

(2) et (3) y son degré serait < p y ce qui est absurde. Donc

D u = (u - p \ )(x) , ce qui établit le lemme.

4-2 Proposition 1 . Soient

- ^L une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

de caractéristique 0 , complètement résoluble.

- m l'entier ^ 0 et pour k € [1, m] , 0^ l'idéal de (M et \

la racine de o( associés à 01 conformément au § 2 ̂  •

Dans ces conditions, pour tout ké t l ,n i ] » s i

Z(o| )o K(o t , ) ^ Z((H ) n K(ûl, ) , alors \, est combinaison linéaire à

coefficients rationnels des racines 'X . d1indice j > k •
J

Démonstration. Pour tout k ç [1, m] , notons E. l'ensemble des

\ € <X^ tels que S(\) n K(ôf ) ^ 0 . Par récurrence sur k , on vérifie

aussitôt, à l'aide du lemme 1 , que pour tout k € [ 1 , m ] , £ est contenu
(^}

dans le '2 - module engendré par les \ . Or, si

Z(w ) r\ K(&f ) ^ Z((M ) r> K((K, .)) , on sait (II lemme (L)) , qu'il existe

un élément o< de Z( (h ) n K(ûf ) = (S(0) n K(or )) u ^0}, de degré p > 0

sur K(O( ) , et par conséquent (Lemme 1) PXi.-^^i.- i .D'où la propositiol

(^-) Résultat obtenu indépendamment par J« Dixmier.
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Remarques :

1 La proposition est triviale si \, = 0 : elle est sous intérêt si
'""" "*' K.

01 est niipotente, et, de toute façon, ne fournit de renseignements que pour

le corps Z ( o i ) n K ( J D ( w } )

2 La proposition reste évidemment valable quelle que soit la suite de

Jordan-Holder du Ol - module choisi.

5. 5-1 Lemme 2. Soient

- 0] une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif Jl

- ( <X. ) une famille d'idéaux de Oi contenant D ( 0 1 )
1 i € 1 d Q

Alors ( \ K(CX .) == K f i 0 . ) •
i €- I 1 \ i (= I 1 /

Démonstration. Il est clair que / ^ K(OÎ . ) :) K ^ / ^ Or . . Pour
—————————— ± él 1 \ i ç l 1

établir l'inclusion inverse, remarquons d*abord qu'il existe une partie finie

I C I telle / * Ot. = / < 0 l . o On peut donc supposer I fi.io
0 i€ I 1 ié I 1

o

Soit I = i l 9 « « o , q V .Le lemme est trivial si q = 1 o Si q > 1 , on se

ramène aussitôt par récurrence au cas où q == 2 • Soient donc I = p, 2\ ,

ûç -s a , a 9 = (^ ; et soit A=^ , . o . , a^ (resp. B = ^ b ^ , . , » , bj )

une famille libre sur <X f\ ^ d* éléments de Oc (respo \ï ) , engendrant

(X (resp. î^ ) sur 0^ n (^ , Alors A u B est libre sur Ot ^ ^ .

Si r s = 0 , le lemme est trivial, puisque <^ c {î =====^K(« ) ^ K( (^ )

(resp. (^ C oc ==>K( (^) c K ( o c ) ) » Supposons donc r s > 0 , et supposons

le lemme établi pour les couples d'entiers ^ 0 (r', s*) tels que

r' < r et s* < s • Notons
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P Fidéal engendré par (K n (î U (A - {a p U (B - {b })

<^ " " " ^ <^ (îu (A - (a^)

(̂  " " " ûcn&u(B-(b^)

Alors l'hypothèse de récurrence implique (JBÎ4--fc)

K(0c)n K(P) = K(OC^ ) et K(e ) ̂  K(P ) = K( & ^ )

et K(<^)n K(&^) = K(0^ n 6 ^ ) = K ( ^ t n <î)

Or on a (III 4-6) :

K(P +.n a^)^ K(^ + H. b^) = K«>)

Par conséquent

K ( ^ ) n K ( f e ) = (K(0() n K ( P + - n a^))^ ( K ( R ) n K(P + n b^))

== K(^)n K( l^ )^ K(P) == K(<X )n K(& ) = K( <?( n 1^)

ce qui termine la démonstration»

5-2 Lemme 3.

Les notations étant celles du § 2 , soient

- Crt une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

A de caractéristique 0 .

- P un idéal de 01 de dimension 1

Alors Z ( û j ) C K(z(P))
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Démonstration.

Le lemme est trivial si P est un idéal central. Sinon il existe deux
éléments non nuls x, a de a tels que

Ch = -Q x C z(P ) , ^ = n a et Cx, a] = a .

Si Z ( 0 ( ) ̂  K ( z ( P ) ) , alors (II lemme'(L)) , il existe un élément de Z ( o < )
de la forme x 4- y , avec y€ K ( z ( P ) ) . Donc

0 = [ a , x+y] = - a + Ça» y] = - a

ce qui est absurde.

5-4 Proposition 2.

Le centre du corps enveloppant dîune algèbre de Lie de dimension finie
sur un corps commutatif de caractéristique 0 est contenu dans le corps

y^\
enveloppant du centralisateur de son socle réduit v .

Démonstration•. C!est une conséquence immédiate des lemmes 2 et 3
et des remarques du § 2 a_ .

6. Structure de l'extension Z(oi ) de Z ( 0 i ) n K(.D(chp)

Proposition 3o Soient

- M une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

fl de caractéristique 0 , distincte de S (o f ) .

- (a,,..., a ) une base d'un supplémentaire de D (Oi) dans Oj

(^) C'est un cas particulier de résultats (non publiés) obtenus par
J. ûixmier.
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Dans ces conditions

(i) ^^ est lme extension pure de degré d ̂  p de Z(oi ) n K ( ^ ) ( < H ) )
(ii) il existe, si d > 0

- une partie I de [1, p]

- une partition (I ) de I

- une famille ( o ( . ) d'éléments de Z( 0( ) n K C O ( ( M ) )
1 i € I ° °

- une famille ({? ) d'éléments de K ( 0 { ( r t ) )
^ é C1, d3 °

-une famille P = = ( ) € , . ) d'éléments de Z( 01 )
<c C € [1, d] à

telles que

^ pour tout T € [1, d] » ^ = ^ + ) ^ a^ o< .
i € Iç 1

^ P est une famille algébriquement libre de générateurs de 2(00
sur Z ( 0 j ) n K(£>(^ ) )

Démonstration.

Jl_ Notons S le groupe symétrique de l'ensemble [1, p^ = {1,..., pi •

Posons, pour k € [1, p]

0 ) ^ = = o ( c g ) ^ ^ a ^ © , . o ® -a a

^ -^^ - ^^^^^

et, plus généralement, pour (o-, k) ê S X [1, p]

^=.D(0))© ^a^.^^ n a < ^ ( k + 1 ) ® • • • e > ^ ^(p)

^ ^W ' Ï-^^^

Posons enfin, pour tout <r 6 S

Z>^= Z^ = Z (= Z(q))
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^o-^i-Vi^^ '^-^-^^ '^^^a^Vi •
Tout sous-espace vectoriel de ôt contenant S) ( Ot ) étant un idéal de CH ,
pour tout ( <r, k) e S X [1, p] , o^0. est un idéal de 01 , et bien enten-

du dim (^i^/O-l cr -.) = 1 • L'assertion (i) résulte alors du lemme (L)
de II , et, de surcroît, on peut construire l'extension Z de Z , de p !

P—
manières différentes. Notons d le degré de transcendance de Z sur Z , .p+l

2 Dans ce qui suit, o- désigne un élément arbitraire, variable, de

S . Nous noterons ^ (resp. ^ ( r ) l'ensemble des familles
L = = ( £ o ( L ) » f ^ ( L ) , . . . , Î^(L)) d'entiers telles que

^ 1 ^ ^ d ^ ^d-l ^ • • - < l > 1 < - t o = = p + 1

^ pour tout t 6 [1, dj , Zo (resp. Z?" ) est extension

pure de degré 1 de Z» (resp. Z^ ) .
\ -1 ^ -1

Par définition (de d) , les ensembles ^. et e!?0' sont non vides.

Pour tout L ê à? (resp. ^cr ) , nous noterons Gr(L) = (G (L),..., ^(y) »
la famille de parties G (L) de Z (pour ^ 6 [1, d] ) définies comme

suit :

G^ (L) est l'ensemble des o^ 6 Z tels que

H (L)-^ (L)^ (respo ^(L)-2" 0) (0<) )

n:r /C -1 <r C -1 /

-^
Enfin nous noterons Z l'ensemble des éléments o< € Z pour lesquels

il existe

- une partie J( o^ ) ^ 0 de [ 1, p ]

- un élément fi ( A ) de K .

- et une famille (o( .) d'éléments de Z - {0}
3 J <cJ(oO ^tels que

o< == ^ (oc ) + y"^ a^ o(j

j e J(o()
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Nous montrerons d'abord ( § 3 ) , que, pour tout L é ot , on a
^

G. (L) n Z g^ 0 . Il en résultera que pour tout <r € S et pour tout L1 ê ^?%

on aura encore : G (L* ) n Z ^ 0 . On montrera ensuite (§ 4) que pour tout

(L^» ^ ) ê ^? X [2, d] il existe un élément o^. de S , un élément L^

de of v , et un élément o< de Z tels que

<. 6 (^(L^ G^) et J(o<) C [^(1^) , ̂  (L^,

ce qui terminera la démonstration.

^ Soit L= (^, (^..., ( ^) C ^ . Montrons que

(1 ) G^(L) n Z ^ 0 .

Pour ce faire, notons c< un élément de G.(L) 5 o< a des expressions

de la forme u v , u, v étant des polynûmes non commutatifs en les a.

d'indice k € [î ̂  p] . Soit J une partie de [ i , pj minimale parmi

les parties J* de [ i ^ f p] telles que o< puisse s* exprimer en fonction

des seuls oc d'indice k ç J* . Soit r = card J et soit cr* ç S tel

que <r' ( j) = J pour j < L , e t q u e J = ( r ' C p + l - r . p ] . Alorsĵ, ^ ^
L s'identifie à un élément L de ^ (r , et G (L) = G (L) . Bref, on

peut supposer que J = [p + 1 - r, pj . Notons alors, pour i ç [1 , r] , <r .

la transposition échangeant p + 1 - r et p + 1 - i . I l résulte alors du

choix de J et de la définition de ! qu'on a, pour tout i 6 [1, r]

^i / °i
z^ = Vl-r ^^-r = Vl

Donc (II lemme (L)) , il existe pour tout i ç Ci, r] , un élément

Pi ç ^2-r et un élément ^i de l̂-r s= Vl-r tels que

i - ^ (pi-1-.r)-^ ^i-Vl.i-^ Pio<- = a
1 O i

et que o<^ engendre Z ^ sur Z , ce qui montre (1) si r = 1 .

Il s'ensuit par ailleurs, si r > 1 , que, pour i 6 Cl, r-H , il existe
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une relation homographique E. entre et et o< . de la forme

(2) ^ -S-^I^ ' avec ^ ^1' ^ î" ^Vr

Soit d. le degré de o< . par rapport à K (o( . étant considéréi i pr^—r x
comme élément de K^^ , K^ - r ^^ considéré comme le corps des

fractions de K - f a . l . Si Ç " ^ 0 , alors (cf. 1 4) , le secondp+ .̂̂ r » pr i -"r j i
membre de (2) est de degré d. - d. == 0 par rapport à K , ce quix i p+^^r
est absurde puisque o< = a + fl est de degré 1 . Donc ^" = 0 .r PT i "~r < r i

Prenant alors $ î" = 1 , on obtient

o<,= ^ °<i+ ^

soit

(3) ^-r+ Pr= ^i ^1-i^- ^i^ î

On en déduit, considérant les deux membres de (3) tour ê tour comme éléments de

V2-r {^l-r} et comme élément de Ç^ {a^_^ , qu'on a :

Si ^Vl-r-^ ïi ^i6^^
(4) J

^r= ^iV1-i+ ^ ' Ïi16^

donc, compte tenu de (3) et du lemme ^

(5) Ï[ = ï, + ̂  € K^_,A K^_, = K(<g .̂ ̂  ̂ ^ ) .

Une nouvelle application du lemme ^ donne ensuite :
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^-5 ^Vl-i- ^ 1 - 5 ^iVl-i
r-1

= ^2 "^ ^i Vl-i = •«• =

î 2

r-1 r-.2

= !rk ~ 5 ^ aIH-1-1 = '" = yr-1 ~ S <l>i Vl-i
iîât

é K f (̂  OU0'1 LK
^ié[l,ri ^^2-r/ Vl ' -

^s

ce qui montre que o^ é Z et établit (1)

j. Soit L^ == (j^,..., 1^) € i et soit k € [2, d] . Supposons

établit, pour les indices T ^ C 1 , k-1] , l* existence d'éléments

^ é ^t (Lo) ^ z tels ̂  ^ ̂  ) c [^ » ^ .1 - 1 ] • On va montrer
que, dans ces conditions, il existe un élément oc de G, (L ) n Z tel

que J(cx) C [ ̂ , { ̂  - i] , ce qui terminera la démonstration. Soit
r = ï ^.j - t ^ - Considérons un élément ç- ç S tel que

o-o^) :=: <i P0111' ù ^ < k

<ro[^1^ p i - r^k- -̂1 - 1 ]
et que, pour r é [1» k-11

^.-"'.-t-'-']-^ (,-.-'] .
Il résulte alors du lerome (L) de II que o< ̂  , qui est algébriquement

indépendant sur Z^ , engendre z [ ° sur Z^° .Comme Z p = Z (

a un degré de transcendance sur Z^ égal à k par hypothèse, il s «ensuit

que Z ̂  a un degré de transcendance sur Z égal à 1 . Posant alors

^ == ^ Pour t > k , tç •== ^.M

<ç == ^-1 - r P01^ ^ C [2^ k] et ^ = p + 1 - r
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il est clair que L 's î^^ , . ,» , ^ î ) ç ^ , et, compte tenu du § 3 y

G (L* ) o Z est ^ f . Soit o< ç G (L» ) r» Z . On a donc

Z = Z (o<,,..., o<, .,, ot) , et il est clair dans ces conditionsj^ p+1 1 k-1

que o( É G^(L) n Z et que J(o< ) c [ t^, < ̂  + l] .

7. Cas des algèbres de Lie résolubles réelles.

7-1 Soit o\ une algèbre de Lie résoluble réelle de dimension n •

Associons lui les objets C ( o i ) » ^ i r ^ ^ k introduits au § 2.
(k s= 1, .«. , m, 01 . = {0}) . Il résulte du Théorème de Jordan-Holder que

0 nti l
tout P € D((M ) est de dimension 1 ou 2 et qu*il lui correspond une

racine \ = \(P) de o\ • Avec la terminologie de IV 1 , \ est réelle,

i.e \ = \ si et seulement si P€ D (<M ) •• II est clair qu*en général

D(ûi ) ^ D-(01 ) . Si \ + \= 0 , alors \ = î . , y. ^ <h* , et il existe

si X -t. 0 ure base (a, b) de P telle que pour tout x C <^

[x, a] = - 1A (x) b et [x, h! = u. (x) a .

Cela étant, il est clair que les prop. 2 et 3 s appliquent à 0\ . On a en

outre les précisions suivantes.

7-2 Proposition 4.

Les notations étant celles du § 6-1 ci-dessus, on désigne par (P un

élément de D( d ) , et par )< la racine de 01 correspondante. Dans ces

conditions.

(i) z(^ (O j ) r=z (^ (op) =z(^(<g))

(ii) Z ( y ) c K(z(^(^) ) )

(iii) î.(o\)ri K(P) /B<==^ \ + \= 0
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(iv) si Z(<g)nK(g^) ^ Z(<g )n K(oj^) , pour kç [1, m] alors,

ou bien *\, 4- K = 0 , ou bien ^- et \. sont des combinaisons linéairesk k ' k K.
à coefficients rationnels des \. d'indice j > k .

J

Démonstration.

Soit & € D(op = D (S) . Alors {^ € D (og) et il existe (̂  € D(^)

tel que ^ + fe = B^ et z( fe^)^ = z( fe) n z( &) , d'où (i) ; (ii)

résulte alors de III 4-1 et de la prop. 2 ? par ailleurs, III 4-1 et la

prop. 1 impliquent (iv) .

Si ^ = 0 , P est central, donc K( P) c Z( (M) . Si Y ^ 0 et

\ + \ = 0 , il existe u € o - l ^ » t i ^ O . e t une base (a, b) de P

tels qu'on ait pour tout x € 01 :

[x, a] = - LA (x) b [ x, bj = U (x) a .

Partant,

D (a2 + b2) = 2(a D^ a + b D^ b) = 2(-^i(x) ab +^i(x{ba) == 0 ,

donc a2 + b € Z((M) . Compte tenu de la prop. 1 et de III 4-1 , l'asser-

tion (iii) résulte alors du lemme suivant:

Lemme 4. Soient M une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps

commutatif n de caractéristique 0 , P un élément de D (^) -

Alors [Ot , |P] i {0} ç==^ Z(g ) n K( IP) ̂  A

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lemme 1 .

«
« -a-
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