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INTRODUCTION

Soient G un groupe de Lie réel simplement connexe, 9 son algébre de
Lie, U 1'algeébre enveloppante de % » K 1le corps des fractions de U ,
Uo le centre de U, Z 1le centre de K, Ko le corps des fractions
de U . On a les inclusions R C Uo c Ko CZ. ', R désignant le corps

des réels.

Si G est nilpotent, on sait [T ] que K0 est une extension pure
de R , et que les représentations unitaires irréductibles de G se classi-
fient en général & 1l'aide de caractéres de Uo . Si G est résoluble, on
a souvent Uo =R et Z est en général plus grand que K0 : la question
se pose de savoir s'il est possible de classifier -les représentations irré-

ductibles de G par des caracteres de Z .

L'exemple suivant dont 1'idée revient & J. DIXMIER est significatif
a cet égard. Gardons les notations précédentes. Soit % 1'algebre de Lie
de base (x, y, z) définie par les crochets non nuls [x, y]=p Yy,
[x, z] =qz, p, g étant des entiers rationnels non nuls. Alors G est
un groupe exponentiel [3] et Z=R(y¥zP) :si pq >0, alors U =R .
Les représentations irréductibles U de G qui ne sont triviales sur
aucun des sous-groupes expR y , expR z définissent des caractéres non
nuls XU de Z qui les déterminent & une équivalence prés. Si U est
une représentation de cette sorte construite & partir d'une forme linéaire

f sur ¢ [3], ona XU 1z =vu 4 = i £(n)Y £2(2)™2, e géné-
vyt z
rateur yq zP? de Z sur R apparait comme un élément classifiant au sens

de [7] .

I1 semble donc que, dans le cas résoluble, Z puisse jouer le rdle
tenu dans le cas nilpotent par U0 . D'olt 1'intér8t qu'il y aurait & connaitre

la structure de Z . Son étude fait 1l'objet du présent travail.



6 INTRODUCTION

Plus précisément, étant donné un corps commutatif quelconque L ,
soit (PL) l'assertion suivante : (PL) pour tout entier n > 0, le
centre du corps envelovpant d'une algébre de Lie sur L, , résoluble et de

dimension n , est une extension pure de L,, de degré g<n .

Nous montrons (PL) dans un certain nombre de cas. Notre exposé s'or-
donne comme suit. Au chapitre I , on établit, pour une classe de corps
gauches, des propriétés qui.les apparentent aux corps de fractions ration-
nelles sur un corps commutatif. Le chapitre II établit (PL) pour L
algébriquement clos de caractéristique O . Le chapitre III groupe quelques
lemmes techniques. La démonstration de (Ph) fait 1'objet du chapitre IV.

Quelques résultats subsidiaires sont groupés au chapitre V.

Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans [1] et
[21] '

Nous tenons & remercier Monsieur J. DIXMIER qui a bien voulu s'imposer
la lecture de cette étude, et nous signaler un certain nombre d'imprécisions

ou d'inexactitudes.

Notations. Elles sont fixées au début de chaque chapitre. Un symbole tel
que (II 1-3) renvoie au § 1-3 du chapitre II. Les indications de chapitre,

toutefois, sont généralement omises & 1'intérieur d'un m@me chapitre.

Par ailleurs, un index (p. 173) donne les références des principaux
symboles et termes utilisés.



CHAPITRE I

Propriétés du corps des guotients d'un anneau

1. Notations et terminologie.

1-1 On note N 1'ensemble des entiers naturels ; les lettres n, m,
éventuellement affectées d'indices, désigneront des entiers > 0 , fixés

dans le contexte, les lettres i , k des entiers variables.
1-2 Soient A un anneau, u, vé& A, B CA . On posera
[uy v] = uv = vu
On vérifie aussit8t les égalités

(u, v] = = [v, u] , ety pour n > 1
(1) {

[u, vn] = [u, v] vn-1 + v [u, vn—1] = [u, vn-1] v+ vn"1 [_u, v)

On notera [u, B] l'ensemble des éléments [u, w] , pour w €B ,
et on dira que u est symétrique par rapport & B si [u, B] c B . Les
résultats du § 2 justifient cette terminologie.

1-3 Soient A un anneau, B un sous-anneau de A . Pour tout x € A,

nous noterons

- M(x) 1le monoYde multiplicatif engendré par x

N

- Bl {x} (resp. B_ {x} ) le B - pseudo module & gauche (resp. &
droite) engendré par B U M(x)

- Pl (B, x) (resp. Pr(B’ x)) 1'ensemble des expressions formelles
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n
(20 (E) b x 4.t b, b, €B
(resp.
n
3) @® x b +..ot b b, €B)

Les éléments de Px (B, x) (resp. Pr(B’ x)) sont les polyn8mes
(en x) & gauche (resp. & droite) sur B . Pour tout P& PL (B, x)
(resp. P (B, x)) , on définit de manidre naturelle le degré deg (P) et
le coefficient dominant p(P) = "le coefficient du terme de plus haut degré"
de P . (On posera deg (0) = 0)

L'ensemble By (B, x) (resp. Pr(B' x)) s'identifie de manidre natu-

™) , et il existe une

relle au B - module & gauche (resp. & droite) B
surjection évidente Yy (x) : B B, x) _——>B2 {x} (resp. I.|£'r(x) :
Pr(B’ x) — B {?'c}) - Pour u € B {x} (resp. u ﬁ- B, {x}) , on posera
Ri(u) = (q;?, (x))” ({u}) (resp. Rr(u) = (q‘r(x))_ ({u}) ; les éléments
de Rﬁ(u) (resp. Rr(u)) sont les représentants de u dans P2 (B, x)
(resp. Pr(B’ x)) .

S (x) (resp. q}‘r(x)) est une bijection, nous dirons que x
est transcendant 3 gauche (resp. & droite) par rapport & B . On peut alors
identifier BE {x} a I,’i (B, x) (resp. B {x} a Pr(B’ x)), ot définir,
pour u &Bp{x} (resp.u e Br {x}) le degré de u , noté deg]%(u) ,

(resp. deg;(u)) , et le terme dominant de u , noté p]%(u) (resp. p;(u)) .

Nous dirons que x est transcendant par rapport & B , s'il est trans-
cendant & gauche et a droite par rapport & B . Plus généralement, nous
omettrons les indices [, r lorsque les objets "& gauche" et "& droite
correspondant sont identiques. On omettra de m8me 1l'indice B lorsque le
contexte ne pr8tera pas & confusion. Ces principes sont valables pour tout

ce chapitre.
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2. Propriétés des éléments symétriques.

2-1 Lemme 1 Soient

- A un anneau
- B un sous—anneau de A

- x un élément de A symétrique par rapport & B
Alors
(i) Pour tout Pe I"2 (B, x) , il existe P'e Pr(B, x) tel que
Yy () (@) = g (x)(') et deg (P) = deg (P') et p(P) = p(P')
(ii) Pour tout P ePr(B, x), il existe P'€ By (B, x) tel que
Y () (B) = ¥, (x)(P') et deg (P) = deg (P') et p(P) = p(P')
(iii) B {x} = B, {x} =B {x} , et Bf{x} est un annean.
Démonstration. Soient n €N , (:i.)n 1'assertion que pour P € Py (B, x)
et deg (P) <'n, il existe P'e€ Pr(B’ x) vérifiant (i) . Il est clair
que (i)1 est vraie. Supposons
n>1, (i) vérifiée, P€B (B, x) et degP=n
et posons
u= Y (x) ®) , b=p@), b =[b, x]

Par hypothese b € B . Par ailleurs il existe P, € Pl (B, x) tel

1
que
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u=Dbx"+y (B) et deg (P,)<n
or (1-2 formules (1)) :

bx =x"b+[b, x*] = 5" b+ b & +x[b, xn—u

-1

Appliquant d'abord (i)n 4 1'élément b x" de PZ (B, x) on en déduit

que

n-1
[b,x ] =lP’r(x)(P2), avec P_ € I’r(B, x) et deg P, < n-1

2

Appliquant ensuite (i)n aux éléments b L P1 de P2 (B, x) ,
on en déduit 1'existence de P' € Pr(B’ x) vérifiant les conditions de (i) .

Donc (i)n==>(i)n+1 =>(i) .

L'assertion (ii) se démontre de manidre analogue, en utilisant cette

fois le troisidme membre de 1'identité (1) de 1-2 .

Par ailleurs, Uy (x) et l’fr(x) étant surjectifs, on a :
(1) =By {x} ¢ B {x}) et (ii) = (13r {x}c B, {x}) , ce qui établit
la premidre assertion de (iii). Pour vérifier la seconde, on se raméne, par
linéarité et compte tenu de la premidre, & vérifier que tout élément de A

de la forme
bxmcxn, avec b, c€B, n, m >0

appartient a BI {x} (par exemple). Mais céla résulte d'applications répé-
tées de (ii).

2-2 Proposition 1 Soient

- A un anneau
- B un sous-anneau de A

- x un élément de A symétrique par rapport & B
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Dans ces conditions

(i) si x est transcendant & droite ou & gauche par rapport & B ,.

alors x est transcendant par rapport & B .

(ii) si x est transcendant par rapport & B , alors, pour tout

u€eB {x}, ona

deglg(u) = degg(u) = degB(u) et p%(u) = P;(U) = PB(u)

(iii) si x est transcendant par rapport & B , et si B est sans
diviseur de zéro, alors, pour tout couple (i, v) d'éléments non nuls de

B{x} ,ona: - : -

degB(u v) = degB(u) + degB(v) et pB(u v) = pB(u) pB(v)

Démonstration. Compte tenu du lemme 1 , on a :
(x non transcendant & gauche par rapport & B) >
(3P) (PeP(B, x) et p(P) #0 et ¥y (x)(P) = 0) =
FP)(Pre Pr(B, x) et p(P') £0 et zpr(x)(P') =0) &=
(x non transcendant & droite par rapport & B) ce qui établit (i) .
L'assertion (ii) résulte aussit8t du lemme 1 ; compte tenu des hwpothéées
et de ce qui précéde, il suffit, pour montrer (iii) , de vérifier que
pour tout couple (b, c) d'éléments non nuls de B , on a, quels que soient

les entiers 2> 0 n, m :
deg (bxncxm-bcxm'm)<n+m.
Mais cela résulte encore du lemme 1.

Les anneaux réguliers.

3-1 Soit A un anneau sans diviseur de zéro. On dit que A admet

un corps des fractions & gauche s'il existe un corps K et un sous anneau

A' de K tels que A' soit isomorphe & A et que tout élément de K
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soit de la forme x'-'1 y' s avec x' e A', y'e€ A' . Pour qu'il en soit
ainsi, il faut et il suffit que, quels que soient x €A, ye¢A, y#0,

il existe u, v€ A, u#£ 0 tels que ux=vy[BJ

« Le corps K est
alors déterminé & un isomorphisme prés. On 'écrira, par abus de langage,
K= Kﬂ (A) . On définit pareillement la nation de corps des fractions &
droite. Pour que A possdde un corps des fractions & gauche Kj(A) et un

corps des fractions & droite Kr(A) y il faut et il suffit que

(P) quels que soient x €A, ye€ A - {0}, il existe wu, u'
v, v' € A tels que

uu' £0, et ux=vy et xu'=yv'.

S'il en est ainsi, nous dirons que A est un anneau régulier. Nous

dirons de m8me qu'une algébre A, est régulidre si 1l'anneau A, est régu-

lier. Si A est un anneau réguller, et si 1'on identifie A h.1son image
dans K' (A) et & son image dans Kr(A) s l'application identique de A se
prolonge d'une manidre unique en un isomorphisme de K, (A) sur Kr(A) [81.
Nous identifierons Kl(A) a Kr(A) et noterons K(A) 1'objet obtenu de la

sorte, que nous appelerons le ocorps des fractions de A . L'anneau A

s'identifie alors & un sous—anneau de K(A) . Ces identifications sont
canoniques en ce sens qu'elles dépendent seulement du choix préalable des

isomorphismes A —» Kf.(A) , A—> Kr(A) .

Si A est un anneau régulier, pour toute famille finie Kyreeey oy
d'éléments de K(A) , il existe des éléments Yyreees Yy Vyseews Vo de A,

et deux éléments non nuls x, u de A +tels que x, = x1

8]

= -1
y;=v; u

pour i=1,..., 1

3-2 Proposition 2 Soient

- A un anneau régulier de caractéristique #£ 2

- D une dérivation de A
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Alors

(i) D se prolonge d'une manidre unique en une dérivation D de
K(a)

(ii) 1'ensemble des éléments de K(A) annulés par D est un sous-
corps de K(A)

Démonstration.

1. Posons A¥ = A - {0}, E= A% X A . Soient (u, v), (x, y) €E,

o € K(A) telsque o«=x y=V u! . S'il existe une dérivation D pro-

longeant D , alors
= -1 -1 -1
0=D1=D(xx')=Dx.x +x.Dx ")

Donc I-)(x-1 = - xm1 . (Dx) . <! , et de m8me ﬁ(u_1) -=u! (D w) ut

et par suite

(1) ()

]

el .Dy+5(x-1) .y=x-1 .Dy—x'-1 .Dx.x—Iy

1 -1

(2) D(x) =Dv .w +v.]_)(u—1)=Dv.u —vul.Du.u?

2. Pour que les égalités (1), (2) définissent une mBme application

D de K(A) dans K(A) , il suffit évidemment que 1'égalité o = x-1l =v u'l,_
soit

(3) yv=xv

implique

(4) < .Dy—x_1 .Dx.x'_1y=Dv.u'"1v—vu_1 .Du.u"

ce qui est le cas : en effet (3) entratne que
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(5) y .Du+Dy.u=x.Dv+Dx.YV

et 1'on en déduit (4) par multiplication des deux membres de (5) , &

gauche par <1 , & droite par !,

3. Pour établir (i) il reste donc & vérifier que l'application D
définie par les formules (1) ou (2) est une dérivation, l'unicité résultant
évidemment de ces mBmes formules. Soient B, ¥ € K(A) . Il s'agit de

vérifier les égalités
(6) B(B+ ¥)=D(P) + B(Y¥)
et
(1) B(P¥)=D(p) . ¥+ p.D5Y)

Or il existe w, z € A* et b, c, té&€A tels que

(8) P = w71 b et ¥ = w?1 c=t z_1

I1 est clair que (1) et (8) impliquent (6) . Montrons (7) . I
existe, d'aprés (P) , (d, e) € E tel que

9) ate-btz!

et par suite

- - - - - - 1. -
a e - a1.pa.a! e =B(aTe) =B(b t z1) = D(b t).z" bt 2z Dz.z

soit

1 1 1 1

(10) al.pe - a~'.pa.a e = Dbtz + b.Dboz | - bt 2 .Dz.z"

Compte tenu de (1), (8), (9) et (10) on obtient alors
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|

5(38) = B bt z) = B((an" ) = (aw)! De - (@)™ D(aw).(aw) .o

a . [paow + adw] v 'a e

w-1[d_1 .De - a”! .Dd.d_1.e] - w—1.Dw.w_1 a7t

1 1

w-1.d—1.De -w

Dz.z ] = v Dwew bt 27!

1 1

wob.tz"! + b.Dt.z™! = bt 2~

1

[wa.Db - W'_1.Dw.w_1 b] t z—1 +w b [Dt.z- -t z—1.Dz.z_1]

B(p) ¥+ B.B(¥) .

1

4, L'assertion (ii) résulte de e que D est une dérivation d'un

corps. (cf. par exemple [5])

Corollaire 1. Notations et hypothéses de la proposition. Si D est
la dérivation intérieure de A définie par un élément de A , alors D est

la dérivation intérieure de K(A) définie par ce m8me élément.
Corollaire 2. Soient K un corps .ommutatif, A wune algebre sur K ,
régulidre. Alors toute K - dérivation de A se prolonge d'une manidre

unique en une K - dérivation de K(A) .

Démonstration. Les objets D et D étant définis comme dans la

proposition, on a D(K) = D(K) = {0} , donc D est K - linéaire.

3-3 Extension du corps des scalaires.

Proposition 3. Soient

- {2 un corps commutatif
- E un sous—corps de 2
-~ U une algébre sur E , réguliére

- K 1le corps des fractions de U

Dans ces conditions
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(i) Si 1'algbre UEEQ est réguliére, alors K et £l sont

linéairement disjoints sur E dans le corps aes fractions ae U &E Qa

(ii) Si en outre 0 est une extension quadratique de (£ , alors

K QE {1l estun corps canoniquement isomorphe au corps des fractions de
ve, 0 .

Démonstration. Posons Uy =T @E a , Kp =K @E Q et, supposant
Uq régulidre, notons K(Upn) 1le corps des fractions de Up . Par défi-
nition du produit tensoriel, U et £1 sont des sous-algdbres commutantes
de Up , et par suite K et 0  sont des sous-algtbres commtantes de
K(UQ) ; on peut donc définir ume application canonique ¢ de K dans
KUQ) : si x,;€K, w, € Q, q([ijqia; uui)= Zi,‘qi w; -
Montrer (i) revient & montrer que ¢ est injectif, i.e. que si, pour
i=1,..., n et Wgseeey W linéairement indépendants sur E , on a
Ei,o(i w, = 0, alors 0(1 = o, = e =X = 0 . En effet, il existe

-1

toujours des éléments a, a.ie U tels que o(i =a a, , pour i=1,.0.y 03

. ¢ . N -1 _ .
donc zi:o(i w, = 0 équivaut 3 O =a ? 8, w; = ; 8, w, = ; a.i® w,
et par conséquent 8y = «.o=a, = o(1=...=¢_xn=0.

Cela étant, supposons qu'il existe x € £ , o, B € E 1tels que

(1) Q=E[x]=Ekx) , “=axx+p , p£LO0 et x¢E

Nous allons montrer que dans ces conditions tout élément non nul de Ug

est inversibles dans K . Tout élément non nul de K étant le produit

d'un élément non nul de K et d'un élément non nul de Uy , sera par suite
inversible dans K_Q_ et Kﬂ sera un corps. Comme (¢ est injectif comme
on vient de le voir, et que par ailleurs K @ contient Ug qui engendre
K(UQ) , il s'ensuivra que (p est bijectif ‘: ce sera l'isomorphisme cano-

nique cherché de Kp sur K(Un) .
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Soient donc a, b € U , non tous deux nuls. Montrons que a x + b est
inversible & droite dans K.Q . Il suffit pour cela de trouver ¢, d €U ,
non tous deux nuls tels que (a x+ b) (c x+ d) € U : en effet , comme Ug
n'a pas de diviseur de zéro et que ax+b#£0 et cx+d#£0, il
s'ensuivra que (ax+b) . (cx+d) =eeU-{0}, donc
(c x+ d) e-1 = (c e_1) x + (d e_1) € K sera un inverse a droite

de ax+bDb.
Pour tout couple (c, d) d'éléments de U, on a, compie tenu de (1) :

(ax + b)(cx + d) = ae (ax+p)+(bc+a.d)x+bd

=[(ao&+b)c+ad]x+[a pc+bd]

Il suffit donc de trouver, pour a, b &€ U non tous deux nuls, des

éléments c¢, d € U tels que

(¢, ) #(0, 0) et (acx +b) c+ad =0,
ce. qui est toujours possible puisque U est régulidre.

Inversant les r8les des couples (a, b), (¢, d) , on voit de mBme que
1l'existence d'un inverse a gauche de ax + b équivaut & celle d'un couple
(c'y ') € UX U +tel que

(c'y, d') # (0, 0) et c'(xa+Db)+d a=0

ce qui est encore assuré, pour la mme raison.

4. L'algorithme de divisibilité et quelques conséquences.

4-1 Proposition 4. Soient

- A un anneau régulier

-~ B un sous-anneau régulier de A
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- K (resp. L) 1le corps des fractions de A (resp. B)
- x un élément de A transcendant et symétrique par rapport & B ,

engendrant A sur B .
Dans ces conditions

(i) L est le sous-corps de K engendré par B ; 1'élément x est
transcendant et symétrique par rapport & L ; l'anneau L {x} est régulier
et K est son corps des fractions. En outre, pour tout T € B {x} , on a :
degy (T) = deg (1) .

(ii) pour tout o« € K , il existe des éléments a, b, ¢, d de L {x}

1 1

tels que o« =a b=4de . On a alors

degL b - degL a= degL d - degL c
(1) et
-1 -1
(p, &) . (py b) = (p;, ) . (p c)
En outre o & un degré par rapport & L bien déterminé, noté
degL o« : c'est 1l'entier degL b - degL a et un coefficient domi-
nant bien déterminé, noté P G ¢'est 1'élément (pL a.)-1 . (PL b) de L.
(iii) pour tout couple (P, Q) a'éléments # O de L {x} , il existe
deux couples (R, S), (R', S') da'éléments de L {x} déterminés de manidre
unique par les conditions
(2) P=RQ+S et (degLS<deg.LQ ou S=0)

(3) P=QR' + S' et (degL §'< deg; Q ou§' = 0)

Démonstration. Montrons (i). Comme B est régulier, tout élément du

sous-corps L' de K engendré par B est le quotient de deux éléments

de B, et par suite L' s'identifie & L . Soient X €L et a, b€B

tels que « =Db a_1 . Alors
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[x, «) =[x, b]a-1 +ba [x a) a! el

donc x est symétrique par rapport & L . Si U €L {x}, il existe

n .
°‘o’°‘1’°"’°‘ne L et Biyeeey By b €B tels que U= Eo‘i x
. i=1
-1 - 1=
et o, =b a ,dmc U=b ! N a; x' , et par suite (prop. 1)
i
x est transcendant par rapport & L . Cela montre également la derniére
assertion de (i) . Par hypothdse, A =B {x} € L {x} et tout élément de
K peut s'écrire sous la forme UV ' et sous la forme (V! )—1 U,
avec U, V, U', V' € A . En particulier, si X€ L {x}~- {0} et YeL {x},
il existe U, U' e L {x} - {0} et V, V' € L {x} telsque VYI=UX et
YV' =XU', donc L{x} est régulier.

Moatrons (ii). La premiére assertion résulive de ce qu'on vient de dire ;
’
la seconde de l'éga,lité bc=a d et de la Pprop. 1 H les autres assertions

sont des conséquences tfiviales de (1) .

Montrons (iii). (iii) est trivial si Q € L ou que deg; Q >deg, P .
Supposons donc degL P2 degL Q > 0 et cherchons R, S vérifiant (2) .
Procédons par récurrence sur degL P ., Soient n = degL P, m= degL Q,

X = (pL P) (pp, Q)_1 . Alors (prop. 1), degy, (P-oxx"MQ) <n.sSi
deg; Q > degy P- «xx*™Q), onprend R= xx ", S=P-RQ .
Sinon, il existe, par l'hypothése de récurrence R

P-oxx Q= R, Q+S, , et deg S

17 S1 € L {x} tels que

1 < degL Q, et il suffit alors de

prendre R= o x "+ R § =8, . Si un autre couple (R*, S*) d'élé-

1 ’
ments de L {x} vérifie (2) , alors (R¥ -R) Q = S* - S, donc (prop. 1)

deg (’? < deg R¥ -« R) + deg ” = deg S¥ - S
ce un. est absurde.

On‘ montre pareillement 1'existence et 1'unicité d'un couple (R', s')

vérifiant (3) .
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Corollaire 1. Les notations et les hypothéses étant celles de la propo-
sition, pour tout couple (P, Q) d'éléments #£ 0 de L {x} , il existe
des éléments U, U', V, V' de B (x| tels que PQ ' =W 1 = (u)™ v .

Corollaire 2. Les notations et les hypothéses étant celles de la propo-

sition, pour tout élément o« # O de K, on a :

ou bien degy (e = pL(oc) . xdeer> ) < deg; o

ou bien X = Pl . xdegL o(

Pr,

Démonstration. Posons n = dechx y u=p oo . Il résulte des formules

(1) de 1'énoncé de la proposition que

(1) degy (x _1) =-n et pL(fx —1) = vl
Par ailleurs

(2) xF u (oe -1 _ ! M =x" u -
et (prop. 1)

(3) si n>0, degL(xnu-uxn)<n.

Cela étant, supposons d'abord le résultat établi pour les éléments de K
de degré > 0 .Si n est <O, il résulte alors de (1) , (2) et (3)

que, si &« £0,
degL(O(— ux") = 2n + deg(c(—1 - u_1 x®) < Zn + (-n) =n .

On peut donc¢ se limiter au cas o n est > O . Il existe alors des é1é-
ments P, Q de L {x} tels que « = PQ_1 et degL(P) > degL(Q) , et
par conséquent (prop. 6 (iii)) , il existe des éléments ‘R, S de L {x} tels

que P=RQ+ S et (degL(S) < degL(Q) ou S=0) . Il s'ensuit que
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o =R+ SQ'1 et R#O0 . Par ailleurs, il résulte de la démonstration de

la prop. 4 que

Le résultat du corollaire est alors trivial si

uw=p (®).(p(0)" = p(R) et n=deg (R)

traire, on a degL(SQ_1) < 0 et par conséquent

degL(o( ~ux') =deg BR-ux")<n.

4-2 Proposition 5 Soient

A
B
K

X

un anneau régulier
un sous-anneau régulier de A .

(resp. L) 1le corps des fractions de A (resp. B)

S=0, et dans le cas Con-

un élément de A , symétrique et transcendant par rapport a B

et engendrant A sur B

3 un ensemble de dérivations de A laissant stable B

- g 1'ensemble des dérivations de K prolongesant les dérivations
de % (cf. prop. 2)

N 1le sous-corps de K formé des éléments de K annulés par tous

les éléments de §

- M=NnLjx}

NI

G

=NnL

1'ensemble des éléments a de N , transcendants sur N' et

tels que N = N' {a}

Dans ces conditions, notant deg le degré par rapport a B

par rapport 2 L

(i)

L et L {x} sont stables par g

et le deg:

(ii) si, pour tout (u, D) € AX QY , on a deg Du Ldeg u , alors

21



22 CHAPITRE I

(I) Si a, b, c, d sont des éléments de L {x} - {0} tels que
(a=cb+d ou a=be+d) et degdcdegb et a €M et b EM,
alors ¢ M et d eM ‘

(II) N est le corps engendré par M dans K

(ITII1) si N¢ L, alors MZL, G#@, et GAM est l'ensemble
des éléments de M-N' de degré minimum ; si d est ce degré minimum,

les degrés de tous les éléments de M sont des multiples entiers de 4 .

Démonstration. Soient D€S et D €§ le prolongement de D a K .
Par hypothése D|{B est une dérivation de B , donc se prolonge en une déri-
vation de L , laquelle cofncide avec ]—)IL , en vertu de 1l'unicité de D

(prop. 2) . Donc L est stable par D et par suite var § . Si

i : = i = i i
qux € L {x}, o(ieL,alors D(;o&ix)=§ (in)x +Zi:qiD(x)
appartient & L {x} puisque D o, € L et D(xl) € A=B {x}, ce qui montre

(i) .

Montrons (ii). Soient a, b, ¢, d des éléments #£ 0 de L {x} tels

que

(1) a

1

€b+d et degd <degb et aeM et beM

1 -1

€N etdonc De+D(db™ ) =Dc+Dd.b  =0.
si D(ap™") # 0, alors deg D¢ = deg(ﬁ(db_1)) < 0, ce qui est absurde. Par

~conséquent D¢ = Dd = O . Raisonnement analogue si a = bc + d . Comme D

alors ab—1 =c¢ + db

est un élément quelconque de § , l'assertion (I) en résulte.

Pour vérifier (II) , pour tout % & N, notons S(&«) 1'ensemble

des couples (a, b) € L {x} 2 tels que T = ab~! , et posons

d(e) = inf (sup. (deg a, deg b)) .
(a.,b)e S("T)
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I1 est elair que, si A est l'application canonique (u, y) —> (y, u)

de L {x} 2 sur lui-mdme, l'on a, pour & #£ 0 :
sS(a™) = nos(w) et a(w) =a(a") .

Il s'agit de vérifier que (W € N - {0} ) =>S(&«) n e £ @ . On peut
sans diminuer la généralité se limiter aux o € N de degré 0 . Or il
existe dans ces conditions un élément (a, b) de S(w) tel que

degb=d(w) g deg a .

Si a(«) =0, alors reM . Sinon il existe (prop. 4)

un élément c¢ € L {x} est un élément @, € K tels que

1

T o=c+ 1'(1 , deg ﬂ'1<0 et d(!’r1)<d(¢() .

Un raisonnement déja fait montre alors que c &M et 1T1 e N; l'as-

sertion (II) en résulte aussit$t par récurrence sur a(9) .

La premidre assertion de (III) résulte aussit$t de (II) . Posons

~
N=M-LAM: l'ensemble N n'est pas vide. Soit d = inf, deg a , et
-~ a€N
soit G' 1'ensemble des éléments de N de degré d . Conme d est >0,

que x est transcendant sur B , donc sur L (prop. 6) , et & fortiori
sur N' , les éléments de G' sont transcendants sur N' . Il suffit donc
de vérifier que si a € G' , alors M= Ni {a} = N;‘ {a} . Mais cela s'établit

aussit8t var récurrence sur le desré des élénents de 11 . en utilisant (I)
et l'algorithme de divisibilité dans L {x} (prop. 4 (iii)).

Corollaire. Les notations et les hypothéses étant celles de la prop. 5,
supposons en outre que A soit de caractéristique O et que, pour tout
(uy D) e AX 3, Du>0 implique degDu <degu , et que N¢ L . Alors
les éléments de G A'M sont de la forme ax+ b , avec a€N', a£0,

b€L, et il existe parmi eux des éléments de la forme x + c , avec
cel.

Démonstration. Soient D wun élément de § , D son prolongement 2 K,

P un entier > O . Alors Dxe B, et D(po) = Iﬁ( . x)= Dx.x® + x.D(E) .



24 CHAPITRE I, CHAPITRE II

On en déduit aussit8t, par récurrence sur P , en utilisant la prop. 1 (iii)

que 1l'on a , pour tout entier k > 0

k -
D(x):ka.xk1+o<k
avec akeA , deg (o:k)gk-Z . Si done = a 2 +eoot aoe.GnM ’

avec a y..., a € L, et angé 0, alors
—-— n —
O=D(o<)=Da.n.x +(anan+D(an_1))xn1+P

avec pé L {x}, deg p € n-2 . Donc, x étant transcendant sur L ’
Da.n=a.n—. nDx+D (a.n_1) =0, et par suite D(na.nx+an_1) =0.
Donc n=1, o(=a,1x+a et a, € N' , et par conséquent

-1 o 1

-1
a.1 o‘=x+a1 a, € GAM.

CHAPITRE II

Le centre du corps enveloppant

d'une algdbre de lie compldtement résoluble

1. Soient ¢ une algébre de Lie de dimension finie sur un corps com-—
mutatif ) , U 1'algdbre enveloppante de o - On sait [9] que U

est réguliére. Nous appellerons corps epveloppant de le corps des frac—~
rp

tions de U . Soient en outre g.’ un idéal de codimension 1 de %, , U'

son algébre enveloppante, K (resp. K') le corps enveloppant de % (resp.
g') . Si x est un élément de 9 - (y,' sy X est symétrique et transcendant
par rapport & U' (cf. chap. I) , comme il résulte du théoréme de Birkoff-
witt. On a U =TU' {x} et K est le corps des fractions de U {x} et

de K'{x} ; tout élément de U a un degré par rapport a U' bien déterminé

(I 2-3) et il en est de m&me pour tout élément de K' {x} ouae K (I 4-1)
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Ce degré est d'ailleurs indépendant du choix de x dans %' - q,’ , comme on
le voit en considérant d'abord les éléments de U , et en remarquant que
tout élément de o} —‘%'_' est de la forme wx+y , avec we - {0}

et y eoJ' .

2. Le résultat suivant joue un r8le essentiel dans tout ce qui suit.
Lemme L. Soient

- g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif (2
- 00 un idéal de o
- B un idéal de ¢ de codimension 1 dans @&
- K(¢t) (resp. K(R) 1le corps enveloppant de Ut (resp. R)
~ a un élément de UL-F
- Z(%) le ventre du corps enveloppant de §f
- G 1l'ensemble des éléments g de K(R) {a} tels que
Z(Ly.) N KoL) = (Z(DJ) n K(RB) (g)

Si z(%) N K(et) est distinct de z(g;)n K(B) , alors

(i) Z((y,) n (K(B) {a} - K(B)) £8 et Z(o&) N K(Ct) est une extension
pure de degré 1 de Z(%) n K(B).

(ii) G n'est pas vide : c'est l'ensemble des éléments de
Z(u’,) n (K(B) {a} - K(R)) de degré minimum par rapport & K(B) . Si d est ce
degré minimum, les degrés des éléments de Z(q"_)' (K(B) {a}) sont Ges multi-

ples entiers de d .

(iii) Si en outre (o&, ot]c B et si Q est de caractéristique O
les é1éments de G sont de la forme ba + b' , avec b € (Z(UJ.) NnKE)) - {0}
et b'e K(R) , et il existe des éléments de G de la forme g=a+u,
avec u € K(B) .
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Démonstra,tion. Compte tenu des remarques du § 1 , le lemme résulte aussi-—
t8t de la prop. 5 de I 4-2 et de son corollaire, si 1'on prend A (resp. B)
égal & 1'algdbre enveloppante de Ot (resp. B) , K=K(¢) , L =K(B) ,
x=a, et si 1'on définit § comme 1'ensemble des dérivations de 1'algtbre
enveloppante de O( prolongeant les dérivations de O induites par les

dérivations intérieures de (g, .

3. Notant 0p une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commu-

tatif, nous dirons que o4 est complétement résoluble si o posséde, pour

sa structure de %— module une suite de composition & quotients de dimension

1 . Cela étant, on a le théoréme suivant :

Théordme 1. Le centre du corps enveloppant d'unealgébre de Lie complé-
tement résoluble de dimension finie n sur un corps commutatif () est une
extension pure de degré d < n de ) . En outre,lorsque {1 est de carac-

téristique 0,d =n si et seulement ¢f est une algébre de Lie commutative.
9
4. Cela résulte aussit8t du théoréme plus préeis suivant
Théoréme 2. Soient

un corps commutatif
une algébre de Lie sur i1 compldtement résoluble et de dimension n
1'algébre enveloppante de o

le corps enveloppant de q,

|
N R de2 O

le centre de K

- %;:%3 Gp O -vc O O O Ofpyq = {0} une suite d'idéaux de 9%
tels que dim (%i/%i.ﬂ) =1 pour i=1,..., n

- Ui (resp. Ki-) 1'algeébre enveloppante (resp. le corps enveloppant

nt
- (x1,..., xn) une base de gp telle que x, € g, = Of4q Pour i=1,...5m

- 2, =20K (i=1,..., 0t)

- Gi 1'ensemble des éléments a; de Kj_+1 {xi} tels que Zi =Zi+1(a,i)

pour i=1,..., n
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- = . 3 oo . . . e 3 [] ". . y
P {11, iy ’ lm} I R <i 1'ensemble des indices

i pour lesquels Z. # Zq4 -
Dans ces conditions
(i) si i€ P, alors

1) zZ, 0 (Ki+1 {x} - Ki+1) £0, et Z, est une extension pure
de degré 1 de Zi_‘_1
2) G, £0 et G, est la partie de Z N (Ki+1 (%}~ Kiiq
1

)

formée des éléments de degré minimum (en xi) par rapport & Ki +

3) si en outre [OJ’ %_] C %i+1 , et si £ est de caractéristique
0 , alors les éléments de Gi sont de degré 1 par rapport a Ki+1 y et

il existe parmi eux des éléments de la forme X, + ., avec o, € Ki+1

(ii) Z est une extension pure de degré m de £ ; pour tout élément

m

(a,yeeey a_) de TT . ,ona Z=Q(a ,..58) et (a,y000y a)
1 m k=1 1 m 1 m

est une famille algébriquement libre sur () .

(iii) si Q) est de caractéristique O , alors n=m si et seulement

si g, est une algébre de Lie commtative.

Démonstration. L'assertion (i) résulte aussit8t du Lemme (L), et il
est clair que (i) ==>(ii) . Montrons (iii) . Il suffit évidemment de vérifiey
que, si n=m, alors o} est commutative. C'est clair si n=1 .
Supposons le résultat établi pour les algebres de Lie complétement résolubles
de dimension <n , n étant>1 , et supposons que P = {1,..., n} . Il résulte

alors de (i) que Zy =Z nK, est une extension pure de degré n-1 de Q .

Or % est une algébre de Lie complétement résoluble de dimension n-1 ,

et le centre de son corps enveloppant K, contient Z2 .+ par l'hypothése

2
de récurrence, il s'ensuit que @f, est commutative et K, est donc un corps
e %, 2
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commtatif. Comme par ailleurs (o gl c oy > il s'ensuit, d'apres (i)

1 de G1 de la forme ai.1=x1+<:(1 ’

oy eK2 . On a alors, pour tout yeEo ¢ [¥> a] =¥, % +o] = [y, x1] = 0,

3) qu'il existe un élément a avec

Donc X, commute a %1 , et par suite a % > o} est commutative:.
5. Théoréme 3.

(i) Le centre du corps enveloppant d'une algébre de Lie résoluble oa,
de dimension finie sur un corps ) algébriquement clos et de caractéris-
tique O est une extension pure de  ; son degré de transcendance est

strictement inférieur & la dimension de % si % n'est pas commutative.

(ii) Le centre du corps enveloppant d'une algdbre de Lie 4 nilpotente
de dimension finie sur un corps commutatif () est une extension pure de (1 ;
son degré de transcendance est strictement inférieur & la dimension de %
si OJ' n'est pas commutative ; il est en outre engendré par le centre de

1l'algetbre enveloppante de g .

Démonstration. Les assertions de (i) (resp. les deux premidres asser-
tions de (ii)) résultent du Théordme de Lie (resp. du Théoréme d'Engels)
et du théoréme 1. Supposons e nilpotente et définissons n, U, K, ;0 U:i.’
Ki, X,, 2, Zi comme dans le théoréme 2. Tout élément a de U a une ermres-

i
sion unique de la forme

N
(i)
avec (i) = (i(1),..., i(n)) e N* , 1les 8(i) étant des éléments de SL
nuls sauf un nombre fini d'entre eux. Mmissons N de l'ordre lexicogra~
phique : (p1,..., pn) < (q1,..., q_n) s'il existe un indice j tel que
Py < a4 et p; =q, pour i< j ; et définissons le multidegré de a ,
noté deg a , comme le plus grand des (i) € N° tels que 2(3) #0 . Soit

deg a = (p1,..., pn) . Posons
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n+1 si aef
h! (8.) = {

le plus petit entier j +tel que Pli > 0 sinon
h(a) =n+1-h'(a) .

Par récurrence sur h(a) , on vérifie alors sans peine, utilisant la

propfdu chap. I et le fait que ,‘%, gi]c qi+1 pour i=1,..,., n, que
-si a, b€U, alors deg ab = deg a + deg b (on pose deg 0 = 0)

— si D est une dérivation de U prolongeant une dérivation intérieure

de %, et si Da # 0, alors deg Da < deg a

Soit alors z=ab '€ Z - {0}, a, b &tant des éléménts de U choisis
de sorte que deg a soit minimum. Si D est une dérivation de U prolon-
geant adx y XE€ q , et si D est son prolongement & K , alors

0=Dz=Da.b ! -ab .Db.b—1,d'oi1,si Db est #0 : Da:ab‘11)b,

Da . (Db)'"1 =ab ! =2 , et donc Da est £ O . Par suite deg Da < deg a ,
ce qui contredit la minimalité de a . Donc Da =Db = O et, comme x e %

est arbitraire, a et b appartiennent au centre de U .(*)

En particulier, si pour un indice i € {1, n], ona z ¢ Zi , alors

a et be Ui . On en déduit aussit8t le corollaire suivant :

Corollaire 1. Notations et hypotheéses du Théordme 2. Pour i = 1,..., nt+1,
soit Ug 1'intersection de Ui avec le centre de U . Si q, est nilpotente,

alors, pour i€ [1, n]

Z, £ 7.

o o
i i+1 ; Ui # Ui+1

Corollaire 2. Soient

- (a, une algtbre de Lie nilpotente de dimension finie sur un corps

commutatif,

(*) Je dois a J. DIXMIER 1'idée de cette démonstration.
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un idéal de %

un idéal de % de codimension 1 dans OC

(resp. U(ot), U(R)) 1'algebre enveloppante de o (resp. o, B)
(resp. K(0¢), K(B)) 1le corps enveloppant le % (resp. Ot, B)
(resp. U°) 1le centre de K (resp. U)

un élément de Ol - B

1
P N X d @

Dans ces conditions, si Z N K(0t) # Z N K(B) , il existe un élément
uf 0 de U AU(B) et un élément v de U(B) tels que
Z nK(o) = (Z NK(R)) (ua + v)

Démonstration. Il existe une suite de Jordan-Holder de o - module g
dont O et B sont deux termes consécutifs. Le cor. 1 montre alors que
U°n U(ot) est distinct de U° N U(B) . Par suite (lemme 3 du chap. II
de [71) , il existe u €U’n U(B) - {0} , et v € U(B) tels que
wa+veU’nu(o), et par conséquent (Lemme (L)) Z 0 K(&) = (Z N K(B)) (uatv),

#*
#* 3

CHAPITRE III

Quelques lemmes

1. Notations. Rappels.

1-1 On désigne par

1'ensemble des entiers naturels
1'ensemble des entiers rationnels

le corps des nombres réels

1
QB N2

le corps des nombres complexes.

Le p.g.c.d. positif de deux entiers ratiomnels non tous deux nuls a, b,
sera noté <¢a, b> .Si a et b sont >0, ra/b] désignera la partie

entidre de a/b . Lorsque le contexte ne pre&tera pas & confusion, on notera
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i une racine carrée de - 1 da.ns- C.
A1-2 Si U est un anneau (non nécessairement commutatif) , si U
est un sous-anneau de U , et si x est un élément de U - U' symétrique
par rapport & U' (cf. I 2), nous noterons U!' {x} 1l'anneau engendré
dans U par U'U {x}, et utiliserons sans autre référence les résultats

et les notations de I 2 .

1-3 Soient ) wun corps commtatif , A un espace vectoriel sur 1 .
Nous noterons A¥* 1'espace vectoriel dual de A ; si £ =8 , nous noterons
i 1'espace vectoriel A% € sur € ; si en voutre A est une algtbre sur
R , nous considérons toujours A comme muni de sa structure d'algébre sur
cC.

1-4 Soient

- 0 un corps commutatif
- E un sous—corps de £
- A un sous-anneau factoriel de

- x, a, b, Bigecey B des éléments de KL

a Si ab#£ 0, on note M, (a, b) 1le monoTde multiplicatif engendré
dans Q par E U {a, b, a_1, b"'1}

b Si x est transcendant sur E , et si a,,..., a.né E (x] , on dira

1

que a,y..., 8, sont premiers entre eux sur E pour exprimer que a a

EEITTICN
sont premiers entre eux dans leur ensemble en tant qu'éléments de E [x] .

c Si x est transcendant sur E , si Byyeees B €E et que
n .
a= Z:i a; x* , on dira que a est x - unitaire si a = 1 . Cela étant,
1=
si b € E(x) , il existe un couple (b1, b2) d'éléments de E [x] uniquement

déterminé par la condition que 1) b1, b, sont premiers entre eux sur

2
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E[x] 2) b, est x - unitaire, 3) b=b, b'z‘1

(b1, b2) est le couple d'éléments de E [x] associé & b .

. On dira alors que

d Si x est transcendant sur le corps des fractions de A, si

. n .
. i . .
Bireeey aneA, an;GO, et si a= Z :a,ix s nous dirons que a est pri-
i=1
mitif si 8yr Bqyeeey B sont premiers entre eux dans leur ensemble.

1-5 Pour toute algtbre de Lie de dimension finie sur un corps
commtatif £) , nous noterons U((y.) 1'algébre enveloppante de o K(q,)
le corps enveloppant de oa, (c£. IT 1) , et Z(q) le centre de K(q,) .

On sait (II 1) que les résultats du chapitre I sont applicables & U(o,) ’
K(%) » et plus généralement, pour toute sous-algtbre } de of » a Uy ,
K(h) . En particulier, si o, B sont deux idéaux de o » et si a est

un élément de Ot - B tel que =B  a, alors

- a est symétrique et transcendant par rapport & K(B)

- tout élément & de K(0¢) a des expressions de la forme o 5-1 ,
et des expressions de la forme 5-1 d, avec o, B, ¥, § € K(B) {a},
et E a un\degré bien déterminé par rapport & K(B) (I 4-1)

- on a, dans K(B) {a} , deux algorithmes de divisibilité.

Pour tout x e q , nous noterons Dx la dérivation de K(q) prolon—-
geant adx (I 3 prop. 2). Nous dirons qu'une partie M de K(%)
est stable par ¥ si M est stable par Dx pour tout x e o - En parti-
culier, si P est un idéal de o » K(P) est stable par o -

Pour tout )\ e %* , nous noterons S()\) 1l'ensemble des éléments non
nuls o de K(%) tels que D o = A(x)x pour tout x€qQ - (La nota~

tion S()) est utilisée au lemme 3-2 dans une situation plus générale).

1-6 Ia notation (L) fera référence au lemme (L) du chap. II.
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2. Lemmes "polynomiaux".

Lemme 2-1 Soient

- £1 un corps commtatif

- E un sous—corps de Q

a, b deux éléments de £ algébriquement indépendants sur E

- 11, 22, m, , m2 des entiers rationnels

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

@) Jtymy- Eym| =1
L, m i, m
(i1) Myla, b) =M(a 'b ', 22D ?)
Démonstration. Comme a et b sont algébriquement indépendants sur E ,

on a les équivalences

(1) = (3 (2> s s 0)) (B, By 45 0,) € 7' et

Ly My Py (aﬁz b‘“z)l’z 6 ™.a 1 M9,

a= (a b1) . et b=(a,1b1)1.(a.2b2)

)
(3 (2, pp» 9y ‘_12)) ((py 2y a5 0,) € 7 et L+ py =1
et m1p1+m2p2=0 et 21 q1+22q2=0 et m, q1+m2q2=0)

m m,

&= ((21 12) est inversible dans M. (%) & (i) .
1 M/ 2

Lemme 2-2 Soient

- £ un corps commutatif
- E un sous-corps de K
- x, y (resp. a, b) deux éléments de ) algébriquement indépendants

sur E . 3
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Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(5)  {a b} € My (x, 3)
(ii) ME(x, y) 0 E(a, b) = ME(a., b)
Démonstration.

1. I1 est clair que (ii) == (i) . Supposons (i) vérifié. Alors on
a manifestement : M, (a, b) C ME(x, ¥) n E(a, b) . I1 suffit donc de
montrer que si a € ME(x, y), be ME(x, y) et ce ME(x, y) 0 E(a, b) ,
alors c € ME(a, b) . On peut sans diminuer la généralité supposér
) 1 T2 S1._%2
a=x Yy b=x Yy c=Xx Yy
1

. 2
avec qi,ri,siéT i=1,2), et s+sz¥0
2. Supposons d'abord que les entiers Qs Ty Sy vérifient les condi-

tions supplémentaires

(2) q, >0, q,20, r1=0, r, >0, 5,50, 5,20
et supposons toujours que c € E(a, b) . Il existe alors deux éléments P, Q
de E[a, b] ¢ E [x, y] , premiers entre eux sur E(b) [a] , tels que
¢ =P/Q . Posons

(3) p=Y, a.kuk q=2 akvk, avec u, vkeE[b]

Notons 4 1'homomorphisme de E(y) [x] sur E(y) qui annule x
et conserve les éléments de E(y) ; il se prolonge en une place de E(y, x)
4 valeur dans E(y) v {o0} que nous noterons encore . On a alors :
0= y(e) = L?(c) ¢(Q) = y(P) . Donc u =0, et il existe un entier k_ > 0
et un élément P' de E [a, b] tels que

k
(4) P=a P et G(P')40.
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I1 s'ensuit, P et Q &tant premiers entre eux sur E(b) [a] , que
v, #0 et donc ¢ prend une valeur finie #0 en P'/Q=c a o
S,k
1% U yeo° 42 , et par conséquent k q, =s, et y 2% 02 _
x o M 1
ca °¢ E(a, b) . Comme q, est >0, les éléments a et y sont algébri-

S

quement indépendents sur E ; comme r, =0, ona E(b) ¢ E(y) , et donc
%k sk

q.
E(y) N E(a, b) = E(b) . Par suite ca %=y 2 ° 2 g E(b) . Comme y
est entier sur E [b] et que E [b] est intégralement clos dans E(b) ,
-k .
il s'ensuit que y'sz 09| ¢ E(b] . Il existe donc T € Z tel que
s,k q . k
27072 _ye , et par suite c =a ° b® eME(a, b)

3. Supposant désormais que x, y, a, b, 9y Ty Sy sont seulement liés

par les égalités (1) de 1, on va se ramener 2 la situation de 2 .

4, Appelons systimes (S) les familles F = (x', y', a', b', c') € a’
telles que

X M(x', ¥') = Mo(x, ¥) et M(a', b') = M(a, b)

B ¢ € {c c-1}

]
n
o+
]
)
1]
2
]

¥ il existe des entiers aj (F) = q1',..., sé(F)

\J ] ] rl s' sl
e = )T G2, b e ) ) 2, et e (k) T (yr) 2

ce qui implique que

oo

x'y, y' (resp. a', b') sont algébriquement indépendants sur E

Im

c' €eE (a', b') nME(x', y')
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I1 est clair que F = (x, y, ay, b, ¢) est un systéme (S) . On va en
déduire des systémes (S) , notés . (i=1,00.y 6) ; les éléments de Fi

seront notés x(i),..., c(i) , et on posera

0, () = q}(F)), s 5,(0) = s3()) 5

on effectuera la construction de telle sorte qu'on ait :

(5) q,(6) >0, q,(6) > 0, r (6) =0, r,y(6) >0, s,(6) >0, s,(6) >0
Dans ces conditions, il résultera de ¥), $) €) et (5) que les conditions
de 2 seront réalisées par les éléments de F6 , donc c(6) € ME(a.(6), b(6)) ,
et, compte tenu de o) et P), c € Ma, b) .

5. On définit ]5‘1 comme suit :

a(1) = a, b(1) = b, c(1) = ¢

1 Fo_)

1l
i
1]

Si 51#0, x(1) =x, y(1) =y (et donc F

Si s, =0, x(1)

vy, y(1) X

Comme s?+ sg est # 0 (formules (1)) , il s'ensuit que s1(1) est £0.

6. Construction de F2 : x(2) =x(1),..., b(2) = b(1)

c(1) si s, (1) est >0
1
c(2) = 1
¢(1)”" sinon.
Donc s,(2) est 30.

7. Construction de Fy : x(3) = x(2), a(3) = a(2),..., ¢(3) = ¢(2)
y(2) si 52(2) est 20
y(3) = { 1
y(2) sinon.

Donc s1(3) >0 et 52(3) >0.

8. Les Fi , 1=4, 5, 6 se déduiront de F3 par modification des

a(j), b(j) seulement : donc, pour i = 4, 5, 6, nous aurons
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Posons q. = q.(3 r.,=r.(3 i=1, 2.
q; ‘13(_)’ j=500, d=1,

Pour définir F4 , distinguons trois cas :

= 0 . On prend alors a(4) = a(3), b(4) = b(3) "

o
H1

|o
Hi

1 £0 et a1 = 0 . On prend alors a(4) = b(3) et b(4) = a(3)

Is)
R

61 # 0 . Soient alors
P=<r1,q1> , 21=r1/F m1=-q1/P .

On a donc ¢ £1, m> = 1, et il existe par suite deux entiers 22, m,
tels que 21 m2—92m1=1 .
P ™ Ly ™
On prend alors a(4) = a(3) “ . b(3) ©, b(4) =a(3) . b(3)
I1 est clair que F4 est un Systéme (S) dans les cas a et b ; dans
le cas ¢ cela résulte du lemme 2-1 . Montrons que r, (4) =0 . Crest
clair dans les cas a et b ; dans le cas ¢ , cela résulte de ce que

(3) q2(3)) ?,1. ( r, (3) r2(3))

m q
b(4) a(3)21.b(3)1=(x(3)1 ¥(3) x(3) .y(3)

(q, (7y/p), (a,/p) . y(3)(52&1+;2m1) r,(4)

= x(3) = y(3)

Dans ces conditions r2(4) -q, (4) est # 0 : cela résulte de §
On a donc : q,(4) £ 0 r,(4) = 0, r,(4) #0, s,(4)>0,5,(4)>0
9. €onstruction de F5 :

(a(4) si q, (4) >0 b(4) si r2(4) >0
a,(5) = 3 -1 b(5) ={ -1
a(4) sinon b(4) sinon

Donc : q1(5) > 0, r1(5) = 0, r2(5) >0, s1(5) >0, 52(5) >0

37

x(i) = x(3) y(i) = y(3) c(i) = ¢(3) s,(1) = 5,(3) > 0 et 5,(i) = 5,(3) 20

M
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10. Construction de F6 . Comme r2(5) est >0, il existe un entier
2 > 0 tel que q2(5) + 21’2(5) 20 . On prend a(6) = zal.(‘i).b(5)2 ,
et b(6) = b(5) ; alors F6 est un systeme (S) (Lemme 2-1), et les
entiers q (6)y000, 52(6) vérifient bien (5), ce qui termine la démonstra—

tion.
Lemme 2-3 Soient

- £ un corps commutatif

- E un sous-corps de

- x, y deux éléments de (1l algébriquement indépendants sur E
- P, 0, R des éléments de E [x, y]

- S un élément de E [y]

Si PQ=RS et si S et les coefficients des puissances de x dans

P sont premiers entre eux sur E [yl , alors S divise Q dans E [x, y] .

Démonstration. Soit n le degré par rapport & y de S = S(y) . Le
lemme est trivial si n = O . Sinon on proctéde par récurrence sur n . Si
n >0, il existe dans un surcorps de E un élément w tel que S(w) =0 .
Donc P(x, w) . Q(x, w) =0, et comme 1l'hypothese implique que P(x, w)
est #0, il s'ensuit que Q(x, w) = 0 : 1l'homomorphisme canonique
E [x, y] —E [x, w] anmgle S et les coefficients des puissances de x
dans Q . Donc il existe S1 € E [yl - E qui divise dans E [y] , S et
tous les coefficients des puissances de x dans Q . Posant S' = S/S1 ’
Q' =Q/S1 ,ona S'e Efy], Q' e¢E [x, y] , et PQ' =RS' ; donc, par
1'hypothése de récurrence, il existe T € E [x, y] tel que Q' = TS', et

par suite Q=TS .
Lemme 24 Soient
- Q un corps commutatif

- E un sous-corps de Q2 contenant C

- O un automorphisme involutif de £ tel que o(E) = E , qui
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prolonge 1'automorphisme non identique de €

- 3 unélémentde Q , § 1'élément o ¥, tels que § et 3
soient algébriquement indépendants sur E

- P un élément £0 de E[§, 3]

- (A)P ’ (B)P ’ (C)P les assertions suivantes :
(A)P P et oP n'ont, en tant qu'éléments de E [§, 3], aucun diviseur
commun n'appartenant pas & E .
(B)P P et 0P sont premiers entre eux sur £(3) [§]
(C)P P et 0P sont premiers entre eux sur E(§) [§]

Dans .es conditions
(i) les assertions (A),, (B),, (C), sont équivalentes
P P P

(ii) il existe un élément P, £0 de E[3, 3] tel que P/oP = P1/<)'P1
et vérifiant (A) (et done (B) et (C), )
P1 P1 P1

Démonstration.

1. Nous utiliserons le résultaet suivant
(R) Soient A un anneau factoriel, K le corps des quotients de A, x
un élément d'un surcords commutatif de K , transcendant sur K . Tout élé-
ment q de K [x] est le produit G'un élément de K et d'un élément pri-
mitif q' de A[x] . Si q divise dans K {x] un élément p de A [x],
alors q' divise p dans A [x] .

Montrons (i) . Il est clair que ((B)P et (C)P) =>(A)P . Par ailleurs,
les propriétés de o impliquent (B)P¢=>(C)P . Appliquant enfin (R)

avec A= E[§], x=§ , on obtient (AP)=>(BP) .

2. Montrons (ii) . Soit Q€ E[F, §] de degré maximum en § parmi
les éléments de E[§, 3] qui divisent P et oP dans E[%F,8] . Appli~
quant (R) avec A=E[§], x=9 , on obtient que Q est un p.g.c.d.

Ge P et OP dans E(PI[Y] .si QekE[F] , alors (B)P est vérifide,
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donc, compte tenu Ge (i) , ona Q € E et il suffit de prendre P, =P .

1

Supposons désormais Q¢ E[3]. Comme Q est un p.g.c.d. de P
et o P dans E(§) [§] , que oQ divise P et oP dans E[S,§]
(puisque E[§, §] est stable par o) et & fortiori dans E(J) (3]
il s'ensuit que Q/cQ e E(%) [3]

’

Si o0 € E(}), alors, § et § étant algébriquement indépendants
sar E,ona o0Qfg= (Q/o-gg)-1 =0 (Q/0cQ) €E(3) AE ) =E ; les
‘deux éléments Q + oQ , V=T (Q - Q) de E[F,§] sont invarianis zar o ,
et 1'un au moins, soit Q, » est #0 etdivise P et oP dans E[S5, )] .
Il suffit alors de prendre IP1 = P/Q1 ¢t d'une part 1l'on a

(®/0,) /o (2/0)) = (®/Q)) [/ (cR/Q,) = P/cP

et par ailleurs Q/Q1 » qui appartient & E , est un p.g.c.d. de 1’/Q1 et
oP/Q. = o (P/Q,) dans E(3)[3], ce qui implique (B) .
1 1 2/0,

Supposons désormais 0/cQ £ E(3). Il existe alors
R=R(Q3, 3) €E [, %) -E[§] et s=8(p € E[3] ‘tels que

(1) o/eQ=R/s
et que S et les coefficients des puissances de § dans R soient premiers

entre eux dans leur ensemble, en tant qu'éléments de E [§] . On déduit

alors de (1) que
(R/S) . (cR/eS) = (9/0Q) . -(Q/cQ) =1 , soit
(2) R(5, 3) . (cR) (3, §3)=58(%) . (&9 (3) .

Par suite (Lemme 2-3) , S(§) aivise (oR) (9, i) dans E[5, §] ,
et donc (o-S) (§) aivise R(3, §) dans E[§, $] . Il résulte dans
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ces conditions de (2) qu'il existe o €E - {O}V tel que R = ot(o8S) .
L'égalité (1) devient alors Q= aQ . o (0-S)/S , soit '

(3) sQ=axo(s59Q).

Par suite (cela résulte par exemple du lemme 2-3) , S (resp. oS)
divise oQ (resp. Q) , dans E [§, §] . Soit donc T €E[Y, ) tel que

(4) Q=T . oS
On en déduit, compte temu de k3)
(5) T= . (O’T) -

Les deux éléments T+ 0T , V=1 (T - o'T) sont invariants par o ,
;0 est #£0 et divise Q et 0oQ

(et donc P et oP), dans E[F, 3] . Posons P! =‘P/T1 . L'élément o8
de E (3] est alors un p.g.c.d. de P' et oP'= <71E’/’1'1 dans E(§ )LS],
et divise P' et oP' dans E[F, 3] : en effet P'/oS=P/Q . '.r/T1 ,
aP' /oS = cP/Q . T/T1 et T/T1 € E . Par suite S divise P' et o P!
dans E[F, §] , et, par une nouvelle application du lemme 2-3 , on obtient
que S.oS divise P' et oP' dans E[§ ,3] .

et 1'un d'entre eux au moins, soit T

Il suffit alors de prendre P, = P'/S. ¢S . D'une part en effet on a :

1
P1/ch1 = (P'/s.o8) [ o (P'/S.8S) = Pt/oP' = (P/T1) /o (P/T1) =P/oP

En outre Q,{l‘1.S. o8) = (T/T1) . (1/s) eE(S) _est un p.g.c.d. de
P, =P/(T1.S. a8) et oP, = a-P/T1.S.<rS dans E($)[3] , donc (la)P1
est vérifiée.

Lemme 2-5 Soient

- £ un corps commutatif
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- X une indéterminée

- P, 0, R, S des éléments de & [X]

Si - PQ#O0 et P et Q sont premiers entre eux sur 1{X]

- RP-5/g € Q ,

- le degré de R (resp. S) par rapport & X est <« & celui de
P (resp. Q)

alors R/P € @ et S/Q € Q

Démonstration. Soit u € Q tel que R/P - §/Q0 = u . Alors
OR =P(S + uQ) , donc Q divise S+ uQ dans £ (XJ; Soit 0, €0 LX]
tel que S + uQ = Q1 o« Q . Comme le degré de S + uQ est inférieur ou égal
4 celui de Q, on a Q1€ﬂ , donc S/Q=Q1—u€.Q et
R/P=u+(Q1-u)€I2 .

Lemme 2-6 Soient

- Q un corps commtatif
- X, Y deux éléments d'un sur-corps commutatif de () algébriquement
indépendants sur £

- m, n deux entiers non nuls

Alors (XY)™ et (Y/X)" sont algébriquement indépendants sur Q -t
(ax+ Q) n Q (@™, XY =10

Démonstration. Il suffit évidemment de démontrer le lemme pour m =n = 1,
Posons Y=XU et N'=Q(U) .O0naalors 0Q(X ¥Y)=.0(X, U) dong
X et par suite x° et X°U=XY sont transcendants sur Q' = a (LK) +
ce qui établit la premidre assertion. Par ailleurs, (XY, ¥/X) = Q (X2 U, H) =
Q') , etdonc (QX+0)nQ (X, I/X) ¢ (2' X+ 0)n 9'E) 00 (X).
Si P, Q sont des éléments de Q' [Xz] de degré respectif p, q par
rapport a X2 , et s;il existe w'e ' tel que X+ w' =P/Q , alers
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QX+ w') =P et 29+ 1=2p, ce qui est absurde. Par conséquent
(2" X+ 0')n 2'(X) = a', et
QX+ 02)n QEXY, IX)e D'naX =20 naX =0 .

Lemme 2-7 Soient

£ un corps commutatif
- Q) un sous-corps de n
- X, ¥ deux indéterminé$
- m un entier positif

- R1, R2 des éléments non nuls de 2(Y)
Alors a_ (R,, R, M nalXl= Q (B,) (R, x']

Démonstration. Posons Q' = QO(R1) . Soient
wi, w'J' e, wkeﬂ, i=0, 1,e00y Py =0, 1000590 k=0, 1,..., s

' "
tels que wP wq Wy # 0 et que

1 i ‘ — " j
(g w! (&, X" ) . (Ewkxk) = Dwl X
i k J

Par identification des termes de plus haut degré en ¥ dans les deux
membres, on en déduit que pm+ s =q m et wI" . (Rz)P - wg = w;(Rz)q .
Par conséquent

we X = wl - (W)™ @)% x° —wi (07, XN 'R, X7

Par récurrence sur s , on en déduit aussit8t que .
n, (R,, R, M aalX]c Q, (R1) [R2 Xm] , d'olt le lemme, l'inclusion inverse
étant triviale.

Lemme 2-8 Soient

- N, E, Eo trois corps commutatifs tels que Eo cCEcQ

- X un élément de () transcendant sur E
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- u, u, des éléments non nuls de E

1
- @, r des entiers rationnels non nuls

Si u, xt e Eo (u X¥) , alors il existe un entier rationnel non nul

k et un élément u de Eo tels que
L=kr et u, X2 =u°(u}(r)k

Démonstration. Remplagant éventuellement u, X2 ou uX par son inverse,
on se raméne au cas ou [ et r sont > O . Par application du lemme 2-7
(o 1'on prend Q =E, Q,=E , Ry=1, R,=u, m= r) , on obtient
alors que u, x! e Eo [u Xr] . Ecrivant u, Xi comme polyn8me en u X a
coefficients dans Eo , on en déduit le lemme par identification des puissances

de X .
Lemme 2-9 Soient

- f) un corps commutatif

- E un sous-corps de 2

- Eo un sous—corps de E

- X un élément de (1 transcendant sur E

- U, u, des éléments non nuls de E

- r, d deux entiers > 0O, r n'étant pas un multiple de la caractéris-
tique de JL

- R un élément non nul de E(X)

Si u, Rd € Eo (u x5) , alors il existe un entier rationnel m , un
élément u, de E, et un élément S de E| (u X) tels que

R=uZSXm et |mj ¢r.

Démonstration. Dans ce qui suit, jusqu'a la formule (8) du § 4 , pour
tout couple (F, x) formé d'un corps commtatif F et d'un élément x

d'un surcorps de F +transcendant sur  F , le symbole F [x] dénote
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Y'anneau F [x] muni de la structure supplémentaire définie par la donnée
fles éléments x — unitaires de F[x] (cf. 14) . Si donc y est un é1é-
went de F distinet de O et de 1, les objets F[x], F [yx] sont

distincts.
1. Nous utiliserons le résultat (bien connu) suivant.

Soient K un corps commutatif, Ko un sous-corﬁs de K, K' une
c18ture algébrique de K, Y une indéterminée. On sait que tout élément
T de K [Y] s'écrit de maniére unique sous la forme
k
)

(1) T= T, (T2)2 cee (T,

o étant un élément de K, T1,..., Tk étant des éléments Y - unitaires

de K [Y] , n'ayant que des racines simples dans K' : si D est la dériva-
tion usuelle de K[Y] (DK =0 , DY =1) , alors le polynBme (Ti)i ees (Tk)k
se définit comme le générateur unitaire de 1'idéal de K [Y] engendré par

T, DT,... D" ' T ; si ('ri)i (Tk)kaé1 , alors (1) ... (Tk)k est

le polynme Y - unitaire de plus haut degré parmi ceux qui divisent T

dans K (Y], et dont toutes les racines ont une multiplicité > i ; en outre

?
@ r5=T T ()04
ig¢jsk J
est le polyn8me Y - unitaire de plus haut degré parmi ceux dont la puissance
i-idme divise T dans K[Y] . Si en outre T € K, (Z], alors Tys Tyrene
et T € Ko[Y] : la décomposition (1) n'est pas modifiée si 1'on consi-

»
dére T comme un élément de KO[Y]

2. Les notations étant .elles du § précédent, posons Ti =1 pour i >k .
On peut alors, pour tout entier i > O , définir T(i) par l'égalité (2) ,
et définir deux applications I(K, Y, i) , J(K, Y, i) de K [Y] dans

lui-m8&me en posant

I(, 7Y, i) T= T(i) , J(K, Y, i) T= T/(T(i))i .
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Pour tout T e K[Y], J(K, ¥, i) T est donc un élément de K [Y] dont

toutes les racines ont une multiplicité strictement inférieure & 1 .~

Notons alors, pour tout P €K - {0}

l(p) 1'application identique de K [Y] sur K [BY]
M(P) la bijection de K [Y] définie, pour tout T € K [Y], par :

M(B) 1 (V) = H(BY)

N({j) la bijection de K. [Y] définie, pour T € K (Y] , par :

N(B) T= BT

I(K, PY, i) (resp. I(Ko’ pY, i)y... etc) 1'analogue de
I(K, Y, i) ... est défini dans K [PY] (resp. K [pY]) .

Cela posé, on vérifie aisément les formules suivantes

I, pY, i) o 4 (p) oM(p) = J(B) o M(P) o I(x, ¥, i)
(3){I(k, Y, i) o N(p) I(k, Y, i)

~deg I(K,Y,i)T

(I(§, T, 1) o M(B)) T = [¥(p ) o M(B) o L(K,Y,i)|T

et, compte tenu de 1
(4) 1(x, pr, i) | K [pY] = I(KO, pL, i)
formules valables quel que soit (P , T) € (K- {0} ) xK [Y]

3. Cela étant, nous pouvons sans diminuer la généralité supposer £

algébriquement clos, ce que nous ferons. Soient w, w'eQ , Q un

o
sous-corps de 2 , Pt{w) un élément de () o [w]+ Si w est transcendant

sur  , on traite w comme une indéterminée sur 0 * En particulier
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- on note P'(w') 1'élément de 0 [w'] déduit de P'(w) par
substitution de «w' & w dans l'expression de P' en fonction de w .

On dira que ' est racine de P'(w) si P'(w') =0.

La multiplicité des racines de P'(w) se définit alors sans

ambiguité.

- on pourra utiliser résultats et notations du § 2 . Si par exemple
w' e Q,- {0}, et si Qw' w)e Q o [w' w] ,oma Quw' w) =

M(ew') Q) (w) .

4. Dans ces conditions, montrons d'abord que si U(X) est un élément
de E[X], v un élément de E et U1(u X°) un élément de Eo[u’ Xr]

tels que

(5) WwEH=v. U, (u X7)

alors il existe w €E, U2.E E0 [u X°] et un entier s ~0 tels que
UX) =vw.U, . x°

Nous poserons
(6) U3(Xr) =v.U x°)
et (cf. 2)
I=1I(E X, d) I'=I(E uX, d), I =1, u X, d), J=J(EX,d)

(7) d, = degré par rapport a XX de (JUB) )

U, () = i d (g u,) ()

Nous noterons ¢ 1'application identique de E [X] sur E [u x] .
(y = I(u) avec les notations de 2) . L'égalité (6) s'écrit alors: avec

les notations de 2 :
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U (%) = [M(u) o N(v) U] (X)
et par suite, compte temu de (3) et (7) :

(1 U)(X") = [(I o M(u) o N(v)) U,] &)
= [ 0 M(w) 0 T o NV, ] () = v [(M() 0 1) U] (x7)
v [y o1 o ¥ o M) v, (")

or [(ly‘ o M(u))U1] &) = U1(u X) e Eo [u Xr] , et donc (formule 4)

(1" o 3 o M(u)U,] (X) = [(I o 3 o M) U] (X7) € E [uX']
-Soit, posant
U, = [y~ 0T oy onw) U] &)

et identifiant 1'anneau M(u) (Eo(Xr)) & son image par Y , qui est

Eo(uXr) :
(8) (TU)E) =u .U, et U eE [uX]

Donc, compte tenu de (5), (6), (7) et (8) :

1% = v, = [ u) ] ) @)
= v L () (@) =0 . U, )

et il s'ensuit que 1l'on a, l'anneau E [X] étant intégralement c¢los dans

E(X) :
U(X)/u, € E [X]
posant alors

(9) U,(X) =@/,
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on a ¢
(10)  [U,(0]% = v, (")

et les racines de U4(Xr) = u-d"11 (JU ) (X°) ont \;ne multiplicité <d .
Posons U6(X) = U4(Xr) . A toute racine  §€ Q de U (X) correspond une
racine n € de U (Xr ) telle que €' = n Comme la multiplicité

de n , comme racine de U (Xr) est strictement 1nfer1eu.re a da, et que
celle de & , en tant que racine de Ug x) = (U (X)) , est > d, il
s'ensuit que 1'équation Y = B , Y étant une indéterminée, a des racines
multiples : donc N =¥ = 0, et par conséquent UG(X)’ U4(Xr) et U5(X)
sont des monBmes en X & coefficients dans E , ce qui établit notre

assertion.

5. Cela étant, passons & la démonstration. Soit (P(X), 0(X)) (resp.
P (u X5), Q (u X)) 1le couple d'éléments de E [X] (resp. E [u X))

associé a R (resp. u, rd ) . On a donc :

o e@): P (uX)
T e o (X

Il résulte de l'identité de Bezout que P1 (u X5), 9, (u XF) , premiers
entre eux sur Eo [u Xr] , le sont aussi sur E [X] . Il existe par suite
un élément uy € E tel que

@x)e = u, B (uX) et ox)? = u, v, 0 (u X)

Appliquant alors le résultat de 4 , on voit qu'il existe u'é¢ E ,
St e Eo(u X") et un entier m' tels que

R=u § .Xm'

Si m' =0, le lemme est vérifié pour u, = u', S=8', m=m'; sinon,
posant n —[j—} im'l » on peut écrire
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R=(u.u).(s'.(u )P . ™™

et il est clair que |m'-rn| est <« r : le lemme est vérifié pour

u2=u'.u-n, S=8.uX)", m=m' -rn .

3. Lemmes divers
Lemme 3-1 Soient
- d un entier 32 1
-~ p un entier #£0

- Et(d’ p) 1l'ensemble des quadruplets (k1, k,, 21, 12) e 7
tels que

‘1 (1-1)

Iy 4y~ Ky 4] =
(1 {pk +ad 11 =k, (1=2)
pky+df, = k, (1-3)
- Ez(d, p) 1l'ensemble des quadruplets (k!, k), 1’, [é) € 24
tels que
BRI EHER N
! 1] — ] —
(2) pk1+d21 = kj (2-2)
pky+d 0} =-k (2-3)

- E (d, P) = E1(d: P) v Ez(d’ P)

Alors (i) E(d, p) £f e d divise p° -1
(ii) 1'un au moins des deux ensembles E, (a, »), E, (a, p)

est vide.

Démonstration. Etant donnés deux entiers rationnels a, b, a £ 0,

nous écrivons a|b pour bfae€ 2 .
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1. Nous construirons d'abord, pour i =1, 2, une partie Fi(d, P)

de E(d, p) telle que (Fi(d, ER) =;(Ei(d, p) £ #) , et nous montre-

rons alors que

1) (7, ») v By, p) # 9) = (a|p®1)

2) (@[p%1) = ((#,(a, ») # §) e=> (F,(a, ) = )
ce qui impliquera (i) et (ii) .

2. Nous noterons

- E? (d, p) 1la partie de E, (d, p) formée des quadruplets
(k1, k2, 11, 22) e Z4 vérifiant (1) et la condition

(3) Ik,) > |k,

- E"2*(d, p) la partie de E, (4, p) formée des quadruplets
(k;, k), l;, fé) € 7t véritiant (2) et la condition
] 1
(4) k1 k2 >0

- F1(d, p) 1'ensemble des quadruplets (k1, Ky, B4 (2)6 z

tels que
p—1=(k2—k1)(12+£1) (5-1)
(5) {p+1=0(s,+k) (L,-1) (5-2)
d = (k, + k,) (s, - k) (5-3)
- F2(d, p) 1'ensemble des quadruplets (kj, kj, {1, )€ z*
tels que
p-1=-22;ké (6-1)
(6) p+1 ==2 ‘Eék; (6-2)
a =2 ki Kk} (6-3)

1

51
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3. Il est clair que k1, k,, 11, 12) €E, (d, p) implique
(k2’ k,y 227 !1) € E1(dy P) s donc . (E1 (d) P) = ¢) ¢=>(E?f(d: P) = ¢)

De m&me (k1, k,, t1, 22) € Ez(d, p) implique
(—k1, k,, -z1, 32)6E2(d, p) et k, kz;éo isi k; =0 (i=1 ou 2),
alors (2-3) et (2-4) dimpliquent Ei =0, ce qui contredit (2-1) ;
donc (E,(d, p) = f) = (E4(d, p) = §). '

4. Montrons que E?(d, p) = F1(d, P) . Soit (k1, kyy 01 [2) e 7
vérifiant (1) et (3) . Multipliant les deux membres de (1-2) (1-3)
par k2, - k1 , respectivement, et additionnant, on obtient, compte tenu
de (1-1) et (3) , 1'égalité (5-3) , soit d=kf —k; , et (1=2) ,

(1-3) s'écrivent alors

2 .2
- {kz-pk1=(k1-k2) 21

2 2
ki -pky = (k- k) I
L'on en déduit par combinaison‘linéaire

@ {(k, +hy) (1-p) = G5 -k3) (f, +2,) (8 -1)

(e, ~k,) (1+p) = (2 -K3) (g, - 1) (8 -2)

1t k2 £0 et k, - k.2 # 0 ; et dans ces conditions
(8-1) == (5-1), (8-2) ==(5-2) , et donc E?(d, p) ¢ F1(d, p) . Inversement
(5-3) = (3) , ((5-1) et (5-2)) == (8) ==>(7), ((7) et (5-3)) =
((1-2) et (1-3)), ((5-1) et (5-2)) ==>(1-1), donc F1(d, p) = E*f(d, P) .

Or (5-3) implique k

5. Montrons que Eeze(d, p) = F2(d, p)-

Soit (ki, ki 13 zé) € 7 vérifiant (2) et (4) . Multipliant
les deux membres de (2-2), (2-3) par k) , - ki respectivement, et
additionnant, on obtient, compte tenu de (4) et de (2-1) 1'égalité

(6-3) , soit d =2 k k) et (2-2), (2-3) s'é.rivent alors
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©) k;(1-_-p) =2k} k) 2; (9-1)
ké(1+p) =-2 kikig} (9-2)

Or (6-3) implique k) #£0 et k) # 0 et dans ces conditions(9-1) == (6-1),
(9-2) == (6~2) , et par suite EX (4, p) c F2(d, P) . Inversement

(6-3) ==(4) , ((6-1) ¢k (6-2)) == ((9) et (2-1)), ((9) et (6-3)) =
((2-2) et (2-3)) , et donc Fz(d, p) = Eeze(d, p)

6. I1 résulte alors de 3, 4 et 5 que, pour i=1, 2 on a
(Fi(d, p) # ¢)¢==¢(Ei(d, p) £ #) . Il résulte par ailleurs des formules (5)
et (6) que

F1(d, p) v F2(d’ p) £ ¢ implique d'p2-1 .

Supposant désormais que d/p2—1 y i1 nous suffit dés lors de montrer que
(F,(a, p) £ #) équiveut 3 F,(d, p) = 4§ .

Dans ce qui suit, nous noterons = 1'égalité modulo 2.

7. Montrons d'abord que (F1(d, p) £ 6 ===#(F2(d, p) =¢) .
Supposons en effet qu'il existe (k1, k,» 21, 22) € F1(d, p) et
(ki, k), 1;, !é) er(d, P) . Alors (1-1) implique que
(2, +2,) &, = (s, +3,) 8] = (B, =) &y = (g -k )E [=[ky &y =K, /=1
donc <11 + tz » K+ kyy =¢ 11 -12, k, -k,> =1.1Il s'ensuit,

compte tenu de (5) que

(10) ¢d, p-1> = |»k1-k2' et <d, pt1 > = |k +k,|

De mBme, (2-1) implique < J!, k; > = < lé, ké » =1, et donc, compte
tenu de (6) :

(1) <4, p—1>=2[k£, et ¢d, pt1 > =2,k”
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Combinant alors (11), (10), (5-3) et (4) , on obtient
— L} — 1} 1 3 3
d=4 |k1 k2| =4 k1 k) , ce qui contredit (6-3)

Pour montrer que (Fz(d, p) = @) implique (F1 (d, p) # @) , soit encore
que F, (4, p) U Fz(d, p) est non vide, nous distinguerons deux cas :

8. |pl =1 . On vérifie aussitdt que

-si d=0, soit d =2k, alors (1, k, O, -1)eF’2(2k, 1) et
(x, 1, 1, 0O) € F2(2 k, ~1)

-si d=1, soit d=2k+ 1, alors (-(k+1), k, 1, =1) € F1(2k+1, 1)
et (k+1, k, 1, 1) € F1(2k+1, -1)

9. |p| > 1 . Nous poserons :

d, = <p-1, 4 31 (p—1)/d1 us= ¢d;, d,>

(p+1)/a,

=%
I

<p+tl, d > 82

On a donc, puisque d est > 0 et que d'p2—1

p1=4d §,, pi=4d, §, , d=d1d2u‘
(12)
et u=1ou 2
a Si u=2, alors OEd1‘Ed2-Ed-E:p2—1Ep-1.=.p+1 . Posant alors
d1 =2 e s d,=2e,, on déduit aussit8t de (12) que

(917 31: - 811 - 87_) € Fz(d: P)

b Supposons désormais u=1.S5i 4 =d, et 8 £ §,, alors le

systéme :
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L+
!2‘31

{d1 =k -k, -3,
d2 = k1 + k2 82
a une solution entidre (k1, kz, 21, ! 2) dont on vérifie aussit8t compte
tenu de (12) , qu'elle appartient & F, (4, p) . Dans le cas contraire, d
et dz sont de parité différente : comme v =1, il est exclu que

1

d1 = d2 =0, et par ailleurs d1 2 d2 = 1 impliquerait que 31 = 82

puisque p-1 = p+1. Il en résulte en particulier que
(13) 0=d=p-1=pH
Deux cas se présentent alors

1 <11 =0 et d2 =1 . Il résulte dans ces conditions de. (12)
et (13) que §,=0 .Posant d, =2k, §,=2 2 , on déduit alors

de (12) que (4, k, - §,, - D)€ Fy(q, p)

2 d1 =1 et d2 =0 . Il résulte dans ces conditions de (12)
et (13) que 3,0 .Posant d, =2k, §,=21 , ondéduit alors

de (12) que (‘ﬁ,dv -¢, - 52) € Fz(d, P .
Lemme 3-2 Soient

-~ K un corps non nécessairement commtatif de caractéristique # 2

- o un automorphisme involutif de K

- Z 1le centre de K

~ Q un sous—corps de Z stable par o

- A le corps des invariants de o dans Q

~ U un sous-anneau régulier de K contenant £}

- A un sous-espace vectoriel (sur 1) de U, stable par o= ,
engendrant K (pour sa structure de corps), et de dimension finie sur 0

- o* 1l'application no - linéaire de A*¥ dans A¥ définie par
1'égalité

55
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(1) (6* N)(x) = . N(ax) pour tout (), x) € A* X A

- A (resp. Uo'Ko) l'ensemble des éléments de A (resp. U, K)

invariants par e

- A'Jo(' 1'ensemble des éléments de A* ipvariants par o *

pour tout x €A, Dx la dérivation intérieure de K définie par x :

D y=xy-yx pour yeAl.

- pour tout X\ €A% , S()\) 1'ensemble des éléments o de K - {0}
tels que D o = A(x) ¢ pour tout x € A

- & un sous-espace vectoriel (sur () ) de A¥* stable par o*

- Ri 1l'espace vectoriel (sur ﬂo) formé des X € R tels que
AN+ o*¥X=0

- L un sous-corps commtatif de K contenant Z et stable par o

Y R, L) (resp. ) (Ri, L)) 1'ensemble L 0 (U s()\))
AR ’
(resp. L n( L/ s(n)))
AER,

- 1 B, L) 1'ensemble des éléments o de Y (R, L) tels que

(e =1 .
On suppose que
~ ~ ~ Q
(4) Ax A @non et UxTU, ®ﬂcn et K ~K ®n.

Dans ces conditions

(i) Pour tout X € A*¥ , S(A) est l'ensemble des o« € K - {0}

tels que Dxa = \(x) « pour tout x €A .
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(ii) Quels que soient X\ s € A*, ona, si S()\) et S()L)

ne sont pas vides

(2) s(\) S(p) e S(x+ ), SO =5-2

(3) s(o* N = o= (S(N))

(iii) y ®, L) , @ (Ri, L) et Q1(R, L) sont des sous—groupes,
stables par o , du groupe commutatif des éléments inversibles de L ,
et on a les inclusions

(4) L-{0}> y®, L) > ¥y®,L>UR, L)

(5) ¢ ®;, L) > (L- {0} n 5(0) =2 - {0}

(iv) Ax« (Ag) sao f9]

Démonstration.
Montrons (5). Soit (wi) une base de 1 sur Q o (card I g 2 !)
iel
et soient )\ € A* , « € K - {0}, tels que D o = A (x) o« pour tout
x €A .S yeA, il existe d'aprés (A) une famille (yi) drélé~
iel

ments de Ao tels que y =2, w; ¥y . Comme £ ¢ Z, ona

Dy = th w, Dyi , et par suite Dy'o( = E:wi Dyi o = ? w; )‘(yi)clk= 2 y) o,
donc o« €S(\) .

Montrons (ii). Soient )\,/J.GA*,oleS()‘), peS(};), x€eA.

Alors, comme N C Z, on a
Dof =D o.f+x.D B=A(x)ax.Pro.pmlxp=n+p)lxiap

et de mBme
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on("1 = —«_1'.Dxu. « 1= —a 2 (x) o o = (- \)(x).u-‘ .

Donc S(\) S(},\,) c s(Z+p) et S( 2 '¢ S(-)N . Remplagant > par -\,
on en déduit que S( \)_1 = S(-\) . Pour vérifier (3) , notons d'aboré que

l'on a, pour tout x € A :
(6) o.D =D . o

Si en effet « € K, x € A, alors

= - = . - cox=D o
a-(ont) o(xx-xx) = o x.ga-ox.oxD ox

Si donc AN €A*¥ et o €S(o, )) , alors
D oo = Do‘(ox)mx:o(Dax x) =N\ (0%)e x = (*2N)(x) « rex

et par suite oo € S(o-* \) ; donc o (S(N)) ¢ S(o*)) . Remplagant
N par o* )\ , on en déduit o (S(e*N)) ¢ S(N) , d'or S(o* X)eco(S(N)

ce qui montre (3) .

Montrons (iji). Comme R et Ri sont des groupes additifs, il résulte
de (2) que Yy (B, L) et QS'i(R, L) sont des groupes, et Bic R im-
plique q’(Ri, L) < ¢ (R, L) . Comme L= oL, la stabilité de 3 (R, L)
et ZV(Ri, L) par o résulte de (3) . Comme 1R, L)c ¥ &, L) ,
il s'ensuit d'une part que QUU@R, L) est un groupe stable par o , ei G'auire

part que pour tout «x € U(R, L) , il existe X\ € R tel que o € S()\) .

Alors, compte temu de (ii)
1=wxo(x) e 8(X) . oc(s(N)ecsS(x+a*d)

et donc, pour tout x €A, on a 0=Dx 1=+ o*\)(x) , donc N\ e Ri ’
UR, L) c (Bi, L) . Les inclusions (5) sont triviales.

Montrons (iv). Comme A est de dimension finie sur £ , il résulte
de (A) que A est de dimension finie sur Q.o , et donc [4] on a
Ao (A)* ® Q . I1 suffit donc de montrer que (A )* et A* sont
o L2, o o
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isomorphes en tant qu'espaces vectoriels sur ﬂo . C'est clair si' o est

1'automorphisme identique : alors .N = no , Ao = A . Sinon Q est une

extension quadratique de ﬂo . Soit alors %' e N tel que N = ao(-x') .
Ona ox'+2'c n -, donc, posant x=x' - 1/2 (o ®') + x")

(7) n =n0(x) et X+ ox=0 et xz=cr(12)€ Q,

Posons alors, pour tout x € A

(8) r(x) = 1/2 (x + q-x)/ j(x) = 1/2% (x = o x)

I1 s'ensuit que
(9) x=r(x) + % j(x)
(10) rlox) =r(x) et jlox)=-jx)

et que r : x—=r(x) et j : x—= j(x) sonit des applications n -linéaires

de A dans AO . En outre on vérifie aussit8¢ que

(1) r(a) = x(A) = §(A) = §(x &) = &

Posons alors, pour X\ € (Ao)* et xe€A

(12) (¢ (AN (x) = NMx(x)) +x. X (G (x))

I1 est clair que ¢ : X —> 4 (X) est une application no—linéa.ire

de (AO)* dans A¥ , car

(¢ (A))(xx) = Mrl(xx)) +32(i(x x)) =20 §(x)) +xX(r(x))
=X . (Q(X)) (x) .
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I1 résulte par ailleurs de (11) que ¢ est injectif. Il suffit donc
. *) = A% ,
de montrer que ¢ ((Ao) ) Ao

Soit M € A* . Alors, pour X € A ,ona

u(x) = (q‘*};)(x) =a-(};.(x))eA0

donc F'Ao € (Ao)* . Dans ces conditions, posant )7“ =p )'Ao , on a pour

xeA
(@ (p))(x) =2p(r(x)) + x .X};(j(x)) =plr(x) +xj(x)) = plx)
donc @ ((a)%) > A% | |
Si maintenant X\ € (AO)* , on a, pour x € A, compte tenu de (10) :

[o+(§(A))Ux) =€l (F(2))(ox)] = [N (r(ex)) + x.N(§lox))]
= oM (r(x)) +ex.o(M-3(x))) = Mz(x)) + xA(§(x)) = (@A) (x).

Donc q((Ao)*) c A* , ce qui termine la démonstration.
Remarque. Si 1'on supprime 1'hypothdse (A) toutes les assertions du

lemme ne faisant par intervenir o * et Bi restent valables : il suffit

pour le voir de prendre ¢ égal & l'automorphisme identique.

4. Lemmes relatifs aux algébres de Lie.

Lemme 4-1 Soient

% une algébre de Lie réelle de dimension finie

b une sous-algébre de Lie de
- « (3 deux éléments de K((})
$ un élément de K(a,)

- },}L des éléments de (% )*

- 1 une racine carrée de -1 dans €
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Alors
(i) Les homomorphismes canoniques
K(OJ)"' E—— K(O})
Z(OJ )y — Z(5j)
sont des € - isomorphismes surjectifs.

(1) 2(o) =2(FH) nK(g) . 5i «+ip € &) , alors « € 2gp)
et P € Z(oJ,)

(iii) L'automorphisme non identique de € se prolonge canoniquement en
un automorphisme involutif ¢ de K(%,) qui laisse fixes les éléments

de K(g)) et laisse stables z(«;) , U(ql') , 6‘}, b et K() .
(iv) Il existe des éléments 'X1, X de (;J’)* , prolongeant des

éléments de q‘,* tels que )\ = )\1 + i ).2 , et 1'on a, notant ¢* 1'invo-

lution de (ﬁ )* associée 4 o (cf. lemme 3-2) :

c*¥X =X -iX,, S(e* X\) = oSN,
S(NS(p) ¢8O p) , 8N = 8(=2)

et, pour tout x e 5_
D(¢rd) =@ ) et (e*N(x).c¥=c(X(ox)3)

(v) S()\) est l'ensemble des éléments non nuls ¥ de K((?J) tels
que D ¥ = X(x) ¥ pour tout x € o -

Démonstration. L'homomorphisme canonique K(oJ,)"' — K(b}) est un
C-isomorphisme surjectif en vertu de la prop. 3 de I 3-4 . L'assertion (i)
résulte alors de [6] . Par suite Z(%) ~ Z( %) ® ¢, d'od (ii) . Soit -,

R
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1'automorphisme de 'K(aj) défini, pour ¥ € K(9) , z €€ , par 1'égalité

c (¥ ®z)= ¥®7z,

z désignant le conjugué de z . Si 1'on identifie K(o&)“' a K(b‘j) ’
alors ¢ s'identifie & un automorphisme o de K(o&) dont on voit
aussit8t qu'il vérifie (iii) . On peut alors appliquer le lemme 3-2 .
L'assertion (v) (resp. la premidre assertion de (iv)) résulte de 1'asser-
tion (i) (resp. (v)) de ce lemme, 1'égalité Dx(O'S) = o-(D"_x ) de

la formule (6) de la démonstration de ce lemme. Soient x € 3'3 » Xqs

x, € of tels que x = Xy + 1 x, . Alors (e*N)(x).e3=c(Mox)).08=

2

o (N (ox) §) et d'autre part, comme ox = X, - i x,

(o *N)(x) =odo ) = (X, (x-ix)) + ix,(x,=ix,))
= (N (x) +2,(x,)) + i, (x,) =% (x,)))
=N (%) + 0, (x5) = i(X,(x)) =N\ (x,))
= x1(x1+ix2) - i'xz(x1+ix2) = (\ i XZ)(x)

Donc e* )\ = )\1 -1 XZ . Les autres assertions du Lemme résultent du

lemme 3-2 (ii) .

Notations et terminologie. Désormais, pour toute algebre de Lie réelle

Y

de dimension finie ©0f , nous identifierons K(q)"' a K(ﬁ) , et plus
généralement toute sous-algtbre de K(O} ) & son image canonique dans
K(%) : U((g_)” a U( 5{’}) , Z(o&)"‘ a Z(S'J) «+s etc. Nous appellerons
automorphisme canonique de K(4{) 1'automorphisme ¢ du lemme précédent.

Pour tout o € K((ﬁ) (resp. N\ e (‘5 )*¥) on notera o (resp. X\) 1'élément

ocx (resp. o*)\) , et dira que o (resp. X) est réel si x = o

(resp. X =3) .
Lemme 4-2 Soient

- OJ. une algebre de Lie de dimension finie sur un corps commtatif N

- 0( un idéal de %(
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- of un élément de K(?)
Alors

(i) 1les dérivations de K(%) prolongeant les dérivations intérieures

de % laissent stable Z(o)

(ii) si O est de caractéristique 0, si « € Z(0) et
«™e Z(ty) ,avec m € Z - {0} , alors o € Z(%)

Démonstration. Pour tout x € %, est stable par adx , donc U(ox)
et par suite K(o0t) sont stables par D _ . Or toute dérivation d'une al-
gdbre laisse stable son centre, d'ou (i) . En particulier, si o« € Z(oa) ,
alors m(Dx «) = (Dx o). « , et par suite Dx(o(m) =m am—l(D «) pour

tout me 2, d'od (ii) .

Lemme 4-3 Soient

- une algtbre de Lie de dimension finie sur un corps commtatif 0
- gl un idéal de ?
- R un idéal de of contenu dans J7
- a un élément de 1 -B, X un élément de (g_* tels que 1l'on
ait, pour tout x € %

[xs a] - A(x) a € B
-~ § un élément de Z(N) tel que Y -aek(R)
- o, ume algtbre de Lie réelle, Jlo et R des idéaux de ?
Dans ces conditions

(i) pour tout x € % , on a

D 3 - 2(x) 3§ e 2(1)n K(R)
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~

(ii) si 4= (Z[O, A = Jlo, B= §o, on a , pour tout x €eq
(1 D F-Xx)§=0D 8- xx)$
En particulier, pour tout y ¢ %o
(@ D, 5-%0) §=2,8 -2
Démonstration. Ecrivant, pour x € %
D, 8- X(x) $=D(%-a)+ (D, a- N(x)a)+ Nx) (a-1%)
et appliguant le lemme 4-2 , on en déduit (i) . La formule (1) résulte

du Lerme 4-1 (iv) ; comme y € %o implique y =y , on en déduit (2)

et le lemme.

Lemme 4-4 Soient

une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif
un idéal de ty,

idéal de % de codimension 1 dans &

élément de & - B

sous-corps commutatif de K(%L) contenant Q

élément de N n (K(R) ga}) tel que

1
o2 2 P P R

EEEE

NnK(oe) =(NnK(R)) (§) et $-ach
Dans ces conditions
Nn(E(R fa}) = No K(R))[S]

Démonstration. Comme §$ -a € B , § est transcendant et symétri-
que par rapport & K(R) et K(A) {a}= K(R) {$} ; il s'ensuit, d'une
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part que N n K(ot) est extension pure de degré 1 de N K(R) ,
et d'autre part que tout élément de K([) {a} s'écrit de manidre unique
sous la forme d'un polynSme & gauche en § & coefficients dans K( ) .

Soit P un élément non nul de N (K(BR) {a} ) . I1 existe alors des

éléments u, de K(M) , des éléments Vi W de N nK(f3) , et des

entiers 2 0, soient p, q, r , tels que
P q . r
J k) -1
P-Z;uiﬁis(;‘ij).(Zo: wkg) , avec upvqwr;£0

et donc (I 4-1) , u, = vq(wr)-1 € NaK(B) et
-1 i
Ly §=P- u, ¥ € N A (K(B) (a} ) . On en déduit aussitdt par
)
récurrence sur p que P € (NnE(B))[3] , et donc

N a(K(R) ta}) ¢ (N nK(R))[§1 <N n (K(PB) {$}) =N n (K(R) {a})

Lemme 4-5 Soient

- % une algdbre de Lie sur un corps commtatif de caractéristique O
- 0, R, P des idéaux de 9 tels que PO>Xx o 3

- a un élément de O -R , N\ un élément de %* tels que 1'on
ait, pour tout x & %

[x, a)- A(x) a e I
- § un élément de Z(P) , transcendant sur Z(P) n K(R) , et tel que
Z(P) n (o) = (Z(P) n K(B)) (§)
— P un élément de (Z(P) n K(B)) [§] , de degré s > O par

rapport & § , u, u' des éléments de Z(P)n K(B) , u#£ 0, tels que

P=u(§s+u’ 85—1 Feee )
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Si P e z( 03,) » et si 1'une des deux conditions suivantes (A) ,

(B) est remplie
(4) § -aekK(R)
(B)  pour tout x €g , D T - X(x)§e K(B)
alors
ue€s(-sAN et §+u'/seS()) et u(g+u/s)e z2(q)

Démonstration. On a : (A) == (B) (lemme 4-3) ; et (B) et le lemme
4-2 impliquent que

(1) D S = (x) S+wx., avec w_€ Z®) n K(B) , pour tout x €0

Si donc P € Z(%) , 1'on obtient, pour tout x € %,'égala.nt a zéro les

coefficients de Ss et &s—1 dans 1'expression de Dx P, et tenant

compte de (1) :

) D u+s A(x) u=0

(Dx u) u' + u(Dx u' + s v, + (s=1) X\ (x) u') =0

La premidre égalité (2) montre que u ¢ S(- s \) . La seconde s'écrit

encore, compte tenu de la premidre et de (1) :

u.f-s Xx) u +D uw+s (D $- Nx) Y + (s=1)Ax) w)=0
soit, puisque u est #£0

D (s3+u')=Ax) (s3+u").

Donc s §+u' et §+ u'/s appartiemment & S()\) et par suite
(lemme 3-2) : u($ +u'/s)% e 3(-sXN+s X)) =8(0) ¢ Z(%) .
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Lemme 4-6 Soient

- % une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commtatif
- B un idéal de 0&
- ay @ des éléments de % » B tels que les sous-espaces ﬂ.a1 ® B

2
et Q a, ® B soient deux idéaux de cg_ , distincts.

Alors K(Ra ® B)nK(na,® B)=KP?)

Démonstration. Posons

a;=0a,0m (i=1,2), b=0a, & Ra,d =
Alors ®,, O, sont des idéaux de l'algdbre de Lie h = or, ® Na, =X, & Qa,
Soit o un élément #£ O de K(0(1) . Montrons si « € K(az) alors

x € K(B) . Soient en effet Birees Prr Tqreee b’neK(B) ’vaniéo
m . n . 1

tels que o = (Z B (8.1)1) . (Z )’-(31)'])- , Soit :
i=1 ' =1

n . m .
i i
Z:«U-(a)=§,|§.(a) .
= v o mti
Si o € K(0(2) ,alors les o KJ., B; € K(Oiz) , et donc (I prop. 1) , 1l'on
a m=n, et etx‘i = P:i. pour i =1,..., n ; en particulier

o = Pnun)“e K(B) .
Lemme 4~7 Soient

- % une algeébre de Lie réelle de dimension finie
-~ o0t et [3 deux idéaux de 0& , a un élément de & tels que

- x> P et dim (0t/p) = dim (X /[3) = 2
-0t =3+Ca0€a

~

-3 ®Ca et B oCa sontdes idéaux de %’,

- JU un idéal de (g_ contenant &

- (¢) et (<) 1les assertions suivantes
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(c) Z(A) ak( BE@ € a) £ 2(A) n K(5)
() 2(J) AK(BoCa)#z(R)nK(E)

Dans ces conditions

(i) 1les assertions (c) et (c) sont éqiivalentes

(ii) si (c) est vraie, alors

& Z(R) nK(0) £2(R) AnK(BeCa)
et
Z(R) A K(01) £ Z(R) n K(P® € 3)

b si un élément § de K(%) engendre Z(R) AnK(/Z®C a)
sur Z(AN1) o K( &) , alors § engendre Z(A) A K(B® € &) sur
Z() A K(B)

(iii) si 1'une des conditions suivantes est réalisée

(A) (c¢) est vraie et N est nilpotent
B) z(R) A K(B) {a} contient des éléments de degré 1

par rapport & a

et si § est un élément de z(n) o K([B) {a} engendrant Z(J?)n K( Be Ca)
sur Z(./Z~) A K(B) , alors  § engendre Z(J) a K(&) sur
Z(Ji) N ETID) ) @ et § sont algébriquement indépendants sur
z(n) n K(R) , et 1'on a
Z(A) A K(d) = (2(7) n K(B et )(3) = (2(A) a KB &€ a) ()
= (2(2) n k() (5, ) -

(iv) les assertions déduites de (ii) et (iii) en remplagant (c)

par () et en échangeant les r8les de a et a sont également vraies.

Démonstration. Posons pour simplifier
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]

b=BeCa, h=RoC

A=K(e&) B=K(B) N

, H=K(b) f=K@B)
z(S)

et notons o 1'automorphisme canonique de K(o';_) (cf. ce qui suit le

lemme 4-1) . Alors a'l;: 5 , et, compte tenu du lemme 4-1 , on a
(1) oN=N oA=A, oB=B, oH=H .

On en déduit aussit8t (i) , l'assertion b de (ii) et 1'équivalence
de (iv) et de ((ii) et (iii)) . Par ailleurs il résulte du lemme 4-6 que

l'on a
(2) A-HD>H-B et A-H>H-B

ce qui, compte tenu de (i) , implique (ii) a .

Montrons (iii) . Si J! est nilpotent, il en est de m®me de 2 ’
donc, compte tenu de (L) , on a : (A) == (B) . Supposons (B) vérifiée
et notons § un élément de N nB {a} tel que NnH= (NnB) (§) ;

il résulte alors de (L) que § , étant de degré 1 par rapport 3 a

et appartenant 4 A - H , engendre NN A sur Nn H ; donc, compte

tenu de (1) , § engendre NnA sur N AH, ce qui implique que §

et § sont algébriquement indépendants sur N A B et termine la démonstra-

tion.
Lemme 4-8 Soient

- QJ , 00, P, a définis comme au lemme précédent

- JZ un idéal nilpotent de o4 contenant OoC

- A ]'.v'élément de (% )* tel que (x, a] - A(x) a € B pour
tout x € of

- (Ro 1l'ensemble des éléments ); de ((5)* ayant la propriété

suiwante :
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®) i1 existe un idéal B(}L) de % et un élément a(}..,) de
6}' - é(}‘) tels que [x, a(}.t)] —}A(x) a(/;) € é(/a.) pour tout xeg

- B 1le sous-espace vectoriel de (ﬁ )* engendré par Ro

- U 1l'ensemble U s(x)
MER

-G (0,3, a) 1'ensemble des éléments § € K( %) tels que

$ -8 €K(E)

e

Z(X) 0 K(6) = (Z(R) n K(F)) (§, §)

jo

Dans ces conditions

(i) pour tout x e 3‘;!. » et pour tout  u € Ro , on a
[ x, a(}‘\)] —F(x) ai);) 3 137/4) ; en particulier [x, a) - )(x) 2 € = .

(i) Y est stable par l*automorphisme canonique de K(:A) .
(iii) les assertions suivantes sont équivalentes

(4) &, B,a)nS(N)#£8 )
B Y¥azZM)nKBOCa)L Yy 2(h)nK(B)
© ¥ oziF)nKBecta) ¢y nzi)nK(B)

Démonstration.

1. Compte tenu de (P) et du lemme 4-1 (iv) , on a, pour x e%
et m € RO

[x, a(p) ] - p(x) alp) = ([X, a(p)] - p(x) a(p)) , ce qui
établit (i) . Soient alors o, b, b, H, H, A, B, N définis comme dans

la démonstration du lemme 4-7 . On a toujours
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(1) oN=N oA=A, ocB=B, ocH=1

La stabilité par o des idéaux de 33 qui sont les complexifiés
d'idéaux de o implique alors que Ro , et donc R , et par suite
(lemme 4-1 (iv)) Y sont stables par ¢ , et que les assertions (B)
et (C) de (iii) sont équivalentes. Par ailleurs (A) == (B) , puisque
G(e, B, a)cNn(H-B) et que X e Ro . I1 suffit donc de montrer que
(B) == (a) .

2. Supposons donc (B) vérifiée. Par suite NnH#ZNANB , et par
conséquent (lemme 4-7 et (L)) G (&, B, a) £ § . Notons 9 un élément
de G(oc, /3, a) fixé une fois pour toutes, et posons, pour tout x € 33, ’
r(x) = D $ - \(x) § . Donc (lemme 4-3) T(x) € NAnB . Soit

(2) Dx $- A(x)§ =.r(x) e NAB pour tout xeg .
Par ailleurs ((L) et lemme 4—7) ,

- ¥ (resp. §) engendre NnH (resp. NAH) sur NnB
- 9 (resp. §) engendre NA A sur Nn H (resp. Nn H)

- 8 et § sont algébriquement indépendants sur Nn B et
NaA=(NnB) (§, V.

3. Montrons d'abord : (B) ==( 4w n(NnB)(8] £ WA N nB).
Supposons en effet qu'il existe un élément R de YA NnH= Wn (NnB)(S)
non contenu dans Y N NAB ; soit p € R tel que RE€ S(ﬂ) , et soit
(P, Q) 1le couple d'éléments de (NnBl["]associé a R (cf. 14) . I1 suffit
de vérifier que P ou Q appartient & ¥ n Na (B[%]-B) . C'est clair
si Q=1 . Supposons donc Q de degré strictement > 0 parmpport & § .

soit m ce degré. Pour tout x € i_ , 1'on a alors, compte tenu de (%)

3) D g=mi(x §"+.. 1 L.,
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Donc X(x) £ O implique D_9Q # 0 . Comme par ailleurs R €>S(}4) , 1'on
a, pour tout x € %
(1)x P).Q - P.(Dx Q)

}L(x) P/Q = DX (P/Q) = Qz

soit P.(Dx Q) = Q(Dx P -‘)L(x) P) . (Comme Dx P et D_Q appartiennent a

N aA (lemme 4-2) , on travaille ici dans un corps commtatif, ce qui

Jjustifie ces écritures et ces calculs : remargue valable jusqu'd la fin du
chapitre). Si donc D 9 #£0, ona

(D, P) - u(x)P
4)  Pp=—%5 Q#
X

Comme par hypothése la fraction P/Q est irréductible, il résulte alors
de (3) et (4) que

D 0=0 si A (x) =0, DxQ=mX(x)Qsinon.

Donc Q€ S(m A\)A NAn(B [%]l-B) cyYynNn (B(§] -B), ce qui établit

“ notre assertion.

4, Soit donc T € ¥ n N n(B[Y] -B) . Notons v 1'élément de R ,
u, v les éléments de NAnB, uf 0, L 1l'entier >0 tels que

5) Tesw) T=u§levsia..)
Ecrivant que T ¢ S(¥) , on obtient, pour tout x € i’

V) T=9x) u (§t+veita..)

=D T= (1)x u).(s‘+ vs"' +ees) +u.Dx( st+v s"" +aes)
Or, compte tenu de (2) , on a, pour tout entier n » 0

D 2 ; n(Dx %) Sn_1 =n \(x) Y+ n r(x) %n-1
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I1 vient alors

v(x) u Sl + ¥(x) uv §£_1 Feee =

(Dx u + AX(x) u) Xc+ ((Dx w).ov + Lur(x) + W-1)Nx)uv + u va)sl-l.._

Donc
(6) V(x) u = Dx u+0x(x)u
(D v(x) uv = (Dx u).v 4 fur(x) + (L -1) XA (x) uv+quv

Portant dans (7) 1'expression de D u tiré de (6) , on obtient, divisant

par u :
VWx) v= () -Ixx)) v+ Lr(x) + (£-1)N(x) v + D v
soit

A (x) v-D v= Er(x) = L@, 3 - Ax) §)
D (88+v) = \(x) (18 +v)

Donc $+v/§ € S()\)n G(a‘-’ #, a)

ce qui termine la démonstration.
Lemme 4~9 Soient

une algebre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif
un élément de *

un sous—-corps commutatif de K(o&) stable par 0}

1
FoE e

un entier >0

- E 5.y &) des éléments de Z(g_) algébriquement indépendants

— v un élément de E (81,..., Ek)ﬁs(%)
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Alors il existe un élément v = de Z(?) n E( L PPRPR gk) et un

élément v, de E A S(X\) tels que v = v, v

1 1

Démonstration. Par récurrence sur k , on se raméne aussit8t au cas ou
=1 ; soient alors &= & , V¢ E(€)n S(XN), (P, Q) 1e couple
d'éléments de E (€] associé & v . On a donc, pour tout x € %

(@ _P) 0 -P(D Q)
A(x) P/Q = 23 > X
Q

soit : P(Dx Q) = Q(Dx P) - A (x) P) .

D P~ X(x)P

- o
])x Q

Dx Q est un polynBme en € de degré strictement inférieur & celui de Q ,

S'il existe x € o tel que Dx Q#0, alors P/Q = et

ce qui est exclu. Donc Q € Z(g) NE[E] , et par conséquent (lemme 3-2),

P .
Pe€E[€] n S(N\) . Soit P=} u ed; ujeE, up%O.Alorsona,
j=0
pour tout xsg_

)k_’—: i £ i
(Dxuj) € =DxP= Ax) P =YY (a(x) uj) I3

Jj=o J=o0

Donc u, € S()\) et par suite (lemme 3-2) , P/up € 5(0) ¢ Z( g,) .

Par conséquent v = (P/uP 0) U, = Vg Vy o avec

vo=P/uPQ € Z(%)nE(E) et v1=uPGEnS()~) o

Lemme 4-10 Soient

- % une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif
- X, p deux éléments de  op*

-~ E un sous—corps commutatif de K(%) , stable par q

$ un élément de S(\)

E(Y ) le corps engendré dans K(%) par E [S}
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Si E(§): est un corps commtatif, et si E(§)a Z(g )c E, alors
tout élément de E(§) n S(,.L) est le produit d'un élément de E par une
puissance entiére S" , Le Z,de § .8Si § estalgébrique de

degré r par rapport & E , alors on peut choisir f el que O ¢ Rcr.

Démonstration. Supposons d'abord que § soit transcendant sur E .

Soient v € E(§)n S(n) et (P, Q) 1le couple d'éléments de E(3)

associés & v . Cn a

P=w 8P+... y Q= sq-}'... y weE - {0}, p,q>0.

Par suite, pour tout x € %

I

(1) b P (wa+p M(x) w) §P .., DxQ=Q').(X) %q+...
(b P) 9 -P(D_Q)
D v= z > = = p(x) B/

Q

et par conséquent
(2 (0 P) 0 -P(D 9 = ulx)PQ.

Par identification dans (2) des termes de plus haut degré en § , on

obtient, compte tenu de (1)
D v+ Xx)w -q Mx) w= plx) w

Donc w GS(}L + (@ = p) \) , et par suite (lemme 3-2) :
v/w S,~P_qu(p—)A—(q—p)x-(p-q)X)nE(‘o)=S(0)nE($)cZ(g)nEcE

¢'ol notre assertion.

Si 9 est algébrique de degré r sur E , on peut écrire v=P ,
P étant un élément de E[§] de degré p, O «p <r ; comme

1, % geosy %r—1 sont linéairement indépendants sur E , le raisonnement
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précéden{, - ol 1'on fait Q = 1 , reste valable, et montre que v/ $p €E,

d'ol le lemme.

Lemme 4-11 Soient

- @ une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif
-\ J des éléments de %* ’

- L un sous-corps commutatif de K(g,)

-.E un sous-corps de L, &, §, §' des éléments de K(g_) tels

que

EcE(x)cE(Y')cE(S, §)cl

o

o

a< eZ(o‘;) s %' €S(\), et E(§) est stable par o

c y' est algébrique sur E(o) et § et §' sont

algébriquement indépendants sur E

1Y

E(%, §)n Z(%) < E(o¢)

e pour toute combinaison linéaire }..' de )\ et m , on

a: E(%)n S()L')=Ens(p.')

Alors tout élément de E(}, §') n S(};) est le produit d'un élément
de E(«&) par une puissance entidre 3 0 de §' strictement inférieure

au degré de §' sur E(o¢) .

Démonstration. Soit r le degré de §' sur E(«) . Alors
E(§, §') =E(x, $)(§') est une extension algébrique de degré r'gc r
de E(x, §) . Si donc v est un élément de E(§, §') A S(),L) , alors

v s'écrit de manidre unique sous la forme

k .
v='Bu:i S"],avec uJ.eE(o(, ), uk;éo et O0gkcr!
j=o

Posons
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(1) v, = v/uk sk

Il résulte de b que E(a, §) est stable par o - Comme v € S(/l.)
et que §' € S()\) , on a pour tout x €q

k . k .
px) v=23 px) u( §') =1 (O, u+jXx)u) (§)
j=0 J j=0
et par suite
(2 w es(p-k))
ce qui implique, compte tenu de d et du lemme 3-2

(3) ver(o() .

Par ailleurs, ¢ entrafne que § et o sont algébriquement indépen-
dants sur E . Il résulte alors de (2) et du lemme 4-9 que

(4) uk=ww' avec wéE(S,o{)r\Z(g_) et w"E(S)r\S(,a—k))
or compte tenu de d et e

(5) we€E(x) et w €E
Le lemme résulte alors de (1) (3), (4) et (5) .

Lemme 4-12 Soient

- Oé, une algébre de Lie résoluble réelle de dimension finie n > 1

- & 1'idéal aérivé de %

On identifie 9 (resp. %*) a son image canonique dans i (resp.

(5_)*) . Dans ces conditions il existe 3
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- deux entiers m, p, 1< pgmgn

- une suite de Jordan-Holder du 0} - module %

(s) = (0&: Fo > Fq> 2%, 1Y, = {op

- une suite de Jordan-Holder du § - module i

(5) = (§'=9o> By > .- 56 =10}

- une partie I de [0, m-1]
- une application injective croissante Y : [0, m=1] —> [0, n-1]
~ une famille (aj) , Je€ [0, m=1] d'éléments de o&

- une famille (a&, a.'j’) , J €10, m-1] d'éléments de 0f X 04
- une famille ()‘j) , j€(0, m1) d'éléments de (oz)*

- une famille ()‘j" )"j')’ je [0, m-1] d'éléments de op* X g ¥
tels que :

(i)  les ensembles y ([0, m-1]) et Y ({0, w-1) - I):{forment

un recouvrement disjoint de [0, n-1]
(ii) pour tout k € [0, m-1] , on a
-— 1 3 n — 1 9 n
a =a +ial ').k—lk+1).k

k= Yupr © R +R a)
T =Yyt Dot = Dyaoer * € %

(iii) si k € I alors

|o

Gim (g‘k/ 1%+1) =1 et Y1) = Yk) + 1

b a'=0 et )‘".-.o

O

pour tout x € of (resp. pour tout X &€ QJ_ ) on a

(% a1 = Xy (X) a € OJ K1 (vesp. (X, a ] - A (x) akebqr(k)ﬂ %‘k“))
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(iv) si ke [0, m-1] - I , alors

o

dim (of \ /og pq) =2 et Y (st1) = yk) + 2
‘?z,-(h)+1 = 92,r(k+1) eca =% . @ca

on a pour tout x € %

=2

le

N L
[x, a'] = XI';(X) al + ‘X}'{(x) ag mod o .,

d on a pour tout 2’66}

(% 2] = X&) & mod & ka1
% &l = 3& & md &, ,

(v} pour tout k €[0, m~1] , on a [%k’ o‘,k] € %1

(vi) o, = D, ([0, p-11 € I et pour tout k € L0, p-1] ,
on a xk =0.

Démonstration.

1. Soit (8) = (oJoa %y 3 -0 = {0}) une suite de Jordan-Holder
de o - module 9 - Convenons de dire que (S) posséde la propriété (P)
s'il existe pour tout k e [0, m=1] des éléments a.l't, al € of ,ml'{, A e %-x-
vérifiant les conditions (iii) et (iv) du lemme. Cela étant, faisons

d'abord quelques remarques

a Si (S) a la propriété (P) , alors il existe un entier
nym (n=dim OJ_) , une suite de Jordan-Holder (g) du (‘3 - module 6'} ,
une application croissante % de (0, m-1] dans [0, n-1] , et, pour
k € [0, m~1] , des éléments a € g » N € (0;)* vérifiant les assertions
(1) & (iv) du lemme : on définit ay et lk suivant (ii) , Y suivant

(iii) a et (iv) a , le reste est vérification triviale.
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b Si (S) a la propriété (P) , alors (% qk] <o
pour tout k € [0, m~1) . C'est clair si dim ("Jk/% k+1) =1.68i

dim (o‘ k/ %k-H) =2 , alors al" et al'; sont linéairement indépendants

;modulo Yry1 ©F 1'on décuit alors de (iv) c que

0= [8]';, ﬂ]"] = \1"(81") ﬂl': - )sl"'(af‘) a]'; , donc ‘xl;(al't) = ‘),]';(al'&)galef, par suite

(e 1= Mela) o+ glay) ag mod opy,,

= 0 mod %k-}-‘l ’

ce qui établit notre assertion.

& S8'il existe une suite de Jordan-Holder du 0y~ module of
qui posséde la propriété (P) , alors toutes les suites de Jordan-Holder du
% - module ¢ ont la propriété (P) , et il existe parmi elles des suites
ol figure 9 .

Cela résulte des théordmes classiques relatifs aux groupes a apérateur :
isomorphie des quotients successifs a l'ordre prés, possibilité de "plonger"

la suite de composition ( o > D >(0}) dans une suite de Jordan-Holder.

d Si (S) a la propriété (P) et si 9qp = D , alors le
lemme est vrai. Compte tenu de ce qu'on vient de voir, il suffit de vérifier

(vi) , ce qui est trivial.

2. Compte tenu des remarques précédentes, il nous suffit, pour établir
le lemme, d'établir 1'existence de suites de Jordan-Holder du 03,- module
q} ayant la propriété (P) . Par récurrence sur la dimension de q , on
se raméne i la considération des idéaux minimaux (non nuls) de o : il
s'agit de vérifier que si & est un tel idéal, il existe A\', \" ¢ Q‘-*

et a', a" € & telsque o =R a' +R a" et que 1l'on ait, pour tout

xeq

[x, a'] =¥ (x) a' = 2"(x) a" et [x, a"] = A\'(x) a' + \'(x) a"
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C'est clair’ si q posséde des idéaux de dimension 1 . Supposons le

contraire. Soit donc & wun idéal minimal de dimension > 1 . Alors 0'{

est un idéal de sj. qui contient un idéal de 3; y soit /B de dimension 1

(Théor2mes de Lie et de Jordan-Holder). Soient b€ B , X\ €(0})*; b', b" € o
A N\ € o}* tels que ’

B =Cb, b=b'+ib", N=N'+i \"

et qu'on ait, pour tout X €:‘ 03
[% b]l= 2@ v

L'on en déduit, séparant parties réelles et parties imaginaires, que
1'on a, pour tout x ¢ of

[x, b'J = N(x) b' = \"(x) b"
[x, b"] - X"(x) b + Al(x) b

Donc ®=Rb ® RDbD' et le lemme est &table :

5. Lemmes de décomposition.

Lemme 5-1 Soient

- 0} une algdbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif
de caractéristique O

- 0¢ un idéal de q,
- [ un idéal de 9 de codimension 1 dans o¢
- a un élément de o¢ - B

- \ 1'élément de 0of¥ tel que [x, a] - A(x) a € (¥ pour tout X € oy

Si Z(g )n K(oe) # Z(g) n K(#) , alors il existe un entier s> 0
et deux éléments u, v de K(fF) tels que
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[

Z(gt) & K(a) = (2(of) n K(B)) (u(atv)®)

b atv € Z(Ker X\) AS(N) et u € S(-s N) A Z(Ker \)

lo

si [Os,a]cl;,alors s=u=1,

Démonstration. Soit 0, = Ker )\ le transporteur de & dans /3 ;

c'est un idéal contenant o . Posons

() {K=K(o‘,,) , Z=z(q.) » K =K(g1) z1=z(g1)
A=K(ox) , B=K(P)

On a donc
(2) ZAK, c2Z, et [oh,oz] cp
ce qui implique, compte tenu des hypothéses
(3) Z, nA#£ Z,AnB.

1

Le lemme (L) appliqué a %1 montre alors qu'il existe un élément A\
tel que

(4) v1eB' et Z,aA=(ZAB) (a+v,)

ce qui établit notre assertion si [GJ ’ 0(] ¢ @ , puisqu'alors 9 =0
et o =0, . Supposons désormais A # O , et posons

(5) 81 =a + v1 .
Le lemme (L) appliqué & OJ , montre alors qu'il existe o, tel que
(6) ¢16Zh (B[a)-B) et ZnA=(ZnB) (0(1)

Par ailleurs, appliquant le lemme 4-4 (ol l'on prend A = %1) , on obtient
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(1 2Z,0B (a}y=(2,nB) [4,]

(8) ZnB{a}: (Zr\B(a})qK1=(Z(\K1)nB{a}
L'on déduit alors de (2), (6) et (8) que
oy €(ZAK)NB(a}] c Z AB{a}=(Z nB) [§,] .

Soit alors s le degré de o, par rapport a ‘01 , et soient
u, u'y, u# 0, les éléments de Z,n B tels que o, = u( 87 + u' 87_1 +eed)
I1 résulte de (5) que s est aussi le degré de o, par rapport & a,
et donc s » 1 . Par ailleurs, le lemme 4-5 (ol l'on prend @ = 131)

implique que l'on a

u(§, +u'/s)e 2(g) , uwes(-s \), § +u'/ses(N) .

Par suite o, et u( 81 + u'/s)s sont des éléments de Z n (B (ay - B)
de degré minimum, d'apreés (L) , et (L) implique donc que Z nA =
(ZaB) (u (%1 +u'/s)® . Le lemme est donc vérifié, si 1'on prend

v=v, +v'/s .
Lemme 5-2 Soient

- % une algebre de Lie réelle de dimension finie

- 0t , B deux idéaux de OJ_ , & un élément de & tels que

- 0> B et dim (/) = dim (K/F) = 2
- =3ectapca

~

- ﬁe(la, et ﬁeﬂ!g sont des idéaux de %

- X\ 1'élément de (0f)* +tel que [x, a] - \(x) a € ® pour tout
Y,

®é 5'}
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- /1 un idéal nilpotent de oa, contenant Ot

Si Z(.;Z') NK(ot) £ Z2(N) n K(F) , alors une et une seulement des deux

éventualités suivantes est toujours réalisée

(I) 1 Les corps Z(R) n K(B) , z(N)n K(F@Ca), 2(]1) nK(30 € 3)
et Z(]z) n K(&X) sont deux & deux distincts

2 11 existe un élément § de Z(A) A K( &) tel que

2(R) n k(36 € a) = (2(R) n K()) (§)

Z(R) a K(B 6C 3 = (2(A)n K(F)) (3)

2(J) n K(&) = (2(R) A KB 8 € 3) (§) = (2(F)a k(B0 €a)) ()
@@ AKE) 4, D

o e

lo

§ et § sont algébriquement indépendants sur Z(J1) n K(B)

les

Yy - a €k(f)

(I 1 2(R) nK(F @€ a) =2(R) A K(B ¢ 3) = (%) n K(F)
2 Il existe
- un élément §' de Z(ck) n K(0)
- un élément u' de Z(J1) m K(3)

- un élément v' de K(r%)
tels que

§' est transcendant sur Z(Jl‘) n K( 7)

Z(AR) a K(X) = (Z(A) a K(B)) (§)

o

o

Y =a+u a+v

lo

u’E”:‘l

[[=%

o

pour tout x € oy D §' - aAx) §' e Z(X)n K(B)
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Démonstration.
1 Comme lors du lemme 4-7 , nous poserons pour simplifier
§=I?eca, ;:5@@; ’ H=K(b), ﬁ::K(;)

A=kK(a) , B=K(B), N=2(A) .
Nous distinguerons deux cas .

2 Supposons d'abord N~ H #ZNNAB . Comme Jl est nilpotent, il en
est de m8me de J , et il résulte alors du lemme 4-7 que N 0 £NnNnB,
NAA#ZNAH et NAnAf NnH, et qu'il existe § € N AH vérifiant
(1) 2 a, b, c, 4 . On peut en outre, d'aprés (L) , choisir § de manidre

a vérifier (I) 2 e . Comme par ailleurs HAH =B (lemme 4-6) ,

NAHZNAB implique Nn HZNA H' , donc (I) est réalisé.

3 Supposons maintenant NAH=NnNB . Alors le lemme 4-7 implique
1

(11) et 1'on a donc

(1) NAA£ZNAH et NAAEZNAT

Appliquant alors & 51 le corollaire 2 du Théoreéme 3 de II , on obtient
qu'il existe des éléments 3 , P(a), 0(8) de K(JX) tels que

§ =a+P@ . (@@

P(a) € U(B) {a} , 0(a) € Nn U
et
(2) Noa=@EAH (3)=0aB) (%)
et par suite, notant ¢~ 1'automorphisme canonique de K(o}’) :

(3) NpA=oc(NnA)=NaB) (5

85
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or (II) 1 impli..que que Q(a) € NAUMB) e NAH=NAB, donc
(4) 8=a+P1(E) , avec P1(E)6B{e-,}.

4 Dans ce qui suit, nous notons u i=1, 2,... , des é1léments
de NNB .De (2) et (3) on déduit que § et § , qui sont transcen-

dants sur NN B , sont liés par une relation homographique de la forme
(5) u1sg+u2'5+u3 Yty =0

Ugpeeey Uy étant non tous nuls, et déterminés & un facteur prés de N nB .

Si u, # 0 , on peut prendre u, = 1, et alors

1
0=%8+ u,$+ u3§ +u, =g §+ u, §+ u3'§+ u,) = 35+ 52 3+ 53%+ a

donc uy=1u,, u, =u, et (5) devient

(6) (§ +“3) (s +u3)=u31-13—u4€NnB

Or (4) implique que (§ + u3) (g + u3) € (a+B {a}).(a+B {a})
est un é1ément de H {a} de degré > 1 par rapport a a , ce qui contredit

(6) . Donc u =0, et par suite u, u, # 0, puisque § et § sont

transcendants sur N A B . On peut donc écrire (5) sous la forme
(7) § = u5 s + u6 .

Posant alors o—(P1(E)) =131 (a) , on a, combinant (4) et (7)
(8) a.+P1(a.) =u5(a+P1(a)) +ug

ce qui implique que P, (a) est un polynBme de degré 1 en a & coefficients

dans B . Soit

(9) P1(E)=V1E+v2, v, v,€B.
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Combinant (8) et (9) , on obtient
a+v, a+v2=\:|5(a+\r1 a+v2) +u‘ .

Comme a (resp. a) est transcendant et symétrique par rapport & R

(resp. B) , il s'ensuit que

(10) uy = v, VY=V U= U V=1

Prenant alors v' = P u! = ' $' =% , il est clair, compte
tenu de (2) , (4) (9) et (10) que les assertions (II) 2 a, b, ¢, d
sont vérifiées ; or elles impliquent, compte tenu de (II) 1 et du lemme
4-2 , l'assertion (II) 2e :si x € 3} , 1'on a

b ¥ -xx) §' = (o, a- A(x) a) + Dx(u' a+ v')=-2\(x)(u' a+ v')

€ NnB+H =NAnH=NAnB.

Lemme 5-3 Les notations et les hypothéses étant celles du lemme 5-2 ,

on suppose en outre que

1) 2(§) a K(&) # 2() n K(B)

2) 1'éventualité (I) du lemme 5-2 est réalisée.

Soit alors G, (N,0t, 3, a) 1l'ensemble des éléments @ de K(«‘)I)

vérifiant 1'assertion (I) 2 du lemme 5-2 .

Alors une et une seulement des deux éventualités suivantes (I)1 et

(I) est toujours réalisée
2
(1)1

1 S()\)nG1(J?, ow, B, 8')£¢
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et

2 il existe un entier s » 0 et deux éléments u, S de
-~
Z(N) tels que

lo

$ € S(N)nG(R a, 3, a)

b ue€ ZR)AK(30Ca)n S(-s \)

Z(EJ'_)(\K(“) est extension pure de degré 1 de
z(%)nx(éewa) et de z(o“J'_)nK(fB'od:E) et
2(§) A K(&) = (2(§) n K(BOC2)(u, 3°) = (2(F)n K(B6Ca)@E ")

jo

(D,

1 8(\) ng(y, a, B, a) =@
et

2 il existe un entier s >0 et des éléments : uy, v, W

-~
de Z(JN) tels que

o

s € G1(g,:as’,’a)
u, v', we ZAR)AK(B) et ugo

jo

v, ¥' =1 et v'e S(\ =X)

lo

=0

$ +v' T+ w e S(N)

u € 8(-s \)

jo

ke Z(?a_) n K(ot) est une extension pure de degré 1 de
2(§ ) K(B) et 2(F)n K(&) = (2(8)) 2 K(13)) (u($+ v §+v)%)

Démonstration.

1 Définissons B, B, H, f, A, B, N comme dans la démonstration du

lemme 5-2 . Posons en. outre
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z=z(3'}) G =6 (N1, a,d,a).
et notons o~ 1'automorphisme canonique de K(i) .

Notons que G1 cofncide avec l'ensemble G(&, [3, a) du lemme 4-8 ,

et que 1'on a
(1) ZAA£ZAH et ZAA£ZAH

En effet, compte tenu du lemme 4-6 ’
(ZnA=ZnH) =ZAA=6¢(ZnA) =2AH=ZnA=ZnHAR=2AB
ce qui contredit 1'hypothése.

Cela étant, on va montrer que (I)1 1 =D(I)1 2 et (1)2 1 _—._—b(I)2 2,

ce qui impliquera évidemment le lemme.

2 Supposons S(\) A G, £@.5it SesS()N)n G, . Alors (lemme 44
et (L)) , il existe

« €Zn(H(ay-Mc Nn(l {ay-H = (NnHI8-NnH
tel que ZnA=(ZnH) (x) .Notons s le degré de o par rapport
§ (et donc aussi par rapport & a) . Alorsona s> 0 et (lemme 4-5)
il existe u, € (NnB)nsS(-s X)), donc (lemme 3-2) , u, $°e s(0)c z,
et par suite ((L)) , l'on a :
ZnA=(ZnB) (v P)=c(Zna) = (Z ~ B)(u, ),
donc (I)1 1 -_—__=>(I)1 2.,

3 Supposons désormais S()\) n G, = g .

Montrons d'abord que dans ces conditions Z AH=Z A B (et donc

ZnHA=0(ZaH) =ZAnB) .) Soit en effet 31 € G, , et supposons
ZAnH£ZAB . Alors NnH= (NnB) (%1) et il existe ((L) et lemme

4-4) , un élément o, de Z NH tel que
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«€Z2a(Ba}-BcNna(B(a}-B)=(NnB) [§]-Nn3B,

donc (lemme 4-5) , il existe v € NAB tel que 31 +vesS(N),
et donc %1 +ves(h)n G, , ce qui est absurde.

4 Supposons désormais S(X) n G, = f§ et ZANH=ZNnA=2NB.
Soit §1 € G'1 . Compte tenu de (1) , de (L) et du lemme 44 , il existe
oy € Z tel que
a,€Zn(@@y-HecNoa@{a}-0)=0OnH[§]-NnH, et que
ZnA= (Zn~ FI)(o(1) = (2 (\B)(o(1) . Donc (lemme 4-5) , il existe un entier
s >0, et des éléments u, v.de A tels que

(2) - S,]+ves().)
~uesS(-s2X)ANNH et ve Nni

- u( 8, + v)®% est un élément de Z n (B {ay - H) de m8me

degré. que 0(1 .

Par suite, compte tenu de (L) , du lemme 4-8 (iii) , et de la défini-

tion de G, , on a
(3 zZnA=(@ZAB(S, + v)°) = (ZnB)(u(§, + v)%)
(4) ues(-sXN)nNnB
(5 veNn(H-B)

Posant, pour tout x € % » D $1 - X (x) %1 =W, , on a par ailleurs
(lemme 4-3)

(6) D §,-2x) §,=w €NnB

et, pour tout x € o1
U

(M D, -%) §, =7,

X
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Comme veNAnHA=0o(NAnH) = (NnB) (§1) , notant (P, Q) le couple
d'éléments de (N nB) [{1] associé & v , on obtient alors, compte temu

de (6) et de (2) , pour tout x € % :

(D_P).0-P.(D Q)
Wx=Dx%1-X(X)%1=X(X)V—DXV= X(X)P/Q— X Qz X
soit
() Y (N(x) P -D P) Q+1>.(1)x Q)
b 4 2
Q
donc
D P-=XN(x)P+w_Q
(99 pPlo=-= 55 X si D Q#0.
X

Soient alors m (resp. n) le degré de P (resp. Q) par rapport a

§9 5 Y Uy les éléments de N nB tels que

(10) P=u, (§|1n+u2§r1n-1 +eee) u1;éO.

On déduit de (7) que, pour tout x € 0& et pour tout entier p » 0

on a
(11) Dx(§ f) =p (D, 31) t7 =P Y (x)§ f +p W, § 2-1

Donc, pour tout x €& (g, :

(12) Dx Q=nx (x) §?+... §I11_1 Feee o

La fraction rationnelle P/Q étant irréductible, on déduit de (9) et de
(12) que D, 0=n X (x) Q pour tout x € 9 , donc (lemme 4-1 (v))
Q¢ S(nX) , et par suite (lemme 4-8 (iii)) n=0, Q=1 , et 1'égalité
(8) devient :

(13) DxP—\(x)P-.:-wx pour tout x eo} .
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Or, compte tenu de (10) et (11) , on a, pour tout x €& 9,

. - _1' - - - =me —-—m
D P=D_ u1(3T+u2§T +...)+u1(m Ax) S?+m W, 8': 1+(1)xu2) 8? 1

< -1 gm-2
+(m-1) Mx)u, ST Fees ST Feee o
soit

(14) D P =-ST(Dxul+m 7\(!)“1)+§T-1((Dxu1)u2+m uy Tvx+u1(Dxu2)

+(m—1) .:i(x)uluz) + e

Comme m est > O d'apreés (5) , on déduit de (14) égalant & zéro le coeffi-

cient de 3- T dans le premier membre de (13) , qu'on a, pour tout x e«g'
(15) D u, + (m X - ))(x).u1 =0.

Si m est 3 2, on obtient de m8me, égalant & O le coefficient de
8— T—1 dans le premier membre de (13))' qu'on a, pour tout x € 9 ¢

(16) (@, u) vy +u (@% +D_uy+ (1) X (x) w, = N(x) v,) =0
soit, compte tenu de (15) et de (7)

0= (\ —mi)(x).u2+mv-rx+Dxu2+ (m-1) X (x) u, - (x) u,

=-Dxu2 -X (x) u, +m (Dx§1 - (x) $1)
ce qui peut s'écrire
D_ (m §1 + uz) =% (x) (m §1 + uz)

Donc (lemme 4-1 (v)) , §1 +u, € S(N , ce qui est exclu (lemme 4-8 (iii) «

2

Par conséquent m =1 et 1'égalité (10) devient

f=u1 (§1 +,u2) .
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Posant alors u, u, =1u; , on a, d'aprés (2) et (3) (puisque v =P)

(17) S1+v1 '§1+u3es()\) et ZnA=(Zn ﬁ)(u(<¢,1.;.u1 §1+u3)s)

Par ailleurs, comme m= 1 et que 1'égalité (15) est valable pour tout
X € 0 , ona (lemme 4-1 (v)) : u, € S(A =N et par suite, compte tenu
de (17) et du lemme 4-1 (iv) :

e
§ + (u1) $ t (u1) uy = (u1) (%1 +u %1 + u3)éS()~ O-N)est)
Donc xl +u, §1 +uy et §y o+ (1-11)_1 §1 + (1_'11)'-1 1-;3 appartiennent &
1'espace vectoriel S(\) U {0}, et par suite

-1 -

(w, = @) §, + (o - @7 E) € 5(N) v Lo}

Si donc u, 51 # 1, alors ce dernier élément est # 0 et appartient par
suite & S(N\) A ((NnB) [§1] - (N AB)), ce qui est exclu (lemme 4-8 (iii).

Donc
(18) w, u, =1 .

Comme §1 € G1 » que u, u,, uy appartiennent & Na B , il résulte
alors de (4) (17) et (18) , et de ce que, comme on l'a wvu, u € s(x -%),
que (1)2 2 est vérifiée : il suffit de prendre §= §,, V' =1,

w = u3 et de définir u comme ci-dessus.

Lemme 5-4 Notations et hypothéses du lemme 5-2 . Comme au lemme 5-3 ,
on note G, (L1, ¢y, 3, a) 1'ensemble des éléments de Z(A) A K(&)

vérifiant les conditions (I) 2 du lemme 5-2 .
On suppose en outre que

1) 2(§) » K(&) £ 2(0)) » K(3)
2) 1les éventualités (I) du lemme 5-2 et (I)1 du lemme

5-3 sont réalisées.
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Dans ces conditions, 1l'une et 1'une seulement des quatre éventualités
suivantes est toujours réalisée.

(1)1’1 1 Le corps Z('g) n K(&) est une extension pure de degré 2
de z(9)n K(R)

et 2 il existe des entiers rationnels +t

non nuls §, u,x de Z(;l) A K(G) tels que

1? t2 et des éléments

a & e S(X\)n G (AR, o, 3, a)
b u e Z(R) ~ K(3)
e >0 e: |t2\¥t1
4 «=u §1 §%
e () A K&) = (2(3) n K(B)) (e, &)
(I)1 2 1 Le corps Z(i)n K(0) est une extension pure de degré 2

de é(éj)n K(B)

et 2 il existe des entiers t, t' , et des éléments non nuls

$,u W, « ' de Z(J)n K(&) tels que

jo

Y e SN nG (N, ax, B, a)

uez(N)a K(B) et u' e z(A) AK(B)

io

t >0 et t'>0

lo

a=u(3 Y et «t=u(s/PHY
2(d) ~ K(&) = (@(§) o K(F)) (o, ")

=1

jo

(1)1’3 1 Le corps Z((%') A K(X) est une extension pure de degré 1
~ ~
de Z(%) nK(i3)

2t 2 il existe un entier t , et des éléments non nuls Sy w
le Z(J) n K(0L) tels que
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I®

§ € S(N) ng (R, x, B, s
ue zZ(N) n K(B)

t>0

Io

lo

4 x =u(y §°

2(§) ~ K(&) = (2(§) n K(3)) ()

lo

(1)1,4 1 Le :OI'PS Z(Sj) n K(0t) est une extension pure de degré
1 de Z(§)n K(3)

et 2 il existe un entier t et des éléments non nuls 'Y u,:x

de Z(ﬁ)n K(&) tels que

[

§ e s(W) nG (2, x, B, a)
b u € Z(JD) n K({B)

c t>0
4 x=u(y/9°
e 2() a K(&) = (2(§) n K(B)) ()

En outre 1'élément § figurant dans les assertions (I)1 4 est déter-
’
miné de manidre unique (i.e par les données de N, X, 3, a) si

i=2, 3, 4.

Démonstration.

1 définissons &, 5, H, H, A, B, N comme dans la démonstration du

lemme 5~2 , et posons, comme au lemme 5-3 :

Z=Z((§) G1=G1(-/'l, o, 3, a) .

Nous procéderons alors comme suit. Au § 2 , on étudie le cas ou
s(\) n G1 contient plus d'un élément, cas pour lequel on montre que la seule

éventualité (I)1 1 est réalisée, et on en déduit au § 3 1'incompatibilité
b



96 ' CHAPITRE III

mutuelle des éventualités (]’.)1 3 et (I)1 4 Dans les § suivants, on
? H

suppose que S(X) n G1 est réduit & un seul élément.

Aux § 4 & 6 , on montre que

(x) (ZnrH£2Z NAB) m((l)h1 &>non (1)1,2) .

Au § 4 , on construit un premier couple 51 = («1, [51) d'éléments de

Z nA engendrant Z NA sur ZNB, ce qui permet de conclure dans un cas
particulier. An § 5 , on déduit de €, un second couple §, = (os1, p_z) .
de générateurs de Z nA sur ZnA B . On montre enfin, au § 6 , qu'on peut
construire & partir de 82 un troisiéme couple 83 de générateurs qui

permet de vérifier (o) .
On montre enfin, aux § 74 9 que (ZAH=2AnB) ==>((I)1 3 ou (I)1 4).
?

’
Les autres assertions du lemme, savoir l'incompatibilité de (I)1 1
?

(resp. (1)1’2) avec (1)1,3 au (1)1,4 , sont triviales.

2 Supposons que S(A) n G, contienne deux éléments distincts 3', Q" -

Comme S(A) v {0} est un espace vectoriel, et que, par définition de G1 ,
§'-a et §"-a€eNAB (cf. lemme 5-2 (I) 1 e), il s'ensuit que
' - §" €S(\) nNnB . Posant u1=($'— S")-1,ona.donc

(lemme 4-1 (iv)) : u, € (=N ANAB et u . §'e ZnH. Par suite,
comme §' est de degré 1 en a, appliquant le lemme 4-7 (iii) (o
l'on prerd N = °J-) , on obtient que Z nA = (Z AB) (u1 $ U, ) . Les

conditions (I) 1.1 sont bien vérifiées si on prend
?

$ =3 t1=1, t2=0, u=u,, X =u, 8 .

Il est clair par ailleurs que les éventualités (I)1 30 (_1)1’4 sont exclues.
, .
Montrons qu'il en est de m8me pour (I) 1.2 « Supposons en effet qu'il existe
?
t, t'y §, u, u', x, ' vérifiant (I)1 22 . Alors (lemme 4-1 (iv))
H

u, § € (ZnB) (x, ') , donc
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u $e@aB (DY, v (s/D)c Wan) (3D (579D .

Comme § et §' sont algébriquement indépendants sur Na B (lemme 5-2 ,
(I) 2 d) , ceci est impossible (lemme 2-6) .

3 Montrons maintenant que si S(\) n G, est réduit & un seul élément,
alors (1)1,3 == non (1)1,4 . Soit S(X\) A G ={8} . S'il existait
des éléments £ O u, u' de NAB et des entiers > 0, t, t' tels
e (ZnB)u(E P = ZaB)(§/9), slors G P et (3/HY
seraient algébriquement liés, ce qui est exclu (lemme 2-6 et lemme 5-2 ,

(1) 2 4.

Nous supposerons désormais que S(\) n G1 = {%}

4 Supposons que 1l'on ait Z nH ;éJZ n B, Par application du lemme 4-7
(od 1'on fait N = (3) , on en déduit que

ZaALZAB et ZAALZAH et ZAALZAH

et par suite ((L)) . Z N A est une extension pure de degré 2 de Zn B.
Soit alors (lemme 44 et (L)) o, un générateur de ZNnH sur ZAB
appartenant & Zn B {a}) CNn B {a} = (NAB)[S] , et soit r 1le degre

> 0 de & ; bpar rapport & a (et donc aussi par rapport a ).

On sait alors (lemme 4-5) , qu'il existe un élément veE€ S(-r N)n NnB
et par conséquent (lemme 4-1 (iv) et (L)) on peut supposer que

xy=V Sr . Par ailleurs (lemme 5-3 (1)1) , il existe un élément B,

de Z A, engendrant ZnA sur ZANH, de la forme g, =1_11 $°

avec s >0 et u € NaHAS(-s N\) . Il s'ensuit que

N

ZAA= (Zf\B)(c‘1, 61) = (ZhB)(;1, 51) = (Z nB)(v {I" u, XS)

et par conséquent, compte tenu du lemme 2~7
X, =V $* €(zaB)(F S, u, $%) n (N~B) (5]
- (20B) (7 §) [y, §°)= (2a BY&) [F,]

7
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On a donc
(1) =v%r=£"‘_.Ak(' &, avec d >0 et € (2 nB)(x,)
1 D Ap) s 2" %
pour k=0, 1,...d, et .A.d,éo

Par identification des puissances de § dans les deux membres de (1) ,
on eu déduit que r =s d et que Ak =0 si k¢d . Soit finalement,

posant K = Ad :

«1=vgr;X((31)d (-51=ﬁ1'§s r=sd
(2) Xe(zms)(&1) u € (N n B)(}) v=Iu‘1ie NnB

ZoaH=(ZnB)(x,) ZnA=(ZaB(B,) = (ZnB)(x,,a,)

Si d=1, alors po; 1 et p1 sont des éléments de Z A (H {E} - H) de
mBme degré s par rapport a i (et donc aussi par rapport & a&). On en conclut
(L) que ZnA=(ZnH&,)=(ZnB)(x,, x,), et (1) 4 est

vérifiée, si l'on prend u=1v . t1 =r=s, et t2 =0.

5 Supposons désormais d > 1. Par application du lemme 2-9 (o

l'onprend E=NnB, E =ZNB, X=F,R=u,, u=1_r,uXr=;(1 ,
ug = v ) U I L , ce qui est possible d'apreés (2)) , on obtient qu'il

existe un élément S de (Z N B)(x 1) , un élément u, de NAB, et un

2
entier @ tels que

- = £ = S -
et donc p1 =u, S 8 ,_avec Se(zn B)(o<1) - Come (3, et (31/§
sont des éléments de Z n (H {a} ~ H) de m#me degré s en a , il résulte

de (L) que ZnA=(Zn H) ((31/ 5) . Posant alors

@) Py=p/5=7, 875, & =as
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ce qui implique, compte tenu de (2) et (3)

(5) 4 =0uH3 e zaB &)

Coume &1 est un monBme en § , cela implique que l'on a
(6) A1=u0(§1)-l:,avec u€ZLNB, et pezZ.

Par suite, compte tenu de (2) et (5) ,ona -¢ d=pr=psa,

soib
(7) T =ps

Finalement, par comparaison des formules (2) & (7) , on obtient, posant

z=852

d - d s - n -
xy=vz =A(p)", 2= 8§ 6 py=u,7 z

(8) A, =uo(&1)'9 y u, veENAB,u €ZnB, ZnH= (ZnB)(«,)
(ZnA=(Z2AH) (p,)= (Zr\B)(«x1,p2) = (2nB) (;,', "@2)
. _ 2 ,
On en déduit que (B,)° . (B 2)" = (@)° . )™ .2 e znB ay
et par suite ((L)) , d divise p~ -1 .

6-1 Posons, pour toul couple (k, ) € 7
9 gl )= ()N &P = gty g etk
et faisons au préalable deux remarques
(R1) Pour qu'un couple (31, ‘o'z) d'éléments de Z n A de la forme
(10) b’i=viq>(ki, P,i) » V,ELNB, i=1,2

engendre Z NA sur ZNB, il faut et il suffit, compte tenu de (8)
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el du lemme 2-1 , que 1l'on ait

(11) lkz t, - 11 k2,=1

Nous appellerons couples (¥) 1les couples (X1, 5'2) de la forme (10)

tels que (11) soit vérifié.

(Rz) Tout élément de Z n A "My B (Y, 3) est de la forme (10) .
Il est clair en effet d'une part que tout élément de: (Z N A) A MN(\B(;‘ » ?32)

est de la forme (10) , et par ailleurs il résulte du lemme 2-2 et de (8)

que

(2~ DMy (3, ) cWaB) &, B)nMy (8, §) =My, 56,0 B,) -

6-2 Comme § est le seul élément de S(N\) n G, , il résulte de (R2)

gue, si (I)1 1 est vérifide, alors il existe un couple (€) tel que
)
(12) b’z = K 1 .

Inversement, s'il existe un couple (¥ ) vérifiant (12) , alors il
existe un élément u # 0 de NN B et des entiers t1' ’

t! tels que

' ~

K1 =u §% 3 *2 . Toutes les conditions de (I)1 , sont alors vérifides,
b

sauf peut 8itre la condition (I)1 1 2 ¢ . I1 est exclu toutefois que
b
. . -t
1] — 1 | - 1] .

|t1|_ |t2l » car b = Et;, € =+1, implique )’1(y2) € LnB,
or  ¥q» Y, sont algébriquement indépendants sur Znn B . Si t{")/ alors
t) est # 0 ; on peut denc, échangeant au besoin les r8les de \'1, };2 ’
supposer b} #0 .85i t!'>0 (resp. t! <0) la condition (I) 2

1 1 1,1 £¢&
est vérifide si 1l'on prend o« = K1 (resp. o =K;1)

6~3 Comme S(X\) n G1 = {§} , pour que (I)1 , soit vérifiée il faut,
’
compte tenu de (R2) qu'il existe un couple (P ) tel que

(13) 31/x1ezma et ¥, ¥, €LnB.

Inversement, s'il existe un couple (£ ) = (11, 5'2) vérifiant (13) ,
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alors 1l'un au moins des deux éléments 81 + f1 , if '61 - 81) , soit ¥ ,
n'est pas nul, et donc (y, 52) est un couple de générateurs de Z n A
sur Z n B, qui sont des mondmes en § , § » & coefficients dans Z nB ,

de la forme.
- oyt T2
F=v(s D, w,=w(8/D
avec w=w ENABn K(g):Z((a)n K((3)

et qui sont algébriquement indépendants sur Zn B , ce qui entrafne que
t1 t2 1est # 0 . Remplagant éventuellement ¥ par ‘6-1 , au 3’2 par
(xz) , ON se raméne au cas ou t1 et t2 sont > 0, et toutes les

conditions de (I)1 , sont alors satisfaites, avec o = ¥, «'s= ‘52
?

6-4 Compte tenu de (9), (11), (12), (13) et de ce qu'on vient de voir,

(I)1 1 (resp. (I)1 2) équivaut & l'existence de solutions entidres du
1 ?

systeéme
Ik, &, =2,k | =1 lky £, = 1y k| =1
pk1+d91= k., resp. pk1+d21=k1
Pk2+d22= k1 pk2+df2=—k2

Il résulte alors du lemme 3-~1 que l'une et l'une seulement des éventualités

(1)

1,1 et (1)1’2 est réalisée.
7 Soit toujours S(X\) n (}1 = {$} . Supposons désormais que 1'on ait
ZAaH=2AB, etdonc ZAnH=2nB . On sait (lemme 5-3) qu'il existe
un entier s 3 O et un élément wu, £0 de NnHnAs(-s %)=
(NAB) (§)) AS(=s N) telque ZnA=(Zn I—i)(u1 ) = (Zn B) (u, $°) .

Par suite, posant 0(1 =u, Ss , ONn a

Znh=(ZnB) () = ZaB)(x,) .
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Donc 17 ;1 sont liés par une relation homographique a coefficients
dans Z N B, et, raisonnant comme au lemme 5-2 (§ 4 de la démonstration),

on obtient que 0(1; ;1 sont liés par une relation de 1'un des types suivants

(A) o= ¥ o+ ¥,

(B) (exy+ ¥ )(x +¥3) =¥, ¥,€2N0B,i=1,....4, § 5, #0.

Dans ce qui suit, nous noterons (P(§ ) , (%)) 1le couple d'éléments
de (NnB)[}] associés a u, . Comme 1'automorphisme canonique o~ de
K(;}) induit un isomorphisme de 1l'anneau (N n B) [§J] sur 1l'anneau
(N nB) [§1 , il s'ensuit que, si l'on pose P(§) = ¢ (P(§)) et
0(§) = (0(F)) , alors (P(§), Q(§)) est le couple d'éléments de
(NAB) [§] associé a 31 ; en particulier, P(§) et Q($%) sont
premiers entre eux sur (N B) (§1] . Nous pouvons traiter § et _3'
comme des indéterminées sur N A B , définir sans ambigu¥té les symboles

P(0), P(0) ... etc... , et parler de racine de P(§) ... etc.

8 Supposons d'abord qu'on ait une relation du type (A)

On peut alors écrire

- R S ZR TR 4 ¢ DAL L G SV REL
25 % 1% 1 1% 5(3) 19(%)

soit
(14 F(3)0(3) T %=, 0(8)0(3) + ¥, p(R)HAS) §°
Donc, substituant O % § dans les deux membres de (14)
0 =1, 0(0) B($) + ¥, P(0) ¥ T(S) =¥, (0) + ¥, P(O) ¥
et par conséquent ¥, 0(0) = ¥, P(0) = 0 .

Comme ¥, est £0 et que P(5) et Q(5) sont premiers entre
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eux, il s'ensuit que P(0) =¥, = 0, et 1'égalité (14) devient

P(§)(T) §°= ¥, R(3)3(§) §°
et par suite

BR) oy 2B o (WaB)(3) A (NABNE)) =NnB .
0(8)% (8 )§
Comme P(§ ) et Q(§3) (resp. P(§) et Q(§)) sont premiers entre
eux (et que P(§ )¢ NnB puisque P(0) =0 et que P(}) £0) , il
s'ensuit que Q) et §(_S) € NaB, et il existe donc un élément u' # O

de NAB tel que u =2 =u §°

' oR)

0(1 = u'(% §)S °

, et donc

Alors 1'un au moins des deux éléments o, + * 10 i((x.] -;1) , soit o« ,

est £0, engendre Z nNA sur Zn B, et est de la forme
o«=u(8{)s , avec u=u€NNB

Par conséquent u € Nn Bn K(o}) =2Z(A) n K(B) , et 1'éventualité

(1)1’3 est réalisée.

9 Supposons enfin qu'on ait une relation du type (B)

On peut alors écrire

Ba= (40 (& ¥ 5) = (0, ¥+ 1)@ T4 7,)
= () 5+ ¥ 0T ).B($) T+ F, 85385

soit

(15) ¥, o(3)9(§) = (P(§7Ss+83 (3 )).(B(5) § °+ ¥5008)) .
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Comme s est >0, que P(§) P(§) est #£ 0, il résulte de cette
dernidre égalité que ni Q(§) ni Q($) n'appartiemnent & N nB . Soient
alors @ une racine de Q(§ ) dans une clBture algébrique o de Nn B,
et ¢ 1'homomorphisme de (N nB)(§) [§] dans (NnB)(§) [w] qui con-
serve les éléments de (N B)(§) et envoie § en w . Appliquant ¢

aux deux membres de (15) , on obtient :
0=P(w) $° (B(§) o + 1§, 3(§))

Comme P(Y ) et Q(F) sont premiers entre eux, on a P(w) # 0

et par suite
P(s) ws+?3§(8)=0

si ?3 est £0, on adonc, § étant transcendant sur (Nn B)(w) :

(u

= s

P e AR (A B)(3) A (N AB) () =N B
P(s) ¥ 3

et par suite u, € NnB, x4 =y SSG ZAnH, ce qui est exclu.

Donc f3= K3=0 et P(3) w® =0 . Comme u, est £0,ona

B(§) =0 (P(§)) £0, et donc w = 0 . Par conséquent, il existe un

entier s' » 0 tel que Q(§) =T§° , et 1'égalité (15) devient :

1

5,(89° = D 2(5) B(5)
ce qui implique, P(§) et Q(5) (resp. P(§) et Q(§)) étant premiers

entre eux, que P(§ ) et P(3) appartiennent 3 NnB, et donc s' =5 .

Posant P(§ ) =u , on obtient

0(1 = 4( %/ 'g)s

et 1'éventualité (I)1 4 est donc réalisée, ce qui termine la démonstration.
H
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Lemme 5-5 Notations et hypotheses du lemme 5-2 ; soient en outre

- G, (N1, o, 3, a) 1'ensemble des éléments

vérifiant la condition (I) 2 du lemme 5-2

- G2 (1,0t , 3, a) l'ensemble des éléments
vérifiant la condition (II) 2 du lemme

On suppose que

5-2 .

1) 2(8) A K(&) # 2(§) n X(B)

2) 1téventualité (I) 1 du lemme 5-3 n'est pas réalisée.

§ de Z(J) n K(X)

Y de (W) n K(&)

Dans ces conditions, l'une et l'une seulement des deux éventualités

suivantes (I-.)_.21 et (II)1 est toujours réalisde.
?

(1)2,1

Le corps Z(A) n K( &)

1 L'éventualité (I) du lemme 5-2 est réalisée.

2 Il existe un entier

~
de Z(N) tels que

et «

est

o

jo

(resp. Z(@) ~ K(at))

s> 0 et des éléments

est une extension pure de
degré 2 (resp. de degré 1) de Z(A) A K(B) (resp. Z(i)r\ K(‘[;)) .

89 u, v', v', 0, '

ues(-sNnzR)a KB, wezh)n K(F)

SA=Nn ZR)AK(B) et v' 7' =1

v!

&

Y €

G1(-)1,0(, 3,a) et §4v'§+w e S(N)

w(§+ v §+w), o =x' € (Z(R)AK(3)) [§ +v S

dedegré s en § +vVv'S§+w

=]

jo

2(6) A K(8) = (2(§)n KB (o) = (2(5) 0 K(B))(a)

si

s 1, alors &« = o'

et

(5+v' S +w')

(§+v' g +w')

€ Z(A)n K(B)
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(II)1 1 L'éventualité (II) du lemme 5-2 est réalisée. Le corps
Z(R) A K(0() (resp. Z(&;) A K(®)) est une extension pure de degré 1
de Z(N) A K(B) (resp. de Z(g_)r\ K(B)) .

2 Il existe un entier s >0 et des éléments §', u, o, o'
de Z(J1) tels que

u € S(-s )\)AZ(;On K(B)

o

|o

y'e S(N) Ana,(, &, B, a)

«=u(§)%, « =&t €(ZR)n K(B)) [§] et o
est de degré s par rapport & §'

[s)

4 2(F)n K& = @~ KB ) = @F) A KB ()
e si s>1, alors &« = &' et ?/S'GZ(J.{)(\K(E).
Démonstration.

1 On définit A, B, N, H, H comme précédemment (cf. démonstration

du lemme 4-7) et on pose

z:z(g) , 6 =6 (N, &, B,a) , G=6(N, x, B,a).

Nous utiliserons la remarque suivante :

S'il existe des éléments %y ¥, ¥' de Z +tels que

=Y« + ¥, ¥, €LAB, « ¥#0 et ZnA=(ZnB)(x)
alors il existe «" € Z N A tel que
1) 0("=;-" et Zl\A:(ZnB)(o(")

et 2) si ¥' =0, alors o("/oc1 ELZNB.
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I1 suffit en effet de prendre «" égal a oy + ;<1 si 4 + ;61 ;@ o,

i i (°<1 - &1) sinon. Nous noterons ‘!"(°‘1) (= ") cet élément.

2 Cela étant, supposons d'abord qu'on soit dans la situation (I)
du lemme 5-2 . Nos hypothéses impliquent alors qu'on est aussi dans la

situation (I)2 du lemme 5-3 , et donc (I)2 7 L est vérifiée. Soient
b

- 3, u', v', w' des éléments de N A, et s un entier » 0 vérifiant

les conditions (I)2 du lemme 5-3

- *, =u (§ +v' T+w)%.

Nous poserons
(1) ?=S+v'§+w', w1=\:"—v'w
On a alors (lemme 5-3), notant o 1'automorphisme canonique de K(%)
(ZAB) (o)) =ZnA=o(ZnK) = (ZnB)x,)

Donc o4 et ;(1 sont 1liés par une relation homographique de la
forme '

Y ooqg &gt Fy kgt Tyt B, =0,
251,...', ¥4 étant des éléments de ZN\ B non. tous nuls.

Comme § et § sont algébriquement indépendants sur N A B

(lemme 5-2) , que o, et o, sont des polynBmes de degré s 3 1. par

1 1
rapport & § et -8- , & coefficients dans N~ B , une telle relatiénA
n'est possible que si 51 = 0, soit, changeant les notations

(2) a1;Ka1+x’ , avec §, ¥'€e ZNnB, ¥ £0
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On a par ailleurs, puisque v' v' =1 (lemme 5-3)
(3) g=v" Qf + W
Si s =1, il résulte alors de (3) , du lemme 5-3 , et de la remarque du

§ 1, que les conditions (1)2 ; 2 sont vérifiées si 1'on définit v', W'
b

comme ¢i-dessus et si 1l'on prend

% = o, , c<’=r‘(<x1) u=1u'.
Si s >1, comme oy = u' § S, on obtient alors, combinant (2) et (3)
u' (;'§+w1)s= ¥ u' §§5+ .

Comme i est transcendant sur N~ B, il s'ensuit que

Donc (§ 1) r'(u1}&1 €ZnB.

Compte tenu du lemme 5-3 , les conditions (I)2 1 2 sont alors vérifides
?
si 1'on définit v' , w' comme ci-dessus, et si l'on prend o = &' = r(o<1)

u=u' r(o‘I)/OH’ puisque (lemme 4-1) u € (Z ('\‘B - {o).S(- sXN)c S(-sN).

3 Supposons maintenant que 1'on soit dans la situation (II) du lemme
5-2 . Alors

ZAH=Z A(NAH =Zn(NAB)=ZnB
ce qui implique, d'aprés (L) , que Z A A est une extension pure de degré
1 de ZnB et (lemme 4-7) , que ZnB=2nH, et montre (II)2 1.

Soient alors

- §" un élément de G2
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- o, un générateur de Z A sur ZnB=2ZAH , générateur
contenu dans Z n (H {a} -H) .

Un tel générateur existe d'aprés (L) , et on a par ailleurs (lemme 4-4) :

2@ (a}-B cNa{a}-0=[0nBH(§"]a (& (a} - H)
c(Nn H)[3"] - (NnH) = (NnB) ("] - (NAB) .
Donc «, € (Nn B) [§"] - (Na B) . Par suite, si 1'on note s le degré de

o, par rapport 2 §" (et donc par rapport & a ), il existe (lemme 4-5

et lemme 5-2 (II) 2 ¢c) des éléments u et v, de NnB tels que
(4) g+ v, €8(%) et uesl-sN).
Posant alors

(5) %' = §"+ V_I et 0(2 = u1( %')S

il est clair que §' € S(\) NG, et il résulte de (L) et du lemme 4-1

que

(6) (ZnB)(x,) =Zn A= (Z2nB)(x,)
On a par ailleurs (lemme 5-2 (II) 2) :

(n §'=a+u a+v' avec w'ENAB, u' u' =1, v'eB
Donc 'g’—l_l's=(5,+1_1’a,+w_r’)—1_1'(a,+u’§.+v')=;’—ﬁ' vie NAB .
Soit

(8) §'=u'.9'+wv , weNANB
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Or il résulte de (6) que x, et ‘;2 sont liés par une relation

homographique de la forme
] - ] (] (-
¥rogon ¥ ¥, 0+ ¥y x, +F, =0
‘6;,..., T4 étant des éléments de Z N B non tous puls.

Compte tenu de (5) et de (8) , o, & , est un polynSme en $' de
degré 2 s , & coefficients dans Nn B, et y)o, + ¥} o o+ ¥, estun
polyn8me en § de degré & s , & coefficients dans N~ B . Comme s
est > 0, il s'ensuit que *5; = 0, soit, changeant nos notations

(9) ,=Yo,+¥ , ¥,¥' €Z0B, ¥ 0

Si s =1, il résulte alors de (8) et de la remarque du § 1 que

(II)1 2 est vérifide si 1'on prend
-— - | 1
u=u, « = o o' =71 (012)

' étant défini comme ci-dessus.

Si s >1, on a, combinant (5), (8‘) et (9)
g @ e =T ()
donc, §' étant transcendant sur NN B
w= ¥'=0, 3§ /§'=U'€NnB
et par suite, compte tenu du § 1, (II)1 2 est vérifiée si 1l'on prend

“=u'=1‘(o(2) P u=(r(0‘2)/0‘2)u1’

%' étant choisi comme ci-dessus.



CHAPITRE IV .

le centre du corps enveloppant
d'une_algdbre de Ilde résoluble réelle

1. Notations — Rappels.

1-1 On garde les notations introduites aux § 1-1, 1=-3 et 1-5 du

c¢hapitre III. En outre on note

- OJ_ une algébre de Lie résoluble réelle de dimension finie n ,

fixée une fois pour toute
- D 1'idéal dérivé de g_

Pour toute sous-algeébre b de % , on identifie K(())'v a K(;)

(cf. III 4-1) , et on effectue les identifications qui donnent un sens aux

inclusions
2
N .
b cU(h) < k(h) c K(q)
n. n N n

~

b cu® c k(@) ¢ x(§)
et %* c (oJ_*)“ = (aj_)* .

On note o= 1'automorphisme canonique de K(&i) (IIT 4-1) ; il
laisse stable B , U (g) , K(’;) , et il lui correspond (ibid.) une involu-
tion o* de (65,)* . Pour tout « € K(o}) , et pour tout % € (§)*

on posera

<3|
I

o r(«) =(1/2)' (& + ) () =(i/2i}‘(o( - )

e r(N) =[12) 0+ D) GO0 =(1/28)- 0 =%

ted |
]
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Donc o = r(o) + i) , X =71(N) +i.6(N) ; r(«), i) e K(og),
r()), i(\) e 0 * - On dira que o (resp. N) est réel si o« =o
(resp. si X =) .

Pour toute partie E de K(éj) , on posera R(E) = En K( g) , et on
notera E° 1la partie de K(i) égale & E - {0} si O€EE, et égale s E

sinon.

Soit F= {oqse-+s oy} une partie ordomnée finie de K(o’j) . Posons
P ={r(o(1), Jlec )y rlaty)yeesy rlaty)y Gl ) = {Byreees Bop}s
avec (321’. = r(ui) , (521+1 = j(oc i) . On notera D(F) 1la partie de K(g)
déduite de F' par suppression des termes répétés, et des termes Pi

tels que —ﬁi figure parmi les PJ' g POUr j < i

. n .

Si B= ((51,..., (Sn) eK(g) , nous poserons : {B} ={ﬁ1,..., @n}
Enfin, pour toute extension commtative  d'un corps Q , nous noterons
a(n, Q) 1la dimension algébrique de £ sur Q .

1-2 Structure de 01 .
v

Nous ferons choix, une fois pour toutes, d'une suite de Jordan-Holder

(2) = (la= go Deeed °3m={0})

du OJ_ - module OJ- , ayant les propriétés du lemme 4-12 , dont nous gar-
derons les notations : & tout indice k & (0, m-1] est associé un objet
~\3 ~y 3 . .
(8k, al':’ al )\ky '\'k, X'k) Gv (0}) X ((03)*) , £ixé une fois mpour toutes ;
. S . P
on note I 1l'ensemble des indices k tels que dim ("&k/"}kn) =1; 11
existe p e (1, m)] tel que %P =0 .o0m posera en outre pour ‘simplifier

U =K =R, et, pour k¢m

U =Uley,) , K =Ke) . % =2g)nK , Z=2 =2g)
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et L=Z(1))=Z(%P) , et, pour k ¢ [0, m] , L =LnkK .
Donc k 2p implique Lk p] Zk .

11 résulte de III 4-1 que, pour tout k€& [0, m],

K =K = o®) , 2(§) A K =Z = 5 (@)
et pour k >p, Z(.‘Z‘))nK((;jk)=fk= o—(l‘-’k) .

Par silleurs (III 4-12) , si dim (o /oy, ) =2, alors o,  &Ca
et , °Jvk+1 ec a = ¢(<gk+1 oc ak) sont des idéaux de % distincts

et contenus dans o'} K °

1-3 Le groupe Yy .

Nous noterons

- R 1le sous-espace vectoriel de (ti)* engendré par les LS
K=0, 1,000y m=1
- Ri le sous—espace vectoriel réel de R formé des X eR tels
que )\ + X =0
~
- Y 1l'ensemble L n ( v S()\))
_ \aer
- ¥, 1'ensemble La( S(\))
. AR,
- Q' 1'ensemble des éléments u' de K(%) tels que u' u' =1

- W 1'ensemble ' AN y

Nous poserons pour k > p

Yo = wnk=yal, y00=9nk =yl
@ (k) = ‘llnfk= “"ik
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Pour tout v & Y, » nous appellerons hauteur de v , et noterons h(v)
l'entier k tel que v € qri(k) - lp'i(k+1) , si v¢G0C , et poserons
h(v) =m sinon ; h : v — h(v) applique donc Yy, dans [p, m] .

1-4 Propriétés des ensembles & , ¥y W, S(N) .

On note X\, p  des éléments de (o'j_)* y ot un élément de K(tg) - {0}
Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de nos définitions
et de IIT 3-2 et III 4-1 :

|=

Si o—(/o‘ el’f , alors &/« € U

2y, ‘qfi, Q1 , sont des sous-groupes, stables par o , du groupe
mltiplicatif L - {0} . On a les inclusions '

WD"Vi)S(O):z—{O}

v
0

S(N + p) e s(N)s(p) sG-2) =807, s(X) = os(N)

Jw

s(N).s(\)7 e Z

4 s(\) v fO} est un espace vectoriel sur [/ . Par suite
Z . 8(N) cs(N)u oy, s(\)+S(N)c s(X\)u {0}
ot 2.y Y {0y

Dans ce qui suit, et singuliérement dans les démonstrations des propo-

sitions 1 et 2 ces propriétés seront considérées comme connues.

1-5 Nous nous dirigeons maintenant vers le théoréme 4 . Une premildre
étape consistera & établir 1l'existence d'une famille (§) de générateurs

de Z sur R d'un certain type : ce sera 1l'objet de la prop. 1 , au § 2 .
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Au § 3, sera établie une propriété de décomposition des éléments de ¥
(prop. 2) . La démonstration du théoréme 4 consistera alors essentiellement &
construire, & partir d'une famille () , fournie par la prop. 1 , une
famille (¥ ') , algébriquement libre sur R , de générateurs de Z sur R ,

et ceci en utilisant 1l'outil que fournit la prop. 2 .

Structure de Z(0f) . Premiére appro—ximation.
J

Proposition 1. Les notations étant celles du § 1, soit J 1la partie
de [0, m-1] formée des indices k tels que Ek # Zk-H .

Alors il existe un recouvrement (Ji) y, 0gigT7, de J par des

parties disjointes, et, pcur tout k €J ,

1) un élément
Moo= (u, Vi W5 8y 5y 3 By 3Ty 5 Ko Ve By My 5 T S b
de (Lk_H) XL X2z X (Zk) X (Zk) X Z

2) une partie Gk de Zk

~

3) une partie NGk de 7,
tels que

(i) pour tout ke J

jo

xk=r(b,k)’ yk""'j(?fk)y Ek=r(ﬁk)’ 7k=j(pk)

b deux quelconques des 3 éléments )

ou distincts, ou tous deux nuls ; Gk = i«xk, @k, '51;}\) y Gk est algébri-

quement libre sur ik+1 et ‘\Zik= Zk+1 (Gk) .

ﬁk’ (k sont toujours,

~ v
e G =D(G)" = {x s X Vs Ek"?k}v ot I =72, (G)
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(ii)o a J =Jna [0, p-1]
. v
b si keJ_ , alors {Mk} =G =G = {x] et oy -8 €K ..
(:i.i)1 2 J, est l'ensemble des indices K € J A [p, m] tels que

dim (of fogye ) =1

b Si k €J, , alors

1

- (M) = {ne S i Tk |
=8 €SO nLy, S —a €K, L=, (§,)
- m >0, weeS=n ) nl, °‘k=uk(%k)rk

- ak:Gk= {k}

(ii)2 a2 J, est l'ensemble des indices k € Jn [p, m] tels que

dim (°Jk/°}k+1) =2 et que Ln K(%k@@ al{)'=In K(%ke ¢ ;k) =1"k+1

b si k €J2 , alors

- (”k}" = {me 800 %pe Ty }

~

. -$k :: S(Xk) nL , §, estalgébriquement indépendant
sur L, oet Lo=1L,, (Sk)
- >0, ue S(- rk\k)n 'i’k+1
o, estun é1lément de anYkH [%k] de degré r_ en %k
G = G = {oi}

3 r s b
- si r >1, alors °‘k=uk(%k)k et %k/%keLkH

(:i.i)3 a J3 est 1'ensemble des indices k& J an [p, m] tels que

dim (‘3 k/%k+1) =2, Y’“K("}kew o) ¥fk+1
et que S()\ k) A \fan(BjkGG ak) = S(Xk) n ‘fk+1
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b si k €J

3 alors

v
=M = (e S e 1
- t ° Ve 3 . re iy
- N &k_ et § K sont algébriquement indépendants sur Lk+1
o Lo=Tpy (b 5y
- . . s e 1 -— < 4
il existe des éléments v/ € S(kk )‘k) AL et

1 I [ = R, t & '
kaLk_H tels que vkvk-.1 et que Sk+vk gk+wkES(‘Ak)

-5 >0 weSna )AL,
- §1é 1 Iy [
o, est un élément de Zkr\ Lk+1 [Sk-;-vk 8k+wk]

3 4 1 1
de degré r en S,k+vk Skt Vi o

G gm o

T,
. - k
— - 1 t
si r >1, alors «, _uk(%] + v, gk+w]) et

(S + Vi S + /(S + v §y + ) € {‘lc+1

(ii)3, 2 Jyudsudg v J7 est 1'ensemble des indices k e Jn [p, m]
tels que dim (ojk/‘gkﬂ) =2, La K((Ek e ¢ ak) ¢ L
et que s(x,)aLn K((}ko Ca) ;és(\k) oLy

b si keJ4uJ5

briquement indépendants sur ‘I:'k+1 et on € S(')\k) .

uJ6 uJ7 , .alors %k et §k sont algé-

(i), si k€d

4 alors

{Mk}\, = {ue Sy 0 1Y

-5 >0, uesk-r (Xk+fk))rxbk+1‘

X = Y (%kgk)rk
G = G = {0}

(ii)5 si ke J5 , alors

- MY = [ B S %)
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- 50 , v, € S(s (;\k‘xk))"’\fkﬂ
- Pk::vk (%kls-k)sk
G = {Plr G ={%p Ny}

2, 2 -
Tkt M= "% Vi € Bent

(i:i)6 si keJ6 , alors

v
= MY = (e Y X Ve T %)
- ne >0, Ayl et woest-n )l -4 )T,

V= (5,075 G0k
Ek= »{B’k, }k}’ Gk= {xk’ yk}

(ii)7 si k EJ7 , alors

- {Mkﬁv = {%e Vio i i Eir i T Sic)

- n>0, 550, wesS-r, +3)n0L,.,
v € S(s, (N =3l

o =y (B _Sk)rk P B = (%k/§k)5k

G ={q Br} » G = {¥p M}

2, .2 -
SRR PR

(iii) si keJ-(J.vJ), alors est une extension pure de
5 7
Zk+1 et Gk est algébriquement libre sur Zk+1 .

Démonstration.

1 Pour toute assertion (P) de 1'énoncé, notons (P)k 1l'assertion
que (P) est vraie pour 1'indice k , supposé fixé (ce qui implique que

k €J) .
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Supposons définis, un recouvrement (Ji) 9y 0€i<€7T7 de J par des
parties disjointes, et, pour tout k € J , une partie
- v i
M= {‘.',k’ Vier Vigr S30 g0 By Ty %’ te} de K(d) tels que, si l'on
pose Gk= {o(k, ﬁk’vk} , alors Gk et les éléments de Ml:( vérifient
celles des assertions de 1'énoncé qui les concernent. Montrons que, dans

ces conditions, la proposition est vraie.

En effet, on peut d'abord, pour tout k € J , g.éfinir Ek’ Mk * X yk
de manidre & vérifier (i) a , et poser G = D(Gk) . Il résulte alors
de III 4-1 et de (i) b que Zk= Zk+1 (Gk) , et donc (i) est vrai.
Les assertions (ii)'t: , ©=0,1, 2, 3, 3'", 4 sont alors trivialement
vérifices. Si ke J6 , alors X et ¥y sont linéairement indépendants
sur € : sinon ¥ K et ;‘—k ne seraient pas algébriquement indépendants
sur 2, . . Par suite G = {xk, v} o et (:i.:i)6 est vérifide. Si
ke J5 v J7 , alors © K et Mk sont linéairement indépendants sur € :
sinon ﬁk serait algébrique sur Zk+1 . Si donc k € J5 , alors
Gk = {Ek’ nk} ; et (:i.i)5 est vérifide, Pour vérifier (ii)7 il suffit dans
ces conditions de montrer que, si k € J., , alors oKy é-{gk, :Ek’ 7k’ - qk}.
Dans le cas con1tra.1re, en_effet,~comne ‘EE = 1/2 E.(jk + pk) €L, (s/%)
ft que n, =3 ((3k - ﬁk) €L, (s/8§), §§ serait algébrique sur
L. (§/§) ce qui est exclu (III 2-6 et (ii)y; , b)) .

Dans ces conditions, on a, pour tout k € J - (J5 V) J7) :

d(Zk, Zk+1) = d(Zk’ Zk+1) = card G = card G_, ce qui, compte—tenu de (i) ¢
implique (ii) , et la proposition.

2 Nous allons maintenant utiliser les lemmes 5-1 4 5-5 du chapitre
III . Ces lemmes mettent en évidence 8 types d'éventualité pouvant se pré-
senter pour un couple (ot, [3) d'idéaux de oa, , éventualités qu'on peut

représenter ainsi ¢
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- (0) Cas du lemme 5-1 , si [OJ,,a] c B3
(1) Cas général du Lemme 5-1

,(1)1’1 éventualité (1)1’1 du lemme 54

| (1)1,2 " (1)1,1 du lemme 5—4
)y,3 " @y " "
(1)1, " My """
@,,4 " @, " " 2
(11), " (Im, = "

Nous dirons que k €J est du type (0) (resp. (1),...) si 1'éventualité
(0) (resp. (1),..s) est réalisée par le couple (qk, %kﬂ) .

3 Construction des ensembles J;

i=0, 15000, 7.

Définissons 1'ensemble J (resp. Iy Iy J3) par la condition de
vérifier (ii) a (resp. (ii), a, (ii), a, (ii); &) . I1 est clair alors
que 1l'ensemble J - (Jou JvJ,v J3) vérifie la condition (i:i.)3: y 8
laquelle implique, compte tenu du lemme 4-8 , que, pour les indices k de
i s . .
cet ensemble, le couple (q‘k, q.k_n) réalise 1'éventualité (I) 1 du

lemme 5-3 . Nous définirons alors les ensembles J4 ’ J5 ’ J6 , J7

comme
suit :

] - .
J4 est 1'ensemble des k € J (Jou ..1'1\.:J2 vJ3 ) de type (1)1,3

J5 n n n (1)1’4
J6 n ] " (1)1’1
J# " n " (1)1’2 o

I1 résulte alors de notre construction, et du lemme 54 , que (Ji)

ief0
est un recouvrement de J par des parties disjointes. 1€00,7]
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4 Soit alors, pour tout = € (o, 7] , 1'assertion suivante
(ii)'t' Pour tout k € JT‘ , il existe une partie ~Gk de Zk et une ptrtie
M = {uk’ Vi W S K yr ¥pr Ty S tk} de K( 0f ) telles que G,
et les éléments de Ml" vérifient, en ce qui les concernent, les assertions
(K . k . ..
W, (i), )5, ety si Te 4, 7], ((10)y,)5 .

Compte tenu des §l et 3 , il nous suffit de vérifier les assertions
(ii),é . Or (ii)l" ’ (ii)é , (ii)é , (:i.i).'7 résultent du lemme 5-4 , compte
tenu de la définition donnée 'au § 3 des ensembles Iy s J5 ’ J6 , J7 . Par
ailleurs k € J, (resp. k € J3) implique, compte tenu de II 4-8 , que: k
est de type (II)1 (resp. de type (Ili)2~,1) ; les assertions (ii)é et
(ii)é résultent alors du lemme 5-5 .

Pour vérifier (ii)") et (ii); , notons d'abord que si k€ J et
G c Zk s alors dire que G engendre Zk sur Zk-l-1~ (resp. :st algébriquement
libre sur Zk+1) revient & dl:e que G engendre 2, sur Z (resp.
est algébriquement libre sur Zk+1) . Cela étant, nous appliquerons le lemme
\¥)

~5-1"./Si k € J1 , alors xk est réel et k est de type (1) . Il existe

donc un entier T >0 et

b € S(N) nZ(Rerr )N K , u € S(-r N)nZ(Kerx ) n K,
tels que Sk~ Y € Kk+1 et que Zk = Zk+1 (uk(%k)rk)

Or, comme Ker ), est un idéal contenant D , et que K ¢ K(D) = Kp,
on a Z(Ker Xk)r\ KcL , Z(Ker ‘xk)n K 1€ Lq + Comme

%k -a €K ., il résulte alors de (L) que L = I.k_H(sk) sy ce qui
montre (ii); , et termine la démonstration.

Remarque. Supposons définiz un recouvrement (Ji) de J et, pour tout
k € J , un triplet Gk = (Mk’ Gk’ Gk) , de maniére & vérifier la prop. 1 .
Envisageons les transformations de l'un des types suivants 01, 02 « On se

donne un indice k € J, et deux éléments

€1 €0y E3C0 ) €1 €£0.

(%) Sike T, . alors ).K=0,do~nc k est detype (0) d'ou (.‘i)o’.
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(01) On conserve les triplets %’k , pour k # k. On substitue dans

PN

Mko » €4 o(ko A o(ko et é1 u a L les autres éléments de {Mko}

étant conservés. On note M; 1'élément, déduit de Mk » obtenu de la sorte,
o o
. . . . 1 1 1 1
et on définit alors de maniére évidente wun triplet ‘Z,’ko = (Mko, Gko, Gko) -

(02) On conserve les triplets ?,’k pour k # ko . On substitue dans

Moo &3Pk 2 P o €% B v T(EBa x(BL) =€y
° ° o o ° ° ) )
et j(E€ 2 Pk ) & j(Pk ) = Nk les autres éléments de {Mk } étant
o ° o o’

conservés. On note }ﬁ 1'élément, déduit de Mk , obtenu de la sorte, et
° o2 2 2
on définit alors de manidre évidente un triplet ?‘:k = (}i » &, G ) .
o o o o

Je dis que la proposition reste vérifiée si 1'on remplace ?:k par
o

§1 ou par ‘Gi , les autres ¥ étant conservés (ou, en d'autres termes,

k

o o
si 1'on effectue l'une des opérations (01), (02)) .

k

Soit en effet "to 1'indice tel que ko € Jq: . Adoptons les notations
; o

des § 1 et 4 de la démonstration de la prop. 1. L'ensemble Ml': est remplacé
o

par un ensemble (Ml'( )1 , ou (Ml" )2 « I1 suffit, compte tenu du § 1 de la
' o 0

démonstration, de montrer que 311‘ (resp. 'éi ) et les éléments de (D&: )
ok o o
(resp. M )2 , vérifient ((ii)' ) © , ce qui est trivial.

) To

3. Proposition 2.

() Les notations étant celles de la prop. 1 ; on suppose choisis un
recouvrement (Ji) de J , et, pour tout k € J , une partie (M.} de K(i)
de maniére & vérifier la dite proposition. Dans ces conditions, tout élément

v de lP‘i posséde la propriété suivante

(P) Il existe des éléments z(v), u(v), F(v) de L (*) tels que

(¥) les symboles z( ), u( ), p( ) ne sont pas fonctionnels ; il en est de

m#me des symboles «'( ),... introduits dans la démonstration.
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a v=az(v) .ulv) . P(v)
boa(v) ey, ul) e W) , o()e y ) .
¢ ou bien P(v) =1, ou bien il existe un entier { > h(v)

de J uJ2 vd,vd, ud, et un élément « (v) de Z tels que

1 3 4 7 1 +1

PO P (V) = ay(v) et p(v)e y ()

(ii) Pour tout couple d'entiers (k,, k,) tels que p< k, ¢ k
17 72 que Pg By € Eyo

si v est un élément de 'q)'i(k1) tel que v v e Zk , alors il existe un
2

élément v, de U (k1) et un élément v

1 de wi(kZ) tels que v=v_, v, .

2 12

Démonstration.

1 Disons qu'un élément v € f.|fi a la propriété (P') si il

existe des éléments z'(v), u'(v), P' (v) de L tels que

a' v=2z'(v) .u'(v) . P'(V)
b2 w) € Zy iy, wv) € VA, ptv) € ¥, (n(v)

c' ou bien P’(v) 3 zp‘i(h(v) + 1), ou bien P'(v) vérifie

la condition ¢ de 1'énoncé.

Nous montrons au § 2 que si tout élément de ¥, vérifie (P') ,
alors tout élément de Y vérifie (P) . Aux § 3, 4 et aux § 62312,
on se donne un élément v de z,ri , et on montre que v vérifie (P') . On
note m 1'élément de R, tel que v e S(pu). Alorsv v e S(p+ p)e s(0)c z.
On note k' 1l'entier > h(v) tel que vveé& Zev = Deryq (on pose k' =m
si veC).Lecas : h(v) < k' est étudié aux § 3 et 4 . On en déduit
(ii) au § 5 . Les § 6 & 12 étudient le cas : h(v) = k' . L'assertion (i)
résulte alors du § 2 , Notons que (P) et (P') sont trivialement vérifides

pour les éléments v € q:i de hauteur m : ils appartiennent & € .
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Nous userons dans ce qui suit des notations suivantes. La lettre o~
désignera 1'automorphisme canonique de K(&j_) « 8i L est un sous-anneau
e L, si €, N »+.. sont des éléments de T, etsi P(E, R oseee)
'est un élément de L, (>R yees) , on écrit P (€, ﬁ yees) DpOUT,

o (P(€, i],...)) . Si donc p =€,oma P(E, €,...) = (P(E, € ,...)
2 Soient les assertions suivantes

(P")) tvey, =V vérifie (P')

(B) : ve y [kKe=v véritie (P) .

On sait que (Pm) est vraie. Montrons qu'on a, pour tout ke [p, m=1] :

t
(B ot () =) -
Soit en effet v € t‘ri(k) vérifiant (P'), et soient z'(v), u'(v), f'(v)
les é1éments d'une décomposition de v vérifiant a', b', ¢' . Si P'(v)
vérifie ¢ , alors v vérifie (P) ; sinon P'(v) € l|fi(k+1) , et donc

p'(v) vérifie (P) ; On peut alors écrire, notant z(P '(v))geees P (P '(v))

les éléments d'une décomposition de p'(v) vérifiant s, b, ¢ :
v=2z'(v) .u(v) . (z(p'(V) . ulp'(¥) . p(p'(v)
et par suite v vérifie (P) ; il suffit de prendre
z(v) = z'(v).z(P'(v)) . ulv) = u'(v).u(P'(v)), ?(v) =p (¢' ) .

Il s'ensuit que (Pc')) implique que tous les éléments de ¥, vérifient (P)
il suffit donc de vérifier (Pc')) .

3 Soient v, Ao k' définis comme au § 1 . Posons

k=h(V) V1=V;
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Supposons d'abord :

k <k' et dim (%k/“}k-n) =1.

-~ ~ ~ ~
Comme Lk - Lk+1 est £¢ , puisque v € Lk - Lk+1 » 11 en est de mBme
de L -L .. donc ((L)) , il existe un générateur § de L sur
L,y telaue § -a €K . .Par suite (II 4-3)

(1) Dx S - ‘)\k(x)) % € Lk+1 pour tout x &€ 0f
Soit alors (P(§), Q( §)) 1le couple d'éléments de Y‘k+1 {$) associés
2 v . On a donc P(%).f(i)=v1Q(§).§(S),avec v:'GZkHc.‘fkﬂ.

I1 existe par suite v, e i"k+1 tel que P(%) =0(%) v, » et par conséquent
v=v, (0(s)/n(s )) . On a alors, pour tout x & o

(@) p) 1= dv =l vy, + (0 BSN/A(S) - (0 o(3)/0(5)
Par suite (II 2-5) , (D 0(8)/0(%)) et (1)x 0(3)/9(%) appartien~

nent & i"k+1 . Or on a, notant r 1le degré de Q( %) (et de T(§)) par
rapport & §

28) = $ 4+ 577 4l B(§) = 5% 4eee 577 4.
et donc, compte tenu de (1) :

D Q(3) =xX,(x) §7 +... D(B(§)) =r XN, (x) 8" +...
ce qui implique que Q($) et 0(%) € S(r Xk-) . Par suite
0(§)/0(s) € an “M'c WV(k) et, compte temu de (2) ,

4 Z 3 . ' . . .
v, € S(}..,) n Lk+1 oy i(k + 1) . Partant, v vérifie (P') : il suffit
de prendre

z'(v) =1, u'(v) =0(§)/0(s) , f,'(v)=v2
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4 Supposons maintenant

k <k' et dim (ﬁk/%k-n ) =2
Comme v € \i'k - Zk+1 , ON a ka # ik_n et on peut appliquer III 5-2 .

Distinguons deux cas

a L'éventualité (II) du lemme 5-2 est réalisée. On sait alors

qu'il existe §'e fak et u'e Ek+1 n Q' tels que

~ ~ ~

) L = Lk+1( ") §' est algébriquement indépendant sur Lo
3 ~ ~
et Dx ' - Ax) §'e Lk+1 pour tout x € 9

et

(@ Fr-dvgoe L,

(cette dernidre relation résultant de III 5-2 (II) 2 ¢ et d) . Notons
®P(s'), 9($')) 1le couple d'éléments de QI.';KH [$"] - associé & v . On
adonc P(§") BF(3') = v, Q(s) 9(§ ") , avec vi€ L 4, et il résulte
de (4) que 'P-(E ') (resp. O(5 ') est un polynSme en § de mBme degré
que P(§') (resp. Q( §')) . Il existe donc v, € ik+1 tel que

P(§') =0(% ") v, » et par suite v=1v, (@ (5')/0(%) ) . On a alors,
pour tout x & 0}

(5) p).1=p_wv=p vlv,+ @ 55 NAG" - @ (s )/0(s")

Or il résulte de (3) que D 0( ") (resp. D_ 0(3 ') est un polynSme en
§' de degré & celui de Q($') (resp. O(5 ')); comme QJ(§ ') et

0(8 ') sont premiers entre eux sur nf'k+1 [$'] , puisque P(§') =0(3x ") v,
il s'ensuiv (IIT 2-5) que (D_0($))/0(§') et (D_0(3'))/AGR e Tk+1 ;
On déduit alors de (3) , de la m8meé manidre qu'au § 3 , que 0(g') € S(rx k);
et donc Q(§ ') € S(r )_‘k) , ce qui implique (cf. (5) :
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AT /SN €5, - A NAL n W ¢ k)
et, compte temu de (5) , v, € S(r.+ r(')\k —‘)-k)) n 'i"k+1 c oy i(k +1) .

L'égalité v =1 . Q(§ ") /o( $ . v, montre alors que v vérifie
(P') : il suffit de prendre

2'(v) =1, uw@eFAR8) , p'=v,.

b L'éventualité (I) du lemme 5-2 est réalisée. Soit alors $ € ‘ik
tel quj S - a € k‘k+1_ et Ek = ?ki1 (S,_g) . I1 existe alors deux éléments
P=P(5, $), 0=0(%, §) de L (g ,%) , premiers entre eux sur
L., () I[N et tels que v =P/Q . On a donc

(6) P, 9B(3, 9 =V, (S, 9).0(8, %) , avec \2 =Vvy é‘f‘k+1 .

1 existe donc un élément P, = P1 (T, 3) de Yk+1 (s, S| et un élément
P, = PZ(E ) de ik+1 [$1 tels que
M 8, D=2, 1) P8 )
7 , =P ’ .
Q 3 $ W

et que 1’2 et les coefficients (dans ?'k+1 f-g' }) des puissances de §
dans P, soient premiers entre eux sur T‘k+1 [§1 . Comparant (6) et
(7) , on obtient

(8) P1(-g, S)~f1(8y§)-v1=1’2(-8)-52($)-

Donc (III 2-2) P, —d1v15e P, dans Lk+1 [g, S_] , et Ear sults P2
divise P, dans L, (5, s] .~Par conséquent, P1/ P, et P1/P2é L -

Notant alors v, un élément de Lk+1 tel que P_2 =V, P1 , il vient :

v=P/0=(B/F) . (B,/p) .v,=(BE,/(PF))vV,
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Compte tenu de III 2-4 , on peut alors écrire v sous la forme
v (T, 8)/ By(8,5) vy s

Py =P, (5, §) étent un élément de L. [T, 31 tel que P, ot Py
n'aient aucun diviseur commun non trivial dans Lk+1 [g ’ S] .

, supposer que P, a été choisi

On peut en outre, modifiant au besoin v 3

2
tel que

o, étant des entiers > O .
On a alors, pour tout x & Jf

(10) IL(X)J =D v/v = D v2/v2
+ (D PB(" ’ S))/P3(§ y 8) - (D i’-3(8; 19)'% P3(§ )y 8)
Comme P, et ?3 sont premiers entre eux sur (%1 (5)) [S] et sur
(‘i’kﬂ( $)) {51, il résulte alors de III 2-5 (appliqué 2 fois) que
(0, By(F 5 §)/,(5,8) et (0 By (8, /A8, D
€Ty, (3)n I’k+1 (§) = Ly o

et ceci pour tout x é§ . Or il résulte de (9) et de III 4-3 9que, pour
tout x € 6"

D, Py(5 5 8) = §F (o0, () +o T (x) §%+.0. §77 4000) 487 7V(0)

et donc P3(§ »$) € S('t)‘k +0 fk) , et par suite 1-5"3(% » §) € Sl ;‘-k +o')~k) ’
Py, 8)/ By(§, §) es((x =) =R AL a W' ¢ Wk . On déduit
alors de (10) que v, € S(),L + (x —a')(_‘)\k -)\k)) r\“I:k._‘_1 c l#'i (k1) o

Dans ces conditions, 1'égalité v =1 . (P3('§ »$)/ 173(‘& y §)) . v, montre
que v vérifie (P') : il suffit de prendre
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Py(%, §)
Py(5, 9

z2'(v) =1 , uw(v) =

", et e'(v) =v2 .
2 L'assertion suivante résulte aussitdt des § 3 et 4 .

(A) si w e ¥, et si wwe zh(w)+1 , alors il existe u"(w) € 1 (h(w))

et P"(w) € z’ri(h(w) + 1) tels que w = u"(w). f"(w) .

Soient

(i.i)k K 1l'assertion déduite de (ii) en y fixant k

K
17 %2 2

1’
(ii)f » la conjonction des assertions (ii) , pour
5y Ky

Psk ¢k gm et ko-k 1>0.

2" 1 "

I1 est clair que (ii) est la conjonction des assertions (ii)o, (ii)1,
ces (ii)m_P et que (:i.i)o est trivialement vraie. Il suffit donc, pour
établir (ii) de vérifier que, pour £ € [0, m=p-1], ((A) et (ii)i) ———>(ii}_‘1
Supposons donc (ii)ﬂ vérifide, et soit we ¥, tel que
Vel par € Tngu)er - Alors PO PTT) = v W e 2y,
et p"(w) e ¥y (h(w) + 1) . Donc (11)2 implique que p"(w) = LIRS

]

avec W} e W (hu( P“(w))) et w,€ y . (h(w) + £ + 1) . Donc
w/w2 =u"(w) . vy € U (h(w)) ce qui termine la démonstration.

Revenant maintenant & 1'étude entreprise aux § 3 et 4 , supposons
désormais que k = h(v) = k' . Alors k € U J. , ce qui nous améne

4 distinguer sept cas. ie(1,7]

6 keg,
r
. . k
On a alors, avec les notations de la prop. 1 (11)1 ) oy = uk(Sk) ,
donc Sk , qui appartient & S()‘k) , est algébrique de degré r, sur
Lq (o(k) , et Lk_'—' (Lk+1 (e(k)) (%k) . Par conséquent (III 4-10).

(10) v=v! (gk)f yostan ,vies(p-Dp)nT (x))
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I1 s'ensuit (III 4-9) que
(11) v;--vzv3 ’ 'vzezk', v361k+1 I\S(};-ka)

soit
(12) v=vy . 1. G800, w3t e s at cw .

Si 4 =0, alors v, € qri(k+1) et donc v vérifie (P') : il
suffit de prendre

z'(v)=v2, u(v) =1, .P'(v)=v3.

Si 2> 0, on déduit de (11) et (12) , puisque v?eZk:

-

V373 (8 k)zg =V, Y, € =T, (3(Sy) )

Comme O < f < 1, » il en résulte (III 2-8) que 28 = et

"k
(13) (v3(s k)Q ). (v 3(81;)2 ) = V4 oy s 8VEC V, E L . .

Les relations (11) (12), (13) montrent alors que v vérifie (P') (et
m8me (P)) : il suffit de prendre

z2'(v) = v, u(v) =1, f'(v) - 73(§k)e

1 ke,

Soient o T W des éléments de K(o&) vérifiant la prop.

K Sk’

1 (11)2 - Mlors  §, € S(Xk) et Sk est algébrique de degré & r

sur ‘ik+1 (o(k) .Comme ik= (fk+1(°‘k))(%k) , on a par conséquent (III 4-10
(10)! v=v: (s k)z , avec 0<% < En et v, € S(};- ka)n .i"k+1(°‘k)

et il résulte alors de III 4-9 que
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(1)’ v; =V.V

~ o~
, V30 avec v,€ L et v3éS(,4—2)\k)nI.k+1

Par conséquent
(12)" vav, 1. (Y et v(sple s(u) a T < 4, )

Si =0, alors vy € S(}&) AL, ¢ yi(k+1) , et donc v vérifie (P!) :
il suffit de prendre

z'(v) = Vs u'(v) = 1 f'(v) = v,
Ssi £ >0, alors r, > 1, donc (prop. 1(‘Zii)2) ) Ry = uk(sk)rk

et il existe x, € L . -{0} telque § = =, %, ; on déduit dans
ces conditions de (11)' et (12)' , puisque v v € Z :

vy 3% k)!2 (8 k)zz = ‘("3(3 W50 k)l: MAZAPRPL T (uk(sk)]k) .

, il en résulte (III 2-8) , que 2f =r_ et

Comme O <Q < r N

k
(13)! (VB(Sk)I ) (;3(-8- k)z) =V, , avec V, € Zk+1 .

Les relations (11)', (12)', (13)' montrent alors que v vérifie (P') (et
m8me (P)) : il suffit de prendre '

z'(V)=V2 , u'(v) =1, P'(v)=v3(8k)2
8 kéJ3

Notations de la prop. 1 (ii)3 : sk' W Vis Vo Tys o, - On pose

[ [ [
gk_ Sk"'vk gk+wk.

Dans ces conditions, Sk est algébrique de.degré <1, ~sur Lk+1 (e ) ,
Xk € S( ) et I.k Lk+1 (gk, sk) , ce qui 1mp11que que
1k+1(8k’ Sk) nZ= Zk Zk+1 (x ) c Lk+1(°‘ ) . Par ailleurs comme (tou]ours
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en vertu de la prop. 1 (ii)3) v est £0 et que 3y °t §k sont algé-

briquement indépendants sur Lk+1 s 3 x ¢t 3 sont également algébriquement
indépendants sur i"k+1 . Montrons que dans ces conditions, les hypotheses
du lemme 4-11 de III sont remplies, si ll'onp'end, avec les notations de ce

lemme :

S=Sk, %'=Sl'{: )‘.=\k’ E='i:k+1; %= oy

et si 1'on choisit i égal & la forme linéaire que nous avons ici pareille-
ment désignée. Compte tenu de ce que nous venons de voir, il suffit de véri-
fier la condition e de ce lemme. Mais elle résulte de la prop. (:i.i)3 a et
du lemme 4-8 (iii) de III , car l'espace vectoriel B (cf. § 1~3 du
présent chapitre) guquel appartiennent )\ et Mo posséde les propriétés
de 1'espace vectoriel, pareillement noté & , de 1'énoncé du lemme 4-8 .

I1 s'ensuit que
- L ' - T '
(10)" v = v’;(sl,{) y avec 0 ¢ L < T, et vie S(}A D‘k) AL (€ k)
et il résulte alors de III 4-9 que

(11)n v; =7V, V3, avec v, € Zk et AL GS(}& -!Xk)“ Lk+1

et donc
(12" v=v, 1. DY) et (it e s af c v

Si U =0, alors vy € S(}l.)f\ L.,cw, (k+1) , et donc v vérifie
(P') ; il suffit de prendre

zt(v) = v, vi(v) =1, P'(v);v3 .
. 132
Si >0, alors r, > 1, et donc (prop. 1 (ii)3) y oy = uk( gl'{) et

~ — ' T . e . 0 0] "
S 1; = Xy %k , avec x__ke Lk+1 ; on déduit dans ces conditions de (11)
et™ (12)" , puisque v v ¢ Z, :
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- ? ! 2’_ ] Q S(av Yy _ oo v - [} rk
v5 VB(Xk) (% k) = (V3(S k) )-(V3(g k) ) = vv/vzvzezk = Zk+1 (Uk(Sk) ).
Comme O < < e il en résulte (III 2-8) que 2§ = r et

(13)" (V'B(Xl")‘? ) . (33(51'&)2 ) = V4 o) s 8VeC V, € Zk+1 .

Les relations (11)", (12)", (13)" montrent alors que v vérifie (P!)
(et m&me (P)) : il suffit de prendre

z'(v):v2 , u'(v) =1, P'(v)=v3(gk)e
9 kedJ

4

On a, avec les notations de la prop. 1 (ii)3', et (ii)4 :

i € SO\ ) et °‘k=“k(3k§k)k’ U € Loy

Par suite %k est algébrique de degré < r, sur le corps L (3 K X k) ’
lequel est stable par o‘ . Par ailleurs

g

Gy Qo8P 2=ty nz=7 c () c b (o)
Nous pouvons donc appliquer III 4-10 . Par conséquent
= v! ] T <
(14) v = v (%k) y avec 0@ < Ty et v; e Lk+1 (3 K’ “k) A S()"_“‘k)‘
‘‘omme L (% ,) i) est stable par 0} (puisque gké S(X\ )) » et que =
et Xk sont algébriquement indépendants sur I'k+1 (pulsque S K et Sk
le sont) , on a alors, d'une part (III 4-9)
' _ ~ - ~ -
(15) vi=7v, vy, avec V,€ Z, et vye S(}L B)\k) oLy (gk)

&£t d'autre part
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Lyt B nZely, Bl (x) =1
Par conséquent (III 4-10)

~

- W -
(16) vy=7v, (Sk) yavec v € 7, et v, € S(p -0, - )k)(\[.'(_"1

soit, en combinant (14), (15) et (16) ,

17 v=v,. vy (s

. G et v (307 (3006 sga Ty oy, ).

Comme v v € Zk , on déduit alors de (15) et (17) que

v+l

Ve 507 = (507 (30D, )V (30 =

- = - r
=V, Va € Be= Ty (80 K)
et par conséquent (III 2-8) :

avec qe %

(2+\>=q.1’k,

(18)

j(u(i DY) L GBIV () =gl )Y, vs e g,
Posant alors

q=2t+ g , t€ Z, £€=0 ou 1
(19)

e =307 (38 ) = (v, )G R L (g 0
on déduit de (17) et (18) que
(20) Vg € wi(k) ) Ve ;6 = vs(o\k)i' et v=v, . ((xk)t - Vg

Si & =1, il résulte alors de (15), (18), et (20) que v vérifie
(P') (et mBme (P)) : il suffit de prendre
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z'(v) = v2.(qk)t , u'(v) =1, ?'(v) = Vg

8i € =0, alors v, ;6 =V5 €% . » donc, compte tenu de (ii) ,

(21) Ve = Vg + Vg, 8VEC V. € (k) et vg € qri(k+1) .

L'égalité v=v, . (qk)t Vq « Vg et les relations (15), (21)
montrent alors que v vérifie (P') : il suffit de prendre

z'(v) = v2(o( k)t, u'(v) = Vo P'(v) = vg

10 kedg

On a alors, les notations étant celles de la prop. 1 -(ii)S

pk=vk(8k/g-k)sek,avec s, >0 et Ske S('}«k)

Donc vk( 3 k)sk =P (3 k)sk » ce qui montre que %, est algébrique

de degré ¢ s sur le corps i'k+1 3 ") ﬁk) ; lequel est stable par q .
Par ailleurs

L@ P nZ=g Ty (pe B Gy
et par conséquent (III 4-10)
(22) v = v; (%k)l, avec v; € S()n - ka)“‘i‘kn(?’ K’ ﬂk) et 0g( <Se

Comme 'fk+1 (3 k) est stable par 3'& (puisque gk € s(x k) , On &
(111 4-9) :

23) vi=v,vy, v,€h, v;ES(p-PaT G

- . . ~
Comme xk et § K sont a,lgébnquelfent indépendants sur I‘k+1
(prop. 1 (11)3,) , il en est de méme de Sk et Pk , et donc
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BG 0 =T, G n G e R aly () =T,
et par conséquent (III 4-10)
(24) vy =v,(§ k)" savec v € Z, et v, ES5(p - 0%, "",’:k)“ Tk-!-l'
Soit en combinant (22), (23) et (24) :
(25) v=v,.v (5, (5ot v )7 (8 k)! e Sy cy, (k)

Comme v Vv € % , on déduit alors de (23) et (25)

e Ty (3, 307 = 0,307 PO, YT 6N
cvify T, et mh (85D "
et par conséquent (III 2-6) , v =~-§ et
(26) v=v,.v, (gk/g'k)2
Comme v, € Z_ (cf. (23)) ot que (§,/ s'k)l € SQOA 0L n ¢ i)

on a donc v, € S(u - I(\k - Xk))n Ik+1 c qt'i(kﬂ) . L'égalité (26)
montre alors que v vérifie (P') : il suffit de prendre

2@ =v,, w@ =g,/ o =, .

1 ked,

On a alors, les notations étant celles de la prop. 1 (:i.i)6 :
)

r - - _
‘k=wk(8k)k'(sk oo =200, )
avec T,

A T M A
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ce qui implique que les corps I'k+1 (}fk, ;—k) et Lk+1(xk’ }k’ -S:k)
sont stables par (% . Par ailleurs, les inclusions

~ ~

By O B NG §) n E=T nZ=7F i (v, §)

montrent que III 4-10 est applicable & ces deux corps. Une premiére applica-
tion donne '

@) vavi(sl o Lem vie st T (0 B §).
Une seconde application donne

(28) vi=v,(§ )", ved vyes(p-In, -vidaL (¥, ¥,).
Appliquant ensuite III 4-9 (ce qui est possible, car T # |tki implique

(III 2-6) que ¥y fk et Xk/ ik sont algébriquement indépendants sur
‘{k+1 : il en est donc de m8me de }'k et Y k) , on obtient ‘

(29) vy =vy v, vyeh, vyespoan -vi)a L,
Soit en combinant (27); (28) et (29) :
(30) v= Vy eV, § k)" (%k)c

Comme VvV E Z_, on obtient alors de (29) et (30) :

v st = G0 G DE,E 07 b))

- ~ ~ k= t
=viv,v, €2 =25 ,0v() “G X .,

B 60K (50K

Par suite (iII 2-2) , il existe un élément w de .i'k+1 , et deux entiers
k1 , k2 tels que
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k k
(80" =wr ) "G 2=
k k (r, g +t k) (4 k& +r k)
=vlg) L) 2 KT w2 (3, R R

et par conséquent, %k et §k étant algébriquement indépendants sur

Tierr

Q+»)=rk.k1+tk.k2=rk.k2+tk.k1

donc (rk - tk) k1 = (rk - tk) k, -
Comme T - tk est # 0, il s'ensuit que

(31) k =k, et 2+\J=(rk+tk)k1.

Posant alors

. k1
q=2—rk.k1 , v5=v3(xk)

(32) -k1 - \V Ji 'k1
ve =V, (¥, (BT (§)7 5 v =v,0q)

il vient, compte tenu de (31) :
qa=1 -r ok =t ok -V
et
-k \)—1'.kk p-r .k
- 1 k™1
) -(Xk) =V7-(8k/§k)q-

' 1
(33)  vg=(vy-00) (5
Par suite, combinant (30), (32) et (33) et compte tenu de (29) , on
obtient

(34) v=vs. (sk/s-k)q. 7,v5€~2:k.
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Pir suite s € S().J.- q(k~k— ik)) n I'k+1 c yi(k+1) . Comme par ailleurs
(%k/sk)q € S(q-(kk- Xk)) n Lk A ¢ 1 (k) , il résulte alors de 1'égalité
(34) que v vérifie (P') : il suffit de prendre

2'(v) =v

57 t&'(v)=(3k/§k)q', P'(v)=v7.

12 k€, .

On a alors, les notations étant celles de la prop. 1 (ii)7 ,
-k -5k 0~ 0~
2= n (8 §)) P = k(3 810 B = B lop py)
avec >0, 5 >0 et 3, € S('\k) ,
ce qui implique que les corps
~ ) ~ -
L (®per Bri) €8 Tpq (i Ber §0)
sont stables par 61 . Par ailleurs, les inclusions
(oo @) (g §J A 2= n 2=7 c T« )s By)

montrent que III 4-10 est applicable & ces deux corps. De la m&me maniére qu'au

§ 11 , une double application de III 4~10 donne alors
- 1(C v 2 1 -9y - ~ .
(35) v=vi(§ )7 (508 e vies(p-vi -DInL & B
Comme Sk et § K sont algébriquement indépendants sur Lk+1 (prop. 1

(ii)3,) , il en est de mBme de x, et B, (III 2-6) et par conséquent
(111 4-9)

(36) v;=v2v3, vzezk , vBGS(}a. -V )Tk-ekk)n ‘i’k+1'

Soit en combinant (35) et (36)
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6N v=v, G ) et )7 G € ST ¢y, 0.

Comme VvV V € Z_, on déduit alors de (36) et (37)

v 56 807 = G 07 (505G 07 (5 Y

=v v7/v2 ;2 €%c ‘Z'k_i_‘(.o( k’@k)c \i'kﬂ(“ K’ p_k)‘

Il existe donc (III 2-2) des entiers k
~
de Ik-n tels que

1? k2 € 2, et un élément w

Kk, k k, k (1, J,-s.k) (r, K +s .k,)
v3;3(§ksk)f+z = wlw,) R ®,) 2 _ wi,) '1("1&) 2(§k) kTk2 5, S S

= = - ' ;
et par conséquent v +J{ = ook ts ck=n .k -5 .k, . Il s'ensuit
que

( ){k2=0 \>+Je=rk.k1 ’ wGZk_._1
38

k
55 0 (3 5 (B )7 (58 ) = wla)) ]

‘Posant alors

k,=2t+6 , € =0oul

(39)

vy =vla)t e = v (§ OV (5 P ()™

on a, compte tenu de (36), (38), (37)
~ = _ €
(40) v, € Zk s V5 e Vs = wi(o k) » V5 € g‘ri(k)

(41) V=V, Vs

Si € =0, il résulte alors de (40),(38) et de (ii) que Vg = VgVg s
avec v6l € W(k) et v, € wi(k+1) . Donc, compte tenu de (41) ,



ALGEBRE DE LIE RESOLUBLE REELLE 14y

V=V, .V 'v7 » égalité qui montre que v vérifie (P') : il suffit de
prendre

z'(v) =v,, u'(v) =Ve f"(v) =V .

Si €=1, 1'égalité (41) montre, compte tenu de (38) et (40) que v
vérifie (P') (et m#me (P)) : il suffit de prendre

z'(v)=v4, wWiv) =1, f'(v)=v5,

ce qui termine la démonstration.

4. Théoréme 4

Le centre du corps enveloppant d'une algébre de Lie résoluble réelle o
de dimension finie est une extension pure de R ; son degré de transcendance
est majoré par la dimension de o& et lui est strictement inférieur si . %

n'est pas commutative.

Démonstration.

1. Les notations sont celles du § 1 et de la prop. 1. Les références
aux § 1 & 3 du présent chapitre sont notées IV § 1 ,... etc, ceci pour les
distinguer des références aux § de la présente démonstration, lesquelles

ne comportent pas le symbole IV .

Nous allons montrer que Z( %) est une extension pure de R . Comme
d(Z(g ), R) = d(Z(b}), €) - c'est une conséquence immédiate de III 4-1 -,
les autres assertions du théoréme résulteront alors trivialement de II

th. 2.

Pour ce faire, nous supposerons les ensembles J, Ji, 0gig T, définis

et fixés une fois pour toutes conformément 3 la prop. 1 (*) et nous intro-

(%) On vérifierait sans peine, mais c'est inutile pour notre propos, que la

donnée de o et (D), () étant la suite de Jordan-Holder du of - module
0(} introduite plus haut (IV § 1-2) détermine compldtement les ensembles Jet J;
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duirons les objets suivants.

a On notera ' F 1'ensemble des familles F = ( {Mk} )k €J de
parties {Mk} = {uk, Vyreees tk} de K(q) vérifiant les assertions de
la prop. 1. Nous dirons que w,..., t (k € J) sont les éléments de F .
Si F, F' sont deux éléments de [ et qu'on note, pour k € J ,
W Vigees (resp. u, vl';"") les éléments de F (resp.. F') , on dira que
ul (resp. vl':,...) est 1'homologue (dans F') de W (resp. vk,...) . A
tout F € § correspond une partie finie < Z(oa_)‘) , qu'on notera G, ,

F
telle que Z(tg) = R(GF) , ainsi qu'il résulte de la prop. 1 , savoir

GF = kkst {o( K % Yy Ek’ ']k}v

On notera Fo = ( {Mk(o)})k eg ™ élément de F fixé une fois pour
toutes. Les éléments de F = seront notés uk(O),... etc.

. v 7V
b Soient ¢ € J, z, € Zz_._1 ) 2, € Z£+1 . Nous noterons

01( L, z’) - 02(2 ’ z2) les opérations définies comme suit.

Soit F € F . Alors 0,(2, z,) F (resp. 02(1 » 2,)F est la famille
de parties de K(E}) déduite de F par substitution de

z1 “Q a 0‘2 et z1 ul a u2

©’

(resp. z, {32 a Pt » 2, Vp a ) I‘(22 {5') 452 , e.t \_xj(zQ (3,) a rh\

les autres éléments de F étant conservés.

1, 2) . Il résulte

On notera O 1'ensemble des 0, (£, z2) @G
de la remarque suivant le prop. 1 que les éléments de (© sont des bijections
de F sur lui-mBme. On désignera par 9, le sous—-groupe du groupe symé-

trique de & engendré par O , et on posera :

Fo= G- F -
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2. Les ensembles wA’ ¥y

Etant donné un élément F € F , la prop. 2 (i) assure 1'existence,

pour tout v € qri , d'une factorisation
(1 v=20) .ul) . plv)

jouissant d'une certaine propriété (P) , laquelle dépend & priori du choix
de F : convenons de dire que (1) est une factorisation fo 0 et que fp
jouit de la propriété (P)F . On s'assure aussit8t, sur 1'énoncé de (P)
(cf. prop. 2) et la définition de g_ s que, pour tout F'e& (j_ .F, fF
jouit de la propriété (P)F' . On peut donc dire, en un sens évident, que
fF dépend seulement de 9_ . F . Cela étant, nous dirons qé'une factorisa-

tion
fFo: v = z(v).u(v). p(V)

d'un élément v € z,ri est une factorisation WA (resp. ({;B) si
P(v) =1 (resp. P(v) # 1). Nous noterons

- q‘A la partie de "’i formée des v € Y i qui admettent une

factorisation ¢,

- UB le complémentaire de qu dans lp'i tles vE€E W'B admettent

donc une factorisation "'B .

I1 résulte de ce qu'on vient de voir de Q[A, qu ne sont pas modifiée

si 1'on remplace Fo par un élément quelconque de Fo-

3. la propriété (Q).

Soit F un élément de § dont les éléments sont notés Weoyeoo etc.

Nous dirons que F a la propriété (Q) 's'il existe

143
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- une partie J* de J5 v J7
et
- une application injective 1 : J¥ —> J1 v J2 V) J3 v J4 uJ7

telles que

o

. - * a —
si kE(Jqu.?) J% , alors pk.pk—1

b si ke Jd*¥, alors (k) >k et Bkék=°‘q(k) .
4. Cela étant, la démonstration s'effectuera en deux étapes. La premiére

consistera & construire un élément de § o ayant la propriété (Q) . Pour

ce faire, on déduira de Fo , par des opérations 0 € (3' , des éléments

Fi € Fo , i=1,2, 3, et de sorte que F3 vérifie (Q) - Ce sera 1'objet

des § 5 & 12 . Les éléments de Fi seront notés uk(i),... o(k(i),...

(keJ, i=1, 2, 3), et nous poserons (cf. § 1) : G, = G . La seconde
i
étape consistera a déduire de G3 une famille algébriquement libre de géné-

rateurs de Z sur R . Ce sera l'objet du § 13.

5. Il résulte de la prop. 1 (ii)5 et (ii)7 que, si k €Jdy v d,,
alors vk(O) I3 l‘(i(k+1) . Nous noterons J5(A) (resp. JS(B)) la partie de
J; formée des indices k tels que vk(O) €y, (resp. vk(O) € WB) .
Définition analogue de J7(A) et J7(B) . Cela étant, il résulte de la
prop. 2 (i) et de la définition de wA » Yy qu'il existe, pour tout

k € J5 v J, , des éléments

(@) woey (1), vy € (1), W €7,
tels que
(3) vk(o) =W wl'{ W

et qu'en outre

-si k€ J5(A) U J7(A) , alors w_=1
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-si ke JS(B) U J7(B) , alors il existe un entier {£(k) et un

élément ;k € Z tels que

@ s’wk &€ Wl( R (k) ’ ;;k € Zl(k)""
2 Vie Vie = % () "
et

(5) 2(k) > k et £(k) €3, VI,V ud, vl

On définit alors F1 par 1'égalité

F, = ( l I 0, (i, (wl"')"1)).F°

1 k":Jqu7

En d'autres termes, si k € J. v J7 , On a

5

v (1) = v (0.6 =, B (D) = pO.0)7,

gD = (B (1), ()

ip L),

les autres éléments de ]?‘1 étant égaux & leurs homologues dans Fo . Ona

par suite pour tout k € Jg U J, , puisque Wi € W .

(8, (1% + (n, (12 =p, (1B = ¥ Mev (1) = w5

Donc, compte tenu de (4) :
1 si ke JS(A) v J7(A)
2 2
(6) J(§,(10)7+ (n, (1)) =
5 (k) "Fk si k€ Jg(B) v J,(B)

6. Supposons d'abord : J5(B) uJ7(B) =§

Alers F, vérifie la propriété (Q) du § 3 : il suffit de prendre,
' 10

145
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avec les notations de ce § , J* =@ , et de définir \p comme 1'appdication

UJZUJ UJ, vJd, . On prendra alors F F, =F, .

vide §—=J VI, v, , = F,

1 3=

T. Nous supposerons désormais jusqu'd la fin du § 12 , que
*
J5(B) V] J7(B) £0 (*) . Pour ce faire, nous construisons d'abord, a partir

de ]?‘1 , une famille F2 € F o &vant la propriété suivante (91) :

(Q1) I1 existe un recouvrement (J', J") de JS(B) v J7(B) sy J', J"
étant disjoints, et si J" £ @ , une application injective

¥ :J"'—"J1UJ2UJ3 \.IJ4 uJ7 tels que

a si ke d", alors w(k) > k
b si k €J", alors il existe un élément z de Z e (k) +1 tel que
(2) @) = o (2)
B’ - Bk'? = YY) * %
c si ked', alors p,(2) . pkizi =1
d les éléments de F2 n'appartenant pas & 1'ensemble
U v, (2), (2), &, (2), n (2)} sont égaux & leurs homologues

k €J.(B) LI, (B) { Sl k k v

5 7
dans 1"1 .

La construction de Fz € F o vérifiant (Q1) fera 1l'objet des § 8
a1l .

8. Les systimes (S).

Nous poserons

= eee <k
J5(B) ") J7(B) = {k1,..., kq} , avec k1 < 1_(2 < A

(¥) Cette éventualité se rencontre effectivement pour des algdbres de Lie
résolubles de petite dimension. Elle correspond au fait que, pour k € J
donné, Zk peut fort bien ne pas Btre extension pure de Zk+1 ’
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et, pour je (1, q]

o _ o _ LY o_~
(7) Ej —Pk.(” ’ b:j =W s ¥ (i) = [(kj) , cJ. =W
J J J
On a donc, pour je [1, q], compte tenu des formules du § 5 :

f?.f‘.’:b?.-l;;—ot é‘; c?
3 J J i ol 3
8) Y

o O/ .
g‘bJ. € y.(1 (kJ.)) =y, (y (;.‘)) , et cge Zl(kj)+1 s Zv°(j)+1

Dans ces conditions, nous dirons qu'une partie ordonnée E = {&1,..., Eq}

de Z(Sj) est un systeme (S) si
(81) pour tout j e [1, ql, Gj/ {'; € (RZI(J.H)O
(82) il existe

- un recouvrement (Ié, I;) de (1, q] , Iy et Ig étant

. E
disjoints
- une application g ¢ Iﬁ —_— J1 u J2 v J3 uJ4 UJ7
tels que

a, si j eIy, alors gE(j)>kJ.

L " R . . .
b, si je IE , alors il existe un élément bj de q;i(gE(J)) et un

1
é1ément e de ZgE(j)'H tels que
E.,E.:b.ﬁ.: “(1) « C.
A TR gg(d) = 7j

si ,j €I, alors E:j E;j =1

Il est clair que la donmnée d'un systéme (S) détermine compldtement les
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objets 11'3 , Iﬁ ) 8 et cj ’

Nous attacherons & tout systéme (S) , soit E , deux entiers > 0 .
Le premier, que nous appellerons le poids de E , et noterons p(E) , sera

défini par 1'égalité
(9) p(B) = Z g (d)
jelp
Le second, que nous appellerons le degré de E , et noterons d(E) sera
défini par 1'égalité

(10)  4(E) = card (I}) - card (gE(IE))

9. Quelques propriétés des systémes (s) .

I_?.'1 Il existe des systémes (S) : 1'ensemble Eo = {5?,..., f;} en est
un, et Iﬁ = E0 , II:_‘, =g, g = L,fo . Cela résulte aussit8t des formules
) o o

(8) et de ce que, compte tenu de la formule (5) du § 5, on a, pour tout

jeltl, ql :

g (3) = ¥o(3) = p0k) > Ky

3_2 A tout systéme (S) , soit E = {21,..., &q} , correspond canoni-

quement une famille F, € F o ! savoir

FE=( ] l Oz(kj, Ej/Ej)).F1

jell, a1

Pour je [1, q] ,° €= By est l'homologue dans F, de 1'é1lément
ﬁkj(ﬂ de F, .

53 Soit E un systeéme (S) . Alors O < p(E) < (dim g)z = n2 , et

0 <d(E) £ n ; en outre gg eést injectif si et seulement si d(E) =0 .
Cela résulte aussit8t des formules (9) et (10) ci-dessus.
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~

R, Soit E= {E1,..., 5q} un systéme (S) . Si d(E) =0,
alors Fg vérifie la propriété (Q1) du § 7 (et on peut donc prendre
F2 = Fﬁ) .
Soit en effet X : [1, q1 — JS(B) ] J7(B) la bijection définie par

les égalités

)((J)=kJ ’ i=1ye005 9.
Posons

TS X, =X =g o X

et, pour k € J5(B) U J7(B) ,

-~ = "é
P " -1
Par conséquent, pour tout j e [1, q] , on a ?k = (;’X(j) = Ej ,
J

et donc (cf. _R_2) , Pz se déduit de F, par substitution, pour tout

keI (B) v (B) ,de B, & B, v . B/ (1) & v (1),... ete.
Par ailleurs, d'une part, comme X est bijectif et que, d'apres (SZ) s

Ik n It = g et Ik vig= [1, 9] , les ensembles J', J" sont disjoints
etvrecouvrent J5(B) u J7(B) ; d'autre part, comme gg est injectif puisque
d(E) = 0 (cf. 53) y Y est une application injective de JS(B) v J7(B)
dans J.1 u J2u J3 v J4 V] J7 . I1 reste donc a vérifier les conditions a

3 d de (Q1) . Pour la condition d , cela résulte aussit8t de la construc-

tion de Fy (ct. EZ) .

Si k € J' , alors ’)(_1(k) € Ik, et par conséquent (cf. (82) c1)
B. . p = £ _ - =1
Pic s Pre= 5109 Fx19

ce qui montre ¢

Si k € J" , alors '7(—1(k) € If , et par conséquent (cf. (SZ) b1)

~

il existe un élément z = CX'1 () & Zgﬁ(xq (k)41 = le’ (1)+1 tel que
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Pros Prm b1y~ gy ™ < 00) % v

ce qui montre b .
Par ailleurs, la condition (Sz) &, s'écrit avec nos notations
gg(i) > X (§) , pour j e I
donc, pour k &€ J"

) = ga(X ) > X (X)) =k
B

ce qui montre a et établit 1_24 .
10. Avec la présente formulation, la clé de la démonstration est alors

la propriété suivante des systémes (S)

35 Soit E un systéme (S) . Alors il existe un systéme (S) , soit
E' , tel que l'une au moins des deux éventualités suivantes soit réalisée,
si a(E) >0 .

(4)  a(E') < a(E)

(B)  d(E') = d(E) et p(E') > p(E)

Démonstration. Soit en effet E = {51,..., Eq} un systéme (S)

tel que d(E) > O . Posons g = gy ©b, pour j € Iy, notons cj,b. des objets

J
vérifiant (Sz) (cf. § 8). Comme g n'est pas injectif (cf. 33 §9),
. . . . " . Y g
il existe deux entiers iy dy € Ij tels que ip<J, et g(,]1) = g(Jz) .

On a alors d'apres (SZ) a, et b1 :
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‘2(5.) = a(j k., +1>k, + (1=
g(iy) = 8(iy) 2 i, > iy 1 (11-1)
€. . € =b. . r = o (= C.
i, iy PR gli,) 73, (11-2)
(1M< €. . €. =b. .b. =& 4.1 C. (1,i-3)
i T Tiy T dy i, Teliy) i,
C. s C. [ Z ( )+1 (‘1-4)
bJ-1 » by € y, (i) (11-5)
2
Posant alors b = b, /bj , on déduit de (11-2), (11-3) et (11—4)
1 92
. . b, b, ,
€j, - EJ1 I3 I 5 %l
@ o T,
i, © &, 2 2! 2

et de (11-5) (puisque qi(g(jz))' est un.groupe)
(13) b e y,(eiy)

Ces deux dernidres formules, et la prop. 2 (ii) impliquént alors

(4]

(14) b=1".% , avec b°c U, be Y (ai,)+1)

Combinant (12) et (14) , on obtient

&5, - &4, -

(15) ————— =bb=b. (B)
€. + E.

‘ 92 92

Nous distinguerons alors deux cas :

EgquA

Comme b € W (g(jz) + 1) ,d'aprés (14), il existe alors, en vertu
de la prop. 2 (i) et de la définition de ¥, (§ 2) , deux éléments
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~ ~ ~
(16) bvrez ,. et b" € 1
g(i )+

tels que
~ ~ ~
(17) b="b' . b".

On a alors, compte tenu de (11-1) et (16), puisque ip<i, et €. €

Js j

. 2
18) b' . €, €Z iyl Z

(18) EJ?_G g(3,)+1 L <7

i, 4,

Soit alors E' = {E%, ooy f(’l} la famille ordonnée définie par les égalités

S 4
39

€5=¢€; =i it
(19
~ -1
f' = §£. .(b'.E-)
I I I2

I1 résulte alors de (15), (16), (17) et (19)qq'e l'on a

s - &L & =1
53'1 . §j1_ 531 - &5 (® . (")) . (53.2 . 53.2)
€5, ° Ej, o ' B - =
- OO (-3 ) L . SR 2
€5 - €, b'.(B')
2 2

Soit
(20) g . g =1
39

J

I1 résulte alors des formules (18), (19) et (20) que E' est un systéme
(S) , et que 1'on a, puisque g(j1) = g(jz)

o= Tpo {3} o Tho= - gy

et gEv(Iﬁt) = g(Iﬁ - {J'}) = g(Iﬁ)
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Par suite, compte tenu de la définition du degré (§ 8 formule (10))

a(E') = card(Lp,) - card(gg, (Ip,)) = [card(I}) - 1] - card(g(Ip))

a(E) -1 .

L'éventualité (A) est donc réalisde.

2 b ey

Comme b € Zlfi(g(jz) + 1) (formule (14)) , il existe alors, en vertu
de la prop. 2(i) et de la définition de lp'B (§ 2) , un entier 21 et

4 éléments bo’ b1, b2, b3 de K(Q}) tels que
b=b .b, . b, (21-1)
=3, vd,vdudud, et oxeliy) +1 (21-2)

(21) ;0 € ~g(j2)+1 , 31 € W (g(j2)+1), 326 wiu‘) (21-3)
b€z (21-4)
3 21+1
32 . () = b (21-5)

b, 3

On a alors, compte tenu de (11-1) et de (21-3) , puisque iy <3, et

A
€5, A
2
~ ~ ~ ~ ~
(22) b, . €5, € “alie L ¢ ij < ij w1
2 2 1
Soit dans ces conditions E" = {E" yesey g(’i} la famille ordonnée définie

1
par les égalités

83= £ sijiéj1

£n = ¢ (b . € )
j S PECIE
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I1 résulte alors de (23), (15), (21-1) (23-1) et (21-5) que l'on a

" o _ T y > -1 -1
E" .e" =§&. .E. .(bo.(bo)) .(ej < E:)

8 RS TR S 2 92
&% ~ = 4 1.@
= & @)
o] o
E. - &. b .(b)
i, "%, 0"
Soit‘,
0

o _ >
(24) 83'1. &J.1-b2.(b2)_.,( b

Or, compte temu de (21-2) et (11-1)

(25) 0, >e(5,) +1 >kJ.1+2 .

I1 résulte alors de (23), (24) et (25) que E" est un systéme (S) , les

In, étant définis par les égalités

objets gE" ’ Ién ’ 10

=1y  Ip, =1Ip (26-1)
(26) {gpu(i) =e(i) si jeIr- i} (26-2)

gE..(:i1) =8, (26-3)

I1 vient dans ces conditions, compte tenu de la définition du poids d'un

systéme (S) (§ 8 formule (9)) et de (26-2), (26-3) et (25) :

E gE"(J) = ( Zl gEn(J)) + gEvr(j1)

jely, Jj€ Iﬁn-{jﬁ

P(E")

_ Z g(d] +eli) -ei) + L
JeIp-{3,4

=p(E) +£1 -g(iy)) =p@® +2, - g(iy) > p(E) + 1

I
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Soit
“(271)  p(E") > p(E) .

I1 résulte par ailleurs de la définition du degré d'un systéme (S)
(§ 8 formule (10)) et de (26-1) que 1'on a

4(E")-4(E) = [card(Ij,) - card(gp,(If,))] - [card(Iy) - card(g(Ip))]
~ (28)  Q(E") - d(E) = card (g(Ip)) - card (gg,(Iy,)) -
Or, on a compte tenu de (26-1), (26-2) et de ce que g(j1) = g(j3,) :
8(1g) = e(Tg - {3,}) = egn(Tg = {34}) ¢ egu(Ifn) »
ce qui implique, d'aprés (28) ,
(29) a(E") ¢ 4(E).

Il résulte alors de (27) et (29) que 1l'une au moins des éventualités (A),

(B) est réalisée, ce qui achdve la démonstration de (RS) .

11. On va construire un entier n'3> O et une suite finie
E = (Eo’ E1,..., En') de ‘systémes (S) tels que d(En,) = 0 : compte tenu

de R, , la famille FE posstdera la propriété (Q1) du § 7 . Partons

n

de E {5(1),... EZ} défini au § 8 : c'est un systeme (S) (cf. _111 §9) .

Si d(Fo) =0, onprend n'=0 . Sinon d(E) est > O (cf. _l_?._3 §9),
o

et on construit par récurrence ), comme suit.

Supposons Ei déja construit, i » 0 . Si d(Ei) =0, onprend n' =i

Sinon d(Ei) est > 0, et on construit E, ., de sorte qu'on ait

1

ou bien d(Ei+1) < d(Ei) , ou bien d(Ei+1) = d(Ei)v et P(Ei+1) s p(Ei) ,
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ce qui est possible d'apreés 55 . Tout revient & montrer que la construction
s'arr8te au bout d'un nombre fini d'étapes. Supposons le contraire. Comme

0 \<d(Ei) < n(cf. 33 § 9 ), il existerait, pour tout entier N > 0 , deux
entiers > 0, iI:T ’ 11'& tels que

ig=if +N et a(E.,) = a(E,

N ) =eee= d(E.")

]
1N+1 iy

et par conséquent p(E. .) > P(Ei) + 1 pour tout i€ [if, iy - 1)

i+1
. 2
Donc P(Eii\']) > P(Ejﬁ) +N >N . Or P(Ejﬁ) < (dim g_) (53 §9):

notre hypothése était absurde.

12. On déduit alors d'une famille F, € 3 , @vant la propriété (Q1)
(Q) du § 3 en posant, les

une famille F, € Fo ayant la propriété

notations étant celles du § 7

F. =

3 _<k él qu(J") 01(\r(k)’zk)) . F,

Il résulte en effet aussit$t de (Q1) que la famille F3 ainsi définie

vérifie (Q) si 1l'on prend, avec les notations des §2 et 7
J* = Jn et Y=y

13. Soit donc F3 € Fo vérifiant (Q) , et soient J%, ¢ les

objets définis au § 3 . Nous poserons

"o * "= J N J¥
J5 J5nJ J7 7

Jé J6—Jg J,'I=J7—J,';

% — Jn "
et, pour k € J _.JSUJ7

Ex= 831 1= 00 -

Si kEJguJ,';, on a donc
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(30 (B %+ (7%= ) . B0 = )

Si k€I VI =(J;ud) -JT*, mna

(8,607 + (9, N2 =p () . F T =1

Il existe donc dans ces conditions un élément }k € Zk tel que

3Dz, (€,0), ) =2, (T

Cela étant, nous.définirons par récurrence descendante sur k les objets

B comme suit :

=B =Bt St B =Ty

=B =B, U {«,(3)} si keJ vI vI,ud3ud,
-B =B, v {J}| si keI

=B = By = {oga @V {ék’ Ny} i k€

=B =BV {x%0) 30} si keJg

-B =B,V {«k(a),!k} si ke Jy

=B = (B, ‘{""mq(k)(”}) v {x3), gk’ :Ik} si k eJg

Montrons d'abord par récurrence descendante sur k que Z.k = R(Bk)

pour tout k e [0, m]) .

Cela résulte, de la prop. 1 si k ¢ JS v J7 ; de la prop. 1 et de (31)

si kéJéuJ,'?;de (30) et de la prop. 1 si keJ's'uJ,';.

Il suffit dés lors, pour terminer la démonstration, de vérifier que

pour tout k € [0,)m] , 1l'on a

(32) card (Bk) =d (zk, R) .
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I1 s'ensuivra en effet que, pour tout k € [0, m] , Bk est algébri-

quement libre sur R .

La wéuwfcation de (32) s'effectue encore par récurrence descendante

sur k . Il s'agit de montrer que, pour tout k e (0, m-1] ,

cerd B - card B, , =d (Zk’ ZK_H) .

Si k ¢ J¥ , cela résulte clairement de la prop. 1 et de - la définition

de B_, puisque d (Zk, Zk+1) = d(ik, Zk+1)

Si k € J* , cela résulte encore de la prop. 1 , puisque, ¢ étant

injectif, «Q‘(k)(B) € B, , » et par suite

card (Bk+1 - {dq(k)(B)}) = (card Bk+1) -1.

CHAPITRE V

Compléments divers

1. Nous avons obtenu des conditions suffisantes pour que le centre Z du
corps enveloppant d'une algébre de Lie résoluble de dimension finie sur un
corps commutatif soit une extension pure de ce corps. En fait, le lemme (L)
de II peut 8tre considéré comme un algorithme assez commode (du moins en
petite dimension) pour la détermination effective de Z . Nous nous proposons
de donner des précisions supplémentaires sur Z , précisions qui . dans

bien des cas, simplifient sensiblement la mise en oeuvre de cet algorithme.

2. Notations et terminologie.

Nous gardons celles du chap. II et du § 1 du chap. III, et nous
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introduisons par ailleurs les notations suivantes.

159

a Soit (g_ une algebre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

£ . Nous noterons

D (o‘}) 1'idéal dérivé de Of
D(o}) 1l'ensemble des idéaux minimaux ( £ {0}) de %_
DR(%_). 1l'ensemble des idéaux de o de dimension 1 .

h («1) (resp. ‘vR(°&)) 1'idéal de of égal 2

Z: P (resp. Z P).
PeD(g) Pen (o)

Nous appellerons socle de (resp. socle réduit de g ) , 1'idéal

nlo) (resp. 5 plot)) .

Pour tout idéal {2 de % , nous noterons z(f) 1le centralisateur

de £ , i.e. 1'idéal de (3 formé des x € of tels que [x, P] = {0} .

On a manifestement DR(OJ) ¢ D(‘g_) ’ bR(O}) < blog) , et
z(ﬁR(%)) > z(y ((g,)) . Par ailleurs P € Dr(g.) =z(P)> D (%) ;
donc z(bR(OJ)D .D((g,) .

b L'algebre % étant choisie comme ci-dessus, on notera

E(DJ)=((J=§13g2)...>%m3?m+1=§0})

‘une suite de Jordan-Holder du (3 - module ty telle que les idéaux
z(ﬁR(%)) et D (%) figurent parmi les §i . On notera p 1'indice
;tel que D(%) = %-p+1 .

: Si 0} est complétement résoluble, alors n = m , les quatients
%k/q'kﬂ » k€& (1, m] sont de dimension 1 . On notera alors ')\k un

= Yy Pels que

(x, ak] - ')\k(x) a € 0f .4 1 POUT (x, k) € 9 X [1, m] . Il résulte

- élément de o&* et a un élément de %k

alors du théordme de Jordan-Holder, d'une part que l'ensemble des éléments
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\)‘k de o ¥ est indépendant Gu choix de 2 (%) , et d'autre part que
QR(oL) = 4 (g) , donc z(/7 (o‘})) = z(ﬁR(oé)) - Nous dirons que les )\

sont les racines de 0} .

Si 03 est une algebre de Lie réelle, nous identifierons cg (resp. o}*)
4 son image canonique dans 63 (resp. (53)*) - 8i 0y est résoluble réelle,
il résulte du Théoréme de Jordan-Holder qu'on peut attacher & chaque k & [1, m]
un élément A~ de (i X %2 X (%)* X [(QJ)*JZ , élément qu'on notera
(2, By A Moo Mo i) » et ce de telle sorte que

1) les A vérifient le lemme 4-12 du chap. III

2) lorsque % est compldtement résoluble, les objets a s )‘k cofnci-

dent avec les objets pareillement désignés, déja définis.

Nous appellerons alors racines de les racines de 5'} : ce sont les
formes linéaires Xk, ,S‘k . Lorsque 9 est complétement résoluble, les
deux concepts de racine ainsi définis coTncident bien, moyennant nos identi-

fications.

3. Cela étant, nous nous proposons 1'étude des extensions

Z(OJ)nK(D(g)) de 2 , Z(GJ)AK(ZU)R(OA)) de Z(fg)ﬂ K(-D(%))
et Z(g) de Z(o})nK(z(ﬁR((})) .

Au § 4 , on donne, dans le cas ol (g_ est complétement résoluble, des
conditions nécessaires, portant sur les racines, pour que Z(OJ )n K(D ((%,))
soit £ £ . Au § 5, on montre 1'inclusion Z(% )¢ K(z(5R(%)) . A1 § 6,
on montre que Z((}) est une extension pure de Z(%) n K(D (%_ )) , et qu'il
existe lorsque () est de caractéristique O , une famille de générateurs
de Z(%) sur Z( (g) n K(D (%)) d'une forme particulidrement simple ;
enfin, un § 7 , les résultats précédents sont appliqués aux algébres de Lie

résolubles réelles.
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4, Etude de Z(of) n K(D(of)) 1lorsque 9 est complétement résoluble.
) T

4-1 Lemme 1. Soient

(g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif.
- O un idéal de of

- [ un idéal de ¢y de codimension 1 dans 144

-~ a un élément de OC - [3

- X 1'¢lément de o * tel que [(x, a] - N(x) a €¢ B pour tout

- P un élément de 03*

- o un élément de K(a) n S(}.\)

On sait (I 4) que K(o¢) est le corps des quotients de K( ) {a} -
On note

- p ledegré de o« sur K(B) (cf. I 4-1)

- u 1le coefficient dominant de o (cf. I 4-1)

Alors u ¢ S()* -2 A)n K(M®)

Démonstration. Notons deg le degré par rapport & K([®) des éléments
de K(0t) (cf. I 4-1) . Soit (x, p) €9 X (K(x) - {0}) . Des relations
-1 -1 -1
[x, 8] - A(x) a e B , Dx(K(B))C K(p) , et Dx(ﬁ )=—(5 (Dx ﬂ) P,
on déduit aussit8t, par récurrence et compte tenu de I prop. 1, qu'on a ,

pour tout (x, py ¥) € q_j x Z x K(ot)

(1) ou bien Dx(ap') =p'(n(x) ap‘), ou bien deg(Dx(ap') -p x(x)ap')< P’
et

~

(2) ou bien Dxb’=0, ou bien dengK £ deg Y.

Par ailleurs (I 4 cer. 2 de la prop. 4) :
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3) ou bien o= u af , ou bien (x -uaP) < P

Par ailleurs, comme & € S(P') , on a, pour tout x €& %

(D, w)-(p-pN)(x).u af =
x s
= [Dx u.a,P+u.Dx(a,P)] -u-Dx(&p)-(}t (x)u ap-/l.(x) o« )= r(x)u+p}‘(x) au al

= Dx(u aP) - u(Dx af - p A(x) aP) +}L(x) (x - u aP) - Dx“

D _(u af - &) - u(D_ a® - p\(x) af) + p(x) (ot - u aP)

Le dernier membre de ces égalités est nul : sinon, compte tenu de (1),
(2) et (3) , son degré serait < p , ce qui est absurde. Donc
D u= (}L -p A)(x) , ce qui établit le lemme.

4-2 Proposition 1. Soient

- ‘g, une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

de caractéristique O , complétement résoluble.

~ m 1'entier > 0 et pour k € (1, m] , %, l'idéalde o et b

la racine de % associés a 43 conformément au § 2 b.

k

Dans ces conditions, pour tout k ¢ {1, m] , si
Z(% )n K(%k) £ Z((n )n K(ov:‘k+1) » alors \, est combinaison linéaire a

coefficients rationnels des racines )‘j d'indice j > k .

Démonstration. Pour tout k € {1, m] , notons Ek 1'ensemble des
N e %* tels que S(A)n K(g k) # @ . Par récurrence sur k , on vérifie
aussit8t, & l'aide du lemme 1 , que pour tout k € (1, m] , Ek est contenu
dans le Z - module engendré par les ')\1({* « Or, si
Z(g )a K(%k) # Z(of) o K(qkﬂ)) , on sait (II lemme (L)) , qu'il existe
un é1lément o de Z(od)n K(qk) = (8(0) n K(3k)) U {0}, de degré p> O
sur K(% k+1) , et par conséquent (Lemme 1) p A € By - D'ou la propositio:

(*) Résultat obtenu indépendamment par J. Dixmier.
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Remarques :

1 La proposition est triviale si >‘k =0 : elle est sous intér8t si
% est nilpotente, et, de toute fagon, ne fournit de renseignements que pour

le corps Z(OJ)n K(D(OA))

2 La proposition reste évidemment valable quelle que soit la suite de

Jordan-Holder du % - module choisi.

5. 5-1 Lemme 2. Soient

- OJ une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif Q

- (o) une famille dtidéaux de of contenant D(Lg)
R
iel
Alors m K(0(.)=K<m a.> .
iel = ier *

Démonstration. Il est clair que n K(ot.) > K( /\ . g « Pour
—gmonsurazion . i ! i
iel iel

établir 1l'inclusion inverse, remarquons d'abord qu'il existe une partie finie

I ¢ I telle ﬂ o, = /A\ Ct. . On peut donc supposer I fi«ia
o . i i

iel iel

o

Soit I = {1,000, q} .+ Le lemme est trivial si q=1.8i q>1, onse
raméne aussit®t par récurrence au cas o q =2 . Soient donc I = {1, 2} ,
Xy= o0, a,= 3 ; et soit A={a,1,.°., a.r§ (resp. B = {b1,.°., bs})
une famille libre sur oc A B d'éléments de & (resp. [3) , engendrant
ot (resp. B) sur o n B , Alors AuB est libre sur oton > .
Si rs=0, le lemme est trivial, puisque @ ¢ B ==3K(a ) c K({3)
(resp. R c ot ==K(3)c¢ K(ax)) . Supposons donc r s > 0 , et supposons
le lemme établi pour les couples d'entiers > 0 (r', s') tels que

r*<r et s'< s . Notons
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P 1'idéal engendré par X N B L (A - {ar}) v B - {bs})
0[1 n " " xnBu(A- {ar})

Ry " " " xaBRv(B-{by)
Alors 1'hypoth¥se de récurrence implique ([JF ¢-6).
K(a)n K(P) = K(a,) et K(B)n K(P) =K(B,)
et K(0(1)r\ K(B1) =K(0(1 AR 1) =K(oen B)
Or on a (III 4-6) :
K(P +0 a)n K(P+Qb)=XKP) .
Par conséquent

K(o)n K(R)

K@) K(P+2a))n (K(B)n K(P + 0 b))

K(a) n K(3)n K(P) =K(a1)n K(B,) =K(at n 3)

ce qui termine la démonstration.

5-2 Lemme 3.
Les notations étant celles du § 2 , soient

- 0} une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

Q1 de caractéristique O .
- P un idéal de 9 de dimension 1

Alors Z(OJ)C K(z(.P))
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Démonstration.

Le lemme est trivial si P est un idéal central. Sinon il existe deux

éléments non nuls x, a de % tels que
0y =nNxez(P), P=Nna et (x,al =a.

Si Z((g) ¢ X(z(P)) , alors (II lemme (L)) , il existe un élément de Z(%)
de la forme x+y , avec y € K(z(P)) . Donc

O=[a, xty] =-a+(a, y]=~-a
ce qui est absurde.

5—4 Proposition 2.

Le centre du corps enveloppant d'une algébre de Lie de dimension finie
sur un corps commutatif de caracféristique 0 est contenu dans le corps

(%)

enveloppant du centralisateur de son socle réduit

Démonstration. C'est une conséquence immédiate des lemmes 2 et 3
zZehosorabiol qt

et des remarques du § 2 a .

6. Structure de 1'extension Z(gy) de 7( Mn K(D (o(lrL)

Proposition 3. Soient

- ¢4 une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif

0 de caractéristique O , distincte de D (%L) .

- (a.1,..., ap) une base d'un supplémentaire de D (03) dans 0

(*¥) C'est un cas particulier de résultats (non publiés) obtenus par

J. Dixmier.
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ces conditions

(i) Z(%) est une extension pure de degré dg p de Z(g )a K(.O(tg_))

(ii) il existe, si d > O

- une partie I de [1, p]

— une partition (It ) de I

L' [1’ dl]
une famille (o(i) d'éléments de Z(%)n K(,O(oJ))
i€l
une famille (B.) d'éléments de K(D(o&))
¢t e (1, 43
(x,c)

— une famille [P = d'éléments de Z(«é)

ce [1,al

telles que

sur

o

pour tout T € [1,d] , =(3 + 2 : a., o.
T T . i i
i€ I

b M est une famille algébriquement libre de générateurs de Z(of)

2(t)) n X(0(5y))

Démonstration.

1 Notons S 1le groupe symétrique de 1l'ensemble [1, Pl = {1,..., p} .

Posons, pour k € [1, p]

()Jk=o(<§)e n a ® ... ® .Q.a,p

K, =K ,) , Zk=Z((3)n K

et, plus généralement, pour (¢, k) € S x [1, p]

D(OJ)(B .Qa,d_()G )e...@na(

Q 8 o (1 o (p)

%%
.

"

k

I

K(oa"l;) y Ig= Z(%)n KT

Posons enfin, pour tout o &€ S

=2, =2 (= Z(%))
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o
T = = = = N = .
et = Gprr =D () 5 Koy =Ky =Ko q) 5 20 = 2 = 2 Ky
Tout sous-espace vectoriel de ¢ contenant D (%) étant un idéal de o0} ,
pour tout (e, k) € Sx (1, p] , 0301; est un idéal de ¢ , et bien enten-
du dim (oé‘l’; /03 i+1) =1 . L'assertion (i) résulte alors du lemme (L)

de II , et, de surcroft, on peut construire l'extension Z de de p!

Z

p+1

manidres différentes. Notons d 1le degré de transcendance de Z sur Zp'_1 .
2 Dans ce qui suit, ¢ désigne un élément arbitraire, variable, de

S . Nous noterons & (resp. L9) 1'ensemble des familles

L=(g (L, £,(L),..., £,(L)) d'entiers telles que

1oy <lgq¢-oec bict =p+1

[

b pour tout te€ [1,d] , err (resp. Zg-'t) est extension
pure de degré 1 de Z, (resp. ZE" ) .
c -1 T -1
Par définition (de d) , les ensembles & et £ sont non vides.
Pour tout L € £ (resp. X)) , nous noterons G(L) = (G1 (L)yeee, Gd(L)) ,
la famille de parties G (L) de Z (pour we [1, d] ) définies comme

suit :
G (L) est l'ensemble des o € Z tels que
Z =2 (x) (resp. 2% =27 (x))
£ (=% 2%
T -1 c -1
Enfin nous noterons Z 1l'ensenble des éléments x € Z pour lesquels
il existe
- une partie J(a) £@ de [1, p]
- un élément f () de KP+1
~ et une famille (o .) d'éléments de Z - {0}
. pH1
i ed(x)
tels que

o(=(3(oc)+ Z:' a; x;

je€ J(x)
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Nous montrerons d'abord (§ 3) , que, pour tout L& L , ona

G, (L)~ Z £0 .11 en resultera que pour tout o € S et pour tout L' e L,
on aura encore : G (L) n z # @ . On montrera ensuite (§ 4) que pour tout
(L , T ) e xI(2, d] il existe un élément o7 de S, un élément L,

de 2% , et un élément « de Z tels que

« € G (L)n 6 (L) et I(«) €[4 (L), 4 _, (1)I,
ce qui terminera la démonstration.
3 Soit L= (.[o, 21,..., {d) € £ . Montrons que
(1) G nZéf.

Pour ce faire, notons X, un élément de (}1 (L) ; x, @ des expressions
de la forme u v“1 , U, v étant des polynBmes non commutatifs en les 8
d'indice k € [21, p)] . Soit J une partie de [21, p! minimale parmi
les parties J' de [21, p] telles que < puisse s'exprimer en fonction

des seuls o d'indice k € J' . Soit r = card J et soit o' ¢ S tel

k
que o'(j) =j pour J<21,etque J o' lp+1-r, p)]. Alors
L s'identifie & un élément L de o', et G,(L) = G (L) . Bref, on

peut supposer que J = [p +1 -7, p] . Notons alors, pour i € [1, r) , o

i
la transposition échangeant p+ 1 -r et p+ 1 - i . Il résulte alors du

choix de J et de la définition de §. qu'on a, pour tout i ¢ (1, r]

1
% o3

Z 21 = ZPH_r # Zp+2—r = Zp+1

Donc (II lemme (L)) , il existe pour tout i € [1, r] , un élément

14 Ii
ﬁl € Kp+2— et un élément oy de ZpH-r = Zp+1—r tels que

17 %, ) BT %t By

et que o(i engendre ZQ sur ZP+1 , ce qui montre (1) si r=1.

I1 s'ensuit par ailleurs, 4i r > 1, que, pour i¢ (1, r=1) , il existe
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"une relation homographique E:i. entre o et o(i de la forme

1 .
(2) E & — M‘; avec S % [} " gm € Z
i r Ty, vy AR PR YU pH1”

Soit di le degré de °<i par rapport a K D21

étant considéré comme le corps des

(“i étant considéré

comme élément de K ’

pt+1-r

KP+1 -Tr
Kp+2-r {apH—r!l N #£ 0, alors (cf. I 4) , le second

membre de (2) est de degré di - cli = 0 par rapport a Kp+2—r
s _ £ "o
est absurde puisque X = ap+1-r + B est de degré 1 . Donc gi =0,

fractions de

, ce qui

Prenant alors 3{" =1, on obtient

. - 3 1
Xr Si it N

soit

0G) gt =8y (e F B+ %)

—

On en déduit, considérant les deux membres de (3) tour &tour comme é1éments de
Ti
K

D2t {a'pH—i‘Y , qu'on a :

Kpi-2—r {apH—r} et comme élément de

Si Bi= %t ¥y ¥ € Koy
(4) )
o1
Pr= 8859t 55 » €K 0

donc, compte tenu de (3) et du lemme 2

, , 0i oi
SO HEI PR VIR P i S P N W

Une nouvelle application du lemme 2 donne ensuite @
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r-1 r-1
E %1 PH1-i = g; %1 ap-|-1-1
r-1

Ué_z 3 Apt1-i T v =
1;42

r=1- r=2

b’f;-g 3 prtai = 0t = Yo ; ¥
ik

e x| e =
ielt,n °}p+2_r P+l

ce qui montre que « € Z et établit (1)

i p+1-1

4 Soit L = (11,.'., Id) ed et soit ke {2, 4] . Supposons
établit, pour les indices ¢ € [1, k-1] , 1'existence d'é&léments
A
¥, € G (Lo) n Z tels que J(oa, ) C [2c , Qt - 1] . Onva.Amontrer
que, dans ces conditions, il existe un élément of de Gk (Lo) n Z tel
que J(a) ¢ [Qk, 21{—1 - 1], ce qui terminera la démonstration. Soit

r=1_ k-1~ Qk' . Considérons un élément o, € S tel que

oold) =3 pour § < £,

0’0[P+1—r’ P] = [-‘ka 2k—1 - 1]

et que, pour « ¢ [1, k-1]

0—0[{'(—1‘" 2(—1_1‘—1] =[2(t’f'r,—1_1] °

I1 résulte alors du lemme (L) de II que X » qui est algébriquement
indé 7o d. Zd‘o ur Z o Comme 2 0 = Z

indépendant sur Zf _1 » engendre ‘Q't S PRI bk = Ek
a un degré de transcendance sur ZP+1 égal 2 k par hypothése, il s'ensuit

que Zi—‘; a un degré de transcendance sur Zpi-1 égal & 1 . Posant alors

I

R't pour =« > k . tc= 1

Qé th-T_r pour t & [2,k] et fy=p+1-r
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il est clair que L' = ([;,..., 9"1) € :[a-o , et, compte tenu du § 3 ,
G (L) a2 est £6 .5t w ¢ G1(L')n2.0nadonc

7 = ZP+1 (o(1,..., ™y q? &) , et il est clair dans ces conditions

I3

Qe o € G(LAZ et que I(ux)c (o 8, +1]-

7. Cas des algébres de Lie résolubles réelles.

T-1 Soit une algébre de Lie résoluble réelle de dimension n .
Associons lui les objets 3 (%) » )‘k introduits au § 2
(k=1,000y m %mﬂ = {0}) . Il résulte du Théordme de Jordan-Holder gue
tout P € D((ﬁ) est de dimension 1 ou 2 et qu'il lui correspond une
racine X\ = \(P) de 9 . Avec la terminologie de IV 1, N\ est réelle,
ic.e N =Y si et seulement si L€ Dr(OJ) . I1 est clair qu'en général
D(%)fDR(%)-Si X+X=0, alors \ =ip , Peg*,etilexiste
si XN #£0 uce base (a, b) de & telle que pour tout x & o

[x, a]:-/ﬂ-(x)b et [x, b) = }A(x)a,.

Cela étant, il est clair que les prop. 2 et 3 s'appliquent a 13 .0naen

outre les précisions suivantes.

{-2 Proposition 4.

Les notations étant celles du § 6-~1 ci-dessus, on désigne par  un
élément de D(oJ) , et par \ la racine de 43 correspondante. Dans ces

conditions.

(1) a4 (o) = (4 (§)) = a(h ()
(ii) 2(o) e K(z(4 (o))
(iii) z(oJ)n K(P) #BRe= N+ X=0
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(iv) si Z(%) A K(‘ﬁk) # Z(t:‘)q K(Oék_n) , pour ke (1, m] alors,
oubien N, + ik =0, oubien’ %\ et ik sont des combinaisons linéaires

a coefficients rationnels des )‘j d'indice j » k .

Démonstration.

Soit Bf D(oé) =D (§) . Alors 3 € Dr(g) et il existe B, € D(y)
tel que B+ =B, et 2(31) =2(R) A 2(B), a'od (i) ; (ii)
résulte alors de III 4-1 et de la prop. 2 ; par ailleurs, III 4-1 et la
prop. 1 impliquent (iv) .

Si =0, &P est central, donc K(P) c Z(oé) .81 W#O0 et
N+ N =0, il existe Q€ 03*' N # 0, et une base (a, b) de P
tels qu'on ait pour tout x € 0& H

( x, a]=—),a(x) b (x, b]=};.(x) a .
Partant,
Dx(az + bz) = 2(a D a+bD b) = 2(-};(x) ab +/4x;ba) =0,

donc a2 + b2 € Z(tg) . Compte tenu de la prop. 1 et de III 4-1 , l'asser—

tion (iii) résulte alors du lemme suivant:

Lemme 4. Soient tg une algebre de Lie de dimension finie sur un corps

commutatif () de caractéristique 0, [P un élément de Dr(%) .

Alors  [o , P] #{0}) &= Z(q) " K(P)# N

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lemme 1 .
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