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Bull. Soc. math. France, HOMOMORPHISMES PRINCIPAUX
Mémoire 3, 1965, IV + 167 p de tas et de groupoides

par Pierre-Antoine GRILLET

(Thése Sc. math. Paris 1965)
INTRODUCTION.

1. P. DUBREIL a démontré [ll](a) le théoréme
suivant.Si D = €E,.) est un demi-groupe de support E, noté multi-
plicativement,f un homomorphisme de D sur un groupe et H une classe
quelccnque de 1l'équivalence d'homomorphisme,H est :

forte : (Va,b,x,y€E)( axe€H,bxeH,aye H = by€H )
nette & gauche : (Yx€D)(Ja€D) axeH ,
et 1'équivalence d'homomorphisme est 1l'équivalence principale &

gauche associée & H, HR ,définie par
¥Yx,yeE)( x R ¥ <> (VaeD)( axeH &> ay€H ));
dualerent,H est nette & droite,et 1'équivalence ¢'homomorphisme est

aussi 1l'équivalence principale & droite asscciée & H, ﬂH .En parti-
culier Hﬂ = ﬁﬁ yon dit que H est symétrique.La réciprocque est due

a R. CROISOT f?]:si H est une partie de E forte,nette & gauche et &
droite,et symétrique,R =fRH = ﬁk est une équivalence ccrpatible,et
D/R est un groupe.

Les définitions introduites ci-dessus employaient,sous leur
forme originale,les résiduels de H par un élément x de E;le rési-
duel & gauche H °. x défini par

H . x = faeE; axgH}
et le résiduel & droite dont la définition est duale.la forme équi-
valente donnée ci-dessus permet la remargue suivante,qui sera notre
point de départ:les notions de partie forte,cu nette & gauche,et
d'équivalence principale & gauche,utilisen® la loi de composition
de D par le seul intermédiaire des translations & gauche,la trans-

lation & gauche associée & 1'élément a de E étant l'application

X ~» ax de E dans lui—méme(b)

(a) Les nombres entre crochets renvcient & la bibliographie.

(b) On doit & M.-P. SCHUTZENBERGER la remarque analogue,que la no-
tion de partie nette & gauche utilise la loi de compgsition de D

par le seul intermédiaire des idéaux & gauche.Quant & 1l'emploi des
translations,voir R.H. BRUCK [3].
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Dualement,les notions de partie forte,ou nette & droite,et
d'équivalence principale & droite,utilisent la loi de composition
de D par le seul intermédiaire des translations & droite;les no-
tions qui figurent dans 1'énoncé emploient les deux familles de
translations.Notons enfin que la netteté & gauche peut aussi s'ex-
primer par le seul intermédiaire des translations & droite.

La possibilité de remplacer les translations & gauche,ou 2
drcite,par d'autres applications,a été implicitement utilisée par
R. CROISOT [8];citons le thécreére suivant:si D = (E,.) est un demi-
groupe et f un homomorphisme de D sur un semi-groupe & noyau,il
existe une classe H de 1l'equivalence d'homomorphisme qui est:
bilatérement forte :

(Va,b,c,d,x,yeE)( axbe Hycxd € Hyayb€ H —=> cyd€H )
bilatérement nette : (Vx€B)(3a,bcE) axbeH ,
et 1l'équivalence d'homomorphisne est 1'équivalence principale bila-
tére associéde a H, ﬂﬁ,définie par

(Vx,y€E)( x Xy v <> (Va,b €E)( axb €H &> ayb€H ));

réciproquerent,soit H une partie bilatérement nette et bilatérerent
(e)

parfaite de E)ﬂkﬁ est compatible et IMRﬁ est un semi-groupe &

d
noyau.

Les notions qui figurent dans ce théoréme sont 1l'exact analc-
gue des notions & gauche (par exemple) du théoreme de P. DUBREIL,

N

les translations & gauche étant remplacées par les translations
"bilatéres",applications x ~~»axb de E dans E.

Nous allons maintenant étendre les définitions et résultats
ci-dessus,en partant d'une famille d'applications gquelconque.

2.Le maximum de généralité est cbtenu avec un en-
semble (non vide) L d'applications de E dans Fj;nous appelons systé-
me un tel triple (E,F,Z).Dans un systéme,on peut définir les rési-

(c) pour une partie bilatérenent nette,cette condition équivaut 2:
bilatérement forte et indivisible pourﬁﬁé.

(d) D'autres travaux apportent une contributicn & la thécrie dans
une optique différente de la nltre;citons F.W. LEVI,Calcutta Math.
Scc.,38 (1946) 123-134;STOLL R.R.,Amer. J. Math.,73 (1951) 475-481;
P. DUBREIL,Univ. Roma,Rend. Mat. e Appl.(5),10 (1951),183-200 et
Bull.Soc. Math. France,81 (1953) 889-306;M.P. SCHUTZENBERGER,C.R.
Acad. Sci. Paris,246 (1958) 2442-2444;R.A. GOOD et D.R. HUGHES,Bull.
Aner. Math. Soc.,58 (1952) 624-625p. LEFEBVRE, Ann. di Mat. pura e
appl.(4) 59 (1962) 77-164;M.L. DUBREIL-JACOTIN,Bull.Scc.Math. France
92 (4964) (& paraitre)
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duels & gauche et & droite d'une partie H de F;et 1l'équivalence
principale ZH associée & H,soit & partir des résiduels,soit par
(Vx,y€E)( x By vy &> (Yo€I)( mx€H &> oy€H )) ;
c'est une rdation d'égquivalence sur E.Si 2 est la famille des
translations & gauche d'un demi-groupe sur E,il est clair que
IH = él .0n définit aussi une partie de F forte (cette nction re-
donne celle de partie forte dans 1'exemple précédent),nette (qui
redonne nette & gauche),franche (qui redcnne nette & droite).Les
équivalences principales ainsi définies possédent les propriétés
des éguivalences principales classiques qui ont trait aux classes
(quand H est forte).Mais les propriétés,plus importantes & nos
yeux,qui sont liées aux homomorphismes,ne s'étendent pas & des dé-

finitions aussi générales.

Ceci conduit & envisager le cas E = F; le systére (E,E,%) peut
alors &tre identifié au couple (E,Z) et prend le nom de tas.Les tas
peuvent &tre structurés naturellement en catégorie,sortout si on se
limite,comme nous l'avons fait,aux épimorphismes.in a aussi une no-
tion d'équivalence compatitle,et un théoréme d'homomcrphisme.Enfin,
dans les tas,la notion d'équivalence principale a un caractére
fonctoriel que nous avons dégagé avec précision.

3.Ce caractére fonctoriel permet 6'énoncer des
théorémes d'homomorphisme pour les tas,analogues au théoréme du §1.
Ces théorémes concernent les homomorphismes de tas qui arrivent sur

un tas soumis a certaines conditions,que l'on choisit parmi les
suivantes:

injectivité (Vee3)(Vx,y€B)( ox = oy =2 x =3 )
stationnatité (VxeE)(Ve,T€l)( @ = 1x = ov=71© 3
surjectivité (Veel)Wy €EE)(BX€EE) ox = y
transitivité WycE)(WVx €E)(3c€l) ox = ¥

existence d'un élément net (Ih €E)(¥x€E)(3cel) ox =h
(cette condition étant suggérée par le théoréme cité de R. CROISOT;
car,dans un demi-groupe,l'existence d'un noyau équivaut & celle

d'un élément bilatérement net).On impose au tas arrivée d'é&tre au
moins injectif & élément net;les autres conditions ad libitum.Les
homomorphismes considérés sont caractérisés par le fait que leur
équivalence d'homomorphisme est principale pour une partie H ayant
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certaines propriétés;un tel homomorphisme est dit principal pour H.
Par exemple:

Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas injec-
tif & élément net est principal pour une partie H parfaite(e) et
nette,et réciproquenent;et on peut prendre pour H toute classe de
1'équivalence d'homomorphisme qui s'envcie sur un élément net.

D'autre part les théorémes classiques de théorie des demi-
groupes concernent parfois des demi-groupes & zérojceci conduit 2
considérer des tas avec zéro;un zéro d'un tas (E,Z) est un élément
de E invariant par toute application de % et qui ne constitue pas E
& lui tout seul.On énonce aussi des théorémes caractérisant les ho-
momorpﬁismes de tas qui arrivent sur un tas ayant un zérc et scumis
4 des conditions analogues aux précédentes nais tenant compte de
l'existence du zéro.

Si le tas départ de l'homomorphisme est stable (c'est-a-dire
si 2 est stable pour la composition des applications),il en est de
néme du tas arrivée,et les conditicns imposées & H se simplifient
un peu.L'examen de ce cas particulier est naturel si on remarque
que les tas rencontrés en théorie des demi-groupes scnt stables.

4.1I1 reste & appliquer des résultats aux demi-
groupes.Il est remarquable que le passage d'un demi-grcupe & chacun
des tas mis en évidence au §1,définisse un foncteur.Et ces fonc-—
teurs s'étendent & la catégorie des groupoides f),en remplagant, par
exemple,la famille des translations & gauche par le demi-groupe en-
gendré(g)

ides.

;en sorte que la théorie des tas va s'appliquer aux groupc-

Des théorémes du §3 résultent alors des théorémes caractéri-
sant les homomorphismes de groupoides qui arrivent sur un groupoide
tel que 1'un des tas associés vérifie une des ccnditions de la thé-

orie.De plus,afin de retrouver certains théorénes classiques,comme

(e) une partie nette est parfaite si et seulement si elle est forte,
indivisible peur ZH et stabilisante,c'est-&-dire

Vx,y€E)¥otel)( wrx€H,sty€H == (Iv€ ) weH,vyeH ).
Cette conditicn est triviale dans un tas stable et n'apparait donc
pas dans les énoncés classiques.

(f) au sens de 0. ORE.
(g) ef. R.H. BRUCK [3],p. 53.



- 5 -
celui de P. DUBREIL - R. CROISOT cité,on ccnsidére aussi des grou-
poides tels que deux de leurs tas associés vérifient chacun une des
conditions de la théorie.On impose aussi parfois au groupoide arri-
vée des conditions extérieures & la théorie (associativité,intégri-
té dans le cas d'un zéro).

Par exemple,on obtient,pour les homcmorphismes de demi-grou-
pes qui arrivent sur un groupe,les énoncés suivants:

Un homomorphisme de demi-groupes gqui arrive sur un
groupe est principal & gauche pour une partie H forte et totalement
nette'? (ou forte,indivisible pour gRonette & droite et & gauche,ou
forte,bilatérement forte,indivisible pour ﬁk et nette & gauche),et
réciproquement;et on peut prendre pour H tcute classe de 1l'équiva-
lenne a'homemorphisme.

Nous n'avons écrit les théorémes que lorsqu'ils concernent
des groupes ou quasi-groupes,éventuellement avec zéro(l),ou lors-
gqu'il s'agit de thécrémes anténieurs.Les autres peuvent s'écrire

trés rapidement grice & des tableaux de théorémes et conditions di-
verses.

5.L'exposé est divisé en cing chapitres.Le pre-
mier traite de la catégorie des tas et de ses rapports avec celle
des groupoides,il contient les définitions générales.Le second cha-
pitre introduit les équivalences principales et étudie les diverses
propriétés,élémentaires et fonctorielles,qui permettent,au chapitre
trois,et grice & la considération des tas ou 1'égalité est principa-
le,d'obtenir les théorémes 4'homomorphisme décrits ci-dessus.Enfin
viennent deux chapitres d'applications aux groupcides,largement cc-
cupés par la traduction,en théorie des groupoides ou des demi-grou-~
pes,des conditions de la théorie des tas,le dernier chapitre étant
réservé au cas ou interviennent simultanément deux tas.Un index
terminologique préceéde la bibliographie.

6.Nous avons essayé de mettre en lumiére dans cer

(h) condition introduite par R. DESQJQ]:
H totalement nette & (Va,bE€E)(Ax€E) axb€H ;
une partie tctalement nette est nette & gauche et & droite.

(i) Nous appelons ainsi le demi-groupe,ou groupoide,résultant de
1'adjonction d'un zéro & un groupe,ou & un quasi-groupe.
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te exposition les caractires généraux de notre travail,le plus

frappant étant sans doute l'absence totale de démonstraticns ccm-
pliquées.

La notion de tas est fort générale.On peut ainsi l'appliquer
aux groupcides,et leur étendre des raisonnements qui semblaient né-
cessiter l'associativité.On peut d'autre part nultiplier les résul-
tats en usant des divers tas associés & un groupoidej;ncus avons 4@
faire un choix,et beaucoup,spécialement au dernier chapitre,sont
laissés de c8té.

La théorie explique aussi l'analogie entre [ll] et [8].On est
en droit d'attendre d'une telle théorie que ses raisonnements sdent
plus décantés que ceux des thécries qu'elle recouvre.Ce n'est pas
le cas,parce que nous avons considéré des conditions plus nombreu-
ses,voire nouvelles dans ces questions (comme la stationnarité),
d'ol gain en richessejet surtout parce gque nous n'avcns pas supposé
que les tas considérés soient stables (disons & tout hasard que ce
dernier inconvénient ne figure pas dans mon travail précédent [26D.

Nous avons enfin modifié les techniques de démcnstration
classiques en utilisant le plus possible des transferts de propri-
étés d'un cbté & 1l'autre de 1'homomorphisme.

Les homomorphismes jouent ainsi un réle central,a 1'expres-—
sion duquel s'applique trés naturellement le langage des catégo-
ries.Nous avons mis en évidence,par exemple,les foncteurs qui sont
sous-jacents aux quelques propriétés réellement fcndamentales de la
théorie.Des notes de bas de page rappellent les quelques définiti-
ons emplkyées.

Ces notes,et le caractire tres élémentaire de la théorie,font
que la lecture de ce travail ne nécessite en principe que des con-
naissances trés rudimentaires d'Algébre;en particulier,nous donnons
toutes les démonstrations.Toutefois,l'intérét de certaines défini-
tions n'apparaltra qu'aux lecteurs un peu au courant de [lik,ou
trés patients.

La terminologie utilisée a fait l'objet de la plus grande at-
tention.La considération des divers tas associés & un grcupoide
fournit un critére pour attacher des adjectifs aux définiticns;
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1'adjectif "bilatére" est attaché aux notions qui reldvent du méme
tas que les idéaux bilatéres,les équivakences compatibles,etc.,
1l'expression "& gauche" aux notions qui relévent du méme tas que
les idéaux & gauche,les équivalences compatibles ou sinplifiables &
gauche,etc.La terminologie ainsi obtenue est conforme & la tradi-
tion dans la plupart des cas.La principale exception est fournie
précisénent par les nctions du théoréme cité de R. CROISOT,qui ne
relévent pas du néne tas que les idéaux bilatéres;l'emploi du mot
"bilatére" dans ces définitions est incompatible avec une termino-
logie systématiquejnous avons en ce cas empkyé le mot nédian,ou
éerit bilatére entre guillemets.

7.Nous nous sommes rencontrés plusieurs fois,au
cours de la péricde de recherche qui précéda le présent travail,
avec certains de nos camarades menant leurs recherches dans des di-~
rections voisines.Tout d'abord,ncus avons considéré,le premier sem-
ble-t-il,des familles d'applications un peu quelconques d'un ensem-—
ble vers lui-méme,en étudiant cette notion dans le but de générali-
ser,et de démontrer en une seule fois,diverses propriétés des rela-
tions binaires remarquables d'un demi-groupe,sans aller plus loin,
pour ce qui nous concerne ici,que la définition des équivalences
principales [18].Ultérieurement,Mlle J. CALAIS (4] et M. R. DESQ
[ld} ont étudié des cas particuliers de ces définitions,ce qui re-
vient finalement & considérér des tas adéquats;le travail de Mlle
J. CALAIS a ainsi inspiré nos § I1.D.6 et II.B.4,pour ce qui concer-
ne les c8tés que nous appelons calaisiens.ki. R. DESQ a introduit
aussi la notion de partie totalement nette d'un demi-groupe,que
nous avons retrouvée indépendanment,mwais postérieurement,sous la
forne que prend cette notion dans un tas.Enfin M. M. KOSKAS [21} a
Tretrouvé,postérieurement,rais indépendamment,une partie de la théo-
rie exposée ici,d savoir la notion de tas stable et les théorémes
d'homomorphisme pcur les tas stables injectifs & élément net,et in-
jecfifs transitifs;il a d'ailleurs généralisé ultérieurement ces
théorémes aux hypertas [2]].

8.Je tiens & remercier tout particulidrement ici
les Professeurs M.-L. DUBREIL-JACOTIN,pour la bienveillance et les
encouragements qu'elle m'a prodigués au dédut de mes recherches,P.
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DUBREIL,qui a ensuite assuré la direction de mon travail,me donnant
lui aussi des conseils d'un trés grand secours,en particulier pour
la rédaction du présent mémoire,aprés avoir grandement contribué i
ma formation,L. GAUTHIER qui a bien vculu e donner un second sujet
de thése plein d'intérét et me réserver tcujours le reilleur ac-
cueil,dJ. LERAY enfin qui m'a fait 1'honneur de présider ron jury et
a bien voulu accepter ce travail au Bulletin de la Société Mathéma-
tique de France.

Je remercie également les Professeurs L. LESIEUR,P. SAMUEL,R.
CROISOT,D. LACOMBE ,pour l'intérét qu'ils ont porté & mon travail

et les marques de sympathie qu'ils ont bien vculu me témoigner.

Remarques.

1.La noticn d'espace homogéne est évidemment un cas particu-
lier de celle de tas.Les propriétés des homomorphismes de tas,le
théoréme d'homomorphisme par exemple,peuvent ainsi &tre considérés
comme une généralisation des propriétés correspondantes des espaces
honogénes,auxquels on peut d'autre part appliquer certains théoré-
mes du chapitre IT.Nous ne développercns pas davantage cet aspect
de la théorie.

2.Nous supposons connues toutes les prcpriétés & nous utiles
des groupoides ou des demi-groupes;ces prcpriétés, toujcurs élémen-—
taires,sont rappelées au passage.D'autre part, tous les homomorphis-

mes de groupoldes ou de demi-groupes ccnsidérés ici sont supposés

surjectifs,en sorte que(les catégories correspcndantes ne sont pas
J)

les catégories usuelles ;ceci est sans grave conséquence d'intel-

ligibilité et sera aussi rappelé au passage.

3.En ce qui ccncerne les notes de bas de page ccnsacrées aux
catégories,nous avons suivi,pour la terminologie,la thése de P. GA-
BRIEL [17].Nous n'avons pas cru devoir,par l'emploi des univers,

(j) cette convention ne s'applique pas aux notes de bas de page re-
latives aux catégories.
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surcharger ces nctes qui scnt destinées essentiellement aux lec-

(0)

teurs ncn avertis .I1 est scus-entendu,pour les autres,que tous

les ensembles et catégories considérés sont éléments d'un univers
donné,contenant parfcis,au gré des exemples,l'alphabet ou 1l'ensen-
ble des entiers.L'omissicn de cet univers serait d'ailleurs sans
grave conséguence,vu la faiblesse des définitions utilisées.

N

La commodité de 1l'exposition nous a ccnduit enfin & ajouter
de trés simples définitions personnelles,également rappelées en no-
tes,que l'on reconnaltra des autres par l'emploi de la preniére
perscnne, et non de la troisiéme;

4 .Enfin nos publications antérieures concernent uniquement
les tas stables [19],[20].Nous y appelons tas les tas stables du
présent travail,et demi-tas les tas non nécessairement stables.

(0) C'est ainsi qu'on appelle catégorie le couple © de deux clas-
ses, (ob¥€,fl1® ),muni d'abord de deux applications qui,d f€ f1%€ ,as-
socient scn origine o(f) et son extrémité e(f) qui appartiennent &
ob € .0n note Homg(A,B),pour A,B€cb® ,la classe des fTE€fl® 4d'ori-
gine A et d'extréumité B; les éléments de cb® sont les objets de®,
ceux de f1¥ les morphismes,cu fléches;si feHomv(A,B),on dit aussi
que f est un morphisne de A vers B,cu encore que f part de A et ar-
rive en B;jon représente fréguemment f par une fléche allant de A
vers B.Une catégorie est enfin munie d'une loi de composition in-
ccnpléte o sur fl1@ ,fo g étant défini si et seulement si e(g) = o(9,
avec alors e(fog) = e(f),0(fo &) = o(g);cette loci est supposée as-
soeiaigve,et pourvue d'un élément unité IXE Home(X,X) pout tout
Xeobe.

Par exemple,les ensenbles sont les objets d'une catégorie,les
morphismes étant les applications;nous la notons Ens.De méme les
groupoides,les espaces topclcgiques,etc. sont les objets de catégo-
ries,les morphismes étant les homomorphismes de groupoides,les ap-
plications continues,etc.
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Notations.

@(E,F) désigne 1l'ensemble des applications de E vers
F; A(E) est mis pour @(E,E).Nous identifions {x} et x,pour x €E,dans
tout ce qui touche & la résiduation,aux équivalences principales et aux
résidus.Lorsque x€E et r€@®(E),nous écrivens o¢x au lieu de ¢(x) afin
d'accentuer l'analogie de la théorie des tas avec celle des demi-grou-
pes;nous faisons de méme dans un systéme;nous écrivens aussi T au
lieu de ¢oT ,lorsque 7,T€ A(E).

Nous considérons un groupoide comme un couple
G = (E,v) d'un ensemble non vide E et d'une loi de composition interne
T sur E; s'il s'agit d'un demi-groupe,la loi est toujours notée multi-
plicativement et désignée par . .

La manipulation des groupoides nous a ccnduit & celle

des produits finis.Les notaticns suivantes ncus scnt trés utiles.Soient
n,p deux entiers positifs,al, ...,an,bl, ...,bp,x €E.

Uai,x,bj) désigne le produit de 819 w183 X by ey
bp écrits dans cet ordre,avec la dispositicn de parenthéses W;les dis-
positions de parenthéses forment un ensemble noté toujours B (vien
qu'il dépende de n et p).0On pose aussi

Ti(ai,x) = al'r(...'r(an_lT(an-rx))...)

(e ((x*rbl)'rbz)'r e )pr .

Tj(xybj)

Si n ou p scnt nuls,nous gardons un sens aux notati-
ons ci-dessus.Un produit réduit & x est toujours égal & x.Sin =0,
p>0, R(ai,x,bj) est le produit de x,bl,...,bp dans cet ordre,avec

la disposition de parenthéses @ ;un tel produit est égal & un produit
Tk(x,ck) you les ¢, ne dépendent pas de x .
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{[.TAS ET GROUPOIDES ]

A.Application associée & une surjectionJ (1)

1.Définition.

Proposition 1. Etant donnés deux enserbles E,F,une sur-
jection f de E vers F et 7€ U(E),il existe t€ A(F) telle que le
diagramme

E—" >E

f f
T
F——%F

soit commutatif(2) si et seulement si
(1) (VYx,yeE)( £f(x) = £f(y) = f(ox) = f(vy) ),
et T est alcrs unique.

La ccnditicn est nétessaire: si T existe et si
f(x) = £f(y),alors £f(rx) = tvf(x) = Ttf(y) = £(vy) .La condition est
suffisante: si elle est remplie,il existe Te€({(f(E)) qui,2 f(x),fait
correspondre f(¢x);f étant surjective, T €(i(F) et est unique,car
Tof=fog7=7Tof —= v=°¢.

Définition 1. On appelle application associée & f 1'ap-
plication incompldte y de (N(E) vers O(F),définie sur 1'ensemble des
c<c(l(E) vérifiant (1),et qui,a un tel ¢,fait correspcndre l'unique -T
défini par la prop.l.

(1) Cette section contient des définitions et résultats triviaux,mis
sous la forme la plus utile pour la suitej;et qui ne prétendent pas &
l'originalité,bien que nous ne les ayons point trouvés dans la litté-
rature.Nous devons toutefois au Pr. LEVY-BRUHL la remarque suivante;
si r,f sont considérées comme des relaticns binaires,cu,ce qui est
équivalent,comnre des applications multiformes,alcrs, il existe toujours
une application multiforme ¥ telle que T = foro £ *;la condition (1)
est alors la condition nécessaire et suffisante pour que T soit unifa-
ne,et entraine que To f =f o ¢ .

(2) Dans une catégorie,un diagramme de fléches est commutatif si,quand
on va d'un sommet donné & un somwet donné en suivant le sens des flé-
ches,le produit des mcrphisnes rencontrés ne dépend pas du chemin sui-
vi.



2.Propriétés.

Soient f une surjection de E vers F et ¢ 1'applica-
tion associée.

Proposition 1. jKIE) est définie et }(IE) =Ip .

En effet le diagramne ci-dessous est commutatif:

)

E——5E

o

F-————»F

Proposition 2. Si y(7),¢(¢’) sont definis,y(ov) est défini
et f(oo)) = y(v)¢(r)

En effet leddiagranme ci-dessous est connutatif:

7 ”
E‘———éE——i—>E

d £

F—ﬂ—F_LLF

Proposition 3. Si g est une autre surjection de F vers G,
et si W,k sont les applievations associédes & g et go f ,alcrs errolon—

ge Yoy .

En effet,si w(Y(G)) est défini,le diagrarre ci-des-
sous est comnutatif:

E-Y.E

£
F_Y__.%'
&l g
R SUR

s

Proposition 4. L'application asscciée & Ip est Iﬂ,E) .
(E)——

En effet le diagramme ci-desscus est commutatif
pour tout c<{(E):
E —r—'»h

Proposition 5. Si f est une bijection,y est partout défi-
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nie,c'est une bijection,et gfl est l'application associée 2 1

.

f étant bijective,tout ¢ €A(E) vérifie la condition
(1),done § est partout définie (prop.l);de méme ¥ ,application associ-
e & f—l,est partout définie.Il résulte alors des prop.3 et 4 que
Yo Y = Ia(E) » Yo ¥y = ICKF) ,en sorte que Y est une bijection et que

=¥

[i.Catégorie des tasJ

1.Définiticn d'un tas.

Définiticn 1. On appelle tas le ccuple d'un ensertle non
vide E et d'un scus-ensemble non vide 2 de W(E).

E s'appelle le suppert du tas et les éléwent
nents de £ les pultiplicateurs du tas; Y s'appelle aussi la loi de tas

sur E.

Lans la suite,la lci du tas (E,L) jcuera le rdle
que tient ¢'habitude la loi d'un groupcide (E,T);d'ou ce terme pour

désigner L .
Définition 2. Un tas (E,L) est dit unitaire si I € z.

Définition 3. Un tas (E,Y) est dit stable si ¥ est stable
pour la composition des applications.

Exemples.l.Si E est un ensemble non vide, (E,A(E)) est un
tas stable et unitaire de suppogt E,appelé tas universel sur E.
2.(E,{IE}) est aussi un tas stable et unitaire
de support E,dit tas permis sur E.

3.Les exemples les plus importants seront vus en
secticn D.

2.Homoncrphismes de tas.

tan
Définition 1. Etant donnés deux damf® = (E,Z) et € = (E,2)
on appelle homomorphisme de & sur < toute surjection f de E vers E'
telle que,si ¢ est l'application associée & f,y soit définie sur L et
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g(z) = 2.

Proposition 1. Avec les mémes notations,une surjection f de
E vers E' est un homomorphisme de € sur € si et seulement si il existe
une surjection 4§ de I vers %/ telle que
(VxeE) (Yre3) £(ox) = yo)f(x) . 3)

La condition est évidemment nécessaire;et,si elle est
remplie,? est nécessairement la restriction & 2 de l'application asso-
cide & f,et f satisfait & la déf.l.

3.Catégories des tas,des tas unitaires,des tas stables.

Proposition 1. Les tas et les homomorphismes de tas sont

respectivement les objets et les morphismes d'une catégorie & sup-
(4)

ports ,appelée catégorie des tas.

si€,6,€" sont trois tas,f un homomorphisme de T sur €'
et g un homomorphisme de < sur ¢ , 80 f est un homomorphisme de € sur
‘C',car 1'application associée & go f prolonge le prcduit des applica-
tions assocides & g et f (prop.A.Z.B);et\,si € = (E,2) est un tas,IE est
un homomorphisme de € sur € ,car 1l'application associée & IE est IQ(E)
(prop.A.2.4).

)
Proposition 2. Si % et € sont deux tas et f un homomorphis-
me bijectif de € sur € ,f L est un homomorphisme de ¥ sur © .

(3) Cette propriété est prise par M. KOSKAS (21) comme point de départ
pour définir des homomorphismes de tas,ou d'hypertas,qui ne soient pas
nécessairement surjectifsjun homomorphisme est alors un couple (f,$);¢
n'est pas déterminée par f comme dans le cas ou f est surjectif.

(4) Nous appelons catégorie & supports une catégorie € telle qu'il
existe une application supp de ob® vers obEns,ayant la propriété:

(VvA,BEocb®) Homg(4,B) g Homy (suppA ,suppB) ;

les morphismes sont alors des applications,dont l'origine et 1'extrémits
dans Ens ne dépendent que de l'origine et 1l'extrémité dans €.La catégo-
rie des tas est clairement une telle catégorie,avec supp(E,¥) = E ;et
il en est de méme de toutes les catégories dont les objets sont des en-
sembles "minis" de structures algébriques ou topologiques.On notera que
la catégorie des tas,ou des hypertas,au sens élargi de M. KOSKAS (note
3) n'est pas une catégorie & supports.
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Ceci résulte de la prop.A.2.5.
Un tel f sera appelé un isomorphisme,etc.(s)
Proposition 3. Soient & = (E,Z),%'= (E, X)) deux tas et f

un homomorphisme de € sur Cr;si © est unitaire,ou stable,il en est de
méme de /.

Soit ¢ l'application associée 2 f; Yest définie sur
T et tf(i‘,) = %' ;il résulte alors de la prop.A.2.1 que,si IEGZ,IE.G s
et de la prop.A.2.2 gue;si L est stable,z' est stable.

Les tas unitaires,les tas stables,définissent donc
des sous-catégories pleines et saturées de la catégorie des tas(6).

Proposition 4. L'application ~ qui,& tout tas € = (E,Y)
associe le tas € = (E,3),o0 L = L v {IE§ ,définit un foncteur surjec-

(5) Dans une catégorie,on appelle monomorphisme tout morphisme f tel
que fog=foh = & =h ,et épimorphisme tout morphisme f tel que
gof =hof = g = h .Dans la catégorie des ensembles,il y a identi-
té entre les monomorphismes et les injections,entre les épimorphismes
et les surjections;de méme dans les catégories usuelles (groupoides,
groupes, ...g.Da.ns une catégorie quelconque ©,¢n appelle aussi bimorphis-
meé un morphisme qui est & la fois un épi- et un mono-morphismejet

isomorphisme un morphisme f @nversible,c'est-a-dire tel que,si
??H_om%TA—,]_B),il existe geHome(B,A),tel que fog =Iget gof =1
Tout isomorphisme est un bimorphisme;la réciproque est vraie dans la
catégorie des ensembles,et dans celle des groupoides,mais non dans ee
celle des espaces topologiques (ol on sait bien qu'il existe des bi-
jections continues dont l'inverse n'est pas continue).Dans la catégo-
rie des tas telle que nous l'avons définie, tout morphisme est un épi-
morphisme,et on peut démontrer l'identité entre les monomorphismes,
les bimorphismes et les morphismes bijectifs;la prop.2 énonce alors
que tout bimorphisme est un isomorphisme.

A

(6) Une catégorie €' est dite une sous-catégorie de la catégorie € si
et seulement si ob¥’C ob¥¢ ,et si,pour tous 4,B Eob¥’ ,

Homg' (A,B) € Hom ¢ (A,B) j;la sous-catégcrie est dite pleine si 1'éga-
1ité est toujours réalisée dans la seconde condition;et saturée si
tout objet de € isomorphe & un objet de € est un objet de ¥ .Par ex-—
enple,la catégorie des demi-groupes est une sous-catégorie pleine et
saturée de la catégorie des groupoides.
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tif simple(7) de la catégorie des tas vers celle des tas unitaires.

Soient f un homomorphisme de € = (E,%) sur €' = (E,T)
et g 1l'application associéf;f(IE) est défini et \f(IE) = Ig. (prop.A.2.
1),donc ¥ est définie sur L et '\{(f) = ¥',en sorte que f est un homo-
morphisme de T sur f’ ,et que 1l'on a défini un fongteur simple.Ce fonc-

teur est surjectif,puisque,si € est unitaire,€ =% ,

-

Proposition 5. L'application * qui,2 tout tas ¥ = (E,L)
associe le tas © = (E,ﬁ),oﬁi‘.\ est la fermeture stable de Y,définit un
foncteur simple surjectif de la catégorie des tas vers celle des tas
_s_?;ables.

Soient f un homomorphisme de € = (E,%) sur €' = (E,&)
et ¢ l'application associée;il résulte de la prop.A.2.2 que le domaine
dendéfiaition de P est stable,donc que ¢ est d’é‘finie,\sur 2, ,et que
'\f():) = I‘.l;par suite f est un homomorphisme de € sur 'fl,et on a défini,\
un foncteur simple.Ce foncteur est surjectif,car,si & est stable,6=F.

Proposition 6. Les foncteurs ~ et ° commutent.

En effet,dans OI(E),la fermeture stable commute avec
l'adjonction de IE‘

(7) Si © et ¢/ sont deux catégories,on appelle foncteur covariant de €
vers ¥ un couple de deux applications,notées de la méme fagon,T par
exemple,de ob¥P vers ob@ et de f1€ vers fle' ,telles que

o(T(£)) = T(o(£)),e(T(£)) = T(e(£)),T(Iy) = Ip(x)»T(fog) = 2(£) o T(e),

gquels que soient X€ocb®,f,g€ f1€ tels que e(g) = o(f).

Si € et € sont des catégories a suppcrts,les conditions précé-
dentes sont vérifiées dés que l'on a supp T(X) = supp X et T(f) = f
pour tous X€ob® et f€ f1¥ ;nous appelons un tel foncteur un foncteur
simple. Un foncteur simple est défini par la donnée de la seule appli-
cation T de ob® vers ob® ,telle que supp T(X) = supp X et que,si
f e Homy (4,B),f €Hom e (T(A),T(B)).Par exemple,T = supp définit un
foncteur simple de € vers Ens.On définit aussi des foncteurs simples
en associant & tout anneau le groupe sous-jacent,etc.

On définit aussi un foncteur covariant,non simple,de Ens vers
Ens,en associant & tout ensemble A 1'ensemble P(A),et & feﬂ(A,B),
1'application U-distributive,notée traditionnellement f,qui prolonge
f en application de #(A) vers N(B).

Si T est un foncteur covariant de @ vers € ,et S un foncteur
covariant de @ vers €', So T est un foncteur covariant de ¢ vers €';
de méme le composé de deux foncteurs simples est un foncteur simple.
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4.Support et loi considérés comme foncteurs.

Proposition 1. On définit un foncteur simple de la caté-

gorie des tas vers celle des ensembles en associant & tout tas son
support.

Ceci est vrai pour toute catégorie & supports.

Proposition 2. On définit un foncteur covariant de la
catégorie des #as vers celle des ensembles en associant & tout tas sa

N

loi et & tout homomcrphisme de tas la restriction & la loi de 1'appli-

cation associée.

Ceci résulte des définitionset des prop.A.2.3,A.2.4.

Proposition 3. La restricticn du foncteur loi 2 la caté-

gorie des tas stables définit un foncteur covariant génériquement sur-

jectif de la catégorie des tas stables vers celle des demi-groupes.

La loi d'un tas stable est un demi-groupe (pour la
composition des applications),et l'appliéation associée 3 un homomorp
phisme de tas stables est un homomorphisme de demi-groupes (prop.A.2.
2);la premiére asserticn résulte alors de la prop.2.la seconde signi-
fie que tout demi-groupe est isomorphe & un demi-groupe d'applicati-
ons.Soit D un demi-groupe;notons g(D) le demi-groupe des translations
4 gauche de D.Si D a un élément unité,D = g(D).Si D n'a pas d'élément
unité,il existe un monomorphisme de D vers un demi-groupe‘Dl a3 élément
unité;comme Dlss g(Dl),il existe un monomorphisme de D vers g(Dl),dont
1l'image est une loi de tas stable sur le suppert de Dl et un demi-grou-
pe isomorphe & D.

Définition 1. 8i € = (E,L) est un tas,on appelle produit
d'une partie A de E par une partie T de ¥ la partie de E
T = {mx ;reT,xeA} .

Proposition 4. Le produit ainsi défini est un morphisme
fonctoriel(8) de (p o loi)x(P o supp) vers f o supp .

Le foncteur de gauche associe & tout tas (E,Z) 1'en-
semble D(Z)xp(E),et,é tout homomorphisme f de (E,Z) sur (E,L') 1'ap-

(8) voir page suivante.
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plication (T,4) ~v (Y(T),f(A)) de Q(Z)xp(E) vers p(z'k?(E').D'aprés
la définition d'un morphisme fonctoriel,il suffit de vérifier que
£(Ta) = ‘f(T)f(A) identiguenent,ce qui (prop.2.1) est immédiat.

Un sait que la catégcorie des groupoides possidde une
propriété analogue.

C.Théoréme d'homomcrphisme I

1l.Equivalences compatibles. ]

Définition 1. Scit ¥ = (E,2) un tas; une relation d'équi-
valence sur E est dite compatible (ou J -compatible s'il y a risque
de confusion) si et seulement si elle est écuivalence nucléaire
d'un homomorphisme partant de T .

Proposition 1. Scient ¥ = (E,Y) un tas et R une relation
d'équivalence sur E; les asserticns suivantes sont éguivalentes:
a- R est I-compatible; b- R est L-compatible; c— R est S-compatible.

En effet un homomorphisme partant de e4 est aussi un
homomorphisme partant de € jet un homomorphisme partant de € est aussi
un homomorphisme partant de < (prop.B.3.4);donc a < b .De méme acyec.

(8) 5i S et T sont deux foncteurs covariants de © vers € ,on appelle
morphisme fonctoriel de S vers T une application u de ob¥ vers fl¥,
telle que,pcur tous X,A4,B &cb @ et f € Home (4,B), u(X) € Home (S(X), T(JO)
et que le diagramne c1-dessous soit commutatif

s(4) 24 p(a)
s(2) |z
$(B)-—2(B)__n(p)

Si U est un autre foncteur covariant de ¥ vers €’ ,8t v un morphisme
fonctoriel de T vers U,l'application W : X ~~» v(X)o u(X) est un
morphlsn.e fonctoriel de S vers U .Les foncteurs covariants de € vers
¢’ peuvent ainsi &tre structurés en catégorie.

(9) Nous adoptons pour l'éguivalence d'homomorphisme la terminologie
introduite par P. DUBREIL.
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2.Transfert par surjection.
Proposition 1. Soieat € = (E,3) un tas,F un ensemble non

vide et f une surjection de E vers F. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

a- il existe un tas "’ de support F tel que f soit un homomorphis-
me ‘de ¥ sur ¥;

b- l'application ¢ associée & f est définie sur I ;

c- Wx,y €E)(VeeXR)( £(x) = £f(y) = f(ox) = f(oy) ).
De plus,si l'une gquelconque est vérifiée,le tas %'de a- est unique.

Clairement a =pb jet,si b est vraie,y(X) est une
loi de tas sur F,et f un homomorphisme de % sur ce tas.Enfin bede
(prop.A.1.1).Enfin,si f est un homomorphisme de © sur €,la loi de € est
nécessairement \P(i'.),donc €',s'il existe,est unique.

Proposition 2. Scient € = (E,¥) un tas et R une relation
d'équivalence sur E ;R est compatible si et seulement si
(Vx,yEE)(WVreT)( xRy = xR ay ) .

si R est compatible,il existe un homomorphisme f par-
tant de € tel que xR y soit équivalent & f(x) = f(y) pour tous x,
ye€E; £ vérifie ¢ (prop.l) et R vérifie la condition de 1'énoncé.Réci-
proquement,si € vérifie cette condition,et si f est une surjection par-
tant de E et d'équivalence nucléaire f (dont l'existence est assurée
par la théorie des ensembles),f peut &tre considérée comme un homomor-
phisme partant de % (prop.l) et R est compatible.

3.Théoréme d'homomorphisme.

Théoréme 1 (d'homomorphisme).Soient €,%€,6" trois tas de
supports E,E,E", £ un homomorphisme de € sur € et g un homomorphisme de
€ sur ©',tels que f et g aient méne équivalence nucléaire.Alors il ex-

iste un isomorphisme et un seul h de €’ sur €’ tel que g = hof .

f et g ayant méme équivalence nucléaire,la théorie
des ensembles assure qu'il existe une bijection h et une seule de E'
vers E" telle que g = ho f ;si l'isororphisme cherché existe,c'est
dcnec h; en particulier,il est unique.Or,l'application associée & h é-
tant partout définie (prop.A.2.5),il existe (prcp.2.1) un tas ‘{Ide sup-
port E" tel que h soit un homcmorphisme de tas de €' sur f:; h est
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ainsi unrisomorphisme de € sur ?I.Par suite,g est un homomorphisme de
€ sur €i;et C:: %' (prop.1),puisque ¢, et €' ont méme support;h est done
un iscmorphisme de ¥ sur €.

Etant donné ce théoréme,on peut espérer caractériser
des propriétés de l'image d'un homomecrphisme invariantes par isomor-
phisme,au mcyen de propriétés de 1?'équivalence nucléairejon en verra
des exemples au chapitre III.

4.Equivalence associée.

Définition 1. Etant donnésun tas % = (E,Y) et une relation
d'équivalence R sur E,cn appelle relation asscciée la relation d'équi-
valence @ sur ], définie par

Ve,te T)( all 3 < (¥xeEBE) xR =) .

Proposition 1. Si f est un homomorphisme partant de

€= (E,L) et si ¥ est l'application associée & f,1'équivalence nuclé-

aire de ¥ est la relation associée & 1l'équivalence nucléaire de f.

En effet,f est surjectif,et,pour tous ¢,T€Z:
¥(o) = §(t) = (¥x€E) ¢(o)f(x) = (T)f(x) & (¥x €E) £(ox) = £(Tx),
donc,si (» est la relation associée & l'équivalence nucléaire de f:

'{(“‘)=\e(1) =4 crrr .

(On peut dire en somme que l'associée de 1'équiva-
lence nucléaire est l'équivalence nucléaire de l'associée).

1.Propriétés générales.

Définition 1. Si € est une catégorie & supports,on appelle
c6té sur ¥ tout foncteur simple de la catégorie € vers celle des tas.

Dans la suite,€ sera la catégorie des groupoides,ou
parfois celle des demi-groupes,avec les morphismes surjectifs seule-
ment.Dans le premier cas,on dira "c8té" tout court.

Notations. Si ¢ est un c6té et G un groupoide,on note Gc
le tas image de G par c,alors que c(G) désigne 1l'ensemble des multi-
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plicateurs de Gc'

La domnée de c¢(G) pour tout groupcide G définit com-
plétement le cété c,il ne reste plus qu'a vérifier que,si f est un ho-
momorphisme (de groupoides) de G sur G',c'est aussi un homomorphisme
(de tas) de Gc sur G! .

Proposition 1. Si G est un groupoide et R une équivalence
compatible sur le support de G,R est c(G)-compatible pour tcut cdté c.

En effet,si R est équivalence nucléaire d'un homo-
morphisme (de grcupoides) partant de G¢,R est aussi équivalence nuclé-
aire d'un homomorphisme (de tas) partant de Gc’

2.C8tés g,d,b.
Définition 1. Etant donné un groupoide G = (E,7),on appel-

le Y (resp. § ) l'application gui,d tout a €E,associe Y.&€ W(E) (resp.
Sa),appelée translaticn & gauche (resp. & droite) assccide 2 a ,et

définie par
(VXCE) Yy.x =arx (resp. 8.x = xva ) .

Propcsition 1. On définit des cdtés en posant,pour tout
groupoide G, g(G) = y(supp G) , 4(G) = S(supp G) .

Il faut demecntrer que,si f est un homomarphisme (de
groupcides) de G = (E,T) sur G' = (E4,7),f est un homomorphisme (de tas.
de Gg sur G' et de Gd sur Gé ;soit ¢ l'application associée & f.On a,
peur tcus a,b €E, f(arb) = f(a)rf(p) ;d'ol

(VaCE) foy, = Ypa 0f » fod, = Sf(a)of .

I1 résulte alors de la définiticn méme de ¢ que est définie sur
g(6) et d(G),et que (g(G)) = &(GY), P(a(c)) = da(G) .

Proposition 2. On définit un c6té en posant,pocur tout
groupcide G, b(C) = g(G)uv d(G) .

Avec les notations de la prop.l,l'égalité & démon-
trer, ?(b(G)) = b(G') ,résulte des égalités analogues pour g et 4 .
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3.Construction de cdtés.

Proposition 1. Si ¢ est un c8té,il en est de méme de & et o
définis par G4 = G, Gz = G pour tout groupoide G.

Le composé de deux foncteurs simples étant un fcone-
teur wimple,ceci résulte des prop. B.3.4 et B.3.5.

Définition 1. Un c8té c sur une catégorie & supports € est
dit stable (resp. unitaire) si et seulement si G est stable (resp.
unitaire) pour tout GE€ob@ .

Si ¢ est un c8té,& est stable,c unitaire,done:

Proposition 2. &,4,b sont des cdtés stables,g,d,b des cdtés
unitaires,é,g,g des cbtés stables et unitaires.

On peut aussi obtenir des cdtés par le procédé sui-
vant.Soient supp le foncteur support de la catégorie des demi-grompes,
# le foncteur de la théorie des ensembles;le fcncteur b5= } 0 supp as-
sccie,& tout demi-groupe D = (E,.),l'ensenble }(E),et,é tout Eomomor-
phisme f de D sur D',l'application,notée f par abus de langage,qui pro-
longe f & }(E).On note ﬁixp‘ le foncteur gui,& tout demi-groupe (E,.),
associe 1l'ensemble ﬁ(E)X}(E),et,é tout homomorphisme f de §E,.) sur
(EY.),1'application fxf de b(E)X}(E) vers }(EQ&}(EO .

Un morphisme fonctoriel u de P,xP, vers P; fait donc
correspondre & tout demi-groupe D = (E,.) une application u(D) de
ﬁ(E)x}(E) vers }(E),de telle sorte gque,pour tout homomorphisme f de D
sur D' = (EY,. ),le diagramme suivant soit commutatif:

pEyeh(e) 22, ()
X1 ' 1f
pEE) 22 (k)
ce qui s'exprime par
(Ya,Beb(E)) £(u(D)(4,B)) = u(D')(£(4),£(B)) .
La réunion ensembliste,le produit de deux parties,

sont des exemples de ces morphismes fonctoriels.

Proposition 3. Pour tout morphisme fonctoriel u de P, x
vers ﬁt,on définit un c8té c(u) en posant,pour tout groupolde G

c(u)(6) = u(b(6)(g(G),d(E) .
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Soient f un homomorphisme de G sur G',? l'application
associée;q est définie sur B(G) et Q(B(G)) = (6" (prop.2),en sorte
que Y est un homomorphisme (de demi-groupes) de b(G) sur H(GY) (prop.
A.2.2,0u prop.B.4.3).De *(g(G» = g(G") et Q(d(G» = d(G") (prop.2.1)
résulte alors,par définiticn de u, ?(c(u)(G» = c(u) (6" .

Définition 2. Un cdté c est d4it nornal (resp. semi-norral)
si et seulement si il existe un morphisme fonctoriel u de P¢x54 vers
P tel que ¢ = c(u) (resp. c = c(u) ).

Proposition 4. g,d,b,8,d,b sont des c8tés norraux et Z,d,D,
E,g,ﬁ des cdtés seminormaux.

L'application qui,a un demi-groupe,assccie la ferme-
ture stable dans l'ensemble de ses parties,est un morphisme fcnctoriel
de @Lvers ik;donc,si ¢ est un cété normal,@ est normal.Il suffit alors
de montrer que g,d,b sont normaux,ce qui résulte de fait que les pro-
jections (A,B)~s A , (A,B)~~>B ,et la réunion ensembliste,sont des
morphismes fonctoriels de P xPy vers ?L.

4.C6té médian.
Proposition 1. On définit un c8té stable et ncrral m en

associant & tout groupoide G 1'idéal bilatére m(G) engendré dans H(G)
par g(G)a(G)v a(G6)e(G) .

Le rroduit des parties,la réunion ensermbliste sont
des rorphismes fonctorlels de Q&xbi vers }L set la fermeture idéal bila-
tére est un morphisme fonctoriel de iners Q,;par suite on définit un
rorphisme fonctoriel u de P,xPy vers P, en faisant correspondre & tout
demi-groupe l'application qui,au couple (A,B),assccie 1'idéal bilat2re
engendré par ABVUBA ;il est clair que & = c(u).Tout idéal bilatére d'un
demi-groupe étant une paytie stable,m est stable.

5.Multiplicateurs des cdtés canoniques.

Nous considérons comme canoniques les c8tés suivants:
g,d,b,2,4,%,2,3,5,%,3,0,n,% .Les plus importants pour la suite sont
g.,d,g,a,ﬁ,m.

Proposition 1. Soient G = (E,t) un groupoide,c un c8té ca-
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nonique et r€ (E);pour que 7€ c(G),il faut et il suffit gqu'il existe

des entiers poesitifs ou nuls n,p,des éléments a1, "”anﬁl"'"bp de E

et wel tels gque,pour tcut xcE, o = Tw(_ai,x,bj) yles entiers n et p

étant choisis de la maniére suivante selon c¢ :

g: n=1,p=03;4d:n=0,p=1;b:n=21lp=0 ou n=2~6,p=1;
€:n<1,p=0;3+n=0,pgl;b:n+pgl;
£&:n>»>0,p=0;8:n=0,p>0; Bb:n+p>0 ;
Z:p=0;8:n=0; 7% : n,p quelconques;
z:n>0,p>0;m:n>0,p>0 ou n=p=20.

L'applicaticn x ‘-»1;(ai,x,bj) est produit de
translations & gauche et de translations & droite,dans un ordre qui
dépend de W ;le nonbre de translaticns é gauche intervenant dans le
produit n'excéde pas n,nais ne s'annule que si n est nul;de méme pour
le nombre de translations & droite et p ;enfin,si n = p = O,c'est 1l'ap-
plication identigue.

Les asserticns ci-dessus sont alcrs évidentes pour
&yd,b,donc pour g,d,b,et aussi pour &,8,P puisque £(G) (resp. 8(G),
B(G)) est l'ensenble des produits finis d'éléments de g(G) (resp. a(G),
b(G));donc enfin pour E,&,B.Enfin l'assertion faite sur @ résulte im-
rédiatement de l'assertion faite sur m,que nous allons démontrer.

m(G) est 1'idéal bilatére encendré dans B(G) par
l'ensemble des produits d'une translation & drcite et d'une transla-
tion & gauche,et contient par conséquent les produits d'un élément de
B(G) par un tel prcduit de deux translations;finalement m(G) contient
les produits de translations qui contiennent au moins une translation
de chaque espéce.Réciproquement,ces procduits forment un idéal bilaté-
re contenant tout produit d'une translation & drcite par une transla-
tion & gauche,en sorte que leur ensemble est exactement m{éG).Par suite
les éléments de m(G) se représentent sous la forme ci-dessus avec
n>0 , p>0 ,et réciproquement.

On notera que,si p = O,on peut adopter une représen-

tation de la forme ox = Ti(a. yX) ,et que,si n = O,on peut adopter une

i
représentation ae la forme ex = Tj(x,bj) .

De la prop.l résulte la formule impcrtante:

Prcposition 2. Pour tout groupoide G,
B(G) = 8(6)V &(6)um(6) .
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6.Cas d'un groupoide unitaire ou d'un demi-groupe.

Proposition 1. Si G est un groupoide & élément unité,Gc_
est unitaire pour tout c8té canonique c,et G = G‘B .Réciprcquer ent,si

Eg et G, sont unitaires,G a un élément unité.

Si G a un élément unité,l'application identique de
son suppcrt appartient & g(G) et d(G),et réciproc;uenent.Gc est uni-
taire d'aprés la prop.5.1;tous les a; ou b,j pouvant &tre pris égaux &
1'élément unité;pcur cette raison aussi Gm = GS’

Soit raintenant D = (E,.) un deni-groupe.

Propositicn 2. Dg’Dd scnt stables,et g(D),d(D) comnutent
éléuent par élément,en sorte gue m(D) = g(D)d(D) et gue,si ¢ EA(E):

rcg(D) <> (Ja€E)(¥x€E) @

7€d(D) < QbeE)(¥xe€E) ox = xb

7en(D) < (3a,b€E)(Vx€E) x = axb .

ax

Ceci résulte inmédiatement de l'associativité ou de
la prop.5.1.0n sait de plus qu'un groupoide G est un demi-grcupe si
et seulement si g(G) et d(G) comrutent élénent par élément.

I1 existe sur la catégorie des dermi-; roupes d'autres
cdtés que ceux qui sont considérés ici conne cancniques:

Propositicn 3. Si «,p sont des entiers naturels non si-
multanérent nuls,on définit un cfté stable et nornal par

P (D) = (&(D))*(a(D))f.
En effet (A,B) ~—> &~ st est un nmorphisme fonctoriel

de %‘Dx vers 1)1 .

iNous appelcns P coté calaisien d'ordre (#yp).0n a

cl’o =g , co".L =d , cl’l =m .51 ot'@ # 0, c“'# (D) est un idéal bila-

tére de B(D);si 9 = O0,c'est un idéal bilatere de g(D).

7.Lois de groupoides admissibles sur un tas.

Définition 1. Etant donnés un tas € = (E,l) et un c6té c,
on dit qu'une loi de composition interne T sur E est c-admissible si
et seulerent si (E,7), = <.
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La question de savoir si un tas donné peut &tre mu-
ni d'une loi de groupcide c-admissible semble assez délicate.On a les
résultats suivants:

Proposition 1. Un tas € = (E,I) peut &tre muni d'une loi
de groupcide g-admissible si et seulement si la puissance de L est in-
férieure ou égale & celle de E.

La condition est nécessaire:si (E,%) = G_,on a
I = g(G) =‘Y(E),et la puissance de 2 est inférieure ou égale & celle
de E.

La condition est suffisante:si elle est remplie,il
existe une surjection  de E vers ¥ ;la loi T sur E définie par

x1y = B(x)y pour tous x,y€E est évidemment g-admissible.

Proposition 2. Un tas stable® = (E,2) peut 8tre muni

d'une loi de groupoide Z-admissible si et seulement si Y a un systéme

générateur de puissance inférieure ou égale & celle de E.

Ceci résulte de la prop.l.

Proposition 3. Il existe un tas n'admettant aucune loi de

groupoide c-admissible,et ce pour tout cbté normal ou seminormal c.

C'est le tas universel sur l'enserble N des entiers
naturels.Si G est un groupoide quelconque sur N,et ¢ un e¢8té normal
ou seminormal,on a c(G) C B(G)U{IN§;B(G),ayant un systeme générateur
dénombrable,est dénombrable et il en est de méme de c(G);par suite
c(G) est différent de A(N),qui a la puissance du continu.

On a,pour les leis c-admissibles,la propriété de
transfert suivante:

Proposition 4. Etant donnés deux tas € et € ,un homomor-

phisme £ de € sur ¥ et une loi de composition interne c-admissible T

sur le support de € ,il existe une loi de composition interne c-ad-

missible sur celui de ¢’ telle que f.soit un homomorphisme de groupoi-

des si et seulement si 1l'équivalence nucléaire de f est compatible

pour T;cette loi est alors unique.

L'existence et l'unicité d'une loi de composition
interne sur le support de‘r‘telle que f soit un homomorphisme de grou-
poides est une propriété connue des groupoides,et il reste & montrer



- 27 -
que cette loi est c-admissible.Or,si G et G' sont les groupoides ob-
tenus,f est un homomorphisme de Gc =% sur Gé,et de€ sur €/; ¢ et Gé
ayant méne suppcrt,sont égaux (prop.C.2.1),et la loi trouvée sur le
suppert de ¥ est c-adnissible.

Une conséquence des prop.3 et 4 est que les cdtés
normaux ou seminorraux ne sont pas génériquement surjectifs.

h.Notions latérales dans un groupoide.

1.Définition.

On considére ici une définition sur une catégorie
comme une fagon de faire correspondre,& tout objet O de la catégorie,
un ensemble H(0) d'@tres mathématiques (ceux qui "vérifient" la défi-
nition £).0n donne le méme sens au mot notion.

Définition 1. Une définition & sur la catégorie des grou-

poides est dite latérale s'il existe un c8té c tel que G = G,__en-
trafne D(G) = D(G") .On dit aussi que D est de c8té c.

Une fagon d'obtenir des définitions latérales est:

Proposition 1. Sid est une définition sur la catégorie

des tas,la définition ﬁn sur la catésorie des groupoides définie par
bc(G) = 8(Gc) est,pour tout c8té c,une définition latérale,de cdté c.

Convention. La définition J  sera baptisée du nom de la
définition % ,suivi de la lettre c entre parenthéses.

On renccntrera des exemples dans la suite.Donnons
les plus simples.

2.Premier exemple: équivalences compatibles.

5i € = (E,§) est un tas,on a défini les relations
d'équivalence compatibles® sur E,caractérisées par (prop.C.2.2):
Vx,7€E)(YreD)( xRy = xRy ) .
Dans un graupoide.on a donc une notion d'équivalence compatible(e);on
sait que compatible (c),(&),(C) sont équivalents (prop.C.1.l) et gqu'u-
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ne équivalence compatible (au sens de la théorie des groupcides) est
compatible(c) pour tout cété ¢ (prop.D.1l.1l).

Proposition 1. Les notions suivantes coIncident pour toute
relation d'équivalence sur le support d'un groupoide:

compatible(g) et compatible & gauche

compatible(d) et compatible & droite

compatible(b) et compatible .

Ceci résulte innédietement de la prcp.C.2.2 rappelée
ci-dessus.

3.Second exemgle: idéaux.

Définition 1. Dans un tas (E,T),on appelle idéal toute
partie A de E telle que FA € A ,ou encore
(Vx€E)(VreT)( x€EA = sx€A ) .

Proposition 1. Si € = (E,%) est un tas,f,e,i ont mémes

idéaux.

En effet,pour toute partie A de E,l'ensemble des
ovc (I(E) vérifiant 1'implication ci-dessus est stable et contient IE’

Dans un groupoide,on a donc une notion d'idéal(e);
il y a identité entre idéal (c),(8),(c) (prop.l).

Proposition 2.Les noticns suivantes coincident pour toute
partie du support d'un groupoide:
idéal(g) , idéal(g) et idéal 3 gauche
idéal(d) , idéal(d) et idéal & droite
idéal(b) et idéal bilatdre .

Ceci résulte immédiatement des définitions.

4.Contre—exemgles.

Afin de délimitér un peu le domaine d'intérét de la
théorie des tas,on va donner 1l'exemple de notions importantes de thé-
orie des groupcides qui ne sont latérales pour aucun clté normal ou
seminormal.

Soient en effet les groupoides suivants,de support
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E = {a,b,c} ,dont les tables de multiplication respectives sont:
a b c
cca
c.ca
aac

Yia b
ala a
b a
c c

ce sont d'ailleurs des demi-groupes abéliens (respectivement isomor-
phes aux demi-groupes 16 et 14 du catalogue de FORSYTHE[4(]).

On a g(G) = g(G'),d(G) = d(G'),d'ou,pcur tout e8té
normal ou seminormal ¢, ¢(G) = c(G').Mais les parties stables de G
sont : @,{c},{a,c},E ,et celles de G' : g;{a},{a,b},{a,c}, E ;G et G
n'ont pas méme parties stables;leurs treillis de parties stables ne
sont pas isomorphes et ils n'ont pas mémes idempotents.Ces notions ne
sont donc latérales pour aucun cdté normal ou serinormal.De méme G et

a

G' n'ont pas mémes parties unitaires & gauche (ou & drcite).

P - ]
F.Zéros et bizéros.

Si E est un ensemble,et si x €E,on note Ky ltappli-
cation constante de E vers E qui prend toujours la valeur x.

On rappelle les définitions et propriétés suivantes
des groupoides.Un zéro & gauche (resp. zéro & droite,zéro) du groupoi-
de G = (E,T) est un élément z de E tel que {z} scit un idéal & gauche
(resp. & droite,bilatére) propre.Si E # {z} »2 est zéro 3 gauche de G
si et seulement si Y,z = 2 pour tout x€E,ou si. et seulement si
sz = Kz .

1.%2éros et bizéros d'un tas.

Soit €= (B,T) un tas.
Définition 1. On appelle zéro de € tout élément z de E
tel que {z} soit un idéal propre de ¥ ,c'est-a-dire

iz} AE et (Veel) oz =3 .
Définition 2. On appelle bizéro de % tout 2éro z de € tel

que K, € 3.
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Proposition 1. 8i € a un bizéro z,z est seul zéro de € 1 K,
est seule application constante de L .

Si x est un zérc de €, x = K, = z .Si KXEZ,
x= K,z =12 et Kx = Kz .

Proposition 2. Si 6 a un zéro et si 2 contient une appli-
cation constante,® a un bizéro.

Si z est un zéro et si Ker, X = k2=2.

Propositicon 3. Si Y contient plusieurs applications cons-
tantes, © est sans zéroj;si € a plusieurs zéros,z ne contient pas
d'application constante.

Ceci résulte des prop.l,2.

seule
Propositicn 4. Si € est stable et si 2. ccntient unevappli-

cation constante,¥ a un bizéro,ou bien E n'a qu'un élérent.

81 K7€ L,0x,€ T jde ¢k, = K, résulte alors
¢z = z pour tout g€y .

Le tas suivant,de suppcert E = {a,b},dont la loi est

définie par la table
ab
R1a a
7|b a

a ur support de deux élénents,un seul multiplicateur ccnstant et pas
de zéro,dcnc pas de bizéro.
Le tas suivant,de suppcrt E = la,b,c},dont la loi

est définie par la table
abe
Ela b ¢
glacbd

est stable et unitaire,a un zéro et un seul et pas de multiplicateur
constant.

2.Notions latérales correspondantes.

Soit € = (E,T) un groupoide.

Proposition 1.Les conditions suivantes sont équivalentes
pour tout élément de E : zéro,zéro(m),bizéro(m),zéro(b),bizéro(b),
‘zéro(B),bizéro(B).
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bizéro(m) =5 zéro(m);

zéro(m) =) bizéro(b);si z est un zéro(m),on a,si
8,b €E,y iz = z ;d'ol (¥xcE) Yy2 = YxYa‘sz = z ,et,de méme sz =3z ;
come {z} # E,z est un zéro(b);et,comne K = Y5 v(6) jphisyue(V¥x € E)
YX = sz =2z ,2z est un bizéro(b).

bizéro(b) => bizéro(B);un zéro(b) est un zéro(B)
(prop.E.3.2) et kze,b(G) = KzéfB(G) .

bizéro(®) = zéro(B) =» 2zéro(b) —3 zéro (ponE.3.2)

zéro =5 bizérc(m);si z est un zéro,c'est un zéro(B)
(prop.E.3.2),donc un zéro(k);et Kk, = XEKZEim(G) car,pour tout x€E,
1ZJZX = YZYXZ = z ,en sorte que z est un bizéro(m).

Prcposition 2. Pour tout élénent de E,les conditions sui-
vantes sont équivalentes: zéro(g),zéro(g) et zéro & gauche ; zéro(d),
zérc (&) et zéro & droite.

Ceci résulte de la prop.E.3.2.

Proposition 3. Si G est associatif,les conditions suivan-
tes sont équivalentes pour tout élénent de E: zéro,bizéro(g),bizéro(d).

zéro =% bizéro(g);si z est un zéro,z est un zéro(g)
(prop.2) et Ky = Yzeg((}),donc z est un bizéro(g).Cette implication ne
requiert pas l'associativité.

bizéro(g) => zéro;si z est un bizérc(g),z est uni-
que zéro(g) (prop.l.l);or,dans un demi-groupe,l'ensexble des zéros 2
gauche est un idéal 2 droite;il en résulte que z est un zéro.

De néme zéro <> bizéro(d).

Le groupoide ci-dessous,de support E = {a,z},de ta-

ble de multiplication
a z
a|z Z
zla z

admet z comme bizéro(g),car z est zéro & gauche et Ya = Kz ;mais z ad

n'est pas un zéro.
Aux cbtés canonigues unitaires,on applique la

Proposition 4. Si € est un tas,€ et © ont mémes zéros et

bizércs.
Ils ont mémes zéros (prop.E.3.1);et,si® = (E,Z)

avec E non réduit a un élément,IEn'est pas constante,donc K,€ 2 équi-
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aut & k, € I ,en sorte que € et © ont mémes bizéros.

A
Par contre ¥ et € ont ménes zéros (prop.E.3.l1),mais
pas némes bizéros;par exemple,si E = {a,b,c} et L =!¢} défini par
o)
& = b,b=cc=c¢c, ={r,kc},et c est bizéro de f ,oon de % .

3.Adjonction de zéro et de bizéro.

Définition 1. Etant donnés un ¢as ¥ = (E,¥) et un ensemble
d'un élément {z} disjoint de E,on appelle tas résultant de 1l'adjonc—

tion & € du zéro z ,et on note T uz ,le tas (E,%),o00 § = Buz ,et on
Y est 1l'image de L par l'injection” :E) —> t(E) définie par
(Yoc(M(E))( §z =2z et (¥x€E) Fx = ox ).

Définition 2. Avec les notations de la déf.l,on appelle

tas résultant de l'adjoncticn & ¥ du bizérc z ,et on ncte T+ z ,le
tas (B, ¥vk) ).

Prcpositicn 1. Si € est stable,ou unitaire,il en est de
méne de Cuz et Ge L + 2z .

~

En effet,il est clair que §%¥ =¢7% ,et,si ). est sta-
ble,% est stable; s vik,} est stable aussi car,si F€ Z,%? = k_ et

= = = ¥ ' = ~ e 1 ~ ~ {
TR, = Kz = K, .D'autre part,fé = Iy jet,si IEQZ, IEEZ et IEefu{k,k.
On peut dérontrer aussi que ces ccnstructions s'é-
tendent en foncteurs covariants de la catégorie des tas vers elle-méne
Broposition 2. Si € = (E,Z) est un tas,pour qu'il existe
un tas ¥/ tel que T = %'vz ,il1 faut et il suffit que z scit un zéro de

€ tel que

. (fred)(¥x€E)( ox =2 =% x =132 );
€' est alors unigue;et,si % est stable ou unitaire,il en est de nxéne
de €.

. La ccndition est évidernent nécessaire (cf. déf.l).
Si elle est reumplie,tout élémwent ae 2 a une restriction & E-{z}.0r si
€ = (E,Z') est tel que € =€v z ,on a nécessairerent E' = E-{z} ,et
2fest 1l'ensemble des restrictions & E' des élérents de ), ;d'cl l'uni-
}cif::é de f,;et‘ le tas ainsildéfini est bien tel que € = %'uy ,les €1é-
nents de L correspondant bijectivenent & leurs restrictions.Enfin,si
L est stable,X est stablejsi Ip€Z,Iy, € .
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Proposition 3. Si € = (E,2) est un tas,pour qu'il existe
un tas € tel que €= €+ 2z ,il faut et il suffit que z soit un bizéro
de € tel que T # ik} et que

(VoeZ)(Vx€E)( x =2 =5 x =2 ou o=k ) ;

Cest alors unique;et,sif est stable ou unitaire,il en est de méme de

t'

La condition est nécessaire (cf. déf.2).Si elle est
remplie,tout élément de 2 —{KZ} a une restriction & E-{z} .Or si un tas
€' = (EV%') est tel que € = ¥+ z ,on a nécessairement E' = E-liz} ,et T
est l'ensemble des restrictions & E' des éléments de X - {ké ;d'ol 1'uni
cité de (’;et le tas ainsi choisi est bien tel que € = €'+ z ,les é1é-
ments de 2 - ‘Kz‘ correspondant bijectivement & leurs restrictions.Enfin
si IEGZ,IE,QZ';et,.siZ‘ est stable,¥ est stable;en effet Y - {K25 est
stable,car,si ¢,T€ 2-{'(2\ et si X€E', wx€E', X EE' et oT€T -{x} .

4.Idéaux de Cuz et de €+ 2z .

Proposition 1. Si € = (E,3) est un tas,les idéaux de T vz
sont les idéaux de € et les parties de EV{z} résultant de 1l'adjoncticn
de z & un idéal de % .

Si A est un idéal de €,il est immédiat que A est un
idéal de ®vz ;et il en est de méme de A vu{z},réunion .de deux idéaux.Ré-
ciproquement E est un idéal de ¥uz ;donc,si B est un idéal de Gvz ,

A = BNE est un idéal de vz ;A est aussi un idéal de €,car A CE et
TA = ¥4 € A ;et on a,soit B = A,s0it B = Auis}.

Proposition 2. Si € = (E,3) est un tas,les idéaux de €+ z
sont les parties de Ev{z} résultant de l'adjonction de z & un idéal de
€ ,et la partie vide.

Si A est un idéal de “e,on a EA < A ,donc
(EU{KZ‘,)(A\)\Z}) C Au{z} et Aviz] est un idéal'de ¥+ z .Réciproquement,si
B est un idéal non vide de €+ z, 2 E€B car KZB G B ;prouvons gque
A = BNE est un idéal de¥;si x €A et ¢€X, xEE puisque x€E, Txe B
puisque B est un idéal de €+ z ,donc ox = ¥x€A jet ona B = Avufz}.
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5.Adjonction d'un zéro 4 un groupofde.Intégrité.

Si 6 = (E,v) est un groupoide,et {z} un enserble d'un
élément disjoint de E, on notera G+ z le groupotde (E,¥),ot E = Euiz}
et ou ¥ est définie par

o~

~ [=F
(VX:YGE) {

L}

Xty si x,yE€EE

~

Xty = 2 si x=2 ou y=12.
Si G est unitaire,ou associatif,il en est de méme de G+ z .

Un groupofde G ayant un zéro z est dit intégre si et
seulement si il existe un groupoide G' tel que G = G'+ 2z ;il en est
ainsi si et seulement si xTy = z entrafne x =2 ou y =2z pour
tous x,y€E (avec G = (E,v)).Par abus de langage,un groupoide vérifiant
cette condition sera dit intégre méme si z n'est qu'un zéro & gauche ou
a4 droite.

Le lien entre ces propriétés ou définitions classi-
ques de théorie des groupoides et celles du § 3 est assuré par la

Proposition 1. Pour tout groupoide G et tcut c8té canonique
c, (G+2z) =G +z .

Soit G = (E,v);reprenons les notations de la déf.3.1;
alors,si a€ E,la translation & gauche (resp. & droite) associée & a
dans G+ z est 73 (resp. 'f'a) (Ya’xa étant prises dans G);par suite
g(G+z) = g(G) v(&z} et d4(G+3z) = d(G)U{kz§ ;la proposition est donc dé-
montrée pour ¢ = g ou d,et par suite pour ¢ = b. D'autre part tout pro-
duit de translations & gauche ou & droite de G+ z ou figure l(z est égal
a Kz (car,si re®(E), KT = K, et ok, =k, =k, si ¢z =2z ) ; comme
on a identiquement 7X =%¥ ,il résulte de la prop.D.5.1 que la proposi-
T; = Iy ,et 1'addition de I

tion est vraie pour ¢ = &,d,b,m . Enfin %

commute avec celle de Kz,en sorte que la proposition est vraie pour

¢ = g,4,5,5,4,5,@ .
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bII .EQUIVALENCES PRINCIPALES.

K.Résiduaticn.

l.Résiduation dans un systéme.

Défiinition 1. On appelle gystéme le triple (E,F,X) de
trois ensembles non videsféels que & € A(E,F) .

Par exenple

Définition 2. Si € = (E,%) est un tas,on appelle systime
naturel associé 3 ¥ le systéme € = (E,E,3) .

si (E,F,3) est un systére,et si xEE,véf.,on notera
gx au lieu de 6(x);et,si Cé,‘p(E),Pep(Z),le produit PC est 1l'ensermble
des ox pour x&C et o€ P (ef.déf.I.B.4.1).

Définition 3. Etant donné un systére (E,F,2),cn appelle

résiduation & gauche 1'application de p(F)x}(E) vers P(3),notée
(AyB)~~> 4 . B (ou A '.2 B s'il y a risque de ccnfusion),définie

par

_ A'.B = {cel; dBSA} ,

et on appelle résiduation & droite l'application de D(F)xl}(Z) vers
p(E),notée (A, T) ~» A .' T ,définie par

A.°T = {xeE ;Tx<al.

I1 est clair que A °. B est la plus grande partie
P ae Y, tellesque PB < A ,et que A .° T est la plus grande partie
C de E telle que ‘TC C A .En d'autres termes,le prcduit de deux par
ties dans un systéme,comme on l'a défini ci-dessus,est une application
résidude au sens de DUBREIL et CROISOT [44],1es applications résiduel-
les étant données par la déf.3.

On notera que le résultat de la résiduation & drdte
dans (E,F,2) ne dépend pas de I jon peut donc comsidérer la résidusibn
4 droite dans (E,F,Y) comme la restriction p(F)xI)(Z) de la résidua-
tion 3 droite du systéme (E,F,W(E,F)).

Les régles de calcul suivantes résultent immédiate-
mentment des définitions,ou des propriétés générales de la résiduation
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[ Ysi (E,F,7) est un systime,et si Aeﬁ(F),BéIX(E),(At)LGI < MEY,
(Bher © BE),TER(D), (Ter € J(D) =

(RN,A)- B = (4, ". B) (DA)"T = Q@A ")
A (B) = (4. B A(YT) = e T

F°'.B = ,F.'T=E,A’.¢=2,A.'¢

¥ E
g°.B = g .°T =@ siBTE£H.

2.Résiduation dans un tas.

8i € = (E,T) est un tas,on définit les résiduations
& droite et & gauche dans € comme celles du systime ‘t’n = (E,E,Z),en
sorte que,si A,B€ E) et Te}3),

4°.B = {cr€l ; sBC A} ,
A .°T = {x€eE ;Txca}l .

Le produit étant un morphisme fonctoriel (prop.I.B.
4.4),0n peut espérer qu'il en est de méme des résiduations.Il n'en est
rien; toutefois

Proposition 1. Soient f un homomorphisme de € = (E,I) sur
%',¢ l'application associée,A,BEP(E) et Te P(Z);jon a
(A *. B) C f(A) ". £(B) , £f(4 ."T) < f£(4) ." 4(D ,
et 11 y a égalité dds que A est saturé pour 1l'équivalence nucléaire
de f.

En effet PB CA = \{(P)f(B) = f(PB) € f(A) ;et,s’
A est saturé, x€A <> f(x)e€f(A) ,et PBCA & 9(P)£(B) € £(4) .On
raisonne de méme pour la résiduation & droite.

. D'autre part,dans un tas,on peut composer les rési-
duations;c'est -ainsi que

Proposition 2. Si € = (E,%) est un tas et si A,B€N(E),
T,T<}(2),0on a

(A .°T)."T = 4. TT
(A".B)'.T = A" .TB
(A°.B)."T = (A."T)'.B,

la résiduation précédant TT' dans la premidre égalité est prise dans
le tas universel sur E,sauf si € est stablejles résiduations précédant
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T dans les deux autres égalités (membres de gauche) éd¢mt prises dans
li(E) au sens de la théorie des demi-groupes (ou dans ). si © est stable)

En effet
x€(A .T)." T = Thca . T < TTxCA <> xch .- TC/
ré(A ‘.B).T & TFcA " ".B = 9TBLA = ¢€A ".TB ;
TC(A . B)." T = To<A ' '.B ¢ ToBCA > cc(A ."T)". B.

.
b

3.Résiduation dans un groupoide.

Soient G = (E,T) un groupoide,Yy et § les applica-
tions canoniques (déf.I.D.2.1).
Propocsition 1. On a,pour tous A,Be*z}(E):
(A ") B
§1(a "a(6)B)_-

A, B = A." dB

AL Y(B)

)

A ." B

I
[}

La seconde ligne est duale de la preniére.Pour
celle-ci,soit x€E:
XECA ." ((B) e {(B)X CA <> XTBS A <> x€A *. B,
‘(XQA . &(6) B <= \(XBCA =» xTB CA &> xcA ". B.

La définition des résiduations & droite ou & gauche
4 partir des cdtés g et d permet 4d'espérer des définitions analogues
34 partir d'autres cOtés.Mais pour cela il faut que les multiplicateurs
soient simples;et,si l'on excepte g et d,le cété m sur la catégorie
des demi-groupes est & peu prés seul & remplir cette condition.On no-
tera toutefois que R. DESQ a obtenu des résultats en utilisant les
c6tés g,d,B sur la catégorie des demi-groupes (et en introduisant un
élément unité formel)(40).

Définition 1. Si D = (E,.) est un demi-groupe,cn appelle
pl'application de EXE vers m(D) définie par
(¥Yx,y €E) P(X’Y) =

Yx&‘.y_'
p est surjective (prop.I.D.6.2.)

Proposition 2. Si D = (E,.) est un demi-groupe,on a,pour
tous A,BEN(E):

A..B = P—l(A "en(D)

L'application .. est la résiduation de CROISOT( 8 );

B) .
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nous l'appelons ici résiduation médiane.Si x,y€E :
p(x,y) €4 “em(p) B & ‘a.(x,y)B CA e xBy A& (x,5y)€A .. B .

La proposition 2 correspond aux seccndes égalités de
la proposition ljles premiéres définissent une résiduation médiane "ex-
térieure" dont nous n'aurons pas & faire usage dans la suite.

IB.Equivalences principales]

l.Equivalences principales dans un systéme.

Définition 1. Etant donnés un systime (E,F,3) et HEN(F),
on appelle équivalence principale associée & H dans (E,F,2),et on note
gH (ou 2% s'il y a risque de confusion) la relation d'équivalence ‘sur
E définie par

(Vx,yeE)(x 2 y &> H . x = H . y) ;
par abus de langage,une relation d'équivalence R sur E est dite princi-

pale quand il existe un Heb(F) tel que R = EH ;g{est dite aussi fzrin—
cipale pour H ,au lieu de principale associée & H .

Lé lien entre cette définition et la définiticn ori-
ginale de P. DUBREIL [11) sera exhibé ci-dessous (prop.4.1).
Exarinons d'abord comment 2;‘_"1 dépend de X .

Proposition 1. 5i (Z,)e; € NaA(E,F) et si HEP(F),
2F . new. .

tel —

En effet soient x,y €E.

X

¥

y & (Vre Y 2)( mx€H &> wyeH )
= (VieI)(Yoel)( mEH <> oy €l )
& (Viel) x?ffy@:x Lfe\r‘fi‘ y .

Par contre,la raniére dcnt zﬁ dépend de H est assez
mal connue.
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2. Eguivalences grincigales dans un tas.

Si (E,Y) est un tas et si Hexk(E),l'équivalenee
principale associée & H dans (E,L) est par définition 1'équivalence
principale associée & H dans le systéme naturel (E,E,}),c'est-a-dire
que l'on a encore

(Vx,y €E)( x?Hy = H'.x = H'.y)
cu bien
(Vx,y€E)( x 2y y &= (Vo€3)( ox€H e oy€H ) ) .

Dans un tas,une équivalence principale n'est pas
nécessairement compatible,comme le montre 1'exemple suivant.Si
E = {a,b,c} et si Y = {¢} ;oU 7 est définie par ¢a =b , ¢b = a ,
7c = ¢ ,1l'équivalence principale désociée & H = {a,c} a pcur classes
{a} et {b,c},car H . a = g, H"'. b = H' . c = {0};elle n'est
pas compatible car bQH c et o'bé{a} N Tce{b,c} .

Toutefois

Proposition 1. Dans un tas stable, toute équivalence prin-
cipale est compatible.

Ceci servira en section C,et résulte de la

Proposition 2. Si X, T sont deux lois de tas sur E telles
que YT <2 ,PT‘H est T-compatible pour tout HEP(E).

Soient x,y €E et Te[.Si x Z%{ yypour tout rel,
7xEH <> 7y €H jpuisque ot < I pour tout v€L, stxCH & Gry<cH ,et
= 2}2'{ TY ;par suite 2;‘_"1 est T-compatible (prop.I.C.2.2)4

;.Eguivalences grincigales dans un g_gougoide.

Si G = (E,T) est un groupoide et si HGQ(E),on note
@I?I pour Tg(c),c étant un c80té quelconque.Si c est canonique,la prop.I.
D.5.1 fournit une définition élémentaire de 2 .;c'est ainsi que

x Qﬁ y < (VacE)( arx€H <> ary€H )
x 2% y & (Vn>0)(Val,...,aneE)( T;(a;,x)€H @Ti(ai,y)eﬂ )

x4y & (Yn>0,0>0)(Vay, «say,by peyb € E) (Vwel)
( '\‘—”(ai,x,bj)éﬂ @E(ai,y,bj)éﬁ )



- 40 =
x 23 y < (Yn,p, n»0, p20, n+p>0)(Val, wes85by, ...,bbeE)(VueQ.)
( Tlagxb)€H & T(ay,y,b5) €0 )
pour tous X,y €E.

Proposition 1. 2; est compatible(ec) pour ¢ = g,a,ﬁ,et
compatible(b) pour ¢ = m.

Ceci résulte des prop. 2.1, 2.2 (et I.C.1.1).

2‘;1 n'est pas en général compatible & gauche:un contre
exemple est fourni par le tas du § 2,qui peut &tre muni d'une lci de
groupoide g-admissible (prcp.I.D.7.1).

Proposition 2. 23 = 2§n2dnnémﬂ .

Ceci résulte des prop. 1.1 et I.D.5.2.

4 .Equivalences principales dans un demi-groupe.

Proposition 1. i D = (E, .) est un demi-groupe,on a,pour
tout HEB(E): 28 =D& = R, 2% =D0 =R, , 2% =Ry .

gRR Ry, sont les équivalences de P. DUBREIL [11]
et R. CROISOT l_8] .Comme, pour tout demi-groupe D, D‘g = Dé et Dd = Dg ,les
égalités ci-dessus résultent des prop. A.3.1 et A.3.2 .

Eg est alors déterminée par la prop.3.2.

D'autre part les <¢quivalences 25,2%,23 sont les équi-
valences considérées par R. DESQ [lO] sous les déncminations respecti-
ves He' (>H, ?1’1 .Enfin,considéran’t le c6té calaisien c“f y,1'édiovalence
@f; coincide avec 1l'éguivalence ﬁf de Mlle. J. CALAIS (ﬂ;cette équi-
valence est compatible & gauche pour (3 = 0,2 droite pour x = 0, & gau-

che et & droite pour a(@ # 0,d'apreés la prop.2.2 et les propriétéd des
cdtés calaisiens.
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lC.Application aux équivalences compatibles d'un tas stable.

1l.Equivalences compatibles pour lesquelles H soit saturé.

Soient € = (E,%) un tas,et HEN(E).

Proposition 1. Si € est stable &t unitaire,la plus grande
équivalence compatible pour laguelle H soit saturé est 2}1_:

QH est compatible (prop.B.2.1),et H est saturé pour
ZH car IEez,donc,pour tous x,y€E :
X Ly ¥y et IEx=x€H =>y=IEyeH .

Réciproquement,si H est saturé pour une équivalence
compatible R, R < 2H ,car,pour tous x,y€E :
xRy = (¥7e8) x Ray = (Voe)( ox€H < oy€H ) .
Ceci est d'ailleurs vrai dans un tas quelconque.

Si € est stable,mais non unitaire,H n'est pas né-
cessairement saturé pour 2. comme le prouve l'exemple suivant:si
E = {a,b},Z ={K} ,H = {b}, T est stable car Kk, = K, ,et 2 est
1'équivalence universelle car H . a = H . b = @ ,donc H n'est

pas saturé pour QH'
L'extension de prop.l aux tas stables se fait ainsi:

Définition 1. On pose "K" = 2(};":}_

Proposition Q'KH est la plus grande équivalence pour la-
quelle H soit saturé.

Toute équivalence d'un tas permis est cimpatible
(prop.I.C.2.2%;ceci résulte alors de la prop.l.

s T _ 2%
Proposition 3. ?H = ZH Moy -

Ceci résulte de la prop.B.l.l.

Proposition 4. Si © est stable,la plus grande équivalence
compatible pour laquelle H soit saturé est 2N y.

En effet ¥ et E3 ont mémes équivalences compatibles.
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2.Classes pour une équivalence compatible.

Soit € = (E,Z) un tas.

‘Définition 1. Si H,K€P(E),on pose
H " K = 1(\éK(H ‘. k) .
Proposition 1. Si H,KE,{!(E),K est indivisible pour ‘I)q si

et seulement si H . X = H . K .
En effet H . K = kle\K(H ‘. k) ,et 1'égalité ci-
dessus équivaut & H . k = H *. k' pour tous k,k'€ K .

Proposition 2. Si © est stable,une partie non vide H de E
est classe pour une équivalence pvmpatible si et seulement si
H*.H = H . H .

Supposons d'abord ¥ unitaire.Il résulte alors de la
prop.l.l que,si H est classe pour une équivalence compatible R ,

R¢ ‘@H et H est indivisible pour @H;que,réciproquenent,si H est indi-
visible pour QH,H est classe pour @H,qui est compatible.La proposition
résulte alors de la prop.l.

Supposons maintenant € non unitaire.Comme % et < ont
némes équivalences compatibles (prop.I.C.1.1),H est classe pour une
équivalence compatible de ¢ si »t seulement si H .‘i H = H R
comme IEG(H T3 H)n (H ‘-.2 H),cette condition équivaut & la condi-
tion de 1'énoncé, H .'Z H = H ."I‘. H .

Corollaire 1. Si ¥ est stable,une partie non vide H de E
est classe pour une équivalence compatible si et seulement si elle

est indivisible pour @H_’-

Ceci résulte de la prop.l.

Corollaire 2. Si ¥ est stable,une partis non vide H de E
est classe pour une équivalence compatible si et seulenent si
(Yo 3)( H | H = sE CH ) .

Remarquons d'abord que,pour toute partie non vide H
de E, H . H ¢ H . H ;la condition de la prop.2 équivaut donc &
la condition H . H € H . H .Or pour tout 7€ 2:

Ge€H . H < (AheH) ch€H < ¢H { H ;
le corollaire en résulte aussitét.
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J.Application aux groupoides.

La traduction des résultats précédents dans les tas
canoniquement associés & un grouPoide se fait immédiatement & 1l'aide de
la prop.I.D.5.1 (ou I.D.6.1 dans le cas d'un demi-groupe).On se bornera
4 donner la

Proposition 1. Si D = (E,.) est un demi-groupe,une partie
H non vide de E est classe pour une équivalence ccmpatible si et seule-
ment si,pour tous a,b€E ;
aH | H =2aHcH,H | H=H CH, ab | H —allbg H .

Ceci résulte du cor.2.2 . Ces conditions sont dues 2
Mlle M. TEISSIER [23] .La prop.I.D.5.1 en donne immédiatedent 1'extension
aux groeupoides.

ﬁ).Propri'étés élémentaires des équivalences principalesj

1.Résidus et netteté.

Soient (E,F,%) un systime et Hél}(F).

Définition 1. H est dit net sur A si et seulement si

A EE(E) et si

Proposition 1. L'ensemble des parties A de E telles que H
Soit net sur A a un élément maximum E¥ = {x€E ; H . x £ g} .

(VxeA)(3gel) oxeH .

C'est immédiat.

Définition 2. On appelle résidu intérieur (r. i.) de H ,et

on note W, (cu W% s'il y a risque de confusicn),la partie de E
!H=E—E,? ={xeE; H'.x = gl = (F-H."F .

Proposition 2. Wy,s'il n'est pas vide,est classe de @H-'-

Les parties de F se classent donc en deux espéces,
selon que PH posséde ou ne posséde pas cette classe particuliére WH'

Définition 3. H est dit net (au lieu de net sur E) si et

seulement si W,_I = ¢ ,et flou dans le cas contraire.
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De méme

Définition 4. H est dit franc surU si et seulement si

Te‘;(ﬁ) et si

Proposition 3. L'ensembles des parties T de ) telles que H
soit franc sur T a un élément maximum 3% = {ce€y; H . ¢ A g1,

WeeT)(3x€E) ox€H .

Définition 5. On appelle résidu extérieur (r.e.) de H ,et
on note VT-I (ocu VEI s'il y a risque de confusion),la partie de 2
KH=z_zg =jres; H."¢ = gt = (FP-H '.E .
Définition 6. H est dit franc (au lieu de franc sur J, ) si
et seulement si Vy = P ,faux dans le cas contraire.

On notera qu'un sous-ensemble net cu frahc est tou-

jours non vide (en effet Wﬂ = E, V;d =2 ).

2.Force;classes de 254-

Soient (E,F,3) un systéme et HEP(F).

Définition 1. H est dit fort si et seulement si
(¥x,y€E)(Wr,re)( oxeH,cyel,xeld =sTy€H ).

Proposition 1. Les conditions suivantes sont équivalentes:
a- H est fort;

b- (Vtel)( H.' o« §f H.°T =% H. o = H. =~ );
c- (Wx,y€E)(H . x | H'.y = H'.x = H" '.y);
d- (¥x,yeB)(H . x | H .y =» x2.y);

e- (Vre€®) H .' ¢ est indivisible pour 21{__.

C'est immédiat.Les conditions b et ¢ expriment la
semi-uniformité des applications multiformes x —>»H *. x et

T~rH . T

.

Proposition 2. Si H est fort,les classes de QH sont les

¢ (re€lX),et réciproquement.

parties non vides de la forme W. ou H .

D'apres la définition de WH,ces parties forment un
recouvrement de E; WH est toujours soit vide soit classe de 2H (prop.
1.2);et H .° ¢ est tcujours saturé pour 2H quelque soit ¢€X,car
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si x 2H Yy , 7x&€H entrafne Ty€H .La proposition résulte alors de
1'équivalence des conditions a et e dans la prop.l.

;.Sgstémes associés & un tas.

Il y a déja le systime naturel (déf.A.1.2).

Définition 1. Si € = (E,%) est un tas,on appelle systime
médian associé & € ,et on note ‘f‘},le systéme (L,E,m(€)),ol m(€) est
1'ensemble des applications Tt ~» Gtx de 2 vers E quand (v,x)€ IXE .

L'analogie de cette construction avec celle qui
définit Dm a4 partir d'un demi-groupe D n'aura pas échappé au lecteur.

Une définiticn d de théorie des systénes donne aus-
sitdét deux définitions 811 et ‘2m de théorie des tas.Par convention,la
définition -9“ est baptisée du méme nom que la définition d ;on a déja
fait ainsi pour les résiduations et 1'équivalence principale.la défi-
nition 8m regoit au contraire un nom de baptéme indépendant.Exemple:

Définition 2. On note “H 1'équivalence principale asso-
ciée & H dans °€m_.

Proposition 1. Si € = (E,%) est un tas et si HEP(E), Wy
est la relation associée & @H

La relation L associée & ?H est (déf.I.C.4.1):
(Vao,ted)(opr <« (Vx€E) ox 2y tx ) .
Par suite,pour: tous ¢,T € L:
TeT S (¥x €E)(Yve I)( vx€H e vxeH ) & 7R T .

4 .Ecriture des conditions dans un tasj;résidus.

Soient ¥ = (E,L) un tas et H €J(E).
Définition 1. On appelle W! le r.i. de H dans "Cm:

On ne fera pas usage du r.e. dans fm.

Proposition 1. On a
Wt = lcel; LeE SE-H} = Wy o E = Vo 3.

La dernidre résiduation est prise dans ((E) au sens
de la théorie des deni-groupes.la premidre égalité résulte immédiate-
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ment des définitions;les autres,des formules Wg = (E-H)." 2
VH = (E-H)"
Définition 2. H est dit clair si et seulement si il est

franc dans (m,donc si et seulement si

(Yre2)(¥x<E)@tel) ow=eH,
et précis si et seulement si il est net dans medonc si et seulement si

¥tey)@3rex)(Ix€E) omeH ,
ou encore si Wy = f; on définit de méme H précis sur Teﬁ(z)

Proposition 2. Tous sous-ensemble net ou franc est précis.

En effet W} est vide d&s que Wy ou Vy Llest (prop.l1).

Proposition 3. Tout sous-ensenble clair est franc;si<¥ est
stable,tout sous-ensemble clair est net.

Proposition 4. H est clair si et seulement si H .° ¢ est
net pour tout ¢ j .

Ceci se voit sur la condition donnée & la déf.2.

Propcsition 5. Si ¥ est stable et H franc,H .° ¢ est

franc pour tout ¢&€ ¢ .

Si CE€Y ,pour tout tel »il existe x€E tel que
(cT)x €H ,ce qui exprime que H ." ¢ est franc.

Définition 3. H est dit robuste si et seulement si il est

fort dans tm
(¥x,y €E) ¥V pyryt,vel)( gver,eter,wyeH = vyeH )
ou encore (prop.2.l) si et seulement si
(yXGE)(Vi,P,t GS)(ﬁxéH,(tXéH = ¢ ", T )

sdonc si et seulement si

5.Résidu intérieur et idéaux.

Soient € = (E,I) un tae et HGP(E).

Proposition 1. W, contient tout idéal disjoint de H.

Si A est un tel idéal, JACACE-H ,donc AC WH .

Proposition 2. Si € est stable,W, est un idéal.

Ceci résulte de la propesition suivante:
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Proposition 3. Si T est une autre loi de tas sur E telle
que ZT ST , WE est un T-idéal.

En effet
(VteT)(VxeE)( rx¢wf1 = (Beel) orx€H = x¢w§ ),
car 7T €2 .
En ce cas, HN WI_:I = @ entrafne '/Izi < W}g (prop.1)20n
notera que la condition Y¥T C ¥ figure aussi dans la prop.B.2.2.

Dans un tas stable,tout résidu intérieur est donc un
idéal;on démontre qu'un idéal A est un résidu intérieur si et seulement
si A = TA . I jonaalors A= Wp_o (cf. DURREIL(13)).

Revenons au cas d'un seul tas ¥ = (E,2).

Prcposition 4. Si € est unitaire, HNW, = g .

En effet,si h€H, Ith€H et héWy .

Dans un tas stable et unitaire,'H est le plus grand
idéal disjoint de H (prop. 1,2,4).

Dans un tas quelcongue,il est utile de pouvoir dire
que WH est un idéal.

Définition 1. H est dit sous-stabilisant si et seulement si
(Vo1 el)(Vx €E)( orx€H =» (3vel) EH ).

Proposition 5. Pour que W, soit un idéal,il faut et il suf-
fit que H soit sous-stabilisant.

En effet,pour que Wy soit un idéal,il faut et il
suffit que,pour tous v€l et x €E, tx¢ W, entraine - x¢WH .

Proposition 6. Si H est flou et sou‘s—stabilisant,WH est

franc.
Soit WEVH;pour tout ¢, V‘"Q'H,donc VIH est franc.

Proposition 7. Si H est clair et sous-stbilisant,H est net.

En effet soit x €E;pour tout ¢€2,il existe t<i tel
que etx€H j;donc il existe v€ T tel que ux€H .

Enfin,on pourra vouloir que 'H soit un idéal propre.

Définition 2. H est dit trivial si et seulement si il est
contenu dans E-IE .
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Proposition 8. Les assertions suivantes sont équivalentes:
a- H est trivial ; b- Wy = E ; c- V, = r .

En effet x €Wy équivaut & H S E-Ix et TeVy
équivaut & H C E-¢E ;or E-SE = XQE(E-Zx) = JN(E-wE) .

Propcsition 9. W, est un ideal propre si et seulement si

H est flou,non trivial et scus-stabilisant.

Ceci résulte des prop. 5,8.

On rnotera qu'une partie non triviale est toujours

ncn vide (en effet @ est triviale).
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6.Egniva1ences principales et simplifiables.

Soient € = (E,I) un tas et HEH(E).

Définition 1. Une relation d'équivalenceR sur E est dite

simplifiable sur A (ou z—simglifiable sur A s'il y a risque de confu-
sion) si et seulement si AEB(E) et si

(¥x,y€E) (Ve )( xR ey , ox€A , 0y€EA => xRy );
R est dite simplifiable si et seulement si elle est simplifiable sur E.

On se propose de mettre en lumiére les liens exissant
entre cette notion et celle de sous-ensemble fort.

Proposition 1. Si H est classe pour une équivalence com-
patible et simplifiable sur H, H est fort.

Soient x,y€E,q,t €L:
XEH, y€EH = xR oy = xRy = xR~y
et Tx €H entralne Tye€H .

Proposition 2. Si H est fort,?H est simplifiable sur H.

En effet,si x,y€E,0€Y, ox€H et ¢y€H entrainent
x BH y (prop.2.1).
Définition 2. H est dit parafort si et seulerent s
(¥x,y€E)(¥et,veB)( cixeH,rty eH,vx€H = vy€H ).

Proposition 3. Si H est pa.ra.for’(:,PF est simplifiable sur
Eg;si ZH est simplifiable sur EE et si H est fort,H est parafort.Si
€ est stable et H for‘l:,ﬂH est simplifiable sur E”_.

Si H est parafort,et si x,y<E,T€X sont tels que
™ ZH Y tx¢WH , Ty¢WH ,il existe o€ 3 tel que ¢tx€H jet rTyE€H.
Par suite,pour tout vel, vx€H équivaut & vy€H ,et x @H y .

Si 2H est simplifiable sur E;,si H est fort et si
x,y€E,r,T,v€T sont tels que d¢rx€H,oryeH ,alors Tx BH ty (prop.
2.1) et Tx¢Wy, ty¢Wy j;done x 8y ,et vxcH entrafne vy€H .

Si ¥ est stable et H fort,H est parafort.
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Détinition 3. H est dit stabilisant si et seulement si
(¥x,y€E)(VereZ)( omxeH,oty€d =% (3vel) weH,vyeH ).

Propcsiticn 4. S5i H est stabilisant,il est sous-stabilisant

Il suffit de faire x = y dans la définition 3.

Proposition 5. Si H est sous-stabilisant et parafort,H est
stabilisant;si H est stabilisant et fort,H est sous-stabilisant et pa-
rafort.

Si H est sous-stabilisant et parafort,et si x,y€E,
‘r,tel scnt tels gque erx€H,oty€H ,il existe veYy tel que vxeH; H
étant parafcrt, vy&H et H est stabilisant.

Si H est stabilisant et fort,et si x,y<€E,r,t,vel
sont tels gque OTx€H,oTy€H, il existe pel tel que pxe H,py€H i H
étant fort, vxe&H entraine vy€H, et H est parafort.H est aussi sous-
stabilisant (prcp.4).

un nctera que toute partie d'un tas statle est sta-
bilisante.

Propositicn 6. Soit H fort;si H est stabilisant,WH est un
idéal et @H est simplifiable sur Eﬁ,et réciproquenent.

Ceci résulte des prop. 5, 2 et 5.2.

Définition 4. A€ P(E) est dit consistant si et seulement si
(Vre2)(VxecE)( ox€h =y xehA ) ,
donc si et seulement si E- A est un idéal.

Proposition 7. Si H esi .civ et stabilisant,?H est simpli-

fiable (sur E) si et seulerent si WH est consistant.

La ccndition est nécessaire;si QH est sipplifiable
sur E et si x€E,7€¥ sont tels que ox €Wy ,on a  oxeW (prop.6),et
14 ZH rx ,d'cl X 2H gx et x:eWﬁ ,en scrte que WH est consistant.

La condition est suffisante: si WH est consistant,
ZH est sinplifiable sur Eg (prop.6),et sur WH car
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vx,ryewH == X,y éWH .WH étant saturé pour ?H’?H est simplifiable
sur E.

.Evguivalences principales et stationnaires.

Soit B.= (E,T) un tas.

Définition 1. Une relation d'équivalenceR sur E est dite
stationnaire sur A (ou J-stationnaire sur A s'il y & risque de confu-
sion) si et seulement si A€ }(E) et si,p étant la relation associée,

Ve, ZEE)(VX€E)( x R Tx, ;X €A, TXEA =S Tp<T )
cette condition étant équivalente &
Mot eX)(Vx,y€E)( xR ™, xEA, x4 => gy R ¥y ).

On se propose de mettre en lumiére les liens exis-
tant entre cette notion et celle de sous-ensemble robuste.

Proposition 1. Si HGI&(E) est robuste,QH est stationnaire

¥k
sur EH-;-

Soient 7,T¢ ¥ ,x€c€E,tels que dx QH T, rx¢Wy,
TxéWH .Puisque vx¢WH,il existe vel tel que vwx€H j;et vrx€H ;H
étant robuste,q My T (déf.4.3);T(H étant la relation associée 2 @H
(prop.3.l),2H est stationnaire sur E;

Proposition 2. Si HED(E) est fort,2, est stationnaire
{ H
sar E’ﬁ si et seulement si H est robuste.

La condition est suffisante (prop.l).Réciproquement,
8l H est fort et 2H stationnaire sur E;,et si x EE,(,*,T €7 sont
tels que er GH,(‘[x €H,alors ox 211 TX, TX ¢'H' x ¢-;WH ,et il en ré-
sulte G‘KHT puisque T(H est la relaticn associéde & ?H (prop.3.1);donec
H est robuste.
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8.Sous-ensembles totalement forts et sous-ensembles parfaits.

Soient € = (B,Z) un tas et H €(E).On cherche des

conditions élémentaires sur H pour que H soit classe de QH'

Définition 1. H est dit partiellement fort & gauche ,ou
p-fort-g ,si et seulement si
(Vx,y €E)(¥ee)( x€H,yEH,:x€H =— oy €H ).

Proposition 1. H est indivisible pour Q,_, si et seulement
si il est p-fort-g.

En effet H est indiwisible pour ZH si et seulement
8i,pour tous x,y €H, x ZH Y ,80it O0x€H & oy€H pour tout ¢el,ce
qui équivaut & la condition de 1l'énoncé.

On notera que,si & est stable,la prop.l résulte
aussi des corollaires 1 et 2 du §.C.2.

Définition 2. H est dit partiellement fort & 4droite ,ou
p-fort-d ,si et seulement si
(Vx,ycE)(Yre3)( ox€H,sy€H,x€H = y€H ).

Proposition 2. Si H est fort,H est saturé pour ?“ si et
seulement si il est p-fort-d et si W, | H entratne W CH .

En effet H est saturé pour Z)H si et seulement si,
pour tous x,y€E, x QH Yy et x€H entrafnent y<€H .

Proposition 3. Si H est classe de Z’",et sous-stabilisant,
gy
H est disjoint de W.

En effet,si H | VIH,on a H = WH et H'est un idéal
(prop.5.2);donc,si h€ H,oh €H pour tout ¢€l,et hef,WH,ce qui est absur-
de.

Définition 3. H est dit totalement fort ,ou t-fort ,si et
seulement 8i il est fort,p-fort-g et p-fort-d.

Proposition 4. Si H est fort et sous-stabilisant,H est
classe de 2!1 si et seulement si il est t-fort,et non vide,et disjoint

de son r.i.
Ceci résulte des prop.l,2,3.
Proposition 5. H est t-fort si et seulement si il est
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fort dans ?.

H est fort dans € si et seulement si,pour tous
x,y €E,q,T €L, ox€H,gy€H,tx€H entrafnent -<y<H .Cette condition
équivaut & la conjonction des guatres comditions obtenues en prenant
successivement 7,7 € X,ce qui donne la comdition "fort";e = IE et TeZ,
ce qui donne la condition "p-fort-g";ve€yl et v = IE,ce qui donne la
condition "p-fort-d";o =T = IE,ce qui donne une condition triviale.

On notera gue,si € est unitaire,il est évident di-
rectement que H est saturé pour QH,quelque soit H (prop.C.1.1,dém.).

Dans la suite,la notion de partie t-forte,quoique
plus naturelle,sera peu utilisée,parce que des raffinements techniques
permettent de supprimer 1'hypothése gque H est p-fort-d;par contre on
rencontrera fréquemment le groupement d'hypothéses suivant:

Définition 4. H est dit parfait si et seulement si il est
non vide,fort,p-fort-g,stabilisant et disjoint de son r.i.

Proposition 6. Si H est fort,stabilisant et classe de ZiH,_
H est parfait.

Ceci résulte de la prop. 4.

Proposition 7. Si H est parfait,H est non trivial.

H étant non vide et disjoint de WH,il est impossi-
ble que 'H = E.

9. Souséensembles d'un élément.

Soient ¥ = (E,L) un tas et h €E.

On appelle équivalence principale définie par h
celle qui est définie par {h};et on note 2h au lieu de Q‘h};on note
de méme 'h au lieu de '{h} ,ete.

De méme on dit que 1'élément h est fort,met,etc.
si et seulement si {h} est fort,net,etc.



E.Tas complexés et tas fibrés I

1l.Catégories de tas complexés.

Définition 1. On appelle tas intérieurement complexé,ou
tic,tout couple (€,H) d'un tas ¥ et d'une partie H du support de T .

Le mot "complexé" résulte d'un abus de langage,mais
est difficilenent remplagable dans cette définition.

Définition 2. Etant donnés deux tics (€,H) et (¥,H",on

appelle homomorphismes de tics de (g,H) sur (‘C’J_-I_') tout homomorphisme f
de € sur €' tel que f£ T(H) = H .

Proposition 1. Les tics et les homomorhhismes de tics
sont respectivement les objets et les morphismes d'une catégorie 2
supports.

Soient en effet trois ties (€,H), (¥,H", (€",H") ;
1'homomorphisme identique de © est un homomorphisme de tics de (€,H)
sur (¥,H);et,si f (resp. g )est un homomcrphisme de tics de (%,H) sur
(€', H) (resp. de (¥, H') sur (€“,H")), go f est un homomorphisme de tics
de (€,H) sur (€' ,H") car

-1/ =1, =1;/1n L .

H=f"(H) =f (g (H")) = (go£) ~(H")

De méme

Définition 3. On appelle tas extérieurement complexé,ou
tec, tout couple (&,T) d'un tas € et d'une partie T de la loi de < .

Définition 4. Etant donnés deux tecs (¥,T) et (¥,7);on
appelle homomo isme de tecs de (€, T) vers (€,T) tout homomorphisme f
de € sur €' tel que,si ¥ est l'dpplicaticn asstcide, v ~(T) = T.
Al

Proposition 2. Les tecs et les homomorphismes de tecs

sont respectivement les objets et les morphismes d'une catégorie &

supports.

Soient en effet trois tecs (€,T),&,t),&",™ ;
1'homomorphisme identique de ¥ est un homomorphisme de tecs de (%,T)
sur (€,T);et si £ (resp. g) est un homomorphisme de tecs de (¢,T) sur
€', T) (resp. de (¢,T) sur (¢,)), go f est un homomorphisme de tecs de
(¢,T) sur (f',‘("),car,siw ,*,X sont les applications respectivement as-
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sociées & f,g,80¢ f,on a,puisque X prolonge Yoy (prop.I.4.2.3):
TE¢H@ =y hyhe = i .

2.Résidus.

Proposition 1. On définit un foncteur simple de la catégo-
rie des tics vers elle-méme (resp. vers celle des tecs) en associant &

tout tic (€,H) le tic (‘C,WH) (resp. le tec (€,V,_I),le tec (‘C,W,[Iz_);

Scient € = (E,3) et f un homomorphisme de tics de
®©,H) sur €' H);si est l'application associée & f,on a identiquement
el & pla)f(x) e , oweH & g(n)g(t)f(x)€r

par suite f—l(WH,) =Wy » ?_l(VH,) =V, \?-l(wl'{,) = Wy ,et £ est un

homomorphisme de tics de (‘€,WH) sur (%‘,WH,) et un homomorphisme de tecs
de (‘C,VH) sur ('E",VH,) et de (‘G,WI[I) sur (%',W}'I,).

Proposition 2. Si f est un homomorphisme de € = (E,3) sur
aﬁlet si Heb(E),on a seulement,y étant l'application asscciée & f,

o) & 20) o Vo) S 9 (Ty) o Wiy € ¢(Wh)

En effet on a seulement,dans ce cas,identiquement
xcH = \f(f)f(x)Ef(H) y Ttx€H =9 y(r)yp(v)f(x) €£(H) .

On a vu (prop.A.2.1) que la résiduation posséde des
propriétés analogues.Les définiticns des résidus & partir de la résidu-
ation (déf. D.1.2 et D.1.5) permettraient d'ailleurs de retrouver les
résultats ci-dessus & partir de la prop.A.2.1.0n peut aussi définir
comme ci-dessus des catégories de tas bicomplexés,les résiduations de-
viennent alors des foncteurs simples d'une catégorie de tas bicomplexés
vers une catégorie de tas complexés,dont les foncteurs W,V,W' ci-dessus

se déduisent par spécialisation d'une des variables.

3.Conditions imposées & H.

Proposition 1. Soit f un homomorphisme de tics de (€,H)

sur @ ,H').

a) si f est aussi un homomorphisme de tics de (¥,A) sur (€AY,

H est net sur A si et seulement si H' est net sur A';
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b) si f est aussi un homomorphisme de tecs de (€,T) sur (¢',X'),
H est franc (resp. précis) sur U si et seulement si H' est franc (resp.
précis) sur T}

c) H et H' sont simultanément nets,francs,précis,clairs,forts,ro—
bustes,p-forts-g,p-forts-d, triviaux,scus-stabilisants,stabilisants,par-
faits,consistants,cu des idéaux.

Soient € = (E,%),%¢' = (E,I').
a) On a identiquement
x€h & f(x)ed' , oxeH & \f(v)f(x)éH' .
Or,puisque f(E) = E' et "f(Z) = 3 ,H' est net sur A' si et seulement si
(VxeB)( f(x)ed' =5 (Brel) p(a)f(x)€H' ) ;
donc si et seulement si
(YxeB)( x€A —» (Jae ) xeH)
c'est-a-dire si et seulement si H est net sur A.
b) On a identiquement
reT & yWweT
et les démonstrations sont analogues.
c) £ étant aussi un homomorplisme de tics de (€,E) sur
(¢',E4) et un homomorphisme de tecs de (&,3) sur (¥',2'),1'assertion por-
tant sur les conditions net,franc,précis résulte de a) et b).Et,comme
f(E) = E' et ‘f(Z) = ¥/,H' est clair si et seulement si
(veeZ)(Vx €E)(I1eT) y(o)y(t)f(x) €H ,
donc si et seulement si
(Yoe3)(Vx €E)(IT €2) vrxeH ,
c'est-d-dire si et seulement si H est clair.
De méme H' est fort si et seulement si
(Yx,y €E)(¥r,7eT)( y(r)f(x)eH',p(a)f(y) €H',( (T)F(x) € H' = (v ) fHeH)
donc si et seulement si
Vx,yeE) (VT €3)( exeH,sy eH,txeHd =» ty€H )
c'est-a-dire si et seulement si H est fort.On procéde de méme pour les
trois autres conditions de forcejon notera aussi que H et H' sont si-
mul tanément parafcrts.
De méme H et H' sont simultanément des idéaux;et,par
passage au complémentaire,des sous-ensembles consistants.
Comme f est aussi un homomorphisme de tics de (‘G,WH)
sur ({‘,WH, ),H et H' sont simultanément triviaux (prop.D.5.8) et sous-
stabilisants (prop.D.5.5).Alors H et H' sont simultanémt forts-et-sta-
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bilisants (prop.D.6.5);pour la condition stabilisant prise seule,on
peut procéder directement.
Enfin H et H' sont simultanément disjoints de leur
r.i.,puisque H = f-l(H') et Wy = f-l(WH,),donc sont simultanérent par-
faits,d'aprés ce qui précéde et la déf2D.8.4.

Dans la proposition 1,H' peut &tre pris arbitraire,
alors que H doit &tre choisi saturé.Cette proposition permet donc de
relever par homomorphismes les conditions étudiées,et de les descendre
dans le cas ol on les impose & un scus-ensemble saturé.la descente des
conditions est impossible en général sans cette condition,sauf pour les

conditions de netteté:

Proposition 2. Si f est un homcmorphisme de tas de ¥ = (E,3)
sur ¢ ,et si Hel&(E) est net (resp. franc,précis,clair),il en est de
méme de f(H).

Pour les conditions net,franc,précis,ceci résulte de
la prop.2.2.0n peut aussi raisonner directement,comme pour la derniére
condition:si H est clair,pour tous FE€I et xeE,il existe Te ) tel que
(o) y(1)f(x) € £(H),et,comme f(E) = E' et \‘»(2) = % (avec €'= (Ev,=Y)),
f(H) est clair.

4.Catégories de tas fibrés.

Définition 1. On appelle tas intérieurement fibré,cu tif,
tout couple (€,R) d'un tas € et d'une équivalence R sur supp¥ .

Définition 2. Etant donnés deux tifs (€,R) et (¥/R'),on ap-
pelle homomorphisme de tifs de (%,R) sur (¥/,R) tout homomorphisme f de
€ sur € tel que R soit la remontée de R' par f 10) .

Proposition 1. Les tifs et les homomorphismes de tifs sont
respectivement les cbjets et les morphismes d'une catégorie & supports.

En effet,si (€R),® &), (€ R") sont trois tifs,1'ho-
momorphisme identique de € est un homomorphisme de tifs de €,R) sur
lui-méme,et,si f (resp. g) est un honmomorphisme de tffs de (¢,R) sur

(10) C'est-a-dire que,pour tous x,y du support de€,
xRy & £f(x) R £(y) ;
of. DUBREIL [12].
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€' X) (resp. de (¢, &) sur (®",%")), gof est un homomorphisme de tifs
de (€,R) sur (¥,2%) car,pour tous x,y du support de ¥,
xRy e f(x)R £(y) > e(£(x) X gl£(y) ,
c'est & dire que R est la remontée deR’ par go f .

Définition 3. On appelle tas extérieurement fibré,ou tef,
tout couple (€,p) d'un tas ¥ et l'une équivalence p sur la loi de ¥ .
N \

Définition 4. Etant donnés deux te@s (€,p) et (€',¢'),on ap-
AY Al
pelle homomorphisme de tefs de (€,p) sur (€',0') tout homomorphisme f de
€ sur %’ tel que @ soit la remontée de p' par 1l'application associée & f.
v AY

Proposition 2. Les tefs et les homomorphismes de tefs sont
respectivement les objets et les morphismes d'une catégorie & supports.

En effet,si ('G,(J),('(,",(.»'),(‘B",fb") sont trois tefs,1'ho-
momorphisre identique de € est un homomorphisme de tefs de (G,()) sur
lui-wéme,puisque 1l'application associée est l'application identique,et,
si f (resp. g) est un homomorphisile de tefs de (‘C,P) sur ('G',()) (resp.
de (‘G',?’) sur (¢,p")), gof est un homomorphisme de tefs de (€,p) sur
(C',(l') car,si \f"vS
g,g0 f ,(’ est la remontée de f’ par ¢,donc la remontée de 9” par \(po ¢
donc la remontée de r’ pa.rX qui prolonge ((/O\f .

sont les applications associées respectivement & f.

5.Relation associée.

Proposition 1. On définit un foncteur simple de la catégo-
rie des tifs vers celle des tefs en associant & tout tif (€,R) le tef
(€,p),ou @ est la relation associée & R .

Al A

Soient f un homomorphisme de tifs de (€,R) sur (¢/,&'),
¢ 1'application assccide & f,p et (v’ les relations associées respective-
nent 3 A et R ;81 € = (E,3) et si 9,T€L:

TP > (Vx€E) ax R tx &> (Vx€E) 9(a)2(x) R 4(c)1(x) &> (=) P ¢(7)
done f est un homomorphisme de tefs de (€ ’f') sur ("C’,e').

On notera que,comme la relaticn assccide & 1'égalité
est 1'égalité,la prop.l.C.4.1 eét un cas particulier de ce résultat.
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6.Conditions 1mposées & R .

Proposition 1. Soit f un homomorphisme de tifs de (¥,R) sur

(¢, R);

a-R et R sont compatibles en méme temps;

b- si f est aussi un homomorphisme de tics de (€,A) sur (<€/,A'),
Rest simplifiable (resp. stationnaire) sur A si et seulement si R est

simplifiable (resp. stationnaire) sur A'.

Soient € = (E,I) et 4 l'application associée & f.
a-Si R est compatible et si x,yE€E,0€:
xRy = )R £(y) =5 NI X ((O)f(y) = xR oy,
et R est compatible.Réeiproquement,si R est compatible et si x,y €E,oel:
H(x) R £(y) = xRy = Roy =2 ¢(@)(x) R y(o)f(y) ,
et,comme f(E) = E' et f(Z) =¥ ,R est compatible.
b- de méme,si R’ est simplifiable sur A' et si x,ye€ E,
el
xR oy, mx,05 €4 = (O)E(X) R ¢(0)£(y) 5 $()L(x),¢(e)1(y) €A’
= fx) R f(y) = xRy,
et R est simplifiable sur A.Réciproquement,si R est simplifiable sur A
et si x,y €E,7€ I:
Q) E(x) R () £(y) ¢ (@)E(x), {(7)f(y) €A’ = xR oy, 5x,0y €A
= xRy = f(x)R £(y) ,
et,comme f(E) = E' et ?(2) = ¥, est simplifiable sur A'.On procdde
de méme pour la stationnarité.
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7.Foncteur 2 .

Dans les conditions imposées & R au §.6 ne figure
pas la propriété d'&tre principale.

Théoréme 1. On définit un foncteur simple de la catégcorie
des tics vers celle des tifs en associant,d tout tic (€,H),le tif

€,25)-

Cette propriété est sans doute la plus importante,d
notre avis,de 1l'équivalence principale associée & H.
Soient € = (E,%),f un homomorphisme de tics de (%,H)
sur (I',H'),‘f l'application associée & f.De
(VxeE)(VreT)( x€H \f(v)f(x)eH' )
résulte que
(Vx,y€B)( x B3y &> £(x) &y, £(y) )
ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire 1. On définit un foncteur simple de la catégo-
rie des tics vers celle des tefs en associant,& tout tic (%,H),le tef
(€,xy) .

Ceci résulte des prop. 5.1 et D.3.1.

Définition 1. Si € est un tas,une équivalence R sur le
support de € est dite uniprincipale si et seulement si il existe (au
moins) une classe H de R telle que R = QF ,et équiprincipale si et
seulenent si R est principale pour chacune de ses classes.

Corollaire 2. Si f est un homomorphisme de tifs de (€,R)
sur (T/), R et X sont uniprincipales en méme temps et pour des clase
ses correspondantes, R et R sont équiprincipales en méme tenps.

si R est uniprincipale pour H,H est classe pour R,
donc saturé pour 1l'égquivalence nucléaire de f,et f est un homomorphis-
me de ties de (€,H) sur (¥¢,f(H));dcnc un homomorphisme de tifs de
(€,2y) = (¢t ,R) sur (‘t,Z’f(H3 ,en sorte que X' = Z) ,f(H) étant classe
pcur R sréciproquement,si W' est uniprincipale pour H',f est un homo-
morphisme de tefs de (¥, 2{'1(1{') ) sur (%, QH.) = @&),en sorte que
R est principale pour £ ~(H') qui est classe pour R,

I1 en résulte,puisque les classes de R et R se cor-
respondent bijectivement par f,queﬂ et ¥ sont équiprincipales en méme
tewps.
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[[II.HOMOMORPHISMES PRENCIPAUX.|

M.Tas particuliersﬂ

l.Tas injectifs.

Proposition 1. Soit % = (E,2) un tas;les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

a- tout élément de Z est une injection;
b- (Vx,y€E)(VreT)( x = qy = x =y );
c- 1'égalité est simplifiable sur E .

Définition 1. Un tas est dit injectif si et seulement si
il vérifie une des conditions de la prop.l.

De méme

Définition 2. Un tas ¥ = (E,L) est dit A-injectif si et
seulement si A€ ﬁ(E) et si 1'égalité est simplifiable sur E- A, donc si
et seulenent si

Vx,y€E)(Wre)( ox = cydA =9 x =y ).

Proposition 2. Soit f un homomcrphisme de tas de € = (E,2)
sur © ;€ est injectif (resp. A-injectif) si et seulenment si 1'dquiva-
lence nucléaire de f est simplifiable sur E (resp. sur E - £ 1(4)).

Ceci résulte de la prop.II.E.6.1b.

En particulier deux tas isomcrphes sont injectifs en
méme temps,A-injectifs en méme temps et pour des parties se ccrrespon-
dant par l'isomorphisme.

2.Tas stationnaires.

Proposition 1. Soit € = (E,2) un tas;les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

a- toute application ¢ ~~»0x est une injection;
b- Wo,tel)(Vx€E)( ox = Tx = €= T );
c- 1'égalité est stationnaire sur E.

En effet la relation associée & 1'égalité est 1'éga-
1ité.
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Définition 1. Un tas est dit stationnaire si et seulement

si il vérifie une des conditions de la prop.l.

De néne

Définition 2. Un tas € = (E,%) est dit A-stationnaire si
et seulement si A€ J(E) et si 1'égalité est stationnaire sur E- A ,
c'est-a-dire si et seulement si

Vo, tcZ2)(WxCE)( ox = ™x¢4 —> o=T ) .

Proposition 2. Soit f un homomorphisme de tas de ¥ sur g’;
€ est stationnaire (resp. A-stationnaire) si et seulement si 1'équiva-

lence nucléaire de f est stationnaire sur E (resp. sur E - f;IkA))
(E = supp €).

Ceci résulte de la prop.IlI.E.6.1b.

En particulier deux tas isomecrphes scnt stationnaires
en méme temps,A-stationnaires en méme tenps et pour des parties se cor-
respendant par 1l'iscmorphisme.

3.Tas uniprincipaux ocu équiprincipaux;homomorphismes principaux.

Définition 1. Un tas € = (E,%) est dit uniprincipal si et
seulement si 1'égalité est uniprincipale;si 1'égalité est uniprincipale

pour h€ E,€ est dit uniprincipal pour h. ¥ est dit équiprincipal si et
(11)

seulenent si 1'égalité est équiprincipale.

)
Proposition 1. Scit f un homomorphisme de tas de T sur €;
€ est uniprincipal (pour h) si et seulement si 1'équivalence nucléaire

de f est uniprincipale (pour f'l(h));ﬁ'est équiprincipal si et seule-

ment si 1'équivalence nucléaire de f est équiprincipale.

Ceci résulte du cor.II.E.7.2.

En particulier deux tas isomorphes sont équiprinci-
paux en méme temps,uniprincipaux en méme temps et pour des éléments se
correspondant par l'isomorphisme.

(11) Nous ne considérons pas,comme il serait logigue de le faire,des
tas principaux (tels que 1'égalité soit principale),parce que le cor.
II.E.7.2 n'est pas démontrable pour des équivalences qui seraient seu-
lement principales,et aussi parce que tous les tas principaux que l'on
rencontrera dans la suite sont au moins uniprincipaux.
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On fera grand usage dans la suite du langage suivant.

Définition 2. Un homemorphisme de tas est dit principal
(pour H) si et seulement si som équivalence nucléaire est principale
(pour H).

La prop.2 devient:

Proposition 2. Si f est urn homemorphisme de tas arrivant
sur €,C est uniprincipal (resp. équiprincipal) si et seulement si f
est principal pour une (resp. toute) classe de son équivalence nuclé-
aire.

4.Zéros et homomorphismes principaux.

Proposition 1. Soit f un homomorphisme de tas,arrivant sur

un tas €,et principal pour une partie H.

a- si € a un zéro z¢f(H),H est sous-stabilisante,
floue et non triviale,et W, = f_l(z).

b- si H ;st sous-stabilisante,floue et non triviale,
£(W,) est un zéro de ¢ .

si € a un zéro z¢f(H),f’l(z) est un idéal propre
(prop.II.E.3.lc) disjoint de Hjdone £ 1(2z) S Wy (prop.II.D.5.1),et,
comme £~ (z) et WH sont classes de l'équivalence nucléaire,on a
f—l(z) = 'H . Le a- résulte alors de la prop.II.D.5.8;de méme,dans
1'hypothése de b—,WH est un idéal propre,saturé pour 1l'équivalence nu-
cléaire,donc son image par f est un zéro de €.

Proposition 2. Soit f un homomorphisme de tas,arrivant sur

un tas €,et principal pour une partie H sous-stabilisante,floue et non

triviale,de sorte que z = f(WH) est un zéro de €(prop.l).z est un

bizéro si et seulement si H est imprécise.

Soient €'= (E,L') le tas départ et € = (E.E).WH est
saturé pour l'équivalence nucléaire,donc f(WH ‘E') = z . E (prop.
II.A.2.1),0r Wy " B' o= WY (prop.II.D.4.1) . z est un bizéro si et
seulement 8i 2z ". E est non vide,donc si et seulement si Wﬁ est non
vide,donc 8i et seulement si H est imprécise.

Ces propriétés s'appliquent aux tas uniprincipaux,
dans lesquels l'application identique est un homomorphisme principal,
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Proposition 3. Soit € = (E,%) un tas uniprineipal pour

h€E . On suppose gue h n'est pas un zET0.

a- si h est net,¥ est sans zéro;si<€ est sans zéro
et h stub-stabitisant, h est net.

b- si € a un zéro,ce zéro est unique et constitue
le résidu intérieur de h.

Si h est net,et si ¥ @ un zéro z,2 # h ,donc h est
flou (prop.l) ce qui est absurde.Si h est sous-stabilisant,h est non
trivial,car,si h était trivial,E = W, serait réduit 4 h et h ne serait
pas trivial,ce qui est absurde;donc,si ¥ est sans zéro.h est net,car,
si h était flou,® aurait un zéro (prop.l).

Si € a un zéro z,z €Wy (prop.1l);or W, gau plus un
élément,ce qui démontre le b-.

Le cas ol h est un zéro paralt plus délicat.On a
seulement:

Proposition 4. Soit ¥ = (E,X) un tas ayant un zéro z,uni-

principal pour z . Si € est injectif,ou si z est fort,E a deux éléments

et € est le tas permis sur E.Réciproquement un tel tas est injectif et

équiprincipal et tous ses éléments sont des zéros forts.

Si € est injectif,z est fort (prop.II.D.6.1).

Soit donc a€E-z . z étant fort,les classes de Ez
sont les complexes de la forme 2z .° ¢ (<€) ou WZ ; comme, pour touw
e, z €z . 9 ,opa z = z ." T pour tout c€l,et aéWZ .Par suite
E = {a,z} ;et,si ¢y, o& = z est impossible,donc g¢ga = a ,en sorte
que € est le tas permis sur E.

Réciproquement,si E = {a,b} et si € est le tas per-
mis sur E,¥ est injectif,tout élément de E est un zéro,et est fort
(prop.II.D.6.1);% est uniprincipal pour a car aéwa et bEW_ ;donc
Test équiprincipal.
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E.Recherche de tas uniprincipauxl

Il est logique de restreindre son intérét aux tas
uniprincipaux pour un élément fort;en effet une équivalence principale
n'est jamais si bien définie que par une partie forte,puisqu’en ce cas
on a la description compldte de ses classes.Nous avouons de plus ne
rien savoir sur un tas uniprincipal pour un élément non fort.

1l.Cas d'un tas sans zéro.

Proposition 1. Soient 6 = (E,Z) un tas et h€E. Si h est
net,et si 1'égalité est simplifiable sur h,¥ est uniprincipal pour h,
et h est fort.Réciproquement,si ¥ est uniprincipal pour h et si h est
fort,1l'égalité est simplifiable sur h.

Pour la réciproque,soient x,y €E,6€L; alors

x =9y =h = x Zh Yy =>x=y.

Et,si h est net et si 1'égalité est simplifiable sur
h, h est fort (prop.II.D.6.1),et 2h est 1'égalité car si x,yEE sont
tels que x 2}1 Y ,il existe o€ tel que ¢x = h ; de 9y = h = ox
résulte alors x =Yy .

Cette condition peut &tre renforcée ainsi:

Proposition 2. Un tas injectif dont lé support contient
un élément net est uniprincipal (pour tout élément net) et sans zéro.

Soient ¥ un tel tas,h un élément net;il suffit de
montrer que © est sans zéro.Si h était lui-méme un zéro,%¥ serdit Lle
tas permis sur un ensemble & deux éléments (prop.A.4.4),ce qui est
absurde car h est net. h n'étant pas un zéro,¥ est sans zéro (prop.A.
4.3%a).

On dira dans la suite: tas & élément net ,pour : tas
dont le support contient un élément net.

lLa condition de la prop.2 sera empkyée dans la suite
de préférence d» celle de la prop.l,qui fait intervenir h de maniére
trop voyante.De plus elle est nécessaire dans le cas d'un tas stable:

Proposition 3. Un tas stable est sans zéro et uniprincipal
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pour un élément fort,si et seulement si il est injectif & élément net.

Soit € un tas sans zéro,stable,uniprincipal pour un
élément fort h; h est net (prop.A.4.3a),et Qh est simplifiable sur le
support de € (prop.II.D.6.3),donc € est injectif.

Enfin,dans un tas stable,l'existence d'un élément net
se traduit de fagon intéressante au moyen des idéaux.

Définition 1. Si € est un tas,on apmlle noix(lz) tout idéal
de € non vide,minimum.

Proposition 4. Dans:'un tas stable,l'existence d'un élément
net équivaut & celle d'une noix,qui est alors l'ensemble des éléments

nets.

Si € = (E,Z) est un tas stable, 2x est un idéal (non
vide) pour tout x €E.

Or h€E est net si et seulement si h€Xx pour tout
xE€E; 1'ensemble N des éléments nets est donc l'intersection des Ix
et c'est un idéal;enfin,si A est un idéal non vide et si a €A,
N¢clacga ;donc,si N est non vide,c'est une noix.

Réciproquement,si N est une noix, N C2x pour tout
x€E, et tout élément de N est net;en particulier,il existe un élément
net;1l'ensemble de ces élénents est,d'aprés ce qui précaede,une noix;donc
c'est N,car une noix,si elle existe,est unique.

(12) La terminologie usuelle pour un tel idéal (CLIFFORD et PRESTON |6
CROISOT (8)) est noyau ; ce mot nous paraft & éviter dans uné thécrie ou
1l'on s'intéresse beaucoup aux homomorphismes,et spécialement aux équi-
valences nucléaires.
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2.Cas d'un tas avec zéro.

Définition 1. Si % = (E,L) est un tas ayant un zéro z, un
élénent h de E est dit z-net (ou Y -z-net s'il y a risque de confusionm)

8t et seulement si il est net sur E- z.

On dira dans la suite: tas & élément z-net ,pour:
tas dont le support contient un élément z-net.

Proposition 1. Soient € = (E,1) un tas,z un zéro de ¥ et
h€E. Si h est z-net,différent de z,et si k'égalité est simplifiable

sur h, ¥ est uniprincipalyppour h, h est fort et z est le seul zéro de ¥.

h est fort (prop.II.D.6.1) et Dh est 1'égalité car
si x,y&€E sont tels que x 2&1 Yy ,ou bien il existe ¢€ 3 tel que vx = h,
et de ¢y = h = ¢x résulte x =y ,ou bien x,y ewh et en ce cas
X =y = 2z puisque h est z-net. z est seul zéro de € (prop.A.4.3b).
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Cette condition est nécessaire:

Proposition 2. Soit € = (E,L) un tas ayant un zéro z,uni-
principal pour un élément h de E fort et différent de z j;alors h est
z-net et 1'égalité est simplifiable sur h.

En effet {z} = W, (prop.A.4.1b),donc h est z-net;la
seconde assertion résulte de la prop.l.l.

Proposition 3. Soit € = (E,¥) un tas ayant un zéro z.Si
€ est z-injectif,¥ est uniprincipal pour tout élémnent z-net différent
de z.S5i ¥ est stable,€ est uniprincipal pour un élément fort et dif#
férent de z si et seulement si T est z-injectif et si son support con-

tient un élément z-net différent de z.

la premidre assertion résulte de la prop.l.Si ©& est
stable et uniprincipal pour un élément de E fort h #£ z, Wh ={z},donc
h est z-net,et Zh est simplifiable sur E-{z} (prop.II.D.6.3),donc ¥ est
z-injectif.

3.Existence d'élénents z-nets dans un tas stable.

Définition 1. Soit € = (E,I) un tas ayant un zéro z.0On

appelle z-noix tout idéal de ¥ non contenu dans {z},rinimum.

Proposition 1. Soit ¥ = (E,I) un tas stable ayant un zéro
z .L'ensemble des éléments z-nets,s'il n'est pas contenu dans {z},est

une z-noix.
—c TR

Soit N 1l'ensemble des éléments z-nets:
N = {h&E; Vx€E-£}) helx} = N(Ix; x€E-{z}) ;
c'est un idéal;si A est un idéal non contenu dans {z},et si a €A-{z},
N<Ta g A jdone,si N ¢{z},c'estine z-noix.

Contrairenent & ce qui se passe au §.1,1'existence
d'une z-noix dans un tes stable n'entraine pas celle d'un élément z-
net différent de z.Par exemple,si E = {a,s} et I = ik} + (B,L) est stable
car ng' = K ,et E est une z-noix;mais il n'existe pas d'élément z-net
différent de z car a¢23 .Pour conserver la prop.l.4,il faut une con-
dition sur ¥ .

Définition 2. Un tas € = (E,L) ayant um zéro z est dit
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_z-sépg;é si et seulement si
(Vxe€B)( x # 2z =9 Ix ¢ {z]).

Proposition 2. Soit ¥ = (E,X) un tas stable ayant un zéro
z ;E contient un élément z-net différent de z si et seulement si ¥ est
z-séparé et a une z-noix,qui est alors 1l'ensemble des éléments nets.

Si E contient un élément z-net h # z;ﬁest zéséparé
car,si x€E-{z) ,helx et Ix ¢lz};et T a une z-noix (prop.l).

Réciproquement,si N est une z-noix de € et si € est
z-séparé, N € Ix pour tout xZE-{z} ,donc tout élément de N est z-net;
en particulier il existe un élément z-net différent de z.L'emsemble A
des éléments z-nets est alorspune z-noix;or une z-noix,si elle existe,
est uniquget N est 1'ensemble des élénents z-nets.

On notera que N n'est pas l'ensemble des élérents
z-nets différents de z ; z peut appartenir & la z-noix;cela arrive si
et seulement si z est z-net,c'est & dire si et seulement si z est net
(par exemple,dés que z est un bizéro).

EiTas sans zéro faisant l'objet de théordmes d'homomorphisme.

l.Tas transitifs ou surjectifs.

Proposition 1. Soit €= (E,I) un tas;les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

a- I est transitif;
b- (Vx,y€EE)@rel) ox =3 ;
c- tout élément de E est net.

Définition 1. Un tas est dit tramsitif s. et seulement si
i1 vérifie une des conditions de la prop.l.

Dans un tas stable,la transitivité s'exprime au
noyen des idéaux.

Définition 2. Un tas est dit simple si et seulement si il
n'a pas d'idéal propre.

Proposition 2. Si € = (E,2) est un tas stable,les condi-
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tions suivantes sont équivalentes:
a- € est transitif;
b- E est une noix;
c- € est simple.

Cela résulte de la prop.B.l.4.

I1 résulte alors de la prop.I.E.3.1 que,si € est un
N
tas, € est simple si et seulement si € est transitif.

Proposition 3. Un tas injectif transitif est équiprincipal.

Cela résulte de la prop.B.l.2.

Proposition 4. Soit % = (E,L) un tas;les conditions suivan-
tes sont équivalentes:

a- tout élément de L est une surjection;
b- (Vy<E)(V9EZ)(3x€EE) x =¥ ;
c- tout élément de E est franc.

Définition 3. Un tas est dit surjectif si et seulement si

il vérifie une des conditicns de la prop.4.

Définition 4. Un tas est dit bijectif si et seulement si

il est & la fois injectif et surjectif.

2.Conditions obtenues.

On se propose dans la suite de donner des théorémes
d'homomorphisme ol l'irxage est un tas injectif & élément net,supposé
éventuellerent stationnaire,transitif,surjectif.

Ces conditions sont liées par certaines implications.

Proposition 1. Un tas transitif a un élément net.

Ceci résulte de la définition.

Proposition 2. Un tas stable,injectif,stationnaire et &
élément net est surjectif et transitif (et c'est un espace homogdne).

Soient ¥ = (E,2) un tel tas et h €E un élément net.
I1 existe €€ tel que gh = h;de h = ¢h = ¢h résulte & = &€ ,et,puis-
que ¢ est une injection, € = Iy jdonc IEeZ.

Soit alors ¢€Z ;h étant net,il existe TEZ tel que
T(e¢h) = h = IEh jd'odl TO = IE ;et Tet = v ,d'od,v étant injectif,
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Fr= IE . et T sont donc des bijections inverses;et r‘l =TelZ ydonc
T est un groupe de bijections.En particulier % est surjectif.
Soient enfin x,y€E; h étant net,il existe ¢,T €D tek

gue Gx = h = Ty ;d'ol lex = ¥y ,et,comme ‘t—ld' € 2,6 est transitif.

3.Indépendance des conditions obtenues.

On va prouver qu'entre les conditions étudides n'ex-
istent que les implications triviales déduites des propositions 2.1 et
2.2.

Examinons d'abord le cas d'un tas stable.Toute condi-
tion,conjonction de “"injectif & élément net" et éventuellement d4'une ou
plusieurs des conditions "stationnaire","transitif","surjectif",est é-
quivalente,d'aprés les prop.2.1 et 2.2,4 l'une des conditions suivantes

injectif & élément net

injectif transitif

bijectif & élément net

bijectif transitif

injectif stationnaire & élément net .

Proposition 1. Il existe un tas stable bijectif transitif
et non stationnaire.

E étant un ensemble d'au moins trecis éléments,pre-
nons pour multiplicateurs toutes les bijections de E. Le tas cbtenu est
stable,bijectif, transitif,et non stationnaire car le groupe des bijec-
tions de E n'est pas simplement transitif.

Proposition 2. Il existe un tas stable,injectif, transitif
et non surjectif.

E étant un ensemble infini,prenons pour nultiplica-
teurs toutes les injections de E. Le tas obtenu est stable,injectif,
transitif,mais non surjectif puisque E est infini.

Proposition 3. Il existe un tas stable bijectif & élénent
net non transitif.

L'élaboration de l'exemple s'inspire des propriétés
suivantes.Soient € = (E,%) un tel tas et N sa noix (prop.B.1.4).



- 72 -

On a N CE .Soient x€E-N et h€N ;il existe ce l tel que vx = h ;
par suite,pour tout y€N, ¢y€ N-{b};la restriction de ¢ & N est une
bijection de N vers oN CN ,donc N est infinij;la restriction de ¢ &
E-N est une bijection de E-N vers E-9¢N D E-N ,donc E-N est infl-
ni.

Soient alors N et C deux ensembles dénombrables (in-
finis) et disjoints,E = NUC ,et Zil'ensemble des bijections de E vers
E ayant la propriété suivante:il existe x €C et h €N tels que ¢x = h,
v(C-fJ)=C, oF = N-fh}.Z, est non vide;et méme il existe un &lément
de leour tout choix de x€E,de h&N et de dheN-i,h} ;en effet,N,étant
dénombrable,peut &tre indexé par 1l'ensemble des entiers naturels de
telle sorte que h ait l'indice 1 et ¢h 1l'indice 2j;on définit alors
en faisant correspondre,d tout élément de N,1'élément d'indice suivant;
&4 x,h;et,d tout ¢élément de C-{x son image par telle bijection que 1l'on
voudra de C-ff vers C (il en existe,puisque C est infini).

Si Y, = ﬁ;,(E,E) est un tas stable bijectif.Tout élé-
ment h de N est net:en effet,si h' €N et si h' £ h, il existe VGZLtel
que ¢h' = h ;de méme il existe '€ tel que vh = h',et 0vh = h ;en-
fin,si x¢ C,il existe ¢ 3, tel que ox = h .Et tout élément net appar-
tient & N car N est un idéal de (E,Zl),donc de (E,2),et,si h€N, Th < N;
donc,si xe€C,x¢Zh et x n'est pas net.(E,X) a donc une noix N £ E.

Examinons maintenant le cas d'un tas non nécessaire-
ment sable.Alors les conditions supplémentaires "stationnaire","trans-
itif",surjectif" sont indépendantes,de sorte qu'entre les conditions
étudiées n'existent que les inplications triviales déduites de la
prop.2.1.

La condition "stationnaire" ne résulte pas des qua-
tre autres d'aprés la prop.l.Pour les deux autres conditions,les con-
tre-exemples sont tirés du groupolde suivant,qui sera d'ailleurs uti-
le dans la suite.

Le support de ce groupoide est 1l'ensemble N des en-
tiers naturels (positifs ou nul).Sa table de multiplication commence
de la fagon suivante:
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14 loi de composition est définie par les axiomes
i) n70 = n pour tout n€N, Orn = n+l pour n>0 ;
ii) si n,p 21, nTtp est le plus petit nombre que l'on ne

peut mettre sous la forme mvTq ,avec m<n et q = p ,ou m=n et q<p.

n démontre sans peine par récurrence qu'il existe
une loi T et une seule sur N vérifiant i) et ii).Etudions cette loi.

On a la régle de simplification & droite et & gauche.
En effet une ligne ne contient jamais deux fois le méme élément:pour

celle de O,cela résulte de i);pour les autres,de ii).De méme une colon-
ne ne contient jamais deux fois le méme élément.

Tout élément figure au moins une fois dans chaque
colonne,en sorte qu'il existe des quotients & gauche.Cela est vrai

pour la colonne de O;admettons-le pour les k premiéres colonnes,et sup-
posons un instant que 1'élément r de N ne figure pas dans la colonne
de k.Si t < r ,t figure dans la colonne de j chague fois que j<k,et
dans la ligne ng;il y figure une fois et une seule.Soit n le plus pe-
tit entier strictement supérieur & tous les nt ;i1 n'y & aucun élérent
inférieur ou égal & r figurant dans les k premidres colonnes et simul-
tanémenydans la ligne de n ou les suivantes.Soit alors s le nombre
d'éléments de N inférieurs ou égaux & r ne figurant pae dans les n p=
premiéres cames de la colonne de k;r est le plus grand de ces éléments;
d'aprés ii),avk est le plus petit de ces éléments,(n+l)Tk le suivant,et
(n+s)Tk le plus grand,c'est-a-dire r,et 1'hypothése faite sur r était
absurde.

On remarque que 1 ne figure pas dans la ligne de O;
mais tout élément figure au moins une fois dans chaque ligne sauf
celle de O,en sorte qu'il existe des quotients & droite sauf le quo-
tient de 1 par O;en effet il est immédiat,par récurrence sur n,que
lrn = n pour tout n>>2 ,en sorte que tout élément figure dans la 1li-
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gne de ljon achéve la démonstration comme ci-dessus;la seule différen~-
ce est que ni n'est pas défini,ce qui est sans conséquence pour la sui-
te car 1 ne figure pas dans la ligne de zéro & partir d'un certain rang
Enfin notre groupoide est simple & droite;en effet 2
figure dans toute ligne,donc tout idéal & droite non vide contient 2,
contient toute la ligne de 2 et est impropre.

On peut alors énmoncer:

Proposition 4. Il existe un tas injectif stationnaire
transitif et non surjectif.

Soit G le groupoide ci-dessus;le tas G_ est :
-injectif car,pour tous x,y,z€N:
Y = Y2 =Y X = xvz =¥ y =2 ;
-stationnaire car,pour tous x,y,z €N:
YiZ = sz = XTZ = yTZ2 = X =Y =$']} = Yy H
~transitif,car il existe des gquotients & gauche,donc
(Vx,y€N)(Ja€N) Y x = atx = y ;
-non surjectif car }81 =0 x =1 eat impossible.

Proposition 5. Il existe un tas bijectif stationnaire &
élément net,non transitif.

Soit G le groupoide ci-dessus;le tas Gd est
-injectif et stationnaire,comme G_ ;
-surjectif,car il existe des quotients & gauche,donc
(vx,yeR)3z€N) sxz =2zIX =5 ;
-4 élément net,c~r O figure dans toutes les lignes,
done (¥VxeN)(By€N) Syx =xTy =0 ;
-non transitif,car Sxo = Orx =1 est impossible.
En conclusion:
Proposition 6. Dans un tas injectif & élément net,les con-
ditions stationnaire,surjectif, transitif,sont indépendantes.Dans un

tas stable injectif & élément net,ces conditions sont liées par les
implications déduites de la prop.2.2 et par aucune autre.
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b.Théorémes d'homomorphisme principal (tas sans zéro)J

1.Théoréme de base sur les tas injectifs & élément net

Théorédme 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
injectif & élément net est principal pour une partie H parfaite et net-
te,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équi-
valence nucléaire qui s'envoie sur un élément net.

Soient € un tas injectif & élément net,et h un élément
net.€ est uniprincipal pour h (prop.B.1.2),h est fort (prop.II.D.6.1) &
stabilisant (prop.II1.D.6.6),donc parfait (prop.II.D.8.6).Donc,si f est
un homomorphisme de tas arrivant sur € et si H est la classe de 1'équi-
valence nucléaire qui s'envoie sur h, H est parfaite et nette (prcp.II.
E.3.1c) et f est principal pour H (cor.II.E.7.2).

Réciproquenent,soit f un homomorphisme de tas arri-
vant sur % et principal pour une partie H parfaite et nette,donc stabi-
lisante ; 1'éguivalence nucléaire est simplifiable (prop.II.D.6.6),donc
€est injectif (prop.A.1l.2);H est indivisible pour 1'égquivalence nuclé-
aire (prop.II.D.8.1) et non vide,donc s'envoie par f sur un élément dw
support de ¥ ,et cet élément est net (prop.II.E.3.2).

Théoréme 2. Tout homcmorphisme de tas stables qui arrive

sur un tas (stable) injectif & noix est principal pour une partie H

forte,p-forte-g et nette,et réciproquement;et on peut prendre pour H

toute classe de 1l'équivalence nucléaire gui s'envoie sur un élément de

la noix.

Dans un tas stable,une partie forte,p-forte-g et nete
est non vide,stabilisante et disjointe de son r.i.,donc parfaite et
nette,et réciproguement;l'énoncé résulte alors du théoréme 1 et de la
prop.B.1.4 sur la noix.

2.Addition de la surjectivité.

Définition 1. Soient € = (E,®) un tas et HEE).H est dit
bifranc si et seulement si
(Vo,T€T)(3xEE) ox el
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donc 8i et seulemensrzei H .’ ¢ est franec pour tvat r€ 2,

Proposition 1. Toute partie bifranche est franche.

En effet toute partie franche est non vide.

Proposition 2. Dans un tas stable,toute partie franche es

bifranche.
Ceci résulte de la prop.II.D.4.5.
La notion de partie bifranche tire son intérét du

Lemme 1. Soit € un tas uniprincipal pour un élément fort
et net;si ¥ est surjectif,cet élément est bifranc,et il en est de méme
de son image réciproque par tout homomorphisme de tas arrivant sur % .

Réciproquetent, tout homomorphisme de tas principal pour une partie Tc

forte,sous-stabilisante et bifranche,arrive sur un tas surjectif.

Si € = (E,I) est uniprincipal pour h€ E fort et net,
et surjectif,alors,pour tout ¢€3, h . ¢ est non vide,donc classe
de Qh,donc réduit & un élément,donc franc (prop.C.l.4),et h est bi-
franc.

Si de plus f est un homomorphisme de tas de < = ®3)
sur ®,H = f_l(h) est bifranc,car,si 0,Ue%’,il existe x €E tel que
!((T')Y(T’)x = h ,et,si x'ef"l(x), ¢'T’x'€H (¢ est l'application associée
& f).

Réciproquement,si f est un homomorphisme de tas ar-
rivant sur € et principal pour une partie forte,sous-stabilisante et
bifranche H,les classes de l'équivalence nucléaire sont les résiduels
3 droite (non vides) de H et peut-étre WH;elles sont toutes franches
(prop.II.D.5.6),donc tout élément de E est franc,¥® est surjectif.

Les théoremes ci-dessous résultent alors immédiate-
ment des théorémes 1.1 et 1.2:

Théoréme 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un

tas bijectif & élément net est principal pour une partie H parfaite,
nette et bifranche,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute
classe de 1l'équivalence nucléaire qui s'envoie sur un élément net.

Théoréme 2. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) bijectif & noix est principal pour une partie H
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forte,p-forte-g,nette et franche,et réciproquement;et on peut prendre
pour H toute classe de 1l'équivalence mucléaire qui s'envoie sur un
élément de la noix.

3.Addition de la transitivité.

Définition 1. Soient € = (E,Y) un tas et HCH(E). H est
dit translucide si et seulement si )
(VreL-V,)(VxeE-W)(3vel) s €l ,
donc si et seulement si H .° ¢ est vide ou net sur E: pour tout ¢el .

On notera,au sujet de cette définition,que 1'exis-
tence de T tel que otx€H entraine 0'¢VH,et,ei H est sous-stabilisant,
x¢w, .

Proposition 1. Une partie claire est translucide;une parte
nette,franche et translucide est claire.

Ceci résulte des définitions.

Proposition 2. Une partie sous-stabilisante est claire si
et seulenient si elle est nette,franche et translucide.

Ceci résulte des prop. 1 et II.D.5.5.
La notion de partie translucide tire son intérét du

Lemme 1. Soit f un homomorphisme principal pour une partie

forte et nette H; le tas ou arrive f est transitif si et seulement si
H est tramnslucide.

Soit €= (E,T) le tas départ de f.Le tas arrivée est
transitif si et seulement si tous les éléments de son support sont nes
(prop.C.1.1),donc si et seulement si toute classe de 1'égquivalence nu-
cléaire est nette (prop.II.E.3.1lc),donc si et seulement si,pour tout
ce%, H." r est vide ou net,donc si et seulement si H est translu-
cide puisque H est nette.

De ce lemme résultent alors les théorémes suivants:

Théordme 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un
tas injectif transitif est principal pour une partiefforte,stabilisan-
te,nette et translucide,et réciproquement;et on peut prendre pour H

toute classe de 1'équivalence nucléaire.
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La condition est nécessaire d'aprds le théoréme 1.1
et le lemme.Et,si elle est remplie,le tas image est transitif (lemme 1)
et l'équivalence nucléaire est simplifiable (prop.II.D.6.6) donc le
tas image est injectif (prop.A.l.2).La dermitre assertion résulte de
la prop.C.1.3.

On notera qu'il n'est plus nécessaire de supposer
que H soit p-fort-g (d'ol abandon de 1'hypothdse “parfait").

Théoréme 2. Un homomorphisme de tas stables qui arrive sur
un tas (stable) injectif & simplef est principal pour une partie H
forte,nette et translucide,et réciproquement;et on peut prendre pour
H toute classe de 1l'équivalence nucléaire.

Ceci résulte du théorime l,et de la prop.C.l1l.2.

Théoréme 3. Un homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
bijectif transitif est principal pour une partie H forte,stabilisante,
claire et bifranche,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute
classe de 1l'équivalence nucléaire. ’

I1 résulte du théortme 1 et du lemme 2.1 que 1l'on
peut choisir H forte,stabilisante,nette, translucide et bifranche;le
théoréme résulte alors des prop. 2 et 2.1.

Théoréme 4. Un homomorphisme de tas stables qui arrive sur
wn tas (stable) bijectif et simple est principal pour une partie H
forte et claire,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute
classe de 1'équivalence nucléaire.

Ceci résulte du théorime 3 et des prop.2.2 et II.D.
4.3.

4.Addition de la stationnarité.

Ici la prop.II1.D.7.2 et la prop.A.2.2 donnent immé-
diatement le

Lemme 1. Un homomorphisme de te&s principal pour une partie
forte et nette H arrive sur un tas stationnaire st et seulement si

H est robuste.

De ce lemme et des théordmes précédents résultent les
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Théoréme 1 (resp.2,3,4). Un homomorphisme de tas qui arri-
ve sur un tas stationnaire et injectif & élément net (resp. bijectif
& élément net,injectif transitif,bijectif transitif) est principal
pour une partie H parfaite,robuste et nette (resp. parfaite,robuste,
nette et bifranche; forte,robuste,stabilisante,nette et translucide;
forte,robuste,stabilisante,claire et bifranche) et réciproquement;et
on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire qui
s'envoie sur un élément net (toute classe pour les deux dernidres con-
ditiomns.).

Ceci résulte du théoréme 1.1 (resp. 2.1,3.1,3.3).

Dans le cas des tas stables,les conditions obtenues
en ajoutant "stationnaire" aux conditions des quatre théortmes anté-~
rieurs sont équivalentes (prop.C.2.2).Des conditions obtenues sur H:

fort,robuste,p-fort-g,net
fort,robuste,p-fort-g,net,franc
fort,robuste,net,translucide
fort,robuste,clair
les seconde et quatriéme sont sams intéré&t;on garde la quatiéme par-
ce que sa condition est plus simple:

Théoréme 5. Un homomorphisme de tas stables qui arrive sur
un tas (stable) injectif stationnaire & noix (qui est alors surjectif
et simple) est principal pour une partie H forte,robuste,et,au choix,

p-forte-g et nette,ou nette et tramslucide,ou claire,et réciproquement;

et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire.

5.Récapitulation.

Le tableau ci-dessous contient tous les théorémes de
cette section.

Dans la premiére colonne est un numéro d'ordre utile
pour les chapitres suivants,la derniére colonue donnant la référence
ordinaire correspondante.la scconde colonne contient les hypothéses
faites sur l'image,la troisieme les hypotheéses faites sur H.La lettre
S ajoutée au numéro d'ordre indique un théoréne concernant les tas
stables. L'astérisque indique que 1l'on peut prendre pour H toute classe
de 1l'équivalence nucléaire.



1 Injectif parfait 1.1
élément net net

1S injectif fort,p-fort-g 1.2

noix net

2 bijectif parfait 2.1
élérent net net,bifranc

2S bijectif fort,p-fort-g 2.2
3 noix net,franc

3 injectif fort,stabilisant 3.1
transitif net, translucide ¥

38 injectif fort, 3.2
simple net, translucide

4 bijectif fort,stabilisant, 3.3
transitif clair,bifranc

48 bijectif fort, * 3.4
simple clair

5 injectif parfait,robuste, 4.1
stationnaire net
élément net

6 bijectif parfait,robuste, 4.2
stationnaire net,bifranc
élément net

7 injectif fort,robuste, 4.3
stationnaire stabilisant, *
transitif net, translucide

8 bijectif fort,robuste, 4.4
stationnaire stabilisant X
transitif clair,bifranc

5S injectif fort,robuste,p-fort-g,net(5S)| 4.5

7S stationnaire " w snet,translucide (78)

8s 3 noix " . yclair(8S) *

E.Tas avec- zéro faisant l'objet de théorémes d'homomorphisme.

l.Tas z-transitifs ou z-surjectifs.

Proposition 1. Soient ¥ = (E,L) un tas et z un zéro de ¥.
Les conditions suivantes sont équivalentes,et entrafnemt que z est
seul zéro de €¥,ou bien que € est permis et E & deux éléments:
a- ), est transitif sur E- z;
b- (Vx,y€E-2)3cel) ox = y;
c- tout élément de E- z est z-net.
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Définition 1. Un tas est dit z-transitif si et seulement si
z en est un zéro et s'il vérifie une des comditions de la prop.l.

Dans un tas stable,la z-transitivité s'exprime au
moyen des idéaux.

Proposition 2. Soient ¥ = (E,®) un tas stable et z un zéro
de T ;les conditions suivantes sont équivalentes:

a- T est z-transitif;

b- € est z-séparé et admet E ou E~ z comme z-noix;

c- les seuls idéaux propres de € sont fz] et éventuellement
E- 3z, et® est z-séparé.

Ceci résulte de la prop.B.3.2.

L'alternative dans b~ et c- provient de z qui n'est
peut-étre pas z-net;si z est z-net,la z-noix est E;sinon c'est E- z,on
en verra des exemples;en conséquence,la z-transitivité n'est pas équi-
valente & la z-simplicité dans un tas stable (celle-ci étant définie
par 1l'absence d'idéaux propres différents de |z}).

Proposition 3. Un tas z-injectif et z-transitif est uni-
principal pour tout élément différent de z.

Ceci résulte de la prop.B.2.3.Cette propcsition est
analogue & la prop.C.l.3,dont la notion de tas z-transitif permet pré-

cisément de donner une réciproque:
stable
Proposition 4. Un tasVéquiprincipal est transitif ou z-

transitif.

Si un tel tas n'a que des zéros,c'est un tas permis;
or un tas permis dont le support contient trois éléments distincts a,b,
¢ n'est pas équiprincipal car a . b = a ‘. c¢c = g et b £ c ;
un tas permis équiprincipal a donc un support d'un ou deux élénents,
donc est tramsitif ou z-transitif.Si un tel tas n'a pas que des zéros,
il est uniprincipal pour un élément qui n'est pas un zéro,et il résul-
te de la prop.A.4.1 que,si ce tas est sans zéro,tous ses éléments sont
nets,et que,s'il & un zéro z,ce zéro est unique et est le r.i. de tout

élément différent de z,donc que tout élément différent de z est z-net.

Proposition 5. Soient € = (E,¥) un tas et z un zéro de %.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

a- tout élément de S - (z °. E) est une surjection;




- 82 -

b~ (VxcE)(VeeY -(z . E)(I3FEE) oy = x ;
¢~ tout élément de E est franc sur £ -(z . E),

Notons que 2z °'. E ,8'il est non vide,est réduit &
k,iil est non vide si et seulement si z est un bizére.

Définition 2. Un tas est dit z—surjectif si et seulement
si il admet z comme zéro et vérifie une des conditions de la prop.S5.

Définition 3. Un tas est dit z-bijectif si et seulement si
il admet z comme zéro et est & la fois z-injectif et z-surjectif.

2.Adjonction d'un zéro ou bizérod un tas de la secton précédente.

On se donne un tas % = (E,I),un ensemble d'un &1é-
ment {z} disjoint de E et on utilise les notations de la déf.I.F.3.1.

Proposition 1. Les conditions suivantes sont équivalentes:
a- € eat injectif;
b- Tuz est injectif;
c- Tuz est z-injectif;
d- €+ 2 est z-injectif.
€+ 2z n'est jamais injectif.

a =>b :8i T est une injeotion,ﬁ" est une injection.

b = ¢;

c=>d: 8i x,yck et TE€L vik} sont tels que
tx =Ty # 2z ,on a T €% ;donc,si Bvz est z-injectif, x = ¥ ;6 + z est
alors z-injectif.€+ z n'est jamais injectif car Ky, n'est pas une in-
jection (ﬁ ayant au moins deux éléments).

d = a: si%+2 est z-injectif et si x,y€E,T€l
sont tels que ¢x = 0y ,on & ox = ¢y # z ,d'ol x =y .

Proposition 2. Les conditions suivantes sont équivalentes:
a- € est stationnaire;

b- €uvz est z-stationnaire;

c- €+ 2z est z-stationnaire.
€+2z n'est jamais stationnaire;Tuvz est stationnaire si et seulement
si € n'a qu'un multiplicateur.

a =>b : si C est statiomnaire et si x €E,7,T €2
T

~ ~

sont tels que 0x = T¥x £ z ,alors x f z et,de 0x = Tx = Tx =
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~ ~

résulte ¢ = T et ¢ =T . .
b =>c : 8i €uz est z-atationnaire et si xei,
v eZu{n,_} sont tels que Tx = \x £ z j;alors T,vEX et T=vu .
. c=>-a : si T+2z est z-stationnaire st si x€E,
""CGZ' sont tels que ¢x = Tx ,alors %x = ¥x £z et ¢ =7,d'od T=T.
Enfin,si € & un zéro x et est statlonnalre,'l' n'a
qu' un multlpllcateur,car si ¢,T€ T , ox = xx= Tx entraine ¢ = ]ehm
tas n'ayant qu'un seul multiplicateur est évidemment'stationnaire.Donc
€+ 2z n'est jamais stationnaire,€vz l'est si et seulement si € n'a eu
qu'un multiplicateur.

Proposition 3. Soit h €E ; les conditions suivantes sont
équivalentes: )

a- h est net dans % ;

b- h est z-net dans €uz ;

c- h est z-net dans © + 2z .
z est net dans €+z et W =E dans Cyz .

a =>b : si h est net et si xéE- z = E,il existe
€] tel que 7x = 7x = h ,donc h est z-net dans Tuz ;d'ailleurs
zéw (prop.II.D.5.1).

P=> c ; X

. e =pa: si h.est z-net dans T+ 2z et si x€E = E-~ z,
il existe T <3 u{} tel que '-rx‘= h ;commah,'éz,reﬁ set il exisj:.e Tgel
tel que T = ¥ ,donc que ox = Tx = h .

z est net da.ns €+ 2z car,pour tout xéﬁ sz = z .Dans

Cuz , z¢'l mais si qu, zx =I'.x CE et z¢Y,x donc W, =E.

Proposition 4. Soit NGME) les condltlons sulva.ntes sopt
équivalentes: :
-a- N est une moix dans '%’.;'

b- N est une z-noix dans €uz ;
. C= Nv{z} est une z-hoix dans €+ z .

Cuz et €+ 2z sont toujoure z—aéparés.

La dernlére assertion eet immédiate,si‘f est stable,
la propos:.non résulte des prop. 3,B.1.4,B. 3 2 et I.F.3:1. Elle résul-
te aussi, dq,na le cas sgénéral des prop.I.F.4. l et 1I.F.4.2.

Proposition 5. Les conditioms suiva.ntel ‘sont équivalentes:
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a- © est transitif;

b- Cuz est z-transitif;
c~ C+2z est z-transitif.

Cuz,% + 2 ne sont jamais transitifs.

aé&y b e résulte de la prop.3.Enfin un tas ayant
un zéro n'est pas transitif.

Proposition 6. Les conditions suivantes sont équivalentes:
a- % est surjectif;

b- Tuz est surjectif;

c- tVz est z-surjectif;

d- T+ 2z est z-surjectif.
¥+ 2z n'est jamais surjectif.

a = b :81 ¢ est une sur;jection,? est une surjection.
b = c;
¢ = d puisque les lois de Buz et €+ z diffirent
précisénent de z °. .
d =Pa : 8i T est une surjection, ¢ est une surjection.
Y C+2z n'est jamais surjectif car KZ n'est pas une
surjection (E ayant au moins deux éléments).

3.Conditions faisant l'objet de théorémes d'homomorphisme.
Soit € = (E,3) un tas et z un zéro de C .
On se propose dans la section suivante de donner des
théordmes d'homomorphisme ol 1'image & un zéro z et est un tas z-injec-

tif & élément z-net différent de z,supposé éventuellement injectit,
surjectif,z-stationnaire,z-transitif, z--surjectif.

Ces conditions sont liées par certaines implications.
Tout d'abord,pour les conditions injectif et surjectif:

Proposition 1.6 est surjectif si et seulement si il est
z-surjectif et sans bizéro.

Dans la suite,la condition "surjectif" est rempla-
cée par la non-existence d'un bizéro (donnée par la prop.A.4.lc).

Proposition 2. Les conditions suivantes sont équivalentes:
a- € est injectif;
b- € est z-injectif et 2z consistant;
c- il existe un tas € injectif tel quet = €V z
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a=H b : si € est injectif,il est z-injectif,et,si
XEE et v€, ox = z = 9z entraine x = z ,donc z est consistant
(dér.I11.D.6.4).

b =>c : si z est consistant,il existe (prop.I.F.3.2)
un tasv‘f’ tel que € =€z ;€ étant injectif,€ est injectif (prop.2.1).
' c=>a : d'aprés la prop.2.l1.

Dans la suite,la condition "injectif" est remplacée
par la consistance de z.

Proposition 3. Si z est consistant,¥ est sans bizéro.

Si € avait un bizéro,ce serait z (prop.I.F.1.1),et z
ne serait pas consistant,car il existe x €E-z ,et sz =2z .

Entre les autres conditions,on a les implications:

Propositicn 4. Un tas z-transitif a un élément z-net dif-

férent de z.
Ceci résulte immédiatement des définitions.

Proposition 5. Un tas stable,injectif,z-stationnaire et &

élément z-net différent de z est surjectif et z-transitif.

La prop.2 pernet de déduire cette implication de la
prop.C.2.2 et des prop. 1, 2.2, 2.5, 2.6 .On verra ci-desscus que 1l'hy-
pothése que z est consistant ne peut &tre smpprimée (prop 4.6 et 4.7).

4.Indépendance des conditions obtenues.

On va essajer de prouver qu'entre les ccnditions étu-
dides (z-injectivité et existence d'un élément z-net différent de gz,
plus éventuellement z-surjectivité,z-transitivité,z-stationnarité,con-
sistance de z,absence de bizéro),considérées successivement dans un tas
quelcecnque et dans un tas stable,n'existent que les implicaticns trivi-
ales déduites de celles du paragraphe précédent.

Pour les tas non nécessairement stables,on a:
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Proposition 1. Il existe un tas ayant un zéro z,bijectif,
z-stationnaire,& élément z-net différent de z,qui n'est pas z-transitif

Soit © un tas bijectif,stationnaire,i élément net et
non transitif (prop.C.3.5);¥uvz répond 2 la question (prop. 2.1, 2.2,
2.3, 2.5, 2.6 ).

Proposition 2. I1 existe un tas” ayant un zéro z,injectif,
z-stationnaire,z-transitif,qui n'est pas z-surjectif.

Soit € un tas injectif,stationnaire, transitif,et non
surjectif (prop.C.3.4);€vz répond & la question (prop. 2.1, 2.2, 2.5,
2.6 ).

Proposition 3. Il existe un tas stable ayant un zéro z,bi-

jectif,z-transitif et non z-stationnaire.

Soit 6 un tas stable bijectif,transitif et non sta-
tionnaire (prop.C.3.1);¥ vz répond & la question (prop. 2.1, 2.2, 2.5,
2.6 et I.F.3.1 ).

Proposition 4. Il existe un tas stable ayant un zéro z,z-
bijectif,z-stationnaire et z-transitif,qui posséde un bizéro.

Soit € un tas stable bijectif stationnaire et transi-
tif (par exemple,le couple d'un espace affine et du groupe des transla-
tiobm) ;€ + 2 répond & la question (prop. 2.1, 2.2, 2.5, 2.6 et I.F.3.1).

Des prop. 1 & 4 résulte la

Proposition 5. Dans un tas ayant un zéro z,z-injectif,d
élément z-net différent de z,les conditions suivantes: z-stationnaire,
z-transitif,z-surjectif,sans bizéro,z consistant, ne sont liées par au-
cune lmplication autre que celles des prop. 3.3 et 3.4,sauf peut-étre
la consistance de z qui pourrait résulter de l'absence de bizéro et de

certaines des autres conditions.En particulier,dans un-tas ayant un zé-

ro z,z-injectif,d élément z-net différent de z,les conditions importan-
tes: z-stationnaire,z-transitif,z-surjectif, sont indépendantes.

Examinons maintenant le cas d'un tas stable.

Proposition 6. Il existe un tas stable ayant un zéro z,z-
injectif,z-stationnaire et z-transitif,qui n'est pas z-surjéctif.
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‘.
Considérons le tastde support {z,a,b} dont la table
est celle de gauche:

—js a b Kzsa‘raebvb
|z % % Kz| kg Kz Kz kg Ky
eazaz Ea'%cao.akz

RQlZz 2 @ Ta| kg Kz Kz Tg &
&lz 2 P &k kg kg &
|z b 2 Tplkg Op & K5 %,

on vérifie que les multiplicateurs se composent conformément au ta-—
bleau de droite,en sorte que € est stable.Tout &lément différent de z
figure une fois au plus dans chaque ligne,donc © est z-injectif;une
fois au plus dans chaque colomne,donc € est z-stationnaire;une fois
au moins dans chaque colonne (sauf celle de z),donc © est z-transitif.
€ n'est pas z-surjectif car Ea,par exemple,n'est pas surjectif.

Proposition 7. I1 existe un tas stable ayant un zéro z,
z-injectif,surjectif,z-stationnaire et & élément z-net différent de z,
qui n'est pas z-transitif.

Soit N 1l'ensemble des entiers positifs ouw nul.Consi-
dérons le tas ¥ de support N dont les multiplicateurs sont les appli-
cations ¢, , 0 étant défini pour tout mn €N par

(VxéN){ si xEn 1TpX = X-0
si x<n »OpX = 0
0 est un zéro de ¥ .%¥ est stable car,si x,n,p €N :
si x>»n+p, £ . x>n et o'ntrpx = x -(n+p)
si x<n+p , a’px<n et o o x=0

n’p
L]
d'od ’n‘rp = rn-o-p .

Cest O-injectif car,si x,y,n N:
0x =0y AC =»x>0,y>0 =} X-n=y-n =y x=7;

T est O-stationnaire car,si n,p,x €N:
o‘nx=u'px;‘0 =% X>Nn,X>P =% X-N = X-pP —% D =7 Qo'n:v'p;

€est surjectif car 7, est surjectif pour tout n€N;
en effet,si x€N, cn(x-o-n) =X .

1 est O-net et différent de Oj;ocar si x€N-0 ,x21,
et ¢ ,x=1.
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€ n'est pas O-transitif;en effet,pcur tous x,neN,
T <X ;par exemple vnl = 2 est impossible,et 2 n'est pas O-net.

Des prop. 3,4,6,7 résulte la

Proposition 8. Dans un tas stable ayant un zéro z,z-injec-
tif,a élénent z-net différent de z,les conditions suivantes: z-station-

naire, z-transitif, z-surjectif,sans bizéro,z consistant,ne scnt liédes
par aucune implicaticn autre que celles qui résultent des prop. 3.3,
3.4 et 3.5 ,sauf peut-&tre la consistance de z qui pourrait résulter

de certaines autres conditions.En particulier,dans un tas stable ayant
un zéro z,z-injectif,d élément z-net différent de z,les conditicns im-
portantes: z-stationnaire,s-transitif,z-surjectif,sont indépendantes.

Quant & la consistance de z,on peut déduire des con-
tre-exemples ci-dessus qu'elle ne résulte pas des groupements d'hypo-
théses suivants: stable,z-bijectif,z-stationnaire,z-transitif (prop.4);
stable,z-bijectif,z-stationnaire,a élément z-net différent de z et sans
bizéro (prop.7).

lﬁ.Théorémes d'homomorphisme principalJ

1.Théoréme de base sur les tas z-injectifs & élément z-net £ z.

Théoréme 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas

ayant un zéro z,z-injectif,d élément z-net différent de z est principal

pour une partie H parfaite et floue,et réciproquenent;et on peut pren-

dre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire qui s‘envoie sur un
élément z-net différent de z.L'image est un tas injectif si et seule-
ment si W, est consistant,et a un bizéro si et seulement si H est

Soient ¥ = (E,X) un tas ayant un zéro z,z-injectif,i
élément z-net différent de z,et h un tel élément.® est uniprincipal
pour h (prop.B.2.3);et z = LN (prop.A.4.3b) est un idéal;?h est simpli-
fiable sur E- z,donc h est fort (prop.II.D.6.1) et stabilisant (prop.
I1.D.6.6);par suite h est parfait (prop.II.D.8.6) et flou. Soit alors
f un homomorphisme de tas arrivant sur € ; si H est la classe de
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l'équivalence nucléaire qui s'envoie sur h,H est parfaite et floue
(prop.II.E.3.lc),WH = f-l(z) (prop.II.E.2.1) et f est principal pour H.

Réciproquement,soit f un homomorphisme de tas arri-
vant sur ¥ et principal pour une partie H parfabte et floue,donc non
triviale (prop.I1.D.8.7);€ a un zéro z = f(wH) (prop.A.4.1);1'équiva~
lence nucléaire est simplifiable sur le complémentaire de 'H (prop.II.
D.6.6),donc % est z-injectif (prop.A.1.2);H est non vide et indivisidk
ble pour 1l'équivalence nucléaire,donc #(H) est un élément de E qui est
z-net car son résidu est contenu dans z (prop.II.E.22),et différent de
z car H est disjoint de W .

€ est injectif si et seulement si z est consistant
(prop.E.3.2),donc si et seulement si W, est consistant (prop.II.E.3.1lc)
(voir aussi prop.II.D.6.7).T a un bizéro si et seulement si H est im-
précise (prop.A.4.2).

Théoréme 2. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z,z-injectif,z-séparé et & z-noix
est principal pour une partie H parfaite et floue,et réciproquement;
et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire qui

s'envoie sur un élément différent de z de la z-noix.L'image est un
tas injectif si et seulementpbi Wy _est consistant,et a un bizéro si et
seulement si H est imprécise.

Ceci résulte du théoréme 1 et de la prop.B.3.2.

La condition "parfait" a €té laissée dans 1'énoncé
car ici une seule des cing conditions qui la composent ("stabilisant")
est trivialement vérifiée.

2.Addition de la z-surjectivité.

Définition 1. Soient ¥ = (E,Z) un tas et H EM(E).H est dit
loyal si et seulemenysi :

(VreZ -Vy)(¥reT -W,)(3xcE) om&H ,
donc si et seulement si H .° ¢ est vide ou franche sur I - W\ pour
tout c€3 .

Proposition 1. H est bifranc si et seulement si il est
franc et loyal.

Ceci résulte des définitions et de la prop.D.2.1.
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La notion de partie loyale tire son intérét du
Lemme 1. Soit f un homomorphisme de tas prinmcipal pour une
partie H forte,scus-stabilisante,floue et nom triviale;le tas imagefi

donc (prop.A.4.))un zéro z = f(Wn);f'est z-surjectif si et seulement
4 H est loyale.

Soient € = (E,I') le tas départ,€ = (E,2).€ est
z-surjectif si et seulement si tout élémemt de E est franc sur
Z - (z . E),donc si et seulement si toute classe de 1'équivalence
d'homomorphisme est franche sur 3’ - ('H ‘. B') (prop.II.E.3.1b),so0it
sur 2'-'ﬁ (prop.II.D.4.1).0r Wy est franc (prop.II.D.5%5).H étant
forte,C est z-surjectif si et seulement si H est loyale.

Théoréme 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un
tas ayant un zéro z,z-bijectif,i élément z-net différent de z,est prin-
cipal pour une partie H parfaite,loyale et floue,et réciproquement;et
on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire qui
s'envoie sur un élément z-net différent de z.L'image est un tas injec-
tif (domec bijectif) si et seulement si Wy est consistant,surjectif si
et seulement si H est précise,et en ce cas H peut &tre choisie bifran-
che.

Le théoréme résulte du lemme et du théoréme 1.1,sauf
en ce qui concerne la derniére assertion.Notons d'abord que,si 1'image
est un tas injectif,c'est un tas surjectif (prop. E.3.1, E.3.2 et E.3.3
Et si 1'image est un tas surjectif,toute classe de 1'équivalence nu-
cléaire est franche,donc on trouvera H bifranche (prop.l);réciproque-
ment,si H est bifranche,l'inage est un tas surjectif (lemme D.2.1).

Théoréme 2. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z,z-bijectif,z-séparé et & z-noix,

est principal pour une partie H parfaite,loyale et floue,et récipro-

quement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence nuclé-

aire qui s'envoie sur un élément différent de z de la z-noix.L'image

est un tas injectif (donc bijectif) si et seulement si Wy est consis-
tant,surjectif si et seulement si H est précise,et en ce cas H peut
étre choisie franche.

Ceci résulte du théorédme 1 et de la prop.B.3.2.
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J.Addition de la z-transitivité.

Cette addition ne nécessite pas de définition nouvel-
le & cause du

Lemme 1. Soit f un homomorphisme de tas,principal pour une
partie H forte,sous-stabilisante,floue et non teiviale;le tas image €a
alors un zéro z = f(Wq) (prop.A.4.l);f est z-transitif si et seulement
si H est translucide.

€ est z-transitif si et seulement si tout élément
différent de z est z-net,donc si et seulement si toute classe de 1'é-
quivalence nucléaire est nette sur EE (prop.II.E.3.la),sauf peut-&tre
WH; donc si et seulement si H est translucide (déf.D.3.1).

Théoréme 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas

ayant un zéro z, z-injectif et z-transitif,est principal pour une par-
tie H forte,stabilisante,floue,translucide et non triwiale,et récipro-
quementjet on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence nuclé-
aire qui ne s'envoie pas sur z.L'image est un tas injectif si et seule-
ment si wq est ccnsistant,a un bizéro si et seulement si H est impréci-

Se.

La condition est nécessaire d'aprés le théoréme 1.1
et le lemme,qui donnent H parfaite,floue et translucide,donc non trivi-
ale.Réciproquement,si elle est remplie,l'équivalence nucléaire est sim-—
plifiable sur E; (prop.II.D.6.6),donc le tas image est z-injectifjet z-
transitif d'aprds le lemme.Les dernidres assertions sont habituelles.

Théorédme 2. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive

sur un tas (stable) ayant un zéro z, z-injectif et z-transitif,est
principal pour une partie H forte,flous,translucide et non triviale,et
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence
nucléaire qui ne s'empvoie pas sur z.L'image est un tas injectif si et
seulement si W est consistant,a un bizéro si et seulement si H est im-
précise.

Ceci résulte du théoréme 1.
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Théoréme 3. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
ayant un zéro z, z-bijectif et z-transitif,est principal pour une par-
tie H forte,stabilisante,floue, translucide,loyale et non triviale,et
réciproquerent;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence
nucléaire qui ne s'envoie pas sur z. L'image est un tas injectif (donc
bijectif) si et seulement si WH est consistant,et surjectif si et seu-
lemrent si H est précise,et alors on peut choisir H bifranche.

Ceci résulte du théoréme 1 et du lemme 2.1,ou bien du
théoréme 2.1 et du lemme 1.

Théoréme 4. Tout honmomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z,z-bijectif et z-transitif,est prin-
cipal pour une partie H forte,floue,translucide,loyale et non triviale,
et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalen-

ce nucléaire qui ne s'enyvoie pas sur z . L'image est un tas injectif

(donc bijectif) si et seulement si W. est consistant,et surjectif si et
J H

seulement si H est précise,et alors on peut choisir H franche.

Ceci résulte du thdréme 3.
4.Addition-de la z-stationnarité.’

Ici la prop.II.D.7.2 et la prop.A.2.2 donnent immé-
diatement le

Lemme 1. Soit f un homomorphisme de. tas,principal pour une

partie H forte,sous-stabilisante,floue et non triviale;le tas image‘c a

alors un zéro z = f(W_) (prep.A.4.1);¥ est z-stationnaire si et seule-

ment 8i H est robuste.

Les théorémes du cas stable sont donnés aprés & cause
des implications particulidres & ce cas (prop.E.3.5).

Théoréme 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas

ayent un zéro z, z-injectif,z-stationnaire & élément z-net différent de

7z est principal pour une partie H parfaite,robuste et floue,et récipro-

quement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence nuclé-

aire qui s'envoie sur un élément z-net différent de =z . L'image est un
tas injectif si et seulement si W, est consistant,a un bizéro si et seu-
lement si H est imprécise.




- 93 -
Ceci résulte du théordme 1.1 et du lemme.

Théordme 2. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
ayant un zéro z, z-bijectif,z-stationnaire & élément z-net différent de
z est principal pour une partie H parfaite,robuste,loyale et floue,et
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'égquivalence
nucléaire qui s'envoie sur un élément z-net différent de z.L'image est
un tas injectif (donc bijectif) si et seulement si WII est consistant,et
surjectif si et seulement si H est précise,et alors cn peut choisir H
bifranche.

Ceci résulte du théoréme 2.1 et du lemre.

Théoréme 3. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
ayant un zéro z, z-injectif,z-stationnaire et z-transitif,est principal
pour une partie H forte,robuste,stabilisante,floue,translucide et non
triviale,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de

1'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur z . L'image est un tas

injectif si et seulement si Vl,FI est consistant,a un bizéro si et seule-
rent si H est imprécise.

Ceci résulte du théoréme 3.1 et du lemre.

Théoréne 4. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
ayant un zéro z, z-bijectif,z-stationnaire et z-transitif,est principal

pour une partie H forte,robuste,stabilisante,floue, translucide,loyale et

non triviale,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de

1'égquivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur z.L'image est un tas in-

jectif (donc bijectif) si et seulement si Wq est condgstant,surjedif si

et seulement si H est précise,et alors on peut choisir H bifranche.

Ceci résulte du théoreéme 3.3 et du lemme.

Dans le cas stable,on n'a pas d'implications tans gque
l'image n'est pas supposée injective.On rejette donc ce cas & la fin et
on a un thédréme de plus.

Théoréme 5. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive

sur un tas (stable) ayant un zéro z, z-injectif,z-stationnaire, z-sépars

et & z-noix,est principal pour une partie H parfaite,robuste et floue,
et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivden-
ce nucléaire qui s'envoie sur un élément différent de z de la z-noix.
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L'image a un bizéro si et seulement si H est imprécise.

Ceci résulte du théoréme 1.2 et du lemme.

Théoréme 6. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z, z-bijectif,z-stationnaire, z-séparé
et & z-noix,est principal pour une partie H parfaite,robuste,loyale et
floue,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'é-
quivalence nucléaire qui s'envoie sur un élément différent de z de la
z-noix.L'image est un tas surjectif si et seulement si H est précise,et
alors on peut prendre H franche.

Ceci résulte du théoréme 2.2 et du lemme.

Théoréme 7. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z, z-injectif,z-stationnaire et z-
transitif,est principal pour une partie H forte,robuste,floue, transluci-
de et non triviale,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute

classe de 1l'équivalence nucléaire qui ne s’envoie pas sur z . L'image a

un bizéro si et seulement si H est impr%cise,

Ceci résulte du théoreme 3.2 et dir lemme.

Théoréme 8. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive

sur un tas (stabled ayant un zéro z, z-bijectif,z-stationnaire,z-trans-

itif,est principal pour une partie H forte,robuste,floue, translucide,

loyale et non triviale,et réciproquement;et on peut prendre pour H tou-
te classe de 1'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur z . L'image
est un tas surjectif si et seulement si H est précise,et alors on peut

choisir H franche.

Ceci résulte du théordme 3.4 et du lemme.

Théoréme §. Tcut homomorphisme de tas stables qui arrive

sur un tas (stable) ayant un zéro z, injectif,z-stationnaire,z-séparé

et & z-noix (donc surjectif et z-transitif) est principal pour une par-

tie H pdrfaite,robuste,floue et de r.i. comsistant, ou bien forte,ro-
buste,floue, translucude,non triviale et de r.i. consistant, et récipro-
quement;et on peut prendre pour H toute classe de l}équivalence nuclé-
aire qui ne s'envoie pas sur z.

Ceci. résulte des théordmes 5, 7 et de la prop.E.3.5.
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5.Récapitulation.

Le tableau ci-dessous contient tous les théordmes
de cette section.Les conventions sont les mémes qu'au §.D.5,sauf 1l'as-
térisque qui indique que 1l'on peut prendre pour H toute classe de 1'é-
quivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur z .

Z1 z-injectif parfait 1.1
élt. z-net £ z flou

218| z-injectif parfait 1.2
z-3ép.,z-noix flou

22 z-bijectif parfait 2.1
é1lt. z-net # z loyal,flou

228| z-bijectif parfait 2.2
z-8ép.,2-noix loyal;flou

Z3 z-injectif fort,stabilisant,non trivial 3.1
z-transitif flou, translucide v

Z3S 2z-injectif fort,non trivial 3.2
z-transitif flou, translucide

Z4 z-bijectif fort,stabilisant,non trivial 3.3
z-transitif flou,loyal, translucide

»*

Z4Y z-bijectif fort,non trivial 3.4
z-transitif flou,loyal, translucide

Z5 z-injectif . 4.1
z-stationnaire gigialt,robuste
élt. z-net # z

759 z-injectif . 4.5
z-staticnnaire parfait,robuste

, n flou

2-8ép.,z-noix

26 z-bijectif . 4.2
z-stationnaire ?iiiaig’:inSte
élt. z-net # z 1 -0Y

265 z-bijectif parfait,robuste 4.6
z-stationnaire flou, loyal
z-sép.,z-noix »-0¥

27 z-injectif 4.3

fort,robuste,stabilisant,non trivial

z-statlonnaire flou;translucide

z-transitif
P . ®

Z18 :-22g§§2;£aire fort,robuste,non trivial 4.7

g—-transitif flou, translucide

z8 z-bijectif fort,robuste,stabilisant,non trivial

z-stationnaire N
z—transitif flou, translucide,loyal "

4.8
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88 z:gigzgzéﬁaire fort,robuste,non trivial 4.8
z-transitif flou, translucide,loyal

298 | injectif ou parfait,robuste,flou,r.i. cons. 4.9
z-stationnaire == (fort,robuste,non trivial -
Z-noix lou, translucide,de r.i. cons.

Dans tous ces théorémes,l'image est sans bizéro si
et seulement si H est précis;dans les énoncés 22, Z4, Z6, Z8 ,on peut
alors choisir H bifranc,et franc dans les énoncés 225, Z4S, 26S, Z8S ,
l'image étant alors surjective.Dans tous les énoncés sauf Z5S, Z6S,
278, 285 ,1'image est un tas injectif si et seulement si WH est con-
sistant;1l'image est alors sans bizéro.Dans les énoncés du cas stable,
il est inutile alors de supposer l'image z-séparée & cause de la

Proposition 1. Un tas ayant un zéro z et injectif est z-

séparé.

z est alors consistant (prop.E.3.2).



YComparalson de £I et 8 _.]

1.Homomorphismes principaux et foncteur °.

Proposition 1. Si € = (E,L) est un tas injectif et si h€E
est I-net,C est injectif et h est 3-net.

‘f est in,]ectif puisque tout produit d'injections
est une injection,et h est E-net car 1 ¢ 1

Proposition 2. Si % = (E,%) est un tas ayant un zéro z,et
z-injectif,et si REE~ z est E—z—net,{? est z-injectif et h ﬁ—z—net.

ol
h est Y-z-net car X €2 ;et‘% est z-injectif,car z
est un zéro de f,et,s:. X,YyEE, l,n.,cneZ,

Ul...crnx=0'l...ny;éz =?v‘...o'x=0‘...o'y;éz = . = x=y.

Soit alors un homomorphlsme de tas f de ‘f sur f
f est aussi un homomorphsme de %, surf (prop.I.B.3.5);les prop. 1 et 2
exprimcent que,dans\les circonsta.nces usuelles ol % est um.princlpal,e
est uniprincipal,et pour les mé&me éléments;donc,dans les cir;constances
usuelles ou f est principal (dans <%,),f est principal (dans %) et pour

les mé@mes parties H; en ce cas on a QIX{ = QH .

@ﬁsona tout de suite que ceci ne peut s'appliquer
aux théorémes qui précédent,sinon pour donner une nouvelle définition
(plus compliquée) de l'équivalence nucléaire;c'est-a-dire que les re-
marques ci-dessus ne permettent pas de ramener les uns aux autres les
théorémes du cas stable et ceux du cas général.En effet les théorémes
du cas général concernent des tas € soumis & des conditions intradui-
sibles dans % (par exemple,l'existence d'un élément ) -net n'équivaut
pas & celle d'un élément § -net) et ne peuvent &tre déduits du cas
stable.les théorémes gue l'on pourrait déduire du cas stable concer-
nent des tas € tels que % ait certaines propriétés;mais alcrs rien ne
permet d'affirmer que 1'homomorphisme considéré est principal dans k
tas départ initial ;ces théorémes s'écrivent d'ailleurs immédiatement,
et ne sauraient avoir d'application intéressante aux grcupoides,car
en ce cas on raisonne directement avec les tas stables adéquats.)

Il est intéressant d'obtenir 1'égalité @.; = 2;
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sous des hypothéses élémentaires plus faibles.

2.Comparaison de 2?, et P’_;‘

Soient € = (E,Z) un tas et Hep(E).

Proposition 1. Si H est sous-stabilisant, W% = Vlfi

Comme 'ﬁ = (E-H)."Z ,on a toujours Wf Swﬁ .
Et,si xewlxi - ';’1' »il existe ¢y, «.,7 €I tels que o’l...a'nxeﬁ ; comme lﬁ
est un idéal et que xewﬁ ,O0n a vzn.vnxflﬂ sce qui est absurde.

Proposition 2. Si H est sousstabilisant et ﬁ-fort, Qz =22.

Tout d'abord,pour tout x €E, H ‘.2 x = (H* 2 x)0 1
et i1 en résulte que @ = @x ,Réclproquement sl x,y € E sont tels que
x 2H y set si x,yGWr ,alors x,yGW (prop 1) et x @H y ;si x,yf'
i1 existe ¢€¥ tel que wx,cy€H; H étant Z—fort,cela entrafne x 2

I1 reste & chercher des circonstances dans lesquel-
les H est & -fort.

Proposition 3. Si H est classe pour une équivalentce com~
patible et simplifiable,H est f—fort.

Une équivalence L-compatible et Z-simplifible est
Kl ~
en effet YL -compatible et I -simplifiable,et H est § —fort (prop.II.D.
6.1).

Proposition 4. Si H est fort et stabilisant,et si PH est
compatible,H est  -fort;par suite,WZ = ‘H et 2L = Pf{_._

H

Soient x,y eE,trl, ...,fp,tl, e ,rqez .

liontromns,par récurrence sur p,que Ty rprH ’
Ty - rpyeH entrafnent qu'il existe ve& ! tel que ux€H,vyEH.C'est
vrai si p = 1;8i c'est vrai pour p-1l,et si v’l...vpx,rl... wpye Hyil exis
te T€)l tel que Tr3...rx,'rv'3... rpyeH puisque H est stabilisant,donc,
d'aprés 1l'hypothése de récurrence,il existe v&} tel que vx,vy€ H.

Par suite,si G'l-.-T‘IEH,Fl.-.TyGH ,on a,si H est
fort, x 2; y ,et,si 2; est compatible, T,..T X 2H Ty Tg¥ »done
T ...qu €H entraine T - Tqyeli ;et H eat X -fort.
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{V. THEOREMES D' HOMOMORPHISWES LATERAUX EN THEORIE DES GROUPOIDES.|

Le passage de la théorie des tas & la théorie des
groupoides s'effectue en 1l'occurence 2 l'aide des c86tés.En effet,de la
définition méme des cdtés,résulte,pour tout c6té c et tout théordme T
du chapitre précédent;

Théoréme T. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
ayant la propriété P est principal pour une partie H ayant la propriété
P',et réciproquement.

un théoréme de théorie des groupoides:

Théoréme Tc‘ Tout homomorphisme de groupoides gqui arrive

sur un groupoide ayant la propriété P(c) est principal(c) pour gne par-
tie H ayant la propriété P'(c),et réciproquement.

Chaque c8té fournit donec,a partir des 17 thécrimres de
théorie des tas,l7 théorémes de thécrie des groupoides.Dans la suite,on
utilisera seulement les c8tés g,&,m,b; les résultats relatifs aux cbtés
d et d s'en déduisent par dualité.

[A.Etude des conditions portant sur Hl

1l.Conditions de netteté.

Soient G = (E,r) un groupoi’de,HEb(E) et ¢ un cété.

H est: net(c) si et seulement si
(Yx€E)(Qoec(G)) oxeH

franc(c) si et seulement si
(Vrec(6))3xeE) ¢x€H

précis(c) si et seulement si
(VYtec(6))(3x€E)(3rec(G)) ¢x€H

clair(c) si et seulement si
(Yx€E)(Vreec(G))(3tec(G)) oxe€H .

Proposition 1. net(c) = précis(c) ; franc(c) =P précis(c) ;
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clair(e) = franc(ec) ;et,si c est stable, clair(c) —» net(c)..

Ceci résulte des prop. 2,3 du §.II.D.4.
On prend maintenant ¢ Q{g,g,d,d,m,ﬁ} .
Proposition 2. net(g) & framc(d) .

En effet,pour tous x,y €E, Y,y = xTy = Syx ,done
((Yy<E)@3x<E) Y,y H) &> ((Vy €E)@x<E) Syx H).

Proposition 3. franc(g) =y franc(g) et net(g) =% net(g).
En effet g(6) < 8(G) 2

Proposition 4. précis(g) = net(m).

Si H est précis(g) et si x€E,il existe a,y€E tels
que Y, Y, = yaé‘xer ,et,comne YaJyem(G),H est net(m).

Proposition 5. frane(m) =% clair(g).

Soient a,xGE;Yaxxe m(G),et,si H est franec(m),il
existe b€E tel que Ya&xb = YaYpX €H ;et H est clair(g).

Proposition 6. franc(m) =p clair(g).

Soient x€E et Ye@(G);Yﬁ;em(G),et,si H est franc(m
il existe y €E tel que 'sty = Tg* €H ;et H est clair(g).

Proposition 7. franc(m),clair(m),franc(®),clair(B) sont
équivalents.

franc(m) =y franc(B);en effet franc(m) =3 Brair(g)
= frane(g) (prop. 6,1) et de méme franc(m) — franc(d);or on sait
que 5(6) = &(6¢)v d(G)vV m(G) (prop.I.D.5.2);donc,si H est franc(m),
pour tout (565((}) il existe x €E tel que Qer et H est franc(b)y

franc(b) => franc(m) puisque m(G) C 5(G).

franc(m) =y clair(m);soient x €E et kxe n(G);
“waxem(G)’et’Si H est franc(m),il existe y €E tel que "Yx?xy EH ;
or \kafxy = \Jy(xrx) = H;Yxx et t&’anA&nyem(G) est tel que HJxe H,
en sorte que H est clair(m).

clair(m) =» franc(m) (prop.l).

clair(m) A clair(b);en effet olair(m) —=» franc(m)
=3 clair(g) (prop. 1,6) et de méme clair(m) = clair(d);par suite,si
x€E et (SeS(G) = g(6)v d(G) um(G),et =i H est clair(m),donc (&) et (d,
il existe ¢,dans &(G) si (e&(G),dans d(G) si f,ea{(}),dana n(G) si
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(gem(G),mais toujours dams b(G),tel que gx €Hjet H est clair(b).
clair(b) == clair(m);soient x €E et hem((});r‘e B(G),

et,si H est clair(6),il existe [&eB(G) tel que k‘%x E€EH ;corme f.?em(s),
H est clair(m).

Proposition 8. précis(g) = net(m).

Soit x€E;si H est précis(g),il existe Te &(G) et
Yy €E tels que Y& =HY6‘yx €H ;comme Y{ye m(G),H est net(m).

Proposition 9. net(m),précis(m),net(b),précis(b) sont
équivalents.

net(m) =>» net(b) puisque m(G) < B(G).

net(6) =y précis(b) (prop.1).

précis(B) =» net(m);soit x €E; stxe’B(G),et,si H
est précis(b),il existe y€E et @eb(e) tels que ea‘xrxy = F’sx’(yx €H;
comme Mﬂyé m(G),H est net(m).

net(m) = précis(m) (prop.l);

précis(m) = net(m);soit x €E;]{X(Yxe n(G),et,si H est
précis(m),il existe y €E et t‘.em(G) tels que \(be‘xy = beny €H ;
comme \xYnyém(G),H est net(m).

Les prop. 1 & 9 permettent de tracer im diagramme
des implications comnues entre toutes ces notions:
net(g)
;mc(m) = clair(g) < franc(g) > préecis(g) gprécigm)
clair(®B) c;air(m):bolur(g)::frmc‘tg)& et(d)aprécin(d):nziﬁ) netn)
ranc(b) net(d) précis(b)

Des 24 notions étudiées,l6 au plus sont distinctes
d'aprads les prop. 7,9,2 et sa duale.Nous ignorons si les implications

sont strictes.

D =(E,.)
Si le groupoide considéré est un demi—groupeéoﬁ a

des implications supplémentaires.Tout d'abord g(D) = Z(D),d(D) = d(D)
(prop.I.D.6.2).

Proposition 10. Dams un demigroupe,
net(m) & précis(g) = précis(d) <y bilatdrement net .

Er effet H est net(m) si et seulement si
(Vx<B)(3a,bE€E) axbEH,
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et précis(g) si et seulement d

(fa<E)(3x,b €E) abx €H ;
ces conditions sont équivalentes;dualement net(m) < précis(d);cn
reconnait dans la premiére conditiom la condition "bilatdrement net"

de CROISOT (% J,que 1'on appellera dans la suite "médianenent net",ou
m-net.

Proposition 11. Dans un demi-groupe,
franc(m) < clair(g) <= clair(d) «=> totalement net.

H est franc(m) si et seulement si

(Ya,b €E)(3x €E) axb€H ,

et clair(g) si et seulement si

(Ya,x€ E)(3bE€E) abx €H ;
ces conditions somnt équivalentesjdualement franc(m) &> clair(d);on
reconnait dans la premidre condition la condition "totalement net" in-
troduite par DESQ[ 9.

Proposition 12. Dans un demi-groupe,net(g) &> net & gauche.

H est net(g) si et seulement si

(V{xcE)(3a €E) axcH
on reconnait dans cette condition la condition "net & gauche" de DU-
BREIL(M).

Dans un demi-groupe,les 24 conditions latérales de
netteté se réduisent & quatre conditions connues,selon le tableau:

Conditions g=8 a=4 m b

net Inet & gauchenet & droite m. net m. net

franc met & droitemet & gauchq t. met t.nnet

précis m. net m. net n. net m. net

clair t. net t. net t. net t. net
2.Résidus.

Soient G = (E,v) um groupoide,H€{}(E) et ¢ un c8té.

De méme que ‘l'équivalenoe principale définie par H
dans G_ a été notée Bg,le résidu imtérieur associé & H dans Gc sera
noté Wg,et le résidu extérieur ve.

Proposition 1. W& = S’I(ng_!_wg = Y-l(vg) .
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En effet Wy = (E-H)." c(6) , V§ = (E-H)"
la proposition résulte alors de la prop.II.A.3.1.
Proposition 2. Wg = @nwglwg ; Vlg < wE .
En effet 5(G) = 2(6)uvd(G)um(e) et g(G) < &(6) .

. Proposition 3. Wg est un idéal & gauche,W% uniidéal & droi-
te,W';,l et Vlg des idéaux bilatdres.

Ceci résulte des prop. 2,3 du §.II.D.5.

Proposition 4. Dans un demi-groupe, Wg = g% ,W%z 'H’
-1 -1 d . . - —
P =W s W E=W, ."E .
g¥ et W, sont les résidus de DUBREIL(11),W) le rési-
du de CROISOT( 8];les derniéres égalités résultent de la prop.II.D.4.1.

Wy est alors déterminé par la prop.2.

Dans les énoncés qui nous intéressent,le r.i. inter-
vient par des conditions de trivialité,ou de consistance.

H est trivial(d) si et seulement si H € E - c(G)E.

Proposition 5. Les conditions suivantes sont égquivalentes:
a- H est trivial(g); b- H est trivial(g); c- H est trivial(d); d- H
est trivial(d); e- H est trivial(P); f- H C E - EvE .

I1 est clair que a&H ce>f .

D'autre part trivial(g) entraine trivial(g) car
g(G) € &(G);réciproquement, trivial(g) entraine trivial(g) car
2(G)E € g(G) E = ETE ;en effet,pour tous a,..,8 €E,
]al'...xanE CyalE CETE .Donc a¢ep> b ; de méme c <> d et e &>a & c .

Proposition 6. Trivial(b) entrafne trivial(m);dans un de-
mi-groupe,H est trivial(m) si et sedement si il est contenu dans E--E3

En effet m(G) & B(G) ,et,si G est un demi-groupe,

n(G)E = E.

Proposition 7. Dans tout groupoide:
consistant(g) < consistant() ¢ consistant & droite,
consistant(d) > consistant(d) e consistant & gauche,
consistant(b) «> consistant.

En effet,les parties consistantes d'un tas sont les
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complémentaires des idéaux,et de m&me les parties consistantes (d'un
c0té éventuellement) d’un groupoide sont les complémentaires des idé-
aux (de l'autre cbté).

3.Conditions supplémentaires de netteté.

Soient G = (E,T) un groupoide,H €P(E) et c un cdté.

H est bifranc(e) si et seulement si
(Vv ec(G))(3x€E) srx€EH ;
et on vérifie immédiatement que H est tranducide(c) si et seulement si
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(Yx,y €E)(Y ryuece(G))( sy€H,vx€H = (Ivec(G)) ox€H ) ,
et loyal(c) si et seulement si

Vy,t€E)(Ve,T,vEC(G))( sy €EH, wt€H => (AXEE) ox€H )
(cf. déf. III.D.3.1 et III.F.2.1).

On sait que,si ¢ est stable,bifranc(c) & franc(c)

(prop. 1,2 du §.III.D.2);en général bifranc(c) => franc(c).Il reste
&4 étudier les conditions bifranc(ec) et bifranc(d) dans un groupoide.

Proposition 1. franc(g) =2 bifranc(g).

En effet franc(g) &> bifranc(g),et,puisque g( G)CHG)
bifranc(g) = bifranc(g).

Ceci permet de placer bifranc(g) dans le diagramme
d'implications du §.1.

On sait que franc(c) et loyal(c) & bifranc(c)
(prop.III.F.2.1).Entre les diverses conditions loyal(c) existent les
implications:

Proposition 2. loyal(g) —> loyal(g),et
loyal(b) => loyal(2),loyal(d) et loyal(m) .

En effet g(G) € &(G) € b(G) , m(G) S bv(G) .
Proposition 3. précis et loyal,(&),(d) et (m) => loyal(h).

En effet b(G) = é(G)u&(G)Vm(G) ;81 r€b(G),on a,
par exemple,r€ &(G),et,si H est précis-et-loyal (2),H .° ¢ est vide
ou franc(g),donc vide ou franc(b);donc,si H est précis-et-loyal (&), (d)
et (m),il est loyal(b).

Enfin,on sait que net-franc-et-translucide (c¢) en-
traine clair(e), et que clair(c) entraine translucide(c) (prop.III.D.3.
1).

Proposition 4. net-et-translucide (&),(d) et (m) =>
translucide(D).

En effet b(G) = &(G)v a(G)v m(6) ;81 H est net-et-
translucide (&),(d) et (m),et si &€ b(G),on a,par exemple,re &(G),et
H.® ¢ est vide ou net(g),donc vide ou net(fu_),en sorte que H est
translucide(b).
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Proposition 5. Dans un demi-groupe,
translucide(g) «=» translucide(d).

H est translucide(g) si et seulement si
(Vx,y,a,c €E)( ex€EH,ayeH = (3b&€E) abxeH ) ,
translucide(d) si et seulement si
(¥x,y,8,c€E)( xc €H,ya€H => (3b&€E) xba®H ) ;
ces conditions ne différent que par les lettres qui désignent les &16-

rents.
Le lecteur verra sans peine que,dans un groupoide

quelcongque,les deux conditions différent par la disposition des paren-
thé¢ses dans 1l'écriture de abx .
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i.Conditions de force.

Soient G = (E,v) un groupofde,HC{(E) et c un c&té.

H est fort(c) si et seulement si

(Yx,y€E)¥ o, T€ c(6))( oxcH,vyEH,xEH => tyeH )
p-fort-g(c) si et seulement si

(Vx,y €EE)(¥o€c(G))( x€H,y€H, x€H =» sy €H )
robuste(c) si et seulement si

(Vx,y €E)(V 0,7, v €0(6))( px€H,pTxCH,voy €H => vty€H ) .

Proposition 1. fort(h) == fort (&),(d) et (m) ;
fort(8) =» fort(g)

En effet,lorsque cl(G) c cz(G),fort(cz) =y fort(cl).
Proposition 2. p-fort-g(b) & p-fort-g (&),(d) et (m)

(et de méme pour p-fort-d).

En effet b(G) = &(G)V d(G)um(G) ,donc 1'implication
qui définit H p-fort-g est vérifiée pour tout ¢ € H(G) si et seulement
si elle 1l'est pour tout o€ &(G),tout v€d(G) et tout rem(G).

Proposition 3. p-fort-g(&) =» p-fort-g(g).
En effet g(G) ¢ &(G).

(Proposition 4. t-fort(b) <> t-fort(m),quand Hnw?i =g.

L'implication vers la droite résulte des prop. 1, 2.
Réciproquement,si H est t-fort(m),et disjoint de WI;II,H est soit vide et
alors t-fort(b);soit non vide et alors classe de Qﬁ différente de Wﬁ
(prop. 1,2 du § II.D.8),donc il existe pem(G) tel que H=H .° s
pour tout x&€E, Pxeﬁﬁxeﬁ .H est alors fort(ﬁ) car,si x,y€E et
r,teb(6) sont tels que oxgH, 9y €H,txeH ,alors fox € H,pox €H,hktx EH
et,comme ‘Lf,pem(Gé et que H est fort(m),pyeH et tyeH .H,étant
fort(h),est t-fort(bh) (prop.II.D.8.5).)

Proposition 5. fort(d) & fort(g).

En remplagant g(G) et d(G) par leur définition,il
vient que H est fort(g) si et seulement si
(Vx,y,a,b€E)( arx&€H,aty€H,brx€H = brye H )
et fort(d) si et seulement si
(¥x,y,8,b€EE)( xTa€H,yTa EH,xyb €H =) ytb €H ) ;
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ces conditions ne différent que par les lettres qui désignent les é1é-
ments.

Proposition 6. fort(m) => robuste(g).

Si H est fort(m),et si x,y,a,b,c,d €E sont tels que
YoYoX = chx& €H , Y YpX = chxbéH » YaYo¥ = ngy‘ €H , comme
Ycﬁx,Ydfyem(G),on a ngyb = YaYpY €EH et H est robuste(g).

Les conditions robuste(g) et robuste(d) différent,de
lecteur le verra sans peine,par la disposition des parenthéses.

Proposition 7. robuste(b) —p robuste (2),(d) et (m) 3
robuste(g) —» robuste(g).

En effet g(6) < 8(G) § B(G) , m(6) < B(G) .

51 G est un demi-groupe D = (E,.),on a des implica-
tions supplémensaires.Tout d'aberd fort(g) o fort(g),p-fort-g(g) et
p-fort-g(&) , robuste(g) et robuste(g) ,sont deux & deux équivalents.

Proposition 8. Dans un demi-groupe,
fort(g) < fort(d) < fort .

Ceci résulte de 1'écriture des conditions (prop.5,
dém.);"fort" est la condition classique de DUBREIL[M}.

Proposition 9. Dans un demri-grcupe,
fort(m) &> robuste(g) «» robuste(d) z=» bilatirement fort .

En effet H est fort(m) si et seulement si
(Vx,y,a,b,c,d €E)( axbcH,ayb€H,exd €H — cyd€H ),
et robuste(g) si et seulement si
(Vx,y,2,b,c,d €E)( cax€ H,cbx€H,day €H = bdycH );
ces conditions ne différent que par les lettres qui désignent les é1é¢
ments;dualement fort(m) <« robuste(d) ;enfin on reconnait dans la
premiére la condition “bilatdrement fort" de CROISOT( 8 },que nous ap-
pelons dans la suite médianement fort,ou m-fort.
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E.Conditions sous-stabilisantlstabilisantlgngait.

Les deux premidres ne sont & envisager que dans des
tas non nécessairement stables,donc seulement dans G_ et Gﬂ’G = (E,T)
étant un groupoide qu'on ne supposera pas associatif.Soit HE‘}(E) .

H est sous-stabilisant(g) si et seulement si
(Yx,2,b€E)( at(btx) €E = @c €E) cTtx€H ),
et stabilisant(g) si et seulement si
Vx,y,2,b€E)( ar(brx)€H, at(bry)€e H =» 3c €E) cTx EH,cTy €H ).

H est parfait(c),c étant un c8té,si et seulement si
il est non vide,fort(c),p-fort-g(c),stabilisant(c) et disjoint de WS.

Proposition 1. Si H est stabilisant(g),disjoint de Wﬁ et
parfait(g),H est parfait(g).

H est alors non vide,fort(g) éprop.4.1),p-fort-g(g)
(prop.4.3),donc parfait(g). De méme:

. Proposition 2. Si H est parfait(b) et disjoint de W% (resp.
!ngg)’H est parfait(g) (resp. d,m).

H est alors non vide,fort (&),(d) et (m) (prop.4.1)
et p-fort-g (&),(d) et (m) (prop.4.2).
Proposition 3. Dans un demi-groupe, parfait(g) et parfait &

gauche, parfait(d) et parfait & droite , parfait(m) et "bilatdrement"
parfait ,sont deux & deux équivalente pour tout H # #.

Ces conditions sont dues & BUBREIL [11] et CROISOT
(Bl;elles ne sont pas définies pour la partie vide.Pour un sous-ensem-
ble non vide,parfait & gauche,par exemple,équivaut & fort et contenu
dans une classe de l'équivalence principale,différente du résidu, donc
équivaut & parfait(g).Dans la suite,on dira médianement parfait au lieu
de bilatirement parfait.
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ﬁiEtude des conditions portant sur le groupoide image (cas sans zérqu

Soit G = (E, ) un groupoide.
l.InJectiVité.

Proposition 1. Pour tout groupoide,
injectif(g) &= injectif(g) ¢<=» simplifiable & gauche
injectif(d) &y injectif(d) &= simplifiable & droite
injectif (D) «=p simplifiable .

L'ensemble des injections de E vers E est stable;par
suite, injectif(g) & injectif(&) , injectif(d) & injectif(d) ,
injectif (b) & injectif(b) &> injectif (g) et (d) .Enfin il est clair
que G est injectif(g) si et seulement si il vérifie la riégle de simpli-
fication & gauche,nous disons qu'il est simplifiable & gauche;de méme &
droite;simplifiable est mis pour: simplifiable & droite et & gauche.

Proposition 2. Un groupolde est injectif(m) si et seulement
si il est simplifiable.

Un groupoide simplifiable est injectif(d) (prop.l),
done injectif(m).Réciproquenent,si G est injectif(m) et si a,b,c €E
sont tels gque aTb = ave ,cn a XaYab = (atbh)va = (avtc)ra = 3&730 yet,
comme séfae m(G), b = ¢ ,donc G est simplifiable & gauchejdualement,G
est simplifiable & droite,donc simplifiable.

Z.Surgectivité.

Proposition 1. Pour tout groupoide,les conditions de chaque
ligne sont équivalentes:
a- surjectif(g),surjectif(&) et existence des quotients & droite;
b- surjectif(d),surjectif(d) et existence des quotients & gauche;
c- surjectif(b) et existence des quotients & droite et & gauche.

I1 est clair que G est surjectif(g) (resp. d) si et
seulement si il vérifie l'axiome d'existence des quotients & droite
(resp. & gauche);on finit comme pour le cas injectif.

Proposition 2. Un groupoide est surjectif(m) si et seule-




- 111 -

ment si il vérifie l'axiome d'existence des quotients & droite et &
gauche.

Un groupofde vérifiant cet axiome est surjectif(B)
(prop.l),donc surjectif(m).Réciproguenent,si G est surjectif(m),et si
a,b GE,'XaSbG n(G) est une surjection,donc aussi Y€t de mére sb;donc
G vérifie l'axiome d'existence des quotients & droite et & gauche.

Proposition 3. Pour tout groupoide,les conditions suivan-
tes sont équivalentes:

a~ G est bijectif(m); b- G est bijectif(ﬂ); c~ G est un gquasi-groupe.

Ceci résulte des prop. 1,2, 1.1, 1.2,

3.Existence d'éléments nets;noix.

Les résultats du §.A.1 permettent de traduite aisé-
ment l'existence d'un élément net(c) dans un groupoide lorsque c est
un des cdtés étudiés dans ce chapitre.

Si ¢ est stable,l'existence d'un élément net(c) é-
quivaut & celle d'une noix(c),qui est alors 1l'ensemble des éléments
nets(c) (prop.III.B.1.4).

Proposition 1. Une noix(g) (resp. d,b) est un idéal & gau-
che (resp. & droite,bilatére) non vide minimum.

Ceci résulte de la prop.I.E.3.2.
On dira désormais noix & gauche (resp. noix & droits,
noix).

Proposition 2. Une noix(m) est une noix(b) et réciproque-

ment.

Ceci résulte de la prop.A.1.9.0n peut aussi le mon-
trer directement.
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4. Transitivité.

Proposition 1. Un groupoide est transitif(g) (resp. d) si
et seulement si il vérifie l'axiome d'existence des quotients & gauche
(resp. & droite).

Ceci résulte des définitions.

Proposition 2. Un groupoide est transitif (&) (resp. 4,5,
m) si et seulement si il est simple & gauche (resp. simple & droite,

simple,simple).

Ceci résulte des prop.III.C,1.2 et I.E.3.2,et,dans
le cas m,de la prop.3.2 (un groupoide est dit simple (d'un cdté) si
et seulement si il n'a pas d'idéal propre (de ce c8té)).

Proposition 3. surjectif(g) &« transitif(d) ;
surjectif(g) => transitif(d) => simple .

Ceci résulte des prop. 3.1, 4.1 ,et dufait qu'un
groupoide qui vérifie l'axiome des quotients & droite n'a pas d'idéal
& droite propre.

5.Stationnarité.

G est stationnaire(c) si et seulement si
(Vx,y€E)(¥rtec(6))( ox =tx = oy =1y ) .

Proposition 1. injectif(d) == stationnaire(g).

Ceci résulte de la prop.l.l.

Proposition 2. Un groupoide est stationnaire(b) si et seu-

lement si c'est un demi-groupe abélien et stationnaire(g).

Tout d'abord un demi-groupe abélien et stationnaire
(g) D est stationnaire(b) car B(D) = g(D) .Réciproquement un groupoi-
de station.naire(ﬁ)(o}est stationnaire(g) car g(G) C b(G) .
G est abélien;soient en effet a,b€E :
ata = ata => Y,a = 838. =YD = Sab =% atb = bra .
G est associatif;soient en effet a,b,cE€E :
(avb)ra = ar(aTtb) = av(bra) => Y 8 = Yalv® = Yamp® = YaYp® =

(atdb)re = ar(bre) .
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De méme

Proposition 3. Un groupofde simplifiable est stationnaire
(m) si et seulement 8i e¢'est un semi-groupe abélien.

Un semi-groupe abélien D = (E,.) est stationnaire(m)
car,pour tous a,b,c,d,x,y€E :

axb = cxd == ab = cd =% ayb = cyd .

Réciproquement,si G est stationnaire(m) et simplifia-
ble,G est injectif(m) (prop.l.2),et stationnaire(b),car,pour tout x €E,
et tous p,(.';'e $(@),on a,§t étant un élément arbitraire de m(G):

it i b R N
donc G est abélien et associatif.

La condition stationnaire(g) n'entrafne ni la commu-
tativité,ni l'associativité.Par exemple,si E est l'ensemble des entiers
natmrels non nuls,et si,pour tous a,b€E, atb = 2a+b ,G est simplifia-
ble,donc stationnaire(g);et on a identiquement YaYb = Ya+b ,de sorte
g(G) est stable,et que G est stationnaire(g).G n'est pas un demi-groupe
et méme ne contient aucun triple associatif,car,si a,b,c&€E :

(atb)re = at(bre) = Yarb® = Ta¥b® = Yarb = YaYb = Ya+b
=» aTtb = a+b ,
ce qui est impossible.G n'est pas abélien,car ath = bta => a = b .
On a toutefois des propriétés d'associativité affai-

blie,comme:

Proposition 4. Si G est stationnaire(g) et a un élément
unité & droite e,c'est un dexi-groupe.

En effet,si a,b,c€E :
(aTb)re = atb = av(bre) = (aTh)rec = avt(brc) .

Proposition 5. Si G est stationnaire(8) et surjectif(d),
g(G) est stable.

En effet,si a,b&€E,il existe c€E tel que
cra = Yarba ;jdonc tel que YaYb = Yc .
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Enfin le résultat ci-dessous nous a été communiqué
par G. MATTENET:

Proposition 6. Un quasi-groupe est stationnaire(g) si et
seulement si il est isotope (1,¢,¢) d'un groupe (c'est-a-dire,G = (E,T)
étant ce quasi-groupe,s'il existe une loi de groupe ¥ sur E et une ti-
jection ¢ de E vers E telle que aTh = ¢ soit équivalent & axyp(b)=9)
pour tous a,b,c€E).

Si G est un quasi-groupe,y est une bijection de E
vers &(G);donc,si a,b€E,il existe un c €E et un seul tel que
YaYb = Yc (prop.5);posons ¢ = a¥b .Y établit donc un isomorphisme
entre le demi-groupe g(G) et (E,%);or G est injectif(c) et transitif(g),
donc g(G) est un groupe de bijections (prop.III.C.2.2);et % est une loi
de groupe sur E.On notera que 1'élément unité de ce groupe,e,est élé-
ment unité & gauche de G car Yo = Ig-Soit alors § la bijection inverse
de Se;si a,b,c€E,ona b= g(b)re , ¢ = g(c)re jet

ath = ¢ & ar(\f(b)Te) = c{(c)-re = a*lf(b) = Y(c) .

Réciproquenent,si % est une loi de groupe sur E et
p une bijection de E vers E,telle que,pour tous a,b,c &€E, aTh = ¢
soit équivalent 2 a)hf(b) = t((c) ,on a identiquement Y(aTb)j= awf(b)
et '\Q(aT(ch)) = ax&f(b-rc) = axq(b)xy(c) = qlatb)xyp(ec) = cq((\f(a'rb))rc),
d'ol identiquement aT(brec) = (\f(a'rb))'rc ,en sorte que g(G) est sta-
ble;comme G est un quasi-groupe,donc stationnaire(g),G est stationnai-
re(g).

Il est possible de choisir % et ¢ de maniére que G
ne soit pas associatif;g est associatif si et seulement si Y&Yb = YaTb
pour tous a,b €E,donc si et seulement si &Tb = axb pour tous a,b&€E ;
ceci équivaut & q(a‘rb) = ax‘f(b) = l‘)(a*b) »you encore,\ étant une loi de
groupe, & y(a) = axy(e) .Or il existe des groupes tels que toute bi-
Jection ne soit pas une translation & droite (groupes d'ordre 3 par
exemple).

6.Conditions faisant 1l'objet de théorémes d'homomorphisme.

Ce sont les conditions des théortmes 1 & 8 du §.III.
D.5 prises dans le tas G_,et celles des théorémes 1S & 8S prises dans
les tas Gé,Gm,GB.Rien n'est écrit sur les cas d et d qu'on étudie par
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dualité.lLetableau ci-dessous contient,dans la premiére colonne un n°

de théoreme,dans la seconde la condition correspondante,et,dans la co-
lonne associée au c8té c € {g,8,m,b}, une condition nécessaire et suffi-

sante pour que G, vérifie cette condition.Le numéro de théoréme est &

entendre tel quel pour c=g,suivi de S pour les autres cdtés.

n9conditions g g m ! b
1 injectif gimpﬁf. & g. [simplif. & g. |simplifiable simplifiable
élt. net élt. net & g oix & g. noix noix
leimpf. a simplf. & sirtlifintle [winrlircias
bijectif phf. &. |[simplif. &. |sirmli®i-rle [uin~ in e
2| quot. & d. quot. & d. quasi-groupe |quasi- ou e
€lt. net élt. netd g. jncix & g. gr P
3 injectif simplif. & g. [sinpkf. & g. |sinplifiable simplifiable
transitif quot. & g. simple & g. simple sizple
4 bijectif sirplif. & g. |simpplif. & g.
transitif jquot. d. g. |quot. & 4. quasi-groupe |quasi-groupe
simple & g.
injectif implf. & g. jsimplif. & g.
5 |stationnaire [station.(g) tation.(§) %i?qpe groupe
élt. net élt. neta g. jhoix & g. &bélien abélien
.. . implif. & g. [simplif. & g.
ijectif N N "
- . tation.(g) |station.(g) groupe grcupe
6 Srationnaire buot. & d. |luot. & 4. abblien abélien
: lt. nd& 2 g. pnoix a g.
injectif implf. implf. & g.
7 ltationnaire tatlon (g§ tation. (gf gzque eroupe
transitif uot. imple & g. abelien abélien
.. . . " implif. & g.
bijectif implf. & g. DiTP- -
8 fptationnaire fstation.(g) tatlog'(g) groupe groupe
ransitif wot. d. g. got. \d. abélien abélien
imple a g.

Pour les conditions de la colonne de g,on notera que
Proposition 1. Un grcoupoide simplifiable & gauche,ayant

Y

une noix & gauche et stationnaire(g) est simple &
l'axione des quotients & droite;de plus les produits finis de trans-

gauche et vémifie

lations & gauche forment un groupe de bijections.

Ceci résulte de la prop.III.C.2.2.Par suite les gua-

PS

tre derniéres conditions de la colonne & sont équivalentes.De mére
pour m et b.

Les conditions des colcnnes m et b sont deux & deux
équivalentes,comme il résulte des prop. 1.1,1.2, 2.3, 3.2, 4.2, 5.2,

5.3.
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Les conditions descolonnes g et £ n'entralnent pas
la condition "quasi-groupe".Soit K =(E,%) un groupe,E étant infini,
e 1'élénent unité de Kya€E-e,et \p une bijection de E -a vers E;défi-
nissons un groupoide G = (E,T) par

(Vx,y eE){ xty = Y(x)xy si x€E-a

aty = y(e)xy .

§ étant une bijection,on a g(6) = g(K);donc g(G) = (G) est un groupe
simplement transitif de bijections,et G est bijectif-stationnaire-tran-
8itif (g) et (2);CG n'est pas un quasi-groupe car aTy = evy pour tout
¥ €E alors que a £ e.

De méme un groupoide simplifiable et simple n'est pas
un quasi-groupe car c'est le cas du groupoide du §.III.C.3,qui,étant
simple & droite,est simple.

7.Application aux quasi-groupes.

Quatre cases du tableau du §.6 contiennent la condi-
tion "quasi-~groupe”,d'ol quatre théorémes d'homomorphisme, 23m,285,
4Sm,4ss,avec sur H les conditions suivantes:

ZSm: fort(m),p-fort-g(m),net(m),franc(m);
2sg: fort(b),p-fort-g(b),net(d),franc(d);
48 : fort(m),clair(m);
454: fort(B),clair(h).

La plus faible des conditions est,d'aprés les résul-
tats de la section A,la troisiéme;de plus 1'équivalence nucléaire est,
d'apres 48, et 4S4,principale (m) et (b) pour chacune de ses classes.
On peut alors énoncer:

Théoréme 1. Tout homomorphisme de groupoides qui arrive
sur un quasi-groupe est principal (m) pour une partie H forte(m) et
franche(m),et réciproquement; et on peut prendre pour H toute classe de
1'équivalence nucléaire,auquel cas Qﬁ;: QE;

En particulier

Théoréme 2. Toute équivalence compatible et simplifiable

d'un quasi-groupe est équiprincipale (m) et (B).

Une telle équivalence est en effet équivalence nu-
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cléaire d'un homomorphisme de quasi-groupes.

Théordme 3. Si Q = (E,7) est un quasi-groupe,et si Hc{(E)
est non vide,H est classe pour une équivalence compatible et simplifia
ble de Q si et seulement si il est t-fort(m).

D'aprés le théordme 1,une telle équivalence est prin
cipale(m) pour H et H est fort(m) et franc(m);donc Wﬁ =@ et H est t-
fort(m) (prop.ILD.8.4).Réciproquement,si H est t-fort{m) et non vide,
H est franc(m),car tout élément de E est franc(m) par le théoréme 1
appliqué & 1'homomorphisme identique;donc Wﬁ = f,et H est classe de
E qui (théoréme 1) est simplifiable,et (prop.II.B.3.1l) compatible.

D'autre part,l'introduction de conditions étrangéres
4 la théorie des tas permet d'énoncer des théorémes d'homomorphisme
pour les quasi-groupes & idempotent,ou & élénent unité(boucles).

Théoréme 4. Tout homomorphisme de groupoides qui arrive
sur un quasi-groupe & idempotent est principal(m) pour une partie H
forte(m),p~-forte-g(m),franche(m) et stable,et réciproquement.

On peut prendre pour H la classe image réciproque de
l*idempotent,qui,compte tenu du théoréme 1l,vérifie ces propriétés.Ré-
ciproquement,un homomorphisme de groupoides soumis aux conditions de
1'énoncé arrive sur un quasi-groupe (théoréme 1);et H est contenu dans
une classe de 1l'équivalence nucléaire,qui,puisque H est stable,s'en-
voie sur un idempotent

Proposition 1. Un idempotent e d'un quasi-groupe Q = (E,T)
est élément unité si et seulement si
(Vx,y €E) xv(ery) = (xve)ry .

La condition est évidemment nécessaire;si elle est
remplie,on a,pour tout x€E:
ev(etx) = (eTe)rx = eTx =3 eTx = X ,
donc e est élément unité & gauche,et de méme & droite.
Définition 1. Si G = (E,T) est un groupoide et Héip(E),H
est dite médianement préassociative si et seulement si
(Vl‘kem(G))Wx,y €E)(VheH)( W(xT(hry)) €H &> p((xth)ry) €H ).

Théoréme 5. Tout homomorphisme de groupoides qui arrive
sur une boucle est principal(m) pour une partie H forte(m),p-forte-g
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(m),franche(m),stable et médiamement préassociative,et réciproquement.

Ceci résulte de la prop.l et du théorime 4.

k.Etude des conditions portant sur le demi-groupe image (cas sans zéro)
Soit D = (E,.) un demi-groupe.
1l.Propriétés supplémentaires.

Proposition 1. Dans un demi-groupe,
surjectif(g) &» simple & droite.

Ceci résulte des prop. 2,3 du §.B.4.

Proposition 2. Dans un demi-groupe,
stationnaire(g) <> stationnaire & gauche.

D est en effet stationnaire(g) si et seulement si
(Va,b,x,y€E)( ax = bx => ay'= by );
on reconnait la condition "statiomnaire & gauche" de THEODOSSIS[&A]
(voir aussi THIERRIN (25)).

2.Conditions faisant l'objet de théorédmes d'homomorphisme.

On les déduit de celles du §.B.6;il n'y a pas lieu
de distinguer ici les cas g et £.0n obtient alors un tableau analogue
4 celui du §.B.6.Le passage est immédiat,sauf dans les cas faisant
l'objet des propositions suivantes:

Proposition 1. Un demi-groupe bijectif-di-noix (g),c'est-a~
dire ayant une noix & gauche,simplifiable & gauche et simple & droite,
est un groupe et réciproquement.

On sait (CLIFFORD et MILLER( S }) que,si,dans un de-
mi-groupe,l'ensemble des élénents nets & gauche et 1'ensermble des é16-
ments nets & droite sont non vides,ils coincident et sont un sous-grou-
pe.Ici il existe un élément net & gauche et tcut élément est net &
droite.

Proposition 2. Un demi-groupe injectif-stationnaire-i-noix
(g),c'est-t-dire ayant une noix & gauche,simplifiable & gauche et sta-

tionnaire & gauche,est un groupe,et réciproquement.




Un tel demi-groupe est surjectif(g) (prop.III.C.2.2).

et la proposition résulte de la prop.l.

On a alors le tableau:

n%conditions 8=§8 m 1)
lsinjectif simplif. & gauche serigroupe semi-groupe
noix noix & gauche noix noix
2sgzg;ct1f groupe groupe groupe
ﬁsinjectif sinplif.‘é gauche semi-groupe semi-groupe
transitif simple & gauche simple simple
o1 | -
4St§i§§§iff groupe groupe groupe
58injectif
- . groupe groupe
g Zgzlonnalre groupe abélien abélien

Les conditions des premiére et troisiédme lignes ne
définissent pas des groupes;on connait un demi-groupe simplifiable &
gauche et simple & gauche qui n'est pas un groupe (cf. par exemple
BAER et LEVI[2])),et un semi-groupe simple qui n'est pas un groupe
(ef. par exemple ANDERSEN[47]).

.Théor¢mes d'homomorphisme pour les g

On considére ici tout d'abord des théorémes de théo-
rie des demi-groupes.

Les théorémes utilisant 1'équivalence principale &
gauche sont,d'aprés le tableau du §.2,les théordmes 288’4Sg’ssg’7sg’
85 ,les conditions respectives sur H étant:

28 : fort(g),p-fort-g(g),net(g),franc(g) ;

4S8 _: fort(g),clair(g) ;

58 : fort(g),robuste(g),p-fort(g),net(g) ;

7S : fort(g),robuste(g),net(g),translucide(g) ;

8S : fort(g),robuste(g),clair(g)

et on peut prendre pour H tout classe de 1l'équivalence nucléaire (488)'
Les systines de conditions les plus faibles (ou minimaux) sont ceux
des théorémes 238’488’588'Nou8 énongons les théordmes correspondants
dans 1l'ordre 4-2-5 afin de mettre en évidence le remplacement progres-

R & kK& & ®
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sif des conditions de netteté par des conditions de force:

Théoréme 1. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe est principal & gauche pour une partie H forte et tota-
lement nette,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe
de 1l'équivalence nucléaire.

Théoréme 2. Tout homomoephisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe est principal & gauche pour une partie H forte,p-forte-
g(g) et nette,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe
de 1l'équivalence nucléaire.

net signifie : net & droite et & gauche.

Théoréme 3. Tcut homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe est principal & gauche pour une partie H forte,p-forte—

N

g(g),médianement forte et nette & gauche,et réciproquerent;et on peut

prendre pour H toute classe de 1'équivalence nucl8aire.

Les théorémes utilisant 1'équivalence principale
médiane sont,d'éprés le tableau du §.2,les théorémes 2Sm et 4Sm,les
conditicns respectives sur H étant:

2Sm: fort(m),p~-fort-g(m),net(m),franc(m) ;

4s: fort(m),clair(m) ;
et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire.le
second systéme de conditions est le plus faible,et on énonce

Théoréme 4. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive

sur un groupe est principal médianerent pour une partie H médianement

forte etctotalement nette,et réciproquement;et on peut prendre pour H

toute classe de 1'équivalence nucléaire.

Les théorémes utilisant 1'équivalence principale bi-

latére sont de méme les thécriémes 285 et 4SB,avec les ccnditions sur H

ZSB: fort(b),p-fort-g(b)snet(d),franc(d) ;

45g: fort(b),clair(b) ;
ces conditions sont plus fortes que les conditions des théorémes QSm
et 45 ,en sorte que le seul intérét des théoreémes 254 et 485 est de
nous apprendre que l'équivalence nucleaire d'un homomorphisme de demi-
groupes est principale(ﬁ) pour chacune de ses classes,quand cet homo-
morphisme arrive sur un groupe.
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On a aussi des théorémes d'homomorphisme pour les
groupes abéliens.Enonzgdns par exemple le théoréme SSm,qui donne pour H

SSm : fort(m),p-fort-g(m),robuste(m),net(m) :

Théoréme'5.nfout homomorphisme de demi-groupes gui arrive
sur un groupe abélien est principal médianement pour une partie H médi-
anement forte,péforte-gém),robuste(m) et médianement nette,et récipro-
quement; et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nuclé-
aire..

H est ropuste(m) si et seulement si
Ya,b,c,d,e,fy8,h;xX,yEE)( aexfb €H,agxhb €H,ceyfd€H =P cgyfd €H )

(cf §.A.4,avec ¢ - v(a ),V = r(c da), c= r(e f£),T = v(g,h)) Cette con-
dition ne peut &tre considéree comme une condition explicite de commu-
tat1v1te,et il.en est de méme des autres conditions imposées & H. De
plus la condition .de netteté est trés faible.Le théoreme SSm donne pour
H les conditions: médianement fcrte,robuste(m),totalement nette;ce sys-
téme est sans condition explicite de commutativité,mais la ccndition de
netteté est ieaucoup plus forte.

Enfin les théorémes 1 & 5 s'étendent sans grand chan-
gement aux grouﬁoides par utilisation de & et mjles conditions sur H
peuvent ‘Btre prlses dans les énoncés 4S§,28. SS“,4S 5Sm.Donnons par
exemple '11 énoncé analogue au théoréme 4:

Théorédme 6. Tout homomorphisme d'un groupoide sur un demi-

groupe qui arrive sur un groupe est principal(m) pour une partie H for-

te(m) et claire(m),et réciprcquement;et on peut prendre pour H toute

classe de 1'équivalence nucléaire.
q

On peut aussi' employer les énoncés, 4S 25 58 ,qui
donnent d'autres  systémes de conditions (utilisant en partlculler la
condition ”stabillsant(g)").

4.Théordme d ' homomorphisme

_pour les semi-groupes & noix.

C'est 1le théoféme AS, pour les deri-groupes:

Théoréme ‘l. Tout homomorphrsme deodem1~groupes qui arrive
sur un semi-groupe 3 noix est prlnclpal méd{anement pour une partie H
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médianement forte,p-forte—g(mﬂ et médianement nette,et réciproquement;
et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire qui
s'envoie sur un élément de la noix.

H est p-forte-g(m) si et seulement si elle est indi-
visible pour (prop.II.D.8.1);cet énoncé est donc le théoréme de
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CROISOT| ¢ Vcité dans 1'introduction.

(D.Etude des conditions portant sur le groupoide image (cas avec zéro)—.l

Soient G = (E,T) un groupoide,c un cdté,z un zéro(c)
de G.On sait (prop. 1, 2 du §.I.F.2) qu'il y a identité entre zéro(g),
zéro(g) et zéro & gauche ,et entre zéro,zéro(m),bizéro(m),zéro(b),bi~
zéro(b) et méne zéro(b).

1l.z-séparation.

G est z-séparé(c) si et seulement si

(Vx€B)( x #z = c(G)x ¢ {z}).

Proposition 1. G est z-séparé(g) (resp. d) si et seulement

(vx€E)( x # 2 = (B3R€EE) avx # z ) (resp. xra £z ) .

Proposition 2. Pour tout groupoide G,
z-séparé(g) &> z-séparé(g) .

z-séparé(g) =>» z-séparé(g) car g(G)< &(G) .
z-séparé(g) =» z-séparé(g) car si x€E est tel que
g(G)x ¢ {2z} ,alors &(G)x < {z}.
Proposition 3. G est z—sépe.ré(f:) si et seulement si
(Vx€E)( x £ 2 = (B3a€E) arx #z ou .xra £z ) .

En effet G a cette propriété si et seulement si il
est z-séparé(b);et,comme dans la prop.2, z-séparé(b) => z-séparé(b)

Proposition 4. Pour tout groupoide,
z-séparé (g) et (d) —» z-séparé(m) => z-séparé(h) .

Si G est z-séparé(g) et z-séparé(d),et si x€E- z,
il existe a<€E tel que arx # z ,et b €E tel que (arx)rd # z ,donc
Tl as m(G) est tel que :b'fax # 2 ,et G est z-séparé(m) .Si G est z-
séparé(m),il est z-séparé(D).

Proposition 5. Un/demi-groupeest z-séparé(m) si et seule-
ment si il est z-séparé (g) et (d).
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Un demi-groupe D = (E,.) est z-séparé(m) si et seu-
lement si,pour tout x€E- z,il existe a,bEE tels que axb # z j;en pa-
ticulier, ax # z et xb £ z ,et D est z-séparé (g) et (d).La récipro-
que résulte de la prop.4.

2.z-injectivité,injectivité.

Proposition 1. B est z-injectif(g), (rew. £,d,d,b) si et
seulement si z est un zéro & gauche (resp. zéro & gauche,zéro 2 droite,
zéro) de G et si 1'égalité est simplifiable & gauche (resp. & gauche,
&4 droite,& gauche et & droite) sur E- z.

On dira plutdt que G est z-simplifiable & gauche

N

(resp. z-simplifiable & droite,z-simplifiable).

Prouvons d'abord que 1'ensemble des € ZfG) (resp.
d(6),b(G)) tels que,z étant un zéro & gauche (resp. zéro 2 droite,zéro)
de G, ¢gx =¢y # z entralne x =y pour tous x,y €E, est stable;en
effet,si o et T ont cette propriété,

(Vx,yEE)( otx =TTy £ 2 =» TXx =Ty f 2z =2x =y ).

Par suite,G est z-injectif(g) (resp. d,b) si et seu-
lenent si il est z-injectif(g) (resp. d,b);donc si et seulement si G
est z-simplifiable & gauche (resp. z-simplifiable & droite,z-simpli-
fiable).

Proposition 2. Un groupoide z-séparé(m) est z-injectif (i)
si et seulement si il est z-simplifiable.

Un groupoide z-simplifiable est z—injectif(ﬁ),donc
z-injectif(m) puisque m(G) ¢ b(G) .Réciproquement,si G est z-injec-
tif(m) et z-séparé(m),et
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si x,y €E et f € 5(G) sont tels gue px = f_\y # z ,il existe V‘em(G) tel
que H}x = Wy #2,et x =y ,donc G est z-injectif(b),et z-simplifia-
ble.

Proposition 3. Un groupoide injectif(g) n'a pas de zéro &

droite.

Si z est un zéro & droite,Yz = ’Kz n'est pas une in-
jection.

Proposition 4. Les conditions injectif(m) et & zéro(m),ou
injeetif(B) et & zéro(B),vont incompatibles.

Ceci résulte des prop. III.E.3.2, III.E.3.3, I.F.2.1.

3.z-surjectibvité,surjectivité.

G est z-surjectif(c) si et seulement si tout é1é-
ment de c(G) différent de K, est une surjection.

Cette condition s'exprime simplement dans le cas ou
c = g. .

Définition 1. Si z est un zéro(e) d'un groupoide G = (E,T),
on appelle annulateur & gauche relatif & z de G, et on note Zgi
_Zg = 2z . E

qui est aussi 1l'ensemble des xE€E tels que

lx= Kz_'_

Proposition 1. G est z-surjectif(g) si et seulement si z
est un zéro & gauche de G et si
(Va €E - zs)(Vy €E)3x€E) arx =y .

En effet aézg équivaut & Ya = % -
Proposition 2. Pour tout groupoide,
z-surjectif(g) <> z-surjectif(g)
z-surjectif(b) & z-surjectif(é) et z-surjectif(d).

Les implications vers la droite résultent des inclu-
sions g(G) € &(G),a(6) € b(G),d(G) € B(G) .Réciproquenent,soit G un
groupoide z-injectif(g);pour tout a €E, KeWag = Ky Yakz = KYaz = K3
donc si Y = Yal -Ya € 2(6), v £ k, entraine Yai # K, pour tout i;

n

par suite Ya est une surjection pour tout i,et 7 est une surjection.
i
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On démontre de méme,ﬁ(G) étant engendré par g(G)V d(G),que,si G est
z-surjectif(g) et z-surjectif(d),il est z-surjectif(b).

Proposition 3. Pour un groupoide z-séparé(m),
z-surjectif(m) &> z-surjectif(b).

Tout groupoide z-surjectif(b) est z-surjectif(m)
puisque m(G) € b(G) .Réciproquement,si G est z-séparé(m),m(G) n'est
pas réduit & k,»il existe Pexn(G),p # k,;on suppose alors G z-surjec-
tif(m);si (3&13((}),{5;4 k,,il mxiste a €E tel que :(la £z ,et, ‘,»étant
surjectif,il existe b €E tel que b = a ,donc que P&b = ﬁa £z ,en

sorte que ﬁk £ K 5 conme FbenKG),%k est surjectif,et est surjectif.

Proposition 4. Un groupoide ayant un zéro & gauche g est.
surjectif(g) si et seulement si il est z-surjectif(g) et si 2_ =g .Un
tel groupoide n'a pas de zéro & droite. N

En effet K, n'est pas une surjection,et la premiére
assertion est évidenfe.Pour la seconde,s'il existait un zéro & droite,
z serait un zéro,et appartiendrait & Zs,qui serait nom vide.

Proposition 5. Les conditions surjectif(m) et & zéro(m),

ou surjectif(b) et & zéro(b) ,sont incompatibles.

En effet un groupoide qui vérifierait ces conditions
serait surjectif(g) @vec un zéro & droite.

4 .Existence d'éléments z-nets différents de Zjz-hoyx,

h €EE est z-net(c) si et seulement si
VxcE-2)(Qcrecc(G)) e =h.
Proposition 1. Dans un groupoide z-séparé(m),il y a idem-
tité entre les éléments z-nets(m) et les éléments z-nets(b).

Dans un groupoide quelconque,tout élément z-net(m)
est z-net(b),puisque m(G) € B(G) .Réciproquenent,si G est z-séparé(m)
et h€E z-net(b),pour tout xcE-z il existe pe m(G) tel que px £ z,
et @g 5(G) tel que P‘;x = h; comme Fre m(G),h est z-net(m).

Pour les cétés stables (&,d,m,b),on préfire considé-

rer des z-noix.

Proposition 2. Une z-noix(g&) (resp. d,5) est un idéal 2
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gauche (resp. & droite,bilatdre) non contenu dans {z} minimum.

Ceci résulte de la prop.I.E.3.2.0n dira plutdt que
c'est une z-noix & gauche (resp. z-noix & droite,z-noix).

Proposition 3. Dans un groupoide z-séparé(m),une z-noix(m)
est une z-noix,et réciproquement.

Ceci résulte des prop. 1 et III.B.3.2.

5.z-transitivité.

G est z-transitif(c) si et seulement si z est un
zéeo(c) de G et si
(Vx,y€E-2)QArecc(G)) ex =y .

Proposition 1. G est z-transitif(g) si et seulement si z

est un zéro & gauche de G et si

(Vx,y€E-2z)(3acE) arx =1y .

Pour les cdtés stables,on préfére des conditions sur
les idéaux.

Définition 1. G est dit presque z-simple & gauche si et
seulement si z est un zéro & gauche de G et si G n'a pas d'idéal &

gauche propre,sauf{z} et peut-étre E- z.

Proposition 2. Un groupoide est z-transitif(&) si et seu-

s

lement si il est presque z-simple & gauche,et z-séparé(g).

Ceci résulte de la prop.III.E.1.2.

Définition 2. G est dit z-simple (resP. z-simple 2 gauche,

z-simple & droite) si et seulement si z est un zéro (resp. zéro & gau-

che,zéro & droite) de G et si G n'a pas d'idéal bilatdre (resp. & gau-

che,a droite) propre,sauf {z} .

Proposition 3. Un groupoide est z-transitif(m) si et seule-

ment si il est z-simple et z-séparé(m),et z-transitif(b) si et seule-

nent si il est z-simple et z-séparé(b).

Ceci résulte de la prop.III.E.1.2 pour le cas b, et
de la prop.4.1 pour le cas m.
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Proposition 4. Si z est un zéro de G, G est z-transitif(g)

si et seulement si il est z-simple & gauche et z-séparé(g).

E-2z n'est pas en ce cas un idéal & gauche.

Proposition 5. Si z est un zéro de G, G est z-transitif(g)

si et seulement si il est z-surjectif(d) et si 2. = {z}.

Ceci résulte des prop. 1 et 3.1.
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6.z-stationnarité.

G est z-stationnaire(c) si et seulement si z est un
zéro(c) de G et si

Vx,ye€E)(Va,t€c(G))( ex = Tx # 2 =P ¢y =Ty ).

Le groupoide ci-dessous est z-stationnaire(b),mais,
malgré des propriétés complémentaires assez fortes,n'est ni abélien ni
associatif,en sorte que les prop. 2, 3 du § B.5 n'ont pas d'analogue
avec la z-stationnarité.

On prend E = {a,b,z},v étant définie par la table:

N o'N
NN DR
NN NN

b
z

Ce groupoide est z-simplifiable;ses seuls idéaux & gauche sont @,)z} et
E; en particulier il est z-simple,et z-transitif(g).Il est z-séparé (g)
et (d),donc (m) et (b) (prop.D.1.4).

Cherchons 5(G);on a Y, = Sz = K, 1€t Y Yy Sa’xb sont
données par

ab z
k|2 2 z
Ya|2 & 2
Ybbzz
Bazbz
Bbazz

I1 se trouve que ces applications se composent confcrmément & la table

Kz Ya Yo da Op
Kz3Kz Kz Kz ¥z Ky
Yalkz Kz § ¥a Xz
Yo[Kz %a %z %z Yb
8a. ¥z Kz Yo Sa Xz
$[Kz Ya %5 %z S
par suite b(G) = B(G) (on vérifie aussi £(G) = m(G) = 5(G),d(6) = 4(9 )
en sorte que la seconde table est celle de Gﬁ .Dans cette table,un élé-
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ment différent de z figure au plus une fois dans chaque colonne,en sa-
te que G est z-stationnaire(b).

G n'est pas abélien car ath =& #b = bra et n'es
pas associatif car at(dth) = atz =z £ a = arb = (arb)Tb .

7.Conditions faisant 1l'objet de théordmes d'homomorphisme.

Le tableau ci-dessous est fait avec les mémes con-

ventions que celui du §.B.6,a partir des théorémes Z1 & Z9S du §.III.
F.5.
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. [
n9conditions & i F4 m b
z-injectif simplif. g p-simplif. g z-simplif z-sim
. plif.,
Z1lat.z-net # zgx z-net(g)#z -séparé(g) z-séparé(m) z-separé(ﬁ)
-noix & g. Z-noix z-noix
] ] b —simplif. -simplif. g z—simplif. z-s8implif.
gAz-bijectif z-sur?ectig) -surject?(g)g—surjeet.(m) p-surject. £b)
é1t.z-netfz Fx.z—net(g)#z -sefaré(g) z-séparé(m) z-séparé(
-noix a g. zZ-noix Z-noix
z32-injectif p-simplif.g -simplif. g | z-simplif. | z-simplif,
Z—transi tif p-trans.(g) —sepgré(g) z-séparé(m) -séparé(b)
z-sinple g z-simple z-simple
] ] b —sinplif. simpiif. 3 z-simplif. z-simplif.
gaz-bijectif z—sur?ect? 2) -surJegt.(g) z-surject.(m) surJectlf(E
z-transitif b—trans . (g) —sépareég) z-séparé(m) r -séparé(b)
z-simp z-simple z-simple
r—inijectif k-simplif. -sinplif. g z-simplif. —81mp11
7 z—stgtlon) —:tﬁg % € pk-stat. (% z-stat.(m) | z-stat. g%
1t.z-netfz Ht. z-net%g)# —separe g) z-séparé(m) | z-séparé(b)
-noix f z-noix Z-noix
] ] simplif. 51mp11 . g z-simplif. z-simplif.
Jz-bigegtlf -surgect 2) z-surject?(g) —surject.(m)zbsurgectlf(b)
Z6z-station. —stat -stat. (&) z-stat.(m) z-stat. (b
61t .z-net#fz —net?g)# —separg(é) z-séparé(m) | z-séparé(b)
z-noix £ Z-noix Z-noix
—iniectif _ z-simplif. g z-sinmplif. z-simplif.
7 Z_g:g:ioz. _:t:gl%f € lp-stat.(®) z-stat.(m) | z-stat. (b%
—transitif k-trans. %g) z-séparé(g) z-séparé (m) | z-séparé(b) :
.z-simple g z-g+mple z-sinmple
. ] —simplif. z-simplif. g z-simplif. z-s1mp11f._
z~bijectif _suggett.%g)z—surject (g)lz-surject.(m) lz-surject, (b)
Z8z-station. —stat.(g) . z-stat. ( z-stat.(m) z-stat. (b
z-transitif z-séparé(g) z-séparé(m) | z-séparé( )
-trans.(g) p.z-simple g | z-simple z-sigple
injectif sinmplif. & g. !
Z93z~-station. z-stat.(g&)
z-noix z-noix & g. !

Le théordme Z9S ne s'applique pas au cété non stabk
&, et ne s'applique pas davantage & met b en vertu de la prop.2.4.

Les conditions des colonnes g et & n'entrainent pas

la condition "quasi-groupe avec zéro",comme le momntre l'exenple sui-
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vant.Prenons E = {a,b,z},T étant définie par la table

[ bz
a z

b a 2

Z bz

Les translaticns & gauche de G sont Y = Y ,et Y = I, ;ce sont des
2 a b z E
bijections,et,comme Yo = Iy , 2(G) = g(G) .La table de Gé est

B b 2z

yé b a z
IE a b z

tout élément | différent de z figure une fois et une seule dans chague
colonne autre que celle du zérd 4 gauche z, donc Gg = G, est z-station-
naire et z-transitif,et bien sfir bijectif.G vérifie donc toutes les
conditions des colonnes de g et £.Ce n'est pas un quasi-groupe avec
zéro car il n'est pas z-simplifiable & droite.

Il est prcbable que les conditions des colonnes de
m et b n'entrainent pas non plus la condition "quasi-groupe avec zéro",
mais nous ne éonnaissons pas de contre-exemple.Toutefois le groupoide
du §.6 vérifie les conditions des théorémes 27, et Z75,donc aussi les
conditions plus faibles,et n'est pas un gquasi-groupe avec zéro;il ne
lui manque que d'8tre z-surjectif(b).On verra au §.V.D.l un contre-ex-

emple analcgue pour les conditions des théorémes Z4m et Z43.
8.Addition de 1l'intégrité.

Les conditions des colonnes de m et b se simplifient
quelque peu si on suppose que le groupoide qui les vérifie est intégre.

Proposition 1. Un groupoide ayant un zéro z et intdgre est
z-séparé(m) et ().

En effet,si x # z, xv(xtx) # z .

Proposition 2. Un groupoide ayant un zéro z et intégre
vérifie la condition du théoréme Ny (resp. ZNS) (N=1,2..,8) si et
seulement si il résulte de l'adjonction de z & un groupoide vérifiant
la _condition du théoréme N (resp. NE) (pour la méme valeur de N).

Ceci résulte des prop. 1,2, 3,4,5, 6 du §.III.E.
2 ,et de la prop.I.F.5.1.
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Cette proposition permet de déduire instantanément
le tableau ci-dessous de celui du §.B.6.Dans les conditions ci-dessous,
1'intégrité est sous-entendue.

~n° conditions m b
71S z-injectif z-simplifiable z-simplifiable
é1lt.z-net#z Z-noix z--noix

722S ziglgig:tiz quasi-groupe avec zéro [guasi-groupe avec zéro

738 z-injectif z-simplifiable z-simplifiable
z-transitif z-simple z-simple

248 Z:giiﬁgﬁiff quasi-groupe avec zéro | quasi-groupe avec zéro

ng a |z-station. groupe abélien groupe abélien

288 etc. avec zéro avec ZEro

I1 reste & traduire sur H la condition que le groupo-
Tde inage est intégre.Or on sait que la classe qui s'envoie sur z est
dans tous les cas le résidu intérkeur de H dans le tas considéré (prop.
III.A.4.1).

Un idéal bilatére d'un groupoidé G = (E,T) est dit
complétement premier (cf. FITTING[AS]) si et seulement si

(Vx,y€E)( xTy€A =>XxC€4 ou y€A) .

Proposition 3. Soit f un homonorphisme de groupoides arri-

vant sur un groupoide G ayant un zéro z,et principal(c) pour une par-

tie H de sorte que wﬁ = f‘l(z);G est intégre si et seulement Wﬁ est®

complétement premier.

En effet G est intégre si et seulewent si iz} est
complétenent premier,et la proposition résulte alors du comportement.
de cette notion d'idéal bilatére conplétement premier,pa homomorphsme.

On observera que l'addition de 1l'intégrité n'a pas
été faite aux conditions des a@lonnes de g et & du tableau du §.7.La
raison en est,d'abord,que cette addition est plus sympathique dans le
cas ol le zéro considéré est un zérc & droite,ce qui ajoute une condi-
tion sur W%;et surtout qu'elle n'entraine pas de modification des ccn-
ditions,normis la suppression de l'hypothese de z-séparaticn.Les mé-
thodes ci-dessus permettent toutefois de la faire sans sucune diffi-
culté.
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[E. Etude des conditions portant sur le demi-groupe image (cas avec zéro).|

Soit D = (E,.) un demi-groupe.

1.Propriétés supplérmentaires.

Proposition 1. Si un demi-groupe & un zéro & gauche z et
un seul,c'est un zéro.

Si a €E,za est un zéro & gauche car E ;é{za} et,pour
tout x€E , xza = za ; donc 2a = z j;et z est un zéro.

Or on notera qu'un demi-groupe 'ayant un zéro & gau-
che z et uniprincipal (g) ou (&) pour un élément différent de z n'a
qu'un seul zéro & gauche (prop.III.A.4.3b).Tous les deni-groupes con-
sidérés dans cette section ont donc un zéro.

Proposition 2. Pour un demi-groupe ayant un zéro z:
pra¥sque z-simple & gauche € z-simple & gauche.

E- 2z ne peut alors &tre un idéal & gauche.

Proposition 3. Dans un demi-groupe ayant un zéro z,2_ et
- (=)
Z; sont des idéaux bilatéres,et zez”_r_\_gd_.

En effet aE = z entraine axE = z et xaE = xz = 2
pour tous x €EE et a € Zg;donc Zg,et,dualement,zd,est un idéal bilatére.

2.Conditions faisant l'objet de théorémes d'homomorphisme.

Le tableau du §.D.7 donne,par addition de l'associa-
tivité aux conditions qui y figurent,un tableau analogue pour les demi-
groupes ayant un zéro.L'additicn est immédiate,sauf pour les cases
faisant l'objet des propositions suivantes.

Ces propositions peuvent &tre ccnsidérés comme des
théorémes d'axiomatique des groupes avec zéro.0On partira durésultat
suivant (STOLT (22),déf.4 du ch.II):

Un demi-groupe partiel,vérifiant l'axicme d'existen-
ce des quotients & gauche,ne contenant pas plus d'un élément unité a
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droite et tel qu'il existe des éléments c,e vérifiant ce = ¢ ,est un

groupe,ét réciproquement.

Par demi-groupe partiel,il faut entendre un couple
(E,.) d'un ensemble non vide E et d'une loi de compesition incompléte,
notée ici multiplicativement,et telle gque,pour tous a,b,c€E , si
(ab)c et a(bc) sont définis tous deux,ils sont égamx.Un élément unité
4 droite d'un demi-groupe partiel est un élément e de E tel gque,pour
tout x€E, le produit xe soit défini et égal & x .

La démonstration ci-dessous est tirée de la démcns-
tration originale de 122) .La réciprogue est triviale.la partie directe
repose sur les lemmes suivants.

Lemme 1. Dans un demi-groupe partiel ayant des quotients &
gauche et un élément unité & droite e :
(¥p,q,r,S€E)( pg = e et rg=s =ysp=r ).

I1 existe m&E tel que mp = r ;alors m(pg) = me = m
et (mp)g = rq = s sont définis;par suite m = s ,¢t le produit sp
est défini et égal a r.

Lenme 2. Dans un demi-groupe partiel ayant des guotients2
gauche et un élément unité & droite e :
(¥p,g,rys€E)( pg = e et sp=r =>rg =5 ).

I1 existe m€E tel que g = s ;d'aprés le lerre 1,
Sp = m j;donc m =T ,et le produit rq est défini et égal & s.

L'utilité de ces lemme résulte du

, Lemnme 3. Dans un demi-groupe partiel ayant des quctients &
gauche,
Wc,e€E)( ce = ¢ —» e est élément unité & droite).

Soit x€E; il existe y,u€E tels que ye = x , uc =
alors u(ce) = uc =y et (uc)e = ye = x sont définis;par suite y = x,
et le produit xe est défini et égal & x ,pour tout x €E.

Soit alcrs D un demi-grcupe partiel ayant des quoti-
ents & gauche,pas plus d'un élémenfunité & droite,et des élérents c,e
tels que ce = ¢ . e est. élément unité & droite (lemne 3).Soit a€E.

Il existe u,a'€E tels que wa = a , a'a = e ;et
aa' = u (lenme 1).I1 existe aussi a €E tel que aa' = e ;et ea = a
(lenne 2).Donc (ea)a' = aa' = e j;donc,si eu est défini, eu = e(aa')
et eu =e¢e .

Or il existe v,f€E tels que vu = e , fv = e jalors
(lemme 2) eu est défini et égal & f.

Par suite eu = e ; u est dcnc élérent unité & drcite
(lemne 3),et u = e ;il en résulte a'a = e = aa' ;et ea = a ,de sorte
que e est élément unité.

Si maintenant b€ E ,il existe b',d€E tels gue
b'b = e , db' = a ;par suite (lemnme 2) ab est défini et é¢al & d .la
loi de D n'est donc incompléte qu'en apparence;et les propriétés de e
font que D est un groupe.

On démontre alors les propositions suivantes:
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Proposition 1. Un demi-groupe z-injectif(g),z-transitif(g)

et z-staticnnaire(g) est un grcupe avec zéro,et réciprcquement.

Un groupe avec zéro posséde évidemment les propriétés
requises,d'étre z-simplifiable & gauche,z-stationnaire(g),et z-transi-
tif(g) qui équivaut &

Vx,y€E)( x # z =y (Ja€E) ax =y )
puisque 2zx = z .Réciproquement,scit D un tel demi-groupe.

Si a€E-z,il existe u€E tel que wua = a et
u2a =ua = a £ 2 entraine u3 = u2 ,donc u4 = u3 = u2 et e = u2
est tel que ea = a et e? = e .e#z cat ea = a £ z ;par suite il
existe y E tel que ye = a ,et a = ye = yee = ae' .

Supposons que f,g soient éléments unités & droite
pour E-z; alors af = ag = a # z entrafne f = g

Considérons alors 1l'ensemble E- z,atiqguel la restric-—
tion de la loi de D donne une structure de demi-groupe partiel (si
X, y&€E-2z , xy est défini dans E-z si et seulement si xy # z dans D,et
pris alors égal & sa valeur dancs D).Ce cemi-groupe partiel vérifie 1'a-
xiome d'existence des quotients & gauche,ne contient pas plus d'un élé-
ment unité & droite,et contient des éléments a,e tels que ae = a j;donc
c'est un groupe,et D est un groupe avec zéro.

Proposition 2. Un demi-groupe z-bijectif(g),z-stationnaire

(g),z-séparé(g) et & z-noix & gauche,est un groupe avec zéro,et réci-

prcquenent.

Un groupe avec zéro est évidemment un deri-groupe z-
sinplifiable & gauche,z-surjectif(8) qui s'exprinme par

Va€E)( ak #{z} = aE = E ),
z-staticnnaire(g) et ayant un élément z-net(g) différent de z, h .Réci-
progquement,scit D un tel demi-groupe.

h étant z-net(g) différent de z, il existe u &€E tel

que uh = h ;ccmme ci-dessus, uzh =uh = h # z entralne u3 = u2 ,

ut = wd 2wl ,et e = ul est tel que e -e et eh = h .Cemme e £ z

puisque eh = h # z ,il existe Y€ E tel que ke = h ,et he = kee = h .
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Soit alurs x€E-z .Conme eE # {z},eE = E et il exis-
te Yy&E tel que ey = x j;donc ex = eey = x .Comme x % z ,il existe
vEE tel que vx = h ,et vxe = he = h = vx # 2 entraine xe = x .Com-
me ez = ze = z ,e est élément unité.

Par suite,pour tcut x€E-2z, xE # z puisque xe = x
donc xE = E,et,pour tout a €E,il existe t&€E tel que xt = a .

Considérons alors l'enserble E-~ z,auquel la restric-
tion de la loi de D donne une structure de demi-grcupe partiel.Ce demi-
groupe partiel vérifie l'axiome d'existence des quatients & drcite,ne
contient pas plus d'un élément unité & gauche puisgu'il a déja un é16-

H

nent unité,et ccntient des élérents h,e tels que eh = h ;dcnc c'est un
groupe,et D est un greupe avec zérc.

Proposition 3. Un demi-groupe z-bijectif(g) et z-transitif
(g) est un groupe avec zéro,et réciprcquerent.

Un groupe avec zérc est évidemrent un deni-grcupe z-
sirplifiable & gauche,zesurjectif & gauche qui s'exprinme par

(YagE)( ak £z} =»aE =E ) ,
et z-transitif(g) qui équivaut &

(Yx,y€E)( x # z = (3a€E) ax =y ) .
Réciproquenent,soit D un tel deni-grcupe.

Si on avait Z_ = E, cela entrafnerait E° = {z} et D
ne serait pas z-transitif(g);donc il existe cCE -~ Zg’et’Yc étant une
surjecticn,il existe e&E tel gue ce = c .

Si f,g scnt é¢léments unité & droite pour E- 2z ,et si
a€E-2z , af = ag = a # z entrafne f = g .

Ccnsidércens alcrs le demi-grocupe partiel de suppcrt
E-2z,dcnt la lci est la restricticn de celle de I'. Il vérifie l'axicre
d'existence des quotients & gauche,n'a pas plus d'un élérent unité &
drcite et contient des élénents c,e tels gque ce = c¢ j;denc c'est un
¢roupe,et D est un groupe avec zérc.

Propcsition 4. Un demi-g¢roupe z-surjectif(m),z-séparé(n) et
4 z-ncix(m) est un groupe avec zéro,et réciproguenent.
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Un groupe avec zéro est évidemment un demi-groupe z-
surjectif(m) et ayant un élément z-net(m) différent de z.Réciproque-
ment,soit D un tel demi-groupe.D est z-surjectif(b) (prop.D.3.3).

Si x€E-2z,il existe u,vEE tels que uxv = h # z ;
par suite xE #{z), Ex £{z} et Y & sont des surjections;pour tout
y€E,il existe donc a,b€E tels que xa = bx =Yy .

Si e,f sont éléments unité & droite de E-z ,on a
ef = e ;4 autre part il existe a E tel que f = ea ,et
ef = eea = ea = f ,d'ohe\=f .

Le demi-groupe partiel de support E- z,dont la loi
est la restriction de celle de D,vérifie donc l'axiome d'existence des
quotients & gauche,et & droite,donc contient des éléments c,e tels que
ce = c,et n'a pas plus d'un élément unité & droite;c'est donc un grou-
pe,et D est un groupe avec zéro.

Proposition 5. Un demi-groupe z-injectif(b),z-stationnai-
re(d) et z-transitif(b) est un groupe abélien avec zéro,et réciproque-

ment .

Un groupe abélien avec zéro est évidemnent un demi-
groupe z—simplifiable,z-ftationnaire(ﬁ) et z-transitif(b) qui équi-
vaut &

Vx,y€E)( x £z = Apeb(D)) fx=y ).

Réciproquement,soit D un tel demi-groupe,Et soit a €EE- z.

I1 existe Pé B(D) tel que @a = a .Or on sait que
(D) = g(B)v d(D)\Em(D) .

Si §eg(D),il existe u €E tel que wua = & u? £z
car u25=ua=a;éz 3jde uu = uu £ z 7résulte alors au = ua = a £ z
et ab = ba pour tout b €EE.De méme si ped(D).

Sipem(D),il existe u,vE€EE tels que uav = a .
u? # 2 car uw?av? = uav = a £z j;de uu = uu £ z résulte alors
au = ua jor ua £ z car uav = a # z ,donc ab = ba pour tout b EE.

Comme 2zb = bz pour tout b €E,D est abélien.Px
suite, b(D) = g(D) ,et D est z-injectif(g),z-stationnaire(g) et z-
transitif(g);et c'est un groupe avec zéro (prop.l).

Proposition 6. Un demi-groupe z-bijectif(bh),z-séparé(b)
et & z-noix(b),est un groupe avec zéro,et réciproquerent.
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Un groupe avec zéro est évidemment un demi-groupe
z-simplifiable,z-surjectif(h) ayant un élément z-net(D) h £ z.Récipro-
quement,s0it D un tel demi-groupe.Appelons N sa z-noix.

Supposons Z_ #1{z} et Z4 # &l .Alors N G2 Nnzy (prop.
1.3),et hezgn Z4;par suite B%D) h = hE VEh VERE = |z} et hfﬁ(.‘))h,en
contradietion avec l'hypothése que h est z-net(ﬁ).Par suite 1'un des
deux idéaux,Zd par exemple,est réduit & z.

Si a€E- z’sal est alors une surjection et,pour tout
y €E,il existe x€E tel que xa =Yy .

Supposons d'autre part Zg = E jcela entrainerait
={z} et 2y = E ;par suite il existe c eE-—Zg;Yc est une surjection
et i1 existe e €E tel que ce =c¢ .

Enfin si e,f sont éléments unité & droite de E - z,
et sia E-2z, ae = af = a # z entraine e = f .

B2

Le demi-groupe partiel de suppcrt E- z dont la loi
est la restriction de celle de D,vérifie donc l'axiome d'existence des
quotients & gauche,contient des éléments c,e tels que ce = ¢ et n'a
pas plus d'un élément unité & droite;c'est donc un groupe,et D est un
groupe avec zéro.

On a alors le tableau ci-desscus.Les divers raffine-
rents des théorémes Z1S & Z8S ne sont pas & considérer ici car le tas
image a toujours un bizéro donc n'est janais injectif.De méme ne s'oc-
cupe-t-on pas du théoréme Z9S.
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n° fonditions g=8 m b
r-injectif z-simplif. & g. z-simplifiable z-simplifiable
218 p-séparé z~§ép§ré(g) z-sépapé(m) z-séparé(b)
-noix z-noix & gauche z-noix z-noix
s s . z-sinplif. & g.
725 bljectif z-surjectif(g)
-séparé z-séparé(g) groupe avec zéro | groupe avec zéro
~noix z-noix & gauche
s . z-simplif. & g. z-sinplifiable z-simplifiable
73S _iggﬁgfiff zjséparé(g) z-séparé(m) z-séparé(bh)
z-simple & g. z-simple z-simple
745 t-gijecpiff groupe avec zéro | groupe avec zéro | groupe avec zéro
~transiti
-injectif z-simplif. & g. z-simplifiable z-simplifiable
255 -station. z-station.(g) z-station.(m) z-station. (b)
z~séparé z-séparé(g) z—sépa;é(m) z~séparé(b)
z~-noix z-noix & gauche zZ-noeix z-noix
z-bijectif p
z-station. p groupe abélien groupe abélien
68 z-séparé groupe avec zero avec zéro avec zéro
z-noix
- . z-cimplifiable
z-injectif z-station.(m) 5
B S . - . groupe abélien
Z7S z-:§§2§§§1f groupe avec 2zéro z-séparé(m) aves zéro
Z . z-simple /
785 Z'E%intif roupe avec z&ro groupe abélien grcupe abélien
;zzr:n;gzif group avec zéro avec zéro
Considérons le demi-groupeDde support E = ip,a,z}
de table

k4
Z
2
2z

(isomorphe au demi-groupe n°5 de la table de FORSYTHE (46)).D est abé-
lien et unitaire,par suite D_ = Dd = Dﬁ = Dm .D est z-simplifiable &
gauche,z-séationnaire & gauche (D et Dg ayant la néme table),et a est
z-net(g) car figure dans toute colonne.D vérifie donc les conditions

des théorémes ZSSg, Z5Sm, ZSSB et il en résulte que ces conditions

n'entrainent pas la condition "groupe avec zéro" car D n'est pas inteé
gre.A fortiori celles des théorémes Zng, 218, , 2185 .
D'autre part les conditions des théordmes 3Sg, 35,
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385 n'entrainent pas la condition "groupe*;l'addition d'un zéro aux
contre-exemples correspondants fournit des contre-exemples quil montrent
que les conditions de s théorémes 23S 4238, , Z3Ss n'entrafnent pas la
condition "groupe avec zéro" (prop.D.8.2).

Il reste les conditions des théorénes Z2Sg et Z7Sm‘
nous ignorons si ces conditions entrainent ou non la condition “grou-
pe avec zéro".

3.Addition de 1'intégrité.

Elle se fait comme au §.D.8 et ne souléve aucun pro-
bléme d'axiomatique & cause de la prop.D.8.2.,dont l'extension au cas
& ne souléve aucune difficulté & cause de la prop.I.F.5.1.

On obtient le tableau:

n° |conditions g=2 m b

7218 ::;ggzgglf z-simplif. & g. z-simplifiable z-simplifiable
z-noix z-n0ix & gauche z-noix z-noix
z-bijectif

228 z-ségaré groupe avec zéro | groupe avec zéro | groupe avec zéro
z-noix

238 z-injectif z-simplif. & g. z-simplifiable z-simplifiable
z—-transitif z~-simple & g. z-simple z-simple

248 :::ig;g:iff groupe avec zéro | groupe avec zéro | groupe avec zéro
—station.

Z58 . < groupe abélien groupe abélien

288" etec. groupe avec zero avec zéro avec zéro

Dans ce tableau,la condition d'intégrité est sous-
entendue.Les conditions des premiéres et troisidme lignzs ne définis-
sent pas des groupes avec zéro,d'aprés les résultats du §.C.2.

L'addition de 1l'intégrite présente de l'intérét
pour les théorémes ZSSg, ZSSm, ZSSB dont les conditions définissent
alors des groupes avec zéro,et peut-&tre pour les théordmes zzss et
Z7Sm.

4.Théordmes d'homomorphisme pour les groupes avec zéro.

Examinons d'abord ceux de ces théordmes ol ne figu-
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re pas l'hypothése d'un résidu consistant,donc obtenus & partir des
théorédmes du § 2.

Dans la théorie & gauche,on a,selon les énoncés,les
conditions suivantes sur H:
Z48_ : fort(g),non trivial(g),flou(g),loyal(g),translucide(g)
Z6S_ : parfait(g),robuste(g),flou(g),loyal(g)
278 _ fort(g),robuste(g?,non trivial(g),flou(g), translucide(g)

ZBSg ¢ fort(g),robuste(g),non trivial(g),flou(g),translucide(g),loyal(g)

0y 0o &

La condition du théoréme ZSSg est sans intérét.Il
reste trois théoreémes:

Théoréme 1. Tout homomorphisme de demi-groupes gui arrive
sur un groupe avec zéro est principal & gauche pour une partie H forte,
non triviale,floue & gauche,loyale(g) et translucide,et réciproguement;
et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire qui

ne s'envoie pas sur le zéro.

Théoréme 2. Tcut homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal & gauche pour une partie H par-
faite & gauche,médianement forte,floue & gauche et loyale(g),et réci-
proquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence nu-
cléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Théorénxe 3. Tout homororphisme de demi-groupes qui arrive

sur un groupe avec zéro est principal & gauche pour une partie H forte,

médianerent forte,non triviale,floue & gauche et translucide,et réci-
proquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nu-
cléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Dans la théorie médiane,on a deux énoncés donnant sur
H les conditions suivantes:
ZZSm : parfait(m),flou(m),loyal(m)
243 : fort(m),non trivial(m),flou(m),loyal(m),translucide(m) .
Théorédme 4. Tout homomorphisme de deni-groupes gui arrive

sur un groupe avec zéro est principal(m) pour une partie H médianement
parfaite,médianement floue et loyale(m),et réciproquement;et on peut

prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire qui ne s'envoie

pas sur le zéro.
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Théoréme 5. Tout homomorphisme de denmi-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal(m) pour une partie H médianement
forte,non triviale(m),médianement floue,loyale(m) et translucide(m),et
réciproquement;et on peut prendre pour H- toute classe de 1'équivalence
nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

On laisse de c86té les théorémes de la théorie bilaté-
re gul dcnnent sur H des conditions plus fortes.

Examinons maintenant les théorémes ol le résidu est
supposé compétement premier,qui proviennent du tableau du § 3. On ne
garde que les énoncés intéressants,ol l'additicn de cette condition
permet effectivement d'affaiblir les autres ccnditions imposées & H.

Dans la théorie & gauche,cn a deux énoncés,et,pour H:
Z2Sg : parfait(g),flou(g),loyal(g),W§ complétement premier
ZSSg : parfait(g),robuste(g),flou(g),Wﬁ complétement premier .

Théoréme 6. Tout homomorphisme de demi-groupes gui arrive

sur un groupe avec zérc est principal & gauche pour une partie H par-

faite & gauche,floue & gauche,loyale(g) et de résidu & gauche compléte-

ment premier,et réciproguenent;et on peut prendre pour H toute classe

de 1'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zérc.

Théoreme 7. Tout homomorphisme de deri-groupes qui arrive

sur un groupe avec zéro est principal & gauche pcur une partie H par-

faite & gauche,médianement forte,floue & gauche et de résidu & gauche

complétement premier,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute

classe de 1l'équivalei~e nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéroc.

Dans la théorie médiane,on n'a pas d'énoncé intéres-
sant concernant les groupes avec z€rc non nécessairement abéliens;de
méme dans la théorie bilatere.

On peut considérer les théorémes 1,6,7,5 comme les
analogues,dans lc cas "avec zéro",des théorémes 1,2,3,4 respectivement
du § C.3.Les conditions "net & droite" ou "totalement net" du § C.3
sont remplacées ici par des conditions non classiques,"loyal" ou "trans

lucide";le théoréme le plus remarquable & ce sujet est le 7,qui n'uti-
lise que des conditions classigues.



- 144 -
{V.THEOHEMES D' HOMOMORPHISME BILATERAUX EN THEORIE DES GROUPOIDESJ

k.Propriétés généralesJ

1l.Combinaisons possibles.

On se propose de donner des théorémes d'homomorphis—
me analogues & ceux du chapitre précédent,concernant les groupoides G
tels que,c et c¢' étant des c8tés pris parmi g,2,d,d,m,b 16, et G,
vérifient chacun une des conditions du chapitre III.

Proposition 1. On n'obtient aucun théoréme nouveau avec

c=2c'.

Les conditions du chapitre III se répartissent en
conditions "sans zéro" et conditions "avec zéro";la conjonction de
deux conditions de méme nature est une condition de méne nature,la
conjonction de deux conditions de nature différente est contradictoi-
re.

De méme on ne pourra pas accoupler une condition
sans zéro de clté g,8,m,b ,qui entraine la régle de simplification &
gauche,avec une condition avec zéro de c8té d,d,m,b ,qui entratne
1l'existence d'un zéro a droite.

Les mariages contre nature étant ainsi écartés,notre
intérét sera limité aux combinaisons g-d , 8-d , g-m de conditions

de méme espéce.Si c'est 1'espéce "avec zéro",les propriétés des grou-
poides font que le zéro est le méme dans les deux conditions et que
c'est un zéro de G.

2.Groupoides uniprincipaux de deux cbtés pour le méme élément.

Avec les notations du §.1,un homomorphisme de grou-
poides f arrivant sur G est principal(c) pour une partie H et princi-
pal(c') pour une partie H'.Nous nous intéressons particuliérerment au
cas ou H = H'.Comme on peut toujours prendre pour H (resp. H') une
classe de 1l'équivalence nucléaire de f provenant d'un élément net(c)
ou z-net(ec) (resp. c¢') de G,ce cas se présentera chaque fois que G
aura un élément & la fois net(c) et net(c') (ou z-net(c) et z-net(c'))
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gette circonstance se produit automatiquement chaque
fois qu'une condition de transitivité ou de z-transitivité est imposée
4 G. On a aussi les cas suivants:

Proposition 1. Dans un groupoide G = (E,T),une noix & gau-
che L et une noix & droite R se rencontrent.

En effet RTL CRANL .

Proposition 2. Dans un groupoide,l'idéal bilatére engendré
par une noix (resp. z-noix) & gauche est une noix (resp. z-noix);et,
s'il existe & la fois une noix (resp. z-noix) & gauche et une noix
(resp. z-noix),la seconde est 1'idéal bilatdre engendré par la premid-
re,donc la contient.

(On rappelle que les groupoides considérés dans ce cha-
pitre,s'ils ont un zéro(c),ont un zéro (§.1).)L'idéal bilatére engendré
par une noix (resp. z-noix) & gauche est un idéal bilatére non vide
(resp. non contenu dans{z}) évidemment minimum;la seconde assertion
résulte alors de l'unicité de la noix (resp. z-noix) si elle existe.

Proposition 3. Dans un demi-groupe D = (E,.),une noix (resp.
z-ndx) & gauche est une ncix (resp. z-ndx);s'il edste une ndx (resp. z-ndy
& gauche et une ndX (resp. z-ndx) & droite,elles sont égales.

Soit L une noix (resp. z-noix) & gauche;c'est en par-
ticulier un idéal & gauche minimal (resp. z-pinimal);par suite,pour tout
x €E, Lx est un idéal & gauche nminimal (resp. z-minimal ou égal 2 {z})
(CLIFFORD et PRESTON[G],p.69,lemme 2.32);et Ix € L .L est donc un idéal
bilatére,donc évidemment une noix (resp. z-noix).La derniére assertion
résulte alors de l'unicité de la noix (resp. z-noix) si elle existe

(dans le cas sans zéro,cf. aussi CLIFFORD et MILLER (5)).

Dans un groupoide gquelcongue,il peut exister une z-
noix & gauche et une z-noix & droite,d'intersection réduite & z.Ceci
arrive aussi dans un groupoide z-séparé (g) et (d),comme le groupoide
suivant G,de support E = {a,b,c,z},dont la loi T a pour table
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Ylabecg
ajla b z z
blz z b z
clz a z 2
z|lz z2 z 2

Les idéaux & gauche sont @,{z},{a,2},{a,b,2}, E ;1les idéaux A droite,
ﬁ,{zb{b,z},{a,b,z},E .{a,z} est donc une z-noix & gauche, {b,z} une z-
noix & droiteyet leur intersection est réduite & z. G est z-séparé (g)
et (d).

Il est néanmoins des conditions qui impliquent qu'une
z-noix & gauche et une z-noix & droite ont une intersection non trivia-
le (par exemple,l'associativité).De plus

Proposition 4. Dans un groupoide intégre,une z-noix & gau-

che et une z-noix & droite ont une intersection non réduite a z.

Ceci résulte de la prop.l.

Les prop. 1,2,4 permettent,avec les propriétés des
noix cu z-ncix,de trcuver un élément pour lequel G scit uniprincipal de
deux cétés dans les cds suivants: combinaiscns g-m ,cas sans zéro et
avec zéro (car un élérment net(g) cu z-net(g) est aussi net(g) cu z-net
(g));corbinaiscns g-d ,cas sans zérc,cas avec zéro si intégre;ccrbinai-
sons g-d dans le seul cas asscciatif (prcp.}),avec cu sans z<ro.

Dans les autres cas,la ccnditicn imposée & G sera un
peu plus forte que la ccnjcnction des deux conditicns de théorie des
tas,car cn demandera que G ait un élérent & la fois net (g) et net(d),
ou z-net(g) et z-net(d),ou z-net(g) et z-net(d).
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3.Parties symétriques.

Soient G = (E,T) un groupeiquEQ(E),qc' deux cdtés.

Définition 1. H est dit c~c'-symétrique (ou symétrigue si
c-c' = g-d ) si et seulement si 2% = 25 .

On prendra garde que la définition d'une partie sy-
rétrique dans un demi-groupe ne coincide pas exacterent avec la défi-
nition classique introduite par DUBREIL[44],puisque nous n'imposons pas
1'égalité des résidus & gauche et & droite.lLes deux notions coincident
toutefois dans les cas usuels (prop.3).

Prposition 1. Pour une partie e-c'-symétrique,
p-fort-g(c) &< p-fort-g(ec').

Ceci résulte de la prop.II1.D.8.1.

Proposition 2. Si H est symétrique et sous-stabilisant (g)
et (d),et si W%, W% sont non vides,ils sont égaux.

Wﬁ est alors un idéal & gauche,et Wﬁ un idéal & droi-
te,non vides;donc ils se rencontrent,puisque W%'r Wﬁ gwﬁnwﬁ .Et,com-
me ce sont deux classes de Eﬁ = ?g ,ils sont égaux.

Proposition 3. Si H est g-d-symétrique,fort(g) et fort(d),
(ou si W§, Wg sont non vides) Wﬁ = Wg .En particulier,dans un demi-grou-
pe,si H est fort et symétrigue, W& = ng;

Si W% et Wg song non vides,ils sont égaux corre & la
prop.2.Supposons donc Wﬁ =g, Wy 'y (l'gutre‘cas étant dual).

W, est alors classe de P% = Pg set,H étant fort(g)
et net(g),il existe Y € &(6) tel que W3 = H .' Y.Et,si weWy,
wTE C Wy ,donc YY,E SH et H .'YY, = E ,en sorte que E est classe
de Pﬁ = ?% ,et gque Wg = E ; H est donc trivial(d),par suite trivial(g)
(prop.IV.A.2.5),et Wi = E ,ce qui est absurde.

Proposition 4. Si H est g-m-symétrique et sous-stabilisant
(g),et si Wﬁ, Wﬁ sont non vides,ils sont égaux.

W étant un idéal bilatére,l'égalité se démontre
H
comme celle de la prop.2.

Proposition 5. Si H est g-m-symétrique,fort(g) et fort(m)

(ou si wﬁﬂ sont non vides), W%:Wmﬂ_. '
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En particulier,dans un demi-groupe,si H est g-m-symétrique,fort et
médianement fort, W& = Wg_:

Si Wﬁ, Wﬁ sont non vides,ils sont égaux comme & la
prop.4.Supposons dcnc l'un vide et 1l'autre non.

Si Wg g et Wm #9 , H est net(g) et non net(m),ce
qui est absurde. . .

Si Wﬁ 7 0 et Wg P, % est classe de 2§ = 23 yet,
comre H est fort(m) et net(m),ll existe ve,m(G) tel que Wg = H . p
Si wew , Etw CWH et PS E = \;(ETW) C H ,de sorte que E = H .° ‘xsw
est classe de Q = PH set que W% = E ; H est donc trivial(g),par sui-
te trivial(m) (pr0p IV.A.2.6),et Wm = E ,ce qui est absurde.

Il résulte des prcp. 3 et 5 que,pour une partie
g-d-symétrique,forte(g) et forte(d), net(&) équivaut & net(d) ;que,
pour une partie &-m-syhétrique,forte(g) et forte(m), net(g) égquivaut

I

4 net(m) .

Proposition 6. Dans un deni-groupe,si H est symétrique,
parfait(g) < parfait(d).

Si H vérifie une des deux conditions,il est fort et
non videj;pour un tel H, p-fort-g(g) et p-fort-g(d) sont égquivalents
(prop.l),disjoint de Wﬁ et disjoint de Wg scnt €quivalents (prep.3).
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!i.GroupoIdes sans zéro avec condition bilatéralel

1.Conditions faisant 1'objet de théorémes d'homomorphisme.

Elles s'écrivent immédiatement & partir du tableau
du §.IV.B.6 et des remarques suivantes:un quasi-groure est un groupoi-
de bijectif (g) et (d);un groupoide injectif(g) est stationnaire(d)
et un groupoide surjectif(g) est transitif(d) et réciproquement (prop.
IV.B.4.3 et IV.B.5.2).

Les conditions ol ne figure pas de transitivité sont

parfois légérement renforcées comme expliqué au §.A.2.

Corbinaisons g-d
‘‘‘‘‘‘ I3 inj. élt?net%ij. élt.neff inj. trans.pbij. trans.
A . . . simplif. simplif.
z?%ectlg s il?plli'd) quot. & g. | quot. & d. jguasi-groupe
- ne -n.lg e élt.net(d) | é1t.net(g)
. . simplif. simplif.
?i%eCttf quot. & d. quasi-groupﬁ quot. & d. jquasi-groupd
elt.ne élt.net(g) élt.net(g)
injectif simplif. Simpl;f. dq
N quot. & g. | quot. 8. [quasi-groupeguasi-groupe
transitif | &1¢.net(d) | é1t.net(d)
:;gg:;iff quasi-group uasi-group%quasi—groupePuasi—groupﬁ
Combinaisons &-d
~__ 4 Hinj. & noix{bij. & noix| inj. trans.| bij. trans.
Lo if simplif. simplif. simplif. simplif.
injecti noix a g. quot. & g. | simple & d.| quot. & g.
noix noix & d. noix & d.| noix & g. | simple & d.
A simplif. simplif.
bijectif quot. & d. quaei-group# quot. & d. fquasi-groupe
noix noix & g. noix & g.

. . simplif. simplif. simplif. simplif.
inJec?lif pimple 4 g. | quot. & g. | simple & g.| quot. & g.
transit noix & d. | noix & d. | simple & 4. simple & d.

i jectif simplif. simplif. )
bijectid quot. & d. lquasi-groupe quot. & d. quasi-group
transitif simple & g. simple & g.|
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Conbinaisons g-m

g m linj. & noix [pij. & noix [inj. trans. [bij. trans.
- . implif.
injectif simplif. . sin
p ‘ quasi-group simple [quasi-grcupe
élt. net élt.net(g) é1t.net(g)

. simplif. J simplif.
2i%e°;:§ quot. & d. (Quasi-groupe quot. & d. huasi—groupa

. élt.net(g) élt.net(g)

injectif simplif. . simplif. .
transitif quot. & g. [JUBSI-ETOUPE 04 3 g, [AUasSi-groupd
2;g;g;i§f quasi—groupebuasi-group uasi—groupeﬁuasi-group4

On notera que toute condition de stationnarité est
exclue de ces tableaux.Pour le premier,la simplifiabilité entrafine
la stationnarité (g) et (d)Pour le troisidme aussi,la condition sta-
tionnaire(g) n'est pas & considérer;la condition stationnaire(m) équi-
vaut (prop.IV.B.5.3) & l'associativité et commutativité:voir §.C.A.

Pour le second tableau,les conditions stationnaire(#)
et stationnaire(%%a%igjoutent simplement aux autres;on se souviendra
toutefois qu'un tas injectif stationnaire & noix est bijectif et tran-
sitif.

La structure des quasi-groupes stationnaires (g) ou
(d) est précisée par la prop.IV.B.5.6.Le second tableau introduit des
quasi-groupes stationnaires (&) et (d),dont on peut dire que:

Proposition 1. Un quasi-groupe stationnaire (&) et (d)

est un groupe,et réciproquenent.

On a noté,(prop.IV.B.5.6,dém.) qu'un quasi-groupe
stationnaire(g) & un élément unité & gauche jdonc,s'il est aussi sta-
tionnaire(d),c'est un groupe (prop.IV.B.5.4);la réciproqueest triviale

Le groupoide du §.III.C.3 est simplifiable,vérifie
l'axiome d'existence des quotients & gauche,est simple & droite et a
des éléments nets(b),mais n'est pas un quasi-groupe.Il en résulte que
les conditions écrites dans les tableaux d-dessus,sauf la condition
"yuasi-groupe"),qui sont vérifiées par ce groupoide,n'entrainent pas la
condition "quasi-groupe".Ce groupoide n'est pas stationnaire(g) ou (d)
et il se peut que certaines des conditions non écrites entrafnent la
condition "quasi-groupe".
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2.Théorémes d'homomorphisme pour les gquasi-groupes,

Prenons d'abord les théordmes g-d.

Notons d'abord que les conditions imposées & un grou-
poide G dans le tableau du §.1 pour qu'il soit un quasi-groupe sont
redondantes.C'est ainsi que,si Gg et Gd sont bijectifs,G est un quasi-
groupe.Par suite,soit f un homomorphisme de groupoides arrivant sur G,
principal (g) (donc (d)) pour une partie H symétrique,forte(g) (done
(a)) stabilisante (g) et (d) et bifranche (g) et (d) (donc nette (g)
et (d)) ; Gg et Gy sont en ce cas injectifs (prop. II1.D.6.6 et IIT.A.1.2)
et surjectifs (lemme III.D.2.1), et G est un quasi-groupe. Or, d'aprés
le théoreme 2_~2_, tout homomorphisme de groupo¥des arrivant sur un qua-
si-groupe est principal (g) et (d) pour une partie H, ipso facto symé-
trique, parfaite-nette-bifranche (g) et (d), et 1'on peut énoncer :

Théoréme 1. Tout homomorphisme de groupoides qui arrive
sur un quasi-groupe est principal (g) (donc (d)) pour une partie H

symétrique,forte(g) (donc (d)),stabilisante (g) et (d),bifranche (g)
et (d),et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de

1'équivalence nucléaire.

La derniére assertion sur H résulte de ce que tout
élément d'un quasi-groupe est net (g) et (d)-

De méme,si G_ est bijectif-transitif,et Gd injectif,
G est un quasi-groupe.Par suite,soit f un homomorphisme de groupoides
arrivant sur G,principal(g) (donc(d)) pour une partie H symétrique,
forte(g),stabilisante(g),claire(g),bifranche(g) (donc forte(d) et
nette(d)) et stabilisante(d);G_ est en ce cas bijectif transitif (thé-
oréme 4) et Gy injectif (prop. II.D.6.6 et III.A.1.2),et G est un qua-
si-groupe.Or,d'aprés le théoreme 4g—ld,tout homomorphisme de groupoi-
des arrivant sur un quasi-groupe est principal (g) et (d) pour une
partie H,ipso facto symétrique,forte-stabilisante-claire-bifranche (g)
et parfaite-nette (d),donc stabilisante(d);et 1'on peut énoncer:

Théoréme 2. Tout homororphisme de groupoides qui arrive
sur un quasi-groupe est principal (g) (donc (d)) pour une partie H
symétrique,forte(g) (donc (d)),stabilisante (g) et (d),clair (g) et

bifranche(g),et réciproquement;et cn peut prendre pour H toute classe
de 1'équivalence nucléaire.
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On a bien entendu 1'énoncé dual.
Enfin 1'énoncé 3g-3d donne immédiatement

Théor2me 3. Tout homomorphisme de groupoides qui arrive
sur un quasi-groupe est principal (g) (donc (d)) pour une partie H

symétrique,forte(g) (donc((d)),stabilisante (g) et (d),claire(g) et (4)
et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équiva-
lence nucléaire.

En effet net (g) et (d) et translucide(g) équivaut
a clair(g) ,puisque net(d) équivaut & franc(g).

Enfin, tout autre énoncé du tableau des combinaisons
g-d donne sur H des conditions plus fortes que l'une des conditions des
théorémes précédents.

Pour les théorémes &-d,on procéde de la méme fagon;
le théoreéme 2§—2a,et le méme raisonnement direct que pour le théoréme
1,conduisent au

Théoreme 4. Tout homomorphisme de groupoides gqui arrive

sur un quasi-groupe est principal (8) (donc (d)) pour une partie H

8-d-symétrique,forte (8) et (d),franche (2) et (d),et réciproquement;

et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire.

Pour les théorémes g-m,les énoncés ou Gm est suppos
bijectif au mcins ne donneront pas,méme avec un raiscnnement direct,
des conditions sur H plus faibles gque celle du théoréme IV.B.7.1.( &
savoir forte(m) et franche(m)).Le thécréme 4g—1m,et un raisonnement
direct analogue & celui du théoréme 2,donnent pour H les conditions:
g-m-symétrique,forte-stabilisante-claire-bifranche (g) (donc nette(m))
et forte(m);on a un apport important de conditions ncuvelles pour un
gain que l'on peut estimer faible sur la condition de netteté.’

On peut,par des procédés analcgues & ceux du §.IV.
B.7,déduire de ces théorémes des théorémes d'homomorphisme pour les
boucles,ou des propriétés des quasi-groupes.
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Ié.Demi-groupes sans zéro avec condition bilatéralej

1l.Conditions faisant l'objet de théorimes d'homomorphisme.

On les a tout de suite avec la:

Proposition 1. Un semi-groupe ayant un élément net d'un
c6té est un groupe,et réciproquement.

Soit h un élément net & gauche du semi-groupe D = (E,.)
I1 existe e €E tel que eh = h j;de eeh = eh résulte ee = e ,et,D
étant un semi-groupe, e est élément unité (pour tout x E, eex = ex
entraine ex = x ,et xee = xe , xe = x ).D'autre part,il existe h€E
tel que h'hh = h = eh ,donc que h'h = e ;et e est net & gauche (prop.
III.B.1.4),donc D est un groupe.La réciproque est triviale.

I1 en résulte que toutes les cases des tableaux de
combinaisons g-d et g-m sont occupées par des groupes.(éventuellement
abéliens en présence de la condition "stationnaire(m)").

2.Théorémes d'homomorphisme pour les groupes.

Pour les théorémes g-d,il résulte immédiatement du
théoréne B.2.1 (ou B.2.4),ou on démontre de la méme fagon,que

Théoréme 1. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe est principal & gauche (donc & droite) pour une partie
H symétrique,forte et nette & gauche (donc & droite),et réciproquement;
et on peut prendre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire.

Ceci est le théordme de DUBREIL[44)et CROISOT( 8 )rap-
pelé dans 1l'introduction;a ceci prés que la notion de partie symétrique
de 1l'énoncé ci-dessus est plus faible,ce qui permet d'améliorer un peu
1'énoncé classique au moyen de la prop.A.3.3.

Pour les théorémes g-m,l'énoncé B -Ih donne pour H
les conditions: g-m-symétrique,fort(g),fort(m),p-fort-g(m) (donc (g)),
net(m) (donc (g),prop.A.3.5);réciproquement,si un homomorphisre de de-
mi-groupes arrivant sur D est principal(m) pour une partie H forte(m),
p-forte-g(m) et nette & gauche,D est injectif(m),et D contient un é1é-
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ment net & gauche,image de la classe contenant H; donc c'est un § Toupe
(prop.l) et il vient

Théoréne 2. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe est principal(m) pour une partie H médianement forte,p-
forte-g(m) et nette & gauche,et réciproquement;et on peut prendre pour
H toute classe de 1l'équivalence nucléaire.

Ceci est un théoréme de CROISOT[8];dans 1'énoncé o-
riginal,"bilatérement parfait" était mis pour “fort(m) et p-fort-g(m)",
rais ces conditions sont trivialement équivalentes pour une partie mé-
dianement nette.

Les autres thécrémes g-d (resp. g-m) dcnnent pour H
des conditions plus fortes que celles du théoréme 1 (resp. 2).

iﬁ.GroupoIdes avec zéro et ccndition bilatéraqu

1.Conditions faisant l'objet de théorémes d'homcmorphisme.

N

Elles s'écrivent immédiatement & partir du tableau
du §.IV.D.7,en utilisant les remarques suivantes: un groupoide z-tran-
sitif(g) est z-surjectif(d) (prop.IV.D.5.5);et

Proposition 1. Un groupoide z-simplifiable & gauche est

z-stationnaire(d).

Si G = (E,r) est un tel grcupoide,pour tous a,b,c,d €E
atc =atd £z = ¢ =d =% brc = bvd .

Les tableaux ci-dessous sont faits avec les conven-
tions habituelles,sauf que les éléments z-nets qui y figurent sont

supposés implicitement différents de z.Certaines conditions ont été

renforcées,comme expliqué au §.A.2,en supposant l'existence d'un élé
ment z-net (g) et (d).
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Combinaisons g-d

g a z-injectif |z-bijectif |z-injectif |z-bijectif
dt.z-net # z |dt.z-net £ z |z-transitif |z-transitif
z-simplif.
A z-simplif. | z-simplif. s1imp
z-injectif | z-simplif. | * S z-surject d)
4k.z-netf z |é.z-n.(gkd) .:E:szzé§)é; :E:2§Zé?)z trans. (d;
. dt.z-net(g
z— z-simplif. z-simplif.
z-bijectif z_siiﬁzi%f‘ z-suraect(g)z_gizizl%g‘ z—-surjectd)
dt.z-netf z [~ " (g&d z-suzjectdd) ", * 0 g z-trans.(d)
. é.z-n.(g&d) . etL&) 14t . z-net(g)
—ind . z-simplif. | z-simplif. | z-simplif. | z-simplif.
Z_igiﬁ::tgf z-trans.(g) |z-trans.(g) |z-trans.(g) |z-trans.(g)
dt.z-net(d) |dt.z-net(d) |z-trans.(d) {z-trans.(d)
z-8implif. | z-simplif. : . . R
z-bijectif [z-surjectg)lz-surject g) z;s1mp1%f5 z-simplif.
z-transitif [z-trans.(g) |z-trans.(g) [Z_CT20S-1& z-trans. (g)
4t .z-net(d) Mt.z-net(d) z-trans.(d) |z-trans.(d)

Combinaisons g-d

. . - .~ |z=-inj if (z-bijectif
s |z-injectif |z-bijectir |2 inJectif ,z-biject
& a |? i e z-séparé iz—-séparé
S net £ z |dt.z-nev £ z p.z-simple |p.z-simple
. . z-simplif.
—simplif. z-sinplif. z-86ép. (g&d)
z-injectif | z-simplif. : ztggect(d z-56ép. (gkd) |278EP -\ &
< z - b z-surjectd
dt.z-nets# z |é.z-n. %g&d) é.z-n" (g&d) z_gogimglz-cz_slmple a
z-noix a g.
. . . z-simplif.
g-simplif. z—simpllf. z—s%mpllf. _ .
éfbiJeCtif -surgect ) —surqectig z-86p.(g&kd) Z—:ﬁgjggigé
t.z-netfz (g, (g&xf z-surjectqd)z-sinple d z-simple d

é.z-n.(g&d)

z-noix & g.

z-noix & g.

z-injectif
z—-séparé
p.z-simple

z-s8implif.
z-sép. (g&d)
z-simple g
z-noix & 4%

z-simplif.
z-5ép. (gkd)
z-simple g
z-noix & d.

z-simplif.
z-sép.(g&kd)
z-sinple g
z-simple d

z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple g
z-simple d

z-bijectif
z-séparé
p.z-simple

z-simplif.
z-5ép.(g&d)
z-surjectqg)
z-simple g

z-noix & d.

z-8implif.
z-s5ép.(gkd)
z-surject g)

z-sinplif.
z-5ép. (g&d)
z-simple g

z-simple g
z-noix & d.

z-simple d

z-simplif.
z-8ép.(g&d)
z-simple g
z-simple d
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Combinaisons g-m

T~ & lz-injectif [z-bijectif [|z-injectif |z-bijectif
dt.z-net £ z |dt.z-net £ z [z-transitif |z-transitif
_ R . z-s8implif.
o ) p-simplif. |7 simplif. -simplif. _ p
z-injectif Iz-seerzfi) z-séparé(m) z-séparé(m) :~:§£?§§i§i)
dt.z-net ¥ z e.z-net(g) z-surject {m)jz-simple Z-simble
t.z-net(g) [@t.z-net(g) éx.z—get(g)

z-simplif.

z-simplif.

z-simplif.

-simplif.)

z-bijectif |z-surjec.(g)lz-surjec.(m)F " ScPareinl z-séparé(m)
dt.z-net # z |z-séparé(m) |z-séparé(m) ::z;a;c.(g)z—szrjgc.(m)

dt.z-net(g) |61.z-net(g) <1 D_e Z~-simple
.z-net(g) |é1t.z-net(g)

) z-simplif. |z-simplif. -simplif. |z-simplif.
z-1njectif |z-séparé(m) [z-séparé(m) —séparé(m; z~séparé(m)
z-transitif |z-trans.(g) [z-surjec.(m)z-trans.(g) |z~surjec.(m)
z—-trans.(g) z~trans.(g)

) ) z-simplif. |z-simplif. -simplif. |z-simplif.
z-bijectif |z-séparé(m) |z-séparé(m) |z-séparé(m) |z-séparé(m)

z-transitif

z-surjec.(g)lz-surjec.(m)
z-trans. (g) |z-trans;(g)

~surjec.(g)lz~surjec.(m)
-trans.(g) |z~trans.(g)

Les conditions de z~stationnarité ne figurent pas
dans ces tableaux.Dans le tableau des combinaisons g-d,ellesn'ont pas
& figurer (prop.l).Dans les deux autres,elles se rajoutent simplement
aux autres conditions.

Le groupcide ci-dessous vérifie toutes les conditi-
ons du tableau g-d et n'est pas un quasi-groupeavec zéro.Son support
est 1l'ensemble N des entiers naturels,positifs ou nul,et sa loi T ,dont
la table comnence par

710123456 ...
oJ]oooo0o0o00
1]0]0 1 2 3 4 5
2|01 0 325 4
3lo0|1230167
4101321076
5|]0]14 56 701
6|05 47610

est définie,comme celle du groupoide du §.III.C.3,par la donnée des
Orn = n10 = 0 et 1lrn = ntl = sup(n-1, 0)

produits pour tout n ,
et par le méme axiome ii),mais appliqué seulement aux produits de nom-

pres non nuls (dans le prolongement de la table,on ne tient pas comp-
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te de la ligne ni de la colonne de 0).

Ce groupoide est abélien,et cn montre,comme au §.
ITI.C.3,que tout élément de N figure une fois"et (sauf 0) une seule
dans toute ligne,et dans toute colonne (sauf celles de O);ce groupoide
est donc z-simplifiable,z-transitif(g) et z-transitif(d).Ce n'est pas
un quasi-groupe avec zéro car il n'est pas intdgre.

Ce groupoide G,étant abélien,est tel que H(G) = &(G);
il est donc z-injectif(ﬁ),z-surjectif(ﬁ),z-transitif(ﬁ);comme il est
z-séparé (g) et (d),il est z-séparé(m) et est aussi z-injectif-z-sur-
jectif-z-transitif (m),fournissant ainsi les contre-exemples annoncés
au §.IV.D.7.

Il est probable que de méme les conditions des tabd
leaux g-d et g-m ne définissent pas un quasi-g¢roupe avec zéro.Le grou—
poide ci-dessus vérifie les plms fortes des conditions écrites de ces
tableaux,mais n'est pas z-stationnaire(g) car

ViVl =¥ 2 =1 =Yl s VY32 = Y33 =240 =Y,2
il n'est donc pas z-stationnaire (d),(m) ou (b);on se consolera en

remarquant que ces conditions ne résultent pas des autres dans un grou-
poide avec zéro.

2.Addition de 1'intégrité.

Les groupoides obtenus sont ceux qui résultent de
1'adjonction d'un zéro & ceux du §.B.1l.

h.Demi—groupes avec zéro et condition bilatérang

1l.Ccnditions faisant 1'obget de théorénes d'homororphisne,

Elle s'écrivent immédiatement & partir du tableau du
§.IV.E.2 'et des propositions suivantes:

Proposition 1. Un demi-groupe z-injectif(g),z-transitif(g)

et z-injectif(d) est un groupe avec zéro,et réciproquement.

Un tel demi-groupe est z-stationnaire(g) (prop.D.1.1l)
donc c¢'est un groupe avec zéro (prop.IV.E.2.1).Laréciproqueest Triviale
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Preposition 2. Un demi-groupe z-bijectif(g),z-séparé(g),
z-noix(g) et z-injectif(d) est un groupe avec zéro,et réciproquement.

Un tel demi-groupe est z-stationnaire(g),et cela ré-
sulte de la prop.IV.E.2.2.

I1 résulte de ces propositiocns que toutes les condi-
tions du tableau g-d,sauf peut-&tre celle du théordrne Zng—ZlSd,scnt
équivalentes & la conditicn "groupe avec zéro".

Proposition 3. Un demi-groupe z-injectif(g),z-transitif(g),
z-injectif(m) et z-séparé(m) est un groupe avec zéro,et réciproquerent.

I1 est en effet z-injectif(d).

Proposition 4. Un demi-groupe z-injectif(m),z-transitif(r)
et & z-noix(g) est un groupe avec zérc,et réciproquerent.

la z-noix(g) est une z{noix(d) (prop.A.2.3),donc un
tel demi-groupe,étant z-séparé(g),est z-transitif(g);la propcsition ré-
sulta alors de la prop.3.

I

Enfin un demi-groupe z-bijectif(m),z-séparé(m) et &
z-noix(m) est un grcupe avec zéro,et réciprcquerent (prop.IV.E.2.4).

I1 résulte de ces propositions que tcutes les ccndi-
tions du tableau g-m,sauf peut-&tre celles des théorémes Zng—ZlSm,
Zng—ZSSm, Z58 —lem, ZSSg-ZSSm ,scnt équivalentes & la condition 'frou-
pe avec zéro" %ou "egroupe abélien avec zérc" en présence de "z-staticn-
naire(m)").

Les tableaux ci-desscus cnt é1¢ concentrés de ranidre
& mettre en évidence les conditiocns plus faibles.Celles-ci n'ont pas
bescin d'@tre renforcées en vue d'obtenir des éléments synmétriques
(prop.A.2.3).
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~-injectif
g d -séparé plus fortes
-noix
z-injectif -simplifiable
z-séparé -séparé(g et d) groupe avec zéro
Z-noix -noix (g et d)
plus fortes kroupe avec zéro oupe avec zéro

Conbinaisons g-m

z-injectif g-indectis
g m |z-séparé e tationnaire plus fortes

z-noix -

Z-noix
z-injectif |p-simplifiable [27S gﬁ},ﬁf % zbtfc a)
z-séparé z-séparé (g eﬁ d) z-stationnaire(m) | 8T0UPe avec zéro
Z-noix z-noix & gauche |7 0y gauche (évt. abélien)
z-injectif |z-simplifiable z-simplifiable
z-séparé z-séparé (g et d) [z-séparé (g et d; groupe avec zéro
z-station. [z-noix & gauche [|z-stationnaire(m (évt. abélien)
Z-noix z-noix & gauche
plus fortes |groupe avec zéro Froupe avec zéro | groupe avec zéro
(évt. abélien) (évt. abélien) (évt. abélien)

Le demi-groupe du §.IV.E.2 est z-injectif-z-séparé-
z-stationnaire-a-z-noix (g),(d),(m) et (b),et ce n'est pas un groupe
avec zéro.Les conditions les plus faibles des tableaux ci-dessus n'en-
tratnent donc pas la condition “groupe avec zéro".

2.Addition de l'intégrité.

Les. demi-groupes obtenus sont ceux qui résultent de
l'adjonction d'un zéro & ceux du §.C.1.Ce sont donc des groupes avec
zéro (éventuellement abéliens en présence de la condition "z-station-
naire(m)%).

3.Théorédmes d'homomorphisme pour les groupes avec zéro.

Examinons d'abord les théorémes g-d,en premier ceux
ol 1'intégrité de 1'image n'est pas explicitement supposée.
En prenant des conditions minimales sur l'image,on
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ccnsidére les énoncés suivants,donnant pour H les conditions:

Zng-Z2Sd ¢ syrétrique,parfait(g),flou(g)
parfait(d),flcu(d),loyal(d)

Zng-—Z3Sd : symétrigue,parfait(g),flou(g)
fort(d),non trivial(d),flcu(d), translucide(d)

Zng—ZSSd : synétrique,parfait(g),flcu(g)
parfait(d),flou(d),rcbuste(d).

Les conditions du prenier énoncé peuvent &tre ampu-
tées de "parfait(d),flou(d)" puisque H est fort et symétrique.Il vient:

Thécreme 1. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive

sur un groupe avec zéro est principal & gauche (donc & droite) pour une
partie H symégrique,parfaite & gauche,floue & gauche et loyale(d),et
réciproguenent;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence

nucléaire gui ne s'envcie pas sur le zérc.

Les conditicns du seccnd éncncé peuvent &tre agffai-
blies en : synétrique,fort,flou(g),non trivial,translucide(d),puisque
1'éncncé Z3Sg—Z3Sd pernet de choisir ainsi H.

Théoradme 2. Tcut homomorphisme de demi-groupes gqui arrive

sur un groupe avec zéro est principal & gauche (dcnc & droite) peour une
partie H synétrigue,forte,ncn triviale,flcue 2 gauche et translucide,et
réciproquerent;et on peut prendre pour H tcute classe de 1'éguivalence

nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zérc.

Les conditions du trcisiéme éncncé peuvent &tre ampu-
tées de "parfait(d),flou(d)" puisque H est fort et syrétrigque;d'ou

Théoréme 3. Tcut homomorphisme de deri-groupes gqui arrive

N

sur un g¢rcupe avec zérc est principal & gauche (dcne & drcite) pour une

partie H symétrique,parfaite & gauche,floue & gauche et nédianerent

forte,et réciproguerent;et pn peut prendre pour H toute classe de 1'é-

quivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Veyens maintenant les énoncés ol l'inage est suppesée
explicitenent intégre.La conditicn la plus faible sur H est donnée par
1'énoncé 2Z1S -Z184 et c'est: symétrique,parfait(g),flou(g),parfait(d),
flou(a) (ces deux dernidres conditions pouvant &tre supprimées puisque
H est fort et synétrique),et Wﬁ::wg cpmplétenent prenier.
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On peut supposer que H est seulement symétrique,fort,
flou et non trivial,et que W = wg = Wg est complétement premier.

En ce cas Wﬁ = W; soient x,y des éléments quelccnaues
de E; si weW, xweW, et xwy€H est impossible,donc wew“‘; récipreque
nvent,si wew‘“,et si a€E-W, xwa€H est impossible,donc wae€W ,et
weEW .

Par suite H est loyal(g);car si a,b,u,v,y €E sont
tels que ay€H, ubv€H ,alors a¢W, b¢w§ =W ,dcnc ab¢W et il
existe x€E tel que abx€H .De méme H est loyal(d).

Le demi-groupe ol arrive l'homomcrphisne considéré a
un zéro z et est z-injectif;d'aprés le lemme II.F.2.1, il est z-surjec-
tif (g) et (d).Comme il est intégre,c'est un groupe avec zéro (§ 2).Et
on peut énoncer:

Thécréme 4. Tcut hcmonorphisce de demi-groupes qui arrive

sur un groupe avec zéro est principal & gauche (donc & drcite) pmur une

partie H symétrique,forte,non triviale,floue & gauche et de résidu &

gauche corpléterent premier,et réciprcquement;et on peut prendre pcur H

toute classe de l'équivalence nucléaire qui ne s'envcie pas sur le zéro.

Ce théoreme est un théoréme classique de F. DUPREIL
[ll] et R. CROISOT [7],légérement amélioré par l'erploi d'une noticn de
partie syrétrique plus faible,et la prop.A.3.3.I1 est difficile de sa-
voir si l'erzploi de la thécrie des tas a réellement raccourci la dé-
monstraticn de ce théoréme;on notera qu'il se déduit trés facilerent,
rais non immédiatenent,de la thécrie générale.

Contentons-nous,pcur les théorémes g-m,du cas inté-
gre;l'énoncé Z1S —ZlSm dcnne alors pcur H les conditions: g-m-symétri-
que.parfait(g),flou(g),parfait(m),flou(n),WE ccnpléenent prerier.

Procédant comme pour le théoréne C.2.2,suppcsons seu-
lement H parfait(m),flou(m),wg c Wﬁ et Wﬁ corplétement prenier;le deni-
groupe ol arrive 1'homomorphisme ccnsidéré a un zérc z,est z-injectif,
et la classe contenant H s'envoie sur un élément z-net(g);corme il est
intégre,c'est un grcupe avec zéro (prop.C.l.l),et on peut ¢ncncer:

Théorcme 5. Tout homomcrphisme de deni-groupes gui arrive




- 162 -

sur un groupe avec zéro est principal(m) pour une partie H médianement
parfaite,médianement floue,dont le résidu médian est compldtement pre-
mier et contient le résidu & gauche,et réciproquement;et on peut oren-
dre pour H toute classe de 1l'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas
sur le zéro.

Ce théoréme est analogue au théoréme C.2.2; l'affai-
blissement des conditions sur H s'est d'ailleurs opéré de la méme fagon



Terminons par une remarque non dépourvue d'importance.

Nous ne nous sommes pas préoccupés,dans ce qui précd-
de,du probléme de la recherche des'groupoides ayant telle propriété et
qui sont images homomorphes d'un groupcide donné (par exemple,recherche
des groupes images homomorphes d'un demi-groupe).Les théorémes fournis
par la théorie des tas permettent cependant de réscudre ce prcbléme,
chaque fois que la condition imposée au groupoide recherch& fait 1'ob-
jet d'un théoréme d'homomcrphisme.

Supposons que tout hcmomorphisme de groupoides qui
arrive sur un groupoide ayant la propriété P soit principal(c) pour une
partie H soumise aux conditions C,et réciproguement.Alors:

la recherche des groupoides images homomorphes du
groupoide donné G = $E,v),et ayant la propriété P,équivaut & celle des
parties H de E wémifiant les conditions C et telles quezfgsoit compa-—
tible;

la recherche des demi-groupes images homomorphes de G
et ayant la propriété P équivaut & celle des parties H de E vérifiant
les conditions C et telles que zg soit compatible et associative (une

équivalence R sur E est asscciative si 1l'on a identiquement
xr(yrz) R (xTy)vz ).

Les conditions supplémentaires impcsées & H par 1'in-
temnédiaire de Pﬁ sont faciles & exprimer élémentairement,surtout si H
est fort(c).la condition d'associativité est vérifide trivialement si G
est un demi-groupe.la condition de compatibilité est vérifide triviale-
ment quand ¢ = I ou B,et quand les conditions C entralnent que H est
g-m-symétrique,ou &-d-symétrique;des propriétés de compatibilité de.@ﬁ
peuvent aussi &tre déduites de la prop.Il.G.2.2.Hormis ces cas,la re-
cherche des groupoides,ou demi-groupes,images homomcrphes de G,et ayant

N

la propriété P n'équivaut pas & celle des parties de E vérifiant C.
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Index terminologique.

c-admissible (loi de composition interne —— sur un tas)

annulateur & gauche (dans un groupoide & zéro(c))
associée (application —— & une surjection)
(relation —)

bifranc (sous-ensemble — d'un tas)
bijectif (tas — )

z-bijectif (tas — )

bizéro (d'un tas)

clair (sous-enserble — d'un tas)

e ee  ee ..

déf. I.A.1.1
défr.Iv.C.3.1
déf. I.A.1.1
déf. I.C.4.1

déf.II.D.2.1
déf.II.c.1.4
déf.I1.E.1.3
déf. I.F.1.2

déf.II1.D.4.2

compatible (équivalence — d'un tas) : déf. I.C.1.1 et prop. I.C.2.2

complétement premier (idéal —— d'un groupofde)
consistant (sous-ensemble —— d'un tas)
coté
—— normal
—— seminormal
—— stable
—— unitaire
équiprincipal (tas — )
(équivalence —— d'un tas)
extérieur (résidu — )

faux (sous-ensemble —— d'un systéne,d’'un tas)
flou (sous-ensemble — d'un systéme,d'un tas)
fort (sous-ensemble —— d'un systéme,d’'un tas)

.

.
.
.
H

(sous-ensemble partiellenent —— & gauche d'un tag:

(sous-ensemble partiellement —— & droite d'un tas):

(sous-ensenble totalement — d'un tas)
franc (sous-ensemble — 4'un systéme,d'un tas)
(sous-ensenble ___ sur T d'un systéme,d'un tas)

homomorphisme de tas
de tecs
de tefs
de tics
de tifs

®
:

.
.

..

..

§ 1IVv.D.8
déf.II.D.6.4
déf. I.D.1.1
déf. I.D.3.2
déf. I.D.3.2
déf. I.D.3.1
déf. I.D.3.1

déf.IT.A.3.1
déf.I1.E.7.1
déf.II.D.1.5

déf.I11.D.1.6
déf.II.D.1.3
déf.II.D.2.1
dér.II1.D.8.1
déf.II.D.8.2
déf.II1.D.8.3
déf.II1.D.1.6
déf.II.D.1.4

déf. I.B.2.1
déf. II.E.1.4
déf.II.E.4.4
déf.I1.E.1.2
déf.II.E.4.2
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idéal d'un tas ) : déf. I.E.3.1
injectif (tas — ) : déf.T.A.1.1
(tas A= — ) : déf.IM.A.1.2
intérieur (résidu — ) : déf.II.D.1.2
intégre (groupoide — ) : § 1.F.5
latérale (définition —— en théorie des groupoides) : déf. I.E.1.1
loi de tas : déf. I.B.1.1
loyal (sous-ensenble — d'un tas) : déf.II.F.2.1
médian (systéime —— associé & un tas) : déf.II.D.3.1
médianement fort (sous-ensemble —— d'un demi-groupe) :prop.IV.A.4.9
médianement net (sous-ensemble —— d'un demi-groupe) :prop.IV.4.1.10
médianement parfait (sous-ensemble —— d'un demi-groupe):prop.IV.A.5.3
médianement préassociatif (ss-ems. —— d'un groupoide) -: déf.IV.B.7.1
multiplicateurs d'un tas : déf. I.B.1.1
naturel (systéme —— associé & un tas) : déf.I1.A.1.2
net (scus-ensemble — d'un systéme,d'un tas) : déf.I11.D.1.3
(sous-ensemble —— sur A d'un systéme,d'un tas) : déf.II.D.1.1
(élément z- —— d'un: tas) : déf.II.B.2.1
noix d'un tas : déf.IT.B.1.1
normal (cété — ) : déf. I.D.3.2
parafort (sous-ensemble —— d'un tas) : déf.II.D.6.2
parfait (sous-ensemble — d'un tas) : déf.I11.D.8.4
partiellement fort & gauche;ou p-fort-g : déf.I11.D.8.1
partiellement fort & droite,ou p-fort-d : déf.II1.D.8.2
permis (tas —— sur un ensemble) ¢ ex. I.B.1.2
précis,précis sur ‘T (sous-ensemble — d'un tas) : déf.I1.D.4.2
premier (idéal conplédéerent — d'un grcupoide) : § Iv.D.8
presque z-simple & gauche (groupoide — ) 2 déf.IV.C.5.1
principal (équivalence ——e dans un systéme ou un tas) : déf.II.A.1.1
(homomorphisme —— ) : déf.IM.A.3.2
relation associée : déf. I.C.4.1
résidu extérieur : déf.II.D.1.5
—— intérieur s+ déf.II.D.1.2

robuste (sous-ensemble — d'un tas) s dér.I1.D.4.3
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seminormal (c6té — )

z-séparé (tas — )

simple (tas — )

z-simple (groupoide — )

simplifiable,ou simplifiable sur A (équivalence —— )
sous-stabilisant (sous-ensemble — d'un tas)

stabilisant (sous-ensemble —— d'un tas)
stable (cdté — )
(tas — )
stationnaire sur A (équivalence — d'un tas)
stationnaire (tas — )
(tas A- — )

support d'un tas
surjectif (tas —— )

(tas z- — )
symétrique (sous-ensemble —— d'un groupoide)

(sous-ensemble c-c'- — d'un groupoide)
systéme
—— naturel associé & un tas
—— médian associé & un tas

tas
tec
tef
tic
tif

totalement fort,ou t-fort (sous-ensemble —— d'un tas)

transitif (tas — )
(tas z= — )
translucide (sous-ensemble — d'un tas)

trivial (sous-ensexble — d'un tas)
uniprincipal (équivalence ——e d'un tas)
(tas — )
unitaire (cdté — )
(tas — )

universel (tas —— sur un ensemble)

zéro d'un tas
z-xxxX s voir & xxx

.

o

.

oo

o

o

.

o

..

déf. I.D.3.2
déf.II.B.3.2
déf.II.c.1.2
déf.IV.C.5.2
déf.II.D.6.1
déf.II.D.5.1
déf.I1.D.6.3
déf. I.D.3.1
déf. I.B.1.3
déf.I1I1.D.7.1
déf.II.A.2.1
déf.II.A.2.2
déf. I.B.1.1
déf.II.C.1.3
déf.IT.E.1.2
déf. V.A.3.1
déf. V.A.3.1
déf.II.A.1.1
dér.II.A.1.2
déf.II.D.3.1

déf. I.R.1.1
déf.II.E.1.3
déf.II.E.4.3
déf.II.E.1.1
dér.II.E.4.1
déf.I1.D.8.3
déf.II.C.1.1
déf.II.E.1.1
déf.Ir.D.3.1
déf.II.D.5.2

déf.II.E.7.1
dér.Ir.A.3.1
déf. I.D.3.1
déf. I.B.1.2

ex. I.B.1.1

déf. I.F.1.1



(11
@)
(3]

(4]
(5)
(6]

(71.
(8]
(9]
f10)
(11)
12
(13)
(14
[x5)
[x6)
ily|
(28)
f9)
(20
(21)
(22)

(23
(24)
(25)

.

.

e e ee o~ e
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