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Bull. Sotî. math. France, HOMOMORPHISMES PRINCIPAUX
Mémoire 3, 1965, IV + 167 p de tas et de groupoïdes

par Pierre-Antoine GRILLET

(Thèse Se. math. Paris 1965)
INTRODUCTION.

1. P. DUBBEIL a démontré [il] ̂  le théorème
suivant.Si D = C E » . ) est un demi-groupe de support E, noté muiti-
plicati veinent, f un homomorphisme de D sur un groupe et H une classe
quelconque de l'équivalence d'hoinomorphisiQe,H est :

forte : ( V a , b , x , y ç E ) ( ax £H,bx €H,ayeH =^ by<=H )
nette à gauche t (Vx€D)(3aêD) axGH ,

et l'équivalence d'homomorphisme est l'équivalence principale à
gauche associée à H, uîR , définie par

(Vx,yeE)( x ̂  y <^ (Va €:!>)( axêH <=^ ayeH ));
dualeinent,H est nette à droite,et l'équivalence d'homomorphisme est
aussi l'équivalence principale à droite associée à H, .̂r .En parti-
culier t̂ = ^pr »on dit que H est symétrique.La réciproque est due
à R. CSOISOT C?lîsi H est une partie de E forte,nette à gauche et à
droite,et symétrique,^ = Xpj = vR. est une équivalence ccjipatible, et
D/̂ , est un groupe.

Les définitions introduites ci-dessus employaient,sous leur
forme originale,les résiduels de H par un élément x de E;le rési-
duel à gauche H * . x défini par

H. • • x = f a€E ; axQK]
et le résiduel à droite dont la définition est duale.La forme équi-
valente donnée ci-dessus permet la remarque suivante,qui sera notre

point de départ:les notions de partie forte,ou nette à gauche,et
d'équivalence principale à gauche,utilisent la loi de composition
de D par le seul intermédiaire des translations à gauche,la trans-
lation à gauche associée à l'élément a de E étant l'application
x ^»~^ ax de E dans lui-iaême / .

(a) Les nombres entre crochets renvoient à là bibliographie.
(b) On doit à M.-P. SCHUTZENBEfîGER la remarque anal o g-ue, que la no-
tion de partie nette à gauche utilise la loi de composition de D
par le seul intermédiaire des idéaux à gauche.Quant à l'emploi des
translations,voir K.H. BRUCK [3l|.
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Dualement,les notions de partie forte, ou nette à droite,et

d'équivalence principale à droite,utilisent la loi de composition
de D par le seul intermédiaire des translations à droite;les no-
tions qui figurent dans l'énoncé emploient les deux familles de
translations.Notons enfin que la netteté à gauche peut aussi s'ex-
primer par le seul intermédiaire des translations à droite.

La possibilité de reajplacer les translations à gauche, ou à
droite,par d'autres applications,a été implicitement utilisée par
R. CR01SOT [8');citons le théorème suivant:si D = (E,.) est un demi-
groupe et f un homomorphisme de D sur un semi-groupe à noyau,il
existe une classe H de l'équivalence d'homoraorphisme qui est:
bilatèrement forte :

(Va,b,c,d,x,yçE)( axbé H, cxd €.H,ayb€ H ==^ cyd ê H )
bilatèrement nette : (Vx €B) (3a,b eE) axbeH ,
et l'équivalence d'honiomorphisiLe est l'équivalence principale bila-
tère associée à H, (ku » d é fini e par

(Vx,y6E)( x 0^ y <=^ (Va,b6E)( axb GH ^=^ ayb€H )) ;
réciproquement,soit H une partie bilatèrement nette et bilatèrement
parfaite" de E î ^ y est compatible et JD/^y est un semi-groupe à

(d ) ~noyau.' '

Les notions qui figurent dans ce théorème sont l'exact analo-
gue des notions à gauche (par exemple) du théorème de P. DUBREIL,
les translations à gauche étant remplacées par les translations
"bilatères",applications x ^-^axb de E dans E.

Nous allons maintenant étendre les définitions et résultats
ci-dessus,en partant d'une famille d'applications quelconque.

2.Le maximum de généralité est obtenu avec un en-
semble (non vide) £ d'applications de E dans P;nous appelons systè-
me un tel triple (E,F,2).Dans un système,on peut définir les rési-

(c) pour une partie bilatèrement nette,cette condition équivaut à:
bilatèrement forte et indivisible pour .̂'..
(d) D'autres travaux apportent une contribution à la théorie dans
une optique différente de la nôtre; citons F.W. LEVI, Calcutta Math.
Soc.,38 (1946) i23-134;STOLL B.R. ,Amier. J. Math.,73 (1951) 475-481;
P. DUBREIL.Univ. Borna,Kend. Mat. e Appl.(5),10 (1951),183-200 et
Bull.Soc. Math. France,8l (1953) ê^9-306;M.P. SCHUTZENBERGEB,C.R.
Aead. Soi. Paris,246 (1958) 2442-2444;R.A. GOOD et D.R. HUGHES,Bull.
Amer. Math. Soc.,58 (1952) 624-62t?;P. LEFEBVRE,Ann. di Mat. pura e
appl.(4) 59 (1962) 77-164;M.L. DUBJEtElL-JACOTIN,Bull.S( c.Math. France
^2(i5U) (^ frA^ûtu)
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duels à gauche et à droite d'une partie H de P;et l'équivalence
principale 2rr associée à H, soit à partir des résiduels, soit par

(Vx,y€E)( x Sg y ^==> (V<reS)( oxCH 4==^ <ry€H )) ;
c 'es t une râation d'équivalence sur E.Si S est la famille des
translations à gauche d'un demi-groupe sur E,il est clair que
2u = rpf •On définit aussi une partie de P forte (cette notion re-
donne celle de partie forte dans l'exemple précédent),nette (qui
redonne nette à gauche),franche (qui redonne nette à droite).Les
équivalences principales ainsi définies possèdent les propriétés
des équivalences principales classiques qui ont trait aux classes
(quand H est forte).Mais les propriétés,plus importantes à nos
yeux,qui sont liées aux homomorphismes,ne s'étendent pas à des dé-
finitions aussi générales.

Ceci conduit à envisager le cas E = P ; le système (E,E,Z) peut;
alors être identifié au couple (E,2) et prend le nom de tas.Les tas
peuvent être structurés naturellement en catégorie,sortout si on se
limite, comme nous l'avons fait, aux épimorphisDîes .On a aussi une no-
tion d'équivalence compatible,et un théorème d ' ho momcrphisme. Enfin,
dans les tas,la notion d'équivalence principale a un caractère
fonctoriel que nous avons dégagé avec précision.

3.Ce caractère fonctoriel permet d'énoncer des
théorèmes d'homomorphisme pour les tas,analogues au théorème du §1.
Ces théorèmes concernent les homomorphismes de tas qui arrivent sur
un tas soumis à certaines conditions,que l'on choisit parmi les
suivantes :

injectivité (V^€2) (Vx,y € E) ( <rx = <jy =^ x = y )
stationnaAité (VxêE) (Vo',r ̂  S) ( <rx = TX ==^ r = r ^
surjectivité (Vc-eÏ) (Vy €E) (3x6E) <rx = y
transitivité (Vyç E) (Vx €E) (3<reS) <rx = y

existence d'un élément net (3h CE) (V-x€E) (3<r€-S) <rx = h
(cette condition étant suggérée par le théorème cité de R. CROISOT;
car,dans un demi-groupe,!'existence d'un noyau équivaut à celle
d'un élément bilatèrement net).On impose au tas arrivée d'être au
moins injectif à élément net;les autres conditions ad libitum.Les
homomorphismes considérés sont caractérisés par le fait que leur
équivalence d'hoinoinorphisine est principale pour une partie H ayant
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certaines pro prié tes; un tel homoiDorphisme est dit principal pour H.
Par exemple:

Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas injec-
tif à élément net est principal pour une partie H parfaite^6' et
nette,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de
l'équivalence d'homomorphisme qui s'envoie sur un élément net.

D'autre part les théorèmes classiques de théorie des demi-
groupes concernent parfois des demi-groupes à zéro;ceci conduit à
considérer des tas avec zéro;un zéro d'un tas ( E , 2 ) est un élément
de E invariant par toute application de 2 et qui ne constitue pas E
à lui tout seul.On énonce aussi des théorèmes caractérisant les ho-
momorphisme s de tas qui arrivent sur un tas ayant un zéro et soumis
à des conditions analogues aux précédentes mais tenant compte de
l'existence du zéro.

Si le tas départ de l'homomorphisme est stable (c'est-à-dire
si S est stable pour la composition des applications),il en est de
même du tas arrivée,et les conditions imposées à H se simplifient
un peu.L'examen de ce cas particulier est naturel si on remarque
que les tas rencontrés en théorie des demi-groupes sont stables.

4.11 reste à appliquer des résultats aux demi-
groupes.Il est remarquable que le passage d'un demi-groupe à chacun
des tas mis en évidence au §1, définisse un fondeur.Et ces fonc-
teurs s'étendent à la catégorie des groupoïdes^ / , e n remplaçant,par
exemple,la famille des translations à gauche par le demi-groupe en-
gendré ^ / ; en sorte que la théorie des tas va s'appliquer aux groupe*-
ïdes.

Des théorèmes du §3 résultent alors des théorèmes caractéri-
sant les homomorphismes de ^roupol'des qui arrivent sur un groupoïde
tel que l'un des tas associés vérifie une des conditions de la thé-
orie.De plus,afin de retrouver certains théorèmes classiques,comme

( e ) une partie nette est parfaite si et seulement si elle est forte,
indivisible pour îrj et stabilisante,c'est-à-dire

( V x , y € E ) ( V < r , ï € 2 ) ( ffWêH,<rry6H ^(3\>eS) v x 6 H , u y ^ H ) .
Cette condition est triviale dans un tas stable et n'apparaît donc
pas dans les énoncés classiques.
( f ) au sens de 0. QBE.
( g ) cf. B . H . BBUCK [ 3 ] , p . 53.
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celui de P. BUBKElL - R. CROISOT ci té,on considère aussi des grou-
pol'des tels que deux de leurs tas associés vérifient chacun une des
conditions de la théorie.On impose aussi parfois au groupoïde arri-
vée des conditions extérieures à la théorie (associativité,intégri-
té dans le cas d'un zéro).

Par exemple, on obtient, pour les homomorphismes de demi-grou-
pes qui arrivent sur un groupe,les énoncés suivants:

Un homomorphisme de demi-groupes qui arrive sur un
groupe eat principal à gauche pour une partie H forte et totalement
nette' ) ( o u forte,indivisible pour pJl,nette à droite et à gauche,ou
forte,bilatèrement forte,indivisible pour r3l et nette à gauche),et
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équiva-
leiajQe d'homoinorphisme.

Nous n'avons écrit les théorèmes que lorsqu'ils concernent
des groupes ou quasi-groupes,éventuellement avec zéro , ou lors-
qu'il s'agit de théorèmes antém-eurs.Les autres peuvent s'écrire
très rapidement grâce à des tableaux de théorèmes et conditions di-
verses.

5.L'exposé est divisé en cinq chapitres.Le pre-
mier traite de la catégorie des tas et de ses rapports avec celle
des groupoïdes,il contient les définitions générales.Le second cha-
pitre introduit les équivalences principales et étudie les diverses
propriétés,élémentaires et fonctorielles,qui permettent,au chapitre
trois,et grâce à la considération des tas où l'égalité est princnpa-
le,d'obtenir les théorèmes d'homomorphisme décrite ci-dessus.Enfin
viennent deux chapitres d'applications aux groupoïdes,largement oc-
cupés par la traduction,en théorie des groupoïdes ou des demi-grou-
pes,des conditions de la théorie des tas,le dernier chapitre étant
réservé au cas où interviennent simultanément deux tas.Un index
terminologique précède la bibliographie.

6 . Nous avons essayé de mettre en lumière dans cetr-

( h ) condition introduite par K. DESQ[9]:
H totalement nette ̂  (V a , b 6E) (9xé.E) axb êH ;

une partie totalement nette est nette à gauche et à droite.
( i ) Nous appelons ainsi le demi-groupe,ou groupoïde,résultant de
l'adjonction d'un zéro à un groupe,ou à un quasi-groupe.



- 6 -
te exposition les caractères généraux de notre travail,le plus
frappant étant sans doute 1 absence totale de démonstrations com-
pliquées,

La notion de tas est fort générale.On peut ainsi 11appliquer
aux groupe!'des,et leur étendre des raisonnements qui semblaient né-
cessiter l'assooiativité.On peut d'autre part multiplier les résul-
tats en usant des divers tas associés à un groupeÏde;nous avons dû
faire un choix,et beaucoup,spécialement au dernier chapitre,sont
laissés de côté.

La théorie explique aussi l'analogie entre [,11] et [ôj .On est
en droit d'attendre d'une telle théorie que ses raisonnements sdent
plus décantés que ceux des théories qu'elle recouvre.Ce n'est pas
le cas,parce que nous avons considéré des conditions plus nombreu-
ses,voire nouvelles dans ces questions (comme la stationnarité),
d'où gain en richesse;et surtout parce que nous n'avons pas supposé
que les tas considérés soient stables (disons à tout hasard que ce
dernier inconvénient ne figure pas dans mon travail précédent C2^]).

Nous avons enfin modifié les techniques de démonstration
classiques en utilisant le plus possible des transferts de propri-
étés d'un côté à l'autre de l'homomorphisme.

Les homomorphismes jouent ainsi un rôle central,à l'expres-
sion duquel s'applique très naturellement le langage des catégo-
ries.Nous avons mis en évidence, par exemple, les fondeurs qui sont
sous-jacents aux quelques propriétés réellement fondamentales de la
théorie.Des notes de bas de page rappellent les quelques définiti-
ons emptyées.

Ces notes,et le caractère très élémentaire de La théorie,font
que la lecture de ce travail ne nécessite en principe que des con-
naissances très rudimentaires d'Algèbre 5 en particulier,nous donnons
toutes les démonstrations.Toutefois,l'intérêt de certaines défini-
tions n'apparaîtra qu'aux lecteurs un peu au courant de [il] ,ou
très patients.

jba terminologie utilisée a fait l'objet de la plus grande at-
tention.La considération des divers tas associés à un grcupoïde
fournit un critère pour attacher des adjectifs aux définitions;
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l'adjectif "bilatère" est attaché aux notions qui relèvent du même
tas que les idéaux bilatères,les équivalences compatibles,etc.y
l'expression " à gauche" aux notions qui relèvent du même tas que
les idéaux à gauche,les équivalences compatibles ou sicpliflabiés à
gauche, etc .La terminologie ainsi obtenue est conforme à la tradi-
tion dans la plupart des cas.La principale exception est fournie
précis ément par les notions du théorème cité de R. CBOISOT,qui ne
relèvent pas du même tas que les idéaux bilatères;!' emploi du mot
"bilatère" dans ces définitions est incompatible avec une termino-
loé:ic systématique {nous avons en ce cas empJcyé le mot médian, ou
écrit bilatère entre ffuillemets.

7.Nous nous sommes rencontrés plusieurs foi s,au
cours de la période de recherche qui précéda le présent travail,
avec certains de nos camarades menant leurs recherches dans des di-
rections voisines.Tout d'abord,nous avons considéré,le premier sem-
ble-t-il,des familles d'applications un peu quelconques d'un ensem-
ble vers lui-même,en étudiant cette notion dans le but de générali-
ser,et de démontrer en une seule fois,diverses propriétés des rela-
tions binaires remarquables d'un demi-groupe,s ans aller plus loin,
pour ce qui nous concerne ici,que la définition des équivalences
principales [l0\.Ultérieurement,Mlle J. CALAIS [4^ et M. B. DESQ
[lOJ ont étudié des cas particuliers de ces définitions,ce qui re-
vient finalement à considérer des tas adéquats;le travail de Mlle
J. CALAIS a ainsi inspiré nos § I . D . 6 et II.B.4,pour ce qui concer-
ne les côtés que nous appelons calai siens.M. E. DESQ a introduit
aussi la notion de partie totalement nette d'un demi-groupe,que
nous avons retrouvée indépendamment,mai s postérieurement,sous la
forme que prend cette notion dans un tas.Enfin M. M. KOSKAS \21\ a
retrouvé,postérieurement,mais indépendamment,une partie de la théo-
rie exposée ici,à savoir la notion de tas stable et les théorèmes
d'homomorphisme pour les tas stables injectifs à élément net,et in-
jectifs transitifs;il a d'ailleurs généralisé ultérieurement ces
théorèmes aux hyper tas (̂ 2l3 .

8. Je tiens à remercier tout particulièreHsent ici
les Professeurs M.-L. DUBKEJL-JACO TIN, pour la bienveillance et les
encouragements qu'elle m*a prodigués au dédut de mes recherches,P.
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DUBREIL,qui a ensuite assuré la direction de mon travail,me donnant
lui aussi des conseils d'un très grand secours,en particulier pour
la rédaction du présent mémo ire, âpre s avoir grandement contribué à
ma formation, L. GAUTHIEE qui a bien voulu iLe donner un second sujet
de thèse plein d'intérêt et me réserver toujours le meilleur ac-
cueil,J. LERAY enfin qui m ' a fait l'honneur de présider non jury et
a "bien voulu accepter ce travail au Bulletin de la Société Mathéma-
tique de îrance.

Je remercie également les Professeurs L. -LESIEUE,?. SAMUEL,R.
CBOISOT,D. LACOMBE ,pour l'intérêt qu'ils ont porté à mon travail
et les marques de sympathie qu'ils ont bien vculu me témoigner.

Remarques.

1.La notion d'espace homogène est évidemment un cas particu-
lier de celle de tas.Les propriétés des homoroorphismes de tas,le
théorème d'homomorphisme par exemple,peuvent ainsi être considérés
comme une généralisation des propriétés correspondantes des espaces
homogènes,auxquels on peut d'autre part appliquer certains théorè-
mes du chapitre M.Nous ne développerons pas davantage cet aspect
de la théorie.

2.Nous supposons connues toutes les propriétés à nous utiles
des groupoîdes ou des demi-groupes;ces propriétés,toujours élémen-
taires,sont rappelées au pas sage.D'autre part,tous les homomorphis-
mes de groupoîdes ou de demi-groupes considérés ici sont supposés
surjectifs,en sorte que les catégories correspondantes ne sont pas
les catégories usuellesvu/; ceci est sans grave conséquence d'intel-
ligibilité et sera aussi rappelé au passage.

3.En ce qui concerne les notes de bas de page consacrées aux
catégories,nous avons suivi,pour la terminologie,la thèse de P. GA-
BRIEL fl7j.Nous n'avons pas cru devoir,par l'emploi des univers,

( j ) cette convention ne s'applique pas aux notes de bas de page re-
latives aux catégories.



surcharger ces notes qui scn-b destinées essentiellement aux lec-
teurs non avertis '.II est sous-entendu,pour les autres,que tous
les ensembles et catégories considérés sont éléments d'un univers
donné, contenant parfois, au gré des exemples, l'alphabet ou l'enseir-
ble des entiers.L'omission de cet univers serait d'ailleurs sans
grave conséquence,vu la faiblesse des définitions utilisées.

La commodité de l'exposition nous a conduit enfin à ajouter
de très simples définitions personnelles,également rappelées en no-
tes,que l'on reconnaîtra des autres par l'emploi de la près 1ère
personne,et non de la troisième/.

4.Enfin nos publications antérieures concernent uniquement
les tas stables [l9j» (20].Nous y appelons tas les tas stables du
présent travail,et demi-tas les tas non nécessairement stables.

(0) C 'es t ainsi qu'on appelle catégorie le couple fc de deux clas-
ses,(ob^,fl^)yiauni d'abord de deux applications qui,$i f€fl<^ , as-
socient son origine o(f) et son extrémité e(f) qui appartiennent à
ob ç .On note Homç(A,B) ,pour A,Bç.cb^,la classe des fêfl^ d'ori-
gine A et d'extrémité B; les éléments de ob(? sont les objets de Ç ,
ceux de fl^ les morphisi0es,cu flèches; si f ç,Hom^(A,B) ,on dit aussi
que f est un morphisme de A vers B,cu encore que f part de A et ar-
rive en B;on représente frequeiimient f par une flèche allant de A
vers B.Une catégorie est enfin inunie d'une loi de composition in-
complète o sur fl̂ B , fo g étant défini si et seulement si e(g) = o(j0,
avec alors e ( f o g ) = e ( f ) , o ( f o < $ ) = o(g);cet te loi est supposée as-
sociative, et pourvue d'un élément unité ly^- Homç(X,X) pou* tout
X € o b ^ . À

Par exemple,les ensembles sont les objets d'une catégorie,les
morphisiïies étant les applications; nous la notons Ens.De même les
groupoïdes,les espaces topclogiques,etc. sont les objets de catégo-
ries,les Diorphisises étant les ho mo morphisme s de groupoïdes,les ap-
plications continues,etc.
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Notations.

tf(E,P) désigne 1'ensemble des applications de E vers
P; «(E) est mis pour ^(E,E).Nous identifions {x\ et x,pour x 6E,dans
tout ce qui touche à la résiduation,aux équivalences principales et aux
résidus. Lorsque x€E et o-ç^(E),nous écrivons <rx au lieu de ^(x) afin
d'accentuer l'analogie de la théorie des tas avec celle des demi-grou-
pes;nous faisons de même dans un système;nous écrivons aussi rï au
lieu de ( T O T ,lorsque y,Tç^(E).

Nous considérons un groupoîde comme un couple
G = (E,T) d'un ensemble non vide E et d'une loi de composition interne
T sur E; s'il s'agit d'un demi-groupe,la loi est toujours notée multi-

plicativement et désignée par • .

La manipulation des groupoîdes nous a conduit à celle
des produits finis.Les nctaticns suivantes nous sent très utiles.Soient
n,p deux entiers positif s, a-, , ... ,a-.»b-, , -. ,b , x€E.

1^(a_,x ,b_) désigne le produit de a.,...,a,x,b-,,...,
b écrits dans cet ordre, avec la disposition de parenthèses fci;les dis-
positions de parenthèses forment un ensemble noté toujours û (bien
qu'il dépende de n et p).On pose aussi

T(a^,x) = a^T( —T(a^_^r(a^Tx))...)

r (x,b^) = (^.((xTb^)rbg)T..)Tbp .

Si n ou p sont nuls,nous gardons un sens aux notati-
ons ci-dessus.Un produit réduit à x est toujours égal à x . Si n = 0 ,
p>0, T (a -»x ,b . ) est le produit de x,b-.,-.,b dans cet ordre,aveceu i j r
la disposition de parenthèses û> ;un tel produit est égal à un produit
T(x,CiJ ,où les c. ne dépendent pas de x .
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".TAS ET GKOUPOlpis^

^..Application associée à une surjection.l v /

1.Définition.

jprojjpsition 1. Etant donnés deux ensembles E,F,une sur-
jection f (le E vers F et T^^ÇE),!! existe re^(F) telle que le
diagramme

E r »E

1—J'
/p)

soit commutatif / si et seulement si
(1) (^x,ygE)( f(x) = f(y) =» f((Tx) = f(<ry) ),
et T est alors unique»

La condition est nécessaire: si T existe et si
f(x) = f (y),alors f(rx) = Tf(x) = Tf(y) = f(<ry) .La condition est
suffisante: si elle est remplie,il existe Tç^f(f(E)) qui,à f(x),fait
correspondre f((Tx);f étant surjective, T e-WP) et est unique, car
T o f s f o î ^ ' ^ o f •==^ r = r" .

Définition 1. On appelle application as sociee_Â-f-l'ap-
plication incomplète ^ de ^t(E) vers tf(F),définie sur l'ensemble des
o"eCt(E) vérifiant (l),et qui, à un tel 0",fait correspondre l'unique T
défini par la prop.l»

(1) Cette section contient des définitions et résultats triviaux,mis
sous la forme la plus utile pour la suite?et qui ne prétendent pas à
l'originalité,bien que nous ne les ayons point trouvés dans la litté-
rature.Nous devons toutefois au Pr. LEVY-BfîUHL la reiLarque suivante;
si (r,f sont considérées comme des relations "binaires, ou, ce qui est
éouivalent.coDJie des applications multiformes, alors il existe toujours
une application multiforme T telle que T = forof'^la condition (1)
est alors la condition nécessaire et suffisante pour que T soit unifœ-
D-e,et entraîne que T o f = f o Ç ' »
(2) Dans une catégorie,un diagramme de flèches est commutatif si,quand
on va d'un sommet donné à un sommet donné en suivant le sens des flè-
ches,le produit des morphismes rencontrés ne dépend pas du chemin sui-
vi.
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2.Propriétés.

Soient f une surjection de E vers P et u>l'aDplica-
tion associée.

Proposition 1. \f(I^) est définie et ^(^^J^-p__

En effet le diagrainie ci-dessous est coimmitatif:

IE
E——1-^E

'1 Ip ^
P——^F

Proposition 2. Si ^(g-),4?(^) sont defgmis, ̂ ( ^nr') est défini
et ^((nrQ = ^(r)^(r^) .

En effet le^diaêranilLe ci-dessous est coniLutatif:

E <r) >E—Î-^E

fi fi tJ
i._ft^L^_^Lp

PropQsjjjjin 3. Si g est une autre surjection de P vers G,
et si ̂  sont les applications associées à g et go f ,alors \ prolon-
ge ^ o ^ .

En effet,si '^(a-)) est défini,le diagraE&e ci-des-
sous est coiLimtatif:

E—'-^.E
fj |f
P-Ï^P

4 ^
GAÏlG

Proposition 4. L'application associée à 1,-, est IM^\——————————————————-—————————————————ï, —————Ol( E}——
En effet le diaêraniïte ci-dessous est cominuta-bif

pour tout yeW(E) :
E <r >E
^E i^
E—Î-^E

Proposition 5. Si f est une bijection,U) est partout défi-
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nie,c'est une bijection,et <o est l'application associée à f .

f étant bijective,tout 0'6C((E) vérifie la condition
(l),donc ^ est partout définie (prop.l);de même ^,application associ-
ée à f^^est partout définie. Il résulte alors des prop.3 et 4 que

^ o <p = I/WR) » ^ ° ̂  = -^yp) ïen sorte t^ f est uûe bijecticn et que

<f1 = <(>.

b.Catégorie des tas.|

1. Défini tien d'un tas.

•Définition 1. On appelle ,taj3 le couple d'un enseir'ble non
vide E et d'un sous-ensemble non vide 2. de CÎ(E) .

E s'appelle le support du tas et les élé&eRt
nents de ^ les imitiplicateurs du tas ; S s'appelle aussi la loi de tas
sur E.

.Dans la suite, la Ici du tas (E,L) jouera le rôle
que tient d'habitude la loi d'un ^oupoide (E,T);d'où ce terme pour
désigner 2 .

Définition 2. Un tas (E,IQ est dit unitaire si I.p€ î .

Définition 3* Un tas (E,^) est dit stable si Z est stable
pour la composition des applications.

Exemples. 1. Si E est un ensemble non vide, (E,C^(E) ) est un
tas stable et unitaire de support E,appelé tas universel sur E.

2.(E,{l-pA) est aussi un tas stable et unitaire
de support E,dit tas permis sur E.

3.Les exemples les plus importants seront vus en
section D.

2.HomoiLorphisines de tas»

^
Définition 1. Etant donnés deux <t—^ = (E,Z) et ^ = (E',2')

on appelle hoiLomorphisme de ï sur ̂  toute surjection f de E vers E'
telle que,si ^ est l'application associée à f,^ soit définie sur £ et
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^(S) = Ï.

Proposition 1. Avec les mêmes no talions, mie surjection f de
E vers E' est w homomorphisme de ̂  sur ̂  si et seulement si il existe
une surjection <p de 2 vers Ï telle que

(Vx^E)(V<r€X) f(ax) = y(<r)f(x) . ( 3 )

La condition est évidemment nécessaire;et,si elle est
remplie,y est nécessairement la restriction à 2 de l'application asso-
ciée à f,et f satisfait à la déf.l.

3.Catégories des tas,des tas unitaires,des tas stables.

Proposition 1. Les tas et les homomorphismes de tas sont
respectivement les objets et les morphismes d'une catégorie à sup-
ports1 rappelée catégorie des tas.

Si 'C,^,^ sont trois tas,f un homomorphisme de Ç sur ̂
et g un homomorphisme de ̂  sur *€" , go f est un homomorphisme de ̂  sur
"Ç ,car l'application associée à go f prolonge le produit des applica-
tions associées à g et f ( p r o p . A . 2 . 3 ) ; e t , s i f = ( E , S ) est un tas,!^ est
un homomorphisme de ̂  sur < ,car l'application associée à I,, est I . , x
( p r o p . A . 2 . 4 ) . E ^(E)

Proposition 2. Si ̂  et*6 sont deux tas et f un homomorphis-
me "bijectif de < sur ̂  ,f"1 est un homomorphisme de ̂  sur ̂  .

( 3 ) Cette propriété est prise par M. KOSKAS ['2l] comme point de départ
pour définir des homomorphismes de tas,ou d'hyper tas,qui ne soient pas
nécessairement surjectifs;un homomorphisme est alors un couple ( f , 4 > ) ; ^n'est pas déterminée par f comme dans le cas où f est surjectif.
( 4 ) Nous appelons catégorie à supports une catégorie ̂  telle qu'il
existe une application supp de obç vers ohEns,ayant la propriété:

(VA, B € ob ̂  ) Hom<ç( A, B) ̂  n̂ Eng ( supp A , supp B ) ;
les morphismes sont alors des applications,dont l'origine et l'extrémjté
dans Eus ne dépendent que de l'origine et l'extrémité dans fc.La catégo-
rie des tas esjb clairement une telle catégorie,avec supp(E,^) = E ;et
il en est de même de toutes les catégories dont les objets sont des en-
sembles "mAnis" de structures algébriques ou topologiques.On notera que
la catégorie des tas,ou des hypertas,au sens élargi de M. KOSKAS (note3) n'est pas une catégorie à supports.
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Ceci résulte de la prop.A.2.5.
Un tel f sera appelé un isomorphisme, etc. 'c> /

Proposition 3. Soient ^ = (E.Z),^ (E'.SQ deux tas et f
un homomorphisme de ^ sur ^ ;si ï est unitaire y ou stable, il en est de
même de ^/.

Soit <(> l* application associée à f; <p est définie sur
î et ^(î) =î /î i l résulte alors de la prop.A.2.1 que,si I-ç:S,I €X\*
et de la prop.A.2.2 que»si Z est stable,S' est stable.

Les tas unitaires,les tas stables,définissent donc
des sous-catégories pleines et saturées de la catégorie des tas^.

Proposition 4. L'application "" qui,à tout tas ^ = (E,S)
associe le tas ^ == (E,Ï),où ^ = II u {l^\ .définit un foncteur surjec-

(5) Bans une catégorie,on appelle monomorphisme tout morphisme f tel
que fo g = fo h -==^ g = h ,et épimorphisme tout morphisme f tel que
go f = ho f ==^> g = h .Dans la catégorie des ensembles, il y a identi-
té entre les lûonomorphi sises et les injections, entre les épimorphismes
et les surjecfions;de même dans les catégories usuelles (groupoîdes,
groupes,—).Dans une catégorie quelconque ^yÇn appelle aussi bimorphis-
me un morphisme qui est à la fois un épi- et un ioono-iaorphisme;et
isogiorphisme un loorphisiiie f Anvers ible,c' est-à-dire tel que, si
f€ Hom^ (A,B) ,il existe g êHom <ç(B,A), tel que f o g = l-p et g o f = I.
Tout isoniorphisme est un biiGorphisme;la réciproque est vraie dans la
catégorie des ensembles,et dans celle des groupoîdes,mai s non dans e®
celle des espaces topologiques (où on sait bien qu'il existe des bi-
jections continues dont l'inverse n'est pas continue).Dans la catégo-
rie des tas telle que nous l'avons définie,tout morphisme est un épi-
iûorphisine,et on peut démontrer l'identité entre les monomorphismes,
les bimorphisices et les morphisnies bijectifsîla prop.SL énonce alors
que tout bimorphisme est un isomorphisne.
(6) Une catégorie ^est dite une sous-catégorie de la catégorie ^ê si
et seulement si ob^C ob^f , et si, pour tout AïBéob^ ' ,
-Hom^ (A,B) <s Hom^> (A,B) ;la sous-catégorie est dite pleine si l'éga-
lité est toujours réalisée dans la seconde condition;et saturée si
tout objet de ^ isomorphe à un objet de ^ est un objet de ^.Par ex-
emple,la catégorie des demi-groupes est une sous-catégorie pleine et
saturée de la catégorie des groupoîdes.
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(7)tif simple' / de la catégorie des tas vers celle des tas unitaires.

Soient f un homomorphisioe de -é == (E,î) sur ^' = (E',2/)
et vp l'application associée;<>(I.g) est défini et ^(I-g) = I-p, (prop.A.2.
l),donc w> est définie sur ? et <fr(î) = ?' ,en sorte que f est un homo-
morphisme de ? sur ^ ,et que l'on a défini un fondeur simple. Ce fonc-
leur est surjectif,puisque,si Ç est unitaire,^ = ^ .

Proposition ^. L'application ^ qui,à tout tas ^= (E,£)
associe le tas ^ == (E,£),oùî est la fermeture stable de Z,définit un
foncteur simple surjectif de la catégorie des tas vers celle des tas
stables.

Soient f un homomorphisme de Ï = (E,î,) sur ^ /= (E^S*)
et vj) l* application associée; il résulte de la prop.A.2.2 que le domaine' /\
de définition de ^> est stable,donc que 4) est définie sur ï,et que

^ ^f \ \ A /\^

^(r) = S îpar suite f est un horooiaorphisme de 'Ç sur X ,et on a défini
un fondeur simple.Ce fondeur est surjectif, car, si ^ est stable,*€ ̂ .^ .

Proposition 6. Les fondeurs " et '*' commutent.

En effet,dans Ot(E),la fermeture stable commute avec
l'adjonction de I-p.

(7) Si ç et ^ sont deux catégories,on appelle fondeur co variant de ̂
vers '€'un couple de deux applications,notées de la mène façon, T par
exemple,de ob^ vers ob^ et de fl^ vers fl^ .telles que
o(T( f ) ) = T (o ( f ) ) , e (T ( f ) ) = T(e(f)),T(I^) = Iy(^,T(fog) = T ( f ) o T ( g ) ,
quels que soient Xç.ob^,f,g6 fl^ tels que e(g) = o( f ) .

Si ^ et ^sont des catégories à supports,les conditions précé-
dentes sont vérifiées dès que l'on a supp T(X) = supp X et T(f) = f
pour tous XCob^ et f€ fl^ ;nous appelons un tel fondeur un fondeur
simple. Un fondeur simple est défini par la donnée de la seule appli-
cation T de ob^ vers ob^, telle que supp T(X) = supp X et que, si
f&Hom^ (A,B), feHom<^(T(A),T(B)) .Par exemple,T = supp définit un
fondeur simple de '€ vers Ens.On définit aussi des fondeurs simples
en associant à tout anneau le groupe sous-jacent,etc.

On définit aussi un fondeur covariant,non simple,de Ens vers
Ens,en associant à tout ensemble A l'ensemble ^(A),et à fçjl(A,B),
l'application U-distributive,notée traditionnellement f,qui prolonge
f en application de ^(A) vers {^(B).

Si T est un fondeur covariant de ^ vers ^ ,et S un fondeur
covariant de ^ vers ̂  , So T est un fondeur covariant de ^ vers {€'1 ;
de même le composé de deux fondeurs simples est un fondeur simple.
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4.Support et loi considérés compie fondeurs.

Proposition 1. On définit un foncteursimpie de la caté-
gorie des tas vers celle des ensembles en associant à tout -bas son
support.

Ceci est vrai pour toute catégorie à supports.
Proposition 2. On définit un fondeur covariant de la

catégorie des (Ras vers celle des ensembles en associant à tout tas sa
loi et à tout homomcrphisme de tas la restriction à la loi de l'appli-
cation associée.

Ceci résulte des définition^et des p r o p . A . 2 . 3 , A . 2 . 4 .
Proposition 3. La restriction du fondeur loi à la caté-

gorie des tas stables définit un fondeur covariant génériquement sur-
jectif de la catégorie des tas stables vers celle des demi-groupes.

La loi d'un tas stable est un demi-groupe (pour la
composition des applications),et l'application associée à un homomorp
phisme de tas stables est un homomorphisme de demi-groupes (prop.A.2.
2 ) ; l a première assertion résulte alors de la prop.2.La seconde signi-
fie que tout demi-groupe est isomorphe à un demi-groupe d'applicati-
ons.Soit D un demi-groupe;no tons g(D) le demi-groupe des translations
à gauche de D.Si D a un élément unité,D SA g(D).Si D n'a pas d'élément
unité, il existe un monomorphisme de D vers un demi-groupe IT' à élément
unité; comme D £dL é(D )»il existe un mo no mor phisme de D vers g(J)1) ,àon-t
l'image est une loi de tas stable sur le support de D et un demi-grou-^
pe isomorphe à D.

Définition.!. Si ̂  = ( E , I ) est un tas,on appelle produit
d'une partie A de E par une -partie T de "S la partie de E

TA = {gx ; <r^T,x&At .
Proposition 4. Le produit ainsi défini est un morphisme

fonctoriel^ ; de (^ o lpi)^(fi o supp) vers ^ o supp
Le foncteur de gauche 'associe à tout tas ( E , £ ) l'en-

semble j ) ( ï ) x f t ( E ) , et, à tout homomorphisme f de ( E , S ) sur ( E ' , E 1 ) l'ap-

( 8 ) voir page suivante.
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plication (T,A) ̂  (v((T) , f (A)) de j^)x;p(E) vers J(^)^(E'). D'après
la définition d'un Diorphisiûe fondoriel, il suffit de vérifier que
f(ÎA) = ^(T)f(A) identiquement, ce qui (prop.2.1) est immédiat.

On sait que la catégorie des groupoïdes possède une
propriété analogue.

•C.Théorème d'hoinoinorphisire.l

1 «Equivalences compati'bles.

Définition 1, Soit ^ = (E,!,') un tas; une relation d'équi-
valence _sur^ est di^e_cqffipa^tj.'ble_(pu^ j^-coirrpati'ble s'il y a risque
de confusion) si et seulement si elle est équivalence nucléaire ;

d'un hoffloinorph.isme partant de ^* .

Proposition 1. Soient ^ = (E,X) un tas et )L une relation
d'équivalence sur E; les assertions suivantes sont équivalentes:
a- ^ est Z-compatible; j- .̂ e^J^^o^^11?!®^^^ ̂  e8^ S-compatible.

En effet un homojnorphisme partant de ? est aussi un
ho modo rphi sine partant de Ï ;et un homoinorphisine partant de'€ est aussi
un hoirLOinorphisiiie partant de 'C (prop.B.3.4) ;donc a <?=^ b .De même a<=^c.

(8) Si S et T sont deux fondeurs covariants de ^ vers ^,on appelle
lEorphisiiie fonctoriel de S vers T une application u de ob^ vers fl^',
telle que,pour tous X,A,Bé=ob<ç et feHoi£<e(A,B), u(X) € Hom^ (S(X) ,T(^)
et que le diagramiLe ci-dessous soit eomLUtatif

S(A) U(A) >T(A)
S(f)( |T(f)

SCB)—11^-^?^)
Si U est un autre fondeur covariant de ^ vers ^ ,^t v un iLorphisme
fondoriel de T vers U, l'application w : X -^^ v(X) o u(X) est un
iriorphisne fondoriel d® S vers U .Les fondeurs covariants de ^ vers
^ peuvent ainsi être structurés en catégorie.
(9) Nous adoptons pour l'équivalence d ' homolûorphisice la terndnoioéie
introduite par P. 33UBREIL.
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2. Transfert par sur .-jec lion.

Proposition 1. Soient < = (E,£) un tas, F un ensemble non
vide et f une surjection de E vers F . Les conditions suivantes sont
équivalentes:

a- il existe un tas ̂  de support P tel que f soit un homomorphis-
me 'de *€ sur ^/ ;

b- l'application ^ associée à f est définie sur 2 ;
c~ (Vx,y^E)(V<r€l:)( t(x) = f(y) ==» f((nc) = f(q-y) ).

De plus,si l'une quelconque est vérifiée,le tas ^>de a- est unique.

Clairement a ̂  b ;et,si b est vraie,U)(S) est une
loi de tas sur F, et f un homomorphisiiie de î sur ce tas.Enfin b ^—** ç
(prop.A.1.1) .Enfin,si f est un homomorphisme de € sur^,la loi de ̂  est
nécessairement \û (S), donc ^s'il existe, est unique.

Proposition 2. Scient ^ == (E,^) un tas et ̂ . une relation
d'équivalence sur E ;Jt est compati'ble si et seulement si

(Vx,y€E)(V<r€l :)( x^t y =^ gx^l <yy ) .

Si ̂  est compati'ble, il existe un homomorphisme f par-
tant de "€ tel que x f^ y soit équivalent à f(x) = f(y) pour tous x,
yêE; f vérifie c (prop.l) et ̂  vérifie la condition de l'énoncé. Réci-
proquement, si*€ vérifie cette condition,et si f est une surjection par-
tant de E et d'équivalence nucléaire f (dont l'existence est assurée
par la théorie des ensembles),f peut être considérée comme un homomor-
phisme partant de ^ (prop.l) et 'Jl est compatible.

3. Théorème d'homomorphisme.

Théorème 1 (d'homomorphisme) .Soient ^y^^* trois tas de
supports E ,E',E", f un homomorphisme de 'g sur 'C* et g un homomorphisme de
^ sur ^ytels que f et g aient même équivalence nucléaire. Alors il ex-
iste un isomorphisme et un seul h de ^/sur ̂ tel que g = ho f .

f et g ayant même équivalence nucléaire,la théorie
des ensembles assure qu'il existe une bijection h et une seule de E'
vers E" telle que g = ho f ;si l'isoDOrphisD'e cherché existe,c'est
donc h; en particulier,il est unique.Or,l'application associée à h é-
tant partout définie (prop.A.2.5),il existe (prop.2.1) un tas <^de sup-
port E" tel que h soit un homcmorphisme de tas de ̂ (sur <^* h est
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ainsi un isoinorphisûie de •f1 sur ^.Par suite, g est un hoinoiiiorphisme de
< sur ^?et ^= ^¥ (prop.l),puisque ̂  et ̂  ont même support;h est donc
un isomorphisme de ^ sur ^.

Etant donné ce théorème,on peut espérer caractériser
des propriétés de l'image d'un homoiaorphisme invariantes par isomor-
phisme,au moyen de propriétés de 1^équivalence nucléaire;on en verra
des exemples au chapitre III.

4.Equivalence associée.

Définition 1. .Etant donnés un tas ^ = (35,11) et une relation
d'équivalence ,̂ sur E,cn appelle relation associée la relation d'équi-
valence p sur £ définie par

(Vg-,T6 £)( T O T <^ (tfx^E) (DC^TX ) .

Proposition 1. Si f est un hoinomorphisme partant de
^= (£,Z) et si y est l'application associée à f,l*équivalence nuclé-
aire de y est la relation associée à l'équivalence nucléaire de f.

En effet,f est surjectif,et,pour tous (T,T€2:
<y(<r) = ^(r) ̂  (VxéE) ^(<r)f(x) =^(ï)f(x)Ç=^ (^x feE) f(<rx) = f(ïx),
donc,si c> est la relation associée à l'équivalence nucléaire de f:

^((r)=^(T) <==̂  a- A r
(On peut dire en somme que l'associée de l'équiva-

lence nucléaire est l'équivalence nucléaire de l'associée).

\D.GÔtéQ~\

1.Propriétés générales.

Définition 1. Si ^ est une catégorie à supports,on appelle
côté surj^ tout fondeur simple de 3»a catégorie ^ vers celle des tas,

Dans la suite,^ sera la catégorie des groupoîdes,ou
parfois celle des demi-groupes,avec les morphismes surjectifs seule-
ment.Dans le premier cas,on dira "côté" tout court.

Notations. Si c est un côté et G un groupoîde,on note G
le tas image de G par e,alors que c(G) désigne l*ensemble des muiti-
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plicateurs de G .

La donnée de c(G) pour tout groupoîde G définit com-
plètement le côté c,il ne reste plus qu'à vérifier que,si f est un ho-
inomorphisDîe (de groupol-des) de G sur G » , c ' e s t aussi un homoroorphisme
(de tas) de G sur G' .

Proposition 1. Si G est un groupoîde et^ une équivalence
compatible sur le support de G,^. est c(G)-compatible pour tcut côté c.

En effet,si "X. est équivalence nucléaire d'un hooo-
loorphisipe (de e^cupoïdes) partant de G,'?. est aussi équivalence nuclé-
aire d'un homomorphisine (de tas) partant de G .

2.Côtés g ,d ,b .

Définition 1. Etant donné un groupol'de G = (E,T),on appel-
le \(resp. ^ ) l'application qui,a tout a €E,associe y^€ 0((E) (resp.
!^)»appelée translation è. Aauche_(resp. à droite) associée è a ,et
définie par

(Vx€E) y^x = arx (resp. S^x = xra ) .

Proposition 1. On définit des côtés en posant,pour tout
groupol'de G, g(&) = Y(supP G) , d(G) = ^(supp G) .

Il faut deinontrer que, si f est un homomorphisiBe (de
groupci'des) de G = (E,T) sur G' = (E',T»),f est un hoiDomorphisme (de tas;
de G .̂ sur G^ et de G^ sur G^ ;soit ^ l'application associée à f.On a,
pour tous a,fcçE, f(a-rb) = f(a)T'f(b) ;d'où

(Va^E) f o ^ = Ïf(a) ° f - f c ^ = ^f(a) ° f •
II résulte alors de la définition même de ^ que œ est définie sur
g(G) et d(G),et que y(g(G)) = ê(O'), ^)(d(G)) = d(G') .

Proposition 1. On définit un côté en posant, pour tout
groupci'de G, b(G) = g(G)u d(G) .

Avec lea notations de la prop.1,1'égalité à démon-
trer, ^(b(G)) = b(G') .résulte des égalités analogues pour g et d .
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3.Construction de côtés.

Proposition 1. Si c est un côté,il en est de même de c et c
définis par &g == G^ _>_q^ = G^ pour tout groupol'de G.

Le composé de deux fondeurs simples étant -an fcnc-
teur simple,ceci résulte des prop. B.3.4 et B.3.5.

Définition 1. Un côté c sur une catégorie à supports ç est
dit stable (resp. unj_tairel si et seulement si G est stable (resp.
unitaire) pour tout Gç.o'b^ .

Si c est un côté,$ est stable,c uni taire,donc:
Proposition 2. g , d , b sont des côtés stables,g,g,5 des côtés

unitaires,g,d,b des côtés stables et unitaires.
On peut aussi obtenir des côtés par le procédé sui-

vant.Soient supp le fondeur support de la catégorie des demi-groypes,
^ le fondeur de la théorie des ensembles; le fondeur ^= ^ o supp as-
socie,à tout demi-groupe D = (E,.),1'ensemble ^(E),et,,à tout fiomomor-
phisme f de D sur D',l'application,notée f par abus de langage,qui pro-
longe f à ^(E).On note ^^^ le fondeur qui,à tout demi-groupe (E,.),
associe l'ensemble ^(E)x^(E), et,à tout homomorphisme f de (E, . ) sur
(E', .),l'application fxf de ^(E)X^(E) vers ^(E'Xt(E') .

Un morphisme fondoriel u de ^x^ vers ^ fait donc
correspondre à tout demi-groupe D = (E,.) une application u(D) de
^(E)x^(E) vers j^(E),de telle sorte que,pour tout homomorphisme f de D
sur D' = (E',« ),le diagramme suivant soit commutatif:

^(E)^(E) u^ 4(E)
f?<f| |f
^(B')X^(E') u(3)>) ^(E')

ce qui s'exprime par

(VA,B€^(E)) f(u(D)(A,B)) = u(D')(f(A),f(B)) .

La réunion ensembliste,le produit de deux parties,
sont des exemples de ces morphismes fonctoriels.

Proposition 3. Pour tout morphisme fondoriel 11 de f^x ̂
vers j^,on définit un côté c(u) en posant,pour tout groupoîde G i

c(u)(G) = u(t(G))(gW,cL(G)) .
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Soient f un homomorphieme de G sur G',» l'application

associée;^ est définie sur b(G) et ^(b(G)) = b(G') (prop.2),en sorte
que ^ est un homomorphisme (de demi-groupes) de b(G) sur b(G') (prop.
A.2.2,ou prop.B.4.3).De ^(g(G)) = g(G') et ^(d(G)) = d(G') (prop.2.1)
résulte alors,par définition de u, w(c(u)(G)) = c(u)(G') .

Définition 2. Un côté c est dit normal (resp. s end-no rirai)
si et seulement si il existe un morphisme fonctoriel u de j^X ̂ i vers
^ tel que c = c(u) (resp. c = c(u) ).

Proposition 4. g,d,b,ê,d,'S sont des côtés normaux et g7d,B,
§,S,S des côtés seminormaux.

L'application qui, à un deiLi-groupe, associe la ferme-
ture sta'ble dans l'ensemble de ses parties, est un inorph.isc;e fcnctoriel
de ^vers 1^ ; donc, si c est un côté normal,ê est norD.al.Il suffit alors
de montrer que g,d,b sont norDxaux,ce qui résulte du fait que les pro-
jections (A,B) ^-^ A , (A,B)^^»B ,et la réunion enseiK'bliste,sont des
iLorphismes fonctoriels de ^^^i vers ^.

4. Côté iriédian.

Proposition 1. On définit un côté stable et norcal IF en
associant à tout groupol'de G l'idéal bilatère ro(G) engendré dans t(G)
par g(G)d(G)Ud(G)g(G) >

J»® produit des parti es, la réur.ion ensem'bliste sont
des irorphismes fonctoriels de ^^&, vers ^ ,et la fermeture idéal bila-
tère est un morphisme fonctoriel de ^ vers ^ ;par suite on définit -an
iLorphisme fonctoriel u de ^'xfri vers ̂  en faisant correspondre à tout
demi-groupe l'application qui, au couple ( A, B), associe l'idéal bila-tère
engendré par ABV^BA ;il est clair que m = c(u).Tout idéal bilatère d'un
demi-groupe étant une paytie stable,m est stable.

5.Multiplicateurs des côtés canoniques.

Nous considérons comme canoniques les côtés suivants:
g,d,b,ê,â,b,g,3,Ç,§,S,b,m,m «Les plus importants pour la suite sont
g, d, g, 3,15,m.

Proposition 1. Soient G = (E,ï) un groupeÏde,c un côté ca-
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nonique et q'eQt(E) ;pour que (T€c(G),il faut et il suffit qu'il existe
des entiers positifs ou nuls n,p,des éléments a-,, ... ,a ,'b-,,... ,b de E
"" '—'————————————————————————————————-L———n —-L———P ————
et </o€^ tels que,pour tcut x €.E, jx = T^(a.,x,b . ) ,les entiers n et p

étant choisis de la manière suivante selon c :

g : n = l,p = 0 ; d ; n = Q,p = 1 ; b : n =- l,p = 0 ou n =- 6,p = 1 ;
g ; n ̂  1, p = 0 ; i » n = 0 , p ^ l ; 5 : n ^ p ^ 1 ;
g : n > 0,p = 0 ; 5 ; n = 0,p > 0 ; B : n + p > 0 ;
g : p = 0 ; 5 : n = 0 ; t? ; n,p quelconques;
m ; n > 0 , p > 0 ; m ; n > 0 , p > 0 ou n = p = 0 .

L'application x ^^-^T^(a.,x,b_) est produit de
translations à gauche et de translations à droite,dans un ordre qui
dépend de (̂  »le nombre de translations à gauche intervenant dans le
produit n'excède pas n,iLais ne s'annule que si n est nul;de même pour
le nombre de translations a droite et p ; enfin,si n = p = 0,c 'est l'ap-
plication identique.

Les assertions ci-dessus sont alors évidentes pour
g,d,b,donc pour g,3,Ç,et aussi pour ê,ô,î) puisque ê(G) (resp. â(G),
'B(Gr)) est l'enseD.ble des produits finis d'éléments de g(G) (resp. d(G),
b(G-));donc enfin pour §,S,^.Enfin l'assertion faite sur m résulte ini-
iLédiatenient de l'assertion faite sur ia,que nous allons démontrer.

m(G) est l'idéal bilatère engendré dans î(G) par
1'ensemble des produits d'une translation à droite et d'une transla-
tion à gauche, et contient par conséquent les produits d'un élén-ent de
î(û) par un tel produit de deux translations, finalement iû(Gr) contient
les produits de translations qui contiennent au moins une translation
de chaque espèce•Réciproquement,ces produits forment un idéal bilatè-
re contenant tout produit d'une translation à droite par une transla-
tion à gauche, en sorte que leur ensemble est exactement m-(-G) .Par suite
les éléments de m(G) se représentent sous la forme ci-dessus avec
n>0 , p>0 ,et réciproquement.

On notera que,si p = 0,on peut adopter une représen-
tation de la forme yx = T_(a.,x) ,et que,si n = 0,on peut adopter une
représentation ûe la forme ex =T-(x,b.) .

J J
De la prop.l résulte la formule importante:

Proposition 2> Pour tout groupoîde G,
^(G) = ê(G)^ â(G)Um(G) .
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6.Cas d'un groupoi'de unitaire ou d'un demi-groupe.

Proposition 1. Si & est un groupoi'de à élément unité, G
est unitaire pour tout côté canonique c,et G = Gr- ..RéciprcqueE ent,si
G. et G, s ont unitaires,G a un élément unité.
—ë———°—————————————————————————————

Si G a un élément uni té,l'application identique de
son support appartient à g(G) et d(G),et réciproquement.G est uni-
taire d'après la prop.5.1»tous les a- ou b. pouvant être pris égaux à
l'élément unité ;pcur cette raison aussi G = Gr-,

Soit maintenant B = (E,.) un dead. -groupe.

Proposition 2. P y D ^ sent stables, et g(D),d(D) commutent
élément par élément,en sorte que m(D) = g(B)d( D) et que,si rçc( (E):

<T€g(D) <=> (3a€:E)(Vx^E) qx = ax
T^d(:D) <^ Ql)^E)(VxeE) (TX = xb
g-^m(P) <^» (3a,b^E)(Vx€E) x = axb .

Ceci résulte immédiatement de l'associativité ou de
la prop.5.1.0n sait de plus qu'un groupoïde G est un demi-groupe si
et seulement si g(G) et d(G) commutent élément par élément.

Il existe sur la catégorie des demi-Froupes d'autres
côtés que ceux qui sont considérés ici comme canoniques:

Proposition 3. Si <<, ft sont des entiers naturels non si-
multanénent nuls, on dërinit un coté stable et normal par

c^(B) = (g(B)^(d(I))")F~

En effet (A,B) -\^ A^ B? est un morphisme fonctoriel
de ̂ ^ vers ̂  .

iwus appelons C T côté calaisien d'ordre (^,^).On a

c1 '0 = g , c°»1 = d , c1'1 = m .Si ̂  ^ 0, c'^(D) est un idéal bila-
tère de D(D);si 6 = 0,c'est un idéal bilatère de g(D).

7.Lois de groupoïdes admissibles sur un tas.

Définition 1. Etant donnés un tas Ï = (E,S) et un côté c,
on dit qu'une loi de composition interne T sur E est c-admis ai blé si
et seulement si (E,ï)^ == *C .
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La question de savoir si un tas donné peut être mu-
ni d'une loi de groupol'de c-admissible semble assez délicate. On a les
résultats suivants:

Proposition 1. Un tas ^ = (E,E) peut être muni d'une loi
de groupoi'de g-admissible si et seulement si la puissance de £ est in-
férieure ou égale à celle de E.

La condition est nécessaire:si (E,S) == G ,on a
î = g(G) =Y(E) ,e t la puissance de Z est inférieure ou égale à celle

de E.
La condition est suffisante:si elle est remplie,il

existe une surjection 6 de E vers 2 ;la loi T sur E définie par
xry = 6(x)y peur tous x,yçE est évideiBment g-admissible.

Proposition 2. Un tas stable'6 = (E,£) peut être muni
d'une loi de groupoi'de ê-adjnissible si et seulement si ̂  a un système
générateur de puissance inférieure ou égale à celle de E.

Ceci résulte de la prop.l.

Proposition 3. 11 existe un tas n'admettant aucune loi de
groupoïde c-admissible,et ce pour tout côté normal ou seminormal c.

C'est le tas universel sur l'ensenble N des entiers
naturels.Si G- est un groupoÏde quelconque sur N,et c un côté normal
ou seminormal,on a c(Gr) ^ B(G)U-|l^ ;'6(G),ayant un système générateur
dénombrable,est dénombra'ble et il en est de même de c(G)?par suite
c(G-) est différent de Cl(N),qui a la puissance du continu.

On a, pour les lois c-admissi"bles,la propriété de
transfert suivante:

Proposition 4. Etant donnés deux tas ^ et <^1 ,un homomor-
phisme f de ^ sur e^' et une loi de composition interne c-admissible T
sur le support de "̂  ,il existe une loi de composition interne c-ad-
missible sur celui de Nielle que f.soit un homomorphisme de groupol'-
des si et seulement si l*équivalence nucléaire de f est compatible
pour T;cette loi est alors unique.

L'existence et l'unicité d'une loi de composition
interne sur le support de ̂  telle que f soit un homoiaorphisme de grou-
poîdes est une propriété connue des groupoïdes,et il reste à montrer
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que cette loi est c-admissible.Qr,si G et G* sont les groupoi'des ob-
tenus, f est un homomorphisme de G = ï sur G ' , et de ̂  sur "Ç^Ç1 et G*
ayant même support, sont égaux ( p r o p . G . 2 . 1 ) , e t la loi trouvée sur le
support de ̂  est c-admis si blé.

Une conséquence des prop.3 et 4 est que les côtés
normaux ou seminormaux ne sont pas génériquement surjectifs.

.Notions latérales dans un groupoïde.|Ê
1.Définition.

On considère ici une définition sur une catégorie
comme une façon de faire correspondre,à tout objet 0 de la catégorie,
un ensemble J&(0) d'êtres mathématiques (ceux qui "vérifient" la défi-
nition -6 ) . O n donne le même sens au mot notion.

Définition 1. Une définition£ sur la catégorie des grou-
poi'des est dite latérale s'il existe un côté c tel que G = G* en-
traîne J&(G) = ^(G1) .On dit aussi que A est de c6té c.

Une façon d'obtenir des définitions latérales est:
Proposition 1. Siw8 est une définition sur la catégorie

des tas,la définition î sur la catégorie! des groupoîdes définie par
St ( G ) = J^(G ) est,pour tout côté c,une définition latérale,de coté c.

Convention. La définition »ô sera baptisée du nom de la
d^efinition îs .suivi de la lettre c entre parenthèses.

On rencontrera des exemples dans la suite.Donnons
les plus simples.

2.Premier exemple; équivalences compatibles.

Si ̂  = (E,î) est un tas, on a défini les relations
d'équivalence compatibles^ sur E,caractérisées par (prop.C.2.2) :

( Vx,y€E)(V<rêî)( x ̂  y =̂  ̂  ̂  oy ) .
Dans un groupoîde.on a donc une notion d'équivalence compatible(e); on
sait que compatible ( c ) , ( ê ) , ( ? ) sont équivalents (prop.C.1.1) et qu*u-
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ne équivalence compatible (au sens de la théorie des grcupoïdes) est
compatible(c) pour tout côté c (p r o p . D . 1 . 1 ) .

Proposition 1. Les notions suivantes coïncident pour toute
relation d'équivalence sur le support d'un groupoîde:

compatible(g) et compatible à gauche
compatible(d) et compatible à droite
compatible(b) et compatible

Ceci résulte in-iLédiatement de la prcp.C.2.2 rappelée
ci-dessus.

3«Second exemple: idéaux.

Définition l.'Dans un tas ( E , ^ ) , o n appelle idéal toute
partie A de E telle que Â $ A ,ou encore

(Vx€E)(T(re^)( x€A »̂ <rxeA ) .
Proposition 1. Si ̂  = ( E , l j ) est un tas,^,^,^ ont mêmes

idéaux.
En effet,pour toute partie A de E,l'ensemble des

T^:Ot('E) vérifiant l'implication ci-dessus est stable et contient I,.,.Ju

Dans un groupoi'de,on a donc une notion d ' idéal ( c ) ;
il y a identité entre idéal ( c ) , ( c ) , ( c ) ( p r o p . l ) .

Proposition 2.Les notions suivantes coïncident pour toute
partie du support d'un groupolde;

idéal(g) , idéal(g) et idéal à gauche
idéal(â) , idéal(d) et idéal à droite

idéal(b) et idéal bilatère .
Ceci résulte immédiatement des définitions.

4.Contre-exemples.

Afin de délimiter un peu le domaine d'intérêt de la
théorie des tas,on va donner l»exemple de notions importantes de thé-
orie des groupoïdes qui ne sont latérales pour aucun côté normal ou
seminormal.

Soient en effet les groupoïdes suivants,de support
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E == {a,b,c},dont les tables de multipli cation respectives sont:

ce sont d'ailleurs des demi-groupe s abéliens (respectivement isomor-
phes aux demi-groupes 16 et 14 du catalogue de PORSYTHE [4î"l).

On a g(G) == g(G'),d(G) = d(G' ),d'où,peur tout côté
normal ou seminormal c, c(G) = c(G').Mais les parties stables de G
sont : f6f{Q} , ta,c} ,E , et celles de G' : ^\ ja } , <a,b^ Ja,cl, E ;G et G1

n'ont pas même parties s table s;leurs treillis de parties stables ne
sont pas isomorphes et ils n'ont pas mêmes idempotents.Ces notions ne
sont donc latérales pour aucun côté normal ou sez.inonnal.Be même G et
G' n'ont pas mêmes parties unitaires à gauche (ou è. droite).

IP.Zéros et bizéros.{

Si E est un ensemble, et si x€E,on note K l'appli-
cation constante de E vers E qui prend toujours la valeur x.

On rappelle les définitions et propriétés suivantes
des groupoïdes.Un zéro à gauche (resp. zéro à droite,zéro) du groupe!'-
de G = (E,T) est un élément z de E tel que -jz} soit un idéal à gauche
(resp. à droite,bilatère) propre.Si E ^ {zj ,z est zéro à gauche de G
si et seulement si y z = z pour tout X€E,OU si, et "seulement si
î- » K. .z z

1. Zéro s et bi zéros d'un tas.

Soit Ï = (E,X) un tas.
.Définition 1. On appelle zéro de 'C tout élément z de E

tel que {z} soit un idéal propre de ^ ,c'est-à-dire
{z} / E et (V<r€l) <rz = z .

Définition 2.. On appelle bizéro de Ï tout zéro z de ^ tel
que K^€ £ .
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Proposition 1. Si < a un bizéro z,z est seul zéro de ^ , <,

est seule application constante de £ .

Si x est un zéro de € , x = K x = z .Si K ç X,
x = K^ = z et ^ = ^ .

Proposition 2. Si < '̂ a un zéro et si Z contient une appli-
cation constante,^ a un 'bizéro.

Si z est un zéro et si i< êï, x = K z = z .

Proposition 3. Si 2 contient plusieurs applications cons-
tantes, ^ est sans zéro;si "€ a plusieurs zéros,Z ne contient pas
d * application constante.

Ceci résulte des prop.1,2.
seule

Proposition 4» Si o est stable et si £ contient une^appli-
eation constante,^ a un bizéro, ou "bien E n'a qu'un éléirent.

Si «^,(rê S,(riCg€ S ;de (TK^ = K^ résulte alors
yz = z pour tout Téî •

Le tas suivant,de support E = {a,"b},dont la loi est
définie par la table

|a b
Ka|a a
^|b a

a ur> support de deux éléments,un seul multiplicateur constant et pas
de zéro»donc pas de bizéro.

Le tas suivant,de support E = ^a,b,c),dont la loi
est définie par la table

» a b c
TE a b c
(fl a c b

est stable et unitaire, a un zéro et un seul et pas de iLultiplicateur
constant.

jIJIotions latérales correspondantes.

Soit G =• (E,T) un groupoÏde.

Proposition l.Les conditions suivantes sont équivalentes
pour tout ^l^•ent_de_E_J_zé^o^,_z_eI^o(ln)^,^ ,bizéro(b),
zéro(î),bizéro(^).
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bizéro(m^ -=^ zéro (m);
zéro(m) ^ bizéro(b);si z est un zéro(m),on a,si

a,b6E,y^z = z ;d'où 0/xeE) y^z = TxTa^ = z ̂ ^ IGê2ce ^z = z ;
comme {z} ^ E,z est un zéro(b) ;et,coiLiLe ^ =y^ ̂ WîP^iW^XéE)
Y^x = S^z = z ,z est un bizéro(b).

bizéro(b) ==^ bizéro(î);un zéro(b) est un zéro(î)
(prop.E.3.2) et k^€ b(G) ==^ k^€î(G) .

•bizéro(î) =^ zéro(î) «=̂  zéro(b) ==5. zéro (iropE.3.2)
zéro =^ bizérc(în);si z est un zéro, c 'est un zéro(B)

(prop.E.3.2),donc un zéro(<i);et K^ = Yz^z6311^^ car»POur tout XÇE,
1fz^zx = YzYx21 = z 'eû sorte ^e z est un bizéro(m).

Proposition 2. Pour tout élément de E,les conditions sui-
vantes sont équivalentes: zéro(g),zéro(g) et zéro à gauche ; zéro(d),
zéro(5) et zéro à droite.

Ceci résulte de la prop.E.3.2,

Proposition 3. Si G est associatif,les conditions suivan-
tes sont équivalentes pour tout élérent de E: zéro,bizéro(g),bizéro(d).

zéro =±^ bizéro(g);si z est un zéro,z est un zéro(g)
(prop.2) et (̂  = Y^€ê(Gr),donc z est un bizéro(g)-Cette implication ne
requiert pas l'associativité.

bizéro(ê) -==> zéro; si z est un bizéro(g),z est uni"
que zéro(g) (prop.1.1) ;or,dans un d emi -groupe, 1' eus eir/ble des zéros à
gauche est un idéal à droite;il en résulte que z est un zéro.

De D-êiLe zéro <^=^ bizéro(d).

Le groupoïde ci-dessous,de support E = {a,z j ,de ta-
ble de multiplication

admet z comme bizéro(g) ,car z est zéro à gauche et y = le ;iûais z »•*•
n*est pas un zéro.

Aux côtés canoniques unitaires,on applique la

Proposition 4. Si -€ est un tas,g et ^ ont mêmes zéros et
bizércs.

Ils ont mêmes zéros (prop.E.3.1);et,si Ç = (E,S)

avec E non réduit à un élément,!^ n* est pas constante, donc K é 2 équi-
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aut à V^ ç Z ,en sorte que ^ et ^ cire âiemes bizéros.

Par contre ^ et *Ç ont Diêc-es zéros (prop.E.3.1) ,iLais
pas iLêaes bizéros;par exemple,si E = ^a,b,c^ et ï = ̂  défini par/N »• /^
Çia = b, Tb = <re = c ,2 ={<r,« },et c est bizéro de Ç ,non de °^ .

^.Adjonction de zéro et de bizéro.

Définition 1. Etant donnés un (tas % = (E,S) et un enseinble
d'iin éléKent {z} disjoint de E,on appelle tas résultant de l'ad.1onc~
tion à '€ du zéro z , et on note c^ u z ,1e tas (E,£),où E = E uz ,et où
I est l'image de S par l'iiijection^^E) -——>Ct(S) définie par

(\/<r €«(£))( ^z = z et (Vx6E) ^c = (TX ).

Définition 2. Avec les notations de la déf.l,on appelle
tas résultant de l'adjonction à ^ du 'bizérc z , et on note 'C+ z ,1e
tas (E , g ^ ̂  ).

Proposition 1. Si "€ est stable,ou uni taire,il en est de
même de *€ u z et de ^ + z .

En effet,il est clair que ^ = Ï^ ,et,siî, est sta-
ble,^ est stable;^ \j {^ est stable aussi car, si ?éX,îi(cr = X et
y^ = K^ = K^ ..D'autre part.îg = 1g ;et,si Ig€ï, Ig ê 2 et Igcî^^.

On peut déiontrer aussi que ces ccnstructicns s'é-
tendent en fondeurs covariants de la catégorie des tas vers elle-mênie

Broposition 2. Si ^ == (E,2) est un tas,pour qu'il existe
un tas'^ /tel que '^^^^z ,il faut et il suffit que zsc i t un zéro de
€ tel que

~ ( ^ r 6 Z ) ( V x ^ E ) ( < J x = z ^ x = z ) ;
^ est alors uni que;et,si "̂  est stable ou unitaire,il en est de mené
de ^.

La condition est évidemment nécessaire (cf. déf.l).
Si elle est remplie, tout élésent ae 2 a une restriction à E-fz) .Or si

'̂ = (E',-î') est tel que 'Ç = ̂ u z ,on a nécessaire!; ent E' = E-(z} ,et
Ï est l'ensemble des restrictions à E' des élénents de £ ;d'cù l'uni-
cité de 'C^et le tas ainsi défini est bien tel que ^ = ^^z ,les élé-
luents de î correspondant bijectivecent à leurs restrictions.Enfin,si
S est stable,S^eat stable;si lgêZ,Ig,€î'.
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Proposition 3. Si ^ = (E,^) est un tas,pour qu'il existe

un tas ^tel que <= '€'+ z ,il faut et il suffit que z soit un bizéro
de '€ tel que 2 ^ ^ l et que

(V^2)(Vx^E)( <ix = z ̂  x = z ou <r= K ) ;^ . « - — — — — — — — — — — — z — — —
^est alors unique;et,si ̂  est stable ou unitaire,il en est de même de
^. ~ ~ — — — — — — — — — — —

La condition est nécessaire (cf. déf.2).Si elle est
remplie,tout élément de 2 - {«^ a une restriction à E-(z} .Or si un tas
^ = (E',S*) est tel que ^ = ^ + z ,on a nécessairement E' = E-(z}»et î
est l'ensemble des restrictions à E' des éléments de 2 - {tcj ;d'où l'uni
cité de C ;et le tas ainsi choisi est bien tel que ^ = ^+ z ,les élé-
ments de 2 - (K l̂ correspondant bijectivement à leurs restrictions .Eniîn
si IgeÏîI^.çÏîetï.si 1: est s table, Ï est stable;en effet Ï --IK l est
stable,car,si (T,r ç 2-^ et si x€ E', TXÇ E' , <rrx CE' et ï r rê î -^J.

4. Idéaux de ^ \j z et de t:C+ z .

Proposition 1. Si ̂  = ( E , Z ) est un tas,les idéaux de Ç \j z
sont les idéaux de ̂  et les parties de Ev^z} résultant de l'adjonction
de z à un idéal de ̂  .

Si A est un idéal de *^,il est immédiat que A est un
idéal de ^z ;Bt il en est de même de A \){z} .réunion *de deux idéaux.Ré-
ciproquement E est un idéal de ^u z ;donc,si B est un idéal de ^ uz
A = BnE est un idéal de *é \> z ,A est aussi un idéal de'C, car A Q E et
SA = SA S A ;et on a, soit B = A, soit B = A\}{s} .

Proposition 2. Si ^ = (E,'S) est un tas,les idéaux de "€+ z
sont les parties de 'E\){z} résultant de l'adjonction de z à un idéal de
<* ,et la partie vide.

Si A est un idéal de *^,on a ZA ^ A ,donc
(£^ka\)(Aulzp Ç AU{z( et A^\z\ est un idéal'de € + z .Réciproquement, si
B est un idéal non vide de <+ z , zêB car « B ^B ;prouvons que
A = BUE est un idéal de^;si x €.A et <r€.2, gx€E puisque x€E, ?hc € B
puisque B est un idéal de ^+ z ,donc o x s ' Ï x Ç A ^ t o n a B = Au{z} .
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5.Adjonction d'un zéro à un groupoïde.Intégrité.

Si G =? (E,ï) est un groupoïde,et <z{ mi ensemble d'un
élément disjoint de E , on notera G + z le groupoïde (Ê/?),où S = Ev/}zj
et où ï est définie par

JxTy = xry si x ,y€E

Ix^y = z si x = z ou y = z .
(Vx.yÇE)

Si G est uni taire,ou associatif,il en est de même de G + z .

Un groupoîde G ayant un zéro z est dit intègre si et
seulement si il existe un groupoïde G' tel que G = G' + z ;il en est
ainsi si et seulement si xry = z entraîne x = z ou y = z pour
tous x,y€E (avec G = (E,T)).Par abus de langage,un groupoïde vérifiant
cette condition sera dit intègre même si z n'est qu'un zéro à gauche ou
à droite.

Le lien entre ces propriétés ou définitions classi-
ques de théorie des groupoîdes et celles du § 3 est assuré par la

Proposition 1. Pour tout groupoïde G et tout côté canonique
c > (&•«- z)^ = G^+ z .

Soit G = (E,T);réprenons les notations de la déf.3.1;
alors, si a€E,la translation à gauche (resp. à droite) associée à a
dans G + z est ^ (^esp. ! ) (y^, î étant prises dans G);par suite
g(G+z ) = g(Q)\j{^ et d ( G + z ) = d?G)U{k^ ;la proposition est donc dé-
montrée pour c = g ou d,et par suite pour c = b . D'autre part tout pro-
duit de translations à gauche ou à droite de G + z où figure K est égal
à K^ (car,si <r6a(Ss), ^(T = tc^ et o^ = le ̂  = l̂  si <rz == z );comme
on a identiquement ^ = ̂  ,il résulte de la prop.D.5.1 que la proposi-
tion est vraie pour c = ê,d,b,m . Enfin îp = I« ,et l'addition de 1^

Hj JL E
commute avec celle de • < » e n sorte que la proposition est vraie pour
c = g,3,5,^,S,E,m .
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ITI . EQUIVA1EMCES PBIHOIPAI.ES.[

E•fiésiduation.

l.Hésiduation dans un système,

Déginition 1. On appelle sys_tgme. ^-e triple (E,F,S) de
trois ensembles non vides/^els que S <s ^(E,P) .

Par exemple

Défini tion 2. Si ^ ^ (E,2) est im tas, on appelle système
naturel associé à ^ le système ^^ = (E,E,2) .

Si (E,P,S) e8^ 'lm systèKe,et si x €.E, <r€Î»,on notera
ox au lieu de <r(x);et,si C é^(E) ,Pê^(S) ,1e produit PC est 1'ensecible
des dx pour xç.C et (rê P (cf.déf.I.B.4.1).

Définition 3« Etant donné un système (E,F,S),cii appelle
residuation à gauche l'application de l\(P)x^(E) vers t(£), notée
(A,B)"—» A *. B (ou A * .^ JB_s'il y a risque de confusion), définie
par

A ^ B = { o " € 2 ; q - B Ç A J ,
et on appelle residuation J^J^o,1^ l'application de ^(P)x^(2) vers
^(E),notée (A,T) ——» A ^"T , définie par

A .' T = (xCE ; Tx C A{ .

Il est clair que A •. B est la plus grande partie
P de î tellesque J?B r̂ A ,et que A . * T" est la plus ^ra.nâe partie

C de E telle que TC C A .En d'autres termes,le produit d& deux par
fies dans un système, comme on l'a défini ci-dessus, est une application
résiduée au sens de DUBREIL et CKOISOT C'l4'),les applications résiduel-
les étant données par la déf.3.

On notera que le résultat de la residuation à drôle
dans (E,P,S) ne dépend pas de 2 ;on peut donc considérer la résiduafcbn
à droite dans (E,P,2) comme la restriction $i b(P)xh(î;) de la residua-
tion è droite du système (E,P,(i((E,P)) »

Les règles de calcul suivantes résultent immédiate-
mentment des défini fions,ou des propriétés générales de la residuation
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[ l?si (E,P,2) est un système,et si Aç^(P) .BC^E), (A,)(^ ^(F),
^Aci^ ^E),Te^(S),(TJ,^ CJ(KS) :

( ^ A ^ - - B = ^(A, •. B) ( , C V A , ) . - T = A^ - - ^ )
A •-(^B,) = Qz(A •. B,) A. - (^TJ = ^(A.-T,)
F • • B = 2 , P .• T =: E , A - . 0 = L , A . - 0 = E
0 •. B = ^ . • T == 0 si B,T ^ 0 .

2.Sésiduation dans un tas.

Si € = (E,S) est TUI tas,on définit les résiduafions
à droite et à gauche dans € comme celles du système T = (E,E,Ï),en
sorte que, si A,B€^(E) et TéjKS),

A • • B = { ( T € S î o-B ^ A } ,
A .• F = { xêE ; Tx C A } .

Le produit étant un morphisme fonctoriel (prop.I.B.
4.4),on peut espérer qu'il en est de même des résiduations.Il n'en est
ri en;toutefois

Proposition 1. Soient f un homomorphisme de ^ = (E,Z) sur
%\^ l'application associée,A,Bg^(E) etT^^(Z);on a " " '

^(A '. B) £ f(A) '. f(B) , f(A .' T) ^ f(A) .' ^(T) ,
et il y a égalité dès que A est saturé pour l'équivalence nucléaire
de f . ~ — — —

En effet J>B C A => ^(P)f(B) = f(PB) C f(A) ;et,s-
A est saturé, x Ç.A <=^ f(x) êf(A) ,et PB ^ A <=» ^(P)f(B) ^ f(A) .On
raisonne de même pour la résiduation à droite.

D'autre part,dans un tas,on peut composer les rési-
duations;c'est -ainsi que

Proposition 2. Si Ï = (E,S) est un tas et si A,B€b(E),
T,T^4(£),on a

(A . -T). ' T' ^ A .' TT'
(A '. Bj'.T = A '. TB
(A ' . B ) . " T = (A , ' T ) ' . B ,

la résiduation précédant TT^dans la première égalité est prise dans
le taa universel sur E,sauf si ̂  est stable;les résiduations précédant
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T dans les deux autres égalités (membres de gauche) B(tet prises dans
t'((E) au sens de la théorie des demi-groupes (ou dans Z. si ^ est stable)

En .effet
x^ (A • • T). ' T' ç=±> Tx c A • • T" <==-» TCx C A <=^ x ÇA .• TT) ;
r€ (A •. B) • . T <=^ ÎT ç A * . B <==»• VTB C.A c=^ çrçA '. TB ;
Td (A •. B) . • T <==> TT C A * . B <==̂  T<rB C A <==$» ç r€(A • • T) • . B .

3 «Résiduation dans un igroupoi'de._

Soient G- = (E,T) un groupoïde,Y et ^ les applica-
tions canoniques (déf.I.D.2.1).

Proposition 1. On a, pour tous A,B€^(E):

A '. B ^ A .' SW = Y"1(A '. /Q) B)

A .' B ^ A .' Y(B) = ^(A '^(^ B) .

La seconde ligne est duale de la pren'1ère.Pour
celle-ci,soit xêE:
x £A .* r(B) <=^ ^(B)x C A <5==̂  XTB c A <=^> x e A • • B ,

Yx^ A ' • g(G) B c=:> r^B C A c==3> XTB C A ^=> x ^A • . B .

La définition des résiduations à droite ou à gauche
à partir des côtés g et d permet d'espérer des définitions analoê'u®s
à partir d'autres côtés.Mais pour cela il faut que les multiplicateurs
soient simples;et,si l'on excepte g et d,le côté m sur la catégorie
des dCDii-groupes est à peu près Seul à remplir cette condition. On no-
tera toutefois que R. DESQ a obtenu des résultats en utilisant les
côtés g,3,^ sur la catégorie des demi-groupes (et en introduisant un
élément unité formel) [4.0^.

Définition 1. Si P == (E,.) est un demi-groupe,on appelle
IÀ l'application de EXE vers m(D) définie par

(Vx,yeE) ^(x,y) = }^y-^

l^est surjective (prop.I.D.6.2.)

Proposition 2. Si D = (E,.) est un demi-groupe,on a,pour
tous A,B€f t (E) :

A .. B = ^(A >.^ B) .

L'application . . est la résiduation de CKOISOT[ 8 " ] ;
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nous l'appelons ici résiduation médiane.Si x,y€E :

(».(x,y)€A ••^(j)) B <=^ (^x,y)B ^ A ^==^ xBy ^ A <î=^ (x,y) €.A .. B .

La proposition 2 correspond aux secondes égalités de
la proposition lîles premières définissent une résiduation médiane "ex-
térieure" dont nous n'aurons pas à faire usage dans la suite.

p.Equivalence s principales.)

l^Eg^zivalences principales dans un système.

Définition 1. Etant donnés un système (E,F,^) et HÇ.ts(F},
on appelle équivalence principale associée à H dans (E,F,£)_,et on note
2^ (ou ^ s'il y a risque de confusion) la relation d'équivalence sur
E définie par

(Vx ,y^E) ( x 2g y «=^ H '. x = H '. y ) ;
par abus de langage,une relation d'équivalence ^ sur E est dite -princi-
pale quanâ il existe un He.t»(^) tel que ^ = ^rj ;^.est dite aussi prin-
cipale pour H ,au lieu de principale associée à H .

Le lien entre cette définition et la définition ori-
ginale de P. DUBREIL [ll\ sera exhibé ci-dessous (prop,4.Ï).

Examinons d'abord comirent î j j dépend de S .

Proposition 1. Si (Z,)^; Ç ^(0(E,F)) et si H€$(F),

^I2t - f-\ f^
-. —H. —^î^-RL '

En effet soient x,y€E.

x ^rt y <=^ (Vo-ê^2j( <rxeH ̂  <ry é H )

<S=5> (Vie I)(V<^i^( (TX€H ^==^<jy€H )

<^(Vl€ l ) x 2 ^ y ^ = = > x |̂- y .

Par contre, la manière dont î~'r dépend de H est assez
mal connue.
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2. Equivalences principales dans un tas.

Si (E,S) est un tas et si H éfc(E),1'équivalence
principale associée à H dans (E,î) est par définition l'équivalence
principale associée à H dans le système naturel (E,E,X),c'est-à-dire
que l'on a encore

(Vx ,y€E) ( x ^ y <±=^ H • . x = H - . y )
ou "bien

(Vx,y€E)( x ̂  y ̂  (V<rC^) ( rjxéH <==̂  vy^H ) ) .

Dans un tas,une équivalence principale n'est pas
nécessairement compatible,comme le montre l'exemple suivant.Si
E = {a,b,c} et si Z = {o-} ,où T est définie par <ra = b , <rb = a ,
7c = c , l'équivalence principale àésociée à H = \SL,C\ a peur classes
{ a } et {b,c},car H •. a = ^ , H •. b = H - . c = {o-};elle n'est
pas compatible car t> 2y c et (rt>^(a} , rc^b,c^.

Toutefois

Proposition 1. Dans un tas stable,toute équivalence prin-
cipale est compatible.

Ceci servira en section C,et résulte de la

Proposition 2. Si Î,T sont deux lois de tas sur E telles
que Î .TCZ ,̂  est T-compatible pour tout H<^(E).

Soient. x,y^E et TeT.Si x ̂ | y,pour tout <7-eS,
TxÇH ̂  cryCH ;puisque <7T ç L,pour tout ^€H, 3-rx^H<?=> çryçH ,et
^rx 2^ Ty ;par suite S^ est T-compatible (prop.1.0.2.2)/

3.EQUJvalences principales dans un groupoïde.

Si G = (E,T) est un groupoïde et si Hç^(E),on note
î^ pour 2^ ),c étant un côté quelconque.Si c est canonique,la prop.I.

D.5.1 fournit une définition élémentaire de ^° ; c 'est ainsi que

x 2J y <=^ (Va<£E)( arxêH <=^ a-ry 6 H )

x 2J y ̂  (^n>0)(\/a^,..,a^eE)( T^(a^,x)êH ^yTi(a^,y)éH )

x ̂  y <^> (Vn>0,p>0)(Va^, ^.,a^,b^,.^,b ^E)(V^^a)
( ^^i^^j^11 <=^T,(ai»y>ïî_,)^H )
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x 2g y ^> (Vn,p, n>0 , p>0 , n+p>0)(Va^,-.,a^,^,...,b' ÊE)(V^€^)

( TJa^,x,b^)eH ^T/a^,y,T^)6H )

pour tous x,y6E.

Proposition 1. î^ est compatible (c) pour c = ê,d,b,et
cocipati'ble('b) pour c = m.

Ceci résulte des prop. 2 .1 , 2.2 (et I.C.1.1).
2|j n'est pas en général compatiMe à gauche:un contre

exemple est fourni par le tas du § 2,qui peut être muni d'une loi de~
groupoîde g-admissible (prcp.1.D.7.1).

Proposition 2. 2| -gJn^ngg ...————————————————n.——————JH.———n ——ri———

Ceci résulte des prop. 1.1 et I.D.5.2.

4. Equivalences principales dans undemi-^rou-pe.

Proposition 1. Si J = (E,.) est un demi-groupe,on a,pour

tout H£^E)T^__gg__H^_,l̂ Î ^^H-^g^âH-

^,^y,^ sont les équivalences de P. DUBREIL [il]
et B. CHOISOT ['8J .Comme, pour tout demi-groupe D, D = D^ et D,, = D- ,les
égalités ci-dessus résultent des prop. A.3.1 et A .3 .2 .

-?Tj est alors déterminée par la prop.3.2.

D'autre part les équivalences Î^Î^S-^ sont les équi-
valences considérées par R. DESQ [lO"] sous les dénominations respecti-
ves gû , py , ̂  .Enfin,considérant le côté calaisien c^ ,1'éqiovalence

2^ coïncide avec l'équivalence Prj' de Mlle. J. CALAIS ['4] ; cette équi-
valence est compatible à gauche pour 6 = 0,à droite pour of = 0 , à gau-
che et a droite pour ̂  ^ 0,d'après la prop.2.2 et les propriétéâ des
côtés calaisiens.
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|c.Application aux équivalences compati'blea d'un tas stable.)

1. Equivalences compati "blés pour lesquelles H soit saturé.

Soient Ç = (E,^) un tas,et H€J^(E).

Proposition 1. Si ^ est stable »t uni taire,la plus grande
équivalence compatible pour laquelle H soit saturé est ^y .

*--rr est compatible (prop.B.2.1) ,et H est saturé pour
2g car T.?. G S, donc, pour tous x,y€E :

x 2g y et I^x = x ç H ^=^ y = I^^11 •

Réciproquement,si H est saturé pour une équivalence
compatible 9<, ̂  C îu , car, pour tous x,yéE :

x Si y ^ (VTé2) ox 91 oy =•?• (Vo-€^) ( vx ÇH <=^ TyçH ) .
Ceci est d'ailleurs vrai dans un tas quelconque.

Si ï est stable,mais non uni taire,H n'est pas né-
cessairement saturé pour êrr comme le prouve l'exemple suivant:si
E = {a,b^, î =<« }>H = <b} , r est stable car K.K. = K. ,et Zu estci s a. cl ri
l'équivalence universelle car H ' . a = H ' . b = ^ ,donc H n'est
pas saturé pour 2rr.

L'extension de prop.l aux tas stables se fait ainsi:

Définition 1. On pose ^Cg = ̂ jf -

Proposition 2.Xjj est la plus grande équivalence pour la-
quelle H soit saturé.

Toute équivalence d'un tas permis est cèmpatible
(prop.l.0.2.2);ceci résulte alors de la prop.l.

Proposition 3. ^J = î^ nXp .

Ceci résulte de la prop.B.1.1.

Proposition 4. Si "Ç est stable,la plus grande équivalence
compatible pour laquelle H soit saturé est -^ij^^H'

En effet ^ et Ï ont mêmes équivalences compatibles,
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2. Classes pour une équivalence compatible.

Soit ̂  = (E,î) un tas.

Définition 1. Si H,K€^(E),on pose
H '». K = ^(H ". k) .

Proposition 1. Si H,E:E^(E),K est indivisible pour îrr si
et seulement si H ". K = H •». K .

En effet H • • K = ^Çg(H •. k) ,et l'égalité ci-
dessus équivaut à H * . k = H '. k' pour tous k,k'ÇK .

Proposition 2. Si ^ est s table,une partie non vide H de E
est classe pour une équivalence ppmpatffole si et seulement si

H ' . H = H '*. H .

Supposons d'abord ^f uni taire . Il résulte alors de la
prop.1.1 qu«,si H est classe pour une équivalence conrpati'ble % ,
5^ Ç îrr »®t H est indivisi'ble pour A?Trîque,réciprQqueiient,si H est indi-
visible pour ^TT»H est classe pour î-rr, qui est compatible.La proposition
résulte alors de la prop.l.

Supposons maintenant Ç non uni taire•Comme <^ et *€ ont
mêmes équivalences compatibles (prop.l.C.l.1),H est classe pour une
équivalence compatible de ^ si »t seulement si H '.? H = H '-.y H ;
comme I-p €, (H ' . yH)n (H *-.«H),cette condition équivaut à la condi-
tion de l'énoncé, H '.^ H = H •••^ H .

Corollaire 1. Si ̂  est s table,une partie non vide H de E
est classe pour une équivalence compatible si et seulement si elle
est indivisible pour êrr «

Ceci résulte de la prop.l.

Corollaire 2. Si ï est stable,une partig non vide H de E
est classe pour une équivalence compatible si et seulement si

(y(T€^)( <rH ji H -^ TH CH ) .

Bemarquons d'abord que,pour toute partie non vide H
de E, H ". H S H "». H ;la condition de la prop.2 équivaut donc à
la condition H *•• H £ H * . H .Or pour tout T € Ï :

<rçH '«. H <=^ Qh^H) crh€H <===? ofl ( H ;
le corollaire en résulte aussitôt.
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3. Application aux grou-pol'd.es.

La traduction des résultats précédents dans les tas
canoniquement associée à.un grou^oîde se fait immédiatement à l'aide de
la prop.I.D.5.1 (ou I.D.6.1 dans le cas d'un demi-groupe) .On se 'bornera
à donner la

Proposition 1. Si D == (E,.) est un demi-groupe,une partie
H non vide de E est classe pour une équivalence c^inpatible si et seule-
ment si, pour tous a,b €E ;

aH ij H :=» aH g H , Hb jj H i==» Hb Ç H , aHb jj H ^=> aHb ^ H .

Ceci résulte du cor.2.2 . Ces conditions sont dues à
Mlle M. TEISSIERJ23].La prop.I.D.5.1 en donne immédiatement l'extension
aux groupoÏdes.

p.Propriétés élépientaires des équivalences principales .|

1.Résidus et netteté.

Soient (E,P,2) un système et Hét t (F) .

Définition 1. H est dit net sur A_s± et seulement si
A€&(E) et si

(VxeA)(3<r€f.) jx^H .

Proposition 1. L'ensemble des parties A de E telles que H
soit net sur A a un élément maximum E^ = <|x€E ; H '. x / ^\ .

C'est immédiat.

Définition 2. On appelle résidu intérieur (r. i.) de H .et
on note W.j (ou W2 s'il y a risque de confusion),la partie de E

Wg = E ~ Ej» = jx^E ; H ' . x = 0 } = ( F - H ) . ' Z .

Proposition 2. W^,s'il n'est pas vide,est classe de î r r .

Les parties de P se classent donc en deux espèces,
selon que Srr possède ou ne possède pas cette classe particulière Wu.n ' H

Définition 3. H est dit net (au lieu de net sur E) si et
seulement si Wrj = f6 ,et .flou dans le cas contraire.
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De même

Définition 4. H est dit franc sur^ si et seulement si
T^O:) et si

(V<r€T)(3xeE) <TX€H .

Proposition 3. L*ensembles des parties T' de £ telles que H
soit franc sur T a un élément maximum Ï^ = { <r € I; ; H . ' <r / 0 j .

Définition 5. On appelle jésidu extérieur (r.e.) de H ,et
on note V^- (ou V^ s'il y a risque de confusion),la partie de Z

^ = 2 • ^5 = ^<r€s î H • ' çr = ^ i =: ( F - H ) ' . E .
Définition 6. H est dit franco (au lieu de franc sur S ) si

et seulement si Vu = .0 « faux dans le cas contraire.———————————n.—;—————————————————————
On notera qu'un s ous -ens einbl e net eu ï'ranc est tou-

jours non vide (en effet W^ = E , V^ = S ).

2. Force ; classes de ^r».

Soient ( E , F , 2 ) un système et Hé^ (P ) .

Définition 1. H est dit fort si et seulement si
(Vx,y€E)(Vr,T<£2)( (peCH, jy€H,^c^H =»ïy€H ).

Proposition 1. Les conditions suivantes sont équj-val entes:
a- H est fort;
b- ( \ / « r , T € = I ) ( H .' <r jj H .' T ==^ H .' <r = H .' T ) ;

c- ( V x , y 6 E ) ( H ' . x ji H ' . y ^ ^ H - . x = H ' . y ) ;
d- ( V x , y € E ) ( H '. x ji H '. y ^ x g^ y ) ?
e~ (V<r€S) H . ' (T est indivisible pour 2u '

C'est immédiat.Les conditions b et c expriment la
semi-uniformité des applications multiformes x '——-^ H * . x et
g- ^-^H . • <r .

Proposition 2. Si H est fort,les classes de 'ê^r sont les
parties non vides de la forme W^ ou H . ' <r («T€2) ,e t réciproquement.

D'après la définition de WrpCes parties forment un
recouvrement de E ; Wrr est toujours soit vide soit classe de c!,, (prop.
1 . 2 ) î e t H .• <r est toujours saturé pour î^ quelque soit ^^2,car
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si x 2rr y » <rxÇH entraîne çry^H .La proposition résulte alors de
l'équivalence des conditions a et e dans la prop.l.

3.Systèmes associés à un tas.

Il y a déjà le système naturel (déf.A.1.2).

Définition 1. Si ^ == (E,S) est un tas,on appelle système
médian associé à ^ ,et on note ^yl^ système (I.,E,m(^) ) ,où m^) est
l'ensemble des applications T ^^» (TTX de Z vers E quand (q" ,x)^2^E .

L'analogie de cette construction avec celle qui
définit D à partir d'un demi-groupe D n'aura pas échappé au lecteur.

Une définition JB de théorie de» systèmes donne aus-
sitôt deux définitions -8 et JS de théorie des tas.Par convention,la
définition S est baptisée du même nom que la définition ^ ;on a déjà
fait ainsi pour les résiduations et l'équivalence principale.La défi-
nition À reçoit au contraire un noni de "baptême indépendant. Exemple:

Définition 2. On note 'iï 1'équivalence principale asso-
ciée à H dans ̂ .

Proposition 1. Si *€ = (E,^) est un tas et si H^(E),Xg
est la relation associée à -?g.

La relation o associée à ?g est (déf.1.0.4.1):
(VO- ,T élî)( o ^ r ^ (Vx €E) çrx ^g TX ) .

Par sui te, pourc tous <T,T € î :
y » T ç=^ (\/x e E ) ( V v 6 X ) ( u<sceH ç=^ \nxeH ) <=^ r ^-f:

4.Ecriture des conditions dans un tas;résidus.

Soient ^ = (E,ï) un tas et H €]^(E) .

Définition 1. On appelle Wjj le r.i. de H dans "C^.

On ne fera pas usage du r.e. dans ̂ .

Proposition 1. On a
Wg = { c r é Z ; Z q - E Ç E - H } = Wg ' . E == Vg .' S .

La dernière résiduation est prise dans 0(E) au sens
de la théorie des déni-groupes.La première égalité résulte immédiate-
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ment des défini fions;les autres,des formules Wp = (E-H).' 2
Vy == (E-H) ' . E .

Définition 2. H est dit clair si et seulement si il est
franc dans ^,donc si et seulement si

(Vo-^2;)(^x^E)(9Tel:) (TixeH ,
et précis si et seulement si il est net dans C ,donc si et seulement al

(VT€-Z)0<r^)(3x6E) roceH ,
ou encore si Wg = ft ; on définit de même H précis surTéfr(I).

Proposition 2. Tous sous-ensemble net ou franc est précis.

En effet Wy est vide dès que Wg ou Vy l'est (prop.l).

^Proposition 3. Tout sous-ensemble clair est franc; si ̂  est
s table,tout sous-ensemble clair est net.

Proposition 4. H est clair si et seulement si H . ' y est
net pour tout rç £ .

Ceci se voit sur la condition donnée à la déf.2.

Proposition '5. Si ^ est stable et H franc,H .' y est
franc pour tout <r ç ^ .

Si re3 ,pour tout T€-î,il existe xêE tel que
((TT)xçH , ce qui exprime que H . ' <r est franc.

Définition 3. H est dit robuste si et seulement si il est
fort dans Ï ,donc si et seulement si '

(Vx,y^E)(V y,r,T ,v€H)( p<rx eH,pxx6H, vryeH ==> iny^H )
ou encore (prop.2.1) si et seulement si

(Vx€E) (Vy , r ,T ^S) ( ^rx€H,^rx€-H ̂  <r n^-T ) ,

^.Bésidu intérieur',et idéaux.

Soient t = (E,î) un tae et H€fc (E) .

Proposition 1. Wg contient tout idéal disjoint de H.

Si A est un tel idéal, 2A C A & E - H .donc A C W» .il
Proposition 2. Si ̂  est stable,Wp est un idéal.

Ceci résulte de la proposition suivante:
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Proposition 3. Si T est une autre loi de tas sur E telle

que ZT^I , Wg est un T-idéal.

En effet
( V x é T ) ( V x ç E ) ( TX^W| =9 (3^S) TrxêH -^x^wj ),

car <rr e î .
En ce cas, HHW^ = 0 entraîne W^ ^ iÇ (prop.l)?0n

notera que la condition îT C ï figure aussi dans la prop.B.2.2.

Dans un tas sta'ble,tout résidu intérieur est donc un
idéal;on démontre qu'un idéal A est un résidu intérieur si et seulement
si A = SA .' 2 ;on a alors A = Wg ̂  ̂  (cf. DUBREIL Û-3] ) .

Revenons au cas d'un seul tas "Ç = (E,2).

Proposition 4. Si f est unitaire, HHW^ = 0 .

En effet,si h€H, I^h^H et h^Wg .
Dans un tas stable et unitaire,Wrr est le plus grand

idéal disjoint de H (prop. 1,2,4).

Dans un tas quelconque,il est utile de pouvoir dire
que WTJ est un idéal.

Définition 1. H est dit sous-stabilisant si et seulement si
(V(r,T 6 £ ) ( V x € E ) ( <rrx€H =^ (a-u^S) \gc€H ).

Proposition 5» Pour que W^j soit un idéal, il faut et il suf»
fit que H soit sous-sta'bilisant.

En effet,pour que Wg soit un idéal,il faut et il
suffit que,pour tous Te 2 et x €E, TX^^U entraîne - x^^ •

Proposition 6. Si H est flou et sous-sta'bilisant/Wg eat
franc.

Soit we.Vrppour tout TE £,' ïw^Wg,donc Vg est franc.

Proposition 7. Si H est clair et sous-s-tebiliaant.H est net.

En effet soit x€E;pour tout <rçX,il existe rçî tel
que rrxéH {donc il existe ^ € S tel que \)XCH .

Enfin,on pourra vouloir que WTT soit un idéal propre.

Définition 2. H ea-b dit trivial si et aeulement ai il est
contenu dans E-SE .
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Proposition 8. Les assertions suivantes sont équivalentes:

a- H est trivial ; l)~ W^ = E ; c- V^ == F .

En effet x çw^ équivaut à H ^ E - îx et <r<sVy

équivaut à H ^ E - < r E ; o r E-SE = xQE(E~xx) = rOs^-^10 •

Proposition 9' W^ est un idéal propre si et seulement si
H est flou,non trivial et scus-stabillsant.

Ceci résulte des prop. 5 » 8 .

On notera qu'une partie non triviale est toujours
non vide (en effet ^ est triviale).
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6.Equivalences principales et simplifiables.

Soient ^= (E,î) un -bas et H €^(E).

Définition !• Une relation d'équivalence^. sur E est dite
simplifiable sur A (ou ^ -s impli fiable sur A s'il y a risque de confu-
sion) si et seulement si A€^(E) et si

(^x,yeE)(V^€rS )( (rx^ry , <rx €A , <ry €A => x 31 y ) ;
$• est dite simplifiable si et seulement si elle est simplifiable sur E.

On se propose de mettre en lumière les liens existant
entre cette notion et celle de sous-ensemble fort.

Proposition 1. Si H est classe pour une équivalence com-
patible et simplifiable sur H , H est fort.

Soient x,yÇE,<r,TêS:
(7xéH,<yéH =^< rx î ^Ty^= î> x ^ y -=^TX^-ry

et Tx êH entraîne Ty€H .

Proposition 2. Si H est fort,j?rj est simplifiable sur H.

En effet, si x,y ê,E,<''€ S , <rxéH et îyéH entraînent

x 2g y (prop.2.1).

Définition 2. H est dit -parafort si et seulement a.
(Vx,y€E)(Vr,r ,^eB)( <rrx ^H,<rry gH,vx ^H ==» AJy^H ).

Proposition 3« Si H est parafort, frj est simplifia'ble sur
E^;si 2 y est simplifia'ble sur EJ* et si H est fort, H est parafort. Si
< est stable et H fort,^Tj est simplifia'ble sur E^.

Si H est parafort, et si x,y^E,r€Ï sont tels que
TX 2g TV , Tx^Wy , ry^W^ ,il existe <r€S tel que rrx ç H ;et irryCH.
Par suite,pour tout u€Î » \/xêH équivaut à -uyÇH , et x 8y y .

Si ^u est simplifia'ble sur E^si H est fort et si
x,y^E,.<r,r,^S sont tels que (TTX €H,<rry ê'H , alors TX 2y Ty (prop.

2.1) et Tx^Wy,Ty^Wg ;donc x Sg y ,et vxêH entraîne uy€H .
Si -? est stable et H fort,H est parafort.
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Définition 3» H est dit stabilisant si e-b seulement si
( yx , y€£ ) (V (T ,Té I ) ( (rTx6H,<rryeH -==^ (3-ué^) \ >xeH ,vy€H) .

Proposition 4. Si H est stabilisant,il est s pus-stabilisant»

II suffit de faire x = y dans la définition 3.

Proposition 3. Si H est sous-stabilisant et parafort,H est
stabilisant; si H est stabilisant et fort, H est sous-stabilisant et pa-
rafort.

Si H est sous-stabilisant et parafort,et si x,yêE,
•<r ,T<- Ï sent tels que crrx ê.H, o-ry € H ,il existe \»e:S tel que ^xeH; H
éfcant parafer!, "uy ç: H et H est stabilisant.

Si H est stabilisant et fort,et si x,y <=E,<r,T ,v ç £
Kont tels que o-Txê H, yry'é H, il &xiste P ^ - Z tel que px^ H, py€ H ; H
étant fort, vxé:H entraîne vyê H , et H est parafer!.H est aussi sous-

stabilisant (prcp.4).

On notera que toute partie d'un tas stable est sta-
bilisante.

Propositicn 6 . Soit H fcrt;si H est stabilisant,W^j est un
i dea le t2u est s jiLpIi fiable sur E*e t réciproquenent.

Ceci résulte des prop. 5 , 2 et 5.2.

Définition 4. A6^(E) est dit consistant si et seulecient si
(V<r^)(Vx€E)( (rx^feA -=^ xe.A ) ,

donc si et seulement si E - A est un idéal.

Proposition 7. Si H es-L ^^i'u et stabilisant,^ est simpli-
fi able (sur E) si et seulement si W^ est consistant.

La condition est nécessaire;si 2rr est sipplifiable
sur E et si x^:E,<rêS sont tels que o-x^Wu ,on a raxé.^rr (prop.6),et

^x îrr <nrx ,d'cù x ^rj ̂  et x êW^r » en sorte que V/.r est consistant.ri ri zl il
La condition est suffisante: si Wu est consistant,

ÎT, est sin.plifiable sur E^ (prop. 6), et sur Wy car
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<nc,<ry€Wg -==^ x,yéWg ,Wg étant sattiré pour ^u>^u est s impli fiable
sur E.

7.Equivalence s principales et stationnaires.

Soit €.= (E,S) un tas.

Définition 1. Une relation d'équivalence^ sur E est dite
stationnaire sur A (ou Z-stationnaire sur A s'il y a risque de confu-
sion) si et seulement si Aeti(E) et si,p étant la relation associée,

(Vy,T€E)(^x€E)( OTC ̂  TX , (nc€A ,Tx€A ^=^ (rp-c )
cett» condition étant équivalents à

(V^€l) (Vx,y€E)( cg ^TX, ^€A, TX^A •̂ > qy ^-cy ).

On se propose de mettre en lumière les liens exis-
tant entre cette notion et celle de sous-ensemble robuste.

Proposition 1. Si H^b(E) est robuste, £rj est stationnairc
sur E^ .

Soient c-,Te î »x eE,tels que 0x2^ TX , (rx^Wg,
Tx^Vu .Puisque (rx^Wg,il existe veîtel que 'UÎXÊH ;et OTX€H ?H
étant ro buste, o- Tïu^ (déf.4.3) ̂ n étant la relation associée à 2g
(prop.3-1) >^u ®s'^; stationnaire sur Erj.

Proposition 2. Si Hefa(E) est fort,^ est stationnaire
s'or ES si et seulement si H est robuste.

'.H.—————————————————-————————————————————

La condition est suffisante (prop.l).Réciproquement,
ei H eat fort et Srr stationnaire sur E^,et si x ç.EïP^T ^2 sont
tels que prx €H, fxx eH,alors ox 2g TX , <rx (Wg , ïx^Wg ,et il en ré-
sulte ^XTT^ puisque Ifrr est la relation associée à ?„ (prop.3.1) ;donc
H est robuste.
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8.Sous-ensembles totalement forts et sous-ensembles parfaits.

Soient ^ = (E,S) un tas et H€^(E).On cherche des
conditions élémentaires sur H pour que H soit classe de êy

Définition 1. H est dit partiellement fort à gauche ,ou
p-fort-g ,si et seulement si

(Vx,y<SE)(^( rg l : ) ( x € H , y g H , q - x < £ H r=^><ry^-H ) .

Proposition 1. H est indivisible pour Hrr si et seulement
si il est p~fort~g.

En effet H est indivisible pour îrr si et seulement
si, pour tous x,y çH, x 2g y »soit Ox€H <é=^ <ryç.îi pour tout <réî ,ce
qui équivaut à la condition de l'énoncé.

On notera que,si ^ est stable,la prop.l résulte
aussi des corollaires 1 et 2 du §.C.2.

Définition 2. H est dit partiellement fort à adroite ,ou
p-fort-d ,si et seulement si

(Vx,y€E)(Vçr€^) ( <nc€H,<ry^H,x€H ^=»y€H ).

Proposition 2. Si H est fort,H est saturé pour Crj si et
seulement si il est p-fort-d et si Wg { H entraîne Wg Ç H .

En effet H est saturé pour 2rr si et seulement si,
pour tous x,y€E, x ^g y et xêH entraînent y€H .

Proposition 3« Si H est classe de 2 ,et sous-stabilisant,—__—.————————————,—————————g
H est disjoint de Wrr.

En effet, si H j Wu,on a H = Wg et H^est un idéal
(prop.5.2) ; donc, si h^H,<rheH pour tout (reS,et h^.W^yce qui est absur-
de.

Définition 3. H est dit totalement fort ,ou t-fort ,si et
seulement si il est fort,p~fort~g et p-fort-d.

Proposition 4. Si H est fort et sous~stabilisant,H est
classe dé îy si et seulement si il est t~fort»et non vide,et disjoint
de son r.i.

Ceci résulte des prop.1,2,3•

Proposition 5 « H est t-fort si et seulement si il est
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fort dans ^ .

H est fort dans "€ si et seulement si,pour tous
x,y €E, <r,r çL, rxç H,<jyéH,TxéH entraînent iy^H .Cette condition
équivaut à la conjonction des quatres conditions obtenues en prenant
successivement o^ç?,ce qui donne la condition "fort";<r= I- et TçX,-b
ce qui donne la condition "p-fort-g"; rçS et T = I,,,,ce qui donne la
condition "p-fort-d";^ == T = I-pyce qui donne une condition triviale.

On notera que,si ̂  est unitaire,il est évident di-
rectement que H est saturé pour îrr, quelque soit H (prop.C.l.l,déiE. ) *

Dans la suite,la notion de partie t-for te»quoi que
plus naturelle,sera peu utilisée,parce que des raffinements techniques
permettent de supprimer l'hypothèse que H est p-fort-d;par contre on
rencontrera fréquemment le groupement d'hypothèses suivant:

Définition 4. H est dit parfait si et seulement si il est
non vide,fort,p-fort~g,stabilisant et disjoint de son r.i.

Proposition 6. Si H est fort,sta'bilisant et classe de ?y^
H est parfait.

Ceci résulte de la prop. 4.

Proposition 7* Si H est parfait,H est non trivial.

H étant non vide et disjoint de W.j,il est impossi-
ble qw VTT = E.

9.Sousèensembles d'un élément.

Soient ^ = (E»'L) un tas et h €E.

On appelle équivalence principale définie par h
celle qui est définie par ^h};et on note ?, au lieu de ^ïiA5on note
de même W^ au lieu de W h , ,etc.

De Blême on dit que l'élément h est fort,net, etc.
si et seulement si {h} est fort,net,etc.
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|E.Tas complexés et tas fi'brés.l

1. (Catégories de tas complexés.

Définition 1. On appelle tas intérieurement complexé, ou
tj_c,tout couple «'yH) d'un tas g^ et d'une partie H du support de I? .

Le mot "complexé" résulte d'un ahus de langage,mais
est difficileiLent remplaçable dans cette définition.

Définition 2. Etant donnés deux tics (^,H) et (^H'^on
appelle homomorphismes de tics de (g .H) sur (<jILLtout homomorphisme f
de '€ sur ^ tel que f^ÇH') = H T

Proposition 1. Les tics et les homomorphismes de tics
sont respectivement les objets et les morphismes d'une catégorie à
supports.

Soient en effet trois tics (<Ç,H), (^^i'), (^H") ;
1'homomorphisme identique de ^ est un homomorphisme de tics de (<,H)
sur (^,H);et ,s i f (resp. g )est un homomcrphisme de tics de ( ? ,H) sur
(^H') (resp. de (^^') sur ( '^ ,H")) , go f est un homomorphisme de tics
de (^,H) sur (^ ,H") car

H = f^di') = f^Cg^CH")) = (gof r^H")

De même

Définition 3. On appelle tas extérieurement complexé,ou
tec,tout couple ('g,T) d'un tas f et d'une partie T de la loi de ^ .

Définition 4. Etant donnés deux tecs (^,T) et (^TQîon
appelle homomorphisme de tecs de (^T) vers (^,'rt tout homomorphisme f
de ^C sur ^ tel que, si ^ est l'application assaciée, ^" ' ' (TQ = T .~

Proposition 2. Les tecs et les homomorphismes de tecs
sont respectiveBent les objets et les morphismes d'une catégorie à
supports.

Soient en effet trois tecs % ,T), ̂ ,r'), ?",1^ ;
l'homomorphisme identique de Ï est un homomorphisme de tecs de CÇ»T')
sur (^,T);e'b si f (resp. g) est un homomorphisme de tecs de të,T) sur
C^»^') (resp. de ('C '̂rt sur (̂ ,1 )̂ ), go f est un homomorphisme de tecs de
(ffX) sur O^r"), car, si ^ ,^,)( sont les applications respectivement as-
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sociées à f,g,gof,on a,puisque \ prolonge \LO ^ (prop.I.A.2.3):

T i ^(T') = ̂ (^M) = ^(-rt .

2.Résidus.

Proposition 1. On définit un fondeur simple de la catégo-
rie des -tics vers elle-même (resp. vers celle des tecs) en associant à
tout tic Oe,H) le tic W^y) (resp. le tec (^,V^),le tec (^W^)).

Soien-fc ̂  = (E,S) e-b f un homomorphisme de tics de
('Ç ,H) sur (^,H');si (£> est l'application associée à f,.on a identiquement

<nc€H <=^ ^(<r)f(x)eH' , (TtxêH 4=^ ^( <r) ̂ (ï)f(x) ç H' ;

par suite f'^Wy, ) = Wy , ^(V^') = ̂  T ^^(^'H') = ̂  'et f est un

homoinorphisirie de tics de CCfWg) sur (^yWp,) et un homomorphisine de tecs
de ?,7^) sur (t',Vg,) et de (Ç,Wg) sur (^^W^.).

Proposition 2. Si f est un hopiocorphisine de 'C = (E,S) sur
'=€ et si H6^(E),on a seulement,^ étant l'application associée à f,

J^-î H^———^-^AL^fW-S^H)—

En effet on a seulement,dans ce cas,identiquement
<rxÇH ̂  ^(<r)f(x) êf(H) , <3rx é H-==^ ^(<r )^>(T )f(x) çf(H) .

On a vu (prop.A.2.1) que la résiduation possède des
propriétés analogues.Les définitions des résidus à partir de la résidu-
ation (déf. JD.1.2 et D.1.5) permettraient d'ailleurs de retrouver les
résultats ci-dessus à partir de la prop.A.2.1.On peut aussi définir

comme ci-dessus des catégories de tas "bi complexés, les résiduations de-
viennent alors des fondeurs simples d'une catégorie de tas bi complexés
vers une catégorie de tas complexés, dont les fondeurs W,V,W ci-dessus
se déduisent paB spécialisation d'une des variables.

3.Conditions imposées à H.

Proposition 1. Soit f un homomorphisme de tics de (€,H)
sur (^,H')«

a) si f est aussi un homomorphisme de tics de (*^,A) sur (*^,A'),
H est net sur A si et seulement si H' est net sur A ' ;
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b) si f est aussi un homomorphisme de tecs de (̂  ,T) sur (^/C*),

H est franc (res^. précis) surT si et seulement si H' est franc (resp.

précis) sur T^y
c) H et H* sont simultanément nets,francs,précis,clairs,forts,ro-

'bus tes, p-forts-g,p-forts-d, triviaux, sous -s ta'bilisants, s taMIisants, par-
faits , consistants, GII des idéaux.

Soient l? = (E.L),^ (E'.D.
a) On a identiquement

xeA <==^ f (x ) eA' , <rxeH e=^ v j > ( a ) f ( x ) €H ' .
Or,puisque f(E) = E' et ^(2) == 2' ,H' est net sur A' si et seulement si

(Vx^E)( f ( x ) ç A « =^ (3^-62) ^(<r)f(x)é.H« ) ;

donc si et seulement si
(VX€E) ( x € A ^=î?(3<r€^) <nceH )

c'est-à-dire si et seulement si H est net sur A.
"b) On a identiquenent

çr C ̂  ^> ^ ̂ ) ç T'

et les démonstrations sont analogues.
c) f étant aussi un hoinoinorpiisine de tics de (^yE) sur

("C^E^) et un homomorphisme de tecs de ('é'y'S) sur O^î ) ,l'assertion por-
tant sur les conditions net,franc,précis résulte de a) et b).Et,comme

f(E) = E' et kp(ï) = Ï/,H' est clair si et seulement si
(^ç2) (VxeE)(^T€Ï ) ^(<r)^(T) f (x) £H« ,

donc si et seulement si
(V(^ï)(Vx€E)(3TeZ) TTX^H ,

c'est-à-dire si et seulement si H est clair.
De même H' est fort si et seulement si

(Vx , yeE) (V r ,T€Z ) ( v((<r)f(x)êH',s(>(<r)f(y)^H',v((T)f(x)êH'^^^(T)^^H')

donc si et seulement si
(Vx,y<S=E)(V<r,T çl)( <rxe:H,<ry<cH,TXCH ^=^ ryCH )

c'est-à-dire si et seulement si H est fort.On procède de même pour les
trois autres conditions de force;on notera aussi que H et H' sont si-

multanément paraforts.
De même H et H' sont simultanément des idéaux;et,par

passage au complémentaire,des sous-ensembles consistants.
Comme f est aussi un homomorphisme de tics de (^^rr)

sur eÇSWu, ),H et H' sont simultanément triviaux (prop.D.5.8) et sous-
stâbilisants (prop.D.5.5).Alors H et H' sont simultanénrb forts-et-sta-
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bilisanis (prop.D.6.5) ;pour la condition stabilisant pri-se seule,on
peut procéder directement.

Enfin H et H' sont simultanément disjoints de leur
r.i.,puisque H = f"1^') et Wg = ^(W^, ) ,donc sont simultanée, ent par-
faits, d'après ce qui précède et la déf?D.8.4.

Dans la proposition 1,H' peut être pris arbitraire,
alors que H doit être choisi saturé.Cette proposition permet donc de
relever par homomorphismes les conditions étudiées,et de les descendre
dans le cas où on les impose à un sous-ensemble saturé.La descente des
conditions est impossible en général sans cette condition,sauf pour les
conditions de netteté:

Proposition 2. Si f est un homcmorphisme de tas de ^ = (E,S)
sur t^,et si H^^(E) est net (resp. f ranc, précis, clair ), il en est de
même de f(H).

Pour les conditions net,franc,précis,ceci résulte de
la prop.2.2.0n peut aussi raisonner directement,comme pour la dernière
condition:si H est clair,pour loué <T€Ï et xeE,il existe T e ï tel que
<f (<r )^ (T) f (x )€ f (H) , et, comme f(E) = E' e t \ y (S ) = î/ (avec Ï' = (E'.S')),
f(H) est clair.

4.Catégories de tas fibres.

Définition 1. On appelle .bas intérieurement fibre, eu tif,
tout couple (^,^1) d'un tas Ï et d'une équivalence ^< sur supp'€ .

Définition 2. Etant donnés deux tifs t^,^) et çc^^on ap-
pelle homoroorphisme de tifs de «^) sur W ̂ } tout homomorphisme f de
€ sur ̂  tel que ̂  soit la remontée de ̂  par f ^10^ .

Proposition 1. Les tifs et les homomorphismes de tifs sont
respectivement les objets et les morphismes d'une catégorie à supports.

En effet, si (•« ̂ ), (^^! ), (t€\9il) sont trois tifs,l'ho-
momorphisme identique de "€ est un homomorphisme de tifs de (*C ,̂ J sur
lui-même, et, si f (resp. g) est un homomorphisme de tffs de (€A) sur

(10) C'est-à-dire que,pour tous x,y du support de^,
XÂ y <^ f(x) ^'f(y) ;

cf. DUEREIL [l2].
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të^ ) (resp. de (^{^) sur (<^^<3t't ) ), g o f est un homomorphisme de tifs
de (̂  »^) sur ("Ç',^) car, pour tous x,y du support de ̂ ,

x A y ç==^ f(x)^ f(y) ^> g(f(x))<3l"g(f(y)) ,
c 'est à dire que ^ est la remontée dei^* par go f .

Définition 3» On appelle tas extérieurement fibre,ou tef«
tout couple (^,p) d'un tas *€ et l'une équivalence ft sur la loi de ^ .

Définition 4. Etant donnés deux legs (^?,P) et (^p'jyon ap-
pelle homomorphisme de tefs de (^,p) sur (^«p') tout homomorphisme f de
< sur ^' tel que P soit la repiontée de f^ par l'application associée à f.

Proposition 2. Les tefs et les homomorphisgies de tefs sont
respect! veinent les objets et les morphisites d'une catégorie à supports.

En effet, si (€ ,p), (•€',?'), (^P^) sont trois tefs.l'ho-
momorphisme identique de *€* est un homomorphisine de tefs de (t?,P) sur
lui-même,puis que l'application associée est l'application identique,et,
si f (resp. g) est un honiomorphislae de tefs de W,P) sur (^,rf) (resp.
de ftrSpQ Qur (^,P11))» go f est un homomorphisBe de tefs de (̂  »P ) sur
(Ç^yp") car, si f»^>)C sont les applications associées respect! veinent à f.
g, go f ,P est la remontée de ^ par ^,donc la remontre de p'* par ^o(p ,
donc la remontée de A* par \ qui prolonge ^o^ .

i^.Relation associée.

Proposition 1. On définit un fondeur simple de la catégo-
rie des tifs vers celle des tefs en associant à tout tif Cé^R.) le tef
(<ç ,ft),où p est la relation associée à !R .

Soient f un homomorphisme de tifs de (^^R) sur ("C',^),
^l'application associée à f,p et p^ les relations associées respective-
ment à ̂  et ^ ;si •Ç = (E,S) et si T,T€Z:

y p T ^ (Vx€E) (OC'ÂTX <=^(VxéE) ^o-)f(x)^ ^(r) f(x) <==>^(o-) ̂  ^T)

donc f est un noiaomorphisme de tefs de ("€ ,fi) sur (^P*).

On notera que,comme la relation associée à l'égalité
est l'égalité,la prop.I.C.4.1 pet un cas particulier de ce résultat.
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6.Conditions imposées à ^ .

Proposition 1. Soit f mi homomorphisme de tifs de (^^) sur

CC^);
a~ ̂ l et 'K sont compatibles en même temps;
b~ si f est aussi un homomorphisme de tics de (€,A) sur (^.A'),

^est simplifiable (resp. staticnnaire) sur A si et seulement si ̂  est
simplifiable (resp. statiomxaire) sur A ' .

Soient ^ = (E,S) et vp l'application associée à f.
a-Si ̂  est compati'ble et si x,y é,"E,<T€Z:

x i A y =^ f (x)^ ' f (y) =^ ^(cr)f(x) ̂  ^(<r)f(y) <=^ <rx <?< oy ,
et X est compatible .Réciproquement, si ̂  est compatible et si x,yêE,o-^;2:

f ( x )^ f (y ) =^ x:Ry -^(Dc'Âcry -==•> Y^ ) f ( x ) ̂  l^^^) »
et,comme f(E) = E1 et ^(2) = S* ,^ est compatible.

b- de même, si 'A est simplifiable sur A' et si x,yé;E,

(TCS:

(TxJ?l(ry, srx.oyêA ^=^ v((<r)f(x) ̂  ^ (<r) f (y) , ̂ (<r)f(x) , ^(o-)f(y) ÇA'
-==^ f (x )^ f (y ) ^^ x ÎX y ,

et .̂  est simplifiable sur A.Réciproquement,si ̂  est simplifiable sur A
et si x,y ÇE,\rê S:
^(<r)f(x)^ »((<r)f(y) , ̂  (<r)f(x), ^(<r)f(y) € A1 ^=^ <rx ̂  <ry , .7X,îry6A

•=^ x ^ y '==^ f(x) ̂  f(y) ,
et,comme f(E) = E' et vp(2) = Ï i^ est simplifiable sur A'.On procède
de même pour la stationnarité.
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7. Fondeur 2 .

-Dans les conditions imposées à ̂  au §.6 ne figure
pas la propriété d'être principale.

Théorème 1. On définit un fondeur simple de la catégorie
des tics vers celle des tifs en associant, à tout tic (-€,H),le tif

^Hh
Cette propriété est sans doute la plus importante,à

notre avis,de l'équivalence principale associée à H.
Soient ê == (E,^),f un homomorphisae de tics de ?,11)

sur (^,H'),^ l'application associée à f.De
(\/x<=E)(V<r<=:I;)( <rx€H <==̂  ^(r) f (x)€H' )

résulte que
(Vx,y€E)( x 2g y 4=^ f(x) 2g. f(y) )

ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire 1. On définit un fondeur simple de la catégo-
rie des tics vers celle des tefs en associant,à tout tic ("g,H),le tef
(C^

Ceci résulte des prop. 5.1 et D.3.1.

Définition 1. Si ^ est un tas,une équivalence X sur le
support de ^ est dite uniprincipale si et seulement si il existe (au
moins) une classe H de Si telle que ^= 2^,et ^equijarincipale si et
seuleiient si g^ est principale pour chacune de ses classes.

Corollaire 2. Si f est un homomorphisme de tifs de ç^A)
sur (y^),^ et ^l sont uniprincipales en même temps et pour des clase
ses correspondantes,^ et ̂  sont équiprincipales en même teups.

Si 9- est uniprincipale pour H,H est classe pour ^,
donc saturé pour l'équivalence nucléaire de f,et f est un homomorphis-
Die de tics de ('€*,H) sur (Ç',f(H));donc un hoinoniorphisme de tifs de
(^ »2g) = C^»^) sur (^>2-p/g) T®1 1 sorte que ̂  = ^./ri,f(H) étant classe
peur X- ; réciproquement,si ft1 est uniprincipal® pour H',f est un homo-
morphisBe de tefs de PS»-2^-l/iji \ ) sur (ï'fî-rri ) = (^^),en sorte que
^ est principal® pour f~ (H') qui est classe pour ^ .

Il en résulte,puisque les classes de 9L et ̂  se cor-
respondent bijectivecient par f,que^ et 9^ sont équiprincipales en même
temps.
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EII.HOMOMOBPHISMES PRINCIPAUX.

IA.TBS particuliers?!

1.Tas in.tectifs.

Proposition 1. Soit '€ = (E,I) un tas;les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

a- tout élément de Z est une injection;
'b- ( \ /x ,y^E)( \ /g-e£)( <rx = vy ^=» x = y ) ;
c- l'égalité est simplifia'ble sur E .

Définition 1. Un tas est dit injectif si et seulement si
il vérifie une des conditions de la prop.l.

De même

Définition 2. Un tas t? = (E,Z) est dit A-injectif si et
seulen'ent si A^^(E) et si l'égalité est simplifiât) le sur E ~ A , donc si
et seulen.ent si

(Vx,y€E)(V<reI:)( <nc = <ry j A •=» x = y ).

Proposition 2. Soit f un homoiiicrph.israe de tas de ^ = (E,^)
sur ^ ; ̂ est injectif (resp. A-injectif) si et seulen-ent si l'éq^uiva-
lence nucléaire de f est simplifiable sur E (resp. sur E - f""^-(A)) .

Ceci résulte de la prop.II.E.ô.l'b.
En particulier deux tas isomorphes sont injectifs en

même teirips,A~injectifs en même temps et pour des parties se correspon-
dant par l'isomorphisDie.

2.Tas stationnaires.

Proposition 1. Soit ^ = (E»î*) un tas;les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

a- toute application (T ^——9 <rx est une injection;
b- (V<r ,Te£) (Vx€E) ( ^ = TX ^ r= T );
c~ l'égalité est stationnaire sur E.

En effet la relation associée à l'égalité est l'éga-
lité.
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Définition 1. Un tas est dit stationnaire si et seulem en t

si il vérifie une des conditions de la prop.l.

De iLêiLe

.Définition 2. Un tas '€ = (E,S) e5^ tii'b A-stationnaire si
et seulement si A^. ^(E) et si l'égalité est stationnaire sur E - A ,
c'est-à-dire si et seulement si

(V g , T € 2 ) ( V x ^ E ) ( <jx = -rx^A -==> <r= T ) .

Proposition 2. Soit f un hoiLomorphisifle de tas de ^ sur ^ ;
€ est stationnaire (resp. A-stationnaire) si et seulement si l'équiva-
lence nucléaire de f est stationnaire sur E (resp. sur E - f (A) )
(E = supp^).

Ceci résulte de la prop.II.E.6.1b.
En particulier deux tas isomorphes sont stationnaires

en même temps,A-stationnaires en même tecps et pour des parties se cor-
respondant par 1'isciflorphisme.

3.Tas uniprincipaux ou équiprincipauxîhomomor-phisznes principaux.

Définition 1. Un tas € = (E,^) est dit uniprincipal si et
seulement si l'égalité est uniprincipale;si l'égalité est uniprincipale
pour nÇE^est dit miiprincipal pour h. <^ est dit équiprincipal si et
seulen-'ent si l'égalité est équiprincipale.

Proposition 1. Soit f un homoiaorphisme de tas de 'C sur € ;
C'est uniprincipal (pour h.) si et seulement si l'équivalence nucléaire
de f est uniprincipale (pour f~ (h));^est équiprincipal si et seule-
ment si l'équivalence nucléaire de f est équiprincipale.

Ceci résulte du cor.II.E.7.2.
En particulier deux tas isomorphes sont équiprinci-

paux en même temps,uni principaux en même temps et pour des éléments se
correspondant par 1'isomorphisme.

(11) Nous ne considérons pas,comme il serait logique de le faire,des
tas principaux (tels que l'égalité soit principale),parce que le cor.
II.E.7.2 n'est pas démontrable pour des équivalences qui seraient seu-
lement principales,et aussi parce que tous les tas principaux que l'on
rencontrera dans la suite sont au inoins uniprincipaux.
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On fera grand usage dans la suite du langage suivant.

Définition 1. Un homemorphisme de tas est dit principal
(pour H) si et seulement si son équivalence nucléaire est principale
(pour H ) .

La prop.î devient:
Proposition 2. Si f est un homemorphisme de tas arrivant

sur ̂ /€ est uniprincipal (resp. équiprincipal) si et seulement si f
est principal pour une (resp. toute) classe de son équivalence nuclé-
aire.

4. Zéros et homomorphismes principaux.

Proposition 1. Soit f un homomorphisme de tas, arrivant sur
un tas ^,01 principal pour une partie H.

a- si Ï a un zéro z^f(H),H est sous-stabilisante,
floue et non triviale,et Vg == f" (z) .

b- si H est sous-stabilisante, floue et non triviale,
f(Wg) est un zéro de ^ .

Si € a un zéro z ̂  f(H) yf'^z) est un idéal propre
(prop.II.E.3.1c) disjoint de H;donc f'^z) S Wy (prop.II.D.5.1),et,

—1coimne f~ (z) et WTT sont classes de l'équivalence nucléaire,on a
f (z) = Wy . Le a- résulte alors de la prop.II.D.5.8;de Blême, dans
l'hypothèse de 'b-,W,j est un idéal propre, saturé pour l'équivalence nu-
cléaire, donc son image par f est un zéro de f .

Proposition 2. Soit f un homomorphisme de tas,arrivant sur
un tas €,et principal pour une partie H sous-stabilisanté,floue et non
triviale,de sorte que z = f(W^) est un zéro de ^(prop.l).z est un
bizéro si et seulement si H est imprécise.

Soient '1?'= (E',S') le tas départ et ^ = (E,Î.).W,, estji
saturé pour l'équivalence nucléaire,donc f(Wu " • E ' ) = z * . E (prop.
II.A.2.1),or Wg • • E' = Wg (prop.II .D.4.1) . z est un "bizéro si et
seulement si z *. E est non vide,donc si et seulement si Wr est nonil
vide,donc si et seulement si H est imprécise.

Ces propriétés s'appliquent aux tas uni principaux,
dans lesquels l'application identique est un homoDiorphisme principal,
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Proposition 3. Soit Ï = (E,^) un tas uni principal pour

héE . On supposa que h n'est pas un zéro.
a- si h est net,^ est sans zéroîsi 'Cest sans zéro

et h sous-stabilisant, h. est net.
"b- si 'Ça un zéro, ce zéro est unique et constitue

le résidu intérieur de h.

Si h est net,et si ÎT a un zéro z,z / h ,donc h est
flou (prop.l) ce qui est absurde.Si h est sous-sta'bilisant,h est non
trivial,car,si h était trivial,E = W, serait réduit à h et h ne serait
pas trivial,ce qui est absurde;donc,si ç est sans zéro,h est net,car,
si h était flou,^ aurait un zéro (prop.l).

Si ~Ç a un zéro z,z^W, (prop.l);or W, î/au plus un
élément, ce qui démontre le t>-.

Le cas où h est un zéro paraît plus délicat.On a
seulement:

Proposition 4. Soit Ï = (E,IQ -̂P ta-s ayant un zéro z,uni-
principal pour z . Si < est injectif,ou si z est fort,E a deux éléments
et ^ est le tas permis sur E.Réciproquement un tel tas est injectif et
équiprincipal et tous ses éléments sont des zéros forts.

Si Ç est injeetif,z est fort (prop.II.D.6.1).
Soit donc aéiE-z . z étant fort,les classes de £z

sont les complexes de la forme z . ' <r (<r€2) ou W^ ; comme, pour -tovb
(T<?Î, z 6 z . * ^ ,oç?a z = z . * ^ pour tout <rçS,et û^W. .Par suite
E = {a,z};et,si <ré-S, <rti = z est impossible, donc <ra = a ,en sorte
que ^ est le tas permi» sur E.

Béciproquement,si E = 1a,'b} et si 'Ç est le tas per-
mis sur E,^ est injectif,tout élément de E est un zéro,et est fort
(prop.II.D.6.1) îf est uniprincipal pour a car a^W^ ® t ^^a ^âLoïlc

^est équiprincipal.
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p.Be cherche de taa mil principaux \

II eat logique de restreindre son intérêt aux tas
uni principaux pour un élément fort;en effet une équivalence principale
n'est jamais si bien définie que par une partie forte,puisqu'en ce cas
on a la description complète de ses classes.Nous avouons de plus ae
rien savoir sur un tas uni principal pour un élément non fort.

l.Cas d'un tas sans zéro.

Proposition 1. Soient 1?= (E,2) un tas et h 6 E. Si h est
net,et si l'égalité est simplifiable sur h/g est uni principal pour h,
et h eat fort.Réciproquement,si ̂  est tmiprincipal pour h et si h est
fort,l'égalité est simplifiable sur h.

Pour la réciproque, soient x,y €E,o"eîî ,• alors
çx = oy = h =^ x @^ y ^ x = y .
Et,si h est net et si l'égalité est simplifiable sur

h, h est fort (prop.Il.D.6.1),et 2^ est l'égalité car si x,yêE sont
tels que x S^ y ,il existe <rç2 tel que (HC = h ; de <yy =- h = <rx
résulte alors x = y .

Cette condition peut être renforcée ainsi;

Proposition 2. Un tas injectif dont le support contient
un élément net est uni principal (pour tout élément net) et sans zéro.

Soient ̂  un tel tas, h un élément not;il suffif de
montrer que Ç est sans zéro.Si h était lui-même un zéro,Ç serait le
tas permis sur un ensemble à deux éléments ( p r o p . A . 4 . 4 ) , co qui est
absurde car h est net. h n'étant pas un zéro,^ est sans zéro (prop.A.
4.5a).

On dira dans la suito: tas à élément net ,pour ; tas
dont le support contient un élément net.

La condition de la prop.2 sera emptyée dans la suite
de préférence à celle de la prop.l,qui fait intervenir h de manière
trop voyante.De plus elle est nécessaire dans le cas d'un tas stable:

Proposition 3« nu tas stable est sans zéro et uni principal
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pour un élément fort, si et seulement si il est injectif à élément net.

Soit ̂  un tas sans zéro,s table,uni principal pour un
élément fort h ; h est net (p r o p . A . 4 « 3 a ) , e t £^ est simplifiable sur le
support de ̂  (pr o p . I I . D . 6 . 3 ) , d o n c *̂  est injectif.

Enfin,dans un tas s table,1'existence d'un élément net
se traduit de façon intéressante au moyen des idéaux.

Définition 1. Si f est un tas, on apjeLle noix^ ; tout idéal
de € non vide,minimum.

Proposition 4. Dans-un tas stable,1'existence d'un élément
net équivaut à celle d'une noix,qui est alors 1'ensemble des éléments
nets.

Si Ç = ( E , S ) est un tas stable, 2x est un idéal (non
vide) pour tout xêE.

On h€E est net si et seulement si h£Sx pour tout
x ê ' E ; l'ensemble N des éléments nets est donc l'intersection des 2x
et c'est un idéal;enfin,si A est un idéal non vide et si a €A,
N ç2a C A ;donc,si N est non vide,c'est une noix.

Réciproquement, si N est une noix, N ̂ Sx pour tout
x € E , et tout élément de N est net;en particulier, il existe un élément
net ; 1'ensemble de ces éléments est,d'après ce qui précède,une noix;donc
c'est N,car une noix,si elle existe,est unique.

(12) La terminologie usuelle pour un tel idéal (CLIITORD et PKESTON [ôl
CROISOT [ 8 ) ) est noyau ; ce mot nous paraît à éviter dans une théorie ou
l'on s'intéresse beaucoup aux homomorp]iismes,et spécialement aux équi-
valences nucléaires.
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2»Cas d'un tas avec zéro.

Définition 1. Si "g = ( E , £ ) est un tas ayant un zéro 2 , un
élément h de E est dit g^aet (ou Z-z-net s'il y a risque de confusion)
al et seulement si il est net sur E- z«

On dira dans la suite: tas à élément z-net ,pour;
tas dont le support contient un élément z-net.

Proposition 1. Soient ̂  = ( E , Z ) un tas,z un zéro de ̂  et
h CE . Si h est z~net, différent de z,et si l'égalité est aimplifia'ble
sur h,Ï est uniprincipaippour h , h est fort et z est le seul zéro de ^.

h est fort (prop.II.D.6.1) et î,^ est l'égalité car
si x,y^E sont tels que x 2 y ,ou bien il existe <rç 1 tel que yx = h,
et de <ry = h = qrx résulte x == y ,ou bien x,y€W , et en ce cas
x = y = z puisque h est z-net . z est seul zéro de f ( p r o p . A . 4 . 3 " b ) .
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Cette condition est nécessaire:

Proposition 2. Soit < s ( E , Z ) un tas ayant un zéro z,uni-
principal pour un élément h de E fort et différent de z ; alors h est
z-net et l'égalité est simplifiable aur h.

En effet {z{= W^ (prop.A^-.lb) ,donc h est z-net;la
seconde assertion résulte de la prop.1.1.

Proposition 3. Soit ̂  = ( E , 2 ) un tas ayant un zéro z.Si
ï est z-injectif,^ est uniprincipal pour tout élément z-net différent
de z . Si ̂  est stable, Ç est uni principal pour un élément fort et dif^
férent de z si et seulement si 'C est z-injectif et si son support con«'
tient un élément z-net différent de z.

La première assertion résulte de la prop.l.Si Ç est
stable et uniprincipal pour un élément de E fort h ̂  z, W, ={z},donc
h est z-net,et 2̂  est simplifiable sur E -{z$ (prop.ll . D . 6 . 3 ) ,donc ̂  est
z-injectif.

3»Existence d'éléments z-nets dans un tas stable.

Définition 1. Soit *€ = ( E , ^ ) un tas ayant un zéro z.On
appelle z-noix tout idéal de 'C non contenu dans {z^ffinilmun.

Proposition 1. Soit ̂  = ( E , Z ) un tas stable ayant un zéro
jz .L'ensemble des éléicents z~nets,s'il n'est pas contenu dans {z^est
une z-noix.

Soit N 1'ensemble des éléments z-nets:
N = {h6E; (Vx €E-^z}) h€Îx} = 0 (îx ; x €E-lz] ) ;

c'est un idéal; si A est un idéal non contenu dans lz],et si a€A—(zî ,
N ^ îa ^ A ; donc, si N ̂ {z\ ,c* es^ùne z-noix.

ContraireiLent à ce qui se passe au §.1,1'existence
d'une z-noix dans un tas stable n'entraîne pas celle d'un élément z-
net différent de z.Par exempts! E = {a,«} et î ss ̂  ,(E,Î) est stable
car K^ = < ,et E est une z-noix;niais il n'existe pas d'élément z-net
différent de z car a^îa «Pour conserver la prop.l.4,il faut une con-
dition sur ^ .

Définition 2. Ua tas *C = (E,S) ayant un zéro z est dit
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z-eë-paré si et seulement si

(VX€E)( x / z ==»2xt{z]).

Proposition 2. Soit g = (E,2) un tas stable ayant un. zéro
2 ;E contient un élément z-net différent de z si et seulement ai g cet
z-séparé et a une a-noix»qui est alors l'ensemble des éléments nets.

Si E contient un élénjent z-net h ̂  z^Ç est zéséparé
car,ai xçE-{z} ,heîx et Sx ^.(z] ;et Ç a une z-noix (prop.l).

Réciproquement,84. N est une z-noix de Ç et si ^ est
z-séparé, K S Sx pour tout x'£E-{z} .donc tout élément de N est z-nct;
en particulier il existe un élément z-net différent de z.L'ensemble ^
des éléments z-nets est alors/une z-noix;or une z-noix,si elle existe,
est uniquqet N est l'ensemble des élén.ents z-nets.

On notera que N n'est ^as 1' ensemble des éléirents
z-nets différents de z ; z peut appartenir à la z-noix;cela arrive si
et seulement si z est z-net,c'est à dire si et seulement si z est net
(par exemple,dès que z est un bizéro).

|c.Tas sans zéro faisant l'objet de théorèmes d'homomorphisme.l

l.Tas transitifs ou surjectifs.

Proposition 1. Soit ^= ( E , Z ) un tas;les conditions sui-
vantes sont é qui val entes;

a- 2 est transitif;
b- (Vx,y6E)0<r€f) <rx = y ;
c- tout élément de E est net.

Définition 1. Un tas est dit transitif sj. et seulement si
il vérifie une des conditions de la prop.l.

Dans un tas stable,la transitivité s'exprime au
moyen des idéaux.

Définition 2. Un tas est dit simple si et seulement si il
n'a pas d'idéal propre.

Proposition 2. Si Ï = ( E , 2 ) est un tas stable,les condi-
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fions suivantes sont équivalentes:

a~ ^ est transitif;
b- E est une noix;
c- ̂  est simple.

Cela résulte de la prop.B.1.4.
Il résulte alors de la prop.I.E.3.1 que,si Ç est un

tas,€ est simple si et seulement si'€ est transitif.
Proposition 3. Un tas injectif transitif est équiprincipal.

Cela résulte de la prop.B.1.2.
Proposition 4. Sbit '€ = ( E , ^ ) un tas;les conditions suivan-

tes sont équivalentes:
a~ tout élément de ̂  est une surjection;
b- (Vy^E)(V^€Z)(3xeE) q-x = y ;
c- tout élément de E est franc.

Définition 3» Un tas est dit surjectif si et seulement si
il vérifie une des conditions de la prop.4.

Définition 4. Un tas est dit "bijectif si et seulement si
il est à la fois injectif et surjectif.

^.Conditions obtenues.

On se propose dans la suite de donner des théorèmes
d'homomorphisme où l'image est un tas injectif à élément net,supposé
éventuellement stationnaire,transitif,surjectif.

Ces conditions sont liées par certaines implications.
Proposition 1. Un tas transitif a un élément net.

Ceci résulte de la définition.
Proposition 2. Un tas stable,injectif,stationnaire et à

élément net est surjectif et transitif (et c'est un espace homogène).
Soient t = ( E , 2 ) un tel tas et h êE un élément net.

Il existe CêS tel que çh = h ; de h = £h = A résulte € = £2 , et,puis-
que e est une injection, e = Ig îdonc Ig€.21.

Soit alors ̂ e2 îli étant net,il existe Te2 tel que
T(<rh) = h = I.gh j d ' o ù TO- = Ig 5^ TïrT =B T »d'où,T étant; injectif,
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S est un groupe de bije étions.En particulier Ï est surjectif.

Soient enfin x,y€Eî h étant net,il existe (T,Tê2 teï
que (Tx == h = Ty ; d ' o ù T"" <rx = y , et, comme T < r ç S ,*Ç est transitif.

3. Indépendance des conditions obtenues.

On va prouver qu'entre les conditions étudiées n'ex-
istent que les implications triviales déduites des propositions 2.1 et
2 . 2 .

Examinons d'abord le cas d'un tas stable.Toute condi-
tion,conjonction de "injectif à élément net" et éventuellement d'une ou
plusieurs des conditions "stationnaire","transitif","surjectif",est é-
quival ente,d'après les prop.2.1 et 2 . 2 , à l'une des conditions suivantes

injectif à élément net
injectif transitif
bijectif à élément net
bijectif transitif
injectif stationnaire à élément net .

Proposition 1. Il existe un tas stable bijectif transitif
et non stationnaire.

E étant un ensemble d'au moins trois éléments,pre-
nons pour multiplicateurs toutes les bijections de E . Le tas obtenu est
stable,bijectif,transitif,et non stationnaire car le groupe des bijec-
tions de E n'est pas simplement transitif.

Proposition 2. Il existe un tas stable,injectif,transitif
et non surjectif.

E étant un ensemble infini,prenons pour multiplica-
teurs toutes les injections de E . Le tas obtenu est stable,injectif,
transitif,mai s non surjectif puisque E est infini.

Proposition 3» II existe un tas stable bijectif à élécen-b
net non transitif.

L'élaboration de l'exemple s'inspire des propriétés
suivantes. Soient ̂  = (E,S) un êl 't^'3 ®'b N SQ- noix ( p r o p . B . 1 . 4 ) .
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On a N C E .Soient X Ç E - N et h6N ;il existe <rç Ï tel que rsc = h 5
par suite, pour tout y€N, ^yçN-{hj îla restriction de <r à N est une
bijection de N vers vît C lî ,donc N est infini?la restriction de <r à
E-.N est une bijection de E-N vers E-0-N3E-N ,donc E-N est inA-
ni.

Soient alors N et C deux ensembles dénombrables (in-
finis) et disjoints,E = N UC ,et 2^1'ensemble des bijections de E vers
E ayant la propriété suivante: il existe x €C et h €.1T tels que o"x = h,
r(O-y) = C , TV = N-(h} . X^ est non vide; et même il existe un élément
de S^pour tout choix de x€E,de hÇN et de <TfaéN-th};en effet,N,étant
dénombrable,peut être indexé par l'ensemble des entiers naturels de
telle sorte que h ait l'indice 1 et <rti l'indice 2;on définit alors r
en faisant correspondre,à tout élément de N,l'élément d'indice suivant;
à x,h;et,à tout élément de C -tx} son image par telle bijection que l'on
voudra de C-{4 vers C (il en existe,puis que C est infini).

Si ^ = £ ,(E,S) est un tas stable bijectif.Tout élé-
ment h de N est net zen effet, si h' € N et si h' ^ h , il existe o-êî^tel
que <rh' = h ;de même il existe c^c-Z^tel que v^h = h',et (Tr̂ h = h ;en-
fin,si x( C,il existe c"ç2^ tel que <nc = h. .Et tout élément net appar-
tient à N car 11 est un idéal de (E,5^),donc de (E,S), et,si hêN, Sh S N;
donc,si xçC,x^Zh et x n'est pas net.(E,2i) a donc une noix N ^ E.

Examinons maintenant le cas d'un tas non nécessaire-
ment slable.Alors les conditions supplémentaires "stationnaire","trans-
itif",surjectif" sont indépendantes,de sorte qu'entre les conditions
étudiées n'existent que les implication^ triviales déduites de la
prop.2.1.

La condition "stationnaire" ne résulte pas des qua-
tre autres d'après la prop.l.Pour les deux autres conditions,les con-
gre-exemples sont tirés du groupoïde suivant,qui sera d'ailleurs uti-
le dans la suite»

Le support de ce groupoïde est l'ensemble N des en-
tiers naturels (positifs ou nul).Sa table de multiplication commence
de la façon suivante:
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T
0
1
2
3
4
5
6
y•

0 1
ffl 2
1 0
2 1
3 4
4 3
5 6
6 5

2 ^ A
3 4 5
2 3 4
0 5 3
1 0 2
5 1 0
4 2 1
7 8 9

5 6 ...
6 7
5 6
4 8
7 5
2 9
0 3
1 0

I»A loi de composition est définie par les axiomes
i) nTO = n pour tout H € N , OTH = n+1 pour n>0 ;
ii) si n,p>l, nTp est le plus petit nombre que l'on ne

peut mettre sous la forme mrq ,avec ai<n et q = p ,ou m = n e t q < p ,
fl)n démontre sans peine par récurrence qu'il existe

une loi r et une seule sur N vérifiant i) et ii).Etudions cette loi.
On a la règle de simplification à droite et à gauche.

En effet une ligne ne contient jamais deux fois le même élément:pour
celle de 0,cela résulte de i);pour les autres, de ii).De meire une colon-
ne ne contient jamais deux fois le même élément.

Tout élément figure au moins une fois dans chaque
colonne,en sorte qu'il existe dés quotients à gauche.Cela est vrai
pour la colonne de 0;admet tons-le pour les k premières colonnes,et sup-
posons un instant que l'élément r de N ne figure pas dans la colonne
de k.Si t <; r , t figure dans la colonne de j chaque fois que j < . k , e t
dans la ligne n_;il y figure une fois et une seule.Soit n le plus pe-

J -L.tit entier strictement supérieur à tous les n . ; il n'y a aucun élémentjinférieur ou égal à r figurant dans les k premières colonnes et simul-
tanémea^lans la ligne de n ou les suivantes. Soit alors s le nombre
d'éléments de N inférieurs ou égaux à r ne figurant pa» dans les n ̂ p
premières cases de la colonne de k;r est le plus grand de ces éléments;
d'après ii),Bïlc est le plus petit de ces éléments,(n+l)Tk le suivant,et
(n+s)Tlc le plus grand,c'est-à-dire r,et l'hypothèse faite sur r était
absurde.

Oa remarque que 1 ne figure pas dans la ligne de 0;
mais tout élément figure au moins une fois dans chaque ligne sauf
celle de 0,en sorte qu'il existe des quotients à droite sauf le quo-
tient de 1 par 0;en effet il est immédiat,par récurrence sur n,que
Irn = a pour tout n^-2 9 en sorte que tout élément figure dans la Ii-



- 74 -
gne de l?on achève la démonstration comme ci-dessus; la seule différen-
ce est que n^ n'est pas défini,ce qui est sans conséquence pour la sui-
te car 1 ne figure pas dans la ligne de zéro à partir d'un certain rang

Enfin notre groupoïde es^ simple à droite; en effet 2
figure dans toute ligne,donc tout idéal à droite non vide "contient 2,
contient toute la ligne de 2 et est impropre.

On peut alors énoncer:

Proposition 4. Il existe un tas injectif stationnaire
transitif et non surjectif.

Soit G le groupoîde ci-dessus île tas G est ;
c>

-injectif car,pour tous x,y,zÇN:
^_v = Y z ==^ xTy s= XTZ =^ y = z ;
-stationnaire car,pour tous x,y,zêlî:

Tx2 = V2 =^ XTZ = yTZ ^ x ï= y =^ Tx = Ty ;
-transitif,car il existe des quotients à gauche,donc

(Vx,y€N)(3a€N) v^x = BTX = y ;
-non surjectif car V^x == 0 x = 1 est impossible.

Proposition 3. Il existe un tas bijectif stationnaire à
élément net,non traneitif.

Soit G le groupoîde ci-dessus;le tas G^ est
-injectif et stationnaire,comme G- î
-surjectif,car il existe des quotients à gauche,donc

(Vx»yê]î)6zêN) f^z = ZTX = y ;
-à élément net,c°r 0 figure dans toutes les lignes,

donc (VxêN)(3yéN) ?yX = XTy = 0 ;
-non transitif,car S 0 = OTX = 1 est impossible.

En conclusion:

Proposition 6. Dans un tas injectif à élément net,les con-
difions stationnaire,surjectif,transitif,sont indépendantes.Pans un
tas stable injectif à élécent net,ces conditions sont liées par les
jiEpli cations déduites de la prop.2.2 et par aucune autre.
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p. Théorèmes d'hoBiomorphisme principal (-bas sans zéro).|

1. Théorème de base sur les tas injectifs à élément net.

Théorème 1. Tout homomorphisine de tas qui arrive sur un tas
injectif à élément net est principal pour une partie H parfaite et net-
te,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équi-
valence nucléaire qui s'envoie sur un élément net»

Soient ^ un tas injectif à élément net, et h -im élément
net.^ est uniprincipal pour h Cprop.B.1.2),h est fort (prop.H.D.6.1) eb
stabilisant (prop.II.D.6.6),donc parfait (prop.II.D.8.6).Donc,si f est
un nom omorphi sine de tas arrivant sur € et si H est la classe de l'équi-
valence nucléaire qui s'envoie sur h, H est parfaite et nette (prcp.II.
E.3.1c) et f est principal pour H (cor.II.E.7.2).

BéciproqueiLent, soit f un homoniorphisme de tas arri-
vant sur q? et principal pour une partie H parfaite et nette,donc stabi-
lisante ; l'équivalence nucléaire est simplifiable (prop.II.D.6.6),donc
^?est injectif (prop.A.1.2);H est indivisible pour l'équivalence nuclé-
aire (prop.II.B.8.1) et non vide,donc s'envoie par f sur un élément d'à.
support de ^ ,et cet élément est net (prop.II.2.3.2).

Théorème 2. Tout homolEorphisipe de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) injectif à noix est principal pour une partie H
forte,p-forte-g et nette,et réciproquement;et on peut prendre pour H
toute classe de l'équivalence nucléaire qui s'envoie sur un élément de
la noix.

Dans un tas stable,une partie forte, p-forte-g et nebbe
est non vide,stabilisante et disjointe de son r.i.,donc parfaite et
nette,et réciproquement;!'énoncé résulte alors du théorème 1 et de la
prop.B.1.4 sur la noix.

2.Add_ition de la_sui^[e_ctivité.

Définition 1. Soient <= (E,S) un tas et H6^(E).H est dit
bifranc si et seulement si

(V <T,T <sS)(3x^E) Tpc€.H ,
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donc ai et seulemenor^ei H . * <r est franc pour •cont r e Zl.

Proposition 1. Toute partie bifranche est franche.
En effet toute partie franche est non vide.

Proposition 2. Pans un tas stable,toute partie franche eab
bifranche.

Ceci résulte de la prop.H.D.4.5.

La notion de partie bifranche tire son intérêt du

Lemme 1. Soit Ï un tas uniprincipal pour un élément fort
et net; si ^ est surjectif,cet élément est bifranc,et il en est de même
de son image réciproque par tout homociorphisme de tas arrivant sur *€ .
Réciproqueifaent, tout homoiLorphisme de tas principal pour une partie fc
forte, sous-stabilisante et bifranche,arrive sur un tas surjectif.

Si ^ = (E,Y) est uniprincipal pour h€E fort et net,
et surjectif, alors, pour tout <rçS, h . * <r est non vide,donc classe
de 2, ,donc réduit à un élément,donc franc (prop.C.1.4),et h est bi-
franc.

Si de plus f est un homomorphisme de tas de ̂  = (^î')
sur^H = f^Ch) est bifranc,car,si o^eS7,!! existe x<£E tel que
^(^^Wx = h ,et,si x (ef~ l(x), o-^x'^H (^ est l'application associée
à f).

Réciproquement, si f est un homoinorphisnie de tas ar-
rivant sur ^ et principal pour une partie forte,sous-stabilisante et
bifranche H,les classes de l'équivaiBnce nucléaire sont les résiduels
à droite (non vides) de H et peut-être W,r; elles sont toutes franches
(prop.II .3).5.6) ,donc tout élément de E est franc,^ est surjectif.

Les théorèmes ci-dessous résultent alors immédiate-
ment des théorèmes 1.1 et 1.2;

Théorème 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un
tas bijectif à élément net est principal pour une partie H parfaite,
nette et bifranche,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute
classe de l'équivalence nucléaire qui s'envoie sur un élément net.

Théorème 2. Tout hoBiom-orphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) bijectif à noix est principal pour une partie H
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forte,p-forte-g, nette et franche,et réciproquement;et on peut prendre
pour H toute classe de l'équivalence nucléaire qui s'envoie sur un
élément de la noix.

3.Addition de la -brans iti vite.

Définition 1. Soient ̂  = ( E , ^ ) un tas et H € : ^ ( E ) . H est
dit translucide ai et seulement si

(Vr<s£-Vg)(Vx€E-yg)(3T€£) <TTX€H ,
donc si et seulement si H . * r est vide ou net sur EJJ' pour tout <r^Z .

On notera,au sujet de cette définition,que l'exis-
tence de T tel que cruc€H entraîne o-^iVrpetySi H est sous-stabilisant,
x^Wg .

Proposition 1. Une partie claire est translucide;une parle
nette,franche et translucide est claire»

Ceci résulte des définitions.
Proposition 2. Une partie sous-stabilisante est claire si

et seulement si elle est nette,franche et translucide.
Ceci résulte des prop. 1 et I I . D . 5 . 5 .
La notion de partie translucide tire son intérêt du

Leame 1. Soit f un homomorphisme principal pour une partie
forte et nette H ; le tas où arrive f est transitif si et seulement si
H est translucide.

Soit <? = ( E , ï ) le tas départ de f.Le tas arrivée est
transitif si et seulement si tous les éléments de son support sont nflte
(prop•C.1.1),donc si et seulement si toute classe de l'équivalence nu-
cléaire est nette (prop.II.E.3.1c),donc si et seulement si,pour tout
o-€ S , H . " r est vide ou net,donc si et seulement si H est translu-
cide puisque H est nette.

De ce lemaie résultent alors les théorèmes suivants:
Théorème 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un

tae injectif transitif est principal pour une parti e^orte, stabilisan-
te, nette et translucide,et réciproquement;et on ̂ eut prendre pour H
toute classe de 1'équivalence nucléaire.
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La condition est nécessaire d'aprèe le théorème 1.1

et le lemme.Et,si elle est remplie,le tae image est transitif (lemme 1)
et l'équivalence nucléaire est simplifiable (prop. II. 3). 6 . 6 ) donc le
tas Image est injectif (prop.A.1.2).La dernière assertion résulte de
la prop.C.1.3.

On notera qu'il n'est plus nécessaire de supposer
que H soit p-fort-g (d'où abandon de l'hypothèse "parfait").

Théorème 2. Un holpomorphisme de tas stables qui arrive sur
un tas (stable) injectif <b aimplef est principal pour une partie H
forte,nette et translucide,et réciproquement;et on peut prendre pour
H toute classe de l'équivalence nucléaire.

Ceci résulte du théorème l,et de la prop.C.1.2.
Théorème 3. Un homomorphisme de tas qui arrive sur un tas

bijectif transitif est principal pour une partie H forte,stabilisante.
claire et bifranche.et réciproquement;et on peut prendre pour H toute'
classe de l'équivalence nucléaire.

Il résulte du théorème 1 et du lemme 2.1 que l'on
peut choisir H forte,stabilisante,nette,translucide et bifranche;le
théorème résulte alors des prop. 2 et 2.1.

Théorème 4. Un homomorphisme de tas stables qui arrive sur
un tas (stable) bijectif et simple est principal pour une partie H
forte et claire,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute
classe de l'équivalence nucléaire.

Ceci résulte du théorème 3 et des prop.2.2 et II.D.
4 . 3 .

4.Addition de la stationnarité.

Ici la prop.II.B.7.2 et la prop.A.2.2 donnent immé-
diatement le

Lenme 1. Un homomorphisme de tas principal pour une partie
forte et nette H arrive sur un tag stationnaire at et seulement si
H est robuste.

De ce lemme et des théorèmes précédents réeultent lee
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Théorème 1 ( r e s p . 2 , 3 » 4 - ) . Un homomorphisme de tas qui arri-

ve sur un tas stationnaire et injectif à élément net (resp. bijjectif
à élément net,injectif transitif,bijectif transitif) est principal
pour une partie H parfaite,robuste et nette (resp. parfaite,robuste,
nette et bifranche; forte,robuste,stabilisante,nette et translucide;
forte,robuste,stabilisante,claire et bifranche) et réciproquement;et
on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire qui
s'envoie sur un élément net (toute classe pour les deux dernières con-
ditions.).

Ceci résulte du théorème 1.1 (resp. 2 . 1 , 3 . 1 , 3 . 3 ) .
Bans le cas des tas stables,les conditions obtenues

en ajoutant "stationnaire" aux conditions des quatre théorèmes anté-
rieurs sont équivalentes (prop.C.2.2).Des conditions obtenues sur H:

fort,robuste,p-fort-g,net
fort,robuste,p-fort-g,net,franc
fort,robuste,net,translucide
fort,robus te,clair

les seconde et quatrième sont sans intérêt;on garde la qualri-ème par-
ce que sa condition est plus simple:

Théorème 5. Un homomorphisaie de tas stables qui arrive sur
un tas (stable) injectif stationnaire à noix (qui est alors surjectif
et simple) est principal pour une partie H for te,robuste,et,au choix,
p-forte-g et nette,ou nette et translucide,ou claire,et réciproquement ;
et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire.

5.Ré capi tulation.

Le tableau ci-dessous contient tous les théorèmes de
cette section.

Dans la première colonne est un nuiréro d'ordre utile
pour les chapitres suivants,la dernière colonne donnant la référence
ordinaire correspondante.La seconde colonne contient les hypothèses
faites sur limage, la troisième les hypothèses faites sur H. La lettre
S ajoutée au numéro d'ordre indique un théorèn-e concernant les tas
stables. L'astérisque indique que l'on peut prendre pour H toute classe
de l'équivalence nucléaire.
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l
1S

2

2S

3

3S

4

4S

5

6

7

8

5S
7S8S

Injectif
élément net
injectifà noix
bijectif
élément net
bijectif
à noix
injectif
transitif
injectif
simple
bijectif
transitif
bijectif
simple
injectif
stationnaire
élément net
bijectif
stationnaire
élément net
injectif
stationnairetransitif
bijectif
stationnairetransitif
injectif
stationnaire
à noix

parfait
net
fort,p-fort-gnet
parfait
netybifranc
fort.p-fort-g
net,franc
fort,stabilisant
net,translucide
fort, ^
net,translucide
fort,stabilisant,
clair,bifranc
fort, ^
clair
parfai t,robus te,
net
parfait,robuste,
net,bifranc
fort,robuste,stabilisant, ^.
net,translucide
fort,robuste,stabilisant ^
clair,bifranc
fort,robuste,p-fort-g,net(5S)

„ a ,net,translucide (7S)
,clair(8S) ^

1.1

1.2

2.1

2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

IE.TBS avec-zéro faisant l'objet de théorèmes d'homolEorphisme.l

l.Taa z-transitifs ou z-surjectifs.

Proposition 1. Soient g = (E,^) un taa et z un zéro de f.
Les conditions suivantes aoat équivalen-bea, et entraînent que z est
seul zéro de ^.on bien que ^ est permis et E à deux élémeate;

a" S est transitif sur E - z ?
•b- (Vx,y€E-2)(9cr€ l ) vx. == y?
c- tout élément de E - z eat z-net.
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Définition 1. Un tas est dit z-transitif si et seulement si

2 en est un zéro et s'il vérifie une des conditions de la prop.l.
Dans un tas stable,la z-transitivité s*exprime au

moyen des idéaux.
Proposition 2. Soient ̂  = (E,l^) un tas stable et z un zéro

de *Ç ;les conditions suivantes sont équivalentes:
a- ̂  est z-transitif;
b- *C est z-séparé et admet E ou E- z comme z-noix;
c- les seuls idéaux propres de C sont fz\ et éventuellement

E - z^ et^ est z-séparé.
Ceci résulte de la prop.B.3.2.
L'alternative dans b- et c- provient de z qui n'est

peut-être pas z-net;si z est z-net,la z-noix est E;sinon c'est E-z,on
en verra des exemples;en conséquence,la z-transitivité n'est pas équi-
valente à la z-simplicité dans un tas stable (celle-ci étant définie
par l'absence d'idéaux propres différents de { z } ) .

Proposition 3» Un tas z-injectif et z-transitif est uni-
prineipal pour tout élément différent de z.

Ceci résulte de la prop.B.2.3.Cette proposition est
analogue à la prop.C.1.3,dont la notion de tas z-transitif permet pré-
cisément de donner une réciproque:stable

Proposition 4. Un tas^équi principal est transitif ou z-
transitif.

Si un tel tas n'a que des zéros,c'est un tas permis;
or un tas permis dont le support contient trois éléments distincts a , b ,
c n'est pas équiprincipal car a ' . b = a * • c = 0 et b / c ;
un tas permis équiprineipal a donc un support d'un ou deux éléments,
donc est transitif ou z-transitif.Si un tel tas n'a pas que des zéros,
il est uni principal pour un élément qui n'est pas un zéro,et il résul-
te de la prop.A.4.1 que,si ce tas est sans zéro,tous ses éléments sont
nets,et que,s'il a un zéro z,ce zéro est unique et est le r . i . de tout
élément différent de z,donc que tout élément différent de z est z-net.

Proposition c ? . Soient "Ç = ( E , Z ) un tas et z un zéro de ̂  .
Les conditions suivantes sont équivalentes;

a- tout élément de S - (z ' » E) est une surjection;
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b- (Vx<£E)(V(r€Î :>(z ". E))0»€B) <ry « x }
c- tout élément de E est franc sur Z - (z * . E).

Notons que z ". E ,e'il est non vide, est réduit à
k ;il eat non vide si et seulement si z est un bizéro.z

Définition 2. Un tas est dit z-surjecti^ si et seulement
si il admet v comme zéro et vérifie une des conditions de la prop.5.

Définition 3* Un tas est dit g-bijectif si et seulement si
il admet z comme zéro et est à la fois z-injeotif et z-surjectif.

2. Ad jonction d'un zéro ou bi zéro à un tas de 3a section précédente.

On se donne un tas ^ = (E,S),un ensemble d'un élé-
ment {z] disjoint de E et on utilise les notations de la déf.I.P.3.1.

Proposition !• Les conditions suivantes sont équivalentes;
a- ^ est injectif;
b- ^uz est injectif;
c- ^uz est z-injectif;
d~ '€->• z est z-injectif.

'g'» z n'est jamais injeotif.

a ==> b :si y est une injection,? est une injection.
b •==> o;
c -^ d : si x,yeS et T € S ^ IKJ sont tels que

TX = ry / z ,on a T ^ S 5 donc, si ^ëvz est z-injectif, x = y ?^+ z est
alors z-injectif.€+z n'est jamais injectif car « n'est pas une in-
jection (S ayant au moins deux éléments).

d =^ a : si ^ + z est z-injectif et si x,yçE,^€2
sont tels que f f x = vy ,ona o x = ^ y ^ z ,d'où x = y .

Proposition 2. Les conditions suivantes sont équivalentes;
a- ^ est stationnaire;
b- Çvz est z-stationnaire;
c- < + z est z-stationnaire.

•Ç+z n'est jamais stationnaire;'C uz est stationnaire si et seulement
si € n'a qu'un multiplicateur.

a 3=^ b : si "C est stationnaire et si xêÊ,î',^€2
sont tels que îx = ^x ^ z , alors x ^ z et, de ffx = & = ^x = TX
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résulte (T = T et ^ = 'ï .

b ï=> c : si ^ ^ z est z-atationnaire et si'x^S»
r,ve2u{i^) sont tels que TX == vx ^ z , alors T,V<?Ï et T = v* .

c =^<a ; si *?+ z est z-statiolmaire et si XÇE,
^êS sont tels que (TX s= TX , alors ^x = %c ^ z et ? = î,d'où <r e r.

Bnfin,si Ç a un zéro x et est stationnaîre,T n'a
qu'un multiplicateur, car si (T,T€ S , rx. = x5(= TX entraîne T = -r'̂ un
tas n'ayant qu'un seul multiplicateur est évidemment • s tationnaire. Donc
^-t- z n'est jamais stationnaire, '^uz l'est si et seulement si *€ n'a ^a
qu'un multiplicateur.

Proposition 3. Soit h €E ; les conditions suivantes sont
équivalentes ;

a- h est net dans 'Ç ;
b- h est z~net dans^uz ;
c- h est z-net dans ^+ z .

z est net dans ^ •«• z et W^, = E dans ^\j z »

a =» "b : si h est net et si xéS- z = É,il existe
<reî tel que o^x = rx = h ,don'c h est z-net dans 7^ z ; d'ailleurs
z € W ^ (prop.II.D.5.1).

t =^ c ;
c -=y a : si h.est z-net dans ^Ç+ z et. si x^E = E-z,

il existe T€ Ï ̂ {^ tel que T x ' s à ; comme, h/^z, T€ Ç ,, et .il existe .crê 2
tel que ? = T ,donc que (TX = TX ==, h . , , .

z est net dans ï+ z car,pour tout x €Î, K.X = 2 .Dans
^v ' . ^ . Z

<Ç-uz , z ^ W , mais si x çE, Sx = EX ^'E .et z^îx ;donc W = E .

Proposition 4. Soit y€^(E);les coaditions suivantes so^t
équivalentes :

a- g egt une ttoix dans c^ ;
• /b" H ^o^ ^^c z-noix dana «Coz ;
. c- .Nufe} est une z-nôix dans 'C-*- z. .

•Ç^z et ^+z sont toujours z-aépàrés*

I»a dernière, assertion ,est immédiate;eiÏ est stable,
la proposition résulte des prop. 3,B.1.4,B.3.2 et I.P'.3îl. Elle résul-
te aussi,dans1 le cas.général,des prop.I.F.4.1 et»I«P.4.2<

Proposition 5 * Les conditioMg guiT&nteg epat équiTalentea;
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a- ^ est -transitif;
b- ^uz est z-transitif;
c- V+ z est z-transitif.

^y /z , ^ ->-z ne sont jamais transitifs.

a <=^ b ̂ ^ c résulte de la prop. 3 . Enfin un tas ayant
un zéro n'est pas transitif.

Proposition 6. Les conditions suivantes sont équivalentes;
a- '€ est surjectif;
b- Çuz est surjectif;
c~ iT^z est z-surjectif;
d- ^4- z est z-surjectif.

tÇ+z n'est jamais surjectif.

a ̂  b ;si y est une surjection,? est une surjection.
b =̂  c;
c ==$> d puisque les lois de *Çuz et 'Ç+z diffèrent

précisément de z * . Ê .
d =î»a : si ̂  est une surjection, <r est une surjection.
*Ç+z n'est jamais surjectif car K n'est pas une

surjection (E ayant au moins deux éléments).

3. Conditions faisant l'objet de théorèmes d'homoicorphisine..
Soit 'Ç = ( E , 2 ) un tas et z un zéro de ̂  .
On se propose dans la section suivante de donner des

théorèmes d'homomorphisme où l'image a un zéro z et est un tas z-injec-
tif ai élément z-net différent de 3,supposé éventuellement injectiî,
surj ectif,z-stationnaire,z-transitif,z-surj ectif.

Ces conditions sont liées par certaines implications.
Tout d'abord,pour les conditions injectif et surjectif:

Proposition 1 , ' g est surjectif si et seulement si il est
z-surjectif et sang bizéro.

Bans la suite,la condition "surjectif" est rempla-
cée par la non-existence d'un bizéro (donnée par la prop.A.4.le).

Proposition 2. Les conditions anivantes sont équivalentes;
a- '€ est injectif?
b- ^ est 2-injectif et z consistant;

c- il exiate un tas ^injectif tel que 6 = ^v z
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as=^ b : si ̂  est in;jectif,il est z-injectif,et,si

x€E et <rç^, ox = z = <% entraîne x = z ,donc z est consistant
(déf.II.3).6.4).

b =^> c : si z est consistant,il existe (prop.I.P.3.2)
un tas ̂  tel que ^ = <^ z ;^ étant injeetif/Ç1 est injectif (prop.2.1).

c •==> a : d'après la prop.2.1.

Dans la suite,la condition "injectif" est remplacée
par la consistance de z.

Proposition 3» Si z est consistant,^ est sans bizéro.

Si ̂  avait un bizéro,ce serait z (prop.I.P.l.1),et z
ne serait pas cousis tant,car il existe x €E - z ,et K x = z .

Entre les autres conditions,on a les implications:

Proposition 4. Un tas z-transitif a un élément z-net dif-
férent de z.

Ceci résulte immédiatement des définitions.
Proposition 5. Un tas stable,in3ectif,z-stationnaire et à

élément z-net différent de z est surjectif et z-transitif.
La prop.2 permet de déduire cette implication de la

prop.C.2.2 et des prop. 1 , 2.2 , 2.5 , 2 . 6 .On verra ci-dessous que l'hy-
pothèse que z est consistant ne peut être supprimée (prop 4 . 6 et 4 . 7 ) .

4.Indépendance des conditions obtenues.

On va essayer de prouver qu'entre les conditions étu-
diées (z-injectivité et existence d'un élément z-net différent de z,
plus éventuellement z-surjectivité,z-transitivité,z-statiomiarité,con-
sistance de z,absence de bizéro),considérées successivement dans un tas
quelconque et dans un tas stable,n'existent que les implications trivi-
ales déduites de celles du paragraphe précédent.

Pour les tas non nécessairement stables,on a:
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Proposition 1. Il existe un tas ayant un zéro z,bijectif,

z~stationnaire,à élément z~net différent de z,qui n'est pas z-transitif

Soit ̂  un tas bijectif,stationnaire,à élément net et
non transitif (prop.0.3.5) ; <v/z répond à la question (prop. 2.1, 2.2,
2.3, 2.5 , 2.6 ).

Proposition 2. Il existe un tas" ayant un zéro z.injectif,
z-stationnaire,z-transitif,qui n'est pas z-surjeetif.

Soit Ç un tas injectif,stationnaire,transitif,et non
surjectif (prop.C.3.4);<<j z répond à la question (prop. 2.1, 2.2, 2.5,
2.6 ).

Proposition 3. Il existe un tas stable ayant un zéro z, bi-
jectif ,z-transitif et non z-stationnaire.

Soit f un tas stable bijectif,transitif et non sta-
tionnaire (prop.C.3.1) î^ ̂ z répond à la question (prop. 2.1, 2.2, 2.5,
2.6 et I.P.3.1 ).

Proposition 4. Il existe un tas stable ayant un zéro z,z-
'bijectifyZ-stationnaire et z-transitif,qui possède un bizéro.

Soit € un tas stable bijectif -stationnaire et transi-
tif (par exemple,le couple d'un espace affine et du groupe des transla-
tioto);^+z répond à la question (prop. 2.1, 2.2, 2.5, 2.6 et I.P.3.1).

Des prop. 1 à 4 résulte la

Proposition 5« Dans un tas ayant un zéro z,z~injectif,à
élément z-net différent de z,les conditions suivantes; z-stationnaire,
2~transitif,z~sur3ectif,sans bizéro,z consistant, ne sont liées par au-
cune implication autre que celles des prop. 3.3 et 3.4,sauf peut-être
la consistance de z qui pourrait résulter de l'absence de bizéro et de
certaines cTes autres conditions.En particulier,dane un-tas ayant un zé-
ro 2,z-injectif,à élément z"net différent de z,les conditions importan-
tesî z'-stationnaire,z~tran8itif,z-8urjectif, sont indépendantea.

Examinons maintenant le cas d'un tas stable.

Proposition 6. Il existe un tas stable ayant un zéro z, 7,-
inJectifyZ-stationnaire et z~tran8itif,qui n'est pas z-surjectif.



- 67 -
<- . ,

Oonsidérona le tas^de support lz,a,b} dont la table
est celle de gauche:

•̂
n̂r'a
S
°T,

z
z
z
z
z
z

a
z
a
z
z
b

b
z
z
a
b
z

S ^a ^a ^ ^
^ ̂  ̂  «<z kz ̂
^a *Ss ̂  ̂a ̂  ̂ z
â KZ KZ ẑ â â
b̂ ̂  KZ •<z b̂ b̂
^ KZ ̂  ̂ ̂  ̂z

on vérifie que les multiplicateurs se composent conformément au ta-
bleau de droite,en sorte que *€ est stable.Tout élément différent de z
figure une fois au plus dans chaque ligne,donc V est z-injectif;une
fois au plus dans chaque colonne,donc *Ç est z-stationnaire;une fois
au moins dans chaque colonne (sauf celle de z),donc ̂  est z-transitif.
^ n'est pas z-surjectif car € .par exemple,n'est pas surjectif.

Proposition 7» 11 exfete un tas stable ayant un zéro z,
z-injectif,surjectif,z-stationnaire et à élément z-net différent de z,
qui n'est pas z-transitif.

Soit K l'ensemble des entiers positifs ou nul.Consi-
dérons le tas 'Ç de support V dont les multiplicateurs sont les appli-
cations <r^ » (T^ étant défini pour tout n€N par

- nsi x^n(Vx€lî)^ ,<r^x = x.
si x^n ,ff^x = 0

0 est un zéro de Ç.^ est stable car «si x,n,p ÇN :
si x>n+p , ^ x>a et <7,,̂ x = x -(n+p)<TpX>fl et <r^x
ai x<n+p , y x<a et <?",.̂ x = 0

^ •cltoù (r^
Çest 0-injectif car,si x,y,A€rH:
y ^ C =^ x>n,y>n =^ x-n « y-n ==^ x = y ?
Test 0-stationnaire car,si n,p,x €N:

V s V ^ °

G^x = o- x / 0 ï=^ x>n,x> p -s^ x-n = x- p n » p =^ ̂  = T?
'Ceet surjectif oar <r est surjectif pour tout n€lî;

en effet, si xçN, y (x4-n) c x
1 est 0-net et différent de 0;oar ai xÇ.V-0 ,x>l,

et T^lxal
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C n'est pas 0-transi-bit; en effet, peur tous x,neN,

o" x ̂ x îpar exemple (T 1 = 2 est impossible,et 2 n'est pas 0-net.
Des prop. 3 , 4 , 6 , 7 résulte la

Proposition 8. Dans un tas stable ayant un zéro z,z-injec-
tif,à élénent z-net différent de z,les conditions suivantes: z-station-
naire, z-transitif, z-surjectif,sans bizéro,z consistant,ne sont liées
par aucune implication autre que celles qui résultent des prop. 3 . 3 ,
3.4 et 3.5 ,sauf peut-être la consistance de z qui pourrait résulter
de certaines autres conditions .En particulier,dans un tas stable ayant
un zéro z,z-injectif,à élément z-net différent de z,les conditions im-
portantes: z-stationnaire,g-transitif,z-surjectif,sont indépendantes.

Quant à la consistance de z,on peut déduire des con-
tre-exemples ci-dessus qu'elle ne résulte pas des groupements d'hypo-
thèses suivants: stable,z-bijectif,z-stationnaire,z-transitif ( p r o p . 4 ) ;
stable,z-bijectif,z-stationnaire,à élément z-net différent de z et sans
bizéro ( p r o p . 7 ) .

|p.Théorèmes d'homomorphisme principal ,|

1.Théorème de base sur les tas z-injectifs à élément z-net ^ z.

Théorème 1. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
ayant un zéro z,z-injectif,à élément z-net différent de z est principal
pour une partie H parfaite et floue, et réciproquement; et on peut pren-
dre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire qui s ^ envoie sur un
élément z-net différent de z.L'image est un tas injectif si et seule-
ment si W^ est consistant,et a un bizéro si et seulement si H est
————————n——————————————————————~——"————————————————————————
imprécise.

Soient ^ = (E,l) un tas ayant un zéro z,z-injectif,à
élément z-net différent de z, et h un tel élément.1? est uni principal
pour h (prop.B.2.3);et z = W^ (prop.A.4.3b) est un idéal;2?^ est simpli-
fiable sur E-z,donc h est fort (prop.II.D.6.1) et stabilisant (prop.
II.D.6.6);par suite h est parfait (prop.II.D.8.6) et flou. Soit alors
f un homomorphisme de tas arrivant sur "Ç î si H est la classe de
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l'équivalence nucléaire qui s'envoie sur h,H est parfaite et floue
(prop.II.E.3.1c),Wg = f^z) (prop.II.E.2.1) et f est principal pour H.

Réciproquement, s oit f un homomorphisme de tas arri-
vant sur ̂  et principal pour une partie H parfait» te et floue, donc non
triviale (prop.II.D.8.7) ?<' a un zéro z = t(Wg) (prop.A.4.1);!'équiva-
lence nucléaire est simplifiable sur le complémentaire de ¥„ (prop.II.
B . 6 . 6 ) , d o n c ̂  est z-injectif ( p r o p . A . 1 . 2 ) ; H est non vide et indivisite
blé pour l'équivalence nucléaire,donc <(H) est un élément de E qui est
z-net car son résidu est contenu dans z (prop.II.E.22),et différent de
z car H est disjoint de HL,.n

'€ est injectif si et seulement si z est consistant
(prop.£•3.2),donc si et seulement si Wg est consistant (prop.II.E.3.le)
(voir aussi prop.II.D.6.7)•^ a un bizéro si et seulement si H est im-
précise ( p r o p . A . 4 . 2 ) .

Théorème 2. Tout homomorph.isme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z,z-injectif,z-séparé et à z-noix
est principal pour une partie H parfaite et floue,et réciproquement;
et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire qui
s'envoie sur un élément différent de z de la z-noix.L'image est un
tas injectif si et seulement^! Wg est consistant,et a un bizéro si et
seulement si H est imprécise.

Ceci résulte du théorème 1 et de la prop.B.3.2.
La condition "parfait" a été laissée dans l'énoncé

car ici une seule des cinq conditions qui la composent ("stabilisant")
est trivialement vérifiée.

2.Addition de la z-surjectivité.

Définition 1. Soient ? = (E/2) un tas et H €^(E).H est dit
loyal si et seulemenysi :

(V<r€S-V^CVréI-V^OxgE) croc ̂  H ,
donc si et seulement si H . * a- est vide ou franche sur S - H^ pour
tout ir ç ï .

Proposition 1. H est bifranc si et seulement si il est
franc et loyal.

Ceci résulte des définitions et de la prop.D.2.1.
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La action de partie loyale tire son intérêt du

Lemme 1. Soit t un hemomorphigme de tas principal pour une
partie H for te, a eus-stabilisante, floue et non triviale; le tas imagê a
donc (prop.A.4.}.)'on zéro z = f(Wq.);^est z-Burjectif si et seulement
a. H est loyale.

Soient € = ( E ' , S ' ) le tas départ,^ = ( E , S ) . ^ e s t
z-surjectif si et seulement si tout élément de E est franc sur
î - (z " . E),donc si et seulement si toute classe de l'équivalence
d'homomorphisme est franche sur î^ - (Wg " . E ' ) (prop.II.E.3.1b),soit
sur S'-^g (prop.II.D.4.1).Or Wg est franc (prop.II .D.5^5) .H étant
forte,*£ est z-surjectif si et seulement si H est loyale-

Théorème 1. Tout homomorphisiie de tas qui arrive sur un
tas ayant un zéro z,z--bijectif,à élément z-net différent de z.est prin-
cipal pour une partie H parfaite,loyale et floue,et réciproquement;et
on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire qui
s'envoie sur un élément z-net différent de z.L'image est un tas injec-
tif (donc bijectif) si et seulement si Wg est consistant,surjectif si
et seulement si H est précise,et en ce cas H peut être choisie bifran-
che.

Le théorème résulte du lemme et du théorème 1.1,sauf
en ce qui concerne la dernière assertion. Notons d'abord que, si l'image
est un tas injectif,c'est un tas surjee-tif (prop. E . 3 . 1 , E . 3 . 2 et E.3<3
Et si l'image est un tas surjectif,toute classe de l'équivalence nu-
cléaire est franche,donc on trouvera H bifranche (prop.1);réciproque-
ment,si H est bifranche,l'image est un tas surjectif (lemme D . 2 . 1 ) .

Théorème 2. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z,z-bijectif,2-séparé et à z-noix,
est principal pour une partie H par faite,loyale et floue,et récipro-
quement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nuclé-
aire qui s'envoie sur un élément différent de z de la z-noix.L'image
est un tas injectif (donc bijectif) si et seulement si Wg est consis-
tant,surjectif si et seulement si H est précise,et en ce cas H peut
être choisie franche.

Ceci résulte du théorème 1 et de la prop.B.3•2.
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3.Addition de la z-transitivité.

Cette addition ne nécessite pas de définition nouvel-
le à cause du

Lemme 1. Soit f un homomorphisme de tas, principal pour une
partie H forte,sous-stabilisante,floue et non tBiviale;le tas imagée a
alors un zéro z = f(W^j) ( p r o p . A . 4 . 1 ) f€ est z-transitif si et seulement
si H est translucide.

<est z-transitif si et seulement si tout élément
différent de z est z-net,donc si et seulement si toute classe de l'é-
quivalence nucléaire est nette sur Ê  (prop.II.E.3.1a),sauf peut-être
Wu ; donc si et seulement si H est translucide ( d é f . D . 3 . 1 ) .

Théorème 1 » Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
ayant un zéro z , z-injectif et z-transitif,est principal pour une par-
tie H forte,stabilisante,floue,translucide et non triviale,et récipro-
quei]jent;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nuclé-
aire qui ne s'envoie pas sur z»L'image est un tas injectif si et seule-
ment si Ŵ j est consistant, a un "bizéro si et seulement si H est impréci-
se»

La condition est nécessaire d'après le théorème 1.1
et le lemme,qui donnent H parfaite,floue et translucide,donc non trivi-
ale.Réciproquement,si elle est remplie,!'équivalence nucléaire est sim-
plifia'ble sur iÇ ( p r o p . I I . D . 6 . 6 ) ,donc le tas image est z-injectif;et z-
transitif d'après le lemme.Les dernières assertions sont habituelles.

Théorème 2. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z , z-injectif et z-transitif,est
principal pour une partie H forte,floue,translucide et non triviale,et
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1^équivalence
nucléaire qui ne s'envoie pas sur z.L'image est un tas injectif ai et
seulement si Ŵ j est consistant,a un bizéro si et seulement si H est im-
précise.

Ceci résulte du théorème 1.
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Théorème 3» Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas

ayant un zéro z , z-bijectif et z-transitif,est principal pour une par-
tie H forte,stabilisanté,floue,translucide,loyale et non triviale^et
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence
nucléaire qui ne s'envoie pas sur z . L'image est un tas injectif (donc
bijectif) si et seulement si Wp. est consistant,et surjectif si et seu-
lement si H est précise,et alors on peut choisir H bifranche.

Ceci résulte du théorème 1 et du lemme 2. 1 , ou "bien du
théorème 2.1 et du lemiie 1.

Théorème 4. Tout hoiLomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z,z-bijectif et z-transitif,est prin-
cipal pour une partie H forte,floue,translucide,loyale et non triviale,
et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalen-
c,e nucléaire qui ne s'envoie pas sur z . L'image est un tas injectif
(donc bijectif) si et seulement si Wrj est consistant, et surjectif si et
seulement si H est précise,et alors on peut choisir H franche.

Ceci résulte du thArème 3.

4.Addition-de la z-stationnarité^

Ici la prop.II.D.7.2 et la prop.A.2.2 donnent immé-
diatement le

Lemme 1. Soit f un homomorphisme de. tas,principal pour une
partie H forte,sous-stabilisante,floue et non triviale;le tas image ̂  a
alors un zéro z = f^]^ ( p r o p . A . 4 . 1 ) ;"Ç est z-stationnaire si et seule-
ment si H est robuste.

Les théorèmes du cas stable sont donnés après à cause
des implications particulières à ce cas ( p r o p . E . 3 . 5 ) .

Théorème 1. Tout homomorphisme de'tas qui arrive sur un tas
ayant un zéro z , z-inj'ectif.z-stationnaire à élément z-net différent de
z est principal pour une partie H parfaite,robuste et floue,et récipro-
quement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nuclé^
aire qui s'envoie sur un élément z-net différent de ẑ . L'image est un
tas injectif si et seulement si Wp est consistant,a un bizérb si et aeu^
lement si H est imprécise»
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Ceci résulte du théçrème 1.1 et do. lenane.

Théorème 2. Tout homomorphisme de tae qui arrive sur un tas
ayant im zéro z , z-bijectif^z-stationnaire à élément z-net différent de
z est principal pour une partie H parfaite,robuste,loyale et floue,et
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence
nucléaire qui s'envoie sur un élément z~net différent de z.L'image est
un tas injectif (donc 'bijectif) si et seulement si WTJ est consistant, et
surjectif si et seulement si H est précise,et alors on peut choisir H
"bifranche.

Ceci résulte du théorème 2.1 et du lemme.
Thé o rème J . Tout homomo rphisme de tas qui arrive sur un tas

ayant un zéro z , z-injectifyZ-stationnaire et z--transitif,est principal
pour une partie H forte,robuste,stabilisante,floue,translucide et non
triviale,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de
1'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur z . L'image est un tas
in j ectif si et seulement si Ŵ j est consistant,a un "bizéro si et seule-
ment si H est imprécise.

Ceci résulte du théorème 3.1 et du lernme.
Théorème 4. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas

ayant un zéro z , z-bijectif,z-stationnaire et z-transitif,est principal
pour une partie H forte,robuste,stabilisante,floue,translucide,loyale et
non triviale,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de
1'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur z..L'image est un tas in~
jectif (donc bijectif) si et seulement si W,j est conas tant, sur jectif si
et seulement si H est précise,et alors on peut choisir H bifranche.

Ceci résulte du théorèD-e 3.3 et du teinne.
Dans le cas stable,on n ' a pas d'implications tanè que

l'image n'est pas supposée injective.On rejette donc ce cas à la fin et
on a un théorème de plus.

Théorème ^. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive
sur un tas (stable) ayant un zéro z , z-injectif,z-stationnaire,z-séparé
et à z"-noix,ëst principal pour une partie H parfaite, robuste et floue,
et réciproquement'; et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalen-
ce nucléaire qui s'envoie sur un élément différent de z de la z-noix.
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L'image a un bizéro si et seulement si H est imprécise.

Ceci résulte du théorème 1.2 et du lemme.
Théorème 6 . Tout homomorphi sae de tas stables qui arrive

sur un tas (stable) ayant un zéro z , z~bi3ectif,z-stationnaire,z-séparé
et à z-noix,est principal pour une partie H parfaite,robuste,loyale et
floue,et réciproquement;et pn peut prendre pour H toute classe de l'é-
qui valence nucléaire qui s'envoie sur un élément différent de z de la
z-noix.L'image est un tas surjectif si et seulement si H est précise,et
alors on peut prendre H franche.

Ceci résulte du théorème 2.2 et du lemme.
Théorème 7» Tout homomorjjhisme de tas stables qui arrive

sur un tas (stable) ayant un zéro z , z~injectif,z-stationnaire et z~
transitif,est principal pour une partie H forte,robuste,floue,transluci-
de et non triviale,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute
classe de l'équivalence nucléaire qui ne s envoie pas ,sur z . L'image a
un bizéro si et seulement si H est imprécise.

Ceci résulte du théorèae 3.2 et dtr lemme.
Théorème 8. Tout homomorphisme de tas stables qui arrive

sur un tas (stable^ ayant un zéro z , z~bijectif,z~stationnaire,z-trans~
itif,est principal pour une partie H forte,robuste,floue»translucide,
loyale et non triviale,et réciproquement;et on peut prendre pour H tou-
te classe de l'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur z . L'image
est un tas surjectif si et seulement si H est précise,et alors on peut
choisir H franche.

Ceci résulte du théorème 3*4 et du lemme.
Théorème 9 . Tout homomorphisme de tas stables qui arrive

sur un tas (stable) ayant un zéro z , injectif,2~stationnalre,z~séparé
et à z-noix (donc surjectif et z-transitif) est principal pour une par-
fie H parfaite,robuste,floue et de r . i . consistant, ou bien forte,ro~
bus t e, floue ,translucude,non triviale et de r . i . consistant, et récipro-
quement; et on peut prendre pour H toute classe de 1} équivalence nuclé-
aire qui ne s'envoie pas sur z.

Ceci. résulte des théorèmes 5 » 7 et de la prop.E.3.5.
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5. Se capitulation.

Le
de cette section.Les
térisque qui indique
quivalence nucléaire

tableau ci-dessous contient tous les théorèmes
conventions sont les mêmes qu'au §.D.5,sauf bas-
que l'on peut prendre pour H toute classe de l'é-
qui ne s'envoie pas sur z .

Zl

Z1S

Z2

Z2S

ZJ

Z3S

Z4

Z4S

Z5

Z5S

Z6

Z6S

ZY

Z7S

Zo

z-injectif
élt. z—net ̂  z
z-injectif
z-sép.,z-noix
z-bijecrfcif
élt. z-net / z
z-bijectif
z-sép.,z-noix
z-injectif
z-transitif
z-injectif
z-transitif
z-bijectif
z-transitif
z-bijectif
z-transitif
z-injectif
z-stationnaireélt. z-net ̂  z
z-injectif
z-staticnnaire
z-sép.,z-noix
z-bijectif
Zrstationnaireélté z-net ̂  z
z-bijectif
z-stationnairez-sép.,z-noix
z-injectif
z-s tationnaire
z-transitif
z-injectif
z—stationnairez-transitif
z-bijectif
z-stationnairez-transitif

parfait
flou
parfait
flou
parfait
loyal,flou
parfai t
loyal,flou
fort
flou
fort
flou
fort
flou
fort
flou
parfai t,robus teflou

parfait,robusteflou

parfai t,robus te
flou,loyal

parfait,robusteflou,loyal

fort,robuste,stabilisant,non trivialflou,translucide
^..fort,robuste,non trivial

flou,translucide

fort,robuste,stabilisant,non trivialflou,translucide,loyal «

,stabilisant,non trivial
,translucide .
,non trivial
translucide
stabilisant,non trivial
loyal,translucide
non trivial ^
loyal,translucide

1.1

1.2

2.1

2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1

4.5

4.2

4 . 6

4.3

4.7

4.4



96
Z8S

Z9S

z-bijectif
z-s tationnaire
z-transitif
injectif
z-s tatiolmaire
z-noix

fort,robuste,non trivial
flou,translucide,loyal

parfait,robuste,flou,r.i. cous.
^—ff or t, robuste, non trivial — ^

çflou,translucide,de r,i. cons. '

4.8

4.9

Bans tous ces théorème s, l'image est sans bizéro si
et seulement si H est précis;dans les énoncés Z2 , Z4 , Z6 , Z8 ,on peut
alors choisir H 'bifranc,et franc dans les énoncés Z2S , Z4S , Z6S , Z8S ,
l'image étant alors surjective.Dans tous les énoncés sauf Z5S , Z6S,
Z7S , Z8S ,l'image est un tas injectif si et seulement si Wrr est con-
sistant;l'image est alors sans "bizéro.Dans les énoncés du cas stable,
il est inutile alors de supposer l'image z-séparée à cause de la

séparé.
Proposition 1. Un tas ayant un zéro z et injectif est z-

z est alors consistant ( p r o p . E . 3 . 2 ) .
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^.Comparaison de gg et ^g j

l.Homomor-phismes principaux et fondeur ".

Proposition 1. Si ^ == (E,î) est un tas injectif et si h€E
est r-net,^ est injectif et h est î-net.

/s

*€ est injectif puisque tout produit d'injections
est une injection,et h est S-net car X <a 1 .

Proposition 2. Si ^ = (E,^:) est un tas ayant un zéro z,et
g-injeoMf,et si h€-E*-z est ^-z-net,^ est z-injectif et h jj-z-net.

h est 2-z-net car S Ç2 îet*? est z-injectif,car z
est un zéro de'C, et, si x,y^E,^-,, ̂ ., G" çly

^l-V ss ^l-V ^ z ==^ ̂ -^ = ^'V ^ z s=^ ••• ==^ x = y .

Soit alors un hoDiomorphisDie de tas f û» ^Ç sur <?;^ /\ —
f est aussi un hoBioiiiorphJBDB de c^ sur ^ (prop.I.B.3.5) ;les prop. 1 et 2
expriment que,dans ^Les circonstances usuelles où ï est uni principal,^
est uni principal, et pour ^.es même éléments; donc, dans les circonstances
usuelles où f est principal (dans '^i),f est principal (dans *^) et pour
les mêmes parties H ; en ce cas on a Sjr == î^ .

^Disons tout de suite que ceci ne peut s'appliquer
aux théorèmes qui précèdent,sinon pour donner une nouvelle définition
(plus compliquée) de l'équivalence nucléaire;c'est-à-dire que les re-
marques ci-dessus ne permettent pas de ramener les uns aux autres les
théorèmes du cas stable et ceux du cas général.En effet les théorènes
du cas général concernent des tas ^ soumis à des conditions intradui-/\
sibles dans *C (par exemple,l'existence d'un élément Ï-net n'équivaut/\
pas à celle d'un élément î -net) et ne peuvent être déduits du cas
stable.Les théorèmes que l'on pourrait déduire du cas stable concer-
nent des tas Ï tels que 'C ait certaines propriétés;mais alors rien ne
permet d'affirmer que l'homomorphisme considéré est principal dans Je
tas départ initial ;ces théorèmes s'écrivent d'ailleurs immédiatement,
et ne sauraient avoir d'application intéressante aux grcupoïdes,car
en ce cas on raisonne directement avec les tas stables adéquats.)

Il est intéressant d'obtenir l'égalité 21 = 2|
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sous des hypothèses élémentaires plus faibles.

2. Comparai s on de 21 et ̂  .

Soient <? = (Ê,ï) un tas et H€t»(E).

Proposition 1. Si H est sous-stabilisant, W2 = W^" " " " " — " " — — — - _ _ _ . — _ — , — _ _ _ — _ _ _ — _ — — — H ' i H
^ Comme Vl = (E-H).- 2: ,on A toujours WJ S W J - .

Et, si x€W^ - Vj ,il existe ^,...,^€2: tels que (T^.y^H ; comme WJ
est un idéal et que xewg ,on a ^-^XJÉW^ ,ce qui est absurde.

Proposition 2. Si H est sou&gtabilisant et î-fort. ̂  =2^.~ " - - — — — — — - — — — — — — — — — - 2 — H — — H —
Tout d'abord, pour tout x €E, H • .^ x ^ (H • .̂  x)n 2

et il en résulte que 2J^| réciproquement, si x , y€E sont tels que
x 2g y ,et si x.yçWy .alors x,y€WJ (prop.l) et x 4 Y îsi x.y^ir1

il existe <rçî tel que <»x,<îy€H; H étant î-fort,cela entraîne x ̂  y

II reste à chercher des circonstances dans lesquel-
les H est £-fort.

Proposition 3> Si H est classe pour une équivalence conir
patible et simplifiable,H est f-fort.

Une équivalence 2-compatible et X-simplifjable est
en effet î;-compatible et S-simplifiable,et H est S-fort darop II D
6.1).

Proposition 4. Si H est fort et stabilisant, et si gj^st
compatible,H est § -fort;par suite.W2 « J& et H = ̂  '
—————————————————————-————————-—a——-n————fl———H——

Soient x^eE^,^.,^,^,,.^ çS.
Montrons, par récurrence sur p,que T-i-.rx€H

Ol-yçH entraînent qu'il existe v e î tel que wcêH^y^H.C'e&t
vrai si p = l?si c'est vrai pour p-l,et si ^^.<rx,^^.<ryeH.,il exis
te T € Î tel que TT^^. o-pX,̂ ... yC» puisque H est stabilisant, donc,
d'après l'hypothèse de récurrence,il existe \)^ tel^ que ^x^yç H.

Par suite,si ^. y€ H,̂ .. (ry€ H ,on a,si H est
fort, x 2g y ,et,si î^ est compatible, ^-y ̂  ^-^y »doIlc

^-TqXeH entraîne ^...TyCH ?et H est î-fort.
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|lV. THEOREMES B'HOMOMOSPHISMES LATERAUX EN THEORIE DES GBOUPOIDES .|

Le passage de la -théorie des tas à la théorie des
groupoïdes s'effectue en l'occurence à l'aide des côtés.En effet,de la
définition même des côtés,résulte,pour tout côté c et tout théorème T
du chapitre précédent;

Théorème T. Tout homomorphisme de tas qui arrive sur un tas
ayant la propriété P est principal pour une partie H ayant la propriété
P* , e t réciproquement.

un théorème de théorie des groupoi'des:
Théorème T » Tout homomorphisme de groupoi'des qui arrive

sur un groupoi'de ayant la propriété P ( c ) est principal ( c ) pour yne par-
tie H ayant la propriété P ' ( c ) , e t réciproquement.

Chaque côté fournit donc,à partir des 17 théorèmes de
théorie des tas, 17 théorèmes de théorie des groupoi'des .Dans la suite, on
utilisera seulement les côtés g , ê , m , ' Ê ; les résultats relatifs aux côtés
d et d s'en déduisent par dualité.

|A.Etude des conditions portant sur H.)

1.Conditions de netteté.

Soient Gr = (E,r) un groupoi'de, H 6 fi(E) et c un côté.

H est: net(c) si et seulement si
(yxêE)(3(T€c(G)) (TXCH

franc(c) si et seulement si
(V(r<£c(G))(3xeE) (Tx€H

précis(c) si et seulement si
(VTec(G))(9xCE)(B<rec(G)) <rrxeH

clair(c) si et seulement si
(VxêE) (V<r€c(G) ) (3Tçc(G) ) (prxeH .

Proposition 1. net(c) r=»précis(c) ; franc(c) :===>précis(c) ;
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clair(c) ==»franc(c) ;et,si c est stable, clair(o) •=» net(c)

Ceci résulte des prop. 2,3 du S.II.D.4.

On prend maintenant c G{g,ê»d,â,m,î} .

Proposition 2. net(g) ^a» franc(d) .

En effet,pour tous x ,y€E , y^y = xTy == ? x .donc
( ( V y Ç E ) Q x ê E ) y^y H) <==^ ( ( V y ê E ) Q x ^ E ) î x H ) .y

Proposition 3. franc(ê) -=?>franc(g) et net(g) ^=^ net(g).

En effet g(G) ̂  ê(Gr) ?

Proposition 4. précis(g) «=̂  net(m).

Si H est précis(g) et si xçE,il existe a,yÇE tels
que YaYx5^ = "ta^^ ^^^o^e y^ êm(G),H est net(m).

Proposition 3. franc(m) ==» clair(g).

Soient a,x ^E; y^^c m(G) ,et,si H est franc(m),il
existe b€E tel que y^^ = Taï^ CH ?et H est clair(g).

Proposition 6. franoÇin) ==^ clair(ê).

Soient x^E et V ç.g(G) ; Y^eni(G) ,et,si H est franc(m
il existe y CE tel que ^^ = T(yx €H ;et H est clair(g).

Proposition 7. franc(m),clair(m).franc(B),clair(B) sont
équivalents.

frane(m) ï=^ franc(î);en effet franc(m) -=^ £tair(g)
-=^ franc(ê) (prop. 6,1) et de mêlLe franc (m) => franc (à); or on sait
que b(G) = g(G) v â(G)\J Bi( G) ( prop. 1.3). 5.2) ; donc, si H est franc(ni),
pour tout ^6b(G) il existe x CE tel que fex€H et H est franc(ï)^

franc(î) ==^ franc(in) puisque in(G) C Î (G) .
franc (Di) ==^ clair (m) ; soient x CE et k€m(G);

kY^-^€Bi(G)»et,si H est franc(Bi),il existe y€E tel que hY-^y^-H ;
or '^r^ = ^(XTX) ï= ^T^ et ^^îyT^^^G) est tel que ^xêH,
en sorte que H est clair(m).

elair(ai) =^ franc (m) (prop.l).
clair(m) t=^ clair(î);en effet olair(m) -=^ franc(m)

<=^ clair(ê) (prop. 1,^) et de même clair(ai) ==^ clair (S) ; par suite,si
XÇE et ^et(G) = ê(G)uâ(G) Um(G),et si H est clair (m) .donc (ê) et ($,
il existe (T.dans ê(G) si (!» e g( G), dans â(G) si ^ ç d(G) .dans ni(G) si
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^em(G),mais toujours dans b(G),tel que &oxÇH}et H est clair(b).

clair(t) •==5» clair(Bi); soient x €E et LL€m(&) ; ̂ £ î(G),
et,si H est clair(o),il existe ReS(G) tel que i^ftx 6H ;coirme I<6€m(G),
H est clair(m).

Proposition 8. précis(g) -==^ aet(m).

Soit xçE;si H est précis(ê),il existe y€ê(&) et
y CE tels que V^y sHyfyX €H ;comme -^ç.m(G),îî est net(in).

Proposition 9» net(in) ,précis(m) ,net(t) ,précis(t) sont
équivalents.

net(m) ==^ ûet(b) puisque m(G) ^ î (G).
net(î) •=^ précis(S) (prop.l).
précis(t) ==^ net(ai);soit xçE; S^S^ç.i(G) ,et,si H

est précis(b),il existe y^E et (!>6b(G) tels que P»^^7 == KxÏy^^ €H;

eoîme A^v çni(G),H est net(Di).
net(ai) ==> précis(m) (prop.l)?
précis(m) -==^ net(m) ;soit x €E;Y^<T^^ Bi(G) ,et,si H est

précis (m), il existe y <SE et ^ém(G) tels que ^^x7 = t îy^ eH ?

colome L'YYy^111^)»11 est Ilet(I][l) •

Les prop. 1 à 9 permettent de tracer ÙA diagraiGine
des implications connues entre toutes ces notions:

^^f net(ê) "ïs^A,
fr«ûc(m) -==> clair(g) ̂  .. ^ ^5, précis (g) -^ précis (m)

fe^ ^ ^^ iJ.am.VK^ >7 ^
clair(^) olair(M)^clair(g)^franc^g)^àet(d)^préciB(d)^n«^b) ^e-l&n;

r̂ancW net(a) préci^î)

Dea 24 notions étudiées,16 au plus sont distinctes
d'après les prop. 7,9,2 et sa duale.Nous ignorons si les icipli cations
sont strictes.

D =(E,.)
Si le groupoïde considéré est un demi-grouper on a

aies implications supplémentaires.Tout d'abord g(D) «= g(D),d(D) = d(D)
(prop.I.D.6.2).

Proposition 10. Pair un demi-groupe,
net(gi) ^» préciB(g) ^B» préci3(d) <=» bilatèregient net .

Er effet H es-fr net(ai) si et seulement si
(Vx<.E)Oa,bçE) axb6H,
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et précis(g) si et seulement aL
(VaêE)Ox,beE) abx€H ;

ces conditions sont équivalentes;dualement net(m) c^ précis (d) ; en
reconnait dans la première condition la condition -bilatèrement' net"

m^ne^0130'111^^8 lton appellera daûs la suite "^dianeLent net", ou
Proposition 11. .Dans un demi-groupe,

franc(m) «=» clair(g) ^=» clair(d) ^=» totalement net.

H est franc(m) si et seulement si
(Va,b€E)(9xçE) axbêH ,
et clair(g) si et seulement si
0/a,x€E)Ob€E) abx €H ;

ces conditions sont équivalentes ;dualeinent franc(m) ̂  clair(d);on
reconnait dans la preniière condition la condition "totalement net1' in-
troduite par DESQCS].

Proposition 12. Pans un d emi -groupe, net (g) ̂  net à gauchnet à gauche,

H est net(g) si et seulement si
(VxêE)OaeE) axé H

on reconnait dans cette condition la condition -net à gauche" de DU-
BREILCW).

Dans un demi-groupe,le s 24 conditions latérales de
netteté se réduisent à quatre conditions connues,selon le tableau:

Conditions

net
franc
précis
clair

6 - ê

net à gauche
net à droite

m. net
t. net

d » à

net à droite
net à gauche

m. net
t. net

m

m. net
t. aet
m. net
t. net

î

m. net
t.nnet
m. net
t. net

2.Bésidus.

Soient G = (E,ï) un groupoi'de.H eÇ(E) et c un côté.

De même que l'équivalence principale définie par H
dans G a été notée -S^,le résidu intérieur associé à H dans G sera
noté w|,et le résidu extérieur Ve c

Proposition ,̂. V§ « ̂ (y^) ,W^^4v§j_



- 1 0 3 -
En effet W^ = (E-H).- c(G) , V^ = ( E - H ) - . / ^ E ;

la proposition résulte alors de la prop.II.A.3.1.

Proposition 2. Wg = ̂ ^^^^ ? w! ^ w! '

En effet S(G) = ê(G) u 3(G) ^m(G) et g(G) C g(G) .

Proposition 3. ^§ est un idéal à gauche,W^ waLidéal à droi-
te,^ et W^ des idéaux "bilatères.

Ceci résulte des prop. 2,3 du §.II.D.5.

Proposition 4. Dans un demi-groupe, Wjj = Jf y^^85 ^^j»

je - Y^^L- »"±(WHql̂ HW > > E = ̂ —î
y» et W- sont les résidus de DUBEElLCll],W^ le rési-ii H -' H

du de CBOISOTl 8J;les dernières égalités résultent de la prop.II.D.4.1.
W0 est alors déterminé par la prop.2.

Dans les énoncés qui nous intéressent,le r.i. inter-
vient par des conditions de trivialité,ou de consistance.

H est trivial(ô-) si et seulement si H £ E - c((î)E.

Proposition 5. l'es conditions suivantes sont équivalentes;
a~ H est trivial(g); l)- H est trivial(ê); c- H est trivial(d); d" H
est trivial(d); e~ H est trivial(S); f- H Ç E - ETE .

Il est clair que a ̂  c <^ f .
D'autre part trivial(ê) entraîne trivial(g) car

g(G) S g(G);réciproquement,trivial(g) entraîne trivial(ê) car
ê(G)E Ss g(&) E = ETE ;en effet,pour tous a^,...,a^€ E ,
'V —Y E Ç Y E ^ ETE .Donc a ^=> b ; de même c <=^ d et e <=^ a & c .la!. 'o-n î

Pro po sition ê. Trivial(t) entraîne trivial(m);dans un de-
mi-groupe, H est trivial(m) si et seulement si il est contenu dans E-E

En effet m(G) ç^ t(G) ,et,si G est un demi-groupe,

m(G)E = E3.

Proposition 7. Dans tout groupoîde:
consistant(g) <•==» consistant(g) «==» consistant à droite,
consistant(d) <i=» consistant(â) ^==> consistant à gauche,

consistant(t) <==» consistant.

En effet,les parties consistantes d'un tas sont lea
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complémentaires des idéaux, et de Blême les parties consiatantea (d'un
côté éventuellement) d1^ groupoîde sont les complémentaires des idé-
aux (de l'autre côté).

3.Conditions supplémentaires de netteté.

Soient G = (E,T) un groupoïde,H €J^(E) et c un côté.

H est 'bifranc(c) si et seulement si
(Yr,Tec(G))(3xeE) <JTXÊH ?

et on vérifie immédiatement que H est tranahicide(c) si et seulement si
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(Vx.y €E)W <r, \Jêc(G))( <ryeH,vx€H ^ (3Tec(G)) crrxeH ) ,

et loyal(c) si et seulement si
(Vy, teE)(V<r,T,V€ c (G) ) ( ry €:H, \Kt <=H ^ Qx€E) (Pcx €H )

(cf. déf. III.D.3.1 et III.F.2.1).

On sait que,si c est stable,bifranc(c) <—> franc(c)
(prop. 1,2 du S.III.D.2);en général bifranc(c) •=^ franc(c).Il reste
à étudier les conditions bifranc(c) et bifranc(d) dans un groupoïde.

Proposition 1. franc(ê) -ssS^ bifranc(g).

En effet franc(ê) ^==^ bifranc(ê), et, puisque g(G)Ç;g(G)
biî'ranc(g) ===̂  bifranc(g).

Ceci permet de placer bifranc(g) dans le diagrainne
d'implications du §.1.

On sait que franc(c) et loyal(c) <=^ bifranc(c)
(prop.III.P.2.1).Entre les diverses conditions loyal(c) existent les
implications:

Proposition 2. loyal(g) v=^> loyal(g),et
loyal(^) ^=» loyal(g),loyal(à) et loyal(m) .

En effet g(G) C §(G) S b(G) , m(G) S b(G) .

Proposition 3. précis et loyal, (ê), (d) et (m)-==^ loyal('b).

En effet b(G) = g( G) \j d( Q)\j m(G) ;si o-€b(G),on a,
par exemple,r€ g(G),et,si H est précis-et-loyal (ê),H ." <r est vide
ou franc(ê),donc vide ou franc(b); donc,si H est précis-et-loyal (ê),(d)
et (m),il est loyal(b).

Enfin,on sait que net-franc-et-translucide (c) en-
traîne clair(c),et que clair(c) entraîne translucide(c) (prop.III.D.3.

1) .

Proposition 4 » net-et-translucide (ê),(â) et (m) -=>

translucide(t).

En effet b(G) = g(G)^ â(G)\j m(G) ;si H est net-et-
translucide (ê)»(â) et (m),et si <r6Î(G),on a,par exemple, o'fcê( G), et
H . * v est vide ou net(g),donc vide ou iiet(b),eii sorte que H est
translucide(b)•
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Proposition 5. Bans ma demi-groupe,
translucide(g) "̂» translucide(d).

H est translucide(g) si et seulement si
(Vx,y,a,c€E)( cx€H,ay€H ̂  (9bêE) abxêH ) ,

traiialucide(d) si et seulemeiit si
(Vx,y,a,o€E)( xc€H,yaeH ^ (3b€E) xToa«H ) ;

ces coiiditions ne diffèrent que par les lettres qui désignent les élé-
ments .

Le lecteur verra sans peine que,dans un groupoïde
quel conque,les deux conditions diffèrent par la disposition des paren-
thèses dans l'écriture de abx .
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4.Conditions de force.

Soient G = (E,r) un groupol'de,Hç^(E) et c un côté.

H est fort(c) si et seulement si
(Vx,yeE)(V<r,T€ c (G) ) ( (TSC ̂ H, <ry€H, TxCH «^ ryC H )

p-fort-g(c) si et seulement si
(Vx,y€E)(V<r€c(G))( x êH.y €H, rxeH ^=^ oy çH )

robus te(c) si et seulement si
(Vx,yÇE)(V<r,T,ç,v€c(G))( Paxê H, PTxçH,\)<ry éH -===^vry^H ) .

Proposition 1. fort(1S) ^==» fort (g), (à) et (m) ;
fort(g) s==» fort(g) .

En effet,lorsque c^(G) Ç Cg(G) ,fort(cp) ==^ fort(c-.).

Proposition 2. p-fort-g(p) «==» p-fort-g (g), (à) et (m)
(et de même pour p-fort-d).

En effet b(G) = g(G)^ â(G)um(G) ,donc l'implication
qui définit H p-fort-g est vérifiée pour tout<r€b(G) si et seulement
si elle l'est pour tout <rçg(G),tout <rçâ(G) et tout <rç,m(G).

Proposition 3* p~fort~g(ê) •a=^ p~fort-g(g) .

En effet g(G) Ç g(G).

(Proposition 4. t"fort(€) <==» t-fort(m),quand Hnw^ == 0.

L'implication vers la droite résulte des prop. 1 , 2 .
Réciproquement,si H est t-fort(m),et disjoint de W ^ H est soit vide et
alors t-fort(î);soit non vide et alors classe de ÎS différente de W^•n. il
(prop. 1,2 du § II. D. 8), donc il existe k€m(G) tel que H === H . * LL ;
pour tout XÇE, (ixêH^xêH .H est alors fort(S) car,si x,yêE et
<r,T£Ç(G) sont tels que (TX ÇH, 3y€H,TxCH .alors (t(7xç H,k<ry 6H,kïx€H
et, comme ^<r,LT€m(G^ et que H est fort(m), LxyçH et ryeH .H, étant
fort(S),est t-fort(b) (prop.II.D.8.5).)

Proposition 3. fort(d) ^ ^ fort(g).

En remplaçant g(G) et d(G) par leur définition,il
vient que H est fort(g) si et seulement si

(Vx,y,a,b^E)( arxeH,aTyêH,bTxéH==^bTyêH )
et fort(d) si et seulement si

(Vx,y,a,b6E)( xTa€H,yra €H,xTb €H ===^yrbêH ) ;
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ces conditions ne diffèrent que par les lettres qui désignent les élé-
ments •

Proposition 6. fort(m) =» robuste(g).

Si H est fort(m),et si x,y,a,b,c,d 6E sont tels que

ïc^ = Yc^611 ' YcYbx = Vx^" ' TdÏa7 ss Yd^y» €H » ^^e

ïc^^ïd^y^^^'011 a Td^ = TdYl)^11 et H est robuste (g).

Les conditions robuste(g) et robuste(d) diffèrent,ie
lecteur le verra sans peine,par la disposition des parenthèses.

Proposition 7. robuste(b) ̂  robuste (g),(d) et (m) ;
robuste(g) -s=» robuste(g).

En effet g(G) ^ g(G) & b(G) , JL(G) < î(G) .

Si G est un demi-êroupe B = (E,.),on a des implica-
tions supplémentaires.Tout d'abord fort(g) ^ fort(ê),p-fort-g(g) et
p-fort-g(g) , robuste(g) et robuste(ê) ,sont deux à deux équivalents.

Proposition 8. Dans un demi-groupe,
fort (g) «=» fort(d) <=» fort .

Ceci résulte de l'écriture des conditions (prop.5,
dém.)î"fort" est la condition classique de DUBREIL [4i1.

Proposition 9» Dans un demi-groupe,
fort(m) ^=» robuste(g) «=̂  robuste(d) <=» bilatèrement fort .

En effet H est fort(m) si et seulen.ent si
(Vx,y,a,b,c,d€E)( axb ^H,ayb €H,oxâ eH a==^ cydeH ),

et robuste(ê) si et seulement si
(Vx,y,a,b,c,d€E)( caxç H,cbx€H,day êH •===̂  bdy^H );

ces conditions ne diffèrent que par les lettres qui désignent les élé<-
ments;dualement fort(m) ^=^ robuste(d) ; enfin on reconnait dans la
première la condition "bilatèrement fort" de CBOISOT[ X 3, que nous ap-
pelons dans la suite médianement fort,ou m-fort.
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5. Conditions sous-8tabili8ant,stabili8aat.-parfait.

.Les deux premières ne sont à envisager que dans des
tas non nécessairement stables,donc seulement dans G et G-,G = (E,T)
étant un groupoïde qu'on ne supposera pas associatif.Soit Hçfc(E).

H est sous-stabilisant(g) si et seulement si
(Vx,a,b€E)( aT(bTx)eH =^ Q c eE) CTXCH ),

et stabilisant(g) si et seulement si
(vx,y,a,beE)( a-r(bTx)eH, a-r(bTy)€H =s> Qc ç;E) cTxêH,cry6H ).

H est parfait(c),c étant un côté,si et seulement si
il est non vide,fort(c),p-fort-g(e),stabilisantc) et disjoint de W°.

H
Proposition 1. Si H est stabilisant(g),disjoint de Ve et

parfait(g),H est parfait(g).

H est alors non vide, fort (g) <-prop.4.1) ,p-fort-g(g)
(prop.4.3)»donc parfait(g). De même:

Proposition 2. Si H est parfait(b) et disjoint de WJ (resp.
WjpW^),!! est parfait(g) (resp. d,m).

H est alors non vide,fort (ê),(â) e-fc (m) (prop.4.1)
et p-fort-g (ê),(3) et (m) (prop.4.2).

Proposition 3. Dans un demi-groupe, parfait(g) et parfait à
gauche, parfait(d) et parfait à droite , parfait(in) et "bilatèrement"
parfait ,sont deux à deux équivalents pour tout H / f6.

Ces conditions sont dues à BUBREIL [il] et CROISOT
[8J;elles ne sont pas définies pour la partie vide.Pour un sous-ensem-
ble non vide,parfait à gauche,par exemple,équivaut à fort et contenu
dans une classe de l'équivalence principale,différente du résidu, donc
équivaut à parfait(g).Dans la suite,on dira médianement parfait au lieu
de bilatèrement parfait.
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IB.Etude des conditions portant sur le groupoîde image (cas sans zéro)j

Soit G = ( B , ) un groupoîde.

l.Injectivité.

Proposition 1. Pour tout groupoîde,
injectif ( g ) -̂—̂  injectif(g) <==> simplifiable à gauche
injectif(d) 4=̂  injectif(a) «==> simplifiable à droite
injectif(t) <s=» simplifiable .

L'ensemble des injections de E vers E est stable;par
suite, injectif(g) =̂==̂  injectif(ê) , injectif(d) =̂=̂  injectif(d) ,
in,jectif(b) =̂=?» injectif(b) ^=^ injectif ( g ) et ( d ) .Enfin il est clair
que G est injectif(ê) si et seulement si il vérifie la règle âe simpli-
fication à gauche,nous disons qu'il est simplifiable à gauche;de même à
droite;siiiipli fiable est mis pour: simplifiable à droite et à gauche.

Proposition 2. Un groupoîde est injectif(m) si et seulement
si il est simplifiable.

Un groupoîde simplifiable est injectif(b) ( p r o p . l ) ,
donc injectif ( m ) «Réciproquement, si G- est injectif(m) et si a , b , c € E
sont tels que aTb = arc ,cn a Î^Ya1' = (aTb)Ta = (a-Tch'a = SoYa0 ' e t '
comme S Y e m ( G r ) » b = e ,donc G est simplifiable à gauche ;dualement, G
est simplifiable à droite,donc simplifiable.

2.Surjectivité.

Proposition 1. Pour tout groupoîde,les conditions de chaque
ligne sont équivalentes:

a- 8urjectif(g),surjectif(ê) et existence des quotients à droite;
b- surjectif(d) ,surjectif(â) et existence des quotients à gauche;
c- surjectif(S) et existence des quotients à droite et à gauche.

Il est clair que G est surjectif(g) (resp. d) si et
seulement si il vérifie l'axiome d'existence des quotients à droite
(resp. à gauche);on finit comme pour le cas injectif.

Proposition 2, Un gronpoîde est surjectifCin) si et senle-
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meut si il vérifie l'axiome d'existence des quotients à droite et à
gauche.

Un groupoîde vérifiant cet axiome est surjectif('Ê)
(prop.l) ,donc surjectif(m).Réciproquement,si G est surjectif(m),et si
a , b ê E , v 5 , e m ( G ) est une surjection,donc aussi ̂ n'^ de Dlelre ^.îdonc
G vérifie l'axiome d'existence des quotients à droite et à gauche.

Proposition 3. Pour tout groupoîde,les conditions suivan-
tes sont équivalentes:
a- G est bijectif(m); b- G est bijectifÇb); c- G est un quasi-groupe.

Ceci résulte des prop. 1 , 2 , 1.1 , 1 . 2 .

3«Existence d'éléments nets;noix.

Les résultats du § . A . l permettent de traduite aisé-
ment l'existence d'un élément net(c) dans un groupoîde lorsque c est
un des côtés étudiés dans ce chapitre.

Si c est stable,!'existence d'un élément net(c) é-
quivaut à celle d'une noix(c),qui est alors l'ensemble des éléments
nets(c) (prop.III.B.1.4) .

Proposition 1. Une noix(g) (resp. d , b ) est un idéal à gau~
che (resp. à droite,bilatère) non vide minimum.

Ceci résulte de la p r o p . 1 . E . 3 . 2 .
On dira désormais noix à gauche (resp. noix à droite»

noix)•

ment.

Proposition 2. Une noix(m) est une noix(€) et réciproque-

Ceci résulte de la prop.A.1.9.On peut aussi le mon-
trer directement.
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4.Transitivite.

Proposition 1. Un groupoïde est transitif(g) (resp. d) si
et seulement si il vérifie l'axiome d'existence des quotients à gauche
(resp. à droite).

Ceci résulte des définitions.

Proposition 2. Un groupoi'de est transitif (g) (resp. 3,p,
m) si et seulement si il est simple à gauche (resp. simple à droite,
s impie,s impie).

Ceci résulte des prop.III.C.1.2 et I.E.3.2,et,dans
le cas m,de la prop.3.2 (un groupoïde est dit simple (d'un côté) si
et seulement si il n'a pas d'idéal propre (de ce côté)) .

Proposition 3» surjectif(g) <==̂  transitif (d) ;
surjectif(g) ==» transitif (3) •===» simple .

Ceci résulte des prop. 3 . 1 » 4.1 ,et du fait qu'un
groupoïde qui vérifie l'axiome des quotients à droite n'a pas d'idéal
à droite propre.

5.Stationnarité.

G est stationnaire(c) si et seulement si
(Vx,yêE)(V<r»t€ c(G)) ( ox = TX =^ yy = -ry ) .

Proposition 1. injectif(d) •===» stationnaire(g).

Ceci résulte de la prop.1.1.

Proposition 2. Un groupoi'de est stationnaire(S) si et seu-
lement si c'est un demi-groupe abélien et stationnaire(g).

Tout d'abord un demi-groupe abélien et stationnaire
(g) J) est statioimaire(b) car 'Ê(D) = g(3)) .Réciproquement un groupoî-
de stationnaire('6)*est stationnaire (g) car g(G) Ç b(G) .

G est abélien; soient en effet a,bÇE :

ava = ara •=^ y. a = S a s^Yo^ = ^ b '=:= •̂ aTb = bTa
•ci a ' u ci

G est associatif ; soient en effet a,b,c€E :
(arb)Ta = aT(arb) = ar(bTa) ̂  ^B. = y^a ^ y^^c = y^c =^

(aT'b)ro = aT(brc) .
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De même

Proposition 3. Un grouporde simplifiable est stationnaire
(m) si et seulement si c'est un semi-groupe abélien.

Un semi -groupe abélien D = (E,.) est stationnaire(m)
car,pour tous a,b, c,d,x,y€ E ;

axb = cxd -sa^ ab = cd ==^ ayb = cyd •
Réciproquement,si G est stationnaire(m) et simplifia-

ble,G est injectifdn) (prop.1.2),et stationnaire(t).car,pour tout x€E,
et tous ,̂(!> é î(G),on a,^ étant un éléiiient arbitraire de m(G):

^ = ^ ̂  ^x = ^x =5, ^ = ^/ ̂  ̂  ^ ;
donc G est abélien et associatif.

La condition stationnaire(g) n'entraîne ni la COIUEU-
tativité,ni l'associativite.Par exemple,si E est l'ensemble des entiers
natuirels non nuls,et si,pour tous a,b€E, a-rb = 2a + b ,G est simplifia-
ble,donc stationnaire(g);et on a identiquement y Y^ = Y ^ >de sorte
g(G) est stable,et que G est stationnaire(ê)«G n'est pas un demi-groupe
et même ne contient aucun triple associatif,car,si a,b,cêE ;
(aTb)TC = ar(bTc) ==^ Y^ - c = y Y^c = = ^ Y i - = Y V , = Y•arb ( a îb -^ <aTb i a » b 1 a+b

-==^ arb = a+b ,
ce qui est impossible.G n'est pas abélien, car a"rb = bra î==^ a = b .

On a toutefois des propriétés d'associât!vite affai-
blie, comme:

Proposition 4. Si G est stationnaire(ê) et a un élément
unité à droite e, c 'est un deiri-groupe.

En effet,si a,b,c€E :
(aTb)re = a-rb = aT(bre) -==^ (aTb)-rc = ar(brc) .

Proposition 5. Si G est stationnaire(g) et surjectif(d),
g(G) est stable.

En effet,si a,b€E,il existe CÇE tel que
OTa = YaYba îdo21c tel ̂  YaYb = Yc •
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Enfin le résul-tat ci-dessous nous a été communiqué
par G. MATTEKET:

Proposition 6. Un quasi-groupe est stationnaire(g) si et
seulement si il est isotope (l,^f,^) d'un groupe (c ' est-à-dire, G = (E,ï)
étant ce quasi-groupe, s'il existe une loi de groupe jf: sur E et une bi-
jection {Ç de E vers E telle que a"rb = c soit équivalent à a ̂ u>( b ) == y(c)
pour tous a,b,c€E).

Si G est un quasi-groupe^ est une bijection de E
vers g( G); donc, si a,b€E,il existe un c €.E et un seul tel que
y y = y ( prop. 5 ); posons c = a»b «y établit donc un isomorphisme
entre le demi-groupe g(G) et (E,^);or G est injectif(c) et transitif (g),
donc g(G) est un groupe de bijections (prop.III.C.2.2) ;et ^ est une loi
de groupe sur E.On notera que l'élément unité de ce groupe,e,est élé-
ment unité à gauche de G car y = Ig.Soit alors ^ la bijection inverse
de S ;si a,b,c€E,on a b = ^(b)re , c = ^(c)re ',et

a-Tb = c ^=> ar(vç(b)Te) = ço (c )Te <é==̂  a^>(b) = (Ç(c) .
BéciproqueiLent,si X est une loi de groupe sur E et

(s une bijection de E vers E, telle que, pour tous a,b,cêE, arb = c
soit équivalent à a^(b) = <((c) ,on a identiquement ^p(aTb))= aî»<((b)
et <((ar(bTc)) == ax^(bTc) = a^b)^ y(c) = (((aTb)^y(c) = ^((^(aTb))rc),
d'où. identiquement aT(brc) = (\((aTb))Tc ,en sorte que g(G) est sta-
ble ;coiniue G est un quasi—groupe,donc stationnaire(g),G est stationnai—
re(g).

Il est possible de choisir ^ et ^ de manière que G

ne soit pas associatif; g est associatif si et seulement si VaY-h = Ta-rb
pour tous a,b€E,donc si et seulement si arb = BL^D pour tous a,b€E ;
ceci équivaut à ^(a-rb) = a^^p(b) = tt(a^b) ,ou encore,^) étant une loi de
groupe, à ^(a) = ax^(e) .Or il existe des groupes tels que toute bi-
jection ne soit pas une translation à droite (groupes d'ordre 3 par
exemple)•

6.Conditions faisant l'objet de théorèmes d'homomorphisme.

Ce sont les conditions des théorèmes 1 à 8 du §.III.
D.5 prises dans le tas G ,et celles des théorèmes 15 à 8S prises dans
les tas G-»,G ,G^.Kien n'est écrit sur les cas d et d qu'on étudie par
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dualité .lie tableau ci-dessous contient, dans la première colonne un n0
de théorème,dans la seconde la condition correspondante,et,dans la co-
lonne associée au côté c ç. { g , g , m , b ) , u n e condition nécessaire et suffi-
sante pour que Gç vérifie cette condition.Le numéro de théorème est à
entendre tel quel pour c=g,suivi de S pour les autres côtés.
nî

1

2

3

5

6

7

8

conditions
injectif
élt. net

bijectif
éit. net

injectif
transitif
bijectif
transitif

injectif
stationnaire
élt. net

bijectif
stationnaire
élt. net

Lnjectif
stationnaire
transitif

bijeetif
Btationnaire
transitif

g
simpïf. à g.
élt. net à g.
simpïf. à g.
quoi. à d.
élt. net à g.
simplif. à g.
quoi. à g.
simpM. à g.
quoi. d. g.

simpJif. à g.
station, (g)
élt. net à g.
simp-tif. à g.
station.(g)
quoi. à d.
élt. neb à g.
simplif. à g.
station.(g)
quoi. à g.

simpïf. à g.
station.(g)
quoi. d. g.

ê
simplif. à g.
noix à g.
simpïf. à g.
quoi. à d.
noix à g.
silLpJif. à g.
simple à g.
sijppïf. à g.
quoi. à d.
simple à g.
simpM. à g.
station.(g)
noix à g.
simplif. à g.
station, (g)
quoi. à d.
noix à g.
simpîf. à g.
station.(g)
simple à g.
simplif. à g.
station.(g)
quoi. à d.
simple à g.

m
simplifiable

noix
siT.T-li -^ -.Me
quasi-groupe

simplifiable
simple

quasi-groupe

groupe
abélien

groupe
abelien

groupe
abélien

groupe
abélien

b
simplifiable

noix

quasi-groupe

simplifiable
simple

quasi-groupe

groupe
abélien

groupe
abéimen

groupe
abélien

groupe
abélien

Pour les conditions de la colonne de g,on notera que
Proposition 1. Un grcupoîde simplifiable à gauche,ayant

une noix à gauche et stationnaire(ê) est simple à gauche et vérifie
l'axiome des quotients à droite;de plus les produits finis de trans-
lations à gauche forment un groupe de bijections.

Ceci résulte de la prop.III.C.2.2.Par suite les qua-
tre dernières conditions de la colonne g sont équivalentes.De mère
pour m et b .

Les conditions des colonnes m et î sont deux à deux
équivalentes,comme il résulte des prop. 1 . 1 , 1 . 2 , 2 . 3 , 3 . 2 , 4 . 2 , 5 . 2 ,
5 . 3 .
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Les conditions des colonnes g et ê n'entraînent pas

la condition "quasi-groupe".Soifc î =(E,y) un groupe,E étant infini,
e l'éléiLent unité de K»aéE-e,et vo une bijeotion de E-a vers E; défi-
nissons un groupoïde G = (E,T) par

(Vx.yCE)^ = ^^y B± ^E-»
tary = ^(e)*y .

^ étant une Direction,on a g(G) = g(K);donc g(G) = ê(&) est un groupe
simplement transitif de Directions,et G est bijectif-stationna ire-tran-
sitif (g) et (ê);G n'est pas un quasi-groupe car ary = ery pour tout
-y çE alors que a / e.

De même un groupoîde simplifiable et simple n'est pas
un quasi-groupe car c'est le cas du groupoîde du §.III.C.3»qui,étant
simple à droite,est simple.

7«Application aux quasi-groupes.

Quatre cases du tableau du §.6 contiennent la condi-
tion "quasi-groupe" ,d'où quatre théorèmes d'homomorph-isme, 2S ,23^,
4S ,42.?, avec sur H les conditions suivantes:
2S : fort(m),p-fort-g(m),net(m),franc(m);
2S^: fort(b),p-fort-g(b),net(b),franc(b);
4S : fort(m),clair(m);
4S^; fortj;î), clair (î).

La plus faible des conditions est,d'après les résul-
tats de la section A,la troisième;de plus l'équivalence nucléaire est,
d'après 4S et 4S^,principale (m) et (b) pour chacune de ses classes.
On peut alors énoncer:

Théorème 1. Tout homomorphisme de groupoldes qui arrive
sur un quasi-groupe est principal (m) pour une partie H forte (m) et
^franche(m) ,et réciproquement; et on peut prendre pour H toute classe de
l'équivalence nucléaire, au quel cas J!̂ 8' $g»

En particulier

Théorème 2. Toute équivalence compatible et simplifiable
d'un quasi-groupe est équi principale (m) et (t).

Une telle équivalence est en effet équivalence nu-
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cléaire d'un hoinomorphisjne de quasi-groupes.

Théorème 3. Si Q = (E,r) est ma quasi-groupe, et si H^(E)
est non vide,H est classe pour une équivalence compatible et simplifia
"blé de Q si et seulement si il est t-fort(m).

D'après le théorème l,une telle équivalence est prin
cipaledn) pour H et H est fort(m) et franc(m);donc W^ = 0 et H est t-
fort(m) (prcp.IU).8.4).Réciproquement,si H est t-fort(m) et non vide,
H est franc(m),car tout élément de E est franc(m) par le théorème 1
appliqué à l'homomorphisme identique; donc W331 = 0,et H est classe de
2^ qui (théorème 1) est simplifiable.et (prop.II.B.3.1) compatible.

D'autre part,l'introduction de conditions étrangères
à la théorie des tas permet d'énoncer des théorèmes d'homomorphisme
pour les quasi-groupes à idempotent,ou à élément unité(boucles).

Théorème 4. Tout homomorphisme de groupoi'des qui arrive
sur un quasi-groupe à idempotent est principal(m) pour une partie H
forte(m),p-forte-g(m),franche(m) et stable,et réciproquement.

On peut prendre pour H la classe image réciproque de
1'idempotent,qui,compte tenu du théorème 1,vérifie ces propriétés.Ré-
ciproquement,un homomorphiBine de groupoïdes soumis aux conditions de
l'énoncé arrive sur un quasi-groupe (théorème l);et H est contenu dans
une classe de l'équivalence nucléaire,qui,puis que H est stable,s'en-
voie sur un idempotent

Proposition 1. Un idempotent e d'un quasi-groupe Q = (E,r)
est élément unité si et seulement si

(Vx.yçE) xT(eTy) = (xre)ïy .

La condition est évidemment nécessaire;si elle est
remplie, on a, pour tout XÇE:

eï(eTx) = (eTe)Tx = erx ^=^ e-nc = x >
donc e est élément unité à êa^cne,et de même à droite.

Définition 1. Si & = (E,-r) est un groupoïde et He^(E),H
est dite médianement préassociative si et seulement si

(V^ém(&))(Vx,y€E)(Vh€H)( ^(xr(hTy)) €H <=» ^((xrh)ry) € H ).

Théorème 5. Tout homomorphisme de groupol'des qui arrive
sur une boucle est principal(ic) pour une partie H forte(m) ,p-forte-g
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( m ) , franche ( m ) , stable et médiaaement préassooiative.et réciproquement.

Ceci résulte de la prop.l et du théorème 4.

|c.Etude des conditions portant sur le deici "groupe image (cas sans zéro)
Soit D = (E,.) un demi-groupe.

1.Propriétés supplémentaires.

Proposition 1. Bans un demi-groupe,
surjectiftg) <^ simple à droite.

Ceci résulte des prop. 2,3 du §.B.4.

Proposition 2. Bans un demi-groupe,
stationnaire(g) <==» stationnaire à gauche.

D est en effet stationnaire(g) si et seulement si
( V a , b , x , y € E ) ( ax = bx •==» ay ̂  by ) ;

on reconnaît la condition "stationnaire à gauche" de THEODOSSIS[^4]
(voir aussi THIEfîRIN [ZS]).

2.Conditions faisant l'objet de théorèmes d'homomorphisme.

On les déduit de celles du § . B . 6 ; i l n'y a pas lieu
de distinguer ici les cas g et ê.On obtient alors un tableau analogue
à celui du § . B . 6 . L e passage est immédiat,sauf dans les cas faisant
l'objet des propositions suivantes:

Proposition 1. Un demi-groupe bijectif-à-noix (g),c'est-à-
dire ayant une noix à gauche,simplifiable à gauche et simple à droite,
est un groupe et réciproquement.

On sait (CLIPFOBD et MILLEBCS')) que, si, dans un de-
mi-groupe,!'ensemble des éléments nets à gauche et ^'ensemble des élé-
ments nets à droite sont non vides,ils coïncident et sont un sous-grou-
pe.Ici il existe un élément net à gauche et tout élément est net à
droite.

Proposition 2. Un demi-groupe injectif-statiolmaire-à-noix
( g ) .c'est-à-dire ayant une noix à gauche, s impli fiable à gauche et sta-
tionnaire à gauche,est un groupe,et réciproquement.
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Un tel demi-groupe est surjectif(g) (prop.III.C.2.2)

et la proposition résulte de la prop.l.
On a alors le tableau:

n0

12

2S

3S

4S

5S
7S
83

conditions
injectif
noix
bijectif
noix
injectif
transitif
bijectif
transitif
injectif
stationnaire
noix

«=ê
simplif. à gauche

noix à gauche

groupe

sic.plif. à gauche
simple à gauche

groupe

groupe

a
semi-groupe

noix

groupe

semi-groupe
simple

groupe

groupe
abélien

î
semi-groupe

noix

groupe

semi-groupe
simple

groupe

groupe
abélien

Les conditions des première et troisième lignes ne
définissent pas des groupes; on connaît un demi-groupe simplifiable à
gauche et simple à gauche qui n'est pas un groupe (cf. par exemple
BAEfi et LEVI[23),et un semi-groupe simple qui n'est pas un groupe
(cf. par exemple ATOEKSEN [ -13 ) .

3. Théorèmes d'homomorphisme pour les groupes.

On considère ici tout d'abord des théorèmes de théo-
rie des demi-groupes.

Les théorèmes utilisant l'équivalence principale à
gauche sont,d'après le tableau du §.2,les théorèmes 2S ,4S ,5S ,7S ,
8S ,les conditions respectives sur H étant:
2S : fort(g),p-for+-g(g),net(g),franc(g) ;
4Sg: fort(g),clair(g) ;
5S : fort(g),robuste(g),p-fort(g),net(g) ;
7S : fort(g),robuste(g),net(g),translucide(g) ;
8S : fort(g),robu8te(g),clair(g) .
et on peut prendre pour H tout classe de l'équivalence nucléaire (4S ) .
Les systèces de conditions lee plus faibles (ou m.iniTna.ug) sont ceux
des théorèmes 2S ,4S ,5S .Nous énonçons les théorèmes correspondants
dans l'ordre 4-2-5 afin de mettre en évidence le remplacement progres-
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sif des conditions de netteté par des conditions de force :

Théorème 1. Tout homomorphisme de demi -groupes qui arrive
sur un groupe est principal à gauche pour une partie H forte et tota-
lement nette,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe
de l'équivalence nucléaire.

Théorème 2. Tout homomoephisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe est principal à gauche pour une partie H forte,p-forte-
g(g) et nette, et réciproquement;et on peiit prendre pour H toute classe
de l'équivalence nucléaire.

net signifie : net à droite et à gauche.
Théorème 3. Tout homomiorphisme de demi-groupes qui arrive

sur un groupe est principal à gauche pour une partie H forte,p-forte-
g(g),médianement forte et nette à gauche,et réciproquement;et on peut
prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire.

Les théorèmes utilisant l'équivalence principale
médiane sont,d'après le tableau du §.2,les théorèmes 2S et 4S ,les
conditions respectives sur H étant :

2 3 : fort(m),p-fort-g(m),net(m),franc(m) ;
43 : fort(m),clair(m) ?

et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire.Le
second système de conditions est le plus faible,et on énonce

Théorème 4. Tout homomorphisme de d. em.-groupes qui arrive
sur un groupe est principal médianen.ent pour une partie H médianement
forte etctotalement nette,et réciproquement;et on peut prendre pour H
toute classe de l'équivalence nucléaire.

Les théorèmes utilisant l'équivalence principale bi-
latère sont de même les théorèmes 2S.c et 4S.p,avec les conditions sur H

2S-: fort(b),p-fort-g(li),net(b),franc(b) ;
4S^: fort(b),clair(b) ;

ces conditions sont plus fortes que les conditions des théorèmes 2S
et 4S ,en sorte que le seul intérêt des théorèmes 2Ŝ  et 4S<̂  est de
nous apprendre que l'équivalence nucléaire d'un homomorphisme de demi-
groupes est principale(î) pour chacune de ses classes,quand cet homo-
inorphisine arrive sur un groupe.
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On a aussi des théorèmes d'homomorphisme pour les

groupes abéliens.Enon^çons par exemple le théorème 5S ,qui demie pour H
5S ; fort(m) ,p-fort-g(m) ,robuste(m) ,net(m) :

Théorème 5.'Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe abélien est principal médianement pour une partie H médi-
anement forte ,p-(-f or te-g^-fli) , robuste (m) et médianement nette,et récipro-
quement; et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nuclé-
aire .,

H est robuste(m) si et seulement si

(Va,b ,c ,d ,e , f ,g ,h ,°x ,y€E)( aexfb €H,agxhb CH, ceyfdCH ==^ cgyfd € H )

(cf §,A. 4, avec p = k(a,b),^ = ^(c,d), r = (*.(e,f),r = k(g,h)) .Cette con-
dition ne peut être considérée comme une condition explicite de commu-
tativité,et 'il^en.est de même des autres conditions imposées à H . De
plus la condition-dé netteté est très faible.Le théorème 8S donne pour
H les conditions: médianement fcrtë,robuste(m),totalement nette;ce sys-
tème est sans condition explicite de commutativité,mais la condition de
netteté est beaucoup plus forte.

Enfin les théorèmes 1 à 5 s'étendent sans grand chan-
gement aux groupoïdes par utilisation de § et m; les conditions sur H
peuvent'être prises-dans les énoncés 4S^,2S^. ,5Sg. ,4S,5S. Donnons par
exemple l'énoncé analogue au théorème 4:

Théorème 6. Tout homomorphisme d'un groupoïde sur un demi-
groupe qui arrive sur un groupe est principal(m) pour une partie H for-
te(m) et claire(m),et réciproquement;et on peut prendre pour H toute
classe'de l'équivalence nucléaire.

On peut aussi"employer les énoncés, 4S ,2S ,5S ,qui
• • 6 6 0

donnent d'autres systèmes de conditions (utilisant en particulier la
condition •* stabilisant(g)").

4.Théorème d'homomorphisme pour les eemi-groupes à. noix.

C'est^lè théorème 1S pour les demi-groupes:

Théorème'1. Tout homomorphi'sme de^^emi -groupe s qui arrive
sur un semi-groupe à noix est principal inédranement pour une partie H
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médianement forte, p-forte-gfa)! et médianement nette, et réciproquement-
et on peut prendre pour H tome classe de l'équi valence nucléaire"^'
s'envoie sur un élément de la n o i x . ' — — — —

H est p-forte-g(m) si et seulement si elle est indi-
visible pour ^ (prop.II.ï.8.1),.cet énoncé est donc le théorème de
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CROISOT[ S^cité dans l* introduction.

|l).Etude des conditions portant sur le groupoïde image (cas avec zéro).|

Soient G = (E,"r) un groupoïde, c un côté,z un zéro(c)
de G.On sait (prop. 1 , 2 du §.I.F.2) qu'il y a identité entre zéro(g),
zéro (g) et zéro à gauche ,et entre zéro, zéro (m) ,bizéro(m) ,zéro(b) ,bi-
zéro(î) et mène zéro(b).

l.z-séparation.

G est z-séparé(c) si et seulement si
(Vx€E)( x / z =^ c ( G ) x ^ { z } ) .

Proposition 1. G est z-séparé(g) (resp. d) si et seul en; en t
si

(Vx€E)( x ^ z •==» (3a€E) arx ^ z ) (resp. xra / z ) .

Proposition 2. Pour tout groupol'de G,
z-séparé(ê) «^ z-séparé(g) .

z-séparé(g) "̂  z-séparé(g) car g(G) C g(G) .
z-séparé(g) •=^ z-séparé(g) car si xÇE est tel que

e(G)x^{z} , alors ê(G)x ^{z} .

Proposition 3« & ttst z~séparé(b) si et seulement si
(^x€E)( x ^ z ==» (3a€E) arx ^ z ou .xra / z ) .

En effet G a cette propriété si et seulement si il
est z-séparé(b) ; et, comme dans la prop.2, z-séparé(b) -==^ z-séparé(b) .

Proposition 4. Pour tout groupoïde,
z~séparé (g) et (d) ==^ z~séparé(m) "===» z-séparé(p) .

Si G est z-séparé(g) et z-séparé(d), et si x € = E - z ,
il existe a^E tel que arx ^ z ,et b €E tel que (arx)-rb ^ z ,donc
^-v ^ m(G) est tel que ^Ya^ ^ z »et G est z-séparé(m) .Si G est z-
séparé(m),il est z-séparé(o).

Proposition 5« Un|demi-grou;peest z-séparé(in) si et seule-
ment ai il est z-séparé (g) et (d).
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Un dejûi-groupe D = (E,.) est z-séparé(m) si et seu-

lement si,pour tout x€E-z,il existe a,b£E tels que axb ^ z ;en par-
ticulier, ax / z et xb ^ z ,et D est z-séparé (g) et (d).La récipro-
que résulte de la prop.4.

2.z-injectivité,injectivité.

Proposition 1. g est z-injectif^), (regp. g,d,â,b) si et
seulement si z est un zéro à gauche (resp. zéro à gauche,zéro à droite,
zéro) de G et si l'égalité est simpliftable à gauche (resp. à gauche,
à droite, à gauche et à droite) sur E -z .

On dira plutôt que G est z-simplifiable à gauche
(resp. z-simplifiable à droite,z-simplifiable).

Prouvons d'abord que l'ensemble des yCêÉG) (resp.
d(G),b(G)) tels que,z étant un zéro à gauche (resp. zéro à droite,zéro)
de G, (PC = (ry ^ z entraîne x = y pour tous x.yêE, est stable;en
effet,si <r et T ont cette propriété,

(Vx,y€E)( (TTX = (Pry / z i==» -rx = ry /é z -===?i x = y ).
Par suite,G est z-injectif(g) (resp. d,b) si et seu-

leD-ent si il est z-injectif(g) (resp. d,b);donc si et seulement si G
est z-simplifiable à gauche (resp. z-simplifiable à droite,z-simpli-
fiable).

Proposition 2. Un groupol'de z-séparé(m) est z-injectif(âi)
si et seulement si il est z-simplifiable.

Un groupoïde z-simplifiable est z-injectif(b),donc
z-injectif(m) puisque ni(G) C; b(G) .BéciproqueŒent.si G est z-injec-
tif(m) et z-séparé(m),et
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si x,y ç3S et & € ' 6 ( G ) sont tels que &x = &y ^ z ,il existe L€m(G) tel
que L&X = L&y /^ z ,et x = y ,donc G est z-injectif(S),et z-siœpliaa-
ble.

Proposition 3. Un groupolde injectif(g) n'a pas de zéro à
droite.

Si z est un zéro à droite,y,, = ^n. n'est pas une in-
jection.

Proposition 4. Les conditions injectif(m) et à zéro ( m ) , ou <s

injectif(î) et à zéro ( ̂  ) ?Bont incompatibles .
Ceci résulte des prop. III.E.3.2,, III.E.3.3 , I . P . 2 . 1 .

3.z-surj ecti^i té,surjectivi té.

G est z-surjectif(c) si et seulement si tout élé-
ment de c ( G ) différent de K est une surjection.z

Cette condition s'exprime simplement dans le cas où
c = g.

Définition 1. Si z est un zéro(c) d'un groupoi'de G = ( E , ï ) ,
on appelle annulâteur à gauche relatif à z de G , et on note Z ,

^ = 2 * ' E

qui est aussi l'ensemble des x€E tels que y = K .

Proposition 1. G est z-surjectif(g) si et seulement si z
est un zéro à gauche de & et si

(Va€E"Zj (VygE)Qx^E) BTX = y .———————^—————————^—
En effet a êZ équivaut à y^ ?= K^ .

Proposition 2. Pour tout groupoide,
z-surjectifÇê) <==> z->surjectif(g)
z"surjectif(l5) jfc^ z-surjectif(g) et z-surjectif(d).

Les implications vers la droite résultent des inclu-
sions g(G) Ç ê(G),^(&) ^ S(G),d(G) Ê î(G) .Béciproquement,soit G un

groupoïde z-injectif(g) ;pour tout a^E,»y^ = ^ , ya^z as \ z =: ^z5

donc si Y = Ya -Ta ê ê(G)» Y ^ ^g entraîne y^ ^ ^^ pour tout i ;
l u i

par suite y est une surjection pour tout i,et y est une surjectioa.
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On démontre de mêmeyWCG) étant engendré par g(G) ^J d(G),que,si G est
z-surjectifCg) et z-surjectif(d) ,il est z-surjectif(t).

Proposition 3« Pour un groupoïde z-séparé(m),
z--sur3ectif(m) ^=» z-surjectifÇb).

Tout groupoïde z-surjectif(b) est z-surjectif(m)
puisque m(G) £ î(G) .Réciproquement,si G est z-séparé(m) ,m(G) n'est
pas réduit à K »il existe Lem(G),)< ^ < ;on suppose alors G z-surjec-
tif(m);si (^6b(G),^ k^11 ̂ ±s^ a êE tel que Aa / z ,et, pétant
surjectif,il existe b éE tel que L/b = a ,donc que h^lD = fea ^ z ,en
sorte que (̂  ^ K-îcoiiine ftkÇir;(G),&k est surjectif,et ^ est surjectif.

Proposition 4. Un groupol'de ayant un zéro à gauche 2 est.
supj'ectif(g) si et seulement si il est z~surjectif(g) et si Z = 0 .Un
tel groupoïde n'a pas de zéro à droite.

En effet K n'est pas une surjection.et la première
assertion est évidenîe.Pour la seconde,s'il existait un zéro à droite,
z serait un zéro,et appartiendrait à Z ,qui serait non vide.

0

Proposition 3. Les conditions surjectifÇm) et à zéro(m),
ou surjectif(b) et à zéro(b) ,sont incompatibles.

En effet un groupoîde qui vérifierait ces conditions
serait surjectif(g) avec un zéro à droite.

4 .Existence d'éléments z-nets différents de z . z - H > r > x .

h €E est z-net(c) si et seulement si
( V x € E - z ) ( 3 < r é c ( G ) ) <% = h .

Proposition 1. Bans un groupoi'de z~séparé(m) ,il y a idea-
tité entre les éléments z"-nets(m.) et les éléments z-nets(S).

Bans un groupoïde quel conque,tout élément z-net(m)
est z-net(î), puisque m(G) Ç î(G) .BéciproqueiLentySi G est z-séparé(ai)
et h. CE z-net(t) ,pour tout x é E - z il exiate f cLçm(G) tel que pix / z,
et ftç. b(G) tel que &LX = h; comme ftt fc€m(G),h est z-net(m).

Pour les côtés stables (8,d,m,î),on préfère considé-
rer des z-noix.

Proposition Z. Une z-noix(g) (resp. d,S) est un idéal à
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gauche (resp. à droite.bilatère) non contenu dans [s\ ipiniimm.

Ceci résulte de la prop.I.E.3.2.0n dira plutôt que
c'est une z~noix à gauche (resp. z-aoix à droite,z-noix).

Proposition 3. Bans un groupoîde z-séparé(m),une z-noix(in)
est une z-noix.et réciproquement.

Ceci résulte des prop. 1 et III.B.3.2.

5.z-transitivité.

G est z-transitif(c) si et seulement si z est un
zéEo(c) de G et si

( V x , y 6 E - z ) ( 3 y <£ c (G) ) <rx = y .

Proposition 1. & est z-transitif(g) si et seulement si z
est un zéro à gauche de G et si

(Vx,y^E~ z)(3a<^E) arx = y .

Pour les côtés stables,on préfère des conditions sur
les idéaux.

Définition 1. G est dit presque z-sim-ple à gauche si et
seulement si z est un zéro à ês-uche de G et si G n'a pas d'idéal à
gauche propre, sauf {zj et peut-être E -z .

Proposition 2. Un groupoi'de est z~transitif(g) si et seu-
lement si il est presque z-simple à gauche,et z-séparé(ê).

Ceci résulte de la prop.III.E.1.2.

Définition 2. G est dit z-sim-ple, (resg. z-simple à gauche,
z-sicrple à droite) si et seulement si z est un zéro (resp. zéro à gau~
che,zéro à droite) de G et si G n'a pas d'idéal bilatère (resp. à gau-
che,à droite) propre,sauf {z) .

Proposition 3- Un groupci'de est z-transitif(in) si et seule-
ment si il est z-simple et z~séparé(m),et z-transitif(b) si et seule-
ment si il est z-simple et z-séparéCS).

Ceci résulte de la prop.III.E.1.2 pour le cas b , et
de la prop.4.1 pour le cas m.
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Proposition 4. Si z est un zéro de G , & est z~tran8itif(§)

si et seulement si il est z-aimple à gauche et z~8éparé(g).
E-z n'est pas en ce cas un idéal à gauche.

Proposition 5. Si z est un zéro de G , G est z-transitif(g)
si et seulement si il est z-surjec-bif((i) et si Z. = {z\ .

Ceci résulte des prop. 1 et 3 . 1 .
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6.z-statjonnarité.

G est z-stationnaire(c) si et seulement si z est un
zéro(c) de G et si

(Vx,yêE)(V<r ,T€ c (G) ) ( <rx = TX ^ z x=^ <ry = ry ).

Le groupoîde ci-dessous est z-stationnaire(t).mais,
malgré des propriétés complémentaires assez fortes,n'est ni abélien ni
associatif,en- sorte que les prop. 2 , 3 du § B.5 n'ont pas d'analogue
avec la z-stationnarité.

On prend E = ja,b,z^,T étant définie par la table:

Ce groupoi'de est z-simplifiable.-ses seuls idéaux à gauche sont 0,)z} et
E ; en particulier il^est z-simple.et z-transitif(ê).II est z-séparé ( g )
et ( d ) , d o n c ( m ) et ( b ) ( p r o p . D . 1 . 4 ) .

données par
Cherchons t(G);on a y^ = ^ = ̂  ,et y^^, 5^,^ sont

\
Ya
Yb
^
^

a
z
z
b
z
a

l? Î7,
z z
a z
z z
b z
z z

II se trouve que ces applications se composent conformément à la table

^z ̂  ïb ^a ^b
^z »^z «z

Ta ^z <z ^b fc ^z
Ïb <z ^a ^z KZ Ïb
^a <z <z Ïb Sa ^
^b ^z Ta ^z ^z h

par suite b(Gr) = o(G) (on vérifie aussi g(G) = m(G) = î (G),d(G) = â((? )
en sorte que la seconde table est celle de G^ .Dans cette table,un élé-
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ment différent de z figure au plus une fois dans chaque colonne,en s<r-
te que G est z-stationnaire(b).

G n'est pas abélien car aT'b = a ^ b = bra et n'eafc
pas associatif car a-r(àT'b) = arz = z / a = a"rb = (aT'b)T'b .

7. Conditions faisant l'objet de théorèmes d'homomorphisine*

Le tableau ci-dessous est fait avec les Blêmes con-
ventions que celui du §.B.6,à partir des théorèmes Zl à Z9S du §.111.
F.5.
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a°

Zl

Z2

ZJ

24

Z5

Z6

27

Z8

Z9S

conditions
z-injectif
àt.z-net ^ z

z-bijeetif
élt.z-net^z

z-injectif
z-transitif

z-bijectif
z-transitif

z-injectif
z-station?
élt.z-net^z

z-bijectif
z-station.
élt.z-net^z

z-injectif
z-station.
z-transitif

z-bijectif
z-station.
z-transitif

injectif
z-station.
z-noix

e
s-simplif. g
it.z-net(g)/éz

s-simplif.g
s-surject.(g)
ât.z-net(g)^z

s-simplif.g
s-trans.(g)

s-sin.plif.g
s-surjectî(g)
s-trans.(g)

s-silLpIif.g
s-stat.(ç)
â.t.z-net(g)^z

s-simplif.g
s-surject.(g)
s-stat.(g)
ât.z-net(g)^z

s-simplif.g
s-stat.(g)
z-trans.(g)

z-siniplif.g
z-surject.(g)
z-stat.(g).
z-trans,(g)

ê
s-simplif. g
s-séparé(g)
z-noix à g.
s-simplif. g
z-stirject?(g)
s-séparé(g)
z-noix à g.
2-simplif. g
z-séparé(ê)
p.z-siD-ple g
z-siDiplif. g
z-surject.(g)
z-séparé(ê)
p.z-simpAà g
z-sinpiif. g
z-stat.(ê)
z-séparé(ê)
z-noix à g.
z-sisrplif. g
z-surject?(g)
z-stat.(ê)
z-séparé(ê)
z-noix à é.
z-simp^if. g
z-stat.(ê)
z-séparé(g)
p.z-siirjple g
z-simplif. g
z-surject.(g)
z-stat.(ê)
z-séparé(ê)
p.z-siDiple g

simplif. à g.
z-stat.(ê)
z-noix à g.

IC

z-simplif.
z-séparé(m)

z-noix
z-simplif.

s-surjeet.(m)
z-séparé(m)

z-noix
z-simplif.

z-séparé(m)
z-simple
z-siffiplif.

z-surject.(m)
z-séparé(m)
z-simple
z-simplif.
z-stat.(m)
2-séparé(m)

z-noix
z-simplif.

z-surject.(m)z
z-stat.(m)
z-séparé(in)

z-noix
z-siDiplif.
z-stat.(m)
z-séparé(m)
z-B^mple
z-simplif.

z-surject. (Di)
z-stat. (in)
z-séparé(m)
z-simple

î
z-simplif.
z-aéparé(î)

z-noix
z-simplif.^

z-surject.(S^
z-séparé(b)

z-noix
z-simplif.

z-séparé(S)
z-simpie
z-simplif.

z-surjectif(1
z-séparé(î)
z-simpie

z-simplif.
z-stat.(b)
z-séparé(b)

z-noix
z-simplif.^

-surjectif(b)
z-stat.(b)
z-séparé(b)

z-noix
z-simplif. ;

z-stat.(b)
z-séparé(b)
z-siDiple' :

z-siffiplif.^
z-surject^(b)
z-stat. ('b) i
z-séparé(b)
z-simple

Le théorème Z9S ne s'applique pas au côté non stabï
g , et ne s'applique pas davantage à m et t en vertu de la prop.2.4.

Les conditions des colonnes g et § n'entraînent pas
la condition "quasi-groupe avec zéro", comme le montre l'exeli'ple sui-
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vaut.Prenons E = }a,b,z) ,r étant définie par la table

a
b b
z a

a
b

b
a
a
b

z
z
z
z

Les translations à gauche de G sont y = \. ,et \ = I-p, ;ce sont des
bijections,et,comme Y IE » ê(G) = ê(G) .La table de G. est

Ta^
^

a b
a
b

z
z
z

tout élément [ différent de z figure une fois et une seule dans chaque
colonne autre que celle du zéro) à gauche z , donc G = Gg, est z-stalion-

& 6naire et z-transitif,et bien sûr bijectif.G vérifie donc toutes les
conditions des colonnes ^e g et ê.Ce n'est pas un quasi-groupe avec
zéro car il n'est pas z-simplifiable à droite.

11 est probable que les conditions des colonnes de
m et b n'entraînent pas non plus la condition "quasi-groupe avec zéro",^mais nous ne connaissons pas de contre-exemple. Toutefois le groupol'de
du § . 6 véririe les conditions des théorèmes Z7- et Z7-î»donc aussi les
conditions plus faibles,et n'est pas un quasi-groupe avec zéro;il ne
lui manque que d'être z-surjectif(b)«On verra au § . V . D . l un contre-ex-
emple analûé>ue pour les conditions des théorèmes Z4

8.Addition de l'intégrité.
et Z4ç.

Les conditions de s colonnes de m-et î se simplifient
quelque peu si on suppose que le groupoîde qui les vérifie est intègre.

Proposition 1. Un groupoîde ayajit un zéro z et intègre est
z-séparé(m) et (b).

En effet, si x / z , x-r(xTx) ^ z .

Proposition 2. Un groupol'de ayant un zéro z et intègre
vérifie la condition du théorème ZN^(resp. ZN^) (N = 1,2... ,8) si et
seulement si il résulte de l'adjonction de z à un groupol'de vérifiant
la condition du théorème N (resp. N^) (pour la même valeur de N).

Ceci résulte des prop. 1 , 2 , 3 » 4 , 5 , 6 du §.III.E.

2 ,et de la prop.I.F.5.1.
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Cette proposition permet de déduire instantanément

le ta-bleau ci-dessous de celui du $.B.6.Dans les conditions ci-dessous,
1'intégrité est sous—entendue.

n0

Z1S

Z2S

Z3S

Z4S
Z5S à
Z8S

conditions
z-injectif
élt.z-net^z
z-bijectif
élt.z-net/^z
z-injectif
z-transitif
z-i)±jectif
z-transitif
z-stalion.

etc.

ni
z-simplifiable

z-noix
quasi-groupe avec zéro

z-simplifiable
z-simpie

quasi-groupe avec zéro
groupe abélien

avec zéro

b
z-simplifiablez-noix

quasi-groupe avec zéro
z-simplifiable

z-simpie
quasi-groupe avec zéro

groupe abélien
avec zéro

11 reste à traduire sur H la condition que le groupo-
îde image est intègre.Or on sait que la classe qui s'envoie sur z est
dans tous les cas le résidu intérèeur de H dans le tas considéré (prop.
III.A.4.;U.

Un idéal bilatère d'un groupoid^ G = (E,r) eé-t dit.
complètement premier (cf. PITTING C^5]) si et seulement si

(Vx,yéE)( XTVÊA sss^xÇA ou y € A ) .

Proposition 3« Soit f un homoporphisme de groupoides arri-
vant sur un groupol'de G ayant un zéro z,et principal (c) pour une par-
tie H de. sorte que W^ = f" ( z ) ; G est intègre si et seulement W° est^_
complètement premier.

En effet G est intègre si et seulement si \z} est
complètement premier,et la proposition résulte alors du comportement^
de cette notion d'idéal bilatère com.plètement premier,par homomorphisme.

On observera que l'addition de l'intégrité n'a pas
été faite aux conditions des (donnes de g et g du tableau du §.7.La
raison en est,d'abord,que cette addition est plus sympathique dans le
cas où le zéro considéré est un zéro à droite,ce qui ajoute une condi-
tion sur Wjj;et surtout qu'elle n'entraîne pas de modification des con-
ditions, hormis la suppression de l'hypothèse de z-séparaticn.Les mé-
thodes ci-dessus permettent toutefois de la faire sans aucune diffi-
culté .
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[E. Etude des conditions portant sur le demi-groupe image (cas avec zéro).

Soit D = (E,.) un deiLi-groupe.

1.Proprié tés supplémentaires.

Proposition !.. Si un demi-groupe a un zéro à gauche z et
un seul,c'est un zéro.

Si a€E,za est un zéro à gauche car E ^(za}et,pour
tout x6E , xza = za ; donc za = z ;et z est un zéro.

Or on notera qu'un demi-groupe 'ayant un zéro à gau-
che z et uni principal (g) ou (g) pour un élément différent de z n'a
qu'un seul zéro à gauche (prop.III.A.4.3b).Tous les deçà-groupes con-
sidérés dans cette section ont donc un zéro.

Proposition 2. Pour un demi-groupe ayant un zéro z:
presque z-simple à gauche <==» z-simple à gauche.

E-z ne peut alors être un idéal à gauche.
Proposition 3. Dans un demi-groupe ayant un zéro z , Z et

Ẑ  sont des idéaux bilatères,et zÇZ r\Z^.
En effet aE = z entraîne axE = z et xaE = xz = z

pour tous x ÊE et a€Z ;donc Z ,et,dualement,Z,,est un idéal bilatère.

2. Conditions faisant l'objet de théorèmes d'homomorphisme.

Le tableau du §.D . 7 donne,par addition de l'associa-
tivité aux conditions qui y figurent, un tableau analogue pour les deir'i-
groupes ayant un zéro.L'addition est immédia te,sauf pour les cases
faisant l'objet des propositions suivantes.

Ces propositions peuvent être considérés comme des
théorèmes d'axiomatique des groupes avec zéro.On partira du résultat
suivant (STOLT [^,déf.4 du ch.II):

Un demi-groupe partiel,vérifiant l'axicme d'existen-
ce des quotients à gauche,ne contenant pas plus d'un élément unité à
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droite et tel qu'il existe des éléments c,e vérifiant ce = c ,est un
groupe,et réciproquement.

Par demi -groupe partiel, il faut entendre un couple
(E,.) d'un ensemble non vide E et d'une loi de coihposition incomplète,
notée ici Diultiplicati veinent, et telle que, pour tous a,b,c€E , si
(ab)c et a(bc) sont définis tous deux, ils sont égaïx.Un élément unité
à droite d'un demi-groupe partiel est un élément e de E tel que,pour
tout x Ç E , le produit xe soit défini et égal à x .

La démonstration ci-dessous est tirée de la démons-
tration originale de (22) .La réciproque est triviale.La partie directe
repose sur les lemmes suivants.

Lemme 1. -Dans un demi-groupe partiel ayant des quotients à
gauche et un élément unité à droite e :

(Vp,q,r,s €E)( pq = e et rq =-- s ==^ sp = r ).
Il existe mêE tel que mp = r ; alors m(pq) = me = m

et (mp)q = rq = s sont définisîpar suite m = s ,^t le produit sp
est défini et égal à r.

Lemme 2. Lans un demi-groupe partiel ayant des quotientsè
gauche et un élément unité à droite e :

(Vp,q,r,s€E)( pq = e et sp = r -==^ rq = s ).
Il existe mçE tel que mq = s ; d'après le lemr-e 1,

sp = m ;donc m = r ,et le produit rq est défini et égal à s.
L'utilité de ces lemme résulte du

Lemme 3. Dans un demi-groupe partiel ayant des quotients à
gauche,

(Vc ,e€E) ( ce == c -=^ e est élément unité à droite).
Soit x ÊE ; il existe y,u£E tels que ye = x , uc = y

alors u(ce) = uc = y et (uc)e = ye = x sont définis; par suite y = x,
et le produit xe est défini et égal è x .pour tout x€E.

Soit alors D un demi-groupe partiel ayant des quoti-
ents à gauche, pas plus d'un élémen^ùnité à droite, et des éléirents c,e
tels que ce = c . e est-élément unité à droite (leifjjî.e 3?.Soit a€E.

Il existe u,a'êE tels que ua_= a , a'a = e ;et
aa' = u (lemme 1).I1 existe aussi â€E tel que aa' = e ;et ea = a
(lemme 2).Donc (ea)a' = âa' = e ;donc,si eu est défini, eu = e(aa')
et eu = e .

Or il existe v,f^E tels que vu = e , fv = e ; alors
(lemme 2) eu est défini et égal à f.

Par suite eu = e ;u est donc élément unité à droite
(lemme 3),et u = e ;il en résulte a'a = e = aa' ;et ea = a ,de sorte
que e est élément unité.

Si maintenant "b€E ,il existe "b ' , d€E tels que
b't) = e , db' = a ;par suite (lemme 2) ab est défini et é^ai à d .La
loi de D n'est donc incomplète qu'en apparence;et les propriétés de e
font que D est un groupe.

On démontre alors les propositions suivantes: (
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Proposition 1. Un demi-groupe z-injectif(g),z-transitif(g)

et z-staticnnaire(g) est un groupe avec zéro, et réciprogmement.

Un groupe avec zéro possède évidemment les propriétés
requises,d'être z-simplifiable à gauche,z-stationnaire(g),et z-transi-
tif(ê') qui équivaut à

(Vx,y<:E)( x ^ z -^ (3a€E) ax = y )
puisque zx = z .Réciproquement,soit D un tel demi-groupe.

Si açE- z,il existe u£E tel que ua = a ;et
9 \ ? A. ^ ? 9

u a = ua = a / z entraîne u = u ,donc u = u = u ,et e = u
Q

est tel que e a = a et e = e . e ^ z car ea = a ^ z ;par suite il
existe y E tel que ye = a ,et a = ye = yee = ae .

Supposons que f,g soient éléments unités à droite
pour E - z ; alors af = ag = a / z entraîne f = g .

Considérons alors l'ensemble E-z,a"diquel la restric-
tion de la loi de D donne une structure de demi-groupe partiel (si
x,yê:E- z , xy est défini dans E - z si et seulement si xy / z dans D,et
pris alors égal à sa valeur dans D).Ce cemi-groupe partiel vérifie l'a-
xiome d'existence des quotients à gauche,ne contient pas plus d'un élé-
i&ent unité à droite,et contient des éléments a,e tels que ae = a ;donc
c 'es t un groupe,et B est un groupe avec zéro.

Proposition 2. Un demi-groupe z-'bijectif(g),z-sta't;ionnaire
(g)» z-séparé(g) et à z-noix à gauche,est un groupe avec zéro,et réci-
prcqueiaent.

Un groupe avec zéro est évidemment un déni-groupe z-
simplifia'ble à gauche, z-surjectif(^) qui s'exprime par

(Va6E)( aE ^\z\ ̂  aE = E ),
z-staticnnaire(g) et ayant un élément z-net(g) différent de z, h .ï^ci-
proquement,soit I) un tel demi-groupe.

h étant z-net(g) différent de z , il existe u ê=E tel
0 -3 0

que un = h ; comme ci-dessus, u h = u h = h / ^ z entraîne u = u ,
u = u = u ,et e = u est tel que e = e et eh = h .Comme e ^ z
puisque eh = h / z ,il existe îp€ E tel que ke = h ,et ne = kee = h .
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Soit alurs x ê E - z .CcDiire eE /^'{zj,eE = E et il exis-

te y 6 E tel que ey = x ;donc ex = eey = x .ConiiLe x / z ,il existe
v CE tel que vx = h ,et vxe = ne = h = vx ^ z entraîne xe = x .Ccir—
me ez = ze = z ,e est élément unité.

Par suite,pour tout x € E - z , xE ^ z puisque xe = x;
donc xE = E, et, pour tout a6E,il existe t€E tel que xt = a .

Considérons alors l'enseir'ble E-z,auquel la restric-
tion de la loi de D donne une structure de deffii-groupe partiel. Ce deirii-
groupe partiel vérifie l'axiome d'existence des quètients à drcite,ne
contient pas plus d'un élément unité à gauche puisqu'il a déjà un élé-
ment unité, et contient des éléc-ents h,e tels que eh = h ;dcnc c 'es t un
groupe,et D est un groupe avec zéro.

Proposition 3. Un demi-groupe z-'bijectif(g) et z-transitif
(g) est un groupe avec zéro,et réciproque!' ent.

Un groupe avec zéro est éviden-.c.ent un deu-i-groupe z-
sin.plifia'ble à gauche, zè-surjectif à gauche qui s ' exprin'e par

(Va^E)( aE / {z} =^ aE = E ) ,
et z-transitif(g) qui équivaut à

(Vx,yêE)( x / z .-=̂  (3afcE) ax = y ) .
RéciproqueiLent,soit D un tel den.i-grcupe.

Si on avait Z = E , cela entraînerait E = \z\ et D
&

ne serait pas z-transitif (g) ; donc il existe c £ E - Z . , e t , v étant une
surjecticn,il existe eé=,E tel que ce = c .

Si f,g sent eléD'ents unité à droite pour E - z ,et si
aç.E- z , af =: ag = a / z entraîne f = g .

Considérons alors le deird-groupe partiel de support
E-z,dent la loi est la restriction de celle de JD . Il vérifie l'axicr.e
d'existence des quotients à gauche, n'a pas plus d'un éléuent unité à
droite et contient des élén.ents c,e tels que ce = c ;dcnc c 'es t un
groupe,et D est un groupe avec zéro.

Proposition 4. Un dend-groupe z-surjectifÇgi), z-séparé(ii ) et
à z-ncix(iB) est un groupe avec zéro, et réciproquer-ent.
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Un groupe avec zéro est évidemment un demi-groupe z-

surjectif(m) et ayant un élément z--net(m) différent de z.Béciproque-
ment,soit I» un tel demi-groupe.D est z-surjectif(î) (prop.D.3.3).

Si x€E-z,il existe u.véE tels que uxv = h ̂  z ;
par suite xE ^z}, Ex ̂  et y^, ̂  sont des surjecfions;pour tout
y CE,il existe donc a,b€E tels que xa = bx = y

Si e,f sont éléments unité à droite de E - z ,on a
et = e ;d autre part il existe a E tel que f = ea ,et
et = eea = ea = f ,d'où e = f .

Le demi-groupe partiel de support E-z , dont la loi
est la restriction de celle de D,vérifie donc !•axiome d'existence des
quotients à gauche,et à droite,donc contient des éléments c,e tels que
ce = c,et n'a pas plus d'un élément unité à droite.-c'est donc un grou-
pe, et D est un groupe avec zéro,

Proposition 5. Un demi-groupe z-injectif(b),z-stationnai-
re(b) et z-trangitif(b) est un groupe abélien avec zéro^et réciproque-
ment.

Un groupe abélien avec zéro est évideir:Dent un demi-
êroupe z-simplifiable,z-stationnaire(b) et z-transitif(t) qui équi-
vaut ̂

(Vx,yçE)( x / z ̂  (3(leî(D)) px = y ).
Réciproquement, soit D un tel demi-groupe. Et soit a € E - z .

Il existe peS(D) tel que &a == a .Or on sait que
fi(D) = g(5)Ud(D)^m(D) .

Si ^eg(D),il existe u€E tel que ua = a .u2 / z
car u a = ua = a ^ z ;de uu = uu / z résulte alors au = ua = a ^ z
et ab = ba pour tout b êE.De même si û^d(D).

Si^6m(D),il existe u,véE tels que uav = a .
u ^ z car u av = uav = a ^ z ;de uu = uu ^ z résulte alors
au = ua ;or ua ^ z car uav = a ^ z ,donc ab = ba pour tout b €E.

Comme zb = bz pour tout bçE,D est abélien.Pa-
suite, b(D) = g(D) ,et D est z-injectif(g),z-stationnaire(g) et z-
transitif(g);et c'est un groupe avec zéro (prop.l).

Proposition 6. Un demi-feroupe z-bi3ectif(€),z-séparé(S)
et à z-noix(b),est ua groupe avec zéro,et réciproquepent.
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Un groupe avec zéro est évidemment un demi-groupe

z-simplifiable,z-surjectif(î) ayant un élément z-net(o) h^ z.Récipro-
quement,soit D un tel demi-groupe.Appelons N sa z-noix.

Supposons Z ^{z} et Z^ ^ fcl .Alors N Ç Z HZ. (prop.
1.3),et h6Z OZ^;par suite o(D) h == hE ^Eh /̂EhE = {z} et héo(;D)h,en
contradietion avec l'hypothèse que h est z-net(b).Par suite l'un des
deux idéaux,Z, par exemple,est réduit à z.

Si a€E-z , îg | est alors une surjection et,pour tout
y 6E,il existe x eE tel que xa = y .

Supposons d'autre part Z., = E ;cela entraînerait
? — 6 ^

E ={z} et Z^ = E ;par suite il existe c~€E-Z ;y^ est une surjection
e$ il existe e € E tel que ce = c .

Enfin si e,f sont éléments unité à droite de E-z ,
et si a E- z, ae = af = a ^ z entraîne e = f .

Le demi-groupe partiel de support E - z dont la loi
est la restriction de celle de D,vérifie donc l'axiome d'existence des
quotients à gauche, contient des élér.ents c,e tels que ce = c et n'a
pas plus d'un élément unité à droite;c'est donc un groupe,et D est un
groupe avec zéro.

On a alors le tableau ci-dessous. Les divers raffine-
ments des th'éorèlces Z1S à Z8S ne sont pas à considérer ici car le tas
image a toujours un bizéro donc n'est jac.ais injectif.De même ne s 'oc-
cupe-t-on pas du théorème Z9S.
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n°

Z1S

Z2S

Z3S

Z4S

Z5S

Z6S

Z7S

Z8S

conditions
z-injectif
z-séparé
z-noix
z-bijeetif
z-séparé
z-noix

z-injectif
z-transitif
z-bijectif
z-transitif
z-injectif
z-station.
z-séparé
z-noix
z-bijectif
z-station.
z-séparé
z-noix
z-injectif
z-transitif
z-station.
z-bijectif
z-station.
z-transitif

g = ê
z-simplif. à g.

z-séparé(g)
z-noix à gauche
z-simplif. à g.
z-surjectif(g)
z-séparé(g)

z-noix à gauche
z-siroplif. à g.

z-séparé(g)
z-simple à g.
groupe avec zéro

z-simplif. à g.
z-station.(g)

z-séparé(g)
z-noix à gauche

groupe avec zéro

groupe avec zéro

groupe avec zéro

M
z-simplifiable
z-séparé ( m )
z-noix

groupe avec zéro

z-simplifiable
z-séparé(m)
z-simple

groupe avec zéro

z-siciplifiable
z-station.(m)
z-séparé (in)
z-noix

groupe abélien
avec zéro

z-simplifiable
z-station.(m)
z-séparé(m)
z-simple

groupe abélien
avec zéro

î
z-simplifiable
z-séparé ( " 6 )
z-noix

groupe avec zéro

z-simplifi able
z-séparé(t)
z-s impie

groupe avec zéro

z-siirpli fiable
z-station.(S)
z-séparé(b)
z-noix

groupe abélien
avec zéro

groupe abélien
avec zéro

groupe abélien
avec zéro

Considérons le demi-groupe de support E == ^e,a,z^
de table

e| e a z
a a z z

(isomorphe au demi-groupe n°5 de la table de POBSYTHE C-̂  1) • D est abé-
lien et uni taire,par suite D = D, = D, = D .D est z-simpliftable à
gauche,z-séationnaire à gauche (D et D ayant la même table),et a est

0
z-net(g) car figure dans toute colonne.D vérifie donc les conditions
des théorèmes Z5S , Z5S , Z5S, et il en résulte que ces conditions
n'entraînent pas la condition "groupe avec zéro" car D n'est pas intè-
gre.A fortiori celles des théorèmes Z1S , ZIS^, ZIŜ  .

D'autre part les conditions des théorèmes 3S , 3S »
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3S.Ç, n'entraînent pas la condition "groupe"?!' addition d'un zéro aux
contre-exemples correspondants fournit des contre-exemples qui montrent
que les conditions de s théorèmes Z3S ,Z3S , ̂ Sç n'entraînent pas la
condition "groupe avec zéro" ( p r o p . D . 8 . 2 ) .

II reste les conditions des théorèmes Z2S et Z7S $
nous ignorons si ces conditions entraînent ou non la condition "grou-
pe avec zéro".

3.Addition de l'intégrité.

Elle se fait comme au §.D.8 et ne soulève aucun pro-
blème d'axiomatique à cause de la prop.D.8.2.,dont l'extension au cas
g ne soulève aucune difficulté à cause de la prop.I.P.5.1.

On obtient le tableau:

n°

Z1S

Z2S

Z3S

Z4S
Z5Sy
Z8S8

conditions
z-injectif
z-séparé
z-noix
z-bijectif
z-séparé
z-noix
z-injectif
z-transitif
z-bijectif
z-transitif
z-station.

etc.

g = è
z-simplif. à g.
z-noix à gauche

groupe avec zéro

z-simplif. à g.
z-simple à g.
groupe avec zéro

groupe avec zéro

m
z-simplifiable

z-noix

groupe avec zéro

z-simplifiable
z-simple

groupe avec zéro
groupe abélien
avec zéro

S
z-simplifiable

z-noix

groupe avec zéro

z-simplifiable
z-simple

groupe avec zéro
groupe abélion
avec zéro

Dan» ce tableau,la condition d'intégri'té est sous-
entendue.Les conditions des premières et troisième lignes ne définis-
sent pas des groupes avec zéro,d'après les résultats du § . C . 2 .

L'addition de l'intégrité présente de l'intérêt
pour les théorèmes Z5S , Z5S , Z5&c dont les conditions définissent
alors des groupes avec zéro,et peut-être pour les théorèmes Z2S et
ẑ -

4. Théorèmes d'hoinomorphisme pour les groupes avec zéro.

Examinons d'abord ceux de ces théorèmes où ne figu-
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re pas l'hypothèse d'un résidu consistant,donc obtenus à partir des
théorèmes du § 2.

Bans la théorie à gauche,on a,selon les énoncés,les
conditions suivantes sur H:
Z4S : fort(g),non trivial(g),flou(g).loyal(g),translucide(g)
Z6S : parfait(g),robuste(g),flou(g),loyalfg)
Z7S : fort(g),robuste(g),non trivial(g),flou(g),translucide(g)
Z8S ; fort(g),robuste(g),non trivial(g),flou(g),translucide(g),loyal(g)

0

La condition du théorème Z8S est sans intérêt.Il
0reste trois théorèmes:

Théorème 1. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal à gauche pour une partie H forte,
non triviale,floue à gauche,loyale(g) et translucide,et réciproquement;
et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire qui
ne s'envoie pas sur le zéro.

Théorème 2. Tcut homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal à gauche pour une partie H par-
faite à gauche,medianement forte,floue à gauche et loyale(g),et réci-
proquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nu-
cléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Théorème 3» Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal à gauche pour une partie H forte,
médianeiLent forte, non triviale, floue à gauche et translucide, et réci-
proquement; et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nu-
cléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Dans la théorie médiane,on a deux énoncés donnant sur
H les conditions suivantes;
Z2S : parfait(m),flou(m),loyal(m)
Z4S ; fort(m),non trivial ( m ) , f l o u ( m ) , loyal ( m ) , translucide ( m ) .

Théorème 4. Tout homomorphisme de déni-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal(m) pour une partie H médianement
parfaite,médianement floue et loyale(m),et réciproquement;et on peut
prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire qui ne s'envoie
pas sur le zéro.
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Théorème 3. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive

sur un groupe avec zéro est principal(m) pour une partie H médianement
forte, non -triviale ( m ) ,médianement floue, loyale ( m ) et translucide(m),et
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence
nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

On laisse de côté les théorèmes de la théorie bilatè-
re qui donnent sur H des conditions plus fortes.

Examinons maintenant les théorèmes où le résidu est
sutoposé compÊtement premier,qui proviennent du tableau du § 3 . On ne
garde que les énoncés intéressants,où l'addition de cette condition
permet effectivement d'affaiblir les autres conditions imposées à H.

Dans la théorie à gauche,on a deux énoncés,et,pour H:
Z2S : parfait(g),flou(g),loyal(g),W^J complètement premier
Z5S : parfait(g),robuste(g),flou(g),W|J complètement premier .

0

Théorème 6 . Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal à gauche pour une partie H par-
faite à gauche, floue à gauche, loyale ( g ) et de résidu à gauche coiriplète-
ment premier,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe
de 1'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Théorème 7. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal à gauche pour une partie H par-
faite à gauche,médianement forte,floue à gauche et de résidu à gauche
complètement premier,et réciproquement;et on peut prendre pour H toute
classe de 1'équivales"e nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Dans la théorie médiane,on n'a pas d'énoncé intéres-
sant concernant les groupes avec zéro non nécessairement abéliens;de
même dans la théorie bilatère.

On peut considérer les théorèmes 1 , 6 , 7 , 5 comme les
analogue s,dans le cas "avec zéro",des théorèmes 1 , 2 , 3 , 4 respectivement
du § 0.3.Les conditions "net à droite" ou "totalement net" du $ 0.3
sont remplacées ici par des conditions non classiques,"loyal" ou "trans
lucide";le théorème le plus remarquable à ce sujet est le 7,qui n'uti-
lise que des conditions classiques.
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^V.THEOBEMES .D'HOMOMOEPHISME BIlATEBAUX .EH THEOBIE DES &BOOTQIIES.I

.Propriétés générales .|E
1.Combinai sons possibles.

Où se propose de donner des théorèmes d'homomorphis-
me analogues à ceux du chapitre précédent,concernant les groupoïdes G
tels que,c et c* étant des côtés pris parmi g , g , d , â , m , ' B , G et G ' ,
vérifient chacun une des conditions du chapitre III.

Proposition 1. On n'obtient aucun théorème nouveau avec

Les conditions du chapitre III se répartissent en
conditions "sans zéro" et conditions "avec zéro";la conjonction de
deux conditions de même nature est une condition de mène nature, la
conjonction de deux conditions de nature différente est contradictoi-
re.

De même on ne pourra pas accoupler une condition
sans zéro de c^té gtê»211»^ i^1 entraîne la règle de simplification à
gauche., avec une condition avec zéro de côté d , d , m , t ,qui entraîne
l'existence d'un zéro à droite.

Les mariages contre nature étant ainsi écartés,notre
intérêt sera limité aux combinaisons g-d , g-â , g-m de conditions
de même espèce.Si c'est l'espèce "avec zéro",les propriétés des grou-poïdes font que le zéro est le même dans les deux conditions et que
c'est un zéro de G.

2.Groupoi'des uni principaux de deux côtés pour le même élément.

Avec les notations du §.l,un homomorphisme de grou-
poïdes f arrivant sur G est principal(c) pour une partie H et princi-
p a l ( c ' ) pour une partie H'.lîîous nous intéressons particulièreuent au
cas où H = H'.Comme on peut toujours prendre pour H (resp. H ' ) une
classe de l'équivalence nucléaire de f provenant d'un élément net(c)
ou z-net(c) (resp. e ' ) de G,ce cas se présentera chaque fois que G
aura un élément à la fois net(c) et n e t ( c ' ) (ou z-net(c) et z-net(e'))
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Cette circonstance se produit automatiquement chaque

fois qu'une condition de transitivité ou de z-transitivité est imposée
à G. On a aussi les cas suivants:

Proposition 1. Dans un groupoîde ̂  = ( E , T ) , u n e noix à gau-
che L et une noix à droite B se rencontrent.

En effet BTL C B f\L .
Proposition 2. Dans un groupoîde,l'idéal bilatère engendré

par une noix (resp. z-noix) à gauche est une noix (resp. z-noix);et,
s'il existe à la fois une noix (resp. z-noix) à gauche et une noix
(resp. z-noix), la seconde est l'idéal 'bilatère engendré par la premiè-
re, donc la contient.

(On rappelle que les groupoïdes considérés dans ce cha-
pitre,s'ils ont un zéro(c),ont un zéro ( § . 1 ) .)L'idéal bilatère engendré
par une noix (resp. z-noix) à gauche est un idéal bilatère non vide
(resp. non contenu dans {zl) évidemment minimum;la seconde assertion
résulte alors de l'unicité de la noix (resp. z-noix) si elle existe.

Proposition 3« Bans un demi-groupe D = ( E , . ) , u n e noix (resp,
z-ndx) à gauche esfc une noix (resp. a~ncbc) ; s ' i L eaiste une ndx (resp. z-ndbj
à gauche et une nox (resp. z-ndx) à droite,elles sont égales.

Soit L une noix (resp. z-noix) à gauche;c'est en par-
ticulier un idéal à gauche minimal (resp. z-iLinimal ) ; par suite, pour tout
xçE, Lx est un idéal à gauche minimal (resp. z-minimal ou égal à { z } )
(CLIFPOBD et PBESTON[6] , p . 6 9 , l e m m e 2 . 3 2 ) ; et Lx C L .L est donc un idéal
bilatère,donc évidemment une noix (resp. z-noix).La dernière assertion
résulte alors de l'unicité de la noix (resp. z-noix) si elle existe
(dans le cas sans zéro, cf. aussi CLIPPORD et MILLER^).

Dans un groupoîde quel conque,il peut exister une z-
noix à gauche et une z-noix à droite,d'intersection réduite à z.Ceci
arrive aussi dans un groupoîde z-séparé ( g ) et ( d ) , comme le groupoi'de
suivant G,de support E = { a , b , c , z } , d o n t la loi T a pour table



1 4 6

T
a
b
c
z

à.
a
z
z
z

T?
b
z
a
z

Ç
z
ï
z
z

e
z
z
z
z

Les idéaux à gauche sont ^,{z(, {a, zJ , ̂ a,b, z^ , E ;les idéaux a droite,
^,{z^, [t, z\f {a,"b, zl, E ,{a,z} est donc une z-noix à gauche, [b, z \ une z-
noix à droite,-et leur intersection est réduite à z . G est z-séparé (g)
et (d).

Il est néanmoins des conditions qui impliquent qu'une
z-noix à gauche et une z-noix à droite ont une intersection non trivia-
le (par exemple,!'associativité).De plus

Proposition 4. Dans un groupoïde intègre,une z-noix à gau-
che et une z-noix à droite ont une intersection non réduite à z.

Ceci résulte de la prop.l.

Les prop. 1 ,2 ,4 permettent,avec les propriétés des
noix ou z-ncix,de trouver un éléir.ent pour lequel G soit uniprincipal de
deux côtés dans les cas suivante: coiLbinaiscns g-m. , cas sans zéro et
avec zéro (car un élénent net(g) ou z-net(ê) est aussi net(g) eu z-net
(ê) ) î coir'binaiscns §-3 , cas sans zéro, cas avec zéro si intègre ;cciî-'binai-
sons g-d dans le seul cas associatif (prcp.3),avec eu sans z^ro.

Dans les autres cas, la condition iiiiposée à G sera un
peu plus forte que la conjonction, des deux conditions de théorie des
tas, car en demandera que G ait un élér.ent à la fois net (g) et net(d),
ou z-net(g) et z-net(â),ou z-net(g) et z-net(d).
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3.Parties symétriques.

Soient G = (E,r) un groupeïdajie(KE) ,c,c' deux côtés.

Définition 1. H est dit c-c '-S.VIL étriqué (ou symétrique si
c-c' = g-d ) si et seulement si ^c =2 S— _ _ _ _ — — — — — — — — — . — j i xi

On prendra garde que la définition d'une partie sy-
métrique dans un demi-groupe ne coïncide pas exactement avec la défi-
nition classique introduite par DUBBEILC l̂,puisque nous n'imposons pas
l*égalité des résidus à gauche et à droite.Les deux notions coïncident
toutefois dans les cas usuels (prop.3).

Pjpposition 1. Pour une partie o-c*-symétrique,
p-fort-g(c) <£=» p-fort-g(c').

Ceci résulte de la prop.II.D.8.1.

Proposition 2. Si H est symétrique et sous-stabilisant (g)
et (d),et si W^, W^ sont non vides,ils sont égaux.

W§ est alors un idéal à ê^ch®»®^ Wrj un idéal à droi-
d cr eï

te, non vides; donc ils se rencontrent, puis que ^"^g ^^^H -S^»00111-
me ce sont deux classes de fi§ = îrr ,ils sont égaux.

^Proposition 3. Si H est g-â-symétrique,fort(g) et fort(d),
(ou si W§ , W^ sont non vides) wjj = W^ .En particulier, dans un demi-grou-
pe,si H est fort et symétrique, w|^= w^ «

' ' " " " " " ' f r à
Si W6 et W^ sont non vides, ils sont é^-aux comLe à la

A
prop.2.Supposons donc Wg = ^ , Wy / 0 (l'autre^cas étant dual).

W^ est alors classe de $| = 8| ;et,H étant fort(g)
et net(§),il existe y € ê(G) tel que W^ = H . • y .Et,si W ê W ^ ,
WTE Ç W^ j^donc "YY^E ç H et H • • YY^y = E ,en sorte que E est classe
de ̂ | = ^d ,et que W^ = E ; H est donc trivial(à),par suite trivial(g)
(prop.IV.A.2.5) ,et W J | = E ,ce qui est absurde.

Proposition 4. Si H est g-m-symétrique et s pus-stabilisant
(^),et si Ve, W^ sont non vides,ils sont égaux.

W^ étant un idéal bilatère,!'égalité se démontre

comme celle de la prop.2.

Proposition t?. Si H est §-m-symétrique,fort(§) et fort (m)

(ou si w||^ yg gon-fc non vides), W^=wg .
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En particulier,dans un demi-groupe,si H est g-m-syzaé trique, fort et
Biédianement fort, w|r^jy5_

Si Wg , Wg sont non vides,ils sont égaux comme à la
prop.4.Supposons donc l'un vide et l'autre non.

Si Wj = 0 et W^ / 0 , H est net(g) et non net(m;,ce
qui est absurde.

Si Wg „ ^ et WJ ^ fô , w§ est classe de 2J = ̂  ,et,
coiGine H^est fort(m) et net(m),il existe ^€m(G) tel que W® = H .• ^.
Si wçW§ , ETW^WJ e^ ^E = ^(ETW) Ç H ,de sorte que E = H . • kS
est classe de tg . 2j ,et que W J = E Î H est donc trivial(â) ,par Zui-
te trivial(m) (prop.IV.A.2.6),et W^ = E ,ce qui est absurde.

Il résulte des prcp. 3 et 5 que,pour une partie
g-d-syiriétrique,forte(g) et forte(d), net(g) équivaut à net(â) ;que,
pour une partie g-iû-syAétrique,forte(ê) et forte(m), net(g) équivaut
à net(m) .

Proposition 6. Dans un detti-groupe,si H est sygétricme
par fait(g) <=^ parfait(d).

Si H vérifie une des deux conditions,il est fort et
non vide;pour un tel-H, p-fort-g(g) et p-fort-g(d) sont équivalents
(prop.l),dis joint de WJ et disjoint de W^ sont équivalents (prop.3).
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JB.Groupoîdes sans zéro avec condition bilatérale"^}

1. Conditions faisant l'objet de théorèmes d'homomorphisme.

Elles s'écrivent immédiatement à partir du tableau
du § . I V . B . 6 et des remarques suivantes:un quasi-groupe est un groupoÏ-
de bijectif ( g ) et ( d ) ; u n groupoïde injectif(g) est stationnaj.re(d)
et un groupoïde surjectif(g) est transitif(d) et réciproquêtent (prop.
IV.B.4.3 et I V . B . 5 . 2 ) .

Les conditions où 'ne figure pas de transitivité sont
parfois légèrement renforcées comme expliqué au § . A . 2 .

Combinaisons g-d
ê̂ -—̂ d

injectif
élt. net

bijectif
élt.net

injectif
transitif
bijectif
transitif

inj. éltînet
simplif.

é . n . ( g et d)
simplif.

quo t. a d .
élt.net(g)
simplif.

quoi. à g.
élt.net(d)
quasi-groupe

bij. élt.net
simplif.

quoi. à g.
élt.net(d)

quasi-groupe

simplif.
quoi. à g.
élt.net(d)
quasi-groupe

in,] . trans.
simplif.

quoi. à d .
élt.net(g)
simplif.

quoi. à d .
élt.net(g)

quasi-groupe

quasi-groupe

bi j . trans.

quasi-groupe

quasi-groupe

quasi-groupe

quasi-groupe

Combinaisons g-â

2̂--̂ â
injeetif
notx

bijeetif
noix

injectiftransitif

bijectif
transitif

iinj• à noix
simplif.

noix à g.
noix à d.
simplif.

quoi. à d.
noix à g.
simplif.

simple à g.
noix à A .
simplif.

quoi. à d.simple à g.

bij. à noix
simplif.

quoi. à g.
noix à d.

quasi-groupe

simplif.
quoi. à g.nçix à d.
quasi-groupe

inj. trans.
simplif.
simple à d.
noix à g.
simplif.

quoi. à d.
noix à g.
simplif.
simple à g.
simple à d.
simplif.

quoi. à d .
simple à g.

bi j . trans.
simplif.

quoi. à g.
simple à d.

quasi-groupe

simplif.
quoi. à g.
simple à d" .

quasi-groupe
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Combinaisons g-m

'̂g^-——^Bl

injectif
élt. net

bijectif
élt. net

injectif
transitif
bijectif
transitif

inj • à noix

simplif.
élt.net(g)

simplif.
quot< à d.
élt.iiet(g)
simplif.

quoi. à g.

quasi-groupe

bij. à noix

quasi-groupe

quasi-groupe

quasi-groupe

quasi-groupe

inj. trans.
simplif.
simple

élt.net(g)
simplif.

quoi. à d.
élt.net(g)
simplif.

quoi. à g.

quasi-groupe

bij. trans.

quasi-groupe

quasi-groupe

quasi-groupe

quasi-groupe

On notera que toute condition de stationnarité est
exclue de ces tableaux.Pour le premier,la simplifiabilité entraîne
la stationnarité (g) et (d)Pour le troisième aussi,la condition sta-
tionnaire(g) n'est pas à considérer;la condition stationnaire(m) équi-
vaut (prop.IV.B.5.3) à 1'associât!vite et commutât!vite;voir §.C.i.

Pour le second tableau,les conditions stationnaire(â)
et stationnaire(d) s'ajoutent simplement aux autres;on se souviendra
toutefois qu'un tas injectif stationnaire à noix est bijectif et tran-

sitif.
La structure des quasi-groupes stationnaires (g) ou

(d) est précisée par la prop.IV.B.5.6.Le second tableau introduit des
quasi-groupes stationnaires (ê) et (d),dont on peut dire que:

Proposition 1. Un quasi-groupe stationnaire (g) et (d)

est un êro'11?®»®^ réciproquement.

On a noté,(prop.IV.B.5«6,dém.) qu'un quasi-groupe
stationnaire(ê) a UI1 élément unité à gauche ;donc,s'il est aussi sta-
tionnaire(d),c'est un groupe (prop.IV.B.5.4);la réciproque est triviale

Le groupoîde du §.III.C.3 est simplifiable,vérifie
l'axiome d'existence des quotients à gauche,est simple à droite et a
des éléments nets(b),mais n'est pas un quasi-groupe.Il en résulte que
les conditions écrites dans les tableaux d-d es sus/sauf la condition
"quasi-groupe" ), qui sont vérifiées par ce groupe ïde,n'entraînent pas la
condition "quasi-groupe".Ce groupoîde n'est pas stationnaire(ê) ou (à)
et il se peut que certaines des conditions non écrites entraînent la
condition "quasi-groupe".
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2. Théorègles d'homomorphisme pour les quasi-groupes.

Prenons d'abord les théorèmes g-d.
Notons d'abord que les conditions imposées à un grou-

poïde G dans le îableau du $.1 pour qu'il soit un qua&i-groupe sont
redondantes. C'est ainsi que, si G et G, sont bijectifs,G est un quasi-
groupe.Par suite, soit f un homomorphisme de groupoïdes arrivant sur G,
principal (g) (donc (d)) pour une partie H symétrique,forte(g) (donc
(d)) stabilisante (g) et (d) et bifranche (g) et (d) (donc nette (g)
et (d)) ; G et (̂  sont en ce cas injectifs (prop. II.D.6.6 et III.A.1.2)
et s-urjectifs (lemme III.D.2.1), et G- est un quasi-groupe. Or, d*après
le théorème 2 -2 , tout homomorphisme de groupoïdes arrivant sur un qua-
si-groupe est principal (g) et (d) pour ime partie H, ipso facto symé-
trique, parfaite-nette-bifranche (g) et (d), et I1on peut énoncer :

Théorème 1. Tout homomorphisme de groupoi'des qui arrive
sur un quasi-groupe est principal (g) (donc (d)) pour une partie H
symétrique,forte(g) (donc (d)),stabilisante (g) et (d),bifranche (g)
et (d),et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de
l'équivalence nucléaire.

La dernière assertion sur H résulte de ce que tout
élément d'un quasi-groupe est net (g) et ( d ) «

De même,si G est bijectif-transitif,et G, injectif,
G est un quasi—groupe.Par suite,soit f un homomorphisme de groupoïdes
arrivant sur G,principal(g) (donc(d)) pour une partie H symétrique,
forte(g),stabilisante(g),claire(g),bifranche(g) (donc forte(d) et
nette(.d)) et stabilisante(d) ;G est en ce cas bijectif transitif (thé-
orème 4) et G, injectif (prop. II.D.6.6 et III.A.1.2),et G est un qua-
si-groupe.Or,d'après le théorème 4g-l,ptout homomorphisme de groupoï-
des arrivant sur un quasi-groupe est principal (g) et (d) pour une
partie H,ipso facto symétrique,forte-stabilisante-claire-bifranche (g)
et parfaite-nette (d),donc stabilisante(d);et l'on peut énoncer:

Théorème 2. Tout homomorphisme de groupoi'des qui arrive
sur un quasi-groupe est principal (g) (donc (d)) pour une partie H
symétrique,forte(g) (donc (d)),stabilisante (g) et (d),clair (g) et
bifranche(g),et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe
de 1'équivalence nucléaire.
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On a "bien entendu l'énoncé dual.
Enfin l'énoncé 3 .-3,, donne immédiatement

Théorème 3. Tout homomorphisme de groupeîdes qui arrive
sur un quasi-groupe est principal ( g ) (donc ( d ) ) pour une partie H
symétrique,forte(g) (donc (, (d)).stabilisante ( g ) et (d ) . c l a i r e ( g ) et ( d )
et réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équiva-
lence nucléaire.

En effet net ( g ) et ( d ) et translucide(g) équivaut
à clair(ê) ,puisque net(d) équivaut à franc(g).

Enfin,tout autre énoncé du tableau des combinaisons
g-d donne sur H des conditions plus fortes que l'une des conditions des
théorèmes précédents.

Pour les théorèmes ^-â,on procède de la même façon;
le théorème 2^-2^,et le même raisonnement direct que pour le théorème
1,conduisent au

Théorème 4. Tout homomorphisme de groupoldes qui arrive
sur un quasi-groupe est principal ( g ) (donc ( d ) ) pour une partie H
§~d-symétrique,forte ( ê ) et (à),franche ( g ) et ( d ) , e t réciproquement;
et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire.

Pour les théorèmes g-m,les énoncés où G est supposé
bijectif au moins ne donneront pas,même avec un raisonnement direct,
des conditions sur H plus faibles que celle du théorème I V . B . 7 . 1 . ( à
savoir forte(m) et franche(m) ) .Le théorème 4-1^,et un raisonnement
direct analogue à celui du théorème 2,donnent pour H les conditions:
g-m-symétrique.forte-stabilisante-claire-bifranche ( g ) (donc nette(m))
et forte(m);on a un apport important de conditions nouvelles pour un
gain que l'on peut estimer faible sur la condition de netteté.

On peut,par des procédés analogues à ceux du §.IV.
B.7,déduire de ces théorèmes des théorèmes d'homomorphisme pour les
boucles,ou des propriétés des quasi-groupes.
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Ic.Beffii-groupe s sans zéro avec condition bilatérale.|

1. Conditions faisant l'objet de théorèmes d'homomorphisme.

On les a tout de suite avec la:
Proposition 1. Un semi-groupe ayant un élément net d'un

côté est un groupe»et réciproquement.
Soit h un élément net à gauche du semi-groupe D = (E,.)

Il existe e eE tel que eh = h ;de eeh = eh résulte ee = e , e t , D
étant un semi-groupe^ est élément unité (pour tout x E, eex = ex
entraîne ex = x ,et xee = xe , xe = x ).D'autre part,il existe h€E
tel que h'hh = h = ch ,donc que h'h = e ;et e est net à gauche (prop.
III.B.1.4),donc D est un groupe.La réciproque est triviale.

Il en résulte que toutes les cases des tableaux de
combinaisons g-d et g-m sont occupées par des groupes.(éventuellement
abéliens en présence de la condition "stationnaire(m)").

2«Théorèmes d'homomorphisme pour les groupes.

Pour les théorèmes g-d,il résulte immédiatement du
théorèce B.2.1 (ou B . 2 . 4 ) » o u on démontre de la même façon,que

Théorème 1. Tout homomorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe est principal à gauche (donc à droite) pour une partie
H symétrique,forte et nette à gauche (donc à droite),et réciproquement;
et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence nucléaire.

Ceci est le théorème de DUBREILtM]et OROISOT[ ? ] rap-
pelé dans l'introduction; à ceci près que la notion de partie symétrique
de l'énoncé ci-dessus est plus faible,ce qui permet d'améliorer un peu
l'énoncé classique au moyen de la prop.A.3.^.

Pour les théorèmes g-m,l'énoncé 33g-ÏL donne pour H
les conditions: g-m-symétrique,fort(g),fort(m),p-fort-g(m) (donc ( g ) ) ,
net(m) (donc (g),prop.A.3.5){réciproquement,si un homomorphisre de de-
mi-groupes arrivant sur D est principal(m) pour une partie H forte(m),
p-forte-g(in) et nette à gauche,!) est injectif(m),et B contient un élé-
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dent net à gauche,image de la classe contenant H ; donc c'est un groupe
(prop.l) et il vient

ThéorèlLe 2. Tout homoiLorphisme de deini-groupe s qui arrive
sur un groupe est principal(m) pour une partie H médianement forte,?-
forte-g(m) et nette à gauche, et réciproquement; et on peut prendre pour
H toute classe de l'équivalence nucléaire.

Ceci est un théorème de CROISOT[o];dans l'énoncé o-
riginal,"bilatèrement parfait" était mis pour "fort(m) et p-fort-g(iîi)",
Kais ces conditions sont trivialement équivalentes pour une partie mé-
dianement nette.

Les autres théorèmes g-d (resp. g-m) donnent pour H
des conditions plus fortes que celles du théorème 1 (resp. 2 ) .

p.&roupoi'des avec zéro et condition bilatéraleJ

1. Conditions faisant l'objet de théorèmes d'homcmorphisme.

Elles s'écrivent immédiatement à partir du tableau
du § . l V . D . 7 , e n utilisant les remarques suivantes: un (groupoïde z-tran-
sitif(g) est z-surjectif(d) ( p r o p . l V . D . 5 . 5 ) ; e t

Proposition 1. Un groupoïde z-simplifiable à gauche est
z-stationnaire(d).

Si G = (E,T") est un tel grcupoïde, pour tous a,b,c,dêî
a-rc = ard ^ z •s=^ c = d ===̂  bre = bïd .

Les tableaux ci-dessous sont faits avec les conven-
tions habituelles,sauf que les éléments z-nets qui y figurent sont
supposés implicitement différents de z.Certaines conditions ont été
renforcées,connue expliqué au ^.A.2,en supposant l'existence d'un élé

ment z-net (g) et (d).
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Combinaisons g-d

ê̂ --̂ ^

z-injectif
âî.z-net/ z

z-bijectif
ât.z-net^ z

z-injectif
z-transitif

z-bijectif
z-transitif

z-injectif
ât.z-net/ z

z-simplif.
é.z-n.<e&d)

z-simplif.
z-surject.(g)
é.z-n.(g&d)
z-siaiplif.

z-trans.(g)
éLt.z-net(d)
z-simplif.

z-surject.(g)
z-trans.(g)
éLfc.z-net(d)

z-bijectif
âLt.z-net/ z
z-siuplif.

z-surjectj(d)
é.z-n.(gfed)

z-simplif.
z-surjectjfe)
z-susjectÏd)
é.z-n.(g&d)
z-simplif.

z-trans.(g)
â.t.z-net(d)
z-silDplif.

z-surjectj(g)
z--brans.(g)
ât.z-net(d)

z-injectif
z-transitif
z-simplif.
z--brans, ( d )

éLt.z-net(g)

z-simplif.
z-trans.(d)
â.t.z-net(g)
z-simplif.

z-trans.(g)
z-trans.(d)
z-simplif.

z-trans.(g)
z-trans.(d)

z-bijectif
z-transitif
z-simplif.

z-surject^d)
z-trans.(d)
ât.z-net(g)
z-simplif.

z-s-urject^d)
z-trans.(d)
ât.z-net(g)
z-simplif.

z-trans.(g)
z-trans.(d)
z-simplif.

z-trans.(g)
z-trans.(d)

Combinaisons ê-â

^^d

z-injectif
éLt.z-net^ z

z-bijectif
éLt.z-net/ z

z-injectif
z-séparé
p.z-fiimpie

z-bijectif
z-séparé
p.z-simple

z-injectif
et z-net^ z

z-simplif.
é.z-n.(gftd)

z-simplif.
z-surject'Ïg)
é.z-n.(g&d)

z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple g
z-noix à d?
z-simplif.
z-sép.(gAd)
z-siirject'3(gi
z-simple g
z-noix à d.

z-bijectif
ât.z-net^ z

z-simplif.
z-surjecfj(d)
é.z-n.(g&d)

z-simplif.
z-surjectÏg;
z-surject^dl
é.z-n.(g&d)
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple g
z-noix à d.
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-s'urjectj(g^
z-simple g
z-noix à d.

z-injectif
z-séparé i
p.z-simple
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple cz-noix à g.

z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple d
z-noix à g.
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple g
z-simple d
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple g
z-simple d

z-bijectif
z-séparé
p.z-simple
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-surject«(d
z-simple dz-noix à g.
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-surjectÏd
z-simple d
z-noix à g.
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple g
z-simple d
z-simplif.
z-sép.(g&d)
z-simple g
z-simple d
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Combinaisons g-m

g"<^m

z-injectif
â.t.z-net^ z

z-bijectif
ât.z-net^ z

z-injectif
z-transitif

z-bijectif
z-transitif

z-injectif
ât.z-net^ z

z-simplif.
z-separe(m)
e.z-aeKg)

z-simplif.
z-surjec.(g)
z-se paré(m)
éLt.z-net(g)

z-simplif.
z-séparé(m)
z-trans.(g)

z-simplif.
z-séparé(m)
z-surjec.(g)
z-trans,(g)

z-bijectif
â.t.z-net/^ z

z-simplif.
z-séparé(Bi)
z-surject^û)
éLt.z-net(ê)

z-simplif.
z-sur,jec.(m)
z-séparé(m)
él.z-ne-fc(g)

z-simplif.
z-séparé(iri)
z-surjec.(si)
z-trans•(g)
z-siinp3if.
z-séparé(in)
z-surjec.(Ei)
z-trans;(g)

z-injectif
z-transitif

z-simplif.
z'-séparé(jn)
z-simpie
â.t.z-net(g)

z-simplif.
z-séparé(m)
z-surjec.(g)
z-siiûple
él.z-net(g)

z-simplif.
z-séparé(m)
z-trans.(g)

z-simplif.
z-séparé(m)
z-surjec.(g)
z-trans.(g)

z-bijectif
z-transitif
z-simplif.
z-séparé(m)
z-surject^ni)
z-simple
â.t.z-net(g)
z-siniplif.
z-séparé(m)
z-surjec. (m)
z-simple
élt.z-net(g)

z-simplif.
z-séparé(Bi)
z-surjec.(iE)
z-trans.(g)
z-simplif.
z-séparé(m)
z-surjec.(m)
z-trans.(g)

Les conditions de z-stationnarité ne figurent pas
dans ces table aux. Bans le tableau des combinaisons g-d,elle s n'ont pas
à figurer (prop.l).Dans les deux autres,elles se rajoutent simplement
aux autres conditions.

Le groupcïde ci-dessous vérifie toutes les conditi-
ons du tableau g-d et n^st pas un quasi-groupe avec zéro.Son support
est l'ensemble N des entiers naturels,positif s ou nul,et sa loi T,dont
la table coinnenee par

0 1
0 0
0
0
0
0
0
0

0
1
2
3
4
5

2
0
1
0
3
2
5
4

3 4 5 6
0 0 0 0
2 3 4 5
3 2 5 4
0 1 6 7
1 0 7 6
6 7 0 1
7 6 1 0

• • •

est définie,comme celle du groupoïde du §.III.C.3»par la donnée des
produits Orn s= n-rO = 0 et l-rn = n-rl = sup(n-l » 0) pour tout n ,
et par le même axiome ii),mais appliqué seulement aux produits de nom-
bres non nuls (dans le prolongement de la table, on ne tient pas comp-



- 157 -
-be de la ligne ni de la colonne de 0 ) .

Ce groupoîde est abélien,et en montre,comme au §.
III.0.3,que tout élément de N figure une fois"et (sauf 0) une seule
dans toute ligne,et dans toute colonne (sauf celles de 0 ) ; c e groupoîde
est donc z-simplifiable,z-transitif(g) et z-transitif(d).Ce n'est pas
un quasi-groupe avec zéro car il n'est pas intègre.

Ce groupoîde G,étant abélien,est tel que b ( G ) = ê ( G ) ;
il est donc z-injectif(b),z-surjectif(b),z-transitif(b); comice il est
z-séparé ( g ) et ( d ) , i l est z-séparé(m) et est aussi z-injectif-z-sur-
jectif-z-transitif (in) (fournissant ainsi les contre-exemples annoncés
au §. 1 V . D . 7 .

Il est probable que de même les conditions des tabï
leaux ê-â et g-m ne définissent pas un quasi-groupe avec zéro.Le grou-
poîde ci-dessus vérifie les plus fortes des conditions écrites de ces
table aux,mai s n'est pas z-stationnaire(ê) car

Ï1Ï31 = ̂ 1 2 = 1 = Ï21 ' Ï1Ï32 = ̂  = 2 ̂  0 = Ï22 •
il n'est donc pas z-stationnaire ( d ) , ( n i ) ou ( b ) ; o n se consolera en
remarquant que ces conditions ne résultent pas des autres dans un grou-
poîde avec zéro.

2_. Addition de l'intégrité.

Les groupoïdes obtenus sont ceux qui résultent de
l'adjonction d'un zéro à ceux du § . B . l .

IE.Demi-groupe s avec zéro et condition bilatérale.]

1. Conditions faisant l'objet de théorèmes d'hogiolcorphisiie.

Elle s'écrivent immédiatement à partir du tableau du
S. I V . E . 2 ' e t des propositions suivantes:

Proposition 1. Un demi-groupe z-injectif(g),z-transitif(g)
et z"injectif(d) est un groupe avec zéro,et réciproquement.

Un tel demi-groupe est z-stationnaire(g) (prop.D.1.1)
donc o*est un groupe avec zéro (prop.IV.E.2.1) .La réciproque est triviale
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Proposition 2. Un demi-groupe z-bijectifÇg),z-séparé(g),à

z-noix(g) et z-injectif(d) est im groupe avec zéro,et réciproquement.

Un tel demi-groupe est z-stationnaire(g),et cela ré-
sulte de la prop.IV.E.2.2.

Il résulte de ces propositions que toutes les condi-
tions du tableau g-d,sauf peut-être celle du théorème Z1S .-Z1S ,scnt
équivalentes à la condition "groupe avec zéro".

Proposition 3. Un demi-groupe z-injectif(g), z--L-ransitif(^)
z-injectif(m) et z-séparé(m) est un groupe avec zéro, et réciproquement.

Il est en effet z-injectif(d).

Proposition 4. Un demi-groupe z-injectif(m) ,z-transitif(m)
et à z-noix(g) est un groupe avec zéro, et réciproqueir.ent.

La z-noix(g) est une z<-noix(b) (prop.A.2.3) ,d.onc un
tel demi-groupe,étant z-séparé(g).est z-transitif(g);la proposition ré-
sulta alors de la prop.3.

Enfin un demi-groupe z-bijectif(m) ,z-séparé(ir) et £
z-noix(n;) est un groupe avec zéro,et réciprcqueiLent (prop.IV.E.2.4) .

Il résulte de ces propositions que toutes les condi-
tions du tableau g-m,sauf peut-être celles des théorèmes Z1S -Z1S
Z1S^-Z5S^, Z5S -ZIS^, Z5S^-Z5S^ ,scnt équivalentes à la condftion^^rou-
pe avec zéro" (ou "groupe abélien avec zéro" en présence de "z-staticn-
naire(m)").

Les tableaux ci-dessous ont élé concentrés de manière
à mettre en évidence les conditions plus faibles.Celles-ci n'ont pas
besoin d'être renforcées en vue d'obtenir des éléments symétriques
(prop.A.2.3).
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ê^d
z-injectif
z-séparé
z-noix
plus fortes

z-injectif
z-séparéz-noix
z-simplifiablez-séparé(g et d)
z-noix (g et d)
groupe avec zéro

plus fortes

groupe avec zéro
groupe avec zéro

Ooji binai sons g-m

g ' \ m

z-injectif
z-séparé
z-noix

z-injectif
z-séparé
z-stalion.
z-noix
plus fortes

z-injectif
z-séparé
z-noix

z-simplifiablez-séparé (g et d)z-noix à gauche

z-simplifiablez-séparé (g et d)z-noix à gauche

groupe avec zéro(évt. abélien)

z-injectifz-séparé
z-stationnairez-noix
z -s impli fiable
z-séparé (g et d)
z-stationnaire(m)z-noix(à gauche
z-simplifiablez-séparé (g et d)
z-stationnaire(m)z-noix à gauche
groupe avec zéro(évt. abélien)

plus fortes

groupe avec zéro(évt. abélien)

groupe avec zéro(évt. abélien)

groupe avec zéro(évt. abélien)

Le demi-groupe du §.1V.E.2 est z-injeetif-z-séparé-
z-stationnaire-à-z-noix ( g ) , ( d ) , ( m ) et ( b ) , e t ce n'est pas un groupe
avec zéro.Les conditions les plus faibles des tableaux ci-dessus n'en-
traînent donc pas la condition "groupe avec zéro".

2.Addition de l'intégrité.

Les. demi-groupes obtenus sont ceux qui résultent de
l'adjonction d'un zéro à ceux du § . C . l . C e sont donc des groupes avec
zéro (éventuellement abéliens en présence de la condition "z-station-
naire (m) •' ) .

3 •Théorèmes d'hoinomorphisnie pour les groupes avec zéro.

Examinons d'abord les théorèmes g-d,en premier ceux
où l'intégrité de l'image n'est pas explicitement supposée.

En prenant des conditions minimales sur l'image»on
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considère les énoncés suivants,donnant pour H les conditions:

Z1S -Z2Ŝ  : symétrique,parfait(g),flou(g)
parfait(d),flou(d),loyal(d)

Z1Ŝ -Z3Ŝ  : symétrique,parfait(g),flou(ê)
fort(d),non trivial(d),flcu(d),translucide(d)

Z1S -Z5S^ : symétrique,parfait(g),flcu(g)
parfait(d),flou(d),robuste(d).
Les conditions du premier énoncé peuvent être ampu-

tées de "parfait(d),flou(d)" puisque H est fort et symétrique.11 vient:
ThéorèlLe 1. Tout hom-omiOrphisme de deçà-groupes oui arrive

sur un groupe avec zéro est principaF à gauche (donc à droite) pour une
partie H symétrique,parfaite à gauche, floue à gauche et loyale ( d ) , e t
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de l'équivalence
nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Les conditions du second énoncé peuvent être affai-
blies en : symétrique,fort,flou(g),non trivial,translucide(d).puisque
l'énoncé Z3S -Z3S. permet de choisir ainsi H.

ThéorèlLe 2. Tout homiomiorphisme de demi-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal à gauche (donc à droite) pour une
partie H symétrique,forte,non triviale,floue à gauche et translucide,et
réciproquement;et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence
nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Les conditions du troisième énoncé peuvent être ampu-
tées de "parfait(d),flou(d)" puisque H est fort et symétrique;d'où

Théorème 3' Tout hoirioiriorphisp'e de den-i-groupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal à gauche (donc à droite) pour une
partie H symétrique, parfaite à gauche, floue à gauche et r^édianenent
forte, et réciproquer.ent; et pn peut prendre pour H toute classe de l'é-
quivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Voyons maintenant les énoncés où l'in âge est supposée
explicitenent intègre.La condition la plus faible sur H est donnée par
l'énoncé Z1S -Z1S. et c' e s t : syc; étriqué,par fait(g),flou(g),parfait(d),
flou(d) (ces deux dernières conditions pouvant être supprimées puisque
H est fort et symétrique), et WJjsW^ cpffipi élément premier.
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On peut supposer que H est seulement symétrique,fort,

flou et non trivial,et que W = W6 = W^ est complètement premier.

En ce cas W^ = W ; soient x,y des éléments quelconques
de E ; si w € W , xwç W , et xwy6 H est impossi"ble,donc w é W " - réciproque
Dent, si wÇW^et si a 6 E - W , xwa€H est impossible, donc waéW ,et
w€ W .

Par suite H est loyal(g);car si a,b,u,v,y çE sont
tels que ay€H, ubvçH ,alors a ̂ W , b ^.W® = W .donc ab^W et il
existe x€E tel que abxçH «De même H est loyal (d).

Le demi-groupe où arrive l'horoomcrphisne considéré a
un zéro z et est z-injectif;d'après le lemme M.P.2.1 , il est z-surjec-
tif (g) et (d).Comme il est intègre,c'est un groupe avec zéro (§ 2).Et
on peut énoncer:

Théorème 4. Tout homomorphisme de demi-g-roupes qui arrive
sur un groupe avec zéro est principal à gauche (donc à droite) pmur une
partie H symétrique,for te,non triviale,floue à gauche et de résidu à
gauche coii.pletec.ent premier, et réciprcquement;et on peut prendre peur H
toute classe de l'équivalence nucléaire qui ne s'envoie pas sur le zéro.

Ce théorème est un théorème classique de P. BUEBEIL
(il] et H. CBOISùT [7),légèrement amélioré par l'emploi d'une notion de
partie symétrique plus faible,et la prop.A.3.3.11 est difficile de sa-
voir si l'emploi de la théorie des tas a réellement raccourci la dé-
monstration de ce théorème;on notera qu'il se déduit très facilement,
mais non immédiatement,de la théorie générale.

Contentons-nous,pour les théorèmes g-m,du cas intè-
gre;!'énoncé Z1S -Z1S donne alors pour H les conditions: g-m-symétri-
que,parfait(ê)» flou(g),parfait(m),flou(m)yW^ complètement premier.

Procédant comme pour le théorème C.2.2,supposons seu-
lement H parfait(m),flou(m),W6 S W^ et W^ complètement premier;le demi-
groupe où arrive l'homomorphisme considéré a un zéro z,est z-injectif,
et la classe contenant H s'envoie sur un élément z-net(g);comme il est
intègre,c*est un groupe avec zéro (prop.C.1.1),et on peut énoncer:

Théorème 5. Tout homomcrphisme de demi-groupes qui arrive
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sur un groupe avec zéro est principal ( m ) pour une partie H médianement
parfaite, médianement floue, dont le résidu médian est complètement pre-
mier et contient le résidu à gauche,et réciproquement;et on peut pren-
dre pour H toute classe de l'équivalence iracléaire (lui ne s'envoie pas
sur le zéro.

Ce théorème est analogue au théorème 0 . 2 . 2 ; !•affai-
blissement des conditions sur H s•est d'ailleurs opéré de la Œême façon
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•̂  ^

Terminons par une remarque non dépourvue d'importance.
Nous ne nous sommes pas préoccupés,dans ce qui précè-

de,du problème de la recherche des'groupoïdes ayant telle propriété et
qui sont images homomorphes d'un groupcîde donné (par exemple,recherche
des groupes images homomorphes d'un demi-groupe).Les théorèmes fournis
par la théorie des tas permettent cependant de résoudre ce problème,
chaque fois que la condition imposée au groupoïde recherché fait l'ob-
jet d'un théorème d'homomorphisme.

Supposons que tout hcmomorphisme de groupoïdes qui
arrive sur un groupoïde ayant la propriété P soit principal(c) pour une
partie H soumise aux conditions C,et réciproquement.Al ors:

la recherche des groupoïdes images homomorphes du
groupoïde donné G = $E,T)»et ayant la propriété P,équivaut à celle des
parties H de E véMtfiant les conditions C et telles queî^ soit compa-
tible;

la recherche des demi-groupes images homomorphes de G
et ayant la propriété P équivaut a celle des parties H de E vérifiant
les conditions C et telles que j?° soit compatible et associative (une
équivalence^ sur E est associative si l'on a identiquement
XT(yrz) A (xry)rz ) .

Les conditions supplémentaires imposées à H par l'in-
teiaLédiaire de î° sont faciles à exprimer élémentairement, surtout si H
est fort(c).La condition d'associât!vite est vérifiée trivialement si G
est un demi-groupe.La condition de compatibilité est vérifiée triviale-
ment quand c = m ou 1S,et quand les conditions C entraînent que H est
g-m-symétrique,ou ê-d-symétrique;des propriétés de compatibilité de 2e_ ilpeuvent aussi être déduites de la prop.M.G.2.2.Hormis ces cas, la re-
cherche fies groupoïdes,ou demi-groupes,images horoomcrphes de G,et ayant
la propriété P n'équivaut pas à celle des parties de E vérifiant C.
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Index termine) logique.

c-admissible (loi de composition interne —— sur un tas): déf, I.A. 1 . 1
annulateur à gauche (dans un groupoîde à zéro(c)) : déf.IV.C.3.1
associée (application ——à une surjection) ; déf. I.A.1.1

(relation ——) ; déf. I . C . 4 . 1
bifranc (sous-ensemble —— d'un tas) déf.II.D.2.1
bijectif (tas —— ) déf.IŒ.C.1.4
z-bijectif (tas —— ) déf.IE.E.i.3
"bizéro (d'un tas) déf. I . F . 1 . 2
clair (sous-ensemble —— d'un tas) déf. II. D. 4.2
compatible (équivalence —— d'un tas) : déf. 1.0.1.1 et prop. 1 . 0 . 2 . 2
complètement premier (idéal —— d'un groupoîde) § IV.D.8
consistant (sous-ensemble —— d'un tas) déf.II.D.6.4
côté déf. I.D.1.1
—— normal déf. I . D . 3 . 2
—— seminormal déf. 1.1). 3.2
——stable déf. I . D . 3 . 1
—— unitaire déf. I . D . 3 . 1
équiprincipal (tas —— ) s déf.IŒ.A.3.1

(équivalence —— d'un tas) : déf.II.E.7.1
extérieur (résidu —— ) : déf.II.D.1.5
faux (sous-ensemble —— d'un systène,d'un tas) : d éf.II.D.1.6
flou (sous-ensemble —— d'un système,d'un tas) : déf.II.D.1.3
fort (sous-enssmble —— d'un système,d'un tas) : déf.II.D.2.1

(sous-ensemble parti ellesent —— à gauche d'un taq): déf .1 1 . 1 ) . 8.1
(sous-ensemble partiellement —— à droite d'un ta^; déf.II.D.8.2
(sous-ensemble totalement —— d'un tas) ; déf.II.D.8.3

franc (sous-ensemble —— d'un système, d'un tas) S déf. II. D. 1 . 6
(sous-ensemble __ sur T d'un système,d'un tas) : déf.II.D.1.4

homomorphisme de tas : déf. I . B . 2 . 1
—— de tecs : déf. II.E.1.4
—— de tefs s déf.II.E.4.4
—— de tics 2 déf.II.E.1.2
—— de tifs 2 déf.II.E.4.2
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idéal d'un tas ' : déf. I . E . 3 . 1
injectif (tas —— ) déf .3D; . A . 1 . 1

(tas A- —— ) déf . M . A . 1 . 2
intérieur (résidu —— ) déf.II.D.1.2
intègre (groupoïde —— ) § I . P . 5
latérale (définition —— en théorie des groupoïdes) déf. I . E . 1 . 1
loi de tas déf. I . B . 1 . 1
loyal (sous-ensenble —— d'un tas) déf .311.P.2.1
médian (système —— associé à un tas) déf.II.D.3.1
médianement fort (sous-ensemble —— d'un demi-groupe) prop.IV.A.4.9
médianeoent net (sous-ensemble —— d'un demi-groupe) prop.IV.A.l.10
médianemeût parfait (sous-ensemble —— d'un demi-groupe) prop.IV.A.5.3
irtédianement préassocj-atif (aa-ens. —— d'un groupoïde) - d éf.IV.B.7.1
multiplicateurs d'un tas déf. I . B . 1 . 1
naturel (système —— associé à un tas) déf.II.A.1.2
net (sous-ensemble —— d'un système,d'un tas) déf.II.D.1.3

(sous-ensemble —— sur A d'un système,d'un tac) déf.II.D.1.1
(élément z- —— d'un-tas) d é f . M . B . 2 . 1

noix d'un tas déf.m.B.1.1
normal (côté—— ) déf. I . D . 3 . 2
parafort (sous-ensemble —— d'un tas) d é f . I I . D . 6 . 2
parfait (sous-ensemble —— d'un tas) déf.II.D.8.4
partiellement fort à gauche,ou p-fort-g déf . 1 1 . 1 ) . 8.1
partiellement fort à droite,ou p-fort-d déf.II.D.8.2
permis (tas —— sur un ensemble) ex. I . B . 1 . 2
précis,précis sur T (sous-ensemble —— d'un tas) déf.II.D.4.2
premier (idéal complèéement —— d'un grcupoïde) § IV.D.8
presque z-simple a gauche (groupoïde —— ) d é f . I V . C . 5 . 1
principal (équivalence ——e dans un système ou un tas) déf.II.A.1.1

(homomorphisme —— ) déf .311. A. 3.2
relation associée déf. I . C . 4 . 1
résidu extérieur déf.II.D.1.5
—— intérieur déf . I I . 3 ) . 1 . 2
robuste (sous-ensemble —— d'un tas) ; déf . 1 1 . 3 ) . 4.3
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seminormal (côté —— ) : déf. I . D . 3 . 2
z-séparé (tas —— ) : déf.33Œ.B.3.2
simple (tas —— ) : déf . m . C . 1 . 2
z-simple (groupoîde —— ) déf.IV.C.5.2
simplifiable,ou simplifiable sur A (équivalence —— ) déf. II. D. 6 . 1
sous-stabilisant (sous-ensemble —— d'un tas) déf.II.D.5.1
stabilisant (sous-ensemble —— d'un tas) d é f . I I . D . 6 . 3
stable (côté —— ) déf. I . D . 3 . 1

(tas —— ) déf. I . B . 1 . 3
stationnaire sur A (équivalence ——d'un tas) déf.II.D.7.1
stationnaire (tas -— ) déf.31.A.2.1

(tas A- —— ) déf .011.A.2.2
support d'un tas déf. I.B.1.1
surjectif (tas —— ) déf .21.0.1.3

(tas z- —— ) déf .3 0 : . E . 1 . 2
symétrique (sous-ensemble —— d'un groupoïde) déf. V . A . 3 . 1

(sous-ensemble c-o'- —— d^un groupoïde) déf. V . A . 3 . 1
système déf.II.A.1.1
——naturel associé à un tas déf.II.A.1.2
—— médian associé à un tas déf.II.D.3.1
tas déf. I . B . 1 . 1
tec déf.II<£.1.3
tef déf.II.E.4.3
tic déf.II.E.1.1
tif déf.II.E.4.1
totalement fort,ou t-fort (sous-ensemble——d'un tas) déf.II.D.8.3
transitif (tas —— ) déf . M . C. 1.1

(tas z- —— ) déf .111.E.1.1
translucide (sous-ensemble —— d'un tas) déf.M.D.3.1
trivial (sous-ensemble —— d'un tas) déf.11.D.5.2
uni principal (équivalence ——e d'un tas) riéf.II.E.7.1

(tas —— ) déf .311.A.3.1
unitaire (côté —— ) déf. I . D . 3 . 1

(tas —— ) déf. I . B . 1 . 2
universel (tas —— sur un ensemble) ex. I . B . 1 . 1
zéro d'un tas déf. I.P.1.1
z-xxx : voir à xxx
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