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M M M0DÉUSAT10N MATHÉMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol 20, n° 2, 1986, p 251 a 263)

SUR LES MODÈLES DE LIGNES PLASTIQUES
EN MÉCANIQUE DE LA RUPTURE (*)

par Ph. DESTUYNDER (l) et D. NEVEU C)

Communique par P G CIARLET

Résume — Nous présentons ici un procédé d'obtention des modèles simplifiés en mécanique de
la rupture ou les non-hneantes de comportement sont restreintes à une ligne (ou une surface en dimen-
sion trois) suivant laquelle la fissure est supposée se propager On procède par passage a la limite
en supposant que la zone où le comportement de la structure est non lineaire (plastique par exemple)
est confinée dans une bande étroite entow ant la ligne partant de la fissure On obtient ainsi des modèles
originaux très simples sur le plan de la mise en oeuvre numérique et qui pour un milieu élasto-plastique,
sont a rapprocher des modèles de forces de cohésion de Dugdale-Barenblatt

Abstract — A procedure for denving simphfiedfracture mechanics models is given In such models
the non hneanty is confmed on a hne along which the crack is supposed to propagate A hmit process
is usedassuming ihai the plasnc zone n induded m a ver y narrow path around the crack New models
are thus obtained, the numencal formulation ofwhich is vet y simple and which can be compared with
those of Dugdale and Barenblatt, although îhey are different

I. INTRODUCTION

Si la mécanique de la rupture élastique est largement utilisée dans la concep-
tion, le dimensionnement et la vérification des structures, alors que l'on connaît
parfaitement ses limites, c'est parce que la prise en compte des non-linéarités
de comportement au voisinage du fond de fissure est extrêmement complexe,
à la fois sur le plan de la mécanique, que celui de la modélisation numérique.
Nous nous proposons dans ce travail de formuler un modèle simplifié sur le
plan de la résolution effective, obtenu à partir d'un modèle de comportement
du milieu environnant le fond de fissure. L'hypothèse fondamentale est que

Cette étude a été réalisée dans le cadre d'un contrat de recherche avec le CETIM Contrat
no 406-77
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252 PH. DESTUYNDER, D. NEVEU

la non-linéarité due au comportement du matériau est confinée dans un voi-
sinage très petit du fond de fissure, ou plus exactement de la trajectoire de la
fissure. Nous commencerons par décrire le procédé sur le modèle classique
d'élastoplasticité de Hencky, puis nous retendrons au modèle de Prandtl
et Reuss.

L'outillage que nous utilisons est principalement mathématique. L'essentiel
repose, comme nous le verrons sur la formule de Green, ou formule d'inté-
gration par parties, qui permet de transformer des grandeurs surfaciques
(ou volumiques en dimension trois) en des grandeurs linéiques (respectivement
surfaciques).

On suivra le plan suivant :

II. — Le modèle de Hencky
III. — Estimation a priori sur le modèle de Hencky et passage à la limite
IV, — Caractérisation du champ de déplacements du modèle limite
V. — Cas du modèle de Prandtl et Reuss

VI. — Conclusion et perspective.

H. LE MODÈLE DE HENCKY

Soit o> un ouvert plan présentant une fissure de longueur / et D une droite
partant de cette fissure. On supposera pour simplifier, que l'axe xx est porté
par D, l'axe x2 lui étant perpendiculaire. La plasticité est supposée confinée
dans une bande rectangulaire, soit :

B* = D x ] - e , e [ (cf. fig. 1).

Le complémentaire de Be dans œ est noté G£ Les champs de déplacements
et de contraintes sont respectivement u = (wj et a = (crap). Désignons par
Xe le convexe des champs de contraintes plastiquement admissibles, défini
par :

= { x = (xaP); x12 = x21 / (T) < k2 sur B* } , (1)

où ƒ( ) est une fonction convexe.
On notera que si ex < e2, alors :

et par conséquent :

KB2 c X£ l . (2)
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Cette propriété est fondamentale dans la suite. L'espace des champs de déplace-
ments compatibles avec les liaisons est noté V. A priori, nous autorisons
des discontinuités de ces champs de part et d'autre de la ligne D, même sur
la portion non fissurée. Un chargement /(,) étant donné (forme linéaire continue
sur V\ le Principe des Travaux Virtuels s'écrit (*) (en fait on a va e / / 1 (

Vz; G V , aap dçva + aa2[i;J = (3)

où aa2 est la contrainte normale de part et d'autre de D et [va] est le saut de ua

dans la direction x2.
Désignons alors par Hl l'espace affine des champs de contraintes sur co,

satisfaisant le Principe des Travaux Virtuels. Si on pose par exemple :

Kv) =ƒ«*>« et ua = 0 sur y0 (cf. fîg. 1),

on a :

Ht = { T - (xap) ; x12 = x21 ; apxpa + /a = 0 sur œ, xaP ̂ p = 0 sur y± } . (4)

Zone ou
X2 la plasticité

est confinée

Figure 1.

Le tenseur de rigidité du milieu est désigné par i?a(^v et possède les propriétés
de symétrie et de positivité habituelles. Son inverse, le tenseur de souplesse,
est noté SaP^v. On introduit alors la forme bilinéaire sur les champs de con-
traintes :

a(a, x) = (5)

(*) On fait la convention de sommation sur les indices répétés,
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254 PH. DESTUYNDER, D. NEVEU

Le modèle de Hencky consiste à trouver un champ de contraintes a de
l'espace Ke n Hb tel que [1]

VxeX£ n Ht; a(a, x - CT) 2* 0 (6)

D'un point de vue mathématique, on introduit un cadre fonctionnel en
remplaçant Ht par l'espace :

. //(div) - { x = (Tap) G (L2(œ))4 ; x12 = x21 ; Ôpxap G (L2(œ))2 }

et Hl est le sous-espace de H{àiv) tel que :

Ht = { x e H(div) ; ôpxpce + fa = 0 xaP wp - 0 sur yx }

(on suppose £ e L2(o>)).
Avec ce choix, et dans l'hypothèse où l'ensemble Ke n Hl est non vide,

le problème (6) admet une solution unique [1]. L'hypothèse précédente assure
simplement que la charge limite n'est pas dépassée [2].

Remarque 1 : On démontre à Faide de la formule de Stokes que pour tout
élément x de l'espace i/(div), la composante normale de x suivant toute
courbe C dans œ est un vecteur dont les composantes sont des éléments de
l'espace de Sobolev fractionnaire H~1/2(C). En outre, l'application qui a
un élément de //(div) fait correspondre sa trace normale sur la courbe C,
est linéaire, continue et surjective.

m. ESTIMATION A PRIORI SUR LE MODÈLE DE HENCKY ET PASSAGE A LA LIMITE
QUAND £ TEND VERS ZÉRO

Désignons par ae la solution de l'inéquation variationnelle (6). Elle vérifie :

Vx G Xe n Hx a(o\ ae) ^ a(x, o£) . (7)

Or, a(., .) est une forme bilinéaire à la fois bicontinue et coercive sur
l'espace Ht\ c'est-à-dire que :

Vxe/r,, a(x, x) ^ Co || x ||2,

et
V(x, a) e (Hf , a(o, x) < M. || T ||fll. || a \\Hl.
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Si nous choisissons dans (7) un champ i de l'ensemble K£o n Hl et compte
tenu de l'inclusion (2), il vient :

V s ^ £ 0 J II vz II*, < C (8)

où C est une constante indépendante de e. Cette estimation nous permet
d'extraire de la suite cr£ une sous-suite, que nous noterons de la même façon,
qui est telle que :

lorsque 8 tend vers zéro, et ceci dans l'espace Hl au sens faible ; c'est-à-dire
au sens du produit scalaire :

T, a), - xap aap +(t , cy)i = I X„R CLo + I da% a d G . f91
V S Jl I 0(p Ctp ' I p û t p \i Ot̂  V /

On sait qu'une fonction convexe continue est aussi semi-continue infé-
rieurement pour la topologie faible. Par conséquent, il vient pour tout T de
Fensemble Kz n Hl :

a(a*, a*) ^ lim inf a(a\ a£) ^ a(x, a*)

soit :
Ve, Vx e Xe n Hx ; a(a*9 x - a*) ^ 0 .

Posons maintenant :

'0 _ , , zriH (div)

£>O
K ° = u r " ^iy>. (g)

Le convexe fermé X° est en fait (cf. (2)) le plus petit convexe fermé contenant
tous les Xe. Ainsi, tout élément de K° est limite d'une suite de Ke n H(div)
et inversement toute limite de suite de K£ n H(div) est dans K°. Par consé-
quent, on a d'une part :

et d'autre part, en utilisant la continuité de a(., .) :

VTeX°nf f „ a(a*, T - a*) 5s 0 . (9)

En fait, la stricte convexité de a(., .) permet de conclure à l'unité de a*
élément de K° et solution de (9). On peut alors démontrer par l'absurde que
toute la suite ae converge vers a* et ensuite que la convergence est forte.
Par contre, la vitesse de convergence avec £ est un problème ouvert.
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256 PH. DESTUYNDER, D. NEVEU

IV. CARACTÉRISATION DU CONVEXE LIMITE K°

Nous utiliserons les axes de coordonnées de la figure 1. La formule de
Green nous permet alors d'écrire pour tout champ de contraintes x et de
déplacements v respectivement dans les espaces //(div) et V :

° 2 a va = aap 3pt>a + öpaap va
JD Ja>+ JQ) +

(en nous restreignant à des champs v à support dans œ+(x2 > 0)). Posons
alors :

v« = aai\(x2).<f>(x1) a = 1, 2

où flŒ est un vecteur constant, r|(.) une fonction de la coordonnée x2 définie
par :

E — X2

et 9(.) une fonction arbitraire de l'espace 3){p) (régulière et nulle au voisinage
des extrémités). Il vient :

f a2 a 9 = f f Ta , dx<pa ( 1 - ^ ) - o 2 a *1 + f f ô a
JD J D J O L \ £ / " 8 J JDJO

Mais, en utilisant les majorations suivantes :

"3,œ II V 11 1,0,1

(Ve > 0)

(i)

(Ü)

(iü)

JD Jo

1 JD Jo

JD •
[CT^.CP

3aT1cp

a -
a 8

X2

8

[sup ta2 a
JD t e X '

Jap l l 0 1 -

J l c p l

a B l I I .

on en déduit que pour tout s > 0, toute fonction de (D) et pour tout vecteur a :

JD
9 sup x2a

xeKenH(div)
<p |. (10)
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Posons pour tout vecteur a :

ka = sup x2a aa,
xeK\e>0

compte tenu de (2) et de (8), on a en fait :

K = sup x2a a. •
TÇKQ

L'inégalité (10) implique que pour tout vecteur a, un champ de contraintes
de Kz n //(div) vérifie sur D :

| a2a aa | (M) < fcfl, sur D

et ceci pour tout vecteur a.
Dans l'espace H(div\ on définit le convexe K00 par :

• (11)

On a bien d'après (10)

K° cz Kœ .

Réciproquement, si CT est élément de Kœ, on a :

°2a aa - K < 0 Va = (aa)
d'où :

2(, aa - fcj = 0 .

Puisque \|/f0 est la fonction polaire de ka9 qui est la jauge de K°9 c'est aussi
la fonction indicatrice de K°. Par conséquent, oeK0. On a donc établi
que K° = Xe0 en utilisant une caractèrisation polaire du convexe K°.

Donnons maintenant une caractèrisation explicite de K ° pour les situations
pratiques.

a) Cas des déformations planes (critère de Von Mises).

On a pour cette situation :

Par conséquent :

+ oo si a2 7E 0 ,

Î
^ sinon.
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258 PH. DESTUYNDER, D. NEVEU

Finalement, on en déduit que dans l'espace H(di\), on a

K° = {x= ( t a p )y2 | T1 2 | < k sur D

b) Cas des contraintes planes (critère de Von Mises).

On a cette fois :

„ , ( 2 x u - X22)
2 , (2X22 - TU)2

 t (Tn + X2

Un simple calcul conduit ici à l'expression :

(12)

(13)

IV. CARACTÉRISATION DU CHAMP DE DÉPLACEMENTS DU PROBLÈME LIMITE

La recherche d'un champ de déplacements dans les modèles élasto-plastiques
est un problème complexe. Le premier résultat connu est dû à C. Johnson [3]
et a été obtenu par une méthode de régularisation. Par la suite, d'autres auteurs
ont montré que ce champ de déplacements (non nécessairement unique)
présente une régularité supplémentaire (les déformations sont des mesures
bornées). Dans le cas présent, le résultat est beaucoup plus simple à obtenir.

Considérons l'inéquation (9). Si nous posons :

il vient :

d'où :

soit :

= a* + 5 et ô.rc = 0 sur D,

div5 = 0 et beK°

Vô ; div 8 = 0 , 8.n = 0 sur D , a( a* 5) ^ 0

V5; div5 = 0, 8.» = 0 sur D , a(a*,5) = 0. (14)
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Considérons alors le couple (CJ, w) de l'espace (L2(co))* x V solution de :

Vt £ ( L » ) s
4 , a(a, x) = - f Tr (T • J j 0 + Û(O* X) (15), x) = - f Tr (

Si on choisit 5 = <r dans (14), on obtient :

a(o, a) = a(a*, a) = 0
d'où

a = 0
soit

]* , a(a*,x) =

ce qui implique :

a* = R.y(u) sur co .

Par ailleurs, CT* G Ht. D'où :

Vue V - div o*.t; =

ou encore :

Vi? e F f Tr /"a* • ̂  j - j n • a* • [r] = /(t>)

où [i;] désigne le saut du champ de déplacements le long de D. On a ainsi si
x e H, :

= M.X.[M] — divT.w — /(M) — H.a*.[w]
JD Jca Jö

= f ïï.(x - a*) [M] ^ 0 .
JD
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a*

Vue

Vie

= R

-:K°

•y(«)

X
: fJD

sur co,

a* . _JL j

n.{x - a).

— n.G*.[v] =
JD

[ M ] > 0 ; a* G

= /(»),

Par conséquent, nous avons trouvé un champ de déplacements u de l'es-
pace V (donc régulier), tel que :

(17)

(18)

(19)

on notera en fait que la troisième relation est locale sur D, c'est-à-dire qu'en
chaque point on a :

Vx G K° ÏÏ.(T - o*).[u] > 0 . (19Ws)

Remarque 2 : L'unicité du champ de déplacements u est immédiate à partir
de (17) et de l'unicité de a*. On est donc dans une situation très différente
de celle rencontrée en élasto-plasticité répartie. •

Remarque 3 : La résolution effective du modèle (17)-(18)-(19) est réalisable
à l'aide d'un algorithme de gradient (ou d'Uzawa) sur le problème en con-
traintes. On part de (a°5 u°) solution du problème élastique :

(a°,W°)e(L») s
4 x V

= j Tr

VveV;

On pose ensuite'à partir de (a", i

o dv

et

VT

Vu

(a"+ 1

e (L2(c

eF>

,""+ 1)e

p[«

(L

o"

n (F
2(œ))s

4 x

+ 1 T^

'•m)

) >

V

=

tel

T r( .

Kv)

que

T- • 1

(20)
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La convergence de cet algorithme est assurée par un coefficient p suffi-
samment petit. Par ailleurs, chaque étape ne nécessite que la résolution du
modèle élastique sur co avec prise en compte d'une force de cohésion le long
de D.

Remarque 4 ; L'inégalité (19 bis) permet d'écrire :

a*£A° =>[«] = 0

a* G dK° => [u] peut être non nul. •

Remarque 5 : Dans le cas de déformations planes le convexe K° ne fait
intervenir que la contrainte de cisaillement a12. C'est le seul mode de rupture
plastique possible. Il conduit à un glissement le long de D. Par contre, dans le
cas de contraintes planes, les deux sauts de déplacements [wj peuvent être
discontinus. D'autres résultats seraient obtenus avec le critère de Tresca. •

V. CAS DU MODÈLE DE PRANDTL ET REUSS [1]

Rappelons tout d'abord la formulation du modèle de Prandtl et Reuss. Le
champ de contraintes est relié aux déformations totales y et plastiques yp par :

l'évolution de yp est régie par :

VxeKe, Tr(yp.(T - a)) < 0 ; oeK*.

L'ensemble des deux relations ci-dessus jointes au Principe des Puissances
Virtuelles

Vt? 6 V f Tr(o.y(iO) - | n.a.[v] = l(v),
J(ù Ja>

constituent le modèle de Prandtl et Reuss.
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La formulation incrémentale consiste à trouver an+1 (à l'instant (n + 1) At),
connaissant a (à l'instant n Aï) tel que :

V t e

Vve

G K*

K\a{an+1,-z - a1

V f Tr(<j" + 1.Y(ü)

•"»f

) - * > •

Tr [(T -

T - CT"+1

Jfù

o-+1).^+1)]

J .
f l -+• 1

On retrouve donc un modèle de Hencky auquel on peut appliquer la théorie
du paragraphe précédent.

VI. CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Lorsque la plasticité est très confinée le long d'une droite portant la fissure,
le modèle élasto-plastique peut être approché par un modèle plus simple où la
non-linéarité est limitée à la ligne de fissure. Ce modèle est formulé en (17)-(18)
et ( 19). Dans le cas des déformations planes, ce modèle peut s'interpréter comme
le modèle continu associé au schéma discret de la figure 4.

Modèle limite en déformations planes

Le schéma est plus complexe dans le cas de contraintes planes (cf.fig. 3).
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Modèle limite en contraintes planes

Figure 3.

Le modèle que nous avons mis en évidence mathématiquement est original.
Mais il est encore insuffisant car il ne prend pas en compte les phénomènes
d'endommagement. C'est l'objet de la prochaine étape de notre étude.
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