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DISCRÉTISATION DUNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
STOCHASTIQUE ET CALCUL APPROCHÉ D'ESPÉRANCES

DE FONCTIONNELLES DE LA SOLUTION (*)

Denis TALAY (*)

Communiqué par R TÉMAM

Résume — Dans cet article, nous nous intéressons à « bien » discrétiser une Équation Différen-
tielle Stochastique, en vue d'approcher numériquement les espérances d'une large classe de fonction-
nelles de la solution

Les méthodes classiques sont peu efficaces (§1)
Pour les équations unidimenswnnelles, Milshtein [2] a proposé une nouvelle méthode et conjecturé

sa vitesse de convergence
Nous prouvons ici le résultat annoncé et nous introduisons de nouveaux schémas ayant la même

vitesse de convergence que celui de Milshtein et permettant de traiter les équations multidimension-
nelles

Abstract — In this paper, we are interested in « well » discretizing a S D E, in view to approxi-
mate numencally the expectations of a large class of functionals of the solution

Classical methods are not very efficient
Milshtein [2] hasproposeda new method, and conjectured its rate of convergence
Hère, we prove the announced resuit, and we introducé new schemes, which have the same rate of

convergence as Milshtein's one, and permit to treat the multidimenswnal équations

0. INTRODUCTION

Soit (Xt) à valeurs dans Ud solution d'une Équation Différentielle Stochas-
tique (1) sur un espace probabilité filtré (Q, F, P, (F,)) remplissant les conditions
habituelles :

t f
*=o Jo

où :

(i) Wf := t

(*) Reçu en janvier 1985
(*) INRIA, Sophia Antipohs, 06560 Valbonne, France
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142 D. TALAY

(ii) Wt i=(Wj,..., W?) est un ^-processus de Wiener standard à valeurs
dans Rn ~

(iii) Ak:U+ x Ud - • Ud
y 0 ^ k < m

(iv) Xo est .F0-mesurable et possède des moments de tous ordres.

Nous nous proposons de discrétiser (1) afin d'approcher, par une méthode
de Monte Carlo, des espérances du type (2) :

(2) jt
avec :

4fc : [R+ x ERd -• R , 0 < fc < m, # : [Rd -• [R.

Nous allons commencer par citer quelques applications en renvoyant à
Talay [6] pour une présentation plus complète.

0.1. Applications

1) Calcul des moments de XT

Dans ce cas, qk = 0, 0 ^ k < m et x \-• g(x) est une fonction polynomiale
des coordonnées de x.

2) Résolution numérique d'E.D.P. de type parabolique

Soit a : Ud -• Jè?([Rd, IRd); on suppose que, pour tout x, a(t, x) = (a)(t, x))
est une matrice symétrique non négative; soit (Afa x))l^ij^d telle que :

A(t,x).A(t9x)* = a(t,x);

on se donne, par ailleurs, une fonction Ao : U+ x Ud -> Ud et l'opérateur Lt

défini par (dt désignant l'opérateur « dérivation par rapport à la Z-ième coor-
donnée de x ») :

(3) Lt = t Afa x) Ôt + \ X a% x) dt dj

soit enfin c : U+ x Ud -+ R, ƒ : Ud -> R et 30 l'opérateur « dérivation par
rapport à la variable / ». On suppose que les fonctions Ao, A sont régulières.

On considère alors l'E.D.P. parabolique suivante, rétrograde en temps :

dov(t, x) + Lt v(t, x) + c{t, x) v(t, x) = O , O ̂  t < T
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DISCRÉTISATION D'UNE ÉQUATION STOCHASTIQUE 143

Soit (X9'-*) solution de :

m («8

=0 J,

et soit v(t, x) définie par :

(6) v(t, x) := E \ f(X^x) expf c(s, X^*) ds)[.
I VI 7 I

Sous de bonnes hypothèses (par exemple : ƒ de classe C2 et à croissance
polynomiale à l'infini et c bornée), on montre que v est solution de (4) ; par
conséquent, une approximation numérique du terme de droite de (6) permet
d'approcher numériquement la solution de l'E.D.P. (4).

3) Traitement numérique d'une équation du filtrage non linéaire

En filtrage non linéaire, on s'intéresse au problème suivant : on suppose que
(Xt) est un processus de diffusion non observé et que l'on observe :

ds + Vt

où Vt est un processus de Wiener.
Le problème est d'estimer au mieux une fonction de XT, g(XT), connaissant

le passé de Y jusqu'à l'instant T (par exemple, nous voudrions calculer les
premiers moments de la loi conditionnelle de XT sachant le passé de Y) ; sous
de bonnes hypothèses, l'estimateur minimisant le risque quadratique est une
espérance du type (2).

0.2. Nouvelle formulation du problème (2)

Savoir approcher toute espérance du type (2) est équivalent à savoir appro-
cher toute espérance du type (7) :

(7) Ef(XT)

avec ƒ : Ud -* R.
En effet, si l'une des fonctions qk n'est pas identiquement nulle, on pose :

(8) Xt := (xv exp 1 Q
cp : (xl9 x2) G Ud x U -> <p(xl9 x2) = g(xl).x2

vol. 20, n° 1, 1986



144 D. TALAY

(Xt) est solution d'une E.D.S. et il s'agit donc de calculer :

E<p(XT).

Remarquons, par ailleurs, que, dans les exemples d'application donnés au
paragraphe précédent, la fonction g pouvait être à croissance polynomiale
à l'infini ; dans ce cas, il en est de même pour cp.

En définitive, nous sommes amenés à reformuler le problème initial (2)
de la manière suivante :

(9) « ÉTANT DONNÉ UN PROCESSUS DE DIFFUSION ARBI-
TRAIRE, (Xt), COMMENT APPROCHER NUMÉRIQUEMENT
TOUTE ESPÉRANCE DU TYPE (7), LA FONCTION ƒ POU-
VANT ÊTRE À CROISSANCE POLYNOMIALE À L'INFINI. »

(En fait, nous verrons que ƒ et (Xt) ne seront pas tout à fait arbitraires, en ce
sens que nous imposons quelques hypothèses (raisonnables, pensons-nous) de
dérivabilité à ƒ et aux coefficients de TE.D.S. dont (Xt) est solution.)

0.3. Principe de la méthode

Revenons à (9). Sauf cas très particuliers, nous ne connaissons pas la loi de
XT et nous ne pouvons pas non plus disposer de réalisations de XT.

Nous sommes conduits à procéder en 2 étapes :

1) Discrétisation

On discrétise (1) afin d'en obtenir une solution approchée, notée (Xt).

2) Méthode de Monte Carlo pour approcher Ef(XT)

On simule N réalisations indépendantes de XT, Xf (1 < i ^ N) et on cal-
cule la somme :

la loi forte des grands nombres montre que cette somme converge vers Ef(XT)
quand N -> + oo, presque sûrement

L'erreur ainsi commise satisfait l'inégalité :

Ef(XT) - 1
AT

NA
— 1 N

Ef{XT) - ± X

Ef(XT) - Ef(XT)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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DISCRÉTISATION D'UNE ÉQUATION STOCHASTIQUE 145

Pour minimiser e2, il s
juf£k de choisir N assez grand (il est, cependant, souhai-

table de réduire le temps de calcul autant que possible ; des techniques per-
mettent d'optimiser le choix de N ou d'affiner l'algorithme de Monte Carlo :
cf. Rubinstein [4], par exemple).

Il reste à construire une méthode de discrétisation minimisant e^
Nous nous imposons quelques contraintes : comme nous devrons simuler

un nombre important de réalisations de XTi le schéma de discrétisation devra
être de nature aussi simple que possible et devra ne faire intervenir que dep
variables aléatoires dont les lois sont simplement et rapidement simulables
sur ordinateur (la limitation aux lois discrètes ou gaussiennes semble être
la situation la plus favorable).

0.4 Plan

Cet article est divisé en 5 parties :

— dans le paragraphe 1, nous montrons que les schémas de discrétisation
des E.D.S. usuels conduisent, en général, à l'estimation :

| Ef(XT) - Ef(XT) | = 0(h)

où h est le pas de la discrétisation.
Notre but est de construire de nouveaux schémas, conduisant à une erreur
d'ordre h2.

— Dans le paragraphe 2, nous présentons quelques résultats simples concer-
nant une classe de problèmes de Cauchy de type parabolique ; ces résultats
constituent l'outil indispensable pour les preuves des paragraphes suivants.

— Dans le paragraphe 3, nous énonçons un critère suffisant pour qu'un schéma
d'approximation de (Xt) conduise à l'estimation :

\Ef(XT)~Ef(xT)\ = 0(h2).

— Dans les paragraphes 4 et 5, nous construisons quelques exemples de sché-
mas facilement implémentables satisfaisant le critère du paragraphe 3, et
nous les testons numériquement

0.5. Familles de variables aléatoires « Monte Carlo équivalentes »

Par la suite, nous aurons souvent recours à la définition suivante :

DÉFINITION : Soit F1 = {Xn,n^M}etF2=-{Yn,n^M} deux familles
de variables aléatoires dépendant d'un paramètre h ; F2 est dite « Monte Carlo

vol. 20, np 1,1986



146 D. TALAY

équivalente à Fx » si la propriété suivante est vérifiée : « pour tout choix d'entiers
positifs^ou nuls iv z2î..., i5 tels que i1 + i2 + — + i5 = 5 et tout choix d'entiers
nu n2,..., n5 compris entre 1 et M:

E(Xl
n\ X

l„l... X*) = 0 ou C.h ou C.h2

avec C constante indépendante de h, implique :

E(Y'n\ Y£ ... Y$ = £(X,;; Jf« ... X^) » .

0.6. Notations

à) Dans toute la suite, T sera un temps final arbitrairement choisi.
On considérera des discrétisations de [0, T] de pas h de la forme :

avec N e N*.
Soit Z(h, p) une variable aléatoire dépendant de h et d'un entier p compris

T
entre 0 et N - -r.

S'il existe une constante C dépendant éventuellement de T mais indépendante
de h etp telle que :

E\Z(h,p) | ^ C.h1

on écrira :

b) Pour i — 0,..., d et 7 e N*, l'opérateur 3t o öt o — o 3, (7 fois) sera noté :
9f (rappelons que la notation 3( a été introduite au § 0.1).

1. RÉSULTATS ANTÉRIEURS

1.1. Insuffisance de 2 schémas classiques

On suppose que (Xt) et (Wt) sont à valeurs réelles et que les coefficients Ak

sont indépendants de leur première variable; on écrit alors (1) sous la forme :

(t = Xo + f b(Xs) ds + [ •
Jo Jo

(10)
Jo
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DISCRÉTISATION D'UNE ÉQUATION STOCHASTIQUE 147

Soit L l'opérateur de diffusion associé à (Xt). On suppose que EL3 f(Xt)
existe pour tout t et est borné.

La formule de Ito montre :

Ef(Xt) = Ef(Xs) +(t-s) E[Lf{Xs)-\ + i ( / - s)2 E{L2

+ 0(/ - sf .

Considérons

où : àWp+1 --

alors le

= *l •

= Wt

schéma d'approximation

¥<j(X>;)AWp+1 +b(X'hp]

t-Wt ;tp=p.h>0^t

suivant :

)h

Ce schéma vérifie l'égalité suivante :

(11) Ef(Xh
p+ x) = Ef{XD + ELfÇXl) h+\ EMD h2 +

+ reste majoré par Cte./*3

mais f, en général, est différente de L2 ƒ si bien que :

(12) EfiX^ 1)h) - Ef(Xh
p+ x) = Ef(Xph) -

+ { ELf(Xph) - ELfity } h

+ reste majoré par Cte./*2 .

On en déduit :

Ef(XT) - Ef(X>) = 0(h)

(où l'on a écrit X? pour X§)-
Un exemple montre qu'il est inutile d'espérer un meilleur ordre de conver-

gence : pour b = 0, a(x) = x et /(JC) = x2, en itérant la relation (11) pour p
allant de 0 à (JV — 1), on est conduit à :

E{X*f = exp(r> - i T expCT) A -f 0(/Î2)

= E(XT)2 - i T exp(r) A + 0(/*2) .

vol. 20, n° 1, 1986



148 E>. TALAY

On sait que le schéma précédent conduit également à une convergence
d'ordre ^fh quand on veut approcher (Xt) en moyenne quadratique.

Par contre, un autre schéma est, en un certain sens, de qualité optimale
pour les approximations en moyenne quadratique et trajectorielle (cf. Pardoux
et Talay [3]) :

(13) Xh
0 = Xo

I + (b - i a

Or, il s'avère que ce schéma conduit lui aussi à une relation du type (12) ci-

dessus et donc à une convergence d'ordre h ; par exemple : pour b(x) = - x,

a(jc) = x et f(x) = x4, on obtient :

*)4 = exp(8 T)~YT exP<8 ^ h + 0<A2)

)4 - y T exp(8 T) h + 0(A2) .

Pour aboutir à un meilleur ordre de convergence, on pourrait penser utiliser
un schéma approchant (Xt) en norme L2 avec une convergence d'ordre h2 ;
mais un tel schéma utilise des variables aléatoires dont la simulation semble

/ r*p + i \

difficile I par exemple : (Ws - Wtp)
2 ds, cf. Pardoux et Talay [3] J.

II apparaît donc nécessaire de construire un nouveau schéma, vérifiant
la relation (11) avec J = L2 f

1.2. Le schéma de Milshtein

En 1976, Milshtein [2] a proposé le schéma suivant, sans en établir la vitesse
de convergence (désormais, nous écrirons Xp au lieu de Xp) :

(14) Xo = Xo

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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DISCRÉTISATION D'UNE ÉQUATION STOCHASTIQUE 149

4- \oo'(Xp)(AWp+1)
2 + i ( b & + b>o +\a2 a»\ (Xp)

x AWp+1 h + i 6*' + i è" a2") (Jp) A2 .

On vérifie aisément que ce schéma conduit à une égalité du type (11) avec
J = L2 ƒ ; par conséquent, si e£ désigne l'erreur : Ef(Xph) — Ef(Xp\ on en
déduit :

(notation de 0.6); malheureusement, cette relation de récurrence ne permet
de conclure à : e& = 0(h2) que dans des cas particuliers (cf Talay [5]).

Pour remédier à la situation précédente, nous utiliserons le problème de
Cauchy connu sous le nom d'Équation de Kolmogorov rétrograde :

[ ôov(t, x) + Lv(t, x) = 0 , 0 < t < T

1 v(T9 x) = f(x)

(L est l'opérateur de diffusion associé à (Xt)).
L'idée est de remplacer l'estimation de Ef{XT) — Ef(XT) par celle de

Ev(T, XT) - Ev(T, XT).
C'est cette idée, que l'auteur doit à A. Bensoussan, qui est mise en oeuvre

dans la preuve du théorème 4.1.1 qui établit e£ = 0(h2) sous des hypothèses
assez raisonnables.

En fait, nous montrerons que cet ordre de convergence est atteint aussi par
de nouveaux schémas, plus intéressants du point de vue numérique que le
précédent, notamment parce qu'ils permettent de traiter le cas où l'équation
est multidimensionnelle (ce point est détaillé au début du § 4.3).

2. ÉTUDE D'UNE FAMILLE DE PROBLÈMES DE CAUCHY

Dans ce paragraphe, nous considérons l'opérateur Lt défini par (3) et l'équa-
tion (4) avec c = 0, soit :

(15)
f dov{t, x) + Lt v(i

\ v(T, x) = ƒ(*) .

Par la suite, ƒ sera appelée à être celle de l'énoncé (9), nous imposons donc
à la condition finale de (15) d'être à croissance à l'infini de type polynomial.

vol. 20, n° 1, 1986



150 D. TALAY

En outre, Lt sera appelé à être le générateur infinitésimal de la solution de (1) ;
par conséquent, à / fixé, les fonctions x \—• Afa x) peuvent s'annuler et sont à
croissance éventuellement linéaire à l'infini.

Ceci nous conduit à utiliser l'interprétation probabiliste de (15).
On note (X£x) le processus défini par (5) et Pn(U

d, R) l'ensemble des fonc-
tions g de Ud dans M telles que :

3CeU/\g(x)\ < C(\\ x ||" + 1), VxeUd.

L'idée directrice des 3 énoncés ci-après est la suivante : on étudie la régularité
de XQ>X par rapport à (t, x) (Lemme 2.1) ; on en déduit la régularité de la fonc-
tion v(t, x) définie par :

v(t,x):=E{f(XÏ*)};

cette régularité permet alors d'établir que v(t, x) est solution du problème de
Cauchy (15) (théorème 2.2) ; on en déduit l'existence, la régularité et le type de
croissance de certaines dérivées partielles de v (théorème 2.3).

Le lemme 2.1 et le théorème 2.2 sont, pour l'essentiel, exposés et prouvés
dans Kunita (1, chap. II, § 3); une variante minime (toutefois indispensable
pour la suite) est l'inégalité (iii) de 2.2 qui se démontre sans difficulté.

LEMME 2.1 : On suppose les fonctions Ak (0 < k ^ ni) continues et :

(Hl) pour tout t de [0, T], la fonction x e Rd H* Al(t, x) (i-ième coordonnée de
Ak ; 0 ̂  k ^ m, 1 ^ i ̂  d) est de classe Cp,peN* et toutes ses dérivées
partielles d'ordre y (1 ^ j ^ p) sont continues bornées.

Alors :

(i) pour tout T, il existe une constante C telle que : Vw e f̂ J, V? 6 [0, T],
V0e[*, T],V;ce[Rd :

i II v II 2 n \
|| X || )

(ii) il existe une version du processus (X^*) qui est p fois continûment differen-
tiatie par rapport à x, presque sûrement ; désormais, nous identifierons le
processus et cette version « régulière ». En outre, les processus d(X^x,
1 < i < p, ont des moments de tous ordres bornés uniformément en (G, t, x)
sur [0, T] x [0, T] x lRd.

(iii) à 0 fixé, XQ-X et ses dérivées sont des fonctions de (t, x) continues presque
sûrement

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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DISCRÉTISATION D'UNE ÉQUATION STOCHASTIQUE 151

De ce lemme, on déduit le :

THÉORÈME 2.2 : On suppose les fonctions Ak (0 ^ k ^ m) continues et :

(Kl) pour tout t de [0, T], la fonction xeUd\-^A [(t, x) (0 < fc < m ; 1 < i < d)
es* ûfe c/a^e C 2 (resp. C6) ef ses dérivées partielles sont continues bornées.

(H2) ƒ es? de classe C2 (resp. C6) et vérifie : // ex/ste un entier n tel que toute
dérivée partielle d'ordre au plus 2 (resp. 6) appartient à Pn(U

d, M).

Soit v la fonction définie sur [0, T] x Ud par :

(16) v&x)*

Alors :

(i) la fonction v est deux fois (respectivement : six fois) continûment dérivable
par rapport à x.

(ii) v est solution de (15).

(iii) v et ses dérivées par rapport à x sont continues en (t, x). En outre, pour toute
fonction g(i, x) égaie à v uu une dérivée partielle de v de la forme :

ôh ...dik v(t, x), 1 < i. ^ d, 1 < k ^ 2 (resp. 1 < k ^ 6)

nous avons :

, VT > 0 , 3C e R + , VxeW, We[0, T] :

\g(t,x)\ <C( | |x | | " + 1).

A l'aide de ce théorème et en différentiant l'équation (15), on obtient le :

THÉORÈME 2.3 : On suppose les fonctions Ak (0 ^ k ^ m) continues et :

(Hl) pour tout t de [0, T], la fonction x e Ud -» ^(f, x) (0 ^ fc < m ; Ï < Ï ^ d)
est de classe C6 et toutes ses dérivées partielles sont continues bornées,

(H2) ƒ est de classe C6 et vérifie : il existe un entier s tel que toute dérivée par-
tielle d'ordre au plus de 6 de f appartient à Ps(^

d, R).

Alors :

(i) les fonctions d0 dtv, d0 di d-o, d0 ôt dj dkv, d0 ôt dj ôk dtv (1 < i,j, k,l^d)
sont bien définies et continues en (t, x) sur [0, T[ x Ud.

(ii) en outre, si g est l'une quelconque de ces fonctions :

Rd , V f e [ 0 , T [ :

\g(t,x)\<C(\\x\\' 4 - 1 ) .

vol. 20, n° 1,1986



152 D. TALAY

3. CONDITION SUFFISANTE D'ORDRE DE CONVERGENCE h2

(— T\
Soit I Xp, 0 ^ p ^ N = -r\\in schéma de discrétisation de l'équation (1).
Le but de ce paragraphe est de construire une condition suffisante et facile à

vérifier pour que, pour toute fonction ƒ « convenable », (Xp) satisfasse l'esti-
mation :

(17) 3 C > 0 , V/* = ^ ( N e N * ) , | Ef(XT) - Ef(XT) | < C.h2 .

Pour un exposé plus clair, nous commençons par traiter le cas où (Xt) et
(Wt) sont à valeurs réelles (le cas multidimensionnel ne présente pas de diffi-
culté théorique supplémentaire mais la multiplication des indices rend son
étude pénible à lire et à écrire).

3.1. Cas unidimensionnel

Pour ce paragraphe, nous revenons à la notation usuelle Ao = b, Ax = a
si bien que (1) s'écrit :

(18) Xt = Xo + f b(s,Xs)ds + f o(s,Xs)dWs.
Jo Jo

Au paragraphe 1.1, nous avons vu qu'il est important de bien contrôler
l'évolution de l'erreur Çf(Xph) - Ef(Xp) (cf. l'égalité (12)) ; or ceci revient à dire
que Ef(Xp+1) - Ef(Xp) « reproduit» Ef(Xip+1)h) - Ef(Xph) avec une pré-
cision suffisante ; dans notre cas, cette précision doit être d'ordre h3.

Or :

Ef(X{p+1)h) - Ef(Xph) = i^Ep\Xph).E{(X{p+1)h-Xphy\Fph} +

+ reste d'ordre h3 .

Ainsi nous sommes amenés à souhaiter les implications suivantes, pour
i = 1, ...s 5 :

« Soit gt telle que :

E{(X{p+1)h ~ Xphy\Fph} = 9i(Xph) + reste d'ordre A3;

alors :

E { (Xp+1 - XpY | Fp } = gt(Xp) + reste d'ordre h3 » ,

o ù F p e s t l a t r i b u e n g e n d r é e p a r { X p O ^ j ^ p } .
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Ceci justifie intuitivement la condition (C2) ci-après :
De fait, nous exigerons que le schéma (Xp) satisfasse aux conditions (CO),

(Cl), (C2) suivantes (les notations : 0(h3), d{ ont été introduites au para-
graphe 0.6) :

(CO) Xo = Xo

(Cl) pour tout n s M, il existe une constante C telle que :

VA = %:, N e N* , Yp = 0, 1,..., N : E \ X \n ^ C

(C2) (i) E { Xp+1 - Xp\ Wp } = f P + 1 b(s, Xp) ds + [ P + 1 d^is, Xp)

y h(uj F^) du ds

Ô\ b{s, Xp) f (a(«, Xp))
2 du ds + 0(A3)

J
f

(ii) E {(Xp+1 - Xpf | £ , } = f P+' (a(j , F p ) ) 2

J<P

duds(d^is, Xp)f (a(w,Xp))
Vtp

2 f " ' ax^, xp) n ^ xp)f du ds

r*tp + i /»s

2 a(.y, Xp) 31a(^î Xp) è(w, Xp) rfw ds
Jtp Jtp

+ I G(S, Xp) d\a(s? Xp) I (a(«, X ))2 rfw J5

+ 0 ( / Ï 3 )
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(iii) E { (Xp+1 - Xpf | Wp } = 3 p + 1 {ais, Xp)f ds f'*' èfe Xp) ds
Jtp Jtp

+ 6 f " a(s, Xp) ôrfs, Xp) f a(«, Jp))2 du dsa(s, Xp) ÔMs, Xp)
Jtp Jtp

(iv) E { (Xp+1 - xy I gp } = 6 f " ' (cl
vtp

r — ,
x (CT(M, Zp) ) 2 <& <& + 0(A3)

(v) £ {(Jp+1 - r j 5 1 F , } = O(A3)

)2 x

THÉORÈME 3 . 1 .1 : OH suppose que les fonctions continues b, a et f vérifient
les hypothèses de régularité du théorème 2.3, à savoir :

(Hl) pour tout t e [0, T\ les fonctions x H-> b(t, x) et x \-• o(t, x) sont de classe
C6 et toutes leurs dérivées sont bornées.

(H2) ƒ est de classe C6 et vérifie :3seN, / ( 6 ) e PS(U ; R).

OH suppose, par ailleurs, que le schéma (Xp) satisfait les conditions (C0), (Cl)
et {Cl).

Alors :

3C > 0, VA = 1 (N G N*), | £/(Xr) - £f(Xr) | ^ C./z2

(à nouveau, on a écrit XT au Heu de XN).

Preuve du théorème 3.1.1 : Tout d'abord, nous introduisons la notation
suivante : pour deux variables aléatoires intégrables X et Y, nous écrirons :

X & Y au lieu de : E(X) = E(Y).

La preuve est rendue longue par une étape calculatoire, à laquelle nous
consacrerons le lemme 3.1.2 (preuve en Annexe I) ; admettons-en pour l'instant
le résultat final, qui est le suivant : on considère FE.D.P. (15) avec Lt = opéra-
teur de diffusion associé au processus (Xt) défini par (18) ; on considère ensuite
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la solution de (15) définie par (16) (énoncé du théorème 2.2); alors, sous (C0),
(Cl), (C2) :

(19) v(tp+1, Xp+1)* v(tp, Xp) + (Kh3) .

On en déduit pour tp+1 = T :

v(T, XT) * v(0, Xo) + 0(A2)

*v(0,Xo)+0(h2) (par(CO))

* v(T, XT) + 0(A2).

Soit :

3C > 0, VA : | Ev(J, XT) - Ev(T, XT) \ ^ C.h2 . U

3.2. Cas multidimensionnel

Nous allons énoncer l'analogue du théorème 3 . 1 . 1 .
D'abord, il nous faut_réécrire les conditions (CO), (Cl), (C2) (on note Xp

la Z-ième coordonnée de Xp) :

(CO) Xo = Xo

(Cl) pour tout n, il existe une constante C telle que :

^ V/> = 0, \,...,N,E\\XpW> ^ C

(C2) (i) E { XP+1 - XP | ¥p } = [ '^Afa, Xp) ds +

+ t P + 1 Vi(*> XP) [ Ak
0(u,Xp)duds

J k
i m d rh+i fs

• ö E I ^ Wfa, Xp) Af(u, Xp) A'foi, Xp) du ds
*j-ik,i=ijtp Jtp

+ 0(h3)
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(ü) E{(Fy+1 - > F

= £ [ ' Ay(s, xp) A?{S, xp) ds

I t r + 1SkAy(s,Xp)
ki,k2=l j,l=l Jtp

f A*(u, Xp) A?*{u, Xp) du ds
Jtp

t t f dkA
2(s,Xp)[ A*/(u,Xp)A*(u,Xp)duds

d m

AfaXJduds
I Î

z M = l J>=1 J tp

0(A3)
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(iii) E {(xï+1 - xp (x?+1 - X1;) (xï+1 - x1/) | Fp} =

= t l ^ , * P ) ds [A)Ks, Xp) Aj>(s, Xp) ds

1 Ay{s, Xp) Aj>(s, Xp) ds

x f Ay(u,Xp)Af(u,Xp)duds
Jtp

+1 i i '
' = l j . " = l Jtp

+ I 1 f' ' A?(s,Xp)dkAl>{s,Xp)

x f Aj^u,Xp)Aj(u,Xp)duds

+ i ï F" AfaXJdtAfaXJ

r .
LA}'

d m

fc=lji=i

Jtp
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+ 1 Ê ('" Afts,XJdkA?(s,XJ
* = i j . J = i Jtp

x f A?{s, Xp) Afo, Xp) duds+ 0(h3)
Jtp

(iv) E {(x;vi - x?)... (X';+1 - x>) | F , } =

= £ f' ' ̂ (* , J p ) ^ ( 5 , x p ) * x

x f" Ap(s,XJA?(s,XJds
Jtp

+ I

t
'•J=1 Jt

lKs, Xp) A?(s, Xp) ds +

(v) E {(xp\, - F;o.. . (F;»+1 - xp \ gp} = o(A3)

(vi) £ {(ï ;vi - x?) - (^6
+1 - ^ 6 ) I lp} = o(h3)

THÉORÈME 3.2.1 : On suppose que les fonctions continues f Ak (0 ^ k < m)
vérifient les hypothèses du théorème 2.3, à .

(Hl) ;>0wr tout t G [0, T], la fonction x H-> ̂ (f, x)(0 ^ k < m, 1 ^ i ^ d) est
de classe C 6 et toutes ses dérivées partielles sont bornées.

(H2) ƒ est de classe C6 et vérifie : il existe un entier s tel que toute dérivée partielle
d'ordre au plus 6 de f appartient à Ps(U

d, R).

On suppose, par ailleurs, qiiun schéma (Xp) satisfait les conditions (CO), (Cl),
(C2) de ce paragraphe 3.2.
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Alors (Xp) conduit à Vestimation :

3C > 0, VA = ~(N G N*), | Ef(XT) - Ef(XT) \ ^ C.h2.

4. QUELQUES SCHÉMAS EFFICACES

4.1 Processus unidimensionnels : schéma Monte Carlo

Les notations sont celles du paragraphe 3.1. On suppose de plus que les
fonctions b et a ne dépendent pas de la variable t ; le cas contraire, plus difficile,
sera traité au paragraphe 4.4 ; (18) s'écrit alors :

f b(Xs) ds + f
Jo Jo

Xt = Xo + f b(Xs) ds + f o(Xs) dWs.
J

Considérons le schéma suivant :

v v
" 0 ~ "U

y - \ cr(Xp

^ a2

où la famille { Ux ̂ /Ji, ...s t/p+1 ^/Â,..., UN^/h } est Monte Carlo équivalente à
la famille { Whi..., W(p+1>h - W^,..., ^ f t - W(N_l)h } (voir définition 0.5).

On peut ainsi choisir, par exemple, la famille (Up) de variables aléatoires
discrètes satisfaisant (28), (29) :

(28) — la suite (Up, 1 ^ p ^ N) est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées; cette suite est
indépendante de Xo.

(29) — chaque Up est de loi J5f0 caractérisée par :

1_
6
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On remarque, par ailleurs, que, pour Up+lyfh = Wip+1)h — Wph, Ie
schéma (27) est celui de Milshtein (voir § 1.2); nous préférons, cependant, le
choix précédent des Up, car nous pensons réduire le temps-calcul en simulant
des lois discrètes plutôt que gaussiennes.

THÉORÈME 4.1.1 : On suppose :

(Hl) b, a sont dérivablesjusqttà Vordre 6 inclus et leurs dérivées sont continues
bornées.

(H2) f est de classe C6 et vérifie :3seN, fi6) e PS(R ; R).

(H3) 3Me(R+,Vjce(R:

| o2(x) a"(x) | < M(\ x | + 1)

| o2(x) V{x) | ^ M{\ x | + 1).

Alors le schéma Monte Carlo défini par(27) conduite V estimation :

3C > 0, VA - ^ , N e N* : | Ef(XT) - Ef(XT) \ ^ C.h2.

Preuve du théorème 4.1.1 : Les fonctions & et a étant globalement lipschit-
ziennes, il existe C > 0 tel que, pour tout x :

\Kx)\<C(\x\ + 1) et | a ( x ) | ^ C ( | x | + 1).

Cette remarque et l'hypothèse (H3) permettent de montrer que le schéma
Monte Carlo satisfait (Cl). On vérifie, par ailleurs, (C2) sans difficulté. Donc,
sous (Hl) et (H2), le théorème 3.1.1 s'applique. •

Remarque 4.1.2 : L'hypothèse (H3) est peu naturelle et restrictive. En outre,
le calcul des valeurs prises par les dérivées secondes de b et a peut se révéler
coûteux en temps-calcul.

Ceci justifie l'introduction d'un nouveau schéma, de type Runge-Kutta
que nous désignerons par « schéma Monte Carlo-Runge-Kutta » ou « schéma
MCRK » et palliant les défauts du schéma Monte Carlo.

4.2* Processus unidimensionnels : schéma MCRK

Commençons par construire ce schéma ; à cette fin, considérons l'Équation
Différentielle Ordinaire :

y(0) - y0

y ' ( t ) - f { y ( t ) ) 9 O ^ t ^ T .

Le schéma d'Euler (yp), construit à Faide d'une discrétisation de [0, T] de
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pas h, s'écrit pour cette équation :

yh
p+1^yh

p-

On suppose ƒ de classe C2 ; la convergence de y^ vers yT est d'ordre h ;
d'ailleurs :

1 y(h) - y\ | < cte h2.

Par contre :

(30) \y(h)-(2y%2 -y^l^Cteh3

puisque :

2 yT - y\ = y0 + hf(y0 + \ f (y 0) Y

(32) y* = ̂  + '

et interprétons (31), (32) comme les premiers termes de la suite récurrente
définie par :

(33) yh
P+i = y h

P '

Ceci définit un nouveau schéma, de type Runge-Kutta d'ordre 1, appelé
« schéma du point-milieu ». Comme (30) le suggère, sa convergence est d'ordre
h2.

Ce schéma du point-milieu « dérive » du schéma d'Euler en ce sens que :

Revenons à présent aux Équations DifiFérentielles Stochastiques et considé-
rons à nouveau le schéma (13) du paragraphe 1.1.

Le schéma MCRK dérive de ce schéma, en ce sens que nous définissons X£,
Xh

x par :

- Xh
x.
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On interprète alors XQ, X* comme les deux premiers termes d'une suite
récurrente. Cette suite permet de définir un nouveau schéma qui fait intervenir
les variables aléatoires W ^ - Wph, W{p+1)h - W^9 Wip+1)h - Wph.

Nous construisons enfin le schéma MCRK en remplaçant ces variables
aléatoires par des variables aléatoires 0p+li Vp+uZp+i telles que :

(à) la suite { Ül9 Vu 02i V29..., 17 Vp,..., ÜN_U VN^1 } est une suite de
variables indépendantes ; cette suite est indépendante de Xo ;

(b) la famille { Up+1, K p + 1 ,Z p + 1 } est Monte Carlo équivalente à la famille

| Wph+xh - Wph, W(p+1)h - Wph+ih, W(p + 1)h - Wph^, pour tout

p = 0,..., N - 1.

Par exemple, on peut choisir :

fît
rj _ rj Y • v — V Y •
Up+1 — U p + 1 AT' V p+l ~ V p+1 AT'

avec Up+1, Vp+l satisfaisant (a') et(è') :

{a') la suite { Ul9 Vu U2i F2,..., Up9 Vp,..., UN_U VN_^ } est une suite de
variables indépendantes, identiquement distribuées ;

(b') la loi commune des Up et Vp est la loi J*?o caractérisée par les égalités (29).

On obtient donc ( Xp+ est analogue au terme yp + - f(yp) de (33) j :

Xp

- \a.a\xp+)h
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±o.o'(Xp)(Up+1)
2 h + i<T.a'(Xp+)(Fp+1)2 h

-±o.&(Xp)(Up+l + Vp+1)
2hl.

Le théorème suivant se montre comme le théorème 4.1.1 :

THÉORÈME 4 . 2 . 1 : Sous les seules hypothèses (Hl ) , (H2) du théorème 4 . 1 . 1 ,
le schéma MCRK conduit à Vestimation :

3C> 0, VA = ~(N G N * ) , | Ef(XT) - Ef(XT) \ ^ C.h2.

4.3. Processus multidimensionnels : schéma MCRK

La remarque 4.1.2 devient particulièrement importante quand les processus
(Xt) et (Wt) sont multidimensionnels : le calcul des dérivées partielles d'ordre 2
des coefficients de dérive et diffusion limiterait les qualités numériques d'un
schéma de type Monte Carlo.

Par ailleurs, il est crucial ici de remplacer les variables aléatoires

f (Wl
s — W\) dW{ par des variables aléatoires à lois discrètes; en effet,

les lois de telles intégrales stochastiques semblent difficiles à simuler.
Nous revenons aux notations du paragraphe 3.2, en supposant que les

fonctions Ak sont indépendantes de temps, l'équation (1) s'écrit alors :

%.[
Nous proposons le schéma suivant, de type MCRK : (1 ^ i ^ d)

xl
p+1 = xP + ^ f;

z j l
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UP+1

+ A^(Xp+)h+ £ f) {2drA){Xp)Al{Xp)S
lJ+l

+ 2 drA)(Xp+) AÏ(Xp+) T? + 1 - BrA)(Xp) A[(Xp) Zl
p>+1}h

où pour tout/? = 0,..., N — 1 et tousy, /c, /, a, (5, y, 5, s, cp choisis arbitrairement
dans { 1,..., m } :

(a) la suite finie { UJ
p+1, Vj+1, S£+1, Tl

p
J
+1, Z

l
p

J
+1 } est indépendante de la

tribu engendrée par {Xl9...,Xp}

(b) la famille j ̂  ^ + i \ A ^ VUi ^ S%± h> Tl*+i h> zî\ih\ es t

Monte Carlo équivalente à la famille :

J — WJ • Wk — Wk

(2p+l)h/2 vv ph> ¥V(p+l)h vv (2p+l)h/2>

\" \w: - W# dWf; f"" (WJ - Wl+
Jtp Jtp + |

Par exemple, on choisit des variables Up, Vp9 0p9 Vp telles que :

(34) — la suite { UJ
p9 Vp9 Ü

l
p

J, Vl
p
J, 1 ^ j ^ /, 0 ̂  p ^ N - 1 } est une

suite de variables aléatoires indépendantes ;

(35) — toutes les variables Ul
p, V

l
p (p = 0,..., N - 1 ; i = 1,..., m) ont

même loi JSP0 définie au paragraphe 4 . 1 ;

(36) toutes les variables UlJ9 Vl
p

J(P = 0,..., N - 1 ;j91 = I9j..9m) ont
même loi équirépartie sur la paire { — 1,1}; poury > / : Up

J — — UJ
p

l

e+ ylj __ __ yji
^ u r p r

 P-

O n définit alors Sp
J
+l9 Tl

p
J
+i, Z

l
p

J
+1 par :

(37)
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(38) pour tous /, j distincts (/, j = 1,..., m) :

z'Ai = SP+I + TP+I + \u'p+1vp+1.

A l'aide du théorème 3.2.1, on vérifie sans difficulté le :

THÉORÈME 4.3.1 : On suppose que les fonctions continues ƒ Ak (0 ^ k ^ m)
vérifient les hypothèses :

(Hl) pour tout te[0, T], la fonction x\-+Al
k{t, JC)(O ^ k ^ m; 1 ̂  i ^ d)

est de classe C6 et toutes ses dérivées partielles sont bornées.

(H2) f est de classe C6 *>* vMfip • il existe un entier s tel Que toute dérivée partielle
d'ordre auplus 6 de f appartienne à Ps(^

d ', ̂ ) .
Alors le schéma MCRK conduit à Vestimation :

3C> 0, VA = J,JVeN*, \Ef(XT) - Ef{XT) \ < C.h2.

4.4. Cas de la dépendance en temps des coefficients

Rappelons la remarque qui suit l'énoncé du théorème 3.1.1 : pour certaines
applications, il est important de supposer que les fonctions 11—• Ak(t, x) sont
seulement continues.

Malheureusement, pour ce cas, il ne nous a pas été possible de construire un
schéma de type Runge-Kutta.

Dans Talay [6], on peut trouver un exemple de schéma de type Monte Carlo
appliqué à une équation multidimensionnelle liée au problème de filtrage.

Nous donnerons ici un autre exemple de schéma, appliqué à une équation
unidimensionnelle mais moins particulière que celle du filtrage.

Supposons donc que (Xt) soit solution de :

Xt = Xo + f b(s, Xs) ds + f G(S, Xs) dWs
Jo Jo

où (Wt) est un processus de Wiener à valeurs réelles,
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Le schéma s'écrit alors :

-î = Xp + Ap+1 +

D. 1

r;
rALAY

*,) r *
KM, x;

,J W 1 > f ^ p + 1

<M, X p ) Ö?M d î

p ) ) 2dw*

où, pour tout/? = 0,..., N - 1, la famille { Ap+1, Bp+1, Cp+1, Dp+1, Ep+l }
satisfait les conditions (39), (40) suivantes :

(39) — elle est indépendante de la tribu engendrée par { Xo> X l5..., Xp }.

(40) — elle est Monte Carlo équivalente à la famille :

r r'r+i _ r^+ i _ r _
\ çj(sy Xp) ds ; ÔMs> XP) °(u> xp) dWu dWs ;
l Jtp Jtp Jtp

r
Jtp

Ôxb(s,Xp) f 0(11,
J

S^j, Xp)

I f P+' 5?afe Tp) f f a(W> J p rfP7 V dWs

Par exemple, on pourra simuler des variables aléatoires U1,..., t/jv-i satis-
faisant les conditions (28), (29).

Soit alors :

a tp+l — 2

, Xp

MP+i — 2 r —

J,F
 1<J s' ÏP °u' p

= 21 a(s,Xp) M'.XJ] W«,
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Jtp

(u(u,Xp)fduds

ep+1 = - r

fp+1 = \tP + 1 di(s,Xp) f (a(H,Fp))di<fe
JtP Jtp

a p + 1 = cp + 1/(ap+x)
2 si a p + 1 , ^ O

= 0 si a + 1 = O

b(u, Xp) du ds

= 0

si ap+1 # 0

si a p + 1 = 0

= 0
si

si = 0

P + I / U P + I s i ap + i 7e O= fP+ila

= 0 si ap+1 = 0

A p + 1 = -

On définit alors Ap+1,..., Ep+1 par :

167

E
P+i =

Remarque : A + 1 est positif ou nul car :

•<p+1 fs

3rfs, XP)
h J'P

a(u, Xv) dWu dW:p/ u s

= E ais, Xp)
ftp + 1

öxofc Xp) x

fx f a(u,Xp)dWudW \.
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Remarque 4.5 : II est clair que, d'un point de vue numérique, un rôle non
négligeable est tenu par la complexité de l'expression analytique des coeffi-
cients de l'E.D.S. à laquelle on s'intéresse.

Par conséquent, il peut s'avérer intéressant de trouver un processus (X*\
satisfaisant une E.D.S. plus « simple » que celle satisfaite par (Xt) défini par (8)
et tel que, néanmoins, le calcul de (2) se ramène à celui de l'espérance de (p(X,*).

Pour ce faire, nous pouvons effectuer un changement de loi de probabilité
de référence à l'aide d'une transformation de Girsanov : on définit P* par :

dP*
dP — exp (qk(s,Xs))

2ds

Notons iT* l'espérance sous la loi P*. Il s'agit de calculer :

ou :

X* = (X*(1>, X*(2i)

== (xt, exp U qo(s, Xs) ds + j J£ (qk(s, Xs))
2 ds Vj .

Sous la loi P*, (X*) est solution de FE.D.S. :

/
Ak(t, X*^) qk(t, dt

+ Y, Ak(t, X*w) dW*k

dX,*™ = (qh(t, X dt

ou

W* - Wt - f f qk(s, Xs)
* = i Jo

ds

est un (Q, F, F^, P*) mouvement brownien.
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5. TESTS NUMÉRIQUES

Nous avons considéré l'Équation-test unidimensionnelle suivante :

v(t) est une fonction positive régulière en t, telle que f (0) = 1

Xo = variable aléatoire gaussienne centrée réduite

dX, = { ( ƒ , - rt) Xt-2r, X, exp(- rt X,2)

+ (\ + e x i / - 4 r, X,2\\ dW,.
\ ' V z ' " //

On vérifie que (Xr) suit une loi gaussienne centrée de variance v(t). Par la

suite : v(t) = - (2 + cos (a/)), a variant entre 0 et 2.

Nous avons testé les schémas de discrétisation suivants :

a) le premier schéma du paragraphe 1.1 :

le second schéma d u p a r a g r a p h e 1 . 1 :

Xp+l =Xp+ o(Xp) Up+l

c) le schéma Monte Carlo du paragraphe 4 . 1 ;

d) le schéma MCRK du paragraphe 4.2.

Le pas de discrétisation h a été fixé à 0.1, et le nombre de discrétisations
a été fixé à 100.

A chaque pas, nous avons efiFectué 10 000 simulations de la variable aléatoire
UP+X

 : U$x,...9UfflQ(\ nous ayons donc obtenu 10 000 réalisations
indépendantes de Xp+1 :
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Finalement, nous avons calculé les erreurs :

| 10000
^„4-1 = ÏÖÖÖÖ J

Compte tenu du nombre de simulations, les résultats théoriques précédents
prévoient :

pour les schémas (a), (b) = ep+i d'ordre h = 0.1

pour les schémas (c), (d) = ep+1 d'ordre h2 = 0.01

Les résultats numériques, obtenus sur un ordinateur DPS68 de la CII-
Honeywell Bull, équipé du système MULTICS, sont les suivants :

Erreur absolue
moyenne sur 100 pas

Temps CPU

Schéma (a)

0.152

500 s

Schéma (b)

0,114

500 s

Schéma (c)

0.013

1700 s

Schéma (d)

0.012

1 000 s

(Les courbes d'erreurs sont données en Annexe II).

Conclusions

(1) les résultats numériques confirment les ordres de convergence prédits
par la théorie ;

(2) le schéma MCRK permet un gain de temps CPU appréciable par rapport
au schéma Monte Carlo (le nombre de termes à calculer à chaque pas
est plus faible) ;

(3) à pas identique, le schéma MCRK est 2 fois plus lent que le schéma (a) ;
cependant, pour que le schéma (à) donne la même précision que le schéma
MCRK, il faudrait diviser son pas de temps par 10 : le temps CPU corres-
pondant serait alors multiplié aussi par 10.

6. CONCLUSION

En raison de sa vitesse de convergence et de sa simplicité, il nous paraît
préférable d'utiliser le schéma MCRK (§ 4.3) pour la mise en oeuvre de la
méthode décrite au paragraphe 0.3.

Toutefois, dans (Talay [5], Pardoux et Talay [3]) il est montré que ceci n'est
plus vrai ni du point de vue théorique, ni du point de vue numérique lorsqu'il
s'agit d'approcher (Xt) trajectoire par trajectoire.
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ANNEXE I

LEMME 3.1.2 : On suppose satisfaites les hypothèses du théorème (3.1.1).
Alors Végalité (19) est satisfaite.

Preuve du lemme 3.1.2 : Nous utiliserons ad libitum les résultats des théo-
rèmes 2.2 et 2.3 qui justifient toutes les différentiations ci-après : *

Jtp
J, Xp+1) ds

= v(tp, Xp) + | }](Xp + i - XJ d\v(tp, Xp) +

+ (F P + 1 +xp)
6d6

xv(tp9x*+1)

dnv(s,Xp+1)ds

avec X*+1 compris entre XpetXp+1.
En utilisant (C2 (v) et (vi)), nous réécrivons l'inégalité suivante sous la

forme :

v(tp+1) xp+1) * v(tp, xp) + j ; l ( ï _ xpy d\v(tp, xp) +
i l l

f Ôov(s,Xp+1

Jtp

Ôov(s,Xp+1)ds+0(h3).

Notre but est donc de montrer (20) :

(20) t h E i d^lP' Yr*- J

t = l ' *

Pour cela, nous utiliserons les expressions explicites des espérances condition-
nelles données par (C2) ; il apparaît nécessaire de trouver, par ailleurs, une

Ç*P +1

expression approchée de ôov(s, Xp+1) ds dans laquelle les dérivées de v
p —

sont considérées au seul point (tp, Xp) ; le théorème 2.3 permet la dérivation
v o l 20, n° 1,1986
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en x (éventuellement plusieurs fois) de dov(s, x) ; par contre, il nous manque
la dérivabilité en s de cette fonction, pour laquelle il faudrait la dérivabilité
en t de b(t, x) et a(t, x) (mais il est crucial pour les applications au filtrage
de supposer seulement la continuité de b et a par rapport à t) (cf Talay [6]) ;
cette difficulté va être contournée en utilisant (15) et la dérivabilité en t de
dxv{t,x\ d\v(t,x\ etc. (théorème 2.3) :

dov(s, Xp + J ds * - Ls v(s, Xp+1) ds.

Grâce à (Cl), (C2), on en déduit :

dov(s, Xp+1) ds £ - Ls v(s, Xp) ds -
Jtp Jtp

l*tp + i

- (xp+i - xp) diLs v& Xp) ds -

— -z(Xp+i — Xp)
2 ô\Ls v(s, Xp) ds -h 0(A3)

Commençons par traiter :

Ls vis, Xp) ds

Xp) 3^(5, Xp) ds -fb(s,
Vtp

+ 7:

Or, pour tout x e I

(22) f b(s, x) dlV(s, x) ds = d^p, x) | b(s, x) ds +

Jtv

+ b(s, x) ô0 d^iu, x) du ds
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çtp + i

= dtv(tp,x) b(s,x)ds
Jtp

b(s,x) d1Luv(u9x)duds
Jtp

b(s,x)ds

çtp+ 1 çS

- dxv(tp, x) b(s, x) d&u, x) du ds
Jtp Jtp

çtp +1 r*s

- d\v{tp, x) b(s, x) b(u, x) du ds
Jtp Jtp

Çtp+ 1 çS

- d\v(tp, x) b(s, x) o(u, x) dra{u, x) du ds
" tP - *'v

- \ à\v{tp, x) p + 1 b(s, x) f (afc x))2 du ds
Jtp Jtp

Çtp + 1 çS

- b(s, x) dxb{% x).(u - tp) d0 d^a^, x) du ds
Jtp Jtp

- f P ' b& x) f b(u, x).(u - tp) d0 d\v{$UJ x) du ds
Jtp Jtp

Çtp+ 1 ÇS

b(s, x) a(u, x) d^iu, x)
Jtp Jtp

x (u - tp) d0 d\v{yu, x) du ds

- \ \ P l b(s,x) f (o(u,x))2

Jtp Jtp

x (M - tp) d0 d\v(bu9 x) du ds

avec <xtt, ptt) yu9 5U appartenant à ]t u[.
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Grâce au théorème 2.3 (ii) et à (Cl), il est donc justifié d'écrire :

(23) f P b(s, Xp) dxv(s, Xp) ds & dxv{tp9 Xp) f ' b(s, Xp) ds

~ 3 i ^ p , Xp) \ P + 1 Ks, Xp) f 3,6(1*, Xp) ̂ w J5

- ôfi<fp, Zp) f P + 1 b(s,
Jtp

Xp) p

Jtp

[ du ds

2

De même :

f P + 1 b(s3 Xp) f
Jtp Jtp

1 f ' + l , ,
-A H*,

ds

f 52LW i;(w, J p
Jtp

(24)

Xp) du ds

\dAtp,Xp) f**1 (o(s,Xp))
2 f

Jtp Jtp

3M'p, ^p) f P+1 (^fe ^ P ) ) 2 f d
Jtp Jtp

\d2Atp, Xp) p " (o(s, Xp)f f o(u, Xp) d\a(u, Xp)duds
Jtp Jtp

I d\v{tpJ Xp) [+l (afe Yp))
2 f (^ote Jp))2 di A

Jtp Jtp

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical ModelHng and Numerical Analysis



DISCRÉTISATION D'UNE ÉQUATION STOCHASTIQUE 175

- \ Ô\v(tp, Xp) J ' (o(s, Xp))
2 P b(u, Xp) du ds

P tp

ftp +i /»S

- Ô\v{tp, Xp) (G(S, Xp)f a(u, Xp) d^u, Xp) du ds

1 ftp +1 (*S

4 l P' P Jtp ' Jtp ' P

Finalement, R1 est égal à la somme des termes de droite des égalités (23)
et (24).

Considérons à présent R2. Grâce à (C2) :

*2 = (*p+i " Xp) T ' 5XLS v(s, Xp) ds

b{s, Xp) ds • d1Ls v(s, Xp) ds + 0(h3) .

En effectuant des calculs similaires à ceux qui relient (22) à (24), on vérifie :

ftp + i r ftp + t

(25) R2 ^ b(s, Xp) ds • } 51t)(^p, Xp) d^is, Xp) ds
Jtv l Jtp

1 b(s, Xp) ds

1

^îKfp. Xp) I a(s, Xp) diO(s, Xp) ds
Jtp

\ d\v{tp, Xp) [
 P ' (a(s, Jp))2 & + 0(A3) .
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De même :

R3 = \{Xp+x - Xp)
2 r dj Ls v(s, Xp) ds

Jtp

(26) ^ \ [P + \a(s,Xjf dsid^X,) P + >d\b{s,Xp)ds

+ 2d\v(tpyXp) V *'dJfrXJds

J p

+ d\v(tp, Xv) frais, Xp)f ds

+ d\vifp, Xp)[" ' a{st Xp) fiais, Xp) ds

tp

+ 2 d\vitp, Xp) f ' ais, Xp) dtais, Xp) ds

?+1 iais, Xp))
2 ds

A présent nous revenons à (21), où nous remplaçons R1, R2, R3 par les
expressions données par (23), (24), (25), (26).

Dès lors, la preuve de (20) est immédiate grâce aux égalités de (C2).
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ANNEXE II

0.01300

-0.02780

- -0.U

Evolution de l'erreur
due au schéma (a).

Evolution de l'erreur
due au schéma (b).
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0
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schéma

; vv

0
0
0
0
0
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0
0
0
0
0
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_ 0.04400
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