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UN CRITÈRE DE CONVERGENCE POUR DES MÉTHODES
GÉNÉRALES DE POINT FIXE (*)

par Jean-Claude MIELLOU C) et Pierre SPITERI (A)

. Communiqué par F. ROBERT

Résumé. — On définit et on caractérise la notion d'opérateurs H-accrétifs qui généralise celle
d'opérateurs H-monotone s [22]. L'intérêt de cette notion réside dans le fait qu'elle permet d'obtenir
des conditions suffisantes de convergence des algorithmes parallèles et séquentiels de relaxation
pour la résolution de problèmes non linéaires éventuellement multivoques ; pour une décomposition
par blocs particulière des opérateurs intervenant dans le système à résoudre, si on fixe les variables
d'interactions, la résolution des problèmes diagonaux correspondant à cette dernière permet alors
d'associer une application de point fixe ; celle-ci, sous des hypothèses convenables, incluant celle de
H-accrétivité, est contractante en norme vectorielle pour la décomposition envisagée et on obtient
donc des critères de convergence simples à mettre en oeuvre pour l'étude de méthodes générales
d'approximation de point fixe par des itérations asynchrones. Le critère proposé s'applique également
lorsque l'application de point fixe est associée à une décomposition par blocs, moins fine, que la
décomposition initiale.

Abstract. — We define and we give a characterization of the notion of H-accretive operators
which generalizes these of H-monotone operators [22]. The interest ofthis notion consists in thefact
that it allows to obtain sufficient conditions of convergence for parallel and sequential relaxation
algorithms allowing, thus, the resolution of non linear prohlems, including possibly multivalued
operators ; for a particular block décomposition of the operators arising in the system to solve, when
the interactions are fixed, the resolution of diagonal sub-problems corresponding to this last décom-
position allows then to associate a fixed point mapping ; this one, under appropriate assumptions,
and particularly the H-accretivity assumption, is contractive for a vectorial norm for the particular
block décomposition and we obtain then convergence enterions very easy to apply to the gênerai
methods of fixed point approximation by asynchronous itérations. The proposed criterion can be
applied again when the fixed point mapping is associated to a splitting sharper than the initial décom-
position.

INTRODUCTION

La résolution itérative de systèmes linéaires dont les matrices ont une
structure par blocs par la méthode de relaxation est bien classique en calcul
scientifique, même si l'on note depuis quelques années l'émergence et le déve-
loppement d'autres méthodologies, comme par exemple la méthode du gradient

(*) Reçu en janvier 1985.
f1) U.A. CNRS n° 741 et L.A.N.L. Route de Gray, 25030 Besançon Cedex.
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646 J.-C. MIELLOU, P. SPITERI

conjugué et ses variantes, les méthodes multi-grilles ou celles utilisant la
transformée de Fourier, etc.. Dans ce cadre linéaire, l'intérêt qu'a pu présenter
la méthode de relaxation par blocs était dû, dans le cas de la résolution numé-
rique de problèmes elliptiques discrétisés par différences finies classiques :

— à la commodité de résolution de sous-problèmes linéaires triples-dia-
gonaux,

— à une amélioration de la vitesse de convergence de ces algorithmes par
blocs, par rapport à celle des algorithmes par points homologues,

— à une possibilité commode de décomposer de grands problèmes en
sous-problèmes de taille plus modeste compatible avec les capacités des
mémoires centrales des ordinateurs utilisés, cette technique présentant en
outre l'avantage, par rapport à d'autres méthodes de décomposition, d'une
gestion aisée des données stockées sur mémoires périphériques.

De plus, toujours dans le cadre linéaire, ont été développées diverses techni-
ques d'analyse du comportement des algorithmes itératifs de relaxation par
blocs, parmi lesquelles nous retiendrons ici essentiellement la notion de
matrice minorante liée aux travaux de A. Ostrowski [28], D. Feingold-
R. S. Varga [17] et F. Robert [29].

Tant au plan des algorithmes proprement dits qu'en ce qui concerne l'analyse
de leurs comportements, l'objectif du présent article est de transposer les
résultats obtenus antérieurement, dans le cadre linéaire, pour la méthode de
relaxation par blocs au niveau de certaines classes de problèmes non linéaires,
pour lesquelles il est bien connu que les méthodes de relaxation ont conservé
jusqu'à présent tout leur intérêt :

— problèmes d'Hamilton-Jacobi-Belhnan (cf. les travaux d'El Tarazi [16]),
problèmes de l'obstacle (cf. le livre de A. Bensoussan-J. L. Lions [5] et l'article
de C. W. Cryer [14]), problèmes à frontière libre (cf. les travaux de C. Baiocchi
et al. [1]), problèmes complémentaires (cf. les travaux de R. W. Cottle et al
[13]),

— problèmes d'I.Q.V. (cf les travaux de J. C. Miellou [26] en relation avec
ceux de P. Cortey-Dumont [12]),

— problème de commande optimale associé à des équations aux dérivées
partielles (cf. les travaux de R. Gonzalez-E. Roftnan [19]).

Par ailleurs, dans la suite, nous nous plaçons dans une optique d'emploi
et d'analyse de la méthode de relaxation dans le contexte de résolution d'un
système d'équations non linéaires de la forme :

A(X) + Ad(X) 3 0

pour lesquelles nous nous efforçons de mettre en évidence des opérateurs A
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CONVERGENCE DES MÉTHODES DE POINT FIXE 647

et Ad qui entraînent des propriétés de contraction en norme vectorielle de
l'application de point fixe associée, garantissant la convergence des méthodes
de relaxation par blocs et par sous-domaines (ou par grands blocs) dans un
cadre algorithmique permettant aussi bien l'utilisation d'ordinateurs tradi-
tionnels que celle de calculateurs parallèles synchrones (algorithmes série
parallèle au sens de F. Robert et al. [31]) ou asynchrones (algorithmes parallèles
de relaxation asynchrones étudiés successivement par D. Chazan-M. Miranker
[9], J. C. Miellou [25] et G. Baudet [3]) ; sur le plan de l'analyse du comporte-
ment de ces algorithmes, les notions utilisées contribuent donc, en définissant
et caractérisant des classes d'opérateurs, à l'obtention des propriétés de
contraction en norme vectorielle de l'application de point fixe.

Il convient d'ailleurs de préciser que pour la plupart des applications évo-
quées ci-dessus, les opérateurs intervenant dans le problème ne sont pas
forcément symétriques [33] et que l'étude ne relève pas de techniques d'opti-
misation (cf. [7], [18] et leur bibliographie).

La notion de matrice minorante initialement utilisée dans le cadre linéaire
ne permet pas d'effectuer l'analyse de ces méthodes de relaxation appliquées
dans de tels contextes non linéaires ; d'où l'introduction de nouvelles variantes
de matrices minorantes H-monotones déjà étudiées dans un contexte hilbertien
par J. C. Miellou [22] et ff-accrétives qui sont développées dans le présent
travail, avec pour avantage la possibilité de considérer des sous-espaces
munis de normes de type !x ou /ro, mieux adaptées au calcul scientifique que
les normes hilbertiennes.

Indiquons que, outre l'étude de la convergence d'algorithmes de relaxation
et grâce aux propriétés de contraction en norme vectorielle de l'erreur à chaque
itération, la notion de H-accrétivité étudiée ici permet d'effectuer un contrôle
des erreurs du type F. Robert-J. Schroeder (cf. [29]) sous la forme proposée
par J. C. Miellou [25], ce qui rend possible des tests de convergence efficaces,
voire même une prévision à faible coût de calcul du nombre d'itérations pour
atteindre une précision donnée. Par ailleurs, grâce à un résultat de J. C. Miellou
[25], on sait qu'une application contractante en norme vectorielle est également
contractante pour une norme scalaire adaptée, ce qui, grâce aux travaux
d'El Tarazi [16] garantit également la convergence des algorithmes étudiés
ici ; cette approche peut s'avérer intéressante d'utilisation notamment pour
l'étude de certaines applications en relation avec des problèmes de commande
optimale pour lesquels nous renvoyons à [33].

Le présent article se subdivise en deux paragraphes, le premier étant consacré
aux rappels de la formulation des méthodes parallèles de relaxation asyn-
chrones ainsi qu'aux principaux résultats de convergence. Au second para-
graphe, nous définissons et nous caractérisons les opérateurs if-accrétifs,
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648 J.-C. MIELLOU, P. SPITERI

puis nous établissons des résultats de convergence des algorithmes parallèles
de relaxation par blocs et par sous-domaines ; ces résultats théoriques sont
ensuite illustrés par l'étude d'applications en relation avec des problèmes
aux dérivées partielles non linéaires; à partir de ce point de vue, d'autres
applications de ces notions sont envisageables et nous renvoyons à [33].

1. RAPPEL DE LA FORMULATION DES ALGORITHMES DE RELAXATION SYN-
CHRONES ET ASYNCHRONES ET DE RÉSULTATS DE CONVERGENCE

1.1. Définitions : un résultat de convergence en norme vectorielle

Soit E un espace de Banach réflexif (*) et p un entier naturel; pour
/ e { l , . . . , P } , soit { Et} une famille d'espaces de Banach réflexifs; on note
| . |, la norme de Ev On considère, également, la décomposition de E, en un
produit fini d'espaces de Banach du type :

CD E = n £i.

1 = 1

Soit X un élément de E ; on note :

(2) X - { xl9..., xb ..., xp } , xleEl

et q la norme vectorielle canonique sur E définie comme suit :

(3) « m = { | x 1 | 1 , . . . , | x I | ï , . . . , | x | l | ( l } .

Soit F une application de D(F) a Eh valeurs dans D(F), telle que :

(4) D(F) * 0

où 0 est l'ensemble vide.
Compte tenu de la décomposition de E, on peut considérer celle de F définie

par :

(5) F(X) = { FM .... FZ(X),....

(*) En pratique, dans les applications, E sera l'espace Rv ou l'espace des fonctions continues,
ou celui des fonctions continues par morceaux [33].
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CONVERGENCE DES MÉTHODES DE POINT FIXE 649

et on considère le problème de point fixe :

f Trouver X* e D(F) tel que :
(6) I
On détermine X * par des algorithmes de relaxation parallèles synchrones ou
asynchrones par blocs ou par sous-domaines (*) qui se définissent en utilisant
les notions définies ci-dessous :

DÉFINITION 1 : Une stratégie ^ est définie par une suite { s(p) } pour p e M
telle que :

(7) V/>eN, s ( / > ) < = { l , 2 , . . . , p } e t s ( p ) * 0

(8) V/ e { 1,..., (3 }, Vensemble { p e N \ l e s(p) } est infini.

DÉFINITION 2 : Une suite de retards 3$ est définie par une suite { r(p) }
telle que :

VpeN, r{p) = {r1{p),...,rl(p),...9ri(p)}eN\ et V/e { 1,..., p }, V/> e N,
Vapplication :

vérifie :
(9) p,(/0 S* 0
(10) lim p;O) = + oo .

Compte tenu des définitions précédentes, les algorithmes parallèles de relaxation
asynchrones peuvent alors être modélisés comme suit :

DÉFINITION 3 : Soit X(0) e D(F); on considère alors la suite { Xip) } d'élé-
ments de E définie par induction :

(x\p) si
(11) VpeN, V / e { l , . . . , p } , f+11 L si l e s(p)
où

W = {...,x%-rkip\ . . . } , W eE.

Remarque 1 : La notion de stratégie correspond aux numéros des compo-
santes sur lesquelles on travaille. La notion de retards rend compte de l'asyn-
chronisme avec lequel est traitée chacune des composantes du vecteur X ;
lorsque les retards sont identiquement nuls, la formulation (11) correspond

(*) p représente donc ici le nombre de processeurs de calcul.
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650 J.-C. MIELLOU, P. SPITERI

alors aux algorithmes de relaxation synchrones [31] ; si, de plus, pour tout
peN :

• s(p) = { 1,2,..., p} ,
(11) modélise l'algorithme de Jacobi par blocs ;

• $(p) =P mod (p) + 1,
(11) modélise l'algorithme de Gauss-Seidel par blocs.

On précise également que l'algorithme défini par (11) modélise une méthode
de relaxation, où chaque composante xt est calculée à l'aide des valeurs dis-
ponibles de fonctions d'interactions wk.

On peut alors énoncer le résultat général de convergence suivant, établi
par J. C. Miellou [25] :

PROPOSITION 1 : Sous les hypothèses (4) et :

(12) F admet un point fixe X* e D(F)

F est contractante en X* pour la norme vectorielle q, c'est-à-dire
qu'il existe une matrice J de type P x p, non négative, telle que p(2) < 1
et vérifiant F inégalité :

q(F(X*) - F{W)) < Zq(X* - W), VW e D(F)

(13)

alors :

• (11) définit Xip) quel que soit/? et { X{p) } reste dans D(F) ;
• { X{p) } converge fortement vers X* point fixe de F.

Remarque 2 : On envisage à présent l'introduction d'un paramètre de
relaxation œ dans les algorithmes (11); on considère donc une application
Fm9 de domaine D(F\ définie par :

On sait alors [25] que Fm admet X * pour point fixe et, que si, de plus :

alors, F& est contractante en norme vectorielle, la matrice de contraction
étant :

(15)
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CONVERGENCE DES MÉTHODES DE POINT FIXE 651

De plus, sous les hypothèses (4), (12) et (13), on a pour la suite { Xip) } l'esti-
mation suivante de la vitesse asymptotique de convergence ([25]) :

lim sup|X (p ) - X* |* < pfô).
p->co

1.2. Un résultat de convergence en norme scalaire

Soit p(5) le rayon spectral de la matrice J ; grâce au théorème de Perron-
Frobenius on sait que :

Vv e [p(3r)s 1[, il existe un vecteur Tv de Rp tel que :

(16) 3^v ^ vrv

et
Fv > 0 (composante à composante).

Soit y\ la Z-ième composante du vecteur Fv ; on peut alors définir la norme
p

suivante sur E = f ] El [25] :

(17) i l* l lv ,2= Max 1 ^
{ 1 P } H

et on a alors le résultat suivant de contraction en norme || || v ̂  [25] :

PROPOSITION 2 : Soit F une application de D(F) c £, à valeurs dans D(F).
Soit # une matrice de type { P, P } non négative de rayon spectral strictement

inférieur à 1, et F vérifiant une propriété de contraction en norme vectorielle du
type (13).

Alors, pour tout X*, W e D(F\ on a :

(18) || F(X*) - F{W) ||Vi? <. v || X* - W ||v>3 .

On peut alors énoncer un résultat de convergence suivant établi par M. N. El
Tarazi [16].

PROPOSITION 3 : Sous les hypothèses (4), (12) et (18), la suite { Xip) } définie
par (11) converge fortement vers X * point fixe de F.

2. NOTION D'OPÉRATEURS H-ACCRÉTIFS

2.1. Définition et caractérisation

On considère le problème de la forme :

(19) Ad(X) + A(Jf)90, XeE

vol. 19, n°4, 1985



652 J.-C. MIELLOU, P. SPITERI

où :
A : D(A) c E - E

est une application univoque, et Ad est une multi-application diagonale dont
on précisera les propriétés ultérieurement. Pour tout / e { l , . . . , P } , soit
D{ c Ev On pose alors :

D(À) ={{0,

et on décompose alors l'application A(X) comme suit :

A(X) = { AX{X)9..., A^X),.... Ap(X)} .

Pour tout WeD(A\ pour tout k, / e{ l , . . . , P}s soit A|£ l'application de
Dk dans E( définie par :

xkeDk^ A%(xk) = A,(wl5..., wk_u xk, wk+l9..., wp).

Remarque 3 : Dans l'optique d'une décomposition du système (19) par
blocs, si k = /, l'application Ajf (x,) représente l'analogue du Même bloc
diagonal de l'opérateur A(X), et lorsque k ^ /, l'application A^{xk) fait
référence à l'interaction entre le /-ième et le À>ième bloc.

Pour tout / e { 1, ..., P }, soit £/*, muni de la norme | \f, le dual de Ev Par
application du théorème de Hahn-Banach on peut considérer la multi-appli-
catîon Gt définie comme suit :

telle que :

- | xl \f et | x,

où < , >; désigne le produit de dualité entre Ex et Ef.
On considère à présent l'hypothèse :

(20)

il existe une Z-matrice N9 de coefficients nlk, (nu > 0 et nlk < 0 si k ^ /)
de type p x p telle que : W e { 1,..., p }, VX9 X' e D(A), lgi G Gl(xl - xd
vérifiant :

At(X) - At(X
f)9 Ql\> X nîk \xl-x'l\l.\xk-x'k\k.

k=l
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CONVERGENCE DES MÉTHODES DE POINT FIXE 653

DÉFINITION 4 : Vhypothèse (20) étant vérifiée, on dira que la matrice N corres-
pondante est :

i) une minorante Z-accrétive de A ;
ii) une minorante M-accrétive de A si la Z-matrice N est une M-matrice.

On considère les hypothèses supplémentaires suivantes, qui, dans les appli-
cations envisagées ultérieurement, seront vérifiées :

(21) V/ e { 1,..., p }, Dt est quasi-dense au sens de Kato [20].

(22) V/G { 1,..., p }, MW e D(A), l'application Afi e s t hémi-continue sur Db

Remarque 4 : L'hypothèse (21) traduit, en fait, que Dt est un ouvert dense
dans Ex ; l'ensemble des hypothèses (21) et (22) correspondent à des propriétés
de régularité, d'une part, du domaine D(A), et d'autre part, de l'opérateur A.

PROPOSITION 4 : Les hypothèses (21) et (22) étant vérifiées, alors la condition
(20) est équivalente à Vensemble des conditions :

V W G D ( A ) , V / , f c e { l , . „ , P } , tels que k=£l, VxkJx
f
keDk

' Ik \^k) Aji, IXi ) li Ŝ- ?ÎTIJ j Xt Xv \v .

Remarque 5 : Les conditions (23) et (24) traduisent, respectivement, une
condition d'accrétivité forte pour le Même sous-problème diagonal et une
condition de Lipschitz pour les termes de couplage entre les blocs / et k.

Démonstration :

1) On suppose que la condition (20) est vérifiée.
Considérons l e t l ' éléments de D(A); supposons de plus que X et X'

ont mêmes composantes que nous notons wk pour fce{l,...,P}etfc^/et
soit respectivement xt et xj les Z-ièmes composantes de X et X'. Soit
gt G G^Xi - xf

t) ; compte tenu du choix particulier de X et X\ on a, à cause
de (20) :

Donc on retrouve (23).
Soit /G, / G { 1,..., P } tels que k ^ /, et W e D(A). Soit X, X' e D(A) ; comme

précédemment, on suppose que, excepté les &-ièmes composantes xk et x'k,
XetX' ont des composantes identiques que l'on note toujours par wb l # k.

vol. 19, no 4, 1985



654 J.-C. MIELLOU, P. SPITERI

Puisque wt e Dh Dt étant une partie quasi dense au sens de Kato de £„ alors
on sait qu'il existe un sous-ensemble Jtm de Eb dense dans Et et que pour tout
hx e JiWl et 8 assez petit, wl + eht e Dv Soit, donc ht e JiWi et :

X = { x l5 . . . , xt,..., Xp }

avec :

{ wr si r ^ l et r =£ k

wt + e/z, si r = /, c > 0

k si r = i.
Soit ^| e Gj(xJ — w )̂ ; on a alors #J G Gfah^ et, à cause de l'homogénéité
de l'application de dualité, g\ e zGt{h^. Si xfc5 x^ e Dfc, on peut former :

< A,(XE) - A,(JT'), 9l >i > nu e2 | A,|î + snIfc | x, - x'k \k.\ h, |,

ou encore, compte tenu de la remarque précédente :

< Az(Xe) - At{X'), 9l \ >nuz\ ht \f + nlk \xk-x'k \k.\ hx \x.

Or :

qui, par Fhémi-continuité de Aff, converge pour e tendant vers zéro vers
Ajf (wj) = Aj^(xk), ce qui implique :

y^^J \ 'Hk^U - *HkKxkh 9l )i ^ ?% I f̂c — f̂c Ifc-I hl 11 •

On considère, à présent, le choix suivant :

\ = Aï(**) - AÎ(xO.

Par hypothèse de quasi-densité de D ,̂ on peut trouver une suite { h\p)} cz ^Wi,
convergeant fortement dans El vers /zf, et une suite { g[p)} telle que pour tout/?,
g\p) G G((/ïjp)) et ^|p) convergeant faiblement vers gî e G{{h^ dans £,*. De plus,
pour tout p, l'inégalité (25) étant vérifiée par h\p\ g^\ on obtient donc :

< Ajftxfc) - Ai%(x& ~gx >, ^ n t t | xk - xk |k.| A, |,.

On change hx en — ht ; il vient :

| < A£(xk) - A£(xfc), ft >i | < - nik | xfe - xk |fe.| Â, |,,
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CONVERGENCE DES MÉTHODES DE POINT FIXE 655

ce qui, pour le choix particulier de hu s'écrit encore :

I \ If < ~ n l k \ x k - x'k \k | \ \x ;

compte tenu de la définition de ht, ci-dessus, on retrouve bien l'inégalité (24).
2) Réciproquement, on suppose vérifiées (23) et (24), pour X, X' eD(A),

pour le { 1,..., P }. Soit gx e Gx{xx — x|). On peut écrire :

= 2 J L\ Aj(x l s "• ' xk-li> xk> Xk + U ~~> x p) ~~ Aj (x l s ...3Xk, X k + 1 , ..., Xp), 0^ > J .

fc=l

On pose :

W = { Xl9 ..., Xj^.!, Xfc, Xk+i, ..., Xp } .

Alors :
A^X-L, ..., xk_1? xk, xk + 1 , . . . , Xp) = Alk (xk)

A|(x ls..., xk_ l s xk, xk + 1 , . . . , Xp) = Alk (xk)

donc :

< A,(X) - At(X'l Ql >, = £ < AjT(xk) - A!T(4), 0, >«

et en appliquant à chaque terme de ia somme précédente, (24) si k ^ /e t (23)
si k = l, on retrouve bien l'inégalité (20).

Remarque 6 : Dans le cas où Et est J5fa et £,* est £f °°5 le raisonnement effec-
tué dans la partie a — de la démonstration précédente peut être étendu en
considérant la convergence faible — * [6] dans JSf °°.

DÉFINITION 5 : La condition (20) étant vérifiée, ainsi que les hypothèses (21)
et (22), si N est une minorante M-accrétive de l'opérateur A, on dira que A est
H-accrétif

II reste à préciser les propriétés de l'opérateur Ad ; on suppose que, pour
tout le { 1,..., p }, Ad est une multi-application diagonale, c'est-à-dire :

Ad(X) = { AftxA ..., A?(x,),..., Adp(xp) } c E

où A? est, également, une multi-application de D(Ad) a El dans Eh vérifiant
l'hypothèse de m-accrétivité [4] suivante :

j ^ e G ^ - x ; ) telque < r\, - ^b gx \ ^ 0 .
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2.2. Un résultat de contraction en norme vectorielle pour une décomposition
en blocs du problème

A étant un opérateur H-accrétif, sous l'hypothèse (26), on considère le pro-
blème (19). On s'intéresse à la résolution de ce problème par des méthodes
parallèles de relaxation asynchrones par blocs. Pour cela, on va considérer
une décomposition du problème (19) en p sous-problèmes ; on conserve les
hypothèses précédentes et on les complète par les suivantes :

i - i p
( 2 7 ) V/ G { 1 , . . . , p } , A ; e s t d é f i n i s u r 3 X = \ { E k x D l x f l Ek

k=i k=i+i

® = { ̂ i ' •••> ̂ p } G ^+ *e c ^ n e ^es vecteurs de composantes
non négatives de !RP.

L'application 2l étant l'identité dans Eh on suppose que,
VW e E , V/ e { 1,..., p }, l'application :

(29) i
^ x, -+ Af (xt) + Ajf (*,) - nn 3,

, est m-accrétive.

Soit W e E ; on considère alors les problèmes :

I V/ e { 1,..., p }, trouver xt e Et tel que :

O

Grâce aux hypothèses (27), (29), les problèmes (30) ont tous une solution qu'on
pose :

V f \

et on peut toujours associer au problème (30) l'application de point fixe :

*i = FltBl(W)

de telle sorte que :

X = { ..., xl9 ...} = { ..., FltBl(W)9... } = F@(W).

On considère de plus l'hypothèse supplémentaire :

les hypothèses (20), (21) et (22) étant vérifiées, on suppose que A
est un opérateur H-accrétif; donc V/{ 1,..., P }, la condition (20)
(ou ce qui est équivalent, les conditions (23) et (24)) sont vérifiées
par At sur % défini en (27).
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Soit D la matrice diagonale de type { p x p } de coefficients diagonaux
dx = nu ; soit 3® la matrice diagonale de coefficients diagonaux 0,, VZ e { 1,...; P }.
Soit L (respectivement U) la matrice strictement triangulaire inférieure (res-
pectivement supérieure) de coefficients :

[ — nlk si k < l f { — nlk si / < k
Llk = i respectivement Ulk = \

lk (0 si k > l V 10 si k <

et #@ =(ö+30)"1(3© + L + U).

PROPOSITION 5 : Les hypothèses (27), (29) et (31) étant vérifiées, F@ est bien
définie sur E, de manière univoque, admet pour unique point fixe X*, solution du
problème (19) et déplus :

(32) V P F G E , q(F@(X*) - Fe(W)) ^ ÏS&q(X* - W)

où : p(Je) < 1 •

Démonstration : On indique brièvement une preuve de ce résultat, qui sera
redémontré lors du prochain paragraphe dans un cadre plus général.

Soit W, W' G E, rjj(x,) G A?(XZ) et rj^xj) G Af(xj) ; écrivons les problèmes
(30), on obtient :

0 = TI^X,) 4- A I(w l ï...,w,_1,x I,Wi+1, ...,wp) + 9,(X| - w,)

On soustrait membre à membre les deux égalités précédentes, et soit
Qx G Gz(x( — xj) tel que l'hypothèse (26) soit vérifiée ; en multipliant par gt,
il vient, compte tenu de (20) et (26) :

t i-i p i

Z "ik I wk - < \k + nu | x, - xj |, + Z nik I wk - wi |fc M x, - xj |, +
k=i t=i+i J

+ e, I xj — xj |f — e, | W| — w\ \r\ x, - x; |, ^ o

d'où, pour / G { 1,..., P }, et compte tenu que nlk ^ 0 pour k ^ /, on a :

P
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soit matriciellement :

(D + 3@) q(X - X') ^ (3e + L + U) q(W - W) .

Par hypothèse, N est une M-matrice, donc D est également une M-matrice, et :

N = (Z> + 3O) - (L + 17 + 3a)

constituant un partitionnement régulier de N, on est assuré que (cf. [27]) :

et 3@ est bien une matrice de contraction pour la norme vectorielle q.

COROLLAIRE 1 : On considère les algorithmes de relaxation asynchrones
appliqués à Fapproximation du point fixe X* de Fapplication FQ définie sur

p
F espace produit E = Y[ Et

 a valeurs dans ce même espace.
i = i

Sous les hypothèses de la proposition 5, il y a convergence vers X* des itérés
obtenus par ces méthodes, à partir d'un élément quelconque X{0) e E.

Démonstration : D'après la proposition 5, on sait que les itérés successifs
vérifient l'inégalité (32) ; d'autre part, grâce au résultat rappelé à la proposi-
tion 1, on sait que si l'application FQ est contractante pour la norme vecto-
rielle q, alors la suite X(p) converge fortement dans E vers X*.

2.3. Application à l'étude numérique d'un problème de diffusion non linéaire

Soit Q un sous-ensemble borné, ouvert de 1R2, de frontière F et T un nombre
réel positif. On considère le problème suivant :

(33)

Déterminer u : [0, T] x Q. -• U solution de ;

gt ~ A (exp(w(t, x))) = f{t, x), p.p. sur [0, T] x Q

u(t, x) = 0 p.p. sur [0, T] x T
K(0, X) = uo{x) p.p. sur Q

où ƒ et u0 sont des applications à valeurs dans U.; le changement d'inconnue :

v(t, x) = exp(w(t, x)) - 1

conduit à un problème équivalent; J. Robert a montré [32] que, sous des
hypothèses convenables, ce dernier admet une solution unique ; pour la déter-
miner numériquement, on peut discrétiser implicitement en la variable temps ;
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k étant le pas de temps, ceci nous conduit à étudier classiquement un problème
stationnaire du type :

(34)

v(x) = 0 , p.p. sur

p.p. sur Q

où v(x) est la restriction de v(t9 x) à chaque instant t = jk.
On peut discrétiser spatialement le problème précédent par différences finies
classiques, et on obtient alors un système non linéaire du type

(35) Ad(X) + ÂX - B = 0

où A est la matrice du potentiel, X et B des vecteurs de E = IRv.(v représentant
le nombre de points de discrétisation définis dans Q), Ad étant l'application :

A"(x) = \ l Log (1 + SO,.... i Log (1 +

t,j représentant les composantes du vecteur X.
Compte tenu de la structure de A, on peut décomposer le système (35)

en P blocs du type :

(36) Log (1 + x,) + - ^ ^ _ ( x ^ +Xi+i)_bi = Oj

où xh bte Eu sous-espace de E.
Soit X* la solution du système (35). Afin d'étudier la convergence des algo-

rithmes de relaxation par blocs, on envisage plusieurs situations :

Situation n° 1 : Utilisation de la norme euclidienne | . |2.
On considère les égalités (36) écrites pour une valeur quelconque de X

ainsi que pour X* ; on soustrait et on multiplie scalairement par (xt — xf)
élément de G,(xj - xf) ; il vient :

(37) < Àa(x, - xf), x, - xf > + £ < Log (1 -h xt) -

- Log (1 + xf ), x, - xf > = X < xk - x*, xj - xf > .

On peut minorer le membre de droite de cette égalité ; en effet, Au étant une
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matrice fortement définie positive, on a :

(38) < ÀH(x, - xf% xt - x* > ^ 2 | xx - x* | | , V/e { 1,..., p } ;

de plus, de par la monotonie de l'application logarithme, le second terme est
positif. Enfin, en appliquant l'inégalité de Schwarz, on a la majoration sui-
vante du second membre de (37) :

(39) £ < xk - xt xt - x* > ̂  X - ( - 1) | xk - xt |2.| xt - x* \2

On est donc dans les conditions d'applications de la proposition 4, et on a
bien déterminé une minorante M-accrétive de coefficients :

2 si l = k

- 1 si k = l ± 1

0 sinon

Situation n° 2 : Utilisation de la norme lx.

On opère comme précédemment, à la seule différence qu'ici on multiplie
scalairement par sign (xt — xf). Or les matrices Au sont des matrices à coef-
ficients diagonaux positifs et à dominance diagonale stricte, donc on obtient
une inégalité du type (38) en norme lx [33] ; de plus la fonction logarithme
étant croissante, elle est m-accrétive [33], Enfin, on peut, comme précédem-
ment, majorer le second membre de l'égalité (37) et déterminer une minorante
m-accrétive de mêmes coefficients que précédemment.

Notons enfin que l'on peut également effectuer une analyse analogue en
munissant chaque espace El de la norme du max [33]. Précisons que des
essais numériques ont -été effectués pour résoudre le problème précédent, qui
montrent l'efficacité de l'utilisation des méthodes de relaxation [33].

2.4. Une condition suffisante de convergence des algorithmes de relaxation
asynchrones associés à la décomposition en grands blocs du problème

On s'intéresse à la résolution du problème (19) par des algorithmes du type
(11), mais pour un découpage en grands blocs du problème, ces derniers étant
composés de blocs adjacents de la décomposition envisagée au paragraphe 2.2.
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Pour cela, on considère les hypothèses suivantes :

(39)

(40)
et

Soit a un entier naturel tel que a ^ P, soit { $t} pour i e { 1,..., a }
une famille d'entiers tels que :

et Vie {1, ...,ct },&*(>.

i-l

Soit pour tout i e { 1, ..., a }, af = Y[ Pj> a v e c la convention
I

a t = O

%= "n E,.

On a évidemment E = \\ Ët.

Pour tout W G £, on note :

et ^(P^) est la norme vectorielle canonique définie sur E comme suit :

= { \ w t \l9 .... | wt |„ ..., | w» U

où, pour i*e { 1, ..., a }, | . \t note la norme définie sur Ët,
A étant l'application de D(À) c= E à valeurs dans £, précédemment définie,

pour tout VFGD(A), on note :

A(W) = { KdW), ..., A,(W0, ..., K(W) }ef\Ei
i=l

et ÂĴ  l'application définie par :

ï + i

où
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De la même façon pour Ad(X), on envisage une nouvelle décomposition Âf
définie comme suit :

où :

Soit 0 G { 0 l 5 . . . , 0a } G 1R+, cône des vecteurs de composantes non négatives
de (Ra.

(41)

Pour We E, on considère les problèmes :

Vz G { 1, ..., a } , trouver xt G Êt tel que :

Âf(Xt) + ÂJT^) + 0.(X. -Wt)30.

Si les problèmes (41) ont tous une solution, alors on pose :

(42) X = { ..., xi9 ...} = { ..., FUBi(W), ... } = FB(W) .

On considère également l'hypothèse (31).
On partitionne la minorante M-accrétive N de l'opérateur A en blocs { Ntj}

tels que pour tout /,; G { 1, ..., a } , Ntj ait pour coefficients nlk pour

ke{aj + 1, ..., QLj+1} et / G { ^ + 1, ..., a i + 1 } .

Soit D la matrice diagonale par blocs, de blocs diagonaux Nu ; soit 3e la
matrice diagonale de coefficients diagonaux :

df = Qt pour tout i G { 1, ..., a } et / G { af + 1, ..., ai+1 } .

Soit L (respectivement Ü) la matrice strictement triangulaire inférieure
(respectivement supérieure) par blocs, définie par :

f - Nij s i i>i ( A f - Nu s i '*<Lu = 1 . l resp. C/o. = S
t 0 si i < j ^ ^ 0 si j ^

et on pose :

(43) 3e = 0 + 3e)-1(39 + L + 0 ) .

PROPOSITION 6 : Les hypothèses (27), (29), (31) et (41) étant vérifiées, FQ est
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bien définie sur E de manière univoque, admet pour point fixe X* solution du
problème (19), et de plus, pour tout W e E :

9{FB{W) - FB(X*)) ZfaftW - X*)
OÙ :

Démonstration : On suppose, tout d'abord, que sous l'hypothèse (27), les
problèmes (41) ont toujours une solution, ce qu'on vérifiera plus loin (cf.
remarque 7). Soit W, W'eE; on peut réécrire les problèmes (41) sous la
forme : V* G { 1, ..., a }

Â?(xf) + At(wu ..., M/._15 Xi9 wi + l9..., wa) + G£(x£ - Wi) s 0 ,

Af(xj) -h A,(wi,..., w;.!, xj, w'i+u..., w^ + e^xj - wj) 3 d,

où :

X; = { ..., xl9 ... } pour le { af + 1, ..., a£ + 1 } ,

x; = { ..., x'l9 ... } pour le { at + 1,..., a i + 1 } .

Soit encore :

0 = T^X,) + A^Wi,..., wai, xŒi + 1 , . . . , xa. + 1, wa. + 1 + l s ..., H>p) + ^(xj - w,)

avec

Tl,(xj) e A?(xz) ;

o = -n^xo + A,(wi,..., < , x; i + 1 , . . . , x; i+1, < + 1 + 1 , . . . , M/p) + ej(xj - w\)

avec

On soustrait membre à membre les deux égalités précédentes, et soit
gt G Gf(xj — x[) tel que l'inégalité (26) soit vérifiée ; et on forme :

+ 0, < x, - x;, ft >, - 0. < Wl - w'h 9^ = 0-

D'où, compte tenu d'une part de (20), et d'autre part de (26), on a :

r ». «i + i
w* - w* I* + Z »ik Ufc - 4 Ifc +

fc = C t i+ l

nlk I wk - < U + 0, | x, - x; |? - 0, | wt - w[ \t.\ xt - x{ | ^ 0 ,
J

| _ f c = l
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dont on déduit, compte tenu du fait que nlk ^ 0 pour k

«i + 1

Z nik \ x k - x f
k \ k + Q i \ x l - x\ \t ^

pour tout /G { oc; + 1, ..., a i + 1 }.
Ces inéquations se réécrivent sous forme matricielle :

(44) 0 + 3e) §(X - A") < (3e + L + Ü) § ( ^ - P^') .

Par un raisonnement identique à celui effectué dans la démonstration de la
proposition 5, on vérifie que :

P((D + 3 9 r 1 (3 9 + £ + Û))< 1;

donc la relation (44) implique que :

q(X - X') < (D + 3e)"1 (3e + L + Û) q(W - W') .

Remarque 7 : On vérifie que les hypothèses faites précédemment sont valables.
a) On considère tout d'abord le cas a = P et P7- = 1, pour tout;. Dans ce

cas particulier, grâce à l'hypothèse (27), l'hypothèse ci-dessus est bien vérifiée.

Soit D, L, U et 30 les matrices définies au paragraphe 2.2 et telles que :

N = D - L- Ü.

Alors (44) se réécrit :

q(X - X') < (D + I&yl (L+U+ J0) q(W - W')

avec

Donc, dans ce cas particulier où a = p, on constate que FB est bien définie,
et est contractante en norme vectorielle, donc contractante pour la norme
scalaire || . ||v ^ , ce qui implique l'existence d'un point unique X*. On vérifie,
alors, aisément, que tout point fixe de F@ est solution du problème (19) et
réciproquement.

b) On revient au cas général où a ^ p. Chacun des problèmes (41) est un
problème de la forme (19) pour l'opérateur ÂJJ qui est lui-même iî-accrétif,
la minorante M-accrétive associée étant le bloc diagonal Nu. Par conséquent,
les problèmes (41) ont tous une solution et l'hypothèse faite plus haut est
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vérifiée ; de plus, tout point fixe de FQ est solution du problème (19), et réci-
proquement. Donc en choisissant W' = X*5 point fixe de Fe, dans (44) on
obtient bien :

où

q(FQ(W) - FQ(X*))

est définie par (43).

- X*)

COROLLAIRE 2 : On considère les algorithmes de relaxation asynchrones
appliqués à F approximation du point fixe X* de l'application FQ définie sur

a

F espace produit E = Y\ ^ à valeurs dans ce même espace.

Sous les hypothèses de la proposition 6, il y a convergence vers X* des
itérés obtenus par ces méthodes, à partir d'un élément quelconque X(0) e £.

La démonstration de ce résultat est identique à celle du corollaire 1.

2.5. Application à Pétude numérique d'un problème de croissance cristalline

L'une des techniques utilisée pour la fabrication des cristaux est la méthode
Czochralski ; ce problème a été étudié et modélisé par P. Witomski [34] par
le système d'équations aux dérivées partielles suivant :

Pour i G { 1, 2 }

— Aut = 0 dam Qi

du;
(45)

et de plus pour i = 1

où £ll (resp. Q2) désigne le bain en fusion (resp. cristal),
Fx (resp. F2) la frontière du creuset contenant le bain (resp. la paroi du
cristal), y la surface libre du bain,
T l'interface liquide solide,
ux (resp. w2) est la température absolue du bain (resp. cristal),
Tc est la température absolue des parois du creuset et Tf la température
de fusion.

(p! et cp2 sont des fonctions croissantes ayant même expression analytique :

Tff - f = 1 ,2 ,
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%! (resp. X2) représentant la conductivité thermique dans le bain (resp. cristal),
ua est la température ambiante, 0, ja. et r| sont des constantes physiques positives.

La discrétisation des problèmes (45) par éléments finis de type Pl9 conduit
à la résolution de deux systèmes non linéaires du type :

(46) ÂiXi + A*(Xd=Bi9 pour ƒ = { 1 , 2 } ,

où les matrices A; sont à diagonale positive, faiblement dominante, les termes
hors-diagonaux étant négatifs, et de plus sont des M-matrices [27] et les appli-
cations A? rendant compte des non-linéarités sur les frontières Ff.

Afin de résoudre les systèmes (46) par des algorithmes parallèles de relaxa-
tion, on effectue une analyse distincte pour le premier et le second système
d'équations du type (46) précédent. En ce qui concerne le premier système
décrivant la température du bain, les techniques mises en oeuvre au para-
graphe 2.3 peuvent être réutilisées sans difficulté majeure et permettent
d'ailleurs, dans le cas d'un maillage de Q1 par des points équidistants, de
déterminer une minorante M-accrétive triple-diagonale, de coefficients
diagonaux égaux à 2 et de coefficients co-diagonaux égaux à — 1. Par ailleurs,
compte tenu de la forme du domaine Q2 intervenant dans l'application envi-
sagée, il n'est pas possible, pour la décomposition par blocs, de mettre en
évidence une minorante M-accrétive ; on peut simplement calculer une mino-
rante Z-accrétive [33] ; par contre, si on envisage la décomposition par points
du système discrétisé, alors la matrice A2 est une minorante M-accrétive de
l'opérateur associé à cette décomposition ; les applications <pt étant croissantes,
donc accrétives, on se trouve donc dans un contexte d'application du résultat
de la proposition 6 ainsi que du corollaire 2.

Remarque 9 : Cette étude illustre bien le résultat de la proposition 6 qui,
en clair, signifie que si la condition de H-accrétivité est vérifiée pour une
décomposition donnée, ce qui constitue une condition suffisante de conver-
gence des algorithmes de relaxation séquentiels et parallèles synchrones et
asynchrones pour la décomposition en blocs correspondante, alors on est
assuré de la convergence des algorithmes de relaxation pour n'importe quelle
décomposition plus grossière du système à résoudre. Dans les applications
pratiques [33] et afin d'envisager des décompositions en grands blocs qui
correspondent aux méthodes de relaxation par sous-domaines, on vérifie
l'hypothèse (31) soit pour la décomposition par points, soit pour la décompo-
sition naturelle par blocs.
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2.6. Étude d'une classe de problèmes continus

Soit à résoudre le système elliptique semi-linéaire de la forme :

'A, M, =ƒ,(«), V / e { l , . . . , p }
(47)

«ï|ao = 0

où Aj ux = - . v, A«z + 6, ux (avec vh $t > 0).
L'opérateur - A étant J^°°-accrétif, et si l'on note <,> la dualité Jâf °°,

alors on a :

Vu, G D(A) = W2^(Q) tq . wl |an = 0, 3 ^ , ) e

(48) | tq. < ul9 gx > - | u, U et :

l - v, AM, + 0, uh gx > > 9( | ux |œ .

Si

et si

on suppose de plus que :

f 3c G Ut. t.q. Vu, f vérifiant | u \ < c et I v \ < c on ait :
(49) S

Soit alors JV = (n|k) la matrice de coefficients :

— alk si l ^ k
(50) » - „ , si , _* .

Si JV est une M-matrice alors l'opérateur :

v^Av- f(v) = {..., A,-M, - ƒ,(«), ... }

est H-accrétif pour la norme vectorielle q considérée.

Remarque 10 : Les conditions données ci-dessus se rencontrent tout parti-
culièrement dans le cas de l'étude de problèmes paraboliques où l'on discré-
tise la variable temps par un schéma implicite, ce qui ramène à une suite de
problèmes stationnaires du type (47), vérifiant aisément le type de conditions
mentionnées précédemment. Par ailleurs, on peut envisager le même type
de résultat non plus pour des conditions aux limites de Dirichlet mais pour
d'autres conditions aux limites rencontrées classiquement dans les applica-
tions.
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