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ÉQUATIONS D'EVOLUTION LINÉAIRES
DU SECOND ORDRE ET MÉTHODES MULTIPAS (*)

par E. GODLEWSKI et A. PUECH-RAOULT (*)

Communiqué par P.-A. RAVIART

Résumé. — On propose un schéma d'approximation en espace et en temps de Véquation d'évolution
u" + Bu' + Au = f, utilisant une méthode linéaire multipas pour la discrétisation en temps; on donne,
sous Vhypo thèse B = a A -f p / des majorations dy erreur, et Von fait une étude détaillée des méthodes à 2
et 3 pas.

Abstract. — Afully discrete scheme in space and in time f or the second order eiolution équation
u" + Bu' + Au = fis proposed; the time discrétisation is achieved by means of a linear multistep method.
onder the hypothesis B = OLA + $I, some error bounds are given. In addition, 2-steps and 3-steps
methods are analysed.

INTRODUCTION

On cherche à résoudre numériquement l'équation d'évolution du deuxième
ordre u" + Bu' + Au~f, où A et B sont des opérateurs non bornés dans un
espace de Hubert H. Une première méthode d'approximation consiste à écrire
l'équation sous forme d'un système du premier ordre et à utiliser les résultats
de [1] et [9] sur l'approximation des équations d'évolution linéaires par une
méthode linéaire à pas multiples; nous présentons ici une méthode de
discrétisation directe, adaptée aux équations du deuxième ordre et dont la
précédente est un cas particulier.

Des schémas multipas de discrétisation directe d'équations différentielles
ordinaires du deuxième ordre ont été introduits par Henrici [7], pour les
équations ne contenant pas de terme du premier ordre, et par Geradin [5] pour
l'équation de la dynamique des structures; nous étendons ici le schéma proposé
par Géradin au cas des équations en dimension infinie, en le complétant par une
discrétisation en espace.

(*) Reçu novembre 1978.
l1) Analyse numérique, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris.
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330 E. GODLEWSKI, A. PUECH-RAOULT

Dans notre recherche d'une majoration de l'erreur, nous suivons l'approche
utilisée par Crouzeix et Raviart [1, 9] pour l'étude des problèmes paraboliques,
et sommes donc amenés à étendre la notion de domaine de stabilité; la définition
que nous en donnons fait maintenant intervenir les racines d'un polynôme
dépendant de deux paramètres. Les résultats de majoration d'erreur, que nous
obtenons sous l'hypothèse de « damping orthogonal »B = aA + $I, précisent et
généralisent ceux de Gekeler [4], relatifs à l'équation uff + Au = ƒ. Notons que
l'hypothèse de « damping orthogonal » est une condition couramment itnposée
en pratique (Geradin [5], Jensen [8]); voir aussi à ce sujet [3].

Le plan de l'article est le suivant : nous décrivons la méthode (p, a, x) de
discrétisation et définissons son domaine de stabilité dans le paragraphe 1, et
introduisons la condition de « damping orthogonal » au paragraphe 2. Le
paragraphe 3 est consacré à l'étude du comportement des racines du polynôme
dépendant de deux paramètres p + za + z'x; dans le paragraphe 4, nous
donnons les résultats de majoration d'erreur. Enfin, au paragraphe 5, nous
étudions les méthodes à 2 et 3 pas : nous complétons les résultats obtenus
dans [5], sur l'ordre de ces méthodes, par la donnée explicite de leur domaine.

1. SCHÉMA DE DISCRÉTISATION

1.1. Préliminaires

Soient F et H deux espaces de Hubert, tels que F<= H avec injection compacte,
et F dense dans H. On note( . , .) le produit scalaire d e / / , | . | la norme
correspondante, et ||.|| la norme de F.

On se donne deux formes bilinéaires continues sur VxV, a(., .) et b(., .);
a est supposée symétrique et F-elliptique [i. e. il existe une constante \i0 > 0 telle
que : Vue F, a(v, v)^\io\\v | | 2 ] , et i? positive. Soient ,4 et B les opérateurs
de S£(V, F ) définis par

Vw, ve F, (Au, u > F v = a(u, v),

(Bu, vyr v = b{u, v).

On suppose que le domaine de B, considéré comme opérateur non borné
dans H, est dense.

Alors, étant donnés/eC^flP, T]; H) et u0, uxe F vérifiant Auo + BuxeH, on
considère l'équation différentielle

(1.1)te]0, T[munie des conditions initiales

U ( 0 ) = KO, M'(0) = M1.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION ET MÉTHODES MULTIPAS 331

La théorie des semi-groupes permet de montrer que le problème (1.1) admet
une solution unique i / e C ^ O , r ] ; / ) n C 2 ( [ 0 , T]\ H).

1.2. Schéma de discrétisation

Soit Vh un sous-espace vectoriel de dimension finie de V, et Ph l'opérateur
de V' dans Vh défini par :

V / e F ' , VvheVh, (P* ƒ,»„) = < ƒ, vh}v>i v.

On définit les opérateurs Ah et Bh de Vh par Ah = Ph A\ Vh et Bh = Ph B\ Vh> et on
pose

I A I \Ahuh\
\Ah h=SUp -Lj r-1. (1.2)

l « l
On se donne un pas de temps À t > 0, et trois polynômes p, CT, x de degré ^ g, à

coefficients réels, premiers entre eux dans leur ensemble

a v e c

i = 0 i = 0

On définit alors une approximation uleVh de u(tn) au temps t n ^
(neN, nt^T/At) par le schéma (p, a, x) suivant :

(1.3)
], . . . , ul~l donnés dans Vh.

REMARQUE 1.1 : On montre facilement que, s'il existe deux polynômes r et s
tels que p = r2, a = s2, % = rs, cette méthode correspond en fait à discrétiser
l'équation (1.1) sous forme d'un système du premier ordre par la méthode {r, s)
à q/2 pas.

LEMME 1 . 1 : Sous Vune des deux hypothèses suivantes :
(Ho) il existe deux réels > 0 r et r', avec \$q\r + \yq\r'<ctqt tels que
At2\Ah\h^retAt\Bh\h^r';
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332 E. GODLEWSKI, A. PUECH-RAOULT

le schéma (1.2) définit de façon unique une suite (MJJ) dans Vh.

Démonstration : La forme bilinéaire sur VhxVh, qui à (uht vh) associe
a

9 ( ^ , vh) + Atyqb(uht vh) + At2$qa(uh, vh), est Krelliptique dans les deux
cas. L'opérateur de Vh iq / + Ar yq Bh + At2 Pg Ah est donc inversible; dans les
deux cas, son inverse est d'ailleurs borné (pour la norme |. \h) par une constante
indépendante de A f et h,

1.3. Domaine de stabilité

Considérons l'équation différentielle ordinaire y" + by' + (ù2 v = 0; le
schéma (1.3) appliqué à cette équation s'écrit :

où l'on a posé

La théorie classique des équations aux différences linéaires nous conduit alors à
étendre de manière naturelle les notions de domaine de stabilité, couramment
utilisées pour les problèmes paraboliques, aux méthodes (p, a, x). Nous
définissons le domaine de stabilité D(p, a, x) de la méthode (p, a, T) comme
l'ensemble des (z, z')eR+ xU+ tels que les racines du polynôme p-i-za + z'x
soient de module inférieur ou égal à 1, les racines de module 1 étant simples.

On remarque que D(p, a, x)n(iR+ x{0}) correspond au cas B = 0; nous
supposerons donc que la méthode (p, a) est convergente en tant que méthode
multipas adaptée aux équations du deuxième ordre (Henrici [7]), c'est-à-dire que
nous ferons l'hypothèse suivante :

1 est racine double de p, et p"(l)/2 = a(l) (condition de consistance);
(H,) les racines de p sont de module inférieur ou égal à 1, les racines de

module 1 étant au plus doubles (condition de stabilité).
Nous supposerons également que la méthode (x, a) est convergente en tant que

méthode multipas adaptée aux équations du premier ordre, ce qui se traduit
par :

1 est racine simple de x et x'(l) = cr(l);
les racines de x sont de module inférieur ou égal à 1, les racines de(H2)

module 1 étant simples.

Notons que, sous les hypothèses (Hx) et (H2), les polynômes p et x ont tous les
deux 1 pour racine, et que la méthode (p/(Ç-l), x/(Ç —1)) est également
convergente.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION ET MÉTHODES MULTIPAS 333

Nous allons maintenant faire une hypothèse sur la stabilité de la méthode.
D'après (Hj), le point (0, 0) ne peut appartenir au domaine de stabilité
puisque 1 est racine double de p. Mais nous supposerons que le
domaine D(p, a, x) contient un pavé [0, r] x[0, r'] privé de l'origine, c'est-à-
dire :

(H3) 3r>0, 3r '>0, D(p, a, T)=>[0, r] x[0, r']\{(0, 0)}.

REMARQUE 1.2 : Parmi les méthodes vérifiant l'hypothèse (H3) se trouvent
certaines méthodes (r2, s2, rs) (cf. rem. 1.1) provenant de la discrétisation de
l'équation (1.1) sous forme de système; en effet lorsque la méthode (r, 5) est
convergente et ^4-stable [9], on montre facilement que la méthode
correspondante (r2, s2, rs) a pour domaine de stabilité U+ xR+\{(0, 0)} et
que (Hi) et (H2) sont également vérifiées.

1 .4. Formule de représentation de l'erreur

On cherche à majorer l'erreur au temps tn, soit u{tn) — un
h\ pour cela on

commence par introduire l'opérateur YlheJ£(V, Vh) défini par

et poser / (1.4)
)

Si on définit l'erreur de consistance eJ! par

Tt2 i i tn + i), (1.5)

on obtient :

£ ( a ïI + Y,ÀtBfc + p,At2yU en
h

+i = At2el

1=0

On introduit alors les notations suivantes :

CÛ(.,2, Z') = P ( . ) + ZCJ(.) + Z'T(.) , (Z, z ')eCxC, (1.6)
(1.7)

, z ' ) = t S^z.zOÇ*-'. (1.8)
i = 0

Si (z, z') est dans le domaine de stabilité, la fraction rationnelle l/©(., z, z') est
alors développable en série entière dans le disque unité ouvert; soient Tt (z} z') les

vol. 13, n° 4, 1979



334 E. GODLEWSKI, A. PUECH-RAOULT

coefficients du développement en série

1 £ , ._,
. (z,z0eZ>(p.a,i). (1.9)

<Ù\S,,Z,Z) 1 = 0

Des formules (1.7), (1.8) et (1.9), on déduit les relations

hq(ztz
t)Tl{z,zt) + hq-x{ztz

f)Tl-1{ztz
f)+ . . .

+ 80(z, z')ri_fl(z, z') = 0, />0, (1.10)

§q{z, z') = ro(z, z')=l (avec la convention 1̂  = 0 si /<0).

Sous l'hypothèse (Ho) ou (HÓ), l'opérateur <xqI + yqAtBh + fiqAt2Ah est
inversible; posons

Les formules (1.10) permettent de définir les opérateurs Tt(At2 Aht AtBh) par
réccurrence.

On obtient alors l'expression suivante pour e™ :

eH = 'Y E rm„q-t{At2Ah, AtB^.^At2 Ahi AtBh)el
k=0 i =0

+ At2 Y r m _,_ ( (A£M f c , AtBh)(aLqI + pqAt2Ah + yqAtBh)-1el (1.11)
1 = 0

Pour majorer | el\, il faut estimer les normes des opérateurs 8j(Àt2 Ah, AtBh) et
rt(At2 Ah, AtBh). Pour ces derniers, nous ferons au paragraphe 3 l'hypothèse
que Ah et Bh commutent, le problème revenant alors à une majoration de la
fraction rationnelle r ( (z, z'); nous allons voir maintenant la signification de cette
hypothèse.

2. CONDITION DE « DAMPING ORTHOGONAL »

Nous étudions dans ce paragraphe la condition, essentielle au paragraphe 3,
de commutativité des opérateurs Ah et Bh, afin d'en donner par le théorème 2.1
une interprétation ne portant que sur A et B.

THÉORÈME 2 .1 : Sous les hypothèses du paragraphe lAet si laforme bilinéaire b
est symétrique, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout sous-espace vectoriel Vh de dimension finie de V, les opérateurs Ah

et Bh commutent;
(ii) B = uA + $L

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Démonstration : II est clair que (ii) implique (i). L'implication réciproque
repose essentiellement sur l'existence, sous la condition (i), d'une base (e,) de H,
telle que :

V(i,;), (e..e,) = Sy, a(el9 ej) = KSV9 &(*.. e,) = M v . l2-1)

que l'on obtient de la manière suivante.
On remarque tout d'abord qu'en appliquant l'hypothèse (i) à un sous-espace

de dimension 2 engendré par deux éléments u et u, on a

((u, v) = 0, \u\ = l, |u | = l, a(u, v) = 0, a(u, u) ^ a(v, v))
=> b{u,v) = 0. (2.2)

Soit maintenant G l'opérateur de F dans F défini par G^A'1 \v; G est un
opérateur compact de V, symétrique pour a(., .); V peut donc s'écrire comme
la somme directe hilbertienne de la suite des sous-espaces propres Et de G.

On définit Bt opérateur de Et par : Vu, veElt (Btut v)~b{u, v), Bt est un
opérateur symétrique de Et; il existe donc une base ( ƒ i, . . . , fl

N) de E, telle que :

Enfin, on considère la famille ( f\, . . . , fl
N)t :

— l'orthogonalité pour le produit scalaire a (., . ) des sous-espaces Et permet
de montrer que c'est une base orthonormée de H, orthogonale pour a(., .);

— on déduit de (2.2) que c'est une famille orthogonale pour b{., .).
On a ainsi construit une base satisfaisant à (2.1).
Pour conclure, il suffit maintenant de vérifier que les valeurs propres

apparaissant dans (2.1) sont liées; de (2.2) appliqué sous la forme suivante :

V(w1,u2,w3)e^3-{(0, 0, 0)}

-{(0,0,0)}

on déduit que pour tout triplet (i, j , k) tel que Xt # XJf k3 # Xk, Xk ï \> on a

vol, 13, n° 4, 1979



336 E. GODLEWSKI, A. PUECH-RAOULT

ce qui donne immédiatement l'existence de deux constantes a et (3 telles que,
pour tout i, 1̂  = 0 ^ +p.

REMARQUE 2.1 : La condition(ii) du théorème 2.1>B = a^4 + pi>qui apparait
comme une condition très restrictive, n'est autre que l'hypothèse « d'amortisse-
ment orthogonal » couramment utilisée (Géradin [5], Jensen [8]).

On pourra constater dans la suite que si l'espace F est de dimension finie, c'est-
à-dire si l'on intègre un système différentiel ordinaire, cette condition
d'orthogonalité devient inutile; il suffit dans ce cas de supposer que A et B,
opérateurs de V, commutent.

NOTATION : La condition d'amortissement orthogonal sera désormais notée

(H4) B = ctA + $I.

Pour un sous-espace Vh, la condition de commutativité de Ah et Bh sera notée

(H,) AhBh = BhAh.

Si le sous-espace Vh de dimension N(h) vérifie (Hh), Ah et Bh sont
diagonalisables dans une même base (ei)£i/l)i orthonormée de Vh; on
désignera les valeurs propres de Ah par <ù2

h, i = l , . . . , N(h)
avec 0 < o)f.A g tolfA . . . g œ ^ ) / ? , 4 * ^ = © ? ^ ; celles de Bh par bi>ft,
Ï = 1, ..., N (h), avec Bh e% = bu h et.

3. MAJORATION DES NORMES DES OPÉRATEURS r ((Ar2 Ah, MBh) ET bt(AtzAh, AtBh).

Nous nous donnons dans ce paragraphe 3 un sous-espace Vh vérifiant
l'hypothèse (H,).

Par les lemmes qui suivent nous ramenons l'étude de l'opérateur
rt(At2Ah, AtBh) à celle de la fraction rationnelle r,(z, z') et donnons une
estimation directe de |§f(A£2^4h, AtBh)\h.

LEMME 3 . 1 : Pour tout h on a

I ^ ^ h)\h^ m a x \ ( l u \
ie{l N(h)}

Si la condition de stabilité At2 | Ah |fc^r, At \ Bh \h^r' est satisfaite, on a pour
tout l :

Ak. AtBà\k£ sup 1
[0,rlx[0,r1

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Démonstration : Pour tout ie { 1 . . . N(h)}, on a

T,(At2Ah, AtB^e^T^At2^,,, Atb,,h)e„

et pour tout uh = £Ve,,

| T, (At2 Ah, AtBh) vh |
2 = X (»• T, (At2 o,2, „ Atfe, *))2

g|%|2max(r,(At2cû2
h, Atfr, *))2

t

De la même manière, on a le :

LEMME 3.2 : Si <xq>0, Pg>0, y4>0, on a

Vie{0, . . . . « - 1 } . | S l ( A t M , , A ^ ) | ^ ^ i + ^ + ^ - .
aq Pq ïq

Si la condition de stabilité (Ho) est satisfaite, on a

3.1. Décomposition et majoration de Tx(z, z')

Le lemme 3.1 nous conduit à rechercher maintenant une majoration
de Fi(z, z') sur une partie du plan; on peut adapter de façon immédiate les
techniques classiques pour des méthodes (p, a) appliquées à des équations
paraboliques ([1, 9]) afin d'obtenir le résultat suivant :

LEMME 3 . 3 : Pour toute partie fermée B de U x M contenue dans le domaine de
stabilité, il existe une constante C telle que,

V / e M , V(z, z ' ) e ^ , | r f ( z , z')\^L

Le point (0,0) n'appartenant pas au domaine de stabilité, le lemme 3.3 ne peut
fournir une majoration sur une partie du type [0, r] x [0, r'], mais seulement sur
[0, r] x [0, r ' ] \[0, s[ x [0, e[. Afin d'en faire une étude au voisinage de (0, 0),
nous exprimons donc les F/(z, z') au moyen d'une décomposition en éléments
simples de l/œ(Ç, z, z').

Nous désignerons par Çt(z, z'), i= 1, . . . , q, les racines de co(., z, z'); notons
qu'au voisinage d'un point, on peut les numéroter de telle sorte que les
applications Ç, soient continues. Nous utiliserons les notations suivantes :

Çx(0, 0) = Ç2(0, 0), .. ., Ç2d-i(0, 0) = Ç2d(0, 0) : racines doubles de module 1
de p;

^2d+i (0, 0), . . . , C,2d+r(Q> 0) r ^ 0 : racines simples de module 1 de p;

vol 13, n° 4, 1979



338 E. GODLEWSKI, A. PUECH-RAOULT

Ç2d+r+i(O, 0), . . . , Ç2a+r+s(0> 0) 5^0 : racines de module < l de p;
et

h = {l, . . . , 2d}, I2 =

LEMME 3.4 : Pour (z, z') assez voisin de (0, 0), il existe un unique triplet de
polynômes en Ç, A1((>, z, z'), A2(Ç, z, z'), i43(Ç, z, z') vérifiant :

1 A&z.z*)

t ^ 2 ( Ç , z , 2 ) |

d°A2<r> d° A3<s.

De plus, Alt A2, Az sont continus en (C,, z, z').

Pour (z, z') assez voisin de (0, 0), on a Tt(zt z') = {Tl +rf + rf){z, z'), où

V/GAT, Vr, 0 < r < l , V ; e { l , 2 , 3} ,

o(z,z')Jo H f ] ( r e » - ^ 1 ^ . z')
f ^ . e .

Démonstration : D'après la continuité des applications Ç£, les trois polynômes
Çf1^ z')), n ^ - ^ r 1 ^ zO) et n C - ^ " 1 ^ z')) sont deux à

i 2 3

deux premiers pour (z, z') assez voisin de (0, 0). Il existe donc un unique triplet
de polynômes vérifiant (3.1). La continuité s'obtient en écrivant le vecteur de Uq

des coefficients de Alt A2, A3 comme solution d'un système linéaire de matrice
ne dépendant que des Çf(z, z') et du second membre constant.

Pour obtenir la deuxième partie du lemme, il suffit d'écrire Ti(z, z'),
/-ième coefficient du développement en série de l/(o(Ç, z, z'), au moyen de la
formule de Cauchy.

La décomposition de rit indiquée au lemme 3.4, permet maintenant d'obtenir
une majoration uniforme des Tt au voisinage de (0, 0).

PROPOSITION 3 . 1 : / / existe un voisinage Vde (0,0) et une constante positive C,
tels que, pour tout (z, z')e V, z ^ 0 , z ' ^ 0 et pour tout l, on ait

Démonstration : Nous majorons successivement T3
t, Tf, F / .

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION ET MÉTHODES MULTIPAS 339

(i) Majoration de Yf{z, z')-
Il existe une constante 8 telle que, pour (z, z') assez voisin de (0, 0), on ait

V;eJ3, |Ç71(z,z0|^ô>l. (3.2)

L'application Ç -> A3 (Ç, z, z')/ f| (Ç — Çj"1 (z, z')) est donc hoiomorphe dans un

disque ouvert contenant le disque unité fermé et Y f (z, z'), qui a été défini
en (3.1), peut encore s'écrire :

0(z( z') Jo n ^ ^ ^ ))
je h

On en déduit, en utilisant la continuité de So (., . ) et de A3 (., ., . ), et (3.2),
qu'il existe une constante C et un voisinage V de (0, 0) tels que pour
tout (z, z') e F et pour tout l, \ Yf (z, z') | ̂  C.

(ii) Majoration de Yf(z, z').
Les racines (Ç,(0,0) JeI2) étant simples, les racines (Çj(z, z')Je I2) sont deux à

deux distinctes pour (z, z') assez voisin de (0, 0) et donc

n Ki-
jeh keI2-{j}
et, en notant al(z, z') k — 0, . . . , r—1, les coefficients de ^42(-

°0lz» z ) jel2

On en déduit, en utilisant le fait que les applications Sj(., .) sont bornées au
voisinage de (0, 0), que les racines ^(z, z') sont de module ^ 1 (hypothèse H3)et
que les coefficients al sont continus (lemme 3.4), qu'il existe une constante C et
un voisinage V de (0, 0) tels que, pour tout (z, z')e V et pour tout /,

(iii) Majoration de Yf (z, z').

Pour (z, z') assez voisin de (0, 0), les d polynômes de degré 2,
K - Ç r ' X Ç - k " 1 ) ^ *'). •••> K-Ç^-iKÇ-Ç 27)(z. z') sont deux à deux
premiers. Il existe donc un unique d-uplet de polynômes q^, z, z') de degré au
plus 1 vérifiant :

1
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De plus, ces polynômes en Ç sont continus par rapport à (z, z').

F? (z, z') peut maintenant s'écrire :

d i ri* -m A (rpm 7'\n.(rp
i9 2 zf\

80{z,z')

^ I Z «i./z «j-
z ) p=l

oùa J ) 0 , . . . , a^ 2â s o n t le s coefficients de A1 q^

On en déduit qu'il existe une constante C et un voisinage F de (0, 0), tels que
pour tout (z, z') e F et pour tout Z, | F? (z, z') \ ̂  C/.

REMARQUE 3.1 : La démonstration ci-dessus se simplifie considérablement
lorsque 5 = 0. Dans ce cas, en effet, le polynôme ©(., z, z') est en fait un
polynôme œ(., z) = p(.) + za( . ) , et le théorème de l'application ouverte
(Rudin [10]) appliqué à — p / a montre que les racines de œ(. , z) sont distinctes
dans un voisinage de 0 privé de 0. Ce résultat ne se généralise pas au cas où B est
non nul, comme le montre l'étude faite en 5.1.

A l'aide des lemmes 3.1,3.3, et de la proposition 3.1, nous avons maintenant
(sous la condition Hh) une première majoration de la norme de l'opérateur :

THÉORÈME 3.1 : Sous la condition de stabilité to2\Ah\h^r, At\Bh\hf^r' on a

V/eiV*, \rt(At2 Akf \

3.2. Une autre majoration de F,(A£2 Ah, AtBh)

Nous allons étudier Ff(z, z') dans le cas particulier où Z — CÛ? ̂ Àt2, z' = bi>hAt
où (o? h et bit h sont les valeurs propres de Ah et Bh.

Sous certaines hypothèses, on peut obtenir une majoration indépendante de la
longueur T de l'intervalle de temps, alors que le théorème précédent conduit à
l'estimation suivante :

T CT
3 0 0 , V /^ — Ir.CAtMfc.ÀfB*)!*—.

La démonstration de la proposition 3.1 montre que le terme TJAt provient
des racines essentielles de p. Or si 1 est la seule racine de module 1 de p, un
calcul très simple donne l'expression de F* :

<=2

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



EQUATIONS D'ÉVOLUTION ET MÉTHODES MULTIPAS 341

où Çj et Ç2 sont les deux racines de co tendant vers 1, d'où

1 1

Le lemme suivant va nous permettre de minorer la différence Çx — Ç2, sous une
hypothèse qui apparaît naturellement si on considère l'équation test
x" + frx' + co2x = O. En effet, l'équation caractéristique r2 + br + o 2 = 0 a une
racine double lorsque b2 — 4a>2 =0 ; dans ce cas, si la méthode est convergente,
les racines C>1 et Ç2

 s o n t t r^s proches l'une de l'autre.

LEMME 3.5 : Soient Çi(z, 2') et Ç2(z, z ') tes dewx racines de <$(., z, z') qui
tendent vers 1 lorsque (z, z') tend vers (0, 0); alors il existe une constante r | >0 ,
telle que, si z et z' sont suffisamment petits, et si le rapport zf2/\zf2—4z\ reste
borné, on ait la minoration suivante :

Démonstration : Par hypothèse, 1 est racine double de p, simple de x. On peut
donc poser

Alors R (1) = r ( l ) = a (1) d'après les hypothèses (H^ et (H2), et ̂ , Ç2 vérifient
l'équation

que l'on peut encore écrire :

2R(Q_\ 4R2(Q

En écrivant le développement de Tayior des polynômes au point 1, on peut
mettre le second membre sous la forme suivante :

z>2T2(Q-4za(QR(Q u

où u = z/2—4z, avec des coefficients ak et bk [l^k^2q-2) dépendant
uniquement des dérivées successives de p, a et x au point 1.
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Si on fait l'hypothèse que z'2/u reste borné pour z, z' assez petits,
comme ^ (z, z') tend vers 1 quand (z, z') tend vers (0, 0), on a

Par suite, on obtient l'identité

(avec £±1 oue = ± i suivant le signe de u), pour (z, z') voisin de (0, 0). On en
déduit le développement

z. z')-

et pour l'autre racine

avec r|j(z, z')->0, (z, z')-•((), 0), i = l , 2 ; d'où finalement une estimation

^ ( z , z')-Ç2(z, zO = e V u l + ^ ^ f z , z') + 62(z, z')

avec 9£(z, 2') -^ 0, i = 1, 2, (z, z') -> (0, 0).

REMARQUE 3.2 : 1° lorsque B = 0t on a immédiatement un développement
de Cj (z) et Ç2(

z) en puissances de z1/2 (c/. rem. 3.1);
2° lorsque z = cû2At2, z/ = bAt on peut montrer que, sous l'hypothèse

z / 2 - 4 z / 0 (c'est-à-dire b 2 - 4 c o 2 ^ 0 ) , Ci et Ç2 admettent en fait un
développement en série en At.

LEMME 3.6 ; Avec les notations du lemme 3.5, si les valeurs propres des
opérateurs Ah et Bh vérifient Vhypothèse

3 5 > 0 , V î e { l , . . . ,

alors 3 r | > 0 tel que pour At assez petit, pour tout ze{ 1, . . . , N(h)} :
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Démonstration : D'après le lemme 3.5, étant donné que le rapport
f,h/\blh — 4(o?,/,| est bien borné,

et les valeurs propres de Ah sont minorées par la plus petite valeur propre de A
qui est non nulle.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème :

THÉORÈME 3.2 : Sous les hypothèses du lemme 3.6, et si 1 est la seule racine
double de module 1 de p, il existe une constante C>Q,et un pas At0 tels qu'on ait
la majoration suivante : pour

0<At<Aro , |ri(At2i4hf AtBh)\h^-—.

REMARQUE 3.3 : Lorsque £ = 0, l'hypothèse que 1 est la seule racine double
de p est inutile (cf. rem. 3.2).

Dans le cas général, si on supprime cette hypothèse, il faut imposer une
condition analogue à celle du lemme 3.5; si a est une racine double de module 1
de p autre que 1, il faut supposer que

En utilisant un résultat d'approximation des valeurs propres [cf. Strang
Fix [11]), nous pouvons donner la signification de l'hypothèse sur les valeurs
propres lorsque B — a A + P / .

PROPOSITION 3.2 : La condition

3 5 > 0 , V / i ^ V V i e { l f . . . , AT (ft)}, | frg fc —4œg fc| ̂ Se>fB ft

est vérifiée quand les sous-espaces Vh sont des espaces d'éléments finis dans chacun
des cas suivants :

a = 0, $2/4eSpA;

a>0, a(3>l;
a > 0 , ap = l et l/a.2 f Sp A;
a>0 , a p < l , et les deux racines de V équation (ax + P)2 — 4x = 0

n'appartiennent pas à SpA.
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4. MAJORATION DE L'ERREUR

4.1 . Erreur de consistance

II faut estimer le terme de consistance e£; en transformant la formule (1.5), il
vient

*Mtn+i)-At2 t M" ('»+*
i = 0

(4.1)

Pour majorer ces termes, nous allons faire des hypothèses sur l'ordre de la
méthode.

DÉFINITION : Nous dirons que la méthode (p, a, x) est d'ordre ^(p, p') si la
méthode (p, a) est d'ordre ^p (pour une équation du deuxième ordre) et la
méthode (T, a) d'ordre ^.p' (pour une équation du premier ordre).

Nous utiliserons les notations suivantes (cf. [7] pour la définition des
constantes d'erreur) :

(Dp) sont les constantes d'erreur de la méthode (p, a) (pour une équation du
deuxième ordre);

(Cp) les constantes d'erreur de la méthode (T, a), et (Bp) celles de la
méthode (p, x) (pour une équation du premier ordre).

PROPOSITION 4.1 : La méthode (p, a, x) est d'ordre ̂  ( p, p') si et seulement si la
méthode (p, a) est d'ordre ^p et la méthode (p, x) d'ordre ^ p ' +1 .

Démonstration : On montre facilement la relation

\BO=DO.

La méthode (p, a ) est d 'ordre ^ p si D ^ D ^ . . . = D p + 1 = 0 , (p, T) est

d'ordre 5>p' si CO = CX= . . . = C p , = 0.

PROPOSITION 4.2 : Si la méthode (p, a, x) est d'ordre (p, p')t on a :
(i) si B = 0 et si ueCp+2([0, T]; H)nC2([0, T\; V),
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(ii) si B = aA + pi et si

ueC+2([0, T]; H)nC2([0, T]; V)n C'+1([0, T];

^- \\nhu"(t)-u"(t)\dt

I~t \°'\UHu'(t)-u'(t)\dt,

Démonstration : Grâce à l'hypothèse de damping orthogonal, le seul terme
délicat à majorer dans (4.1), celui qui fait intervenir l'opérateur Bh Tih — Ph B, se
simplifie. En effet, si B^aA + p / , PhB-BhTlh=$Ph(I-Tlh); en particulier,
si B = 0 les deux derniers termes de (4.1) disparaissent. Quant aux autres termes,
ils se majorent de façon classique.

4.2. Théorème de majoration

THÉORÈME 4 . 1 : Supposons les méthodes (p, a) et (x, a) convergentes ((Hi) (H2)).
Alors, sous l'hypothèse (Ho) si D(p, a, x)^>[0, r] x[0, r']\{(0, 0)}, ou sous
Vhypothèse (Wo) si £>(p, a, x)^R+ x [R+\{(0,0)}, on a pour une
méthode (p, a, x) d'ordre (p, p'), la majoration suivante :

(i) si B = 0eisiueCp+2([0, T];H)nC2{[0, T]; V),

\u{tn)-u
n

h\s\nhu{Q-u{tn)\+ -- max \<&\

J
\uip+2){t)\dt + C' f" \Uhu"(t)-u"(t)\dt;

JoJo

(ii) si B=zaA + $I et si

ueCp+2([0, T]; H)nC2([0, T); F)nCp'+1([0, T]; D{A))

max
i=o , . . . , ^

+ C T r J.
+ CT
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Démonstration : II suffit de reprendre la formule (1.11) et d'appliquer les
résultats du paragraphe 3.

Plaçons-nous dans la situation classique suivante : F est l'espace Ho(Q),
H = L2{Q); et soit 3~h une triangulation régulière de Q (Q ouvert borné de
frontière F régulière).

Prenons pour Vh = {veC0{Q)/VKe$~hf v^KePk et U|r = 0}.

COROLLAIRE 4 . 1 : Sous les hypothèses du théorème 4.1, si

u, u', uneLx([Q, T); Hk + 1(Q))nL°°([0, T]; Hk+

on a la majoration suivante pour une méthode d'ordre (p, p) :

CT
\ ( ) n \ ^ |\u(tn)-u

n
h\^ — max |«£|

A t i = 0 q_,

Grâce aux résultats du paragraphe 3.2, on peut obtenir une majoration ne
faisant pas intervenir ^lorsque B = 0, ou lorsque B — aA + filsion impose une
condition au spectre de A et aux racines essentielles de p.

5. EXEMPLES DE MÉTHODES (p, a, T)

Nous rappelons que, comme on l'a vu au paragraphe 1, une classe d'exemples
est fournie par la discrétisation de l'équation «" + Bu' + Au = ƒ écrite sous forme
système; les polynômes p, a et T sont dans ce cas de la. forme p = r2, a — s2,
z — rs. On peut étudier l'ordre et le domaine de ces méthodes et comparer les
résultats de convergence obtenus par la discrétisation sous forme système et pour
la discrétisation directe. Nous renvoyons pour cette étude à [6].

Nous présentons ci-dessous une étude systématique des méthodes à 2 et 3 pas.

5.1* Méthodes à 2 pas

Nous adopterons la notation suivante (Geradin [5]) pour la forme générale du
polynôme a :

^ | ) - l ) 2 . (5.1)

Les caractéristiques des méthodes à deux pas sont résumées dans les
tableaux I et II pour l'ordre, dans le tableau III pour le domaine de stabilité.

On montre facilement que si une méthode (p, a, x) à q pas est d'ordre {p, p), on
a p < 3q/2. Le tableau III montre qu'il existe des méthodes à 2 pas d'ordre le
plus élevé possible, inconditionnellement stables.
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TABLEAU I

Ordre de {p, o)

Ordre de (p, a)

1

2

3 et 4

E, (p

-

e=0

6=0

<P=-1/12

p.a

P(Q=(C-1)2

a forme générale (5 1)

P(O = (Ç-1)2

CT(C)=(- + ( P ) ( C - 1 ) 2 + ( C - 1 ) + I

p(C)=(C-l)2

<*(Ç)=-(Ç-1)2+(Ç-1)+1

Constantes
d'erreur

D4-9-I

ö s =0

TABLEAU II

Onhe de (T a}

Ordre
de (x, o)

1

3

n.e . (p

-

T, a

T(C)=n(C-i)2+(C-i)
CT(Ç) forme génerale (5 1)

T(C) = (e + -](Ç-l) 2+(Ç-l)

cr (Q forme générale (5 1)

T(C)=(e + ̂ )(C-l)2+(C-l)

a(0 = (^-+^J(;-l)2+(l+e)(;-l)+i

Constantes
d'erreur

c,-n-(.+J)

C3=-9

£
C 4 = - -

12

Signalons que la conique d'équation A (z, z') = 0, où À (z, z') est le discriminant
de l'équation du 2e degré <o(., z, z') = 0, est tangente à l'axe Oz' en (0, 0); il y a
donc, comme on l'avait annoncé dans la remarque 3.1, des points (z, z')
arbitrairement voisins de (0, 0) où ©(z, z') admet une racine double.

Interprétation : Rappelons que dans le schéma de Newmark, pour l'équation
y" = g{t, y, y')t on construit deux suites yn et z" de la manière suivante :
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TABLEAU III

Domaine de stabilité

e, tp

e = <p=O

e = 0
1

12

C - 0 c p < i 2

e = U l

£>0 ]

12

e>0

1

12

8 < 0

Ordre
de (p, a, x)

(2,4)

14,2)

(2,2)

(1.2)

D(p, er)

]0, 12[

-1 l-12cpL

Rt

lo, n 1
J 1-129J

*>(P.T)

R*+

Z)(p. a, T)

0

n
12

l - 1 2 < p

R+xR+\{(0,0)}

Ó
1

e

~ - ~ ~ ~ * 12

l -12 (p

ne contient aucun pavé

Nous donnons ci-dessous une interprétation de ce schéma en tant que
méthode linéaire à 2 pas.

PROPOSITION 5.1 : Si (ƒ , zn) est solution du schéma de Newmark de
paramètres (p, y) appliqué à Véquation y" + By' + Ay = f, alors (yn) est solution
du schéma linéaire à 2 pas de polynômes :

p(0=(ç-i)2.
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Ce schéma linéaire est d'ordre au moins (1.2); il admet les paramètres

Réciproquement, tout schéma linéaire à 2 pas d'ordre au moins (1, 2) coïncide
avec la méthode de Newmark associée à p=(l/6) + (£/2) + cp, y = (l/2) + e.

Pour y = 1/2, p ^ 1/4, le schéma est inconditionnellement, stable, en
particulier (y = 1 /2, p = 1 /4) donne le schéma à accélération moyenne constante;
c'est le schéma inconditionnellement stable d'ordre le plus élevé, le plus précis.

Pour y = 1 /2, p = 1 /6, on a le schéma de Newmark à accélération linéaire; c'est
l'unique méthode à 2 pas d'ordre (2.3).

5.2. Méthodes à 3 pas

La forme générale du polynôme a sera notée

" 1 ) 3 - ( 5 - 2 )

Comme pour les méthodes à 2 pas, nous résumons l'étude des méthodes à 3 pas
dans des tableaux; les tableaux IV et V pour l'ordre, VI et VII pour les domaines
de stabilité.

Le tableau VI donne le domaine de stabilité des méthodes d'ordre (3, 3), qui
correspondent au cas pratique d'application du théorème de majoration
(cor. 4.1) avec p = p' —3. En complément, nous donnons également les
domaines des méthodes d'ordre (2, 3). Les cas où le domaine ne contient aucun
pavé n'ont pas été indiqués dans ces tableaux.

On vérifie sur ce tableau qu'aucune méthode d'ordre (3.3) n'est
inconditionnellement stable; pour un résultat plus général concernant les
méthodes (p, a), voir Dahlquist [2].

Signalons que pour le cas 0 < r| < 1 lyf\2, les domaines peuvent avoir des allures
différentes dont nous donnons un exemple dans la figure VIII.
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TABLEAU IV

Ordre de (p c)

Ordre
de (p a)

1

2

3

4

a T) £ <p

-

a = r\ + ~
2

e=0
1

a = r| + -

e=0
*1

q>=
12
1

a = j \ + -

P CT

p(Q = û(;-l)3+(Ç-l)2

a (Q forme generale (5 2)

P(Q=(ÎI + - ) ( Ç - I ) 3 + ( Ç - I > 2

a(Ç) forme génerale (5 2)

p(Ç)=(n+-)(C-i)3+(Ç-i)2

ci(Q=(-=1- + -+<p)(C-l)3 + (^+Tl)(Ç-l)2

+ ( - + n)(ç-D+i

p(Q=(n + -)(C-D3+(ç-i)2

CT(CH(i+iï)(C"1)3+(^+T1)(C"1)2

+(-+n)(C-D+i

Constantes
d erreur

\ 1 2 /

1
D6=-~~

240

TABLEAU V

Ordi e de (T a)

Ordre
de(x a)

1

2

1

4

fr c

C = T1 + 1

, ^ l

2 6

9 = 0

T a

t(g=fc{Ç-l)3 + c(C-l)2 + (Ç-l)
a(Q forme generale (5 2)

T(Ç) = i>(Ç-l)3+(n + l)(Ç-l)2+(Ç-l)
a(Ç) forme generale (5 2)

T(C)=(-+6 + -J(Ç-l)3+(Ti + l)(Ç-l)2 + (C-i)

CT(Ç) forme generale (5 2)

T(Q=(~+ e + ̂ ) K - l ) 3 + (n + l)(Ç-l)2+(Ç-l)

/ 1 il t \ i l \

\ 2 4 6 "» ' X P J

+ ( - + n)(C-«+i

Constantes
d erreur

C2 = c-(n + l)

C 4 = - t p

1 e
5~720~Ï2
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T\HIFU \ (

Domaine de stabilité îles méthodes d'ordte <3, 3)

n>o
r\

q>+— < 0
12

T| > 0

<p + — = 0
12

Dip.a)

]o. ^ 1

10, «f

D(p.T)

]0, 12TI]

D(p, a, T)

12 n

o- r '

12TI

r\ 12tp
(r,0)eD

(r, 0}£D

TABLEAU VII

Domaine de stabilité des methodes d'ordie (2, 3)

T|, e, (p

1 1

.1=0 1 2 ~ 6

1

~6

8 ~ 1 2 ' 9 " 12

1

1 = 12

( 1 \ <P<Ï2

n\*--)*9

i
£ < — E / 0

12

n

„ < _

IXP-O)

lo ' r
-1 '(l/6)-eL

D(p, a, T)

o'
r .

l

(l/6)-s

r= + oo

K+xK+\{(0,0)}

12 n

1-lU

12. '

l-12e

oJ

HP
, - - - " - " i2n

r

i2n

n-i2<p

Nous regardons maintenant les méthodes classiques à 3 pas.
Méthode de Houbolt : Elle est donnée par les polynômes
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Avec nos notations, c'est donc une méthode de paramètres rj = 3/2, e = 11/12,
<p~l/4. C'est l'une des méthodes inconditionnellement stables, d'ordre le plus
élevé (2, 3), ce qui explique son utilisation.

Méthode de Wilson généralisée : Le schéma de Wilson généralisé s'écrit pour
une équation y" = g(t, y, y') :

y'n+1=y'n+àt(yy'n
l
+l+(l-y)y'«'),

Donnons une interprétation de cette méthode en tant que méthode linéaire.

PROPOSITION 5.2 : Appliqué à une équation y" + By' + Ay = 0, un schéma de
Wilson de paramètres p, y, 0 coïncide avec la méthode linéaire à 3 pas de
polynômes

Ç

Pour 9 = 1, on retrouve les polynômes de degré 2 du schéma de Newmark.

Pour Y = 1/2, p = l /6 c'est la 9-méthode. On a

1 92 0 1 93 92 9
6 + +

La méthode est donc d'ordre (2, 3) et inconditionnellement stable si
G^(l+>y3)/2, c'est un nouvel exemple de méthode d'ordre le plus élevé
possible, inconditionnellement stable.
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Figure VIII
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